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Resumo

Os campos escalares possuem uma gama de aplicações em diversos contextos, uma delas

está na matéria condensada com os defeitos. Estes defeitos aparecem naturalmente através

da presença de transições de fase no início do universo. O tipo de defeito, bem como

suas propriedades, dependem dos detalhes de cada quebra de simetria. Nesta dissertação

utilizaremos uma aplicação dos campos escalares ligada ao cenário cosmológico por meio

do estudo da quintessência, que envolve campos escalares acoplados à gravidade com a

finalidade de descrever uma fase de expansão cósmica acelerada, se apresentando como

uma alternativa promissora no estudo da inflação cósmica e da energia escura. Nosso

interesse está em analisar soluções cosmológicas baseadas no formalismo de primeira ordem

para encontrar modelos analíticos de 1 campo que descrevam a atual fase de expansão do

Universo sem a necessidade de utilizar uma aproximação de sllow-rool. Os resultados são

obtidos por meio de parâmetros cosmológicos analíticos que tornam os resultados aceitáveis

em relação aos valores experimentais. Através dos procedimentos mencionados, esperamos

compreender o processo de expansão do Universo acelerado, enfatizando o fato de que o

parâmetro de quebra de simetria de Lorentz é indispensável para o modelo proposto.

Palavras-chave: expansão acelerada, quintessência, parâmetros cosmológicos, campos

escalares, energia escura, quebra de simetria de Lorentz.





Abstract

Scalar fields have a range of applications in various contexts, one of which is in condensed

matter with defects. These defects appear naturally through the presence of phase

transitions at the beginning of the universe. The type of defect, as well as its properties,

depends on the details of each symmetry break. In this dissertation we will use an

application of scalar fields linked to the cosmological scenario through the study of

quintessence, which involves gravity coupled scalar fields in order to describe a phase of

accelerated cosmic expansion, presenting itself as a promising alternative in the study of

cosmic inflation. of dark energy. Our interest is in analyzing first order formalism-based

cosmological solutions to find 1-field analytical models that describe the current phase of

expansion of the universe without the need for a sllow-rool approximation. The results

are obtained through analytical cosmological parameters that make the results acceptable

in relation to the experimental values. Through the mentioned procedures, we hope to

understand the process of expansion of the accelerated universe, emphasizing the fact that

Lorentz’s symmetry breaking parameter is indispensable for the proposed model.

Keywords: accelerated expansion, quintessence, cosmological parameters, fields scalars,

dark energy, Lorentz symmetry breaking.
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1 Introdução

Einstein, com a sua teoria de gravitação, a Relatividade Geral (RG), propôs o

princípio Cosmológico e deu início a cosmologia moderna em 1917. Nesta data ninguém

suspeitava que o Universo estaria se expandindo e ainda mais de forma acelerada. Assim,

foi perfeitamente natural a busca por um modelo estático. Tal modelo era uma solução das

equações de campo de Einstein e seu principal obstáculo dizia respeito à própria natureza

da gravidade, pois atuando sozinha causaria o colapso do universo sobre si próprio. Dessa

forma, para compensar os efeitos atrativos da gravitação, Einstein introduziu um termo

adicional às equações de campo. Ele propôs um termo que teria um sentido oposto ao da

gravidade, a constante cosmológica. Tal constante introduz uma força repulsiva a fim de

compensar a força puramente atrativa gravitacional e desta maneira obtém um resultado

para o universo estático requerido pelas observações da época.

Em 1922 o matemático e meteorologista russo, Alexander Friedmann construiu

um universo em expansão partindo das Equações de Campo de Einstein, porém sem

utilizar a constante cosmológica. Em 1927, o matemático belga G. Lemaître mostrou que

a competição entre a atração gravitacional e a repulsão cosmológica no modelo estático

era responsável por uma instabilidade, podendo o universo estar em expansão acelerada.

Esta possibilidade acentuou-se consideravelmente, fazendo com que Einstein abandonasse

aos poucos a ideia de um universo estático e, consequentemente, abandonasse a ideia

da constante cosmológica. A descoberta definitiva foi feita por Hubble em 1929, uma

expansão linear relacionando redshift à distância, fez com que os modelos de Friedmann

fossem estudados e desenvolvidos por vários pesquisadores. Os estudos efetuados por

Lemaître constituem atualmente, juntamente com a solução expansionista obtida por

Einstein e de Sitter [1], a base matemática de boa parte da cosmologia. Tais soluções foram

posteriormente classificadas do ponto de vista da simetria espacial por Robertson e Walker,

sendo frequentemente denominadas de modelos de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker

(FLRW) e tornou-se parte da cultura científica.

Estas descobertas levaram a ideia de um Universo dominado por uma forma de

energia com pressão negativa, que o tem acelerado pelos últimos cinco bilhões de anos. A

essa forma de energia deram o nome de energia escura. É importante notar que a energia

escura é diferente da matéria escura [2], já que esta última exerce atração gravitacional

sobre outros corpos. Ela é chamada escura porque não emite radiação eletromagnética, e

portanto, não pode ser detectada em nenhuma faixa do espectro eletromagnético. Já a

energia escura provoca a repulsão sobre a matéria [3]. Atualmente acredita-se que 73% do

Universo atual é constituído de energia escura. Dentro deste contexto, foram propostos

vários candidatos para essa energia desconhecida, um deles seria reviver o modelo da
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constante cosmológica como possibilidade de explicação para a natureza da energia escura.

Infelizmente, tal ideia logo apresentou inconsistências [4] e novos modelos apareceram na

literatura, mas até o momento nenhum deles provou ser o modelo definitivo [5].

Na presente Dissertação utilizaremos um modelo chamado de quintessência, que

consiste em um modelo cosmológico onde a energia escura é representada por um campo

escalar acoplado à gravidade. A organização deste trabalho se dará da seguinte forma:

No capítulo 2 faremos uma breve abordagem sobre Teoria para um Campo Escalar Real,

mostrando como é obtida a equação de movimento de Euler-Lagrange. Será apresentado

também o modelo BPS, onde veremos que é possível obter as soluções para as equações de

movimento de segunda ordem partindo de equações de primeira ordem. Em seguida apre-

sentamos a carga topológica, que é a responsável pela existência dos Defeitos Topológicos.

Estes defeitos estão geralmente ligados a quebra de simetria do sistema. Na ausência da

carga topológica os defeitos são denominados de não-topológicos. Finalizamos o capítulo

falando da Estabilidade Linear, onde estudaremos sobre a estabilidade das soluções de

equações de movimento.

O capítulo 3 tem como principal objetivo mostrar que o Universo se expande

aceleradamente. Para isso, introduziremos a equação de campo de Einstein e em seguida é

apresentado o modelo FLRW, que consiste em uma métrica que descreve uma simetria

esférica, homogenia e isotrópica corroborando com o princípio cosmológico. Aplicaremos

esta métrica nas equações de campo da gravitação com a finalidade de encontrar o tensor

e o escalar de Ricci. Veremos que ao aplicar o tensor e o escalar de Ricci ao tensor

energia-momento para um fluido perfeito encontraremos expressões que permitem obter

informações sobre a taxa de expansão acelerada do Universo. Finalizaremos o capítulo

apresentando o Formalismo de Primeira Ordem que tem por objetivo obter, de forma

simplificada, soluções que diminuem a ordem das equações diferenciais de movimento.

Iniciaremos o capítulo 4 apresentando a energia responsável pela expansão acelerada

do Universo, a energia escura. Uma energia que parece ter força oposta a força gravitacional,

fazendo com que as galáxias estejam sempre se afastando umas das outras. Veremos

que quando consideramos um campo escalar atuando como a energia escura teremos o

estudo da denominada quintessência. Destacamos também que a equação de estado (uma

relação entre pressão e densidade) é um dos parâmetros essenciais na descrição da expansão

do universo, quando seu valor aproxima-se de −1. Para trabalharmos com modelos de

quintessência, veremos que atualmente só existe um modelo sobrevivente composto por

um único campo. Diante dessa problemática, nossa proposta será utilizar o formalismo

de primeira ordem para encontrar soluções generalizadas que descrevam a atual fase do

Universo. Para isso, veremos que a quebra de simetria de Lorentz é fundamental nesse

processo, pois sem a utilização do termo que representa a quebra de simetria, não obtemos

os resultados desejados e aceitáveis.
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No capítulo 5 apresentaremos as conclusões e perspectivas para este trabalho.
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2 Defeitos Topológicos

2.1 Teoria para um Campo Escalar Real

Para entendermos o que é um campo escalar partiremos do conceito de grandezas

escalares, que podem ser entendidas como aquelas que se caracterizam apenas por um valor

numérico e uma unidade de medida. São exemplos dessa grandeza o tempo, a temperatura

e o volume. Um campo escalar é uma função φ(p) e cada ponto p do espaço-tempo

se relaciona com uma grandeza escalar. A distribuição de temperatura em um mapa é

um exemplo de campo escalar, pois cada ponto da atmosfera terrestre se associa a uma

grandeza escalar, que neste caso é a temperatura. Esses campos são invariantes sob a

transformação de Lorentz, ou seja, φ(p′) = φ(p).

A densidade de lagrangeana para um escalar real é dada por:

L =
1
2
∂µφ∂

µφ− V (φ), (2.1)

onde V (φ) é o potencial do sistema e indica o problema a ser estudado.

A dinâmica de φ é descrita pela ação

S =
∫

L(φ, ∂µφ)dtd3x, (2.2)

e a equação de movimento (ou equação de Euler-Lagrange) é obtida aplicando o princípio

da mínima ação. Vale salientar que estamos utilizando a métrica de Minkowski em um

espaço de (1+1) dimensões, φ = φ(x, t). A Equação de Euler-Lagrange é dada por:

∂2φ

∂t2
− ∂2φ

∂x2
+
dV

dφ
= 0, (2.3)

ou

φ̈− φ′′ + Vφ = 0, (2.4)

onde φ̈ é a derivada segunda parcial do campo com relação ao tempo e φ′′ é a derivada

segunda parcial do campo com relação à posição. Se considerarmos um caso de um campo

estático, temos que a derivada de segunda ordem com relação ao tempo é nula, assim a

equação anterior torna-se

−φ′′ + Vφ = 0, (2.5)
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multiplicando, agora, ambos os lados da equação por φ′ vamos reduzir a ordem da equação

utilizando alguns artifícios matemáticos, assim temos

φ′φ′′ =
dV

dφ

dφ

dx
=
dV

dx
, (2.6)

isso nos dá

1
2
d

dx

(

dφ

dx

)2

=
dV

dx
, (2.7)

e integrando esta equação, temos

φ′ = ±
√

2V + C, (2.8)

onde C é uma constante determinada pelas condições de contorno.

2.2 Soluções BPS

O metodo BPS foi proposto por Bogomol’nyi em 1976, mas em 1975 Prasad e

Sommerfield já haviam publicado sobre o assunto[6] e [7]. Este método nos permite

obter soluções clássicas do tipo parede de domínio, que consiste em escrever os termos da

densidade de energia na forma de quadrados perfeitos, minimizando a energia e impondo o

cancelamento dos termos quadráticos [8]. Com o método BPS encontramos soluções para

as equações de movimento de segunda ordem, partindo de equações de primeira ordem.

A construção desse método parte da densidade de energia do sistema, que para campos

estáticos é dado por

ρ(x) = −L =
φ′2

2
+ V (φ). (2.9)

Se integrarmos essa densidade em toda a dimensão do espaço, obtemos a energia

total do sistema,

E =
∫ +∞

−∞
ρ(x)dx, (2.10)

completando um quadrado perfeito no integrando, temos:

E =
∫ +∞

−∞

[1
2

(φ′ ∓
√

2V )2 ±
√

2V φ′

]

dx, (2.11)
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analisando esta equação, percebemos que a energia do sistema será mínima quando,

φ′ = ±
√

2V (φ), (2.12)

e assim

|EBP S| =
∫ +∞

−∞

(

±
√

2V φ′
)

dx. (2.13)

A fim de facilitar a integração da equação (2.13), vamos definir um potencial

positivo definido da seguinte maneira

V (φ) =
W 2

φ(φ)
2

, (2.14)

onde Wφ é derivada da função W (φ), que chamaremos de superpotencial em relação a φ.

Assim, a equação (2.13) trona-se

|EBP S| =
∫ +∞

−∞
dx

√
2V φ′,

=
∫ +∞

−∞
dxWφφ

′,

=
∫ +∞

−∞
dx
dW

dφ

dφ

dx
,

=
∫ +∞

−∞
dW,

= W (φ(x→+∞)) −W (φ(x→−∞)),

= ∆W. (2.15)

Esse resultado nos leva a perceber que a energia mínima não depende das caracte-

rística locais da solução, mas sim dos seus limites assintóticos, ou seja, o comportamento

dos campos nos extremos.

2.3 Carga Topológica

Como podemos ver em [9], a forma explícita da corrente topológica é dada por

Jµ
T = ǫµν∂µW (φ), (2.16)
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onde ǫµν é o pseudo-tensor de Levi-Civita anti-simétrico. Em (1+1) dimensões suas

componentes são dadas por: ǫ00 = ǫ11 = 0 e ǫ01 = −ǫ10 = 1. Como essa corrente é

conservada, temos que ∂µJ
µ = 0. Isto implica na existência de uma carga topológica QT :

QT =
∫ +∞

−∞
J0dx,

=
∫ +∞

−∞

∣

∣

∣

∣

∣

dφ

dx
Wdx

∣

∣

∣

∣

∣

,

= W (φ(+∞)) −W (φ(−∞)) ,

QT = EBP S. (2.17)

A carga topológica QT caracteriza os defeitos como topológicos quando QT 6= 0 e

defeitos não topológicos quando QT = 0. Os Kinks e os Lumps são exemplos de soluções

topológicas e não topológicas, respectivamente, como veremos a Seguir.

2.4 Defeitos Topológicos e a Solução do Tipo Kink

Defeitos topológicos são configurações da matéria baseadas em transições de fase.

Estas configurações são geralmente relacionadas a quebra de simetria do sistema, onde cada

defeito se torna único devido as suas propriedades de simetria da matéria e da natureza de

transição de fase [10]. Este tipo de defeito possui estabilidade garantida através de uma

carga topológica. Eles se comportam de forma diferente ao nos afastarmos, em direções

opostas, do centro da solução [11].

Vamos analisar, agora, o potencial do modelo φ4, dado por

V (φ) =
1
2

(1 − φ2)2, (2.18)

O gráfico desse modelo é representado pela figura 1.

A equação diferencial de primeira ordem referente a este modelo é

φ′ = Wφ = ±(1 − φ2), (2.19)

integrando a equação acima, temos

∫ dφ

(1 − φ2)
= ±

∫

dx, (2.20)
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Figura 1 – Gráfico do potencial φ4.

cuja solução é dada por

φ(x) = ± tanh(x), (2.21)

e seu grafico correspondente pode ser visto na Figura 2.

-3 -2 -1 0 1 2 3
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0

0.5

1

x

Φ

Figura 2 – Soluções analítica tipo Kink. (Kink - linha vermelha; anti-kink - linha azul)

Estas equações mostram como se comportam o Kink (solução positiva) e o anti-Kink

(solução negativa).

2.5 Soluções do Tipo Lump

Para representar este defeito vamos considerar agora um modelo φ4 invertido, dado

por
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V (φ) =
1
2
φ2 − 1

2
φ4 =

1
2
φ2(1 − φ2). (2.22)

cujo seu gráfico é exposto na Figura 3.
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Figura 3 – Potencial φ4 invertido.

A equação diferencial de primeira ordem correspondente é

φ′ = Wφ = ±φ
(

1 − φ2
)1/2

, (2.23)

que tem solução

φ(x) = ±sech(x), (2.24)

e é representada graficamente de acordo com a Figura 4

Estas soluções têm carga topológica nula, pois φ(∞) = φ(−∞), assim, são denomi-

nadas soluções não - topológicas.

2.6 Estabilidade Linear

Como vimos, os Defeitos Topológicos são estruturas estáveis. Nesta seção, estu-

daremos a estabilidade das soluções das equações de movimento através da chamada

Estabilidade Linear [12], considerando pequenas perturbações em torno das soluções.

Faremos esse procedimento linearizando as equações de movimento para obter o potencial

de estabilidade e os autovalores associados[13][14].
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Figura 4 – Solução do tipo lump (solução positiva - linha vermelha; solução negativa -
linha azul)

Inicialmente, vamos considerar um campo escalar que possui dependência espacial

e temporal, como mostrado abaixo

φ(x, t) = φs(x) + η(x, t), (2.25)

onde φs(x) é a nossa solução estática e η(x, t) é uma pequena perturbação. Substituindo

(2.25) em (2.4), temos que

η̈ − η′′ − Vφsφs
η = 0, (2.26)

como podemos observar, η depende da forma do potencial e da solução estática φs.

Utilizando o Ansatz

η(x, t) =
∑

n

ηn(x) cos(ωnt), (2.27)

(2.26) torna-se

η′′
n + U(x)ηn = ω2

nηn, (2.28)

onde U(x) = d2V
dφ2

∣

∣

∣

φ=φs

.

A equação (2.28) é uma equação de autovalor do tipo Schrodinger [15] [16], onde

ω2
n são os autovalores e ηn os autovetores.



26 Capítulo 2. Defeitos Topológicos

A seguir, resolveremos a equação de autovalores. É importante destacar que

dependendo das características do potencial, essa equação de autovalores pode não ser

facilmente solúvel. Analisaremos a estabilidade do potencial Vsin(φ) com a inteiro. como

esta família é composta por potenciais positivos definidos, podemos escrever

Vsin(φs) =
W 2

φs

2
, (2.29)

com Wφs
= dW/dφs, consequentemente de (2.1) obtemos φ′

s = Wφs
, assim

U = W 2
φsφs

+Wφs
Wφsφsφs

. (2.30)

Substituindo esta última equação em (2.28), podemos reescrevê-la em termos dos operadores

a†a =

(

d

dx
+Wφsφs

)(

− d

dx
+Wφsφs

)

, (2.31)

como

a†aηn = ω2
nηn. (2.32)

Se admitirmos a existência de estados ligados para o modo zero, ou seja para ω0 = 0,

temos que

aη0 =

(

− d

dx
+Wφsφs

)

η0 = 0, (2.33)

e integrando temos

η0(x) = Ae
∫

Wφsφs dx, (2.34)

onde A é uma constante de integração. Podemos observar que

d log (Wφs
)

dx
=

1
Wφs

Wφs
Wφsφs

= Wφsφs
, (2.35)

dessa forma, temos

η0(x) = AWφs
= A

dφs

dx
=
sech(x)

a
sin

(

arccos [tanh (x)] +mπ

a

)

. (2.36)

Para soluções do tipo Kink, o menor autovalor encontrado é zero, sendo estáveis

por estabilidade linear enquanto que para Lumps, o menor autovalor é menor que zero e

por isso são instáveis [13].

Exemplo 1: Sendo um potencial do tipo φ4, com Wφs
= 1 − φ2

s, em que sua

solução analítica é dada por φs = tanh2(x), obtemos que

η0 = 1 − tanh2(x) = sech(x), (2.37)
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para

η(x, t) = η0 cos(ω0t), (2.38)

e

η(x) = η0sech(x), (2.39)

dessa forma a solução perturbada será φ(x) = tanh(x) + η0sech(x), sendo η0 ≪ 1. A

estabilidade da solução estática é caracterizada pelo η0, que corresponde ao modo-zero da

oscilação. Quando o estado η0 for diferente do modo-zero de oscilação, corresponderá a um

estado excitado, abrindo espaço para existência de um estado fundamental com auto-valor

ω2
n < 0, ou seja, ωn → iωn. Um estado deste tipo nos mostra que

η(x, t) = η0 cos(iωnt) = η0

(

eωnt + e−ωnt

2

)

. (2.40)

A equação 2.40 nos informa que para um tempo t tendendo ao infinito, a perturbação

η(x, t) também tenderá ao infinito, desestabilizando a função e implicando na instabilidade

de φs(x).

Figura 5 – Representação da estabilidade da solução estática de um potencial do tipo φ4.

Exemplo 2: Para um potencial do tipo φ4 invertido, onde Wφs
= φ

√

1 − φ2
s, temos

al seque φ′
s = −Wφs

e a solução analítica desse potencirá φs = sech(x), consequentemente

η0 = Wφs
= sech(x)

√

1 − sech2(x), (2.41)
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η0 = Wφs
= sech(x) tanh(x), (2.42)

correspondendo a um primeiro modo de oscilação. desta forma a solução φs é

instável.

Figura 6 – Representação da instabilidade da solução estática de um potencial do tipo φ4
invertido.
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3 Modelo Padrão da Cosmologia

Há cem anos desconhecíamos a existência de galaxias e acreditávamos que o

universo era estático. Em 1922, Alexandre Friedmann demonstrou a partir das equações

de campo de Einstein que o Universo sofre uma expansão acelerada. Com esse modelo

podemos entender a evolução do universo desde as primeiras frações de segundo até hoje,

aproximadamente 14 bilhões de anos depois [17].

3.1 Equação de Campo de Einstein

Para introduzir as equações de campo da Relatividade Geral, partiremos da chamada

ação de Einstein-Hilbert, que é definida por

S =
∫

d4x
√−g

[−1
4
R + L(φ, ∂µφ)

]

, (3.1)

onde R é o escalar de Ricci, g é o determinante do tensor métrico (gµν), φ representa o

campo escalar e adotaremos 4πG = 1.

Variando a ação, temos:

δS =
∫

d4x
[

δ
√−g

(−1
4
R + L(φ, ∂µφ)

)

+
√−gδ

(−1
4
R + L(φ, ∂µφ)

)]

, (3.2)

e assumiremos que:

δ
√−g = −1

2
√−ggµνδg

µν ,

a dedução da identidade acima pode ser encontrada com detalhes no Apêndice B. Podemos

escrever então a equação (3.2) da seguinte maneira:

δS =
∫

d4x

[

−
√−g

4

(

−gµν

2
R + 2gµνL

)

δgµν +
√−gδ

(

−R

4
+ L

)

]

. (3.3)

Utilizando o escalar de Ricci como sendo: R = gµνRµν . temos que:

−1
4

√−gδR =
−1
4

√−g [δgµνRµν + gµνδRµν ] . (3.4)
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O variacional da lagrangeana de matéria será escrita da seguinte forma:

δL =
∂L
∂gµν

δgµν . (3.5)

O termo δRµν da equação (3.4) será nula devido às condições de contorno. Diante

disso, substituindo as equações (3.4) e (3.5) na equação (3.3), teremos:

δS =
∫

d4x
√−g

[

−1
4

(Rµν − 2gµνR) +
1
2

(

2
∂L
∂gµν

− gµνL
)]

δgµν . (3.6)

Pela Teoria da Relatividade geral, temos:

Rµν − 1
2
gµνR = ψTµν , (3.7)

onde o lado esquerdo representa a geometria do espaço-tempo e o lado direito é uma

relação da matéria com o tensor energia-momento. a constante de proporcionalidade é

definida por ψ =
8πG
c4

e considerando um sistema de unidades em que 4πG = c = 1, temos

que ψ = 2, então:

Rµν − 1
2
gµνR = 2Tµν . (3.8)

Substituindo a expressão (3.8) em (3.6), encontramos a seguinte relação:

2
∂L
∂gµν

− gµνL = Tµν . (3.9)

No caso de vácuo (ausência de matéria), temos Tµν = 0, assim:

Rµν − 1
2
gµνR = 0. (3.10)

3.2 Modelo FLRW

De acordo com o principio cosmológico, vamos considerar um espaço-tempo qua-

drimensional homogêneo e isotrópico. Para descrever a geometria do universo com essas

características precisamos determinar o elemento de linha que descreve-o. Esse elemento

de linha é dado pela métrica de Friemann-Lemaître-Robertson-Walker (FLRW), pois as

características citadas implicam em uma simetria esférica.
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A métrica FLRW é dada por:

ds2 = c2dt2 − a(t)2
[ 1
1 − kr2

dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2
]

, (3.11)

sendo a = a(t) o fator de escala e k a constante de curvatura, podendo assumir valores -1,

0, 1 para o universo ser hiper-esférico (fechado), plano ou hiperbólico, respectivamente.

Aplicando a métrica FLRW nas equações de campo da gravitação, temos que as

componentes não nulas do tensor métrico são dadas por:

g00 = 1;

g11 =
−a2

(1 − kr2)
;

g22 = −a2r2;

g33 = −a2r2 sin2 θ.

Com o tensores métricos, encontramos os valores para os símbolos de Christoffel, o

tensor e o escalar de Ricci. As contas mais detalhadas sobre os símbolos de Christoffel

não nulos e do tensor de Ricci serão encontradas no Apêndice A.

O tensor de curvatura (tensor de Riemann) pode ser escrito da seguinte maneira:

Rρ
σµν = ∂µΓρ

νσ − ∂νΓρ
µσ + Γρ

µλΓλ
νσ − Γρ

νλΓλ
µσ, (3.12)

esse tensor de quarta ordem não depende da métrica. Diante disso, iremos utilizar o tensor

de Ricci que é determinado por meio de uma conexão afim. Essa conexão é conhecida

também como Símbolos de Christoffel e é descrita da seguinte forma:

Γσ
µν =

1
2
gσρ(∂µgνρ + ∂νgρµ − ∂ρgµν). (3.13)

Como o tensor de Ricci é uma forma contraída da equação (3.12), podemos associar

o tensor de Ricci com o tensor de curvatura:

Rµν = Rλ
µλν , (3.14)

e as componentes não nulas do tensor de Ricci são:
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R00 = −3
ä

a
; (3.15)

R11 =
aä+ 2ȧ2 + 2k

1 − kr2
= −

(

ä

a
+

2ȧ2

a2
+

2k
a2

)

g11; (3.16)

R22 = (aä+ 2ȧ2 + 2k)r2 = −
(

ä

a
+

2ȧ2

a2
+

2k
a2

)

g22; (3.17)

R33 = (aä+ 2ȧ2 + 2k)r2 sin2 θ = −
(

ä

a
+

2ȧ2

a2
+

2k
a2

)

g33. (3.18)

As componentes do tensor de Ricci para as coordenadas espaciais obedecem a

seguinte equação:

Rij = −
(

ä

a
+

2ȧ2

a2
+

2k
a2

)

gij. (3.19)

O produto do tensor métrico pelo tensor de Ricci é denominado de escalar de Ricci,

assim para a métrica FLRW, temos:

R = gµνRµν ,

= g00R00 + g11R11 + g22R22 + g33R33,

= −3
ä

a
−
[

3

(

ä

a
+

2ȧ2

a2
+

2k
a2

)]

,

= −6

(

ä

a
+
ȧ2

a2
+
k

a2

)

. (3.20)

3.3 Tensor Energia-Momento para um fluido perfeito

Como já foi dito, estamos trabalhando de acordo com o principio cosmológico, onde

o universo é homogêneo e isotrópico. Assim, podemos considerar que todo o universo é

permeado por um fluido perfeito. Dessa forma podemos escrever Tµν em um sistema de

coordenadas comóvel, como podemos ver em [18] [19] [20] .

A forma do tensor energia-momento para um fluido perfeito pode ser escrita como:

Tµν = (ρ+ p)UµUν + pgµν , (3.21)

onde ρ é a densidade de energia, p a pressão e U o quadri-velocidade do fluido.

A representação matricial do tensor energia-momento é dada por:
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T µν =



















ρ 0 0 0

0
a2p

(1 − kr2)
0 0

0 0 a2r2p 0

0 0 0 a2r2p sin2 θ



















, (3.22)

cujo o traço será: T = T µ
µ = ρ− 3p.

Utilizando a equação (3.8), temos que a componente temporal µν = 00 é dada por:

R00 − 1
2
g00R = 2T00,

ȧ2

a2
=

2
3
ρ− k

a2
, (3.23)

o termo
ȧ

a
é denominado parâmetro de Hubble e é representado pela letra H:

H2 =
2
3
ρ− k

a2
. (3.24)

Tal parâmetro nos permite obter informações sobre a taxa de expansão do Universo.

Para as componentes do espaço, temos:

Rii − 1
2
giiR = 2Tij, (3.25)

ä

a
= −1

3
(ρ+ 3p), (3.26)

essa equação representa a taxa de aceleração, em função da pressão e da densidade. O

par de equações, coordenadas temporal e espacial, são conhecidas como as equações de

Friedmann.

Relacionado as equações de Friedmann, encontramos a equação da continuidade

para um fluido cosmológico:

ρ̇+ 3H(ρ+ p) = 0. (3.27)

Os cálculos detalhados de como foram obtidas as Equações (3.23), (3.26) e (3.27)

estão no Apêndice C.

Podemos estabelecer uma relação entre a pressão e a densidade, denominada

equação de estado:
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ω =
p

ρ
, (3.28)

onde ω é o parâmetro da equação de estado.

como vimos no capítulo 2, a densidade e a pressão do universo podem ser determi-

nadas em termos de uma lagrangeana de campo escalar (2.1):

L =
1
2
∂µφ∂

µφ− V (φ), (3.29)

e substituindo essa equação em (3.9), temos que o tensor energia-momento pode ser escrito

como:

Tµν = ∂µφ∂νφ− gµν

(1
2
gαβ∂αφ∂βφ− V (φ)

)

, (3.30)

cujas formas explicitas de suas componentes são:

T00 = φ̇2 −
[

φ̇2

2
− V (φ)

]

, (3.31)

e

Tii = 0 +

[

φ̇2

2
− V (φ)

]

. (3.32)

As equações (3.31) e (3.32) podem ser relacionadas com a equação (3.22) de modo

a resultar em:

ρφ =
φ̇2

2
+ V (φ), (3.33)

pφ =
φ̇2

2
− V (φ). (3.34)

Substituindo as equações (3.33) e (3.34) na expressão (3.28), a equação de estado,

torna-se:

ω =
pφ

ρφ

=
φ̇2 − 2V (φ)
φ̇2 + 2V (φ)

. (3.35)

Também podemos observar que a equação (3.24) torna-se:
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H2 =
2
3

(

φ̇2

2
+ V (φ)

)

− k

a2
. (3.36)

Derivando o parâmetro de Hubble
(

H = ȧ
a

)

, têm-se que:

Ḣ =
ä

a
− ȧ2

a2
,

=
ä

a
−H2. (3.37)

Substituindo a expressão anterior na equação (3.26), obteremos:

Ḣ +H2 = −1
3

(ρφ + 3pφ),

Ḣ = −1
3

(ρφ + 3pφ) − 2
3
ρφ +

k

a2
,

Ḣ = −ρφ − pφ +
k

a2
, (3.38)

Ḣ = −φ̇2 +
k

a2
. (3.39)

Assim, temos que o par de equações de Friedmann pode ser reescrito como:

H2 =
2
3

(

φ̇2

2
+ V (φ)

)

− k

a2
, (3.40)

e

Ḣ = −φ̇2 +
k

a2
. (3.41)

Dessa forma, podemos escrever o potencial como:

V =
3
2
H2 +

Ḣ

2
+
k

a2
. (3.42)

A ação dada pela equação (3.1) pode ser reescrita da seguinte forma:

S = −1
4

∫

d4x
√−gR +

∫

d4xL̃, (3.43)

onde L̃ =
√−gL.

Aplicando a minimização da ação em relação ao campo:
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δS =
∫

d4xδL̃ = 0. (3.44)

obteremos a expressão:

∂L̃
∂φ

− ∂µ
∂L̃

∂(∂µφ)
= 0. (3.45)

Como já vimos na equação (2.1), a equação de movimento para o campo escalar

terá a seguinte forma:

∂µ(
√−g∂µφ) + Vφ = 0,

φ̈+ 3
ȧ

a
φ̇+ Vφ = 0,

φ̈+ 3Hφ̇+ Vφ = 0, (3.46)

para o caso em φ = φ(t).

3.4 Formalismo de Primeira Ordem

Podemos descrever a energia escura incluindo um campo escalar de fundo no modelo

cosmológico padrão, essa abordagem é conhecida como modelo φ − ColdDarkMattter

(φ − CMD) ou modelos de quintessência. Essa análise é feita através das soluções das

equações de movimento e como podemos ver em [21] e [22], podemos obter essas soluções

de maneira simplificada, reduzindo a ordem das dessas equações diferenciais de movimento,

esse método é conhecido como Formalismo de Primeira ordem e será descrito a seguir.

Assumiremos uma geometria plana (k = 0), onde as equações de friedmann são escritas da

seguinte forma:

H2 =
2
3

(

φ̇2

2
+ V

)

, (3.47)

e

Ḣ = −φ̇2. (3.48)

Definindo o parâmetro de Hubble como:

H ≡ −W (φ), (3.49)
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e assim, a equação (3.48) pode ser escrita como:

Ḣ = −Wφφ̇,

sendo Wφ =
dW

dφ
= φ̇.

O potencial da equação(3.42) para k = 0 é dado por:

V (φ) =
3
2

[

H2 − φ̇2

3

]

,

=
3
2
H2 − φ̇2

2
,

V (φ) =
3
2
W 2 − Ẇ 2

φ

2
. (3.50)

Agora, partindo dos resultados obtidos, vamos analisar se as equações encontradas

obedecem a equação de movimento:

φ̈+ 3Hφ̇+ Vφ = 0. (3.51)

Para que esta análise seja feita, vamos definir a derivada segunda do campo escalar,

φ̈, e a derivada do potencial, Vφ, que estão contidas na equação de movimento:

φ̈ =
d

dt
(Wφ),

= Wφφφ̇,

= WφφWφ, (3.52)

e

Vφ =
dV

dφ
,

=
d

dφ

(

3
2
W 2 − Ẇ 2

φ

2

)

,

= 3WWφ −WφWφφ. (3.53)

Como podemos observar, ao substituirmos (3.49), (3.52), (3.53) em (3.51), concluí-

mos que o formalismo de primeira ordem é coerente com a equação de movimento.
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4 Quintessência com Quebra de Simetria de

Lorentz

Em 1998, a partir de observações de Supernova Tipo Ia (SN Ia), dois grupos de

Astrofísicos apontaram para um regime de expansão acelerada do Universo [23,24]. Esse

resultado alterou drasticamente a nossa visão do cosmos, pois, sendo a gravidade uma

força atrativa, a expansão deveria ser desacelerada, conforme se acreditou durante muitas

décadas. A energia responsável por essa aceleração foi denominada energia escura. Esta

energia contribui com cerca de 73% para o conteúdo cósmico do Universo. Dessa forma,

a energia escura é necessária para explicar a atual expansão acelerada e as medidas

de densidade de energia total [25]. O adjetivo escuro significa que não emitem ondas

eletromagnéticas nem interagem com as partículas conhecidas do modelo padrão da física

de partículas.

O candidato mais simples para representar a energia escura é a constante cosmoló-

gica [26], quando a equação de estado ω = −1. Porém, esta é apenas uma hipótese e por

isso é necessário procurar modelos alternativos para explicar a atual expansão acelerada do

Universo. O caso em que consideramos a energia escura como um campo escalar dinâmico

é denominado de quintessência [27–30]. A ideia de quintessência – quinto elemento – como

um tipo especial de matéria preenchendo o cosmos foi originalmente introduzida pelos

gregos. Na cosmologia aristotélica, por exemplo, o universo seria finito, estático e formado

por cinco elementos primordiais: água, ar, terra, fogo e quintessência. O quinto elemento

seria uma substância diferente das outras; transparente, inalterável e imponderável; uma

matéria- prima que formaria a Lua, os planetas (diferentes da Terra), o Sol e as estrelas. A

quintessência era um elemento essencial para tornar o modelo cosmológico grego consistente

[31].

4.1 Campo escalar e quebra de Lorentz para descrever Energia Es-

cura

Para análise de modelos de quintessência, a equação de estado ω, introduzida

em (3.28), é de fundamental importância. A faixa de variação observacional de ω deve

respeitar os limites, −1 ≤ ω ≤ 1, onde o limite de ω = −1 descreve uma fase do universo

dominada por pressão negativa, caracterizando, dessa forma, a expansão do Universo.

Ao considerarmos um campo escalar de fundo que interage com a gravitação

como proposta para explicar a energia escura, nos deparamos com o fato de que modelos
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compostos por um único campo estão praticamente descartados após os últimos dados

do Dark Energy Survey [32] e do Planck [33]. Segundo estes dados, o único modelo

sobrevivente é do tipo

L =
1
2
∂µφ∂

µφ− n2φ2

2
. (4.1)

A fim de resolver esse problema, partiremos de uma lagrangeana que possui um

termo ξ que representa uma quebra de simetria de Lorentz, como podemos ver em [26],

onde os parâmetros cosmológicos foram derivados a partir da aproximação de slow-roll
(

φ̇ >> φ̈ → 3Hφ̇ = −Vφ

1+ξβ

)

. Nossa contribuição é encontrar soluções generalizadas para

essa proposta, através do formalismo de primeira ordem. Implementamos o formalismo de

primeira ordem, escolhemos o modelo φ4 a partir do qual, geramos os parâmetros H e ω e

analisamos os parâmetros de pequenas perturbações espectrais [34].

Destacamos dois trabalhos importantes que envolvem cenários cosmológicos com

violação de Lorentz na fase inflacionária, as abordagens de Gasperini [35] e de Donnelly e

Jacobson [36]. Em sua obra, Gasperini propõe que um mecanismo adicional de produção de

inflação poderia ser usado para resolver alguns problemas do cenário inflacionário padrão.

Além disso, na referência [36] os autores consideram uma teoria com violação de Lorentz

formada por uma teoria de Einstein-éter acoplada a um campo escalar lagrangeano. Lá os

autores determinaram parâmetros cosmológicos que são afetados pela violação de Lorentz,

mas ainda permitem um fim natural à inflação. Este cenário também pode ser considerado

utilizando a energia escura, mostrando que a violação da invariância de Lorentz induz

lagrangeanas que são capazes de conduzir a atual aceleração do universo [37,38].

Iniciamos o procedimento a partir da seguinte lagrangeana com termo de quebra

de Lorentz

L =
1
2

(gµν + ξκµν) ∂µφ∂µφ− V (φ), (4.2)

em que a densidade de energia e a pressão relacionadas a essa lagrageana são, respectiva-

mente

ρφ =
1
2

(1 − ξ) φ̇2 + V (φ), (4.3)

e

pφ =
1
2

(1 + ξ) φ̇2 − V (φ). (4.4)

Podemos escrever (4.2) como:

L =
1
2
g̃µν∂

µφ∂µφ− V (φ). (4.5)
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Vimos no capítulo anterior que, para esta lagrangeana, as Equações de Friedmann são

dadas pelas Equações (3.24) e (3.38). Assumindo uma geometria plana (k = 0), essas

equações são escritas da seguinte forma:

H2 =
2
3
ρφ, (4.6)

e

Ḣ = −(ρφ + pφ). (4.7)

Ao substituirmos (4.3) e (4.4) em (4.6) e (4.7), obtemos:

H2 =
2
3

(1
2

(1 − ξ)φ̇+ V (φ)
)

, (4.8)

e

Ḣ = −φ̇. (4.9)

Aplicando o Formalismo de Primeira ordem, temos

H = −W (φ); Ḣ = −Wφφ̇ = −φ2; φ̇ = Wφ. (4.10)

Dessa forma, podemos escrever o potencial V (φ), como

V =
3
2
W 2 − 1

2
(1 − ξ)W 2

φ . (4.11)

Com isso, temos que a equação de estado ω para este modelo é dada por

ω = −1 +
2
3

(

Wφ

W

)2

. (4.12)

A primeira e segunda derivada do potencia (4.11) com relação a φ são dadas respectivamente

por:

Vφ = 3WWφ − (1 − ξ)WφWφφ, (4.13)

e

Vφφ = 3(W 2
φ +WWφφ) − (1 − ξ)W 2

φφ +WφWφφφ. (4.14)

Os parâmetros de slow roll (rolagem lenta) são explicitamente dados por
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ǫ =
1
4

(

Vφ

V

)2

, (4.15)

e

Π =
1
2
Vφφ

V
. (4.16)

Temos ainda que o Índice Espectral Escalar ns é dado por

ns = 1 − 6ǫ− 2Π. (4.17)

Substituindo (4.15) e (4.16) em (4.17), obtemos:

ns = 1 +
4V Vφφ − 3V 2

φ

2V 2
. (4.18)

Agora vamos substituir (4.11), (4.13) e (4.14) em (4.18) e assim, obter

ns = 1 + (2(−3W 2
φ(3W − (1 − ξ)Wφφ)2 + 2(3W 2

− (1 − ξ)W 2
φ)(3W 2

φ +Wφφ(3W − (1 − ξ)Wφφ)

− (1 − ξ)WφWφφφ)))/(3W 2 − (1 − ξ)W 2
φ)2. (4.19)

A razão escalar-tensor r, é representada pela expressão

r =
PT

Pζ

, (4.20)

onde, PT e Pζ são dados, respectivamente, por

PT = 16
(

H

2π

)2

,

e

Pζ =
H4

4π2φ̇2
.

Assim, fazendo as devidas substituições, encontramos que

r = 16
(

Wφ

W

)2

. (4.21)

Os dados experimentais mais atuais para modelos inflacionários do tipo R2 Sta-

robinsky preveem que o parâmetro r, equação (4.21), deve estar entre 0, 003 e 0, 005.

Ainda segundo esses dados, o parâmetro ns, representado na equação (4.19) deve ser

0, 9665±0, 0038 [33].
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4.2 Aplicação em um exemplo

A aplicabilidade do formalismo obtido pode ser trabalhada no seguinte exemplo

[39]:

W = b1

(

φ− φ3

3

)

+ b2, (4.22)

onde b1 e b2 são constantes reais. Esta forma para W foi usada em vários trabalhos sobre

teoria de campo e cosmologia, como podemos ver em [40] e [41], por exemplo. A equação

de primeira ordem para este modelo é dada por

φ̇ = b1(1 − φ2), (4.23)

e sua solução analítica é

φ(t) = tanh(b1t+ b3). (4.24)

Utilizando as equações (4.22) e (4.24), podemos verificar o comportamento dos

parâmetros H, ω, r e ns. Adotaremos os valores das constantes como b1 = 0, 81, b2 = −0, 8

e b3 = −3. Assim, o parâmetro H, visto em (4.10), torna-se

H = −b2 +
1
3
b1 tanh(b3 + b1t)

(

−3 + tanh(b3 + b1t)2
)

, (4.25)

e seu gráfico correspondente é representado pela Figura 7.
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Figura 7 – Parâmetro de Hubble H(t) para b1 = 0, 81, b2 = −0, 8 e b3 = −3

O parâmetro da equação de estado ω, equação (4.12), fica

ω = −1 +
6b2

1sech(b3 + b1t)4

(3b2 + 3b1 tanh(b3 + b1t) − b1 tanh(b3 + b1t)3)2 , (4.26)
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Figura 8 – Parâmetro da equação de estado ω(t) para b1 = 0, 81, b2 = −0, 8 e b3 = −3

e sua representação gráfica pode ser vista na Figura 8.

O parâmetro r, dado pela equação (4.21), torna-se

r =
144b2

1sech(b3 + b1t)4

(3b2 + 3b1 tanh(b3 + b1t) − b1 tanh(b3 + b1t)3)2
, (4.27)

sendo reprensentado graficamente pela Figura 9.
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Figura 9 – Evolução da razão escalar-tensor para b1 = 0, 81, b2 = −0, 8 e b3 = −3

Utilizando t = 7, 85, o valor numérico da equação (4.27) é r → 0, 003621, estando

de acordo com o valor experimental de r.
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O índice espectral ns para o exemplo utilizado, torna-se

ns = 1 + (2(−3b2
1(−1 + tanh(b3 + b1t)2)2(−3b2 + b1 tanh(b3 + b1t)

(−5 + 2ξ + tanh(b3 + b1t)2))2 +
2
3
b1(−6b2 tanh(b3 + b1t)

+b1(5 − 2ξ + 6(−3 + ξ) tanh(b3 + b1t)2 + 5 tanh(b3 + b1t)4))

(9b2
2 − 6b1b2 tanh(b3 + b1t)(−3 + tanh(b3 + b1t)2

+b2
1(−3 + 15 tanh(b3 + b1t)2 − 9 tanh(b3 + b1t)4

+ tanh(b3 + b1t)6 + 3ξ(−1 + tanh(b3 + b1t)2)2))))/

(b2
1(−1 + ξ)(−1 + tanh(b3 + b1t)2)2 + 3(b2

+b1(tanh(b3 + b1t) − 1
3

tanh(b3 + b1t)3))2)2. (4.28)

4.3 Análise Cosmológica

Na Figura 7, podemos analisar que o parâmetro de Hubble possui duas regiões com

valores aproximadamente constantes e maiores que zero. Onde, em tempos remotos um

valor “Hi” é maior do que H em tempos futuros “H0”, consequentemente, o modelo revela

duas eras inflacionárias. Na primeira era houve um rápido processo de expansão (durando

até t ≈ 2) que após cessar evoluiu de forma contínua até a segunda fase inflacionária

dominada pela energia escura.

O parâmetro da Equação de estado, figura 8, também descreve duas eras inflacio-

nárias diferentes (ω ≈ −1) separadas por uma transição contínua cujo pico é em ω ≈ 1
3

(era da radiação). Em ω ≈ 0 temos a representação da era denominada pela matéria.

A evolução da razão escalar-tensor entre as duas eras inflacionárias pode ser vista

analisando a Figura 9. Para t > 5, r aproxima-se de zero, corroborando com a descrição

da atual fase inflacionária do Universo dominada pela energia escura. Como vimos, em

t = 7, 85, r → 0, 003621 sendo coerente com os dados do satélite Planck.

Dos parâmetros considerados, o único que depende do termo de quebra ξ é o

ns. Fazendo ξ = 0, 5155 na equação (4.28), obtemos que ns → 0, 96652, mostrando a

compatibilidade com o dado experimental para este parâmetro. Para ξ = 0, ou seja, na

ausência do termo de quebra se simetria, este parâmetro resultaria em ns → −25, 527.

Estes resultados mostram a importância do termo que representa a quebra de simetria

de Lorentz, pois é através deste termo que conseguimos obter um valor aceitável para o

índice espectral ns.
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5 Conclusões e Perspectivas

No capítulo 2, fizemos uma revisão sobre Teorias para um campo escalar real. Vimos

que através do método BPS é possível obter soluções para as equações de movimento de

segunda ordem a partir de equações de primeira ordem. Com este método, foi mostrado

que a energia mínima do sistema não depende das características locais da solução, mas

sim do comportamento do campo nos extremos. Em seguida, vimos que a carga topológica

QT é responsável por caracterizar os defeitos como topológicos (com QT 6= 0) ou não

topológicos (quando QT = 0). Foi feita uma breve análise do comportamento de defeitos do

tipo Kink (um exemplo de defeito topológico) e Lump (exemplo de defeito não topológico).

Finalizamos o referido capítulo falando um pouco sobre a Estabilidade Linear, responsável

por estudar a estabilidade das soluções de equações de movimento.

No capítulo 3, discutimos um pouco sobre a Cosmologia Padrão, introduzindo as

equações de campo da Relatividade Geral. Em seguida, aplicamos a métrica FLRW nas

equações de campo de Einstein com a finalidade de obter as componentes do tensor de

Ricci e também o escalar de Ricci. Através destes resultados, juntamente com a inserção

do Tensor Energia-Momento , encontramos as Equações de Friedmann, que representam a

taxa de expansão acelerada do Universo em função da pressão e da densidade. Concluímos

o capítulo introduzindo o Formalismo de Primeira Ordem.

No capítulo 4, estabelecemos o Formalismo de Primeira Ordem para encontrar

modelos analíticos de 1 campo, que descrevam a atual fase do Universo, sem a necessidade

de utilizar uma aproximação de Slow-roll (Rolagem Lenta). Observamos que a quebra

de simetria de Lorentz é de extrema importância para resgatar a abordagem de modelos

compostos por 1 campo escalar acoplado com gravidade. Este resultado corrobora com a

abordagem vista no trabalho [26] e generaliza os resultados do brilhante trabalho de Ellis,

et al [42].

Podemos aplicar este formalismo em sistemas onde há quebra de simetria de Lorentz

em termos de altas ordens derivativas [43]. Também podemos construir modelos compostos

por mais de 1 campo escalar com termo de quebra de simetria de Lorentz [44]. Outra

possibilidade de aplicação dessas técnicas é em cenários com dimensões extras, tais como

mundos brana [45]. Por fim, poderíamos, também, aplicar este formalismo em teorias de

gravitação generalizada [41].





Apêndices
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Apêndice A

Equações de Friedmann

O símbolo de Christoffel é dado por:

Γl
ij =

1
2
glk [gki;j + gjk;i − gij;k] . (1)

Podemos observar que os símbolos de Christoffel não nulos serão:

Γ0
11 =

1
2
g00 [g01;1 + g10;1 − g11;0] =

1
2

[

− d

dt

−a2

(1 − kr2)

]

=
a(t)

1 − kr2
ȧ;

Γ0
22 =

1
2
g00 [g02;2 + g20;2 − g22;0] =

1
2

[

− d

dt
− a2r2

]

= r2a(t)ȧ;

Γ0
33 =

1
2
g00 [g03;3 + g30;3 − g33;0] =

1
2

[

d

dt
a2r2 sin2 θ

]

= sin2 θr2a(t)ȧ;

Γ1
01 = Γ1

10 =
1
2
g11 [g10;1 + g11;0 − g01;1] =

1
2

−a2

(1 − kr2)

[

d

dt

−a2

1 − kr2

]

=
ȧ

a(t)
;

Γ1
11 =

1
2
g11 [g11;1 + g11;1 − g11;1] =

−1
2

1 − kr2

a2

[

d

dr

−a2

(1 − kr2)

]

=
kr

(1 − kr2)
;

Γ1
22 =

1
2
g11 [g12;2 + g21;2 − g22;1] =

−1
2

(1 − kr2)
a2

[

d

dr
(a2r2)

]

= −r(1 − kr2);

Γ1
33 =

1
2
g11 [g13;3 + g31;3 − g33;1] =

1
2

(1 − kr2

a2

[

d

dr
(−a2r2 sin2 θ)

]

= −r sin2 θ(1 − kr2);

Γ2
02 = Γ2

20 =
1
2
g22 [g20;2 + g22;0 − g02;2] =

1
2

−1
a2r2

[

d

dt
(−a2r2)

]

=
ȧ

a(t)
;

Γ2
12 = Γ2

21 =
1
2
g22 [g21;2 + g22;1 − g12;2] =

−1
2

(−a2r2)

[

d

dr
a2r2

]

=
1
r

;

Γ2
33 =

1
2
g22 [g23;3 + g32;3 − g33;2] =

1
2

−1
a2r2

[

d

dθ
a2r2 sin2 θ

]

= − sin θ cos θ;

Γ3
03 = Γ3

30 =
1
2
g33 [g30;3 + g33;0 − g03;3] =

1
2

1
a2r2 sin2 θ

[

d

dt
a2r2 sin2 θ

]

=
ȧ

a
;

Γ3
13 = Γ3

31 =
1
2
g33 [g31;3 + g33;1 − g13;3] =

1
2

1
a2r2 sin2 θ

[

d

dr
a2r2 sin2 θ

]

=
1
r

;

Γ3
23 = Γ3

32 =
1
2
g33 [g32;3 + g33;2 − g23;3] =

1
2

−1
a2r2 sin2 θ

[

d

dθ
a2 sin2 θr2

]

= cot θ.

Conforme vimos no livro [19], o tensor de Ricci pode ser escrito da seguinte forma:
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Rµν = ∂αΓα
µν − ∂νΓα

µα + Γλ
µνΓα

λα − Γλ
µαΓα

νλ. (2)

Precisamos calcular os tensores de Ricci para cada coordenada da métrica FLRW.

Então, para a componente temporal, ou seja, R00, teremos:

R00 = ∂αΓα
00 − ∂0Γα

0α + Γ0
00Γ

α
0α + Γ1

00Γ
α
1α + Γ2

00Γ
α
2α + Γ3

00Γ
α
3α

−Γ0
0αΓα

00 − Γ1
0αΓα

01 − Γ2
0αΓα

02 − Γ3
0αΓα

03,

= − d

dt

[

Γ1
01 + Γ2

02 + Γ3
03

]

− Γ1
01Γ

1
01 − Γ2

02Γ
2
02 − Γ3

03Γ
3
03,

= − d

dt

[

ȧa−1 + ȧa−1 + ȧa−1
]

− ȧ2

a2
− ȧ2

a2
− ȧ2

a2
,

=
−3
a2

(äa− ȧ2) − 3ȧ2

a2
,

=
−3ä
a
. (3)

Para R11:

R11 = ∂αΓα
11 − ∂1Γα

1α + Γ0
11Γ

α
0α + Γ1

11Γ
α
1α + Γ2

11Γ
α
2α + Γ3

11Γ
α
3α

−Γ0
1αΓα

10 − Γ1
1αΓα

11 − Γ2
1αΓα

12 − Γ3
1αΓα

13,

= ∂0Γ0
11 + ∂1Γ1

11 − ∂1Γ1
11 − ∂1Γ2

12 − ∂1Γ3
13 + Γ1

11Γ
1
11 + Γ1

11Γ
2
12

+Γ1
11Γ

3
13 − Γ0

11Γ
1
10 − Γ1

10Γ
0
11 +

−Γ1
11Γ

1
11 − Γ2

12Γ
2
12 − Γ3

13Γ
3
13,

=
d

dt

[

aȧ

(1 − kr2)

]

− d

dr

1
r

− d

dr

1
r

+
kr

1 − kr2

[1
r

+
1
r

]

−2ȧ
a

[

aȧ

1 − kr2

]

− 1
r2

− 1
r2
,

=
ȧ2 + aä

1 − kr2
+

1
r2

+
1
r2

+
2k

1 − kr2
− 2ȧ2

1 − kr2
− 1
r2

− 1
r2
,

=
aä− ȧ2 + 2k

1 − kr2
. (4)

Para R22:
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R22 = ∂αΓα
22 − ∂2Γα

2α + Γ0
22Γ

α
0α + Γ1

22Γ
α
1α + Γ2

22Γ
α
2α + Γ3

22Γ
α
3α

−Γ0
2αΓα

20 − Γ1
2αΓα

21 − Γ2
2αΓα

22 − Γ3
2αΓα

23,

= ∂0Γ0
22 + ∂1Γ1

22 − ∂2Γ1
21 − ∂2Γ3

23 + Γ0
22Γ

1
01 + Γ0

22Γ
2
02 + Γ0

22Γ
3
03

+Γ1
22Γ

0
01 + Γ1

22Γ
1
11 + Γ1

22Γ
2
12 + Γ1

22Γ
3
13 − Γ0

22Γ
2
20 − Γ2

21Γ
1
21

−Γ1
22Γ

2
21 − Γ2

20Γ
0
22 − Γ2

21Γ
1
22 − Γ3

23Γ
3
23,

=
d

dt
(r2aȧ) +

d

dr

[

−r(1 − kr2)
]

− d

dθ

(1
r

)

− d

dθ
(cot θ)

+aȧr2
(2ȧ
a

)

− r(1 − kr2) ×
[

kr

1 − kr2
+

1
r

]

− ȧ

a
r2aȧ− cot2 θ +

ȧ

a
aȧr2 +

1
r

[r(1 − kr2)],

= r2(aä+ ȧ2) − 1 + 3kr2 + cossec2θ + 2ȧr2 − kr2 − 1

+kr2 − ȧ2r2 − cot2 θ + ȧ2r2 + 1 − kr2,

= r2(aä+ 2k + 2ȧ2). (5)

Para R33:

R33 = ∂αΓα
33 − ∂3Γα

3α + Γ0
33Γ

α
0α + Γ1

33Γ
α
1α + Γ2

33Γ
α
2α + Γ3

33Γ
α
3α

−Γ0
3αΓα

30 − Γ1
3αΓα

31 − Γ2
3αΓα

32 − Γ3
3αΓα

33,

= ∂0Γ0
33 + ∂1Γ1

33 + ∂2Γ2
33 + Γ0

33Γ
1
01 + Γ0

33Γ
2
02 + Γ0

33Γ
3
03

+Γ1
33Γ

1
11 + Γ1

33Γ
2
12 + Γ1

33Γ
3
13 + Γ2

33Γ
2
22 +

Γ2
33Γ

3
23 − Γ0

33Γ
3
30 − Γ1

33Γ
3
31 − Γ2

33Γ
3
32 − Γ3

32Γ
2
33 − Γ3

30Γ
0
33 − Γ3

31Γ
1
33,

=
d

dr
(aȧ sin2 θr2) +

d

dr

[

−r sin2 θ(1 − kr2)
]

+
d

dθ
(− sin θ cos θ)

+
2ȧ
a

(sin2 θr2aȧ) − sin2 θr(1 + kr2)

[

kr

1 − kr2
+

1
r

]

−(− sin θ cos θ cot θ) − sin2 θr2aȧ
ȧ

a
+

1
r
r sin2 θ(1 − kr2),

= r2 sin2 θ(aä+ 2ȧ2) − sin2 θ(1 − 3kr2) − cos2 θ + sin2 θ

+2ȧr2 sin2 θ − kr2 sin2 θ − sin2 θ(1 − kr2) − sin2 θr2ȧ2 +

+ sin2 θ(1 − kr2) + cos2 θ,

= sin2 θr2(aä+ 2ȧ2) − sin2 θ + 3kr2 sin2 θ − cos2 θ + sin2 θ

−kr2 sin2 θ + cos2 θ,

= sin2 θr2(aä+ 2ȧ2 + 2k). (6)
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Apêndice B

Relatividade Geral

Demonstração:

δ
√−g =

1
2
δ
√−ggµνδg

µν . (7)

Partindo de uma matriz qualquer:

Tr(logM) = log(detM). (8)

Aplicando o princípio variacional, teremos:

δTr
( 1
M
δM

)

=
1

detM
δ(δM), (9)

Assumindo Tr(M) = Mii, vamos ter:

(

M−1δM
)

ij
=
∑

k

(M−1
ik δMkj. (10)

Reescrevendo a equação (9), obteremos:

Tr(M−1δM)ii =
∑

k

(M−1
ik δMki, (11)

agora, definimos o seguinte vínculo:

Tr(M−1δM) =
∑

i

∑

k

(M−1)ikδMki. (12)

Assumindo que M = gµν , M−1 = gµν e det(M) = g, a equação (12) ficará da

seguinte forma:
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∑

µ

∑

ν

gµνδg
µν = g−1δg,

δg = gµνδg
µν . (13)

Permitindo que a variação de
√−g será escrita da seguinte maneira:

δ
√−g =

−1
2

δg√−g , (14)

podemos então obter uma expressão relacionando as equações (13) e (14) de modo a ficar:

δ
√−g =

−1
2

√−ggµνδg
µν . (15)
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Apêndice C

Tensor Energia-Momento

Utilizando a equação (3.8), temos que a componente temporal µν = 00 é dada por:

R00 − 1
2
g00R = 2T00,

−3
ä

a
− 1

2

[

−6

(

aä+ ȧ2 + k

a2

)]

= 2ρ,

−3
ä

a
+ 3

äa

a2
+ 3

ȧ2

a2
+ 3

k

a2
= 2ρ,

− ä

a
+
äa

a2
+
ȧ2

a2
=

2
3
ρ− k

a2
,

E assim, chegamos a equação (3.23):

(

ȧ

a

)2

=
2
3
ρ− k

a2
.

Analisando, agora, as Equações (3.19) e (3.25), temos que:

−
(

ä

a
+
ȧ2

a2
+ 2

2k
a2

)

gii + 3

(

aä+ ȧ2 + k

a2

)

gii = −2pgii,

−aä− 2ȧ2 − 2k + 3aä+ 3ȧ2 + 3k
a2

= −2p,

2
ä

a
+
(

ȧ

a

)2

+
k

a2
= −2p,

2
ä

a
+

2
3
ρ− k

a2
+
k

a2
= −2p,

ä

a
= −3p

3
− 1

3
ρ,

Dessa forma, chegamos a Equação (3.26):

ä

a
= −1

3
(3p+ ρ).

Derivando a Equação (3.24), teremos:
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H2 =
2
3
ρ− k

a2
,

2HḢ =
2
3
ρ̇+ 2ka−3ȧ,

HḢ =
ρ̇

3
+
k

a2
H,

Ḣ =
ρ̇

3H
+
k

a2
. (16)

Como já vimos, H = ȧ
a
. Derivando esta expressão, obtemos:

H =
ȧ

a
,

Ḣ =
ä

a
− ȧ2

a2
,

ä

a
= Ḣ +H2. (17)

Ao substituirmos (16), (3.24) e (3.26) em (17), teremos:

−1
3

(3p+ ρ) =
ρ̇

3H
+
k

a2
+

2
3
ρ− k

a2
,

p+
ρ

3
+

ρ̇

3H
+

2
3
ρ = 0,

ρ̇

3H
+ p+ ρ = 0,

ρ̇+ 3H(p+ ρ) = 0.

E assim mostramos como chegar a equação (3.27).
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