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Resumo

Nesta dissertagao consideramos a influéncia do potencial quantico no vortice planar
em um problema de 2 + 1 dimensoes para a equagao de Schréodinger nao-linear (modelo
de Jackiw-Pi) que interage com o campo de calibre de Chern-Simons. Essa interagao
é estudada utilizando a aplicagao da transformada Auberson-Sabatier tipo gauge (cali-
bre), que afeta a fase da funcdo de onda e isso acarreta uma alteragao considerdvel nos
parametros das configuragoes dos vértices. Neste trabalho, o fluido considerado tem as
caracteristicas do fluido de Madelung. Com isso, cria-se a possibilidade para que haja
uma interpretacao fisica simples, uma vez que a lei de Gauss Chern-Simons gera vortices
locais para fluidos liquidos e com isso, dar condicoes de igualdade entre a velocidade clas-
sica, que ¢ a velocidade do centro de massa e a velocidade do movimento quantico, aquela
gerada pela velocidade do potencial quantico do movimento interno, sendo assim o fluido
admite a solucao de vértice N.

Palavras-chave: Chern-Simons, Hidrodinamica, Vortice.
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Abstract

In this Dissertation we consider the influence of the quantum potential on the
planar vortex in a 2 + 1-dimensional problem for the non-linear Schrédinger equation
(Jackiw-Pi model) that interacts with the Chern-Simons gauge field. This interaction
will be studied using the Auberson-Sabatier gauge transform, which affects the phase
of the wave function and this causes a considerable change in the parameters of the
vortex configurations. In this work, the fluid considered has the characteristics of the
Madelung fluid. Thus, the possibility for a simple physical interpretation is created, since
the Gaussian law of Chern-Simons generates local vortices for liquid fluids and with this,
to give equality conditions between the "classical velocity”, which is the velocity of the
center of mass and the velocity of the quantum movement, that generated by the velocity
of the quantum potential of the internal motion, thus the fluid admits the solution of N
vortex.

Keywords: Chern-Simons, Hydrodynamics, Vértex
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Capitulo 1

Introducao

Cotidianamente nos deparamos com algumas manifestacoes naturais conhecidas
como redemoinho, seja de vento ou de dgua. No entanto, o tal redemoinho fisicamente
¢ denominado vortice, Em teorias fisicas modernas a nocao da existéncia de vértices re-
monta a cosmologia de Descartes[1]. E visto na literatura que a extensdo nao-linear da
equacao de Schrodinger adota outra denominagao, onde o termo nao-linear recebe a no-
menclatura potencial quantico e tem sido a principal ponte de conexao entre o problema
de quantizacao estocastica, que nada mais é que uma alternativa para quantizacao de
campos cldssicos de calibre[2], uma teoria de calibre' (gauge), ¢ uma teoria de campos
na qual a lagrangeana ¢é invariante sob grupos de transformagoes de simetrias globais ou
locais. Muitas teorias sao descritas por lagrangianas que sao invariantes sob determinados
grupos de transformagoes de simetria. Quando tais grupos sao invariantes sob uma trans-
formagao em todos os ponto do espaco, esses grupos descrevem uma simetria global[3].
Por outro lado, em uma teoria de calibre (local), a exigéncia de que as transformagoes
sejam globais é deixada de lado e a lagrangeana possui uma simetria local. Isso pode ser
visto como uma generalizagao do principio de equivaléncia da Relatividade Geral, onde
em cada ponto do espacgo-tempo é permitida uma escolha de um referencial local. Aparece
também na formulagao tedrica da onda da mecénica cldssica [4] e no limite de dispersao da
dindmica de onda nao-linear[5]. Tal como foi demonstrado por Sabatier[6] esta extensao
preserva a estrutura lagrangeana. Além disso, por transformacao adequada da fase da
funcao de onda, Auberson e Sabatier, obtiveram linearizagao do modelo que dependendo

da forca do potencial quantico, é necessario aparecer na forma da equacao de Schrodinger

1O termo calibre, refere-se aos graus de liberdade dos campos na lagrangeana.



com potencial redimensionado ou como um par das equacoes de difusoes tempo-reverso.
Devido a esta linearizagdo nao foram encontradas solugoes tipo soliton[6, 7|. Entretanto,
atualmente leva-se em consideracao a versao nao-linear da formulacao de Bohm da me-
canica quantical8], ou seja, o problema do soliton de Schrodinger nao-linear (NLS) sofre
influéncia do potencial quantico[9, 5]. A aplicacdo da transformacao de fase do tipo
Auberson-Sabatier para problema do potencial quantico busca reduzir o problema ao par
de equacgoes de reacao de tempo-reverso, representando uma versao temporal imagina-
ria semelhante a equacao nao linear de Schrodinger. Entao, constréi-se duas solugoes de
soliton, e assim determinando um caréter de ressonancia de intera¢ao mitua[9, 5, 10].

No ambito dessa dissertacao, considera-se a influéncia do potencial quantico no
vortice planar em um problema de 2 4+ 1 dimensoes para a equagao de Schrodinger nao-
linear e como ocorre a interagdo com o campo de gauge (calibre) de Chern-Simons. Usa-
se a aplicacao da transformada tipo Auberson-Sabatier, que afeta a fase da funcao de
onda e altera todos os parametros das configuragoes de vortices. Na representagao de
Madelung, reformula-se o modelo da hidrodinamica planar rotacional. Em seguida, o
limite auto-dual, admitindo as solugoes de N-vértices, tem uma interpretagao fisica simples
como condicao de igualdade entre a "velocidade cléssica, que é a velocidade do centro
de massa e a velocidade quantica, ou seja, a velocidade do movimento no centro de
massa com movimento do spin interno ou zitterbewegung (movimento trémulo descrito
por Schrodinger)[11].

No capitulo 2 abordar-se as teorias de gauge definidas em espacgos bidimensionais
planos e suas peculiaridades[12]. Aqui analisa-se determinados tipos de solugoes advindas
de algumas teorias de gauge planares. Tais solucoes sao chamadas vortices. No capitulo 3
faz-se uma breve analise de vértices carregados que é de muito interesse para a discussao
desse trabalho, além de fornecer maior contato com nosso objeto de estudo. No capitulo 4
reformulamos a dinamica classica da particula carregada interagindo com o campo Abeli-
ano como uma equagao de onda do tipo Schrédinger nao-linear. Deformando corretamente
a forca do potencial quantico, recuperando assim, a equacao padrao de Schrodinger, onde
o parametro de deformacao desempenha o papel da constante de Planck. Especifica-se
o campo de gauge como Chern-Simons Abeliano, interagindo com a equagao de Schro-
dinger nao linear (NLS). Para o fluxo estatico movendo-se com uma velocidade igual ao

quantum, reduz-se o problema a equacao de Liouville e descreve-se os correspondentes



para as configuracoes de vortices e a partir de condigoes de nao singularidade e de valor
unico, encontrando-se assim, condicao de quantizagao para as constantes de acoplamento.
A redugao dimensional para uma equagao de (NLS) unidimensional e sua modifica¢ao por
potencial quantico sao consideradas. Ja no capitulo 5, nas conclusoes, discutiremos os

resultados obtidos neste trabalho.



Capitulo 2

Equacao de onda nao-linear da

dinamica classica

Nesse capitulo, faremos uma breve revisao das principais caracteristicas da teoria
de calibre eletromagnética em (241) dimensoes e do termo de Chern-Simons adicionado

a teoria[13]. Sabe-se que a lagrangiana em coordenadas cartesianas é dada por [14]:

L= %(:&2 iR+ ) —ed+ A (2.1)
&

Sendo A o potencial vetor e que & = ¥, logo (2.1) torna-se:

L= %172 — e+ Emf. (2.2)

Os momentos candnico para coordenadas generalizadas sao dados por:

oL
que em nosso caso

oL

Pr = % — ma + SA:E, (2.4)
oL e

Py = 3_y — my + EAy’ (2.5)
oL

pa= 5o —rmi+ %Am (2.6)

onde A = (A,, Ay, A.). Entretanto, deve-se perceber que o momento canonico nao é md,

pois o termo £A ¢ a parte do nosso momento que fica no potencial magnético. Assim

§=mi+-A. (2.7)

olo®



De (2.7) isola-se ¥, logo

T=— (5~ A), (2.8)

subistituindo-se (2.8) em (2.2), chega-se em

L= %52 —ep+ gmf, (2.9)

1 € > 9 1 e - e -
= (- AP - —[pEA— (ZA)2). 2.10
5 (= — A —ed+ — [ A~ (~A)] (2.10)

E visto na literatura que H = 57 — L[14], fazendo-se a associagao desta equacao com a
equagao (2.10) chega-se a equacao

H= %(ﬁ— EA)2 + eg. (2.11)

A equagao (2.11) é a hamiltoniana para uma particula num campo eletromagnético ex-
terno. No entento, para uma carga nao-relativistica carregada em um campo U(1) o
campo de gauge é A, = (A, A) a equacio (2.11) é similar equacao dada abaixo [15].

2 e
H=—+-Ay+U. (2.12)
2m ¢

A equagao de Hamilton-Jacobi é dada por[15]

%—S +H(VS, Ao, A, U) = 0, (2.13)

e 0 momento é

F=Vs+ A (2.14)

Ol®

Substitui-se (2.14) em (2.12), logo
1
H=—(VS+ A2+ 41U (2.15)
2m c c

Agora, substitui-se (2.15) em (2.13) para se obter

85

=+ ?SJFGX + A0+U—0 (2.16)

Sabe-se também que a quacao de Lionville é descrita da seguinte forma

dp
5 V() =0. (2.17)



Deste modo, monta-se um sistema de equagoes a partir de (2.16) e (2.17)

9 ﬁ(?s + 57)2 + <40+ U. (i)
% 1V (pt) =0. (ii)

O sistema classico composto pelas equagoes (i) e (ii) serd escrito em termos da fungao de

onda 1, de modo que, essa funcao de onda seja complexa.

0= /e,

deriva-se a equacao (2.18) em relacdo ao tempo, otendo-se o seguinte resultado

o W adp . 0S8
ot~ 2pot  Var

oS
da equagao (2.19) isola-se wa, e assim obtem-se

95 1oy 14 dp

ot 10t i2p0t

agora, multiplica-se (i) por v, logo
oS 1
V2 (VS + SAY + S A+ U =0,
ot 2m c c

usa-se a equacao (2.20) em (2.21), chegando em

i Ot i2p0t +¢’2m(35+ CZ) +¢CA0+¢U_0.

Retomando a equagao (2.18) e a derivando em relagao ao espago, tem-se
. ViV,
V=YY _ VP
wo 2ip

Com esse resultado a equacao (2.22) toma a seguinte forma

10y 14 dp 1 V¢ Vp e C
—_—_ _ | = — — —A —
i Ot i2p8t+w2m(iz/1 2z',o+c ) +wc o +¥U =0,
apos desenvolver o produto notavel (E — @ + EZ)Z, obtem-se
wo 2ip €
Vo _Vp_ e (VO VuVp Y oo
( i 2ip + c )= 2map 2mp 8mp2(vl))
61& e - Vv o= e o Ve o,
—(-A) — - —(-A
im<c ) 2mszp<c )+2m(c E

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)



E sabido que

(Vo) = V() — 9V, (2.26)
logo chegamos exatamente em

19y 13@_?.@6@ 9% %% Y ﬁp)?

i ot i 2p Ot 2map 2m 2mp 8mp2
AN NN T S S -
+ - .(CA) 2mip (C )+ 2m(CA) + wcAo + U = 0. (2.27)

Agora retornaremos a equacao (ii) para desenvolve-la. Antes deve-se lembrar que V=
. S
L(VS+ Ay

% LY.(V) =0 — % + ?.[%(?5 + ZZH =0, (2.28)

desenvolvendo (2.28) chega-se a

op ?Jﬁp 3/) ?p ez pz?Q@/} _pi( ?w i?Qp i(?p)z 599
ot may 2m@p m ma ma? 2m * 2mp /(2:29)

utilizando-se essa equacao e substitui na equagao (2.27), chega-se a

15_¢+¢€p6~_92¢+i§2

1 Ot Qmip(EA) 2m  4dmp 8m,0
?1# e - Y e - P . e
=2 CA) - zmﬁ PEA) + 5 (CAP + 9 Ao +4U =0, (2.30)

Multiplicando (2 30) por 7 e eliminando os termos semelhantes, sabendo que Dy = 22 —< A4,

ot ¢
eD = 31/) , obtem-se.

1 AR
m [o]

A equacgao (2.31) tem a mesma formatacao da equacao de Schrodinger, sem a constante

iDyy) + %Dzw — Uy = (2.31)

de Planck, que é modificada pelo termo denominado potencial quantico no lado direito.
essa equacao admite todas as solucoes habituais da mecanica classica, mas nao permite
superposigoes dessas solugdes. Deve-se notar que o sistema composto pelas equagoes (i)
e (ii) descreve o limite semi-cldssico da equagao de Schrodinger na mecanica quantica. E
importante salientar que a equagao (2.31) é covariante sob as transformagoes de gauge

(calibre). Deste modo, pode-se fazer as seguintes consideragoes|[15]

) > e, (2.32)

7



A A— Z?a, (2.33)

Apoés essas consideracoes, ocorre a mudanca da acao classica
S—S+a, (2.34)

sendo U(1) invariante de gauge (calibre), o termo adicional do lado esquerdo da equa-
¢ao (2.31) ha uma compensacao da contribui¢ao da ivanriante de gauge correspondente a
dispersao. Como a equagdo (2.31) nao tem a constante de Planck, considera-se a contri-
bui¢ao do potencial quantico do lado direito da equagao (2.31) deformado pela constante

h?. Logo, tem-se

| 1 1 Alyl
D — D% — = (1 —RhH)— . 2.
Com isso surge uma nova fungao de onda, dada por
X = /pers. (2.36)

Fazendo todo o processo de calculos anteriores de ¢ para y, obtem-se a seguinte equacao
h2

ihDyx + —D*x — Ux = 0. (2.37)
2m

Como citado anteriomente A assume o papel da constante de Planck, é importante analisar
que para h # 0 a equacao (2.35) é equivalente a equacao de Schrodinger e para i = 0 reduz
a equagao (2.35) a equagao (2.31) que é a equagao de onda nao linear da mecanica classica.
Além disso, para h = £1, reduz diretamente a taxa linear da equacao de Schrodinger e
a sua conjugagao complexa. Se houver deformagao na equagao (2.31) aparecerda um um

sinal oposto na equagao (2.35)

deve-se notar que para o mesmo limite classico & = 0 da equagdo (2.35) nao pode ser
linearizado na forma da equagao de Schrodinger pela transformacao da equagao (2.36),
entretanto, nota-se que a equagao (2.38) pode ser reduzida a equacao (2.35) pela substi-
tuicao analitica formal da constante de Planck pelo valor imaginario puro h — ih, que

na mecanica quantica é a regiao classicamente inacessivel que leva a funcao de onda a um



decaimente exponencial. Desta maneira, escreve-se essas duas fungoes em termos reais,

logo tem-se

QF = \/peiS. (2.39)

Analogamente aos processos anteriores e tomando a equagao (2.38) e a sua conjugagao

complexa obtem-se o par de equacgoes de difunsao - antidifusao, dada por

h2

+hDyQ* + Q—DQQi —UQ* =0. (2.40)
m

Tem-se que a equagao (2.40) é semelhante a equagao de Schrodinger como vista em [16].

Partindo desta consideragao nota-se que a equagao de Schrédinger sofreu uma perturbagao

pelo potencial quantico e assim € incluido como um dos casos particulares da mecanica

classica onde h = 0, sendo na mecanica quantica h = +|h| e o par de equagoes de difusao

e antidifugao em que h = i|h|.



Capitulo 3

Hidrodinamica de Chern-Simons

Anteriormente buscou-se aplicar o limite semiclassico para modificar a equacao nao

linear de Schrodinger, dada por
2

ihoyx + %Ax+29|x\zx =0. (3.1)
Sendo 2¢g|x|*x = U. Deste modo, é importante salientar que para g < 0 o espago estd em
uma ou duas dimensoes [17, 18], com isso, tem-se uma ferramenta analitica para descrever
ondas de choque em éptica nao linear e vértices em superfliido. Decompondo a func¢ao
de onda igualmente feito com a equagao (2.36) obtém-se a deformacao quantica da equa-
¢ao de Hamilton-Jacobi por potencial quantico ou apds a diferenciagao de acordo com as
coordenadas espaciais, o fluido de Madelung, que é um sistema hidrodinamico quantico
proposto em 1926 e nao consiste em um modelo de particulas com trajetérias bem defini-
das, mas sim por uma densidade de probabilidade, que é um modelo hidrodinamico que
utiliza a equacao de Schrodinger para sua formulagao, de modo que a densidade do fluido
é determinada, fazendo-se uma analogia com a densidade de probabilidade da teoria quan-
tica [19]. No limite da mecanica classica formal i — 0, antes que os "choques”acontegam,
com isso ha uma contribui¢ao advinda do potencial quéantico, e assim formatando o fluido
de modo que ele possa ser trabalhado pelo sistema de Euler. Com isso, pode-se escreve-lo
em termos da fungdo de onda (2.18). Logo, a equagdo de Schrodinger nao linear sem

dispersao pode ser escrita da seguinte forma

: 1 2, _ L Al
10 + %Alp + 29|17 = om o (3.2)
a deformacao quantica torna (3.2) em
. 1 2. _ oy 1 Al

10



A reformulacdo para a fun¢ao de onda (2.36) retoma a equagao original (3.1), que é o
modelo NLS e a equagao (3.1) interagindo com o campo de gauge de Chern-Simons em
(2+1) dimensoes é chamado de modelo de Jackiw-Pi (JP)[20]. Desta forma, para descrever

essa teoria partiremos da lagrangeana do modelo abeliano de Jackiw-Pi[21], dada a seguir
L= EG“VPA 0,A, + )" Dytp — L|13¢|2 + g|w\4 (3.4)
2 wowee 2m 27

considerando a Lagrageana no modelo Jackiw-Pi nos moldes da hidrodinamica de Chern-
Simos [15], obtém-se
k (. .
L= S A0,A,+ (6" Doy — ¥ Do)
1 = 1
— —|DyY)P+ (1 -h*)— 2 4 :
S| D + (1= )5 (V) + gl (3.5)

onde D, = 9, + £ A, deste modo, escreve-se (3.7) da seguinte forma

L = SE”””AM‘},AP +2 {w* <30 + §A0> =1 (30 + %Ao) W}

2
=)o fart)
2m c c
(L ) (0 00) + g ), (3.

as equagoes de movimento de Euler-Lagrange [22] sdo obtidas a partir de

oL oL
ad I (e ) 3.7
%~ (a09) &0
da equagao (3.8) faz-se gf*, desta forma
oL i e 1 ie e?
_ o I DAY V! Z AR * 1.2
o =y = v — o |00 + S| v 69
fazendo a outra parte da equagao (3.8)
oL 7 1 1€ 1
= ——0hp — — [ (0" — A* — (1 — h?)8"(0; :
com os valores das equagoes (3.12) e (3.13) basta substitui-los na equagao (3.8), logo
1 e 1 e e 7
_ - — _ |2 pAm N2 AM *,02 I3
D00 = e — 5 |0, + CPara,] + 2007 + J0,080)
1

50D — (1= R)0,5 (@) = 0. (3.10)

2m

Operando-se £0,(65¢) — =¥ Ay = £ Dot e fazendo 9,01 (9;10) = 9;(0;¢0) = V1), assim

Dot + [i—eA%a ) - S ara w} 2900
2m | ¢ " c2 ’
+ia (0" + i—eA“)w — i(1 — V3 =0 (3.11)
om M c om ’

11



sabendo-se que 9,A" = 0 e isolando ﬁ, obtém-se

L1 g 00) — Sara+ 0,00+ ar(o,0)| = =D, (3.12)

2m 2m

substituindo (3.14) em (3.15) determina-se a primeira equa¢ado de movimento de Euler-

Lagrange
1 1
iDyy + — D*) + 2g|¢ > = — (1 — h*) V. (3.13)
2m 2m

Para encontrar a segunda equagao de movimento deriva-se em relacao a A,,, para facilitar,

da equagao (3.9) tomando apenas os termos derivaveis em A, Logo

L= 56"“})\14“8”14)\ + % [w* <30 + %AO) Y — (80 + ZceAO) ¢*]

1 e e
- e Ll —A 14
o (=) e (0 20 ) 0] e
donde [(0" — £A") " (9, + £A,) V] = 8Hw*auw+au¢*(%f4uw)_%Auw*au¢+i_§AuAuw*¢a
deve-se lembrar que 6’32’4“ = 2A* usando mais uma vez a equacao de Euler-Lagrange
8%! -0, <%> = 0 e desenvolvendo-se inicialmente aaAE
a‘c k au)\ a al
T = 5 O S s -
ie
o — 2 A"‘ 1
S [0 S — (@) Sy + 25 A%y, (3.15)
organizando
oLk € 19ca 1 o le NN et .
S = 50— S — S0 S - (00 S + 25 A, (316)

trabalhando-se agora, com a segunda parte da equacao, Assim

= —eA A 1
00, A~ 2% a0, 4. (3:17)
oL k
— U pvA «
oA 5¢ A%, (3.18)
oL k
— M opvA
8”a(aVAa) 5€ 0,A,, (3.19)
juntando os dois termos
k av o E 2500 L Q) [ * E le a
Eema,a,— puftag - S (o) S — (o) S 2 G A -
(ge‘“’)‘&,AH) =0, (3.20)
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associando-se o primeiro termo com o ultimo da equagao (3.22) e utilizando a propriedade

do Levi-Civita, chega-se a

k av k v € 16}
S, Ay — S0, Ay — [l -
Lo ee T L VI
o (0% )ziﬁ — (9 ¢)z¢ +25A4% Y] =0, (3.21)

ou ainda

1 | | )
ke, Ay = Z[BPS] — S (07 = — (07) =0T + 25 A% = 0. (3.22)

c
a0 comparar a equagao acima com a equagao de Schrodinger o termo que acompanha ﬁ

vai a zero, logo
ke, Ay — w260 = 0, (3.23)
c

aplica-se na equagao (3.25) os valores para o« = i ou a = 0, inicialmente aplica-se o = 0,

com 1Sso
ke, Ay — SJw[280 = 0, (3.24)
c
k20, Ay + ke 0y Ay = S[y[?, (3.25)
c
e
O Ay — DAy = E‘W’ (3.26)
e
Ay — A = E@/}*w, (3.27)
fazendo para a =1

1
2m

ke, Ay = SJBPS] — S (070 S — (7)) + 25 A% =0, (3.28)

1
2m

. . 2
R0, Ax = S[20) — S [(0) S — () oy + 25 A ] =0, (3.29)

coloca-se *= em evidéncia, deste modo

A M i i Nx 0:€ i sl
R0, Ay = S0 — (D)0 — 2 Algy] = 0, (3.30)
ke, = 5 K@iw*) - ?‘“w*) b=t ((0'0) + iAW) | (3:31)
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fazendo separadamente, ke0yA; + ke?°9; Ay = 0pA; — 9;Ay e lembrando que D, =

Omu + %Am logo determina-se a terceira equacao de movimento
1€ . .
OoAj = 0o = — 5 €iwlV" Db — b Dyy7], (3.32)

lembrando que para operar corretamente o ¢ do lado esquerdo da equacao é preciso

simetriza-la, com isso aparece o €j;,. Tomando as equagoes de movimento (3.15),(3.29)

e (3.34) usa-se ¢ = \/pe'®

z‘Do<\//36iS>+%D2(\/ﬁeis)+2g!w!2w (1 hQ)anA%ZS IZ el; ) JeiS, (3.33)

sendo, A(,/pe’®\/pe™) = A,/p = 0, com esse resultado a equagao (3.35) torna-se

iDy(y/7e’S) + %D?(\/—peis) + 2l = 0. (3.34)

De acordo com o que ja foi visto no capitulo anterior, utilizou-se a fun¢ao de onda 1) =
Ve e, em seguida introduziu-se a constante de Planck utilizando a funcdo de onda y =
\/ﬁeﬁ . Para chegar-se ao modelo de JP é preciso prova que a equagao (3.15) em fungao

de 1 seja exatamente igual a equagao (3.36) agora para y

B0 + - " AO)X+ v ?+ 2 A+ 29l = 0. (3.35)

Para provar essa equivaléncia usa-se a equagao (3.36) que na verdade é a equagao (3.15).

) . 1 = e — 2 ) . . .
i (80 + %A()) Ve + S <V - %A) Ve +2gy/pe\/pe "\ /pe® =0, (3.36)

sendo
- e 5\?
(v + —A) _ Ly + Ly —A2 (3.37)
c 2m mc
logo
(—5 - %A()) Vet { v2S Ve 4+ 2gpy/pe’ = 0,(3.38)
ou ainda
; 2
(_s _ EA0> - Lwrs) s L dvs - S oa v age=0 (3.39)

usando-se a equagao (3.37) para x = \/,56%5

ih(Dy + ;—eAO)\/ﬁeﬁS + 2—(? + ;i—eA)z\//_)eﬁS +2g/pei®\/pe 5\ /per® =0, (3.40)
c m c
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| e ig hQ 2 2ie 2 ig ig
(—hﬁS — E) \/ﬁeh + % (V + % — WA \/ﬁeh + 2gp\/ﬁeh = 0, (341)

desenvolvendo
) ; R 1 ieh i
(—S _ E) \/ﬁ@ﬁs — Q_ﬁv25\/ﬁ@h \/ﬁeﬁs
1
o2 B2
T2 m pei® + 2gpy/pei = (3.42)
obtemos
. e 1 ieh e?
_5__)__ 2g 4 X 2gp = 0. 3.43
( c 2mv + me  2mc? +29p ( )

Comparando as equagoes (3.41) e (3.45) é possivel perceber que essas transformacoes sao

equivalentes, uma vez que geram a mesma equagao de movimento, logo pode-se reescrever
(3.15) com (3.37).tem-se que x = \/ﬁe%S, X* = \/ﬁe%is, Y = /pe e p* = \/pe”¥ com
essas equacoes, faz-se entao
"= \/,56%5 pe%s =p, (3.44)
YY* = \/pe'®\/pe T = p, (3.45)

com isso ¢ facil ver que yx* = Y* desta forma, tem-se

e
01 Ay — 0u Ay = EX*X’ (3-46)

tomando ainda xx* = ¥¢* e lembrando que Dy = 0 + %Ak, assim pode-se chegar a

—ie

OoAj — 0j A0 = Ckﬁjk(¢*D¢ — Y Dyyp*), (3.47)
ou ainda
veh . e i€ .
OoAj — 9 A0 = —mqk[X (O, + h—CAk)X — x(O — ﬁAk)X ]. (3.48)

Retomando a lagrangeana e a reescrevendo em termos de x é necessario chamar atengao
i 7/ . . ~ y 7’
no fato que em y = \/ﬁeﬁs 0 Unico termo diferente em relacao a ¢ = \/,5615 é o h, desta

forma fazendo as substituicoes de acordo com as equagoes expostas anteriormente, tem-se

k ih e e
L= A,0,A,+ =[x (8 + —Ao)x — x(0 — —Ao)x"]
2 2 fic he
h2

——(V - —A —A ! 3.49
Qmﬁ - (T A+ alx[" (3.49)
Nas equagoes (3.37), (3.48) e (3.50) a deformagao ki é equivalente a constante de Planck

e o h surge na equagao (3.51) como um fator de normalizagao, no qual gera as mesmas
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equagbes de movimento que foram obtidas anteriormente(3.15) e (3.37). E importante
destacar que as equagoes [(3.15), (3.29), (3.34)] e [(3.37), (3.48), (3.50)] admitem a mesma
representacao hidrodinamica (tipo Madelung)[23]. Da equacao (3.15) e de ¢ = /pe’®

obtemos a equacgao quantica de Hamilton Jacobi

) . 2 — —
i (60 + %AO) Ve + o (V2 + EAV - —AQ) Ve + 2gpy/pe’®
2 \/_ S _
2m( — h*)—= N \/_e (3.50)
; isy € is | 1 oo sy, e s iS
i0o(y/pe") CAO\/ﬁe + 2mv (Vpe™) + mCAV(\/ﬁe )

i 1 Ayp i
+2gp\/pe® = %(1 — EQ)T\{)_\/ﬁe S, (3.51)

para facilitar desenvolve-se separadamente

, 1 dp 08
1S zS 1S
Oo(\/pe”) = 2\/_815 + iy/pe e (3.52)
e
) 1 . .
V(y/pe?) = —=Vpe™ +i\/pe*V S, 3.53
V) = 5 VP (359)
e também

V2(\/pe’S) = ——A\/pe"S +i2\/pe’ (3.54)

\/_

substituindo-se as equagoes (3.54), (3.55) e (3.56) na equacdo (3.53) e organizando os

termos, chega-se em

a8  [mV? e R Apl  Op
A= 2gp— 5 —E | + L4 V(v = :
o T |y A 20— o ot (pV) =0, (3.55)

onde %§ + V(pV) (a) é a equagao da continuidade e automaticamente ela é igual a zero.

Retomando a equacao (3.48) 014y — 02 A1 = 5x* X onde x = \/ﬁe% faz-se

—iS

O Ay — Dy A = —\/_e w/per (3.56)

efetuando os devidos calculos

ep

01As — 0o Ay = —,
ke

(3.57)
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Da equagao (3.50) 9pA; — 0;40 = — 595X " (O + £ Ak)x — X(Or — £ A,)x"] substitui

" 2mck Eik1X

igualmente x analogamente como feito anteriormente

80Aj —@Ao = ejk[\/_e h (ak+ e Ak)\/_ TS
S

VR (0~ 1 A et (3.58)
calculando Gk(\/ﬁe%) temos

2 ]. 8 2 8SZ
X = Ok(y/pe™) = ﬁa—zeﬁs —\/_—eﬁs (3.59)

—i 1 8 71 _Z aS 1
xx = Ok(y/pe ) = 2\/_82 S Vet (3.60)

substituindo-se as equagdes (3.61) e (3.62) do lado direto da equagao (3.60)

—iS 1 ap zS ) —iS 85
= — o a3 A
e 2\/_6k: +h pe akﬁe +ph ¢
dp —is p
- g A 61
pe™ 2\/_6k \/ﬁe il (3.61)
ainda
—ieh
OoAj — 0 Ao = 5 — (3k + Ak) €k (3.62)
Logo
80A 8 Ao ngVk (363)

ck

Usando (3.65) e (3.57) sabendo que a velocidade vetorial é dada por
— 1 — —
V=— [vs + fA] , (3.64)
c
isolando VS

VS =mV -S4, (3.65)
C

VS m. o es e - r* Ay/p
— + =2V -VA —29p— ———= ] =0 3.66
ETRT) VVV+CV g—i-V( ap Qm\/ﬁ) : (3.66)
usando a equagao (3.65) o termo —2gp — hQ AT\{)E:P (b), logo
OV edA o e -
_— NV +-Ag=—-VP. 3.67
M = +mV.VV + Ao \% (3.67)



Desta forma, exclui-se completamente os potenciais vetoriais A em favor do campo de
velocidade. Chamando atengao que o tultimo termo é uma variavel invariante de gauge

(calibre) explicito. chegando-se assim, na equagao de Euler para velocidade

ov o 1=
—+V.(VV)=—-——VP. 3.68
TV =Y (3.68)
usa-se agora a equacgao (3.59)
ep
01Ay — Ay = — 3.69
142 = Opd1 = 77, (3.69)

onde, de modo geral tem-se a seguinte definicao V, = %(VS +£Ay), partindo dela, isola-se

Ay,
A = SVim — Sv,8, (3.70)
e c
pegando esse resultado e substituindo em (3.71)
) (fvzm - fvgs) _ 9, (EVlm - 9v15> =%, (3.71)
e c e c c

logo, a lei de Chern-Simons / Gauss (3.59) é escrita em termos das varidveis hidrodina-
micas
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vV x V = 5. 3.72
V x P (3.72)

E importante ressaltar a condi¢ao posta anteriormente, que tem um significado simples
de um fluido rotacional, de tal forma que em qualquer ponto do fluido com densidade
(ndo vivas) a vorticidade local é diferente de zero. O sistema de equagoes (a), (3.70),
(b) e (3.74) determina o fluido Madelung para o nosso modelo. Desta maneira, como
o campo de velocidade visto anteriormente V = %(?S + Effo) ¢ explicitamente U(1)
invariante perante gauge (calibre). Além disso, a equagao de continuidade %qLﬁ(p‘_/') =0
do sistema anterior nao é independente. Aparece como uma condi¢cao de consisténcia
para a lei de Chern-Simons Gauss (3.74) durante a evoluc¢ao temporal.como foi verificado

anteriormente, diferenciando (3.74) de acordo com a varidvel tempo e usar a equagao

(3.70). Com isso, tem-se o modelo hidrodinamico definido por duas equagoes

_ - _9 o ayp
V x V = mE:CQp (iv)



O limite semiclassico é dado quando h — 0, sendo dado por

ov L o 1~

LWV = V(-2
(T =~ V(-200) ()
VxV= me,:CQp (vi)

A forma de onda nao linear dessas equagoes segue diretamente do sistema (3.15), (3.29)

e (3.34) e lagrangeana da Eq. (3.7) com A — 0.
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Capitulo 4

Velocidade quantica e fluxo

estacionario

Na literatura encontra-se caso em que ha uma interpretacao do potencial quan-
tico em termos da velocidade do movimento interno ou do zitterbewegung[24]. Nessa
abordagem tem como ponto de partida o conceito da corrente de Pauli, fazendo-se uma
decomposicao da velocidade local nao relativistica em duas partes, uma sendo paralela e
outra ortogonal ao impulso. A primeira parte determina-se fazendo VS , ¢ reconhecida
como a parte classica, correspondendo a velocidade do centro de massa. Ja o segundo,
chamado de quantico, é a sua velocidade do movimento no centro de massa, que é o
movimento de rotagao interno ou o zitterbewegung de Schrodinger)citado anteriormente.
Entao a contribuicdo do potencial quantico para o lagrangeano (3.51) tem um signifi-
cado fisico bastante simples, que é o da energia cinética[l5]. Usando-se a lagrangiana

mencionada anteriormente e usando x = ,/pen , logo

h? N A A
- (L) = 4.1
a velocidade é definida por
. Vpx§
V, = 4.2
q me ) ( )

tomando em especial S, =5, =0e S, = g usando a definicao do rotacional, tem-se duas

componentes

Ve = 5=, (4.3)



2m p
juntando (4.3) e (4.4) chega-se a
h  0Oip
(Vo)i = %%’%a

om o 2m 2t
sendo que,
p=—V.(pV),
desta maneira
(V)i = 2 e 10—V V)] + — e, 2220 (o17)
q/? 2m L~ p 1) p2 P )
ou ainda
— " 19T\ = N Iipg =
(V)i = greald (907 + 99V + 5e, R0V + pTV)
‘/q + (Vv) _:1 - 07
lembrando
op =, =

dp

o =
ou ainda

80p = 0.

No limite semiclassico

<

(pV)=0—=V ==V,
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(4.5)

(4.8)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)



que é a condicao de velocidade. Por outro lado

—

8V = 0. (4.16)

h

57, Obtém-se

Quando aplicado no sistema de equagoes (iii) e (iv) e usando % ==

M e e e R
5Vj(V Vo) (V+V,) - @P%(V F Ve F §Vj[V x (VFV)] =0, (4.17)

na qual é satisfeita por (4.15) usa-se agora

A mVE R -
= 15 = ST = (V] (1.18)

isolando ‘7(1 e substituindo V x ‘7(1 = :I:ﬁQC2 p encontra-se

2

Alnp = F——
np = F 1P

(4.19)

é visto que a equacao de Liouville apresenta um significado equivalente a vorticidade para
o fluxo quantico. A solugoes desse modelo sdo bem conhecidas [20, 25].Fez-se apenas o

mencionamento para o caso polar simétrico, para o sinal de menos. Logo

—2
khc®N? r\Y o\ v

L (L (—) , 4.20

() wa

onde obtém-se um resultado regular para N > 1 que aparece a partir da solugao geral[15]

¢(=)P

e 2
quando
((z) = (Zf—]\;w, Z=x+1y. (4.22)

-,

Agora existem duas condigoes fisicas na formulagao original (¢, A), restringindo nossa
solucao. A partir da regularidade do potencial de calibre ff, ajustamos a fase de y = \/ﬁe%
visto nas equagoes (3.37), (3.48) e (3.50) como ¥ = (N — 1)f, sendo 6 = tan~'(22), e
restrinje N para ser um inteiro para x de valor tnico [15]. Mas valor tnico da fungao

original 1) = \/pe’®, visto nas equagdes (3.15), (3.29) e (3.34) que assim requer valor inteiro

para a parte do produto

(N — 1)h = inteiro, (4.23)
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valor que para qualquer inteiro IV leva a um valor inteiro do parametro de deformagao
h=mn, (4.24)

e como conseqiiéncia de (4.10), encontramos a condigao de quantizagao

k
o " n=1,2,3,..). (4.25)

e? 2mc?

A 1ltima relacgao significa que a constante de acoplamento de Chern-Simons e a forga
potencial quantica devem ser quantizadas isolando k
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k=n

2
ngcz’ —h*=1-n*=(1-n)(1+n), (4.26)

No final desta secao apresenta-se a formulacgao Lagrangeana do nosso modelo de fluido
dado pelas equacoes (iii)(iv). Depois de excluir os potenciais vetoriais A, de (3.51),

retoma-se entao a langragiana

ko i, R
L= e A0, A, + S (0" Do = $Doy) — o~ | Dy
1
(1= B (T + glul’, (4.27)
m
relembrando que
. 1 = e -
Ve = —[VS+ - Ay, (4.28)
m C

isolando-se Ay e tomando mais uma vez ¢ = \/ﬁeis

ffk = Eka - Eﬁkg, (429)
e e
fica-se entao com
Em?c? mV? mV2
L= =5 mnVid Vs = pVo = p—— = p—5= + 90", (4.30)

onde Vy desempenha o papel de multiplicador de Lagrange. Finalmente, o Hamiltoniano

é determinado pela lei de Chern-Simons Gauss, como

k
M= ZL; eV, Vs — L, (4.31)

lembrando que classicamente a hamiltoniana ¢ dada por
H=np—L. (4.32)
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ou seja, a equagao (4.31) é semelhante a equagao (4.32) se considerarmos que kg”—;c?ew V.0,V =

7ng5, Logo

my? mV;}
H=pVo+p——+p—"=—9r" (4.33)

Tomando esse resultando e integrando [ d*zH, obtemos assim
mV? mV;?
H:/(p 5t 2q —gpQ). (4.34)

Essa integral nos fornece uma interpretacao simples como a soma das energias cinéticas

dos movimentos classico e quantico, além da energia de auto-interacao. verifica-se que

desaparece para o fluxo auto-dual (4.15), quandoV = 17}1, isso torna a equagao (4.34) em

H = / (pmV? — gp°) d’x, (4.35)

resultando apenas a integral do momento e um termo ao quadrado referente ao potencial,

com constantes fixas como na equacao %4 =+ [15].
e 2mc
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Capitulo 5

Conclusoes e perspectivas futuras

Neste trabalho foi possivel observar que houve a reformulacao da dinamica clas-
sica da particula nao-relativistica interagindo com o campo de calibre (gauge) abeliano
como uma equacao de onda nao-linear com potencial quantico. Entao nés consideramos
deformagoes desta equacao e encontramos dois casos dependendo do sinal de deforma-
¢ao. Para um dos sinais foi obtido o modelo padrao de Schrodinger com parametro de
deformagao que desempenha o papel da constante de Planck. Enquanto, para o segundo
sinal, obtivemos a equacao de diferenciacao e anti-distorcao. Especificando o campo de
calibre como um termo nao-linear ctibico-simétrico de Chern-Simons para a equacao de
Schrodinger, encontramos o limite sem dispersao do modelo de Jackiw-Pi que poderia
ser 1til descritivo do limite semiclassico. A deformacao deste modelo é equivalente ao
modelo JP padrao que representamos como hidrodinamica rotacional do fluido do tipo
Madelung. Fluxos especiais neste fluido, quando as velocidades do movimento cléssico
e quantico coincidem, levam a equacgao de Liouville admitindo configuragoes de vortices.
Porem, devemos sempre lembrar que vértices compoem um grande espectro dentro de
teorias planares, abelianas e nao abelianas e além disso também podem ser analisados em
teorias acopladas a gravitagao [13]. Pode-se também aprofunda-se em estudados ligando
uma interface com fisica fundamental através da andlise dos supercondutores, perfazendo

assim um campo de estudo e pesquisa rico e amplo.
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