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Resumo

Neste trabalho, estudaremos as propriedades de modelos cosmoldgicos com acopla-
mento nao-minimo de um campo escalar a geometria, aplicados a mecanismos de blindagem,
com foco no modelo do symmetron, que faz com que o campo esteja presente apenas em
ambientes de baixa densidade de matéria e tempos de expansao acelerada, como na in-
flacao e na aceleragao coésmica atual. Veremos a forma mais simples do modelo, para em
seguida considerar modificacoes que buscam aliviar problemas presentes na forma origi-
nal. A dinamica de cada potencial serd estudada pelo método dos sistemas dinamicos de
equacoes de primeira ordem, onde podemos gerar diagramas de fase e calcular paramet-
ros cosmoldgicos importantes. Encontraremos que o modelo de dois campos pode gerar

solugoes do tipo de Sitter estaveis, uteis para descrever uma aceleragao cosmica persistente.

Palavras-chave: Symmetron, Mecanismo de Blindagem, Energia Escura.
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Abstract

In this work, we will study the properties of cosmological models with non-minimal
coupling of a scalar field with the geometry, with a screening mechanism, more specifically
the symmetron mechanism, which makes the field active only in ambients of low matter
density and times of accelerated expansion, like the inflation and the current cosmic ac-
celeration period. We will see the simplest form of the model, to consider afterwards that
seek to alleviate problems present in its original form. The dynamics of each potential will
be investigated by the method of dynamical system of autonomous first order equations,
where we can generate phase diagrams and compute important cosmological parameters.
We will find that the two-field model can generate stable de Sitter solutions, useful to

describe a persistent cosmic acceleration.

Keywords: Symmetron, Screening Mechanism, Dark Energy.
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Capitulo 1

Introducao

Desde a formulacao da relatividade geral, em 1915, teorias com o intuito de extendé-
la foram propostas na busca de prever e descrever possiveis caracteristicas que objetos
astrofisicos, e o proprio universo pudessem possuir. Entre as modificagoes mais populares,
temos os trabalhos de Jordan, Brans e Dicke [1], Kaluza e Klein [2], que introduzem cam-
pos escalares e dimensoes extras como novos objetos atuantes na descricao de fenomenos
cHsSmicos.

Tais modificacoes também viraram ingredientes essenciais para a chamada inflacao
cosmica [3], desenvolvida a partir da década de 80, quando se percebeu uma série de
problemas relacionadas com a ideia da expansao a partir de uma singularidade, como
os problemas do horizonte e da planura. Esses problemas podem ser resolvidos se um
campo escalar ¢ introduzido como agente de uma expansao acelerada logo no periodo
inicial da evolucao cosmica, embora evidéncias mais concretas da existéncia desse campo
ainda estejam para aparecer. Outro evento que fez o nimero de extensoes e modificagoes
da relatividade geral aumentar significativamente, foi a descoberta da expansao acelerada
do universo, em 1998 [4],[5]. Embora o modelo que mais concorde com as observagoes
seja a propria relatividade geral, ela necessita que um termo constante seja adicionado
as equacoes, cuja natureza é ainda desconhecida. A dificuldade em entender a presenca
e o valor desse termo levaram aos chamados problemas da coincidéncia e da constante
cosmoldgica, onde muitos dos modelos modificados ainda nao conseguem tratar de forma
completa. Assim como no regime inflacionério, varios modelos de gravidade extendida
recorrem a existéncia de campos escalares como responsaveis pela aceleracao cosmica

atual. Um dos mais estudados nos tltimos anos é chamado de quintesséncia [6], no qual



se prevé uma nova forma de matéria adicionada as equagoes de movimento, dependente
de um termo potencial que rege a dinamica desse campo e cujas solucoes podem ser
comparaveis as observacoes. No entanto nos ultimos anos, observagoes mostraram que se
um campo do tipo existisse, ele ja teria sido detectado no nosso sistema solar[34]; assim,
pode haver a existéncia de um mecanismo que esconda a presenca do campo em certas
regioes do espago. Tais mecanismos sdo chamados de mecanismos de blindagem [7],[8], e
foram bem explorados nos ultimos anos [10],[11],[12].

Neste trabalho, focaremos em um mecanismo em especifico. O symmetron [13],
[14], é um campo escalar cuja dinamica é descrita por um potencial tipo Higgs, ou seja, o
valor esperado do campo é controlada pela quebra espontanea da simetria do potencial.
O possivel efeito do campo na formacao de estruturas foi explorado [11], na inflagao [15],
e no regime de aceleragao atual [14]. Mas os parametros determinados por experimentos
locais limitam o modelo de modo que o potencial nao consegue realizar a aceleragao cos-
mica. Além disso experimentos recentes com oscilagbes actsticas de néutrons [16], ndo
encontraram o campo para um intervalo consideravel de parametros. Mesmo assim, a
praticidade da ideia de uma quebra de simetria como responsavel pelo surgimento de um
novo campo € atraente e algumas modificacoes da gravidade aliadas ao mecanismo foram
realizadas [17],[18],[19],[20],[21] e mostram que a acelera¢ao césmica pode ser alcangada
para o potencial tipo Higgs com diferentes parametros. Desta forma, escolheremos uma
das teorias modificadas, generalizada pela teoria de Brans-Dicke e veremos como o mecan-
ismo de quebra de simetria ocorre nesses casos. O trabalho esta estruturado da seguinte
forma:

No Capitulo 2, faremos uma revisao da relatividade geral, e das equacoes de Fried-
mann para a cosmologia, com uma breve discussao dos modelos de Einstein-de Sitter e
ACDM, e por fim falaremos sobre os problemas da constante cosmoldgica.

No Capitulo 3, iremos introduzir o campo escalar nas equagcoes cosmoldgicas e ver as
principais consequeéencias, através de um modelo popular, que € a ideia da quintesséncia, um
novo tipo de matéria adicionada as equacoes de Einstein. Em seguida, trataremos sobre
os mecanismos de blindagem, que controlam a deteccao do campo escalar dependendo de
fatores como a densidade local do espago. Iremos citar os mecanismos mais populares, mas
veremos em detalhes o mecanismo do symmetron, para o qual mostraremos os principais

aspectos em relacao a evolugao cosmoldgica, e os problemas a serem resolvidos.



O Capitulo 4 trata sobre extensoes da relatividade geral, onde escolhemos um
modelo em que o campo escalar se acopla a geometria, resultando em equacoes de Fried-
mann extendidas e uma diferente dinamica cosmoldgica. H& o surgimento de um novo
parametro adimensional &, cujos valores podem afetar de forma significativa o comporta-
mento do modelo. Falaremos dos referenciais de Jordan e de Einstein, que sao presentes
em modelos do tipo, onde as quantidades da acao sao redefinidos a partir de uma funcao
(2, nos permitindo expressar a acao da teoria geralmente em uma forma mais familiar
em relacao a modelos de quintesséncia. Por fim, falaremos da simetria conforme também
presente no modelo para o valor especifico de £ = 1/6.

No Capitulo 5, usaremos as técnicas dos sistemas dinamicos para analisar as
equacoes de movimento apresentadas no Cap. 4 com mais facilidade e objetividade; escol-
hendo um potencial do tipo Higgs, veremos que cada ponto fixo do sistema representa um
tipo de solucao com valor definido dos parametros de densidade €2 e parametro da equacao
de estado w, onde ha possibilidade de solugoes que carecterizem expansao acelerada. No
final, tentaremos aplicar o mecanismo do symmetron ao modelo extendido, e veremos se
os problemas expostos no capitulo 3 sao aliviados.

No Capitulo 6, iremos considerar um modelo proposto recentemente, composto de
dois campos escalares, em que apenas um deles estd acoplado a geometria da mesma forma
que no Capitulo 5. Veremos que é possivel nesse caso, que a formacao de um potencial
efetivo é possivel sem a introducao de uma funcao que se acople a densidade, e que a
presenca do segundo campo possibilita a criacao de pontos de Sitter reais e estaveis, para
certos valores dos parametros do modelo. Através de solucoes numéricas das equacoes de
movimento, confirmaremos que um estado de Sitter eventualmente é alcancado, apds um
periodo de super aceleracao.

Finalmente no Capitulo 7, apresentamos as conclusoes e perspectivas do trabalho.



Capitulo 2

Relatividade Geral e Cosmologia

Neste capitulo apresentamos uma revisao geral da cosmologia atual [24],[25]. Obte-
mos as equacoes de Friedmann e suas solugoes para o modelo atual de evolucao césmica,

o ACDM, e discutimos brevemente o problema da constante cosmoldgica.

2.1 Equacoes de Campo

A relatividade geral é baseada na ideia que o espaco-tempo pode se curvar de
acordo com o conteudo de matéria e energia contida em uma regiao. Sendo assim, é
necessario entender a matemaéatica de espagos curvos, para assim intepretar o efeito da
curvatura como a propria gravidade. A quantidade que define inicialmente que tipo de
geometria teremos é o tensor métrico g,,, onde o seu contetdo diz o que ¢ necessario
para descrevermos o espago em que eventos acontecem, como as defini¢oes de distancias e
tempo, a nocao de causalidade e o campo gravitacional no limite onde a fisica newtoniana
¢é valida.

Uma das primeiras nog¢oes que devemos ter quando falamos de curvatura é a de
transporte paralelo. Em um espaco plano, podemos mover um dado vetor ao longo de
um caminho paralelamente a si mesmo em tempos anteriores se mantemos esse vetor
constante. No entanto em um espago curvo, a mesma acgao tera resultados diferentes
dependendo do caminho tomado (Figura 2.1).

Assim, o que podemos fazer para realizar a ideia de transporte paralelo em um
espago curvo é usar a definicao da derivada covariante, que faz o papel da derivada parcial

em um espago curvo, de forma que hé uma modificagao em termos da conezao afim I'}



S

Figura 2.1: Transporte paralelo de um vetor na superficie de uma esfera. O inicio
da trajetéria se dd no ponto A, e no final do caminho fechado, vemos que o vetor
aponta em outra dire¢do, formando um angulo o com o seu estado inicial. Fonte:

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Parallel_Transport.svg

definida como
V.V =0,V +T" vV (2.1)

Em termos da métrica, podemos mostrar que a conexao é dada pelos simbolos de Christof-

fel
o 1 op
I wo 59 (augllp + al/gp,u - 8pg,uu> (22)

presente na equac¢dao da geodésica

d?aH dz? dz°
" — = 2.3
d\? 1% dX\ d)\ (2.3)

que representa a curva pela qual um vetor tangente é paralelamente transportado. Se os

coeficientes da conexao sao os do espago euclidiano, eles vao ser zero, e assim a Eq. (2.3)
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se tornard a equagcao de uma linha reta. Por outro lado, em espagos curvos, os coeficientes
nao se anulam, e uma forma de quantificar a curvatura em dado local é pelo uso do tensor

de Riemann, expresso por

RY,, = 0,0, — 9,10, + 10T, —T0,T) (2.4)

opuv nos

cujas propriedades sao apresentadas no Apéndice A. Se tomamos a derivada covariante
deste tensor, e somarmos a contribuicao das permutacoes ciclicas dos trés primeiros

indices, teremos a seguinte relagao
v)\RpO',LLI/ + vaU)\/J,l/ + VUR/\puV =0, (25)

que e conhecida como a identidade de Bianchi. Por ser um tensor com quatro indices, o
tensor de Riemann pode ser dificil de se trabalhar. Assim podemos transforma-lo em um

tensor de ordem 2, pela contracao que resulta em

R,, = R* (2.6)

BAV)

que é chamado de tensor de Ricci. Ele tem essa forma pois o trago dos dois tltimos e dois
primeiros indices do tensor de Riemann resultam em zero, mas nao o trago do primeiro
e terceiro indice. Este tensor é simétrico, ou R,, = R,,. O traco deste tensor nos da o

escalar de curvatura R:
R = RIL = gMVRMl,. (27)

Como vimos da obtencao do tensor de Riemann, estas quantidades nos dao informagoes
sobre a curvatura do espaco, assim, na busca de equagoes que descrevam a gravidade
em termos da curvatura, somos induzidos a usar este tensor, ou uma combinacao que
o contenha para obter algo consistente. Devemos entao estebelecer principios que farao
com que essa conexao seja possivel, e a teoria devera obedecé-los quando confrontados

com experimentos. O primeiro é o principio da equivaléncia, que pode expresso como:

e Em regioes suficientemente pequenas do espacgo-tempo, as leis da fisica devem se

reduzir a mesma forma da relatividade especial.

Existe também um conjunto de principios que se referem a generalizacao das leis da
fisica, garantindo que independentemente da situagao em que um sistema se encontre, seja
possivel encontrar leis que regem a dinamica existente e que essas leis sao equivalentes em

qualquer referencial. Assim, temos



e Principio da relatividade geral: Todos os referenciais sao equivalentes;
e Principio da covariancia geral: As equagoes da fisica tem forma tensorial;

Nesse caso, o primeiro principio extende o que foi feito na relatividade especial, onde
tudo se aplicava a referenciais inerciais; dessa vez, independente do referencial, devemos
encontrar a mesma fisica. Ja o segundo principio evidencia a capacidade de tensores de se
transformar da mesma forma em qualquer referencial, o que é justamente o que a teoria
busca.

Existe ainda outro principio, que pode ser descrito como uma sequéncia de “pas-
sos’em como realizar a transicao de um espago plano para um espago curvo para uma
certa teoria. O principio do acoplamento minimo diz que podemos:

1. Escolher uma lei fisica vdlida no espaco plano;

2. Escrever essa lei em forma tensorial;

3. Verificar a validade dessa lei no espago curvo.

Como exemplo, temos a lei de conservagao da energia que em forma tensorial é
escrita como 9,T" = 0, onde T" é o tensor energia-momento. O terceiro passo nos
sugere usar a Eq. (2.1) que representa a derivada parcial em um espago curvo, de forma
que teremos V,T" = (.

Algo a se notar é que na formulacao destes principios, é englobada toda a fisica, em
uma época em que teorias como a mecanica quantica ainda estavam dando seus primeiros
passos. Embora os principios se apliquem bem a teorias classicas, cautela é necessaria em
teorias mais atuais.

Por fim, outro principio que as teorias fisicas devem seguir no geral é o principio
da correspondéncia, que garante a redugao de uma teoria para outra anterior no limite
que ela é valida; por exemplo a relatividade geral deve se reduzir a relatividade espe-
cial na auséncia de gravidade ou a teoria newtoniana quando o campo gravitacional é
suficientemente fraco e as velocidades sao baixas.

Em termos das quantidades apresentadas, a equacao de campo de Einstein é dada

por
1
G,ul/ = R,uu - §g,u,uR - ’fT,uz/? (28)

onde kK = 87G, com ¢ = 1. Ela vai descrever como o conteido de matéria e energia em

T,, afeta a geometria descrita por G,



2.2 Cosmologia

Uma das mais importantes aplicacoes da Relatividade Geral é na descrigao do
proprio universo. Por meio das equacoes de campo podemos extrair solugoes que nos
dizem como ele era ha bilhoes de anos e como se comporta atualmente. Também é
possivel descrever fenomenos astrofisicos e o processo de formacao de galdxias, assim, a
teoria é um grande triunfo para a ciéncia e inaugurou uma nova era de pesquisas em
diversos ramos da fisica.

Para aplicar a RG na evolu¢ao do universo, geralmente partimos do chamado
principio copernicano, que diz essencialmente que o universo se parece 0 mesmo em
todo lugar, em grandes escalas. Podemos desenvolver esta ideia até chegarmos no que
é conhecido hoje como principio cosmoldogico, que se baseia nas ideias de isotropia e ho-
mogeneidade.

Isotropia é quando o espaco parece o mesmo independente da direcao que se olhe.
Homogeneidade é quando o espago parece o mesmo em qualquer lugar. O principio cos-
moldgico admite que as duas ideias sao satisfeitas em grandes escalas, embora seja possivel

que haja um espacgo que seja homogéneo mas nao isotrépico e vice-versa.

2.2.1 As equacgoes de Friedmann

Observacoes indicam que o principio cosmoldgico é verdadeiro, assim é possivel
postular um universo que é homogéneo e isotropico espaciamente, mas que evolui. A
métrica que descreve esse universo é a de Friedmann-Robertson-Walker, com elemento de
linha

dr?

2 2 2

+ erQQ} : (2.9)

que vamos usar para resolver a equagao de Einstein, e obter novas equagoes, que esperamos
que nos forne¢am uma forma de descrever a evolugao césmica. a(t) é o fator de escala, que
¢ uma funcao que relaciona como as distancias mudam a medida que o universo expande;
k corresponde a curvatura do espago, onde podemos relacionéd-la com os valores que k
pode tomar. k = —1 corresponde a uma curvatura negativa e é chamada de aberta. k =0
corresponde a zero curvatura, chamada plana. Ja o caso k = +1 descreve uma curvatura

positiva, ou fechada. Também, dQ? = df? + sin? dp>. Se escolhemos a seguinte forma



para o tensor energia momento, a de um fluido perfeito

Ty = (p+P)UuUL + pguv, (2.10)
ou
T, = diag(—p,p,p.p), (2.11)
o traco é dado por
T'=—p+3p, (2.12)

é possivel calcular as componentes da equagao de campo (2.8). As equagoes resultantes

para puv = 00 e pv = 1j sao, respectivamente

3k
3H? = 8nGp — = (2.13)
a 4rG
— = : 2.14
—=——(p+3p) (2.14)

sendo equagoes diferenciais onde podemos considerar casos simples e derivar relacoes para
o comportamento do fator de escala em relagdo ao tempo. A Eq. (2.13) é conhecida como
a equacao de Friedmann, e a Eq. (2.14) como equacao de Raychaudhuri. Aqui temos uma

quantidade nova, chamada parametro de Hubble, definida como
a
H=- 2.15
:, (2.15)

de onde o valor atual, Hy, embora com divergéncias entre diferentes observacoes tem
valor observado Hy = 67,4+ 0,5 km/s/Mpc [27], ou mais convenientemente, Hy = 100h
km/s/Mpc , onde h =~ 0,674. Uma quantidade til é o parametro de densidade €2, que é

definido como

8tG p
2T , 2.16
3H 2 P Perit ( )
coM Pepit = % sendo a densidade critica. Ela tem esse nome, pois dependendo de sua

relacao com a densidade p, define a geometria do espaco. Podemos verificar isso pela

equagao de Friedmann (2.13), que quando reescrita em termos de €2 fica

k

H2q?’

0-1 (2.17)
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e verificamos que o sinal de k, que define o tipo de geometria, é dependente de €2, ou seja,
da relacao entre a densidade total e a densidade critica. Observacoes indicam um valor
de &~ 1 [27], assim, o lado direito da (2.17) é essencialmente zero, o que indica que o
universo ¢ plano. Sendo assim, consideraremos k£ = 0 no decorrer do trabalho.

Vamos considerar agora o tensor energia-momento, onde a eq. da conservagao

V. T} resulta em
p_
- =-3(1+w)H, (2.18)
P
onde foi usada a relacao entre pressao e densidade, representada pela equagao de estado
p = wp. (2.19)
Se considerarmos w constante, a solu¢ao de (2.18) é
p oc a3, (2.20)

Podemos entao, considerar varios tipos de fluidos cosmologicos, sendo 1til usar compo-
nentes que sabemos que ha em nosso universo, como matéria nao-relativistica e radiacao.
Para matéria nao-relativistica, como estrelas e galaxias, temos py; = 0, e wy; = 0, e a

solucao fica
Py o< a (2.21)

o que pode ser interpretado como o decréscimo da densidade de matéria a medida que o
espaco expande com unidades do inverso de volume. No caso de radiacao, que engloba no
geral particulas massivas ou nao, que se movem a velocidades proximas a da luz, temos

um valor de wgr = %, e a densidade relacionada a radiacao decresce como
—4
PR X a ", (2.22)

onde o fator extra de % pode ser compreendida como referente a perda de energia pelo
redshift cosmico. Estas equagoes descrevem grande parte da evolugao césmica até agora.
Quando o universo estava em seus estagios iniciais, radiacao era mais abundante, de
forma que a evolugao da densidade total obedecia a Eq. (2.22). Eventualmente, o universo
esfriou, criando outra categoria de matéria (nao-relativistica), que passou a dominar sobre

a radiacao, com evolugao dada pela Eq. (2.21). Tal modelo era o mais popular antes da

10



descoberta da expansao acelerada do universo, chamado de Finstein-de Sitter. Uma outra
opcao interessante é quando a expansao é dominada pelo vacuo, cuja equacao de estado

se torna puae = —pPuac, 0 que implica em densidade constante
Puac X constante, (2.23)

caso em que o fator de escala evolui como a(t) ox exp(Ht). Solugbes deste tipo descrevem
um universo de de Sitter. Para finalizar a secao, apresentamos duas quantidades que serao
usadas no decorrer do trabalho e sao tuteis em caracterizar o tipo de expansao que esta
ocorrendo no universo. A forma efetiva do parametro w em (2.19), que considera todas

as componentes da equacao de Friedmann é dada por

2
= —1— 2 2.24
Weyf 3 172 (2.24)
e o parametro de desaceleracao ¢ é
H

Quando g < 0, significa que hé expansao acelerada, de forma que um universo de de Sitter

tem ¢ = w.rr = —1, e um universo de Einstein-de Sitter tem ¢ = 0.5 e wess = 0.

2.2.2 0O modelo ACDM

As solugoes da equacao de Friedmann nos possiblitaram encontrar um modelo
que descreve com precisao a evolucao do universo nos tempos atuais. Tal modelo se
chama ACDM (onde CDM - Cold Dark Matter), que conta essencialmente com parametros
de densidade ,,, 2, e Q,, onde 2, corresponde a solugao de vicuo em (2.23). Uma

quantidade importante em cosmologia é o redshift cosmico dado por

142 = M (2.26)

~a(th)’
cujo nome vem da descoberta por Edwin Hubble em 1929, de uma relacao aproximada-
mente linear entre o redshift e a distancia de galaxias, onde a velocidade de recessao dessas
galaxias aumentava de acordo com o redshift da luz emitida por elas. Por exemplo, no
nosso grupo local de galdxias, a velocidade de recessao média era de 1000 km/s enquanto
em outro grupo, Coma, com redshift z ~ 0,02 a velocidade era de cerca de 7000 km/s.

Essa descoberta serviu como evidéncia de que o universo estava expandindo, e temos um
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fator de escala que aumenta com o tempo, que possibilitou a descricao da evolucao cosmica
pelas equacoes da subsegao anterior.

Na determinacao de distancias em redshifts grandes (z > 0.1), os astronomos
buscam fontes que podem ser consideradas como “velas padrao ”, que possuem magnitude
absoluta aproximadamente constante. Antes, as galdxias mais brilhantes de aglomerados
eram usadas para esse proposito; contudo hoje se sabe que essa magnitude muda ao longo
do tempo, assim foi preciso achar uma outra fonte que as substituisse de forma eficaz.

Supernovas do tipo la ocorrem quando uma ana branca em um sistema binario
ganha massa de sua companheira até o limite de Chandrasekhar, de aproximadamente
1,4 massas solares. A instabilidade provocada por esse processo desencadeia uma nova
explosao termonuclear, com magnitude que a faz ser visivel a centenas de megaparsecs de
distancia. Uma coisa em comum em todos esses processos €, que devido a massa da estrela,
o espectro da magnitude absoluta é essencialmento o mesmo, com um pico de ~ —19, 2.
Observagoes desse processo foram publicadas por dois grupos [4][5], que mostraram a re-
lacao entre a magnitude aparente dessas supernovas com o redshift, mostrando, que para
redshifts entre 0,16 e 0,97, o modelo que melhor descreve a atual evolugao césmica exclui
Quae < 0, 0 que corresponde a uma constante cosmoldgica A adicionada as equagoes de
campo de Einstein (Figura 2.2). Para um universo de geomatria plana, modelos onde
Quae + 2 = 1, sao favorecidos com (2, ~ 0,28, significando uma dominancia da com-
ponente A atualmente, ou seja, €25 tem valor de aproximadadente 0, 70. Tal combinagao
implica em um universo com aceleragao positiva (Figura 2.3), ou @ > 0, que pode ser visto

explicitamente pela Eq. (2.14)

a e
Z__7 ) 2.2
4 3 (/0 3]7) ( 7)

Se a densidade total é p = p,,, + pa € a pressao é p = p,, + pa, € lembrarmos que p,, = 0

e pA = —pa, (2.27) se torna

a e
_ =5 (pm = 201). (2.28)

Como as observagoes de supernova indicam que py > pp,, temos ¢ > 0. As solugoes para

o fator de escala e a idade do universo pelo modelo sao [28]
/3

a(t) = ag (M)m [sinh (gmmtﬂ 2 : (2.29)

1 — Qo
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2 s \/Q_mo) , (2.30)

to = In (
onde a contribuicao da radiacao €9 ~ 107° foi desprezada e é possivel encontrar solucoes

analiticas mais facilmente. Embora as observacoes concordem com um modelo composto

26 T T T T T T T 11 T T T 1T

I Supernova
Cosmology

L AN Y

)
o
T

Calan/Tololo & &g
(Hamuy et al, s

effective mjp

—_
Qo
I

0.02 0.05 0.1 0.2 0.5 1.0

redshift z

Figura 2.2: Magnitude efetiva das 42 supernovas tipo la para o redshift. Os dados do
Supernova Cosmology Project favorecem um universo com 2, > 0, onde Q + €, = 1.

Fonte:[5].

também de energia do vacuo, nao se sabe sobre a sua natureza, e nem se ela é realmente
constante ao longo da evolucao césmica. Essa componente cuja natureza se tornou um
dos maiores problemas da cosmologia moderna, é chamada de energia escura.

A idade do universo para o modelo Einstein-de Siiter é obtida se tomamos o limite

da Eq. (2.30) para Q — 0, onde €Q,,0 + Q25 = 1, obtendo
to=~H;". (2.31)

Usando os valores mais recentes do satélite Planck [27], calculamos aproximadamente
to ~ 9,67 Gyr. A idade estimada de aglomerados globulares na nossa galaxia varia entre
12,94+2,9 Gyr e 13,5 £ 2 Gyr [29], [30], assim h& uma inconsisténcia entre esses valores
onde terfamos estruturas mais antigas que o préprio universo. €25 # 0 resolve o problema.
Nesse caso, para €2, — 0, teremos to; — oo, de modo que ty aumenta se €2,,o diminui.

Assim, uma constante cosmoldgica positiva possibilita um universo mais antigo, onde em
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Figura 2.3: O fator de escala para véarios modelos cosmoldgicos. A linha

verde representa o modelo de Einstein-de Sitter e a linha magenta, o mod-
elo A CDM, onde a contribuicaio da radiagado mno presente ¢é descartada
(Fonte:  hitps : //en.wikipedia.org/wiki/De_Sitter_universe# /media/File

M plwp_universe_scale_evolution.svg).

[27], é reportado um valor de to = 13,787 40,020 Gyr para o ACDM. Na Figura 2.4, para
os resultados de 1998 [5], temos as linhas de tempo cdsmico constante no plano 25 — €2,
onde a regiao de maior confianga experimental intercepta uma linha onde Hyty = 14.3
Gyr. Também, do mesmo artigo, temos as regides de confianca para a equagao de estado
da energia escura, no plano €, —w (Figura 2.6). Ja na Figura 2.5, temos os resultados do
relatério do Planck para a densidade de matéria atual e curvatura. Os dados correspondem
a uma geometria plana, onde 2, + Q) = 1.

A constante adicionada as equacoes de Einstein necessaria para realizar a presente

aceleragao césmica precisa ser da ordem do parametro de Hubble atual
A=~ H;. (2.32)
Se expressamos A como uma densidade adicionada & Eq. (2.13), encontraremos que
px = AM2, ~ 107 GeV?, (2.33)
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Figura 2.4: Linhas de Hyty constante no plano Q5 — €2,,. A regiao em azul representa

uma regiao de confianca de 90% . Fonte:[5].

para Mp;, = \/slwic ~ 10 GeV. Se comparamos este valor com a densidade de energia

do véacuo, obtida da energia de ponto zero E = w/2 = Vk? +m?/2 até o limite onde a

Relatividade Geral é considerada valida, a escala de Planck, encontramos que
Poac = M = 107 GeV, (2.34)

e percebemos uma diferenga de 121 ordens de magnitude entre (2.33) e (2.34), que é
minimizada quando se considera outras escalas de energias em fisica de particulas (pyq. =
1073GeV?) e em teorias supersimétricas, contudo ainda hd uma diferenga fora do aceitdvel
para serem usadas como interpretagao para o valor previsto. Outro problema é o fato
do valor da constante cosmoldgica observado ser da ordem da densidade césmica atual.
Em um universo descrito pelo modelo ACDM, nés vivemos agora justamente na época

da transicao da dominancia da matéria para um universo dominado por A. O redshift
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Figura 2.5: O plano €2, — Qg para dados combinados do satélite Planck e de oscilagoes
acusticas de barions (BAO, na imagem), onde a coloracao refere-se ao valor do parametro
de Hubble atual. A regiao de maior confianca estd na area em roxo, apds a adicao dos
dados de BAO; nota-se uma consisténcia com um universo de geometria plana (Qx = 0).

Fonte: [27]

previsto onde Qg = Qo € Zeoine = 0.3 [?], sendo bem préximo do nosso tempo presente.
Esse problema é chamado o problema da coincidéncia. No préximo capitulo veremos o
que ha alem da Relatividade Geral, para explicar fenomenos que estao além do alcance da
teoria, entre eles, o problema da constante cosmoldgica. Focaremos em modificagoes da
RG, que buscam explicar a natureza desses fenomenos através de novas lagrangeanas. Os
modelos abordados aqui assumem que ha uma nova componente que poderd reproduzir
o papel da constante cosmoldgica a partir de uma equacgao de estado wesy dependente do

tempo, com valores previstos que podem corresponder as observagoes.
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Figura 2.6: Regioes de confianca para os valores de (2, e w, para os resultados de obser-

vacoes de supernovas. Fonte: [5].

17



Capitulo 3

Cosmologia Com Campos Escalares

Neste capitulo, entramos em mais detalhes acerca da introdugao de campos es-
calares em modelos cosmolégicos, a fim de resolver problemas como o da energia escura.
Existem diversas formas de adicionar esse novo objeto na acao de Einstein-Hilbert, onde
cada uma exibe diferentes caracteristicas quando resolvemos as equagoes de movimento.
Aqui, focamos em extensoes do modelo ACDM com campos escalares canénicos', e pos-

teriormente, generalizagoes descritas por teorias chamadas tensor-escalares.

3.1 Por qué Gravidade Modificada?

Embora a Relatividade Geral seja uma das teorias fisicas mais bem testadas, existe
um limite para as escalas nas quais a teoria é valida; para curtas distancias, modificagoes
sao necessarias, devido a efeitos quanticos, e ha a possibilidade de mudancas fora do
regime de maior confianca experimental. Assim, questoes como a natureza da constante
cosmoldgica podem ser exploradas se assumimos que tais modificacoes existem, e que
sejam a fonte de fenomenos nao explicados atualmente.

Além dos problemas ja mencionados relacionados a constante cosmoldgica, dificul-
dades sao encontradas se propomos modificagoes. Weinberg [31] mostrou as limitacoes de
se considerar A dinamico. Resta entao atribuir fenomenos como a aceleragao césmica a

presenca de novos objetos junto da relatividade geral. Entre as modificagoes mais pop-

IE possivel que a equacdo de estado da energia escura tenha w < —1; uma forma de explicar isso seria

através dos campos tipo phantom ou nao-candnicos, que geralmente possuem energia cinética dada por
4)2

5 -
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ulares, temos as teorias f(R), onde em vez de R na acdo de Einstein-Hilbert, teremos
uma funcao f(R), cuja forma pode ser motivada por outras teorias; e as extensoes da
relatividade geral através de campos escalares adicionados a acgao.

A constante cosmoldgica é dita como tendo um valor fixo ao longo do tempo, que
se torna relevante quando a densidade da matéria é aproximadamente da mesma ordem.
Uma forma de explicar a expansao acelerada sem a necessidade de A é introduzir um
campo escalar que contém um potencial de modo que a equacao de estado ¢é varidvel no
tempo. Esse campo é chamado quintesséncia [6], embora estudos das consequéncias de
campos escalares na evolugao césmica datam de muito antes. O modelo mais comum de

quintesséncia é descrito pela acao

1
S = 167TGSEH+SM+S¢ (3.1)

onde

Sp = / d'zy/—g {—%g’” 90, — V(qﬁ)} . Sew = / d*z/—gR (3.2)

sendo V' (¢) um termo potencial que comanda a evolu¢do do campo escalar e Sy, a parte
da agao referente a matéria. Variando a acado (3.1), temos a forma para o tensor-energia

momento do campo escalar

T5, = 0,606 g | 30" 0,016+ V(9)]. 33)

Em um espago-tempo descrito pela métrica de FRW, as expressoes para a densidade e

pressao respectivamente sao

po = %éﬁz +V(0) (3.4)

po = 50° = V(9), (3.5)

cuja evolucao obedece as equacoes

1
H?> = —_— m), 3.6
H=——— .
2M]2DZ (p¢ + Py + Pm +pm)7 (3 7)
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¢+3Hd+Vy=0, (3.8)

onde a Eq. (3.8) é a equagao de Klein-Gordon, que aparece em razao da introdugao do

campo escalar. Para um universo dominado por ¢, a equacao de estado é

39"~ V(9)
1P+ V(9)

Aqui podemos notar dois casos principais, que dependem bastante da forma do potencial

(3.9)

w¢,:

escolhido. Se ¢? /2 >> V(¢), temos wy =~ 1, e teremos uma densidade de campo que

decresce muito mais rdpido que a da matéria, de ordem py oc aC.

Por outro lado, se
temos V(¢) >> gzlﬁz /2, teremos wg ~ —1 que corresponde a um universo de de Sitter,
com aceleracao. Dessa forma, duas condigoes que tem de ser satisfeitas para aceleracao
positiva sao que o termo cinético precisa ser pequeno em relagao ao potencial e que o

potencial tenha uma inclinagao leve para que o campo evolua em uma espécie de slow-roll

introduzido na teoria inflacionéria.

3.2 Mecanismos de Blindagem

Embora haja a motivagao para a existéncia de particulas descritas por tais campos
escalares, nenhum sinal delas foi encontrado em experimentos na regiao do sistema solar.
A massa tipica de uma particula descrita por essa teoria é da ordem de < 10733eV ~ H,
pequena o suficiente para ter um alcance consideravel, e possivel de ser detectado. No
entanto a presenca dessas particulas escalares pode apenas estar sendo ocultada por um
mecanismo que nos impede de fazer deteccoes em certas condigoes. Varios mecanismos
de blindagem[14],[10],[7] foram propostos no uiltimos anos e tentam explicar os fatores
que influenciam o surgimento do campo escalar em questao em possiveis experimentos.
Trés mecanismos sao bem conhecidos e explorados na literatura, onde dois deles serao
discutidos brevemente, e exploraremos em mais detalhes um terceiro, o symmetron.

Os aspectos que diferenciam o modo como os mecanismos funcionam sao geral-

mente expostos através do seguinte cendrio: Considere um objeto esférico estatico, de

47 R,
3

massa m,. e densidade homogénea, de modo que p. = m./ , onde R, é o raio do ob-
jeto. Esse objeto esta imerso em um espaco com densidade pj, e resolvemos a equagao
de movimento do campo para uma particula teste nas proximidades do objeto e distante

dele, para assim calcular a forca exercida por esse campo nos dois casos, dada em forma
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geral por

= o}
F = - -1
= m Vo, (3.10)

onde « é a intensidade do acoplamento ao campo.

3.2.1 Chameleon

Nesse modelo [9],[10], o campo escalar se acopla a densidade da matéria através
de uma funcdo que depende do campo, assim a massa efetiva msr(¢) ird depender da
densidade local. A funcao é definida de tal modo que quando a densidade é baixa (nos
espagos entre galdxias, por exemplo) a massa é pequena e uma quinta for¢a prevista pela
presenga do campo aparece. Quando a densidade é alta (no sistema solar), a massa se
torna grande, ou seja, com pequeno alcance e assim de dificil deteccao. Um potencial

comumente usado nesse mecanismo é o de Ratra-Peebles, com forma efetiva

M4+TL B,
Vers(9) = e > pieier, (3.11)
que possui um minimo onde a massa para oscilacoes em torno dele se torna
mgff(¢) X P%ﬁy (3.12)

uma funcgao crescente da densidade. Na figura 3.1 vemos a forma do potencial e como
ele muda na forma efetiva, de acordo com a densidade local. Assumindo que o campo é
menor que a massa de Planck (¢ << Mp;), podemos aproximar a fun¢ao de acoplamento
a matéria como A(¢) ~ 1+ Ag—i e vemos que a medida que a densidade aumenta o mesmo
ocorre com o potencial efetivo, onde o minimo criado esta a valores cada vez maiores de
Vers(@). A criagdo desse minimo significa que a massa em torno dele sera cada vez maior,
como expresso pela Eq. (3.12).
A equagao de Klein-Gordon ¢é dada por

D¢ = Verso(9), (3.13)
onde para o caso estatico teremos
¢  2d¢ g
2 vy Bo/Mpr 3.14
T+ o = Vald) + grplr)e (314

Antes de resolver a Eq. (3.14), temos que garantir solu¢oes bem comportadas. Usamos

as condigoes de contorno

=0, o(r— o0)— oy, (3.15)
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Figura 3.1: Em vermelho, o potencial de Ratra-Peebles (o primeiro termo de 3.11); em
verde, a fungao A(¢), e em azul, o potencial efetivo 3.11. A esquerda, com p = 1, o
minimo do potencial nao é claro mas percebemos que a direita com p = 3, a criagao de

um minimo.

onde ¢, é o valor do campo fora do objeto que minimiza o potencial efetivo. Considerando
que o campo tem seu valor inicial ¢; em r = 0, podemos calcular solugoes para o interior
do objeto até r >> R.. Em todos os mecanismos citados, focaremos em solugoes externas
ao objeto para comparar a forca que envolve uma particula teste. Fora do objeto, a

equagao de movimento (3.14) pode ser aproximada como

d? 2d
_¢+__¢%O

3.16
dr? = rdr ’ (3.16)
onde a condigao inicial do campo é que ¢; =~ ¢., e temos a solucao
3 ARC efmb(rch)
o(r) = a + . (3.17)

" 47 MpR, r

AR. _  ¢p—oe . . . . . . .
T = Garpyes com ®. sendo o potencial gravitacional do objeto, é uma quantidade im-

portante que nos diz o quanto o campo se esconde de acordo com o ambiente. Derivando
esta quantidade em relagao a r e usando que G = ﬁ, substituimos em (3.10) e eventual-
s

mente chegaremos a

, ~ AR,
Fy,=65%Fy = (3.18)

C

onde identificamos Fiy como a forga gravitacional newtoniana Fy = G™z<. Vemos ime-

diatamente que se % << 1, a forca newtoniana supera a for¢a do campo e pode per-
C

manecer indetectavel. Isso acontece se o objeto é grande o bastante, como o Sol, que

possui ® suficientemente grande e obedece % << 1.
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3.2.2 Vainshtein

Este mecanismo, proposto em 1972 por A. Vainshtein, esconde o campo através
de dominancia de termos cinéticos sobre outros termos, assim, nao dependendo da massa
desse campo®. O mecanismo se baseia em um campo tipo galileon, representado por
lagrangeanas de ordens altas. Em teorias do tipo, ha uma invariancia quando se aplica a

transformacao
n(z) = w(x) + c+ bz, (3.19)

e possuem equagoes de movimento de segunda ordem. Em [| é citado o uso de galileons
para descrever a aceleragao cosmica, inflacao, e usada em contextos de super-gravidade.
Para demonstrar como o mecanismo de Vainshtein acontece, usaremos a lagrangeana de
terceira ordem

1

5 (0m)*Or + I_r, (3.20)

L3 = —3(0m)?
’ (Om) Mp

onde A é o acoplamento forte do modelo, com unidades de massa, g ~ O(1), e T meéo
traco do tensor energia-momento. A equacao de Euler-Lagrange para m nesse caso é

2 g
7+ —[(Or)? — 9*970,0,7] = ———1 21
6 43[( ) L0, My (3.21)

onde ¢ representa a intensidade do acoplamento do campo com a gravidade e A =
(m2Mp)'/3, com m ~ Hy. O terceiro termo no lado esquerdo de (3.21) ird dominar

sobre o d’alembertiano em escalas pequenas. Para uma fonte esférica de massa M a Eq.

(3.21) se torna

67 (r) + — (WI(TV) —g fﬂ Mp,. (3.22)

!
Resolvendo para m teremos

. 3A3r \/ 1 /ry\3
"= <—1+ 1+g<7>>’ (3.23)

onde 7y é o raio de Vainshtein

1 g\
— (92 24
v A(Mpl) (3.24)

2Mais recentemente, este mecanismo tem sido invocado para explicar certos efeitos, atribuidos nor-

malmente & matéria escura, como sendo apenas manifestagoes de gravitagdo modificada [32]
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Podemos considerar dois regimes para a Eq. (3.23); uma particula teste préxima e longe
da fonte. O critério é a comparagao de r com o raio de Vainshtein; assim, longe da fonte

(r >>ry), 7 (r >>ry) tem a forma

’ g M
>> N ——— 3.25
== ) N S S (3.25)
Usando (3.10) a razao da forca do galileon e da forga gravitacional é
F g
- 3.26
Fy 37 (3.26)

onde g = O(1). A grandes distancias, percebe-se uma for¢a mediada pelo campo, mais
especificamente além do raio de Vainshtein. Para curtas distancias (r << ry), a Eq.

(3.23) se torna

/ A3
T(r<<ry)= v T—V, (3.27)
2 r
onde a razao das forcas agora é dada por
F, r\ %2
— =~ — << L. 3.28
FN (7’\/) ( )

3.3 O Modelo do Symmetron

Podemos expressar a acao que representa o symmetron com um acoplamento do

campo escalar com as espécies de matéria [13], [14]

M2 1
S = / d'z/—g [%R— ig“”GM(ﬁ@,,(b — V(¢)] + / d* e/ =GLm (, gr),  (3.29)

onde Mp;, = \/8177: e as espécies de matéria estao acopladas minimamente a g,,, que

obedece a relacao

Guw = AX(0) gy (3.30)

com uma funcao A(¢) que depende do campo escalar, onde g, representa o referencial
de Einstein e g, o referencial de Jordan. O funcionamento do mecanismo de blindagem
no caso do symmetron depende da escolha desta funcao junto do potencial, onde ambas
as funcoes devem ser simétricas na operagao ¢ — —¢, e que o potencial permita a quebra
espontanea de simetria de forma que, antes da quebra o VEV seja zero e depois, seja

diferente de zero. Dessa forma, o potencial permite a transicao do campo de um estado
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de “falso”vacuo para outro de “verdadeiro”vacuo. Para entender como o processo funciona,

consideremos as fungoes que representam a teoria mais simples

V() = —%u%z + ﬁw& (3.31)
1
Alp) =1+ 3T ¢°. (3.32)

Como a dimensao da acdo em unidades naturais é [M]*, vemos que p? é um termo de
massa, que nos ajudara a definir a massa do modelo, assim como o parametro M na
fungao A(¢) que a faz adimensional, assim como A. A variacao da agao (3.29) em relagao

a métrica ¢g"” e ao campo escalar resulta nas equacgoes de Einstein e de movimento de ¢

MG =TH, + AT, (3.33)

O¢ =V — A%()A 4T, (3.34)

onde T' é o trago do tensor energia momento que é

. 2 6L,
T, =————— .
ST 53

JaT ;fy ¢ o tensor energia momento do campo escalar

T, = 0,00, ~ 50,(00)" — 0,V (6), (3.36)

onde (0¢)* = gas0“¢0°¢. Ao contrdrio do tensor para a matéria, (3.36) nao é conser-
vado, mas a equagao da conservagao para o tensor completo 11, = A(@)TH — O pd” ¢ —

%g“”(8¢)2 — g"V(¢) obedece [11]

v, T = (Tg" — TV 0. (3.37)

Nosso caso de interesse aqui sera como a matéria nao-relativistica, que é a mais abundante
depois da energia escura. Podemos aproximar o traco do tensor energia-momento da
matéria como T' &~ —p, e a densidade no referencial de Jordan se relaciona com o referencial

de Einstein por p = A3(¢)p. Considerando estas relagoes, (3.34) se torna
P
O¢ — (W - /ﬂ> 6 + A%, (3.38)

O lado direito da equacao acima pode ser interpretado como a derivada de um potencial

efetivo expresso como

Vers(¢) = 5 <— - M2> ¢ + TAp" (3.39)



Vemos que o sinal do termo quadratico pode mudar de acordo com a forma que os paramet-
ros entre parénteses se comportam. Essa é a base do mecanismo, que pode ser melhor
percebida se definirmos uma massa efetiva m. s

Meff = % — 1. (3.40)
Em regioes de alta densidade, p > u?M?, e o potencial (3.39) tem um minimo em ¢, = 0.
J& em regioes de baixa densidade, se p < p?M?, o sinal do termo quadrético de (3.39)
muda e temos uma quebra da simetria ¢ — —¢, assim o potencial ganha novos minimos
diferentes de zero, ¢y = :I:“;. O acoplamento do campo com a densidade é proporcional
a ¢g, de forma que em regides densas, (3.32) é igual a 1, o que significa que nao hé esse

acoplamento até que a simetria seja quebrada (Figura 3.2). Veremos as consequéncias de

Veglp) Vegelh)

@ &
(a) Effective potential in regions of high am- (b) Effective potential in regions of low am-

bient density. The VEV is (. bient density.

Figura 3.2: O potencial da Eq. (3.39). Antes da quebra de simetria, com ¢y = 0 (a); apds

a quebra de simetria, com dois minimos ¢y = i";, quando p = 0 (Fonte: [14]).

se adotar o potencial (3.31) em um modelo cosmolégico, e principalmente se ele é capaz
de reproduzir a aceleracao cosmica atual. A ideia central é a de que até o fim da era da
matéria, a densidade é maior que p?M?, onde definimos que seja aproximadamente da

ordem da densidade critica
pu?M? =~ H3M3,, (3.41)

e a evolucao do fator de escala acaba sendo a de um universo sem campo escalar. Apenas
recentemente, por volta de z =~ 1, a simetria seria quebrada e o campo entao poderia afetar

significativamente a expansao césmica. A partir da relagao (3.41), podemos estimar os
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limites para u e A. Como V(¢g) 4s = m3, usando o potencial (3.31) vemos que a massa

em torno do VEV ¢y = \/LX é da ordem de

e se ¢ << M o acoplamento o, com a matéria é [11]
ay = Mpig/M?, (3.43)

junto da necessidade que a modificagao realizada pelo campo seja proporcional a gravidade
para que seja detectavel, o que significa a, &~ O(1), vemos que no vacuo a estimativa para

Aé
A= Mp HE/MS > 107, (3.44)

onde o limite M < 10™*Mp; vem de medidas dos parametros pdés-newtonianos v e 3
quando usadas na relacdo entre a forga gravitacional e a forga do campo escalar[33][34].
Assim, como nos outros dois mecanismos, podemos aproximar solucoes analiticas para
uma simetria esférica, e investigar o comportamento do campo de acordo com o ambiente.

A Eq. (3.34) para um objeto esférico estatico de raio R, e densidade p. é

d? 2d
0129yt A, (3.45)

dr? " rdr

de onde podemos encontrar solucoes a partir das condi¢oes de contorno ja mencionadas

do(0
dr
onde agora, ¢y ¢ o VEV % Fora do objeto, podemos expandir o potencial efetivo em

(¢ — ¢0)?/2. A solucao se torna

N

Taylor como Vrr(¢) =m
R —mo(r—R)
beom(r) = D7e ° + ¢o, (7’ > R)- (3'47)

Como dito em [14], a constante D pode ser encontrada com o auxilio da solugao interna,
onde em r = R, podemos igualar ambas as solugoes e suas derivadas, ao mesmo tempo

que assumimos moR << 1, pois o alcance do campo é my’ < 0.1 Mpc. Dessa forma,

AR, R,
D = —¢ [1— R tanh( ARC)
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, (3.48)




onde, novamente temos % o fator thin-shell

ARC o (bO
R.  6gMp®’

(3.49)

Para uma particula teste localizada a uma distancia r, onde R, << 1 << my ! distante

o suficiente para que ¢ = ¢g, derivamos (3.47) em relagao a r e calculamos a forga ﬁ¢ de

A d
- (5

Vemos que o fator thin-shell determina o quao blindado o campo estda. Da definicao do

modo similar ao chameleon, obtendo

F, . ,AR,
— = 69°—
FN g Rc

(3.50)

fator vemos que objetos com grande potencial gravitacional podem fazer que AR—I? << 1
inserindo esta condi¢ao em (3.50) faz com que tenhamos

Fy s AR,
— X6 — << 1. 3.501
F S0 (3.51)

Por outro lado, objetos com menor potencial gravitacional fazem o efeito contrario, de
AR,
modo que Fe>>1le

—2 ~24°, (3.52)

com g ~ O(1).

3.3.1 Evolucao Cosmologica

O nosso interesse principal nesse trabalho é se o potencial (3.31) é capaz de realizar
a expansao céosmica atual. Como mencionado anteriormente, em termos da evolucao do
fator de escala, o campo escalar é irrelevante em sua contribuicao, e s6 quando a densidade
de matéria nao-relativistica é pequena o bastante, o acoplamento é ativado e podemos
prever possiveis implicacoes cosmoldgicas relacionadas a expansao. Assim, resolvemos as
Egs. (3.33) e (3.34), em um universo regido pela métrica FRW ds* = —dt* + a*(t)d#?,

cujas solugoes sao

6+ 3HG+ Vi + A(0)*Ay(0) Y (1 = 3wi)p; = 0, (3.53)

i

BHMR = 2624 V() + AB)' Y h (3.54)

i

28



Usando a redefinicdo para a densidade p; = A3+ 5, as equacdes acima podem ser

reescritas em termos do potencial efetivo (3.39)

G+ 3Ho + Viprs(d) =0, (3.55)

1.
3H*Mp, = §¢2 + Verr(9), (3.56)

aonde retiramos a soma em i, pois escolhemos acoplar o campo apenas a matéria nao-
relativistica. Antes de verificar o comportamento das solucoes destas equagoes préximo a
quebra de simetria, é valido discutir brevemente a forma das solugoes de campo escalar
nas épocas de radiacao e da matéria. Assim como apresentado em [14], é considerado que
logo apds a inflagao cosmica, o campo estd “congelado”em algum valor pequeno ¢,qq_;,
de forma que tanto o potencial como o termo cinético sao despreziveis e que a fungao
de acoplamento obedeca ¢,.q_; << M de onde podemos aproximar com boa precisao
A(¢) =~ 1, que se mantém por boa parte da histéria césmica. A equagdo do campo escalar

se torna entao

¢

é+3H¢+PmW =0, (3.57)

que descreve um oscilador amortecido, onde dependendo da dinamica de H e p,,, pode
manter o campo no estado inicial ou deixa-lo oscilar em torno do minimo ¢y = 0.

Agora voltamos nossa atencao ao periodo recente. Esperamos que para redshifts
da ordem z & 1, a simetria se quebre e o perfil da solu¢ao do campo mude. Em termos
do potencial, devemos verificar as condi¢oes de estabilidade. Como a massa efetiva do

campo ¢

e TVers(9)

o (3.58)

vemos que para m? > 0 temos um ponto de estabilidade e para m? < 0, temos um ponto
instavel, ou seja, a concavidade estd para cima e o campo comecard a se dirigir para o

novo minimo (Figura 3.3).

3.4 Problemas do Modelo

Como ¢ facil de ver pela Figura 3.1, quando a simetria é quebrada, o potencial se

torna negativo na regiao préoxima aos minimos; tal caracteristica tem implicacoes fortes
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Figura 3.3: O symmetron depois da quebra de simetria. Note que o campo segue para o
minimo indicado pela linha tracejada (a). Vemos também os detalhes da oscila¢do assim

que a simetria é quebrada (b) (Fonte: [14]).

na sua capacidade de produzir a aceleragao césmica. Como enfatizado em [21], em uma

teoria de quintesséncia, onde as equagoes de Friedmann tem a forma

1.
BMpH? = 56° + V() + p; (3.59)

IMEH = —¢* + p. (3.60)
Podemos reescrever H + H? = g com ajuda das equagoes acima para obter

H+H =

S (-2&2 +2V(g) — ,0) , (3.61)

assim percebemos que para que ¢ > 0 seja satisfeito, um potencial positivo é necessario.

Um tentativa de contornar esse problema é adicionar uma constante ao potencial

V(g) = 512" + A6+ Ve, (3.62)

de forma que podemos por exemplo, fazer com que os minimos se localizem onde o po-

L 2 :
tencial é zero, pela escolha Vi = 4. No entanto quando calculamos esta diferenca de

potencial para os valores de p e A vemos que

2
% ~ H2M? << HXM3, (3.63)
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ou seja, Vy € menor em varias ordens de magnitude que a densidade de energia da constante
cosmoldgica. Assim, o symmetron descrito por (3.39) parece nao ser um bom candidato
para agente da aceleragao cosmica. Mesmo assim, o mecanismo interessante pelo qual o
campo se manifesta é objeto de pesquisa em diversos artigos, e varias modificagoes foram
feitas para analisar as propriedades desse potencial, até modificando-o, mas mantendo o
mecanismo de quebra de simetria. As conclusoes sobre o modelo podem ser confirmadas
numericamente. Na Figura 3.4 temos os parametros de densidade do campo escalar, da
matéria e de uma constante cosmologica adicionada as equagoes de Friedmann e que
também se acopla ao campo. Notamos que 2, ¢ muito pequeno em relacao aos outros
parametros, e a evolucao cosmica acaba sendo essencialmente indistinguivel do modelo
ACDM do redshift z = 2 até hoje. A Figura 3.5 mostra a evolugao do parametro de

Hubble h = H/H, para o modelo para o mesmo limite do redshift. No préximo capitulo,

le—8
8 0.9
0.8 -
7 -
0.7 1
6 7 0.6
— Qn
5 — 3 |C 05
G 5 N — (1;",
0.4 -
47 0.3 -
- 0.2 -
0.1 -
T T T T T T T T T T
1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
z+1 z+1

Figura 3.4: A esquerda, o parametro de densidade do symmetron, da ordem de 1078. A

direita, os parametros de densidade da matéria e da constante cosmoldgica.

veremos mais sobre modificagdes realizadas na acao (3.1), as quais revelam propriedades
de interesse em contextos inflacionéarios, da formacao de estruturas e da prépria aceleragao

cosmica.
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Figura 3.5: O parametro de Hubble normalizado (H/H,) para a Eq. (3.35) com constante

cosmoldgica.
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Capitulo 4

Incorporando um Acoplamento

Nao-Minimo ao Campo Escalar

O modelo que vamos considerar agora é um caso da generalizacao feita por Jordan,
Brans e Dicke [1], onde hd um acoplamento entre o campo escalar e a gravidade na agao
que descreve o modelo [36]. Modelos do tipo tem sido usados para investigar diversos
aspectos da evolugao cosmoldgica, como o regime inflacionario [35],[37], e o periodo recente
de aceleracao.

Recentemente, a detecgdo de ondas gravitacionais [40],[41], [42] colocou severas
restrigoes em diversos modelos de gravidade extendida, devido ao limite |c,/c—1] < 10716,
onde ¢, é a velocidade das ondas gravitacionais; modelos como Brans-Dicke, f{R) [40] e
quintesséncia satisfazem os limites, e permanecem ainda como provaveis candidatos a
modificagoes viaveis da relatividade geral. Assim, veremos detalhes de um modelo que
¢ dependente de um novo parametro &, que para certos valores pode resolver problemas

sem a necessidade de ajuste fino em outros parametros.

4.1 Equacoes de Movimento

Podemos escrever a acao geral que descreve modelos do tipo como

5= [dev=g [U(@R — S0 0,00,6 ~V(9)| (4.1)

onde assumimos que a fun¢ado do campo escalar U(¢) é maior que zero. A variagao da

acao é detalhada no Apéndice B e as solucoes das equacoes de campo em um universo
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regido pela métrica FRW plano sao

6UH? + 6UH = %d)? +V(9), (4.2)

. 1. . .
2U(2HH + 3H?) = —§¢2 —2U —4HU + V(¢). (4.3)
Ja a equacao de Klein-Gordon se torna
¢+ 3Ho — 6U 4(H +2H?) + V4(¢) = 0. (4.4)

Para analisar as propriedades do modelo, devemos escolher uma fungao U(¢) e um po-
tencial V(¢). A escolha para a primeira fun¢do que serd mantida até o final do trabalho

é

_ M ¢
U() = M2 (1.5
assim, as equagoes (4.2)-(4.4) se tornam
2 772 _ 1 1y j
A = s (5 + 6606+ V(0) ). (46)
) ) o 1 1, . . -
Mp(3H™ +2H) = —1—— 52— VERTE (2¢ + 280" + 2600 + AEHpop V(¢)) . (A7)
6+ 3HO +V,(0) + ERo = 0, (48)

onde R = 6(H + 2H?). Este modelo possui propriedades bastante interessantes e de
grande impacto em aplicagoes cosmologicas, pela presenca do parametro . Se fizermos
¢ = 0 iremos recuperar a acao expressa pela Eq. 3.1, que ¢ a relativiade geral de Einstein
com uma nova forma de matéria descrita por um campo escalar. Por outro lado, dentre
os possiveis valores de &, o caso onde £ = 1/6 é chamado de conforme, e se o termo
potencial for zero ou A¢*, a agdo (4.1) é invariante frente a certas transformagoes, onde
G = %g,, . Tal caracteristica é chamada de invaridncia conforme. Assim, quando
tivermos que escolher um valor para & nas segoes seguintes, escolheremos & = 1/6, exceto
quando mencionado. Notamos que a partir da Eq. 4.1 com a funcao 4.5, é possivel definir

uma quantidade

1
G = 55—, 4.9
N MR, - 8még? (49)
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que pode ser interpretada como uma constante gravitacional newtoniana efetiva, que pela
presenca de &, é dependente do campo escalar e pode variar no tempo, sendo uma das
consequéncias de modelos com acoplamento nao-minimo. Em [43] sao calculados possiveis
valores de £ para o modelo, baseado em dados de supernovas tipo la, e do parametro de
Hubble para um potencial constante; onde é possivel reproduzir o modelo A CDM para
¢ =1/6. Foram estimados para modelos canénicos e nao-canonicos, com e sem constante
cosmoldgica, para 68% , de confianca, onde por exemplo, em um modelo com Q4 > 0,

caracterizado pelo potencial e €2, o ~ 0.2873, temos £ ~ 0.4967.

4.1.1 O Referencial de Einstein

Em modelos desse tipo, é comum adotar uma transformacao para a métrica do

tipo
Guv — g;w = QQg,LLV7 (410)

chamada de transformacao de Weyl ou transformacao conforme; esta transformacao nao
afeta a estrutura causal; se um vetor for tipo espago, tempo ou nulo em relacao a g,
também o serd em relacdo a g, [36] [46]. Aplicando esta transformacdo ao escalar de

Ricci, iremos obter

R =Q7’[R—6¢g""D,D,(log ) — 69" D, (log(22)) D, (log())], (4.11)

de onde substituimos na agao 4.1 e obtemos [67]

U@GR 1_,0.00,6 V(o)

202 29 T O

S = [ dz\/—g

(4.12)

Agora definimos uma forma para €2, ja que até o momento fizemos tudo de forma geral.
O nosso objetivo aqui é reescrever a agao 4.1 em uma forma que lembre a Eq. 3.2, e para

isso vemos do primeiro termo de 4.12, que um boa escolha é
0 = U(g) = 1 — €42 (4.13)

com M%, =1, a Eq. 4.12 se torna

S = / d*z/—§ BR — %gwaﬂqsaygbl + 5(652_ Dl VU(f) . (4.14)
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Vemos que podemos simplificar a FEq. 4.14 se definimos

V1 +(66 —1)92
U(o)

V(¢)
U*(¢)’

do = dg, V= (4.15)

e finalmente a agao se torna

/ d*z/—§ { R——g‘“’@ué&,d) 1% (4.16)

Como a a¢ao 4.16 tem a mesma forma da 3.2, coordenadas representadas pela métrica g,
sao indicadas como estando no referencial de Einstein, enquanto a acao 4.1 é dita como
descrevendo o referencial de Jordan. Estas transformacoes limitam os valores possiveis
do campo escalar, onde podemos ver de 4.15 que para F(¢) > 0, 1+ £(6§ —1)¢? > 0 ¢

sempre satisfeito, e o campo possui valores criticos ¢?> = . A diferenca mais marcante

¢
entre os dois referenciais que pode ser mais facilmente vista ocorre quando adicionamos um
termo de matéria na agao. Por causa da transformagcao (4.10), o tensor energia-momento

também sofre uma transformacao de acordo com o referencial, onde
™ = QT T, = QHMT,,. (4.17)

s é uma constante que define a ordem do ) que relaciona os tensores. A equacao da

conservacao da matéria V¥, = 0 se torna [44]

V(Q8TH) = Q°V, T + (s + 6)Q° 1TV ,Q — Q1 g TV ,Q = 0. (4.18)
Esta equacao é simplificada se escolhemos s = —6, resultando em
vV, " =Tg¢"V,(nQ), (4.19)

e ha uma mudanca na equacao da conservagao do tensor energia-momento no referencial
de Einstein. No entanto vemos que para fluidos de trago zero (como a radiagao), héa
conservacao nos dois referenciais, enquanto para matéria nao-relativistica, ha uma troca
de energia e momento entre o campo e o fluido, e observando a equacao da geodésica no

referencial de Einstein

d*zr - dx¥ dx°
e S
d\? YT AN dA ’
d*z dx” dx? Q. dx¥ dx°
e &b s o _ " i 4.20
e Tl = T 00+ 06000 = 9u00"0) eI (4.20)
d*z dz” dx° Q o g dzt dz° dz” dx* dz” dz°
F - o al/ N o\ Yvo
d\? e ax dx ( Y d\ d\ ¢ d dx e d\ d\ )
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onde usamos a transformagao do simbolo de Christoffel para {2, vemos que o lado direito
indica o surgimento de uma quinta forca, relacionada ao campo escalar, cuja forma é a
da Eq. (3.10), no limite newtoniano. Vemos entao que a tranformacao de um referencial
para outro pode resultar em consequéncias bastante diferentes para um dado modelo, e
artigos mais recentes falam sobre a equivaléncia entre os dois referenciais no contexto

inflaciondrio [38] [39].

4.1.2 Relacionando o referencial de Jordan com o de Einstein

Nesta se¢@o mostraremos uma técnica primeiramente desenvolvida em [47], e mais
tarde aprimorada em [48], em que é possivel, para solugoes gerais do campo, e um dado
potencial, relacionar os dois referenciais e investigar a diferenca de comportamento dessas

solugdes em relagao ao referencial escolhido. Para comegar, retornamos a Eq. (4.15), onde

1+¢(66 —1)¢?
U(¢)?

Integrando e invertendo a equagao acima, para £ = 1/6, teremos

do =

do. (4.21)

¢(¢) = (" tanh((9), (4.22)

1/2

onde seguindo [48], por conveniéncia, usamos ¢ = (1/6)'/?. Substituindo esta forma do

campo nas Eq. (4.13) e no potencial da Eq. (4.15), obtemos

QO~1(#) = cosh(¢Co()), (4.23)

V(g) = (1 — 2?2V [% In G * EZ)} | (4.24)

Quando resolvemos as equacoes de movimento a partir de 4.16, temos que usar o elemento
de linha em relacao a métrica g"”, e notamos que usando as transformagoes para o tempo

e fator de escala como
dt = Qdt, a=Qa, (4.25)

expressamos a o elemento de linha FRW da mesma forma que pela métrica g, mas com

o fator de escala e tempo redefinidos

dr?
1 —Ekr?

ds* = —dt* + a*(1) ( + 72(df* + sin® 9d902)) . (4.26)
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Em resumo, apresentamos as quantidades redefinidas da técnica que serao usadas na se¢ao

seguinte para comparar solucoes no referencial de Jordan e Einstein:

) = cosh(@(D)a(h) (1.27)

) — cosn(i(i). (1.25)

9() = tanh(3(D), (1.29)

Vi) = a- o7 [ (158 (450)

com ¥ = (. Ainda em [48], sdo investigadas solugdes obtidas por [49], onde aqui

mostraremos o comportamento de uma em particular.

4.1.3 Um Exemplo: A Expansao em Lei de Poténcia

Adotaremos comportamentos para o fator de escala e o campo escalar para um
dado potencial no referencial de Einstein. Podemos considerar solugoes expressas por

uma lei de poténcia, e um potencial exponencial

a(t) = At", (4.31)

&(1) = In(@), (4.32)

V() = Voexp (—%@) , (433)
Qa  ad

4= g7~ = (4.34)

A e n sido constantes com n # 1, p(n) = (n/3)Y? e Vy(n) = n(3n—1). q é o parametro de
desaceleracao em termos do fator de escala e da transformacao ). Estamos interessados
em solucoes para n > 1, as quais correspondem a um universo com expansao acelerada, e
0 < n < 1, que representam desaceleragao. Substituindo as Eqs. (4.31-4.33) nas relagoes
(4.27-4.30), obtemos diretamente

a(t) = é(fnﬂ’ + "), (4.35)
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171 -
t(t) = st aigt s PE
W+ n(t), se p=1
L -1
Nt 2 4.36
wli) = 5 (1.36)
V() = Vo(1 =) (1 + )7, (4.37)
com ap) =2+ 1/pe B(p) =2 —1/p. O parametro de desaceleragao ¢ se torna
x @t + @t + g3
h= d d , 4.38
W) = o R — gy 4 (n— P 4.2
onde
qi(n) = (n+p)(1—n), @) =20"-n"), ¢=n-p1-n). (4.39)

Uma caracteristica interessante da solucao 4.32 em particular é a possibilidade de nao
haver singularidade em ¢ — 0; isso ocorre dependendo do valor de n, onde no limite
1/3 < n < 3, teremos solugdes do tipo big-bang (Figura 4.1), com a — 0, mas para
0 <n<1/3en > 3 asolucao ¢ livre de singularidade (Figura 4.2). Na Figura 4.2
vemos o comportamento do fator de escala no limite ¢ — 0, para n = 1/2. Notamos que

um tempo infinito no passado ¢é necessario para que a singularidade seja atingida. E

2.00
2.0
1.75 -
1.50 4
1.5 4
1.25 -
= '3 100 -
™ 1.0 4 1o
0.75 -
054 0.50 -
0.25 -
0.0 0.00 A
T T T T T T T T T T T T T
00 02 04 06 08 10 12 00 02 04 06 08 10
t t

Figura 4.1: O fator de escala (4.31) e (4.35) paran=1/2e A =2.

util analisar também as aproximagoes assintéticas das solugoes (4.35-4.37) nos casos onde

t—=>0et— oo
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1.65
1.4
1.60
1.2
155
1.0
1.50
) ) 0.8
S 145 1 1,.5
0.6
1.40
0.4 1
1.35 4
0.2
1.30
0.0
T T T T T T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 000 005 010 015 020 025 030
t t
Figura 4.2: O fator de escala (4.31) e (4.35) paran=1/4e A =2.
et —0

Nesse limite, as solugoes sao dadas por

t"m se 0<n<3,

(=)™ se n>3,

—14+Ygt® se 0<n<3,

—1+Yo(—t*)* se n <3,
V(y) ~ (1+v), (4.40)
com
) =" sy =L = 21—y (441
mn—l_p, sn—l_p, 0= pl)°. .
ot — 00

J& no limite futuro, teremos
a(t) ~t, (4.42)
P(t) ~ =1+ oot ™, (4.43)
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V() ~ (1 =9)%, (4.44)

)= 1 = (2014 9) (4.45)

_n+p
1+p’

l(n)

Para haver aceleracao, precisamos que [ > 1, que é satisfeito para n > 1, onde no limite
n — 00, teremos uma expansao tipo de Sitter. Por tltimo, veremos o comportamento do
parametro de desaceleragao quando ¢t — oo, e verificar as condi¢oes para a existéncia de

solugoes aceleradas. No limite assintético, temos

ql 1—n
t) ~ = 4.46
q(t) it R nip (4.46)

onde ¢(t) < 0 é alcangado para n > 1.

4.2 A quebra da simetria conforme

Como mencionado nas segoes anteriores, o valor £ = 1/6 garante que a chamada
simetria conforme seja preservada no modelo, para V(¢) = 0 ou V(¢) = A¢*. Mostraremos
como isso ocorre de forma mais explicita. Consideremos a acao de uma teoria de gravidade

induzida [50], expressa por [52], [51]

Slol = 5 [ dov=a | g - 000,0]. (4.47)

de onde a variacao em relagdo a métrica e ¢ resultam na equacao de Klein-Gordon e de

Einstein

H- R =0, (4.48)
Gy = 6017, (4.49)

onde o tensor energia-momento do campo ¢ dado por
) 1 a 1 2
Ty, =—|VupVip — §gu,,va¢v o — é(g,wD - V,V,)¢ (4.50)
A simetria é verificada quando calculamos o traco da Eq. (4.49), que resulta em

$(0 — éR)gzﬁ 0. (4.51)
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Vemos que a Eq. (4.49) é consistente com a Eq. (4.48). No artigo original [50], é discutida
a possibilidade da quebra de simetria conforme dar origem a um termo extra nas equagoes
de Einstein que pode se comportar como uma constante cosmoldgica; Em [52], essa ideia
¢ ampliada, onde o termo extra pode aparecer de maneira mais natural. Se adicionarmos

um termo de matéria na ac¢ao (4.47)
S = S[é] + S, (4.52)
e repetirmos os calculos, veremos que as Eqgs. (4.48-4.49) tornam-se

(O %R)qﬁ _o, (4.53)

G = 6072[T0, + Ty, (4.54)

de onde vemos que para que a simetria seja preservada, o traco do tensor energia-momento
da matéria T precisa ser zero. Para quebrar a simetria conforme, precisamos apenas
adicionar um novo termo na agao, do tipo [ d*z\/=gf(¢), que equivale a um termo
potencial. Se escolhemos f(¢) = %/ﬂ(bQ e repetirmos novamente o processo de variagao
da acdo e traco das equacoes de Einstein, veremos que isso implicard em 7' = p?¢?. Isso
significa que matéria com traco zero corresponderd a u? = 0 e a simetria é conservada,

caso contrario haverd uma quebra da simetria conforme e teremos equacoes na forma

1
B0 - <R = 1)9 =0, (4.55)
G — 3N29;w = 6¢72[Tﬁu + Tw/]' (4.56)

Como o termo p tem dimensoes de massa, o seu inverso é uma estimativa do alcance do
campo em questdao. Assim é seguro tomar p~! como sendo da ordem do raio do universo
Ry e o trago T como sendo a densidade média ~ M/R3, onde M é a massa do universo
observavel. Dessa forma, da relacdo T = p2¢?, vemos que ¢ assume um valor constante

de ordem?!
¢* ~ G (4.57)

Esta aproximagao, quando inserida na Eq. (4.56) resulta na equagao de Einstein com uma

constante cosmoldgica A ~ pi?

G — 3,u2g,w = 81GT,,. (4.58)

LA relagdo empirica GM /Ry ~ 1 foi usada para chegar em 4.54, vinda do principio de Mach [1].
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A escolha dessas aproximagoes possibilita uma explicagao para o problema da coincidéncia.

Pois se a densidade da constante cosmolégica é

A u?

e na era da matéria, T = p,, = p?¢?, teremos pu? ~ Gp,, e consequentemente

PV~ P (4.60)

o que mostra que a equivaléncia da ordem das densidades de A e da matéria depende da
quebra da simetria conforme, que ocorre quando o T' # 0. No préximo capitulo, tentare-
mos aplicar o modelo do symmetron a teorias modificadas na forma de (4.1) em busca de
aliviar os problemas apresentados na se¢ao 3.5. Em geral, buscaremos a possibilidade do
campo atingir um estado de Sitter estavel, sem a necessidade de adicionar uma constante

cosmoldgica a acao.
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Capitulo 5

Analise do Espaco de Fase Para o

Modelo Nao-Minimo

Agora iniciaremos os estudos de uma poderosa ferramenta usada para a investi-
gacao de solugoes de equagoes diferenciais. O método dos sistemas dinamicos faz parte
de um campo bem explorado na matemadtica [53],[54],[55] e nos tltimos anos tém sido
cada vez mais usado no contexto das equacoes cosmoldgicas, pois providencia um modo
direto de verificar possiveis solucoes que representam diferentes eras da evolugao cosmica
[57]. Serd feito agora uma breve revisao dos principais aspectos do método, e o que pre-
cisamos entender para realizar a investigacao das equacoes de Friedmann apresentadas

até o momento. O contetido das préoximas secoes serd baseado nas referéncias ja citadas.

5.1 Sistemas Dinamicos
Um sistema dinamico €, na sua forma geral, escrito da forma
x = f(x), (5.1)
onde x é um conjunto de elementos do espaco X C R", e a fungao f é expressa como
f(x) = (f1(x), -, fn(x)). (5.2)

X é 0 espaco onde se da a dinamica das n equagoes, onde cada solugao é referenciada como
uma trajetoria no espaco de fase do sistema. Em geral, é requerido que a funcao f seja

diferenciavel e continua, embora podemos nos deparar com descontinuidades. Seguimos a
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revisao feita em [57], onde foram apresentadas as seguintes defini¢oes que nos permitirao

investigar a dinamica do sistema.

Definicao 1: Um ponto critico xq existe para o sistema 5.1 se e somente se

f(X()) =0.

Tais pontos sao possiveis destinos das trajetérias do espaco de fase dependendo
das condigoes iniciais, no entanto o sistema pode ou nao ficar em repouso nesse ponto,

isso depende da estabilidade da solugao fixa.

Definicao 2: Se, para um ponto critico xy e dado um € > 0, existe uma quantidade
d(e) que satisfaga ||x(t) — Xo|| < 0, a solucdo x(t) existe para todo ¢t > 0 e iréd satisfazer

||z(t) — xo]| < 0.

Essa é a definicao formal de um ponto estavel. Se uma solucao comeca a sua
evolugao préxima a um ponto critico e permanece proximo a ele, esse ponto é dito estavel.
Mas existem pontos que possuem a capacidade de “atrair "solu¢oes para um estado final
em Xg, € veremos que pontos desse tipo, denominados assintoticamente estdveis sao de

grande importancia em cosmologia.

Definicao 3: Um ponto critico xq é assintoticamente estavel se para uma quanti-

dade 9, quando ||z(ty) — xo|| < d, a solugao seguird lim; .z (t) = Xo.

5.1.1 Condicoes de Estabilidade

Um método eficiente de verificar a estabilidade de um ponto critico é observar o
comportamento da solucao nas proximidades desse ponto. Para um sistema como na Eq.

5.1 podemos fazer uma expansao em Taylor de modo que teremos

= Of; 1 < 0%
fi = fi(xo) + 2 a—%(xo)yj g m(xo)yjyk + ... (5.3)
1
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Considerando a primeira derivada, correspondente a matriz jacobiana

on of1
oxry OTn
af;
A== : : 5.4
o (5.4)
Ofn Ofn
oxr1 °° Oxzp?

onde vemos da Eq. 5.3 que é calculada nos pontos criticos xq. As principais quantidades
de uma matriz, como os autovalores, determinante e o trago determinam o fluxo no es-
pago de fase ao redor do ponto critico assim como sua estabilidade. A figura 5.1 mostra
a classificacao dos pontos de acordo com os valores do determinante e do traco.

Na Figura 5.1 vemos exemplos de pontos com estabilidade ou instabilidade assintética;

Poincaré Diagram: Classification of Phase Portaits in the (det A, Tr A)-plane

A=0:
0 R det A=1(Tr A)?

| |

spiral sink spiral source

®

center

degenerate sink degenerate source

uniform
motion

sink source

Tr A
I
line of stable fixed points saddle line of unstable fixed points
Figura 5.1: Diagrama que mostra o perfil dos pontos criticos para
certos valores do determinante e do traco da Eq. 0.4. Fonte:

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:StabilityDiagram.png

as espirais podem atrair ou repelir solugoes que tem condigoes iniciais nas proximidades
de um ponto do tipo; um centro por outro lado, caracterizado por Tr(A) = 0, é um
exemplo de ponto estavel descrito pela Definicao 2, onde a solu¢ao permanece proxima ao
ponto, mas nao tem seu estado final nele. Podemos também caracterizar a estabilidade

dos pontos através dos autovalores (Tabela 5.1), onde devemos notar o seguinte aspecto:
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Definicao 4: O ponto critico xg € X C R, é chamado hiperbdlico se a parte real
dos autovalores do jacobiano é diferentes de zero; caso contrario, o ponto é denominado

nao-hiperbolico.

A anélise de estabilidade descrita até agora nao classifica a estabilidade de pontos
nao-hiperbdlicos; existem técnicas que sao aplicadas ao sistema para realizar a analise

completa de tais solucoes. A Tabela 5.1 mostra os tipos mais comuns de pontos criticos

Tabela 5.1: Classificagao de pontos criticos para sistemas em duas dimensoes.

Sinal dos autovalores | Tipo de ponto | Estabilidade
AM>0e A >0 Fonte Instavel
AM>0eX <0 Ponto de Sela Instavel
AM<0el<0 Fonte Estével

AM<0el=—ptiw Espiral Estavel

AM>0e X =ptiw Espiral Instavel

que podemos nos deparar de acordo com o sinal dos autovalores. Uma certa solucao pode
passar por multiplos pontos caracterizando a evolucao do sistema, mas s6 tera um estado
final em um ponto finito em uma solucao estavel. Em sistemas com dimensoes maiores
que 2, o modo de classificacao da estabilidade de pontos criticos fica mais ampla, pela
presenca do terceiro autovalor no calculo da matriz jacobiana. Ainda assim, a ideia de
estabilidade (instabilidade) para A > 0 ( A < 0) continua. Para trés autovalores, em geral
teremos o mostrado na Tabela 5.2 [59].

Daqui em diante usaremos a nomenclatura adotada por [58], onde o niimero de autovalores
com parte real maior que zero é o indice do ponto, por exemplo, \; > 0 e Ag3 < 0

corresponde a um ponto de sela de indice 1.

5.1.2 Linearizacao

Em Algebra Linear, encontramos sistemas de equacoes que podem ser escritos na

forma

[l;“:f<£L'), y:g<y)7 (55)
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Tabela 5.2: Classificagdo de pontos criticos para sistemas em trés dimensoes [59].

Sinal dos autovalores Tipo de ponto Estabilidade
NMER<O Fonte Estével
NER>O Fonte Instével

Aog=—pFriwe—p<A <0 Fonte Estavel
Mg=—priwel <—p<O0 Espiral Estavel
Mg=pFiweld <A <p Fonte Instavel
Mg=pFtiweld<p<) Espiral Instavel
A >0eN3<0 Ponto de Sela Instavel

A >0e X3 =—ptiw Sela-Espiral Instavel e Estavel

M <0eMls=pEiw Sela-Espiral Instavel e Estével

que é um sistema de equacoes ltnear. No entanto, na maioria dos casos os sistemas serao

nao-lineares,

Assim, para computar a estabilidade de pontos fixos do sistema, usamos a matriz 5.4, junto
das defini¢oes ja citadas; nesse caso, a matriz jacobiana também é chamada de matriz de
linearizacao na literatura, e veremos o porque. De posse dos autovalores e autovetores para
um determinado ponto, podemos determinar o comportamento da solucao na vizinhaca

desse mesmo ponto. Se em um ponto fixo, é satisfeito [55]

onde x* e y* é um ponto critico qualquer, e perturbamos esse ponto na forma

u=z—2x% v=y—y", (5.8)

podemos chegar por uma expansao em Taylor em

. of | of 2 2

U=y + ’U—ay + O(u®, v, uv) (5.9)
e

.09 9y 2 9

U—uax+vay+0(u L, U5, uw), (5.10)
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e temos um sistema linear de equacoes onde as derivadas sao os elementos da matriz

jacobiana. Para um sistema do tipo, a solucao linearizada geral é dada por
x; = X' 4 DMt 4 (Pt (5.11)

onde A é um autovalor e ¢; sao coeficientes provenientes dos autovetores.

5.2 Analise Dinamica Para o ACDM

Antes de considerar sistemas de equacoes mais complicados, presentes em mode-
los de gravidade extendida, podemos verificar as propriedades do modelo ACDM como
um sistema dinamico de equacgoes de primeira ordem. Teremos entao um universo com

matéria, radiacao e uma constante cosmoldgica, cujas equacoes de Friedmann sao

3H? = k*(pm + pr) + A, (5.12)

2H + 3H* = —K*(py + pr) + A (5.13)

Sendo py = A/k% e pp = —pa, Pm = 0 € p, = p,/3, podemos definir as seguintes varidveis
K'me K2pr 1‘412PA

=0, = —=, =Q, = , = Q) = —, 5.14

! sz’ Y sH2 © TN T 3 (5.14)

de modo que a Eq. (5.12) pode ser reescrita como = + y + z = 1. Embora tenhamos
trés variaveis, A Eq. (5.12) escrita nessa forma permitird a redugao de uma coordenada,
assim podemos investigar a dinamica do modelo através de um espaco de fase em duas
dimensoes. As equagoes de primeira ordem sao obtidas pela derivada das coordenadas x

e y em relagdo a N = log(a), o nimero de “e-dobra”, onde temos a relagao

, df  df

Hf = - =2 5.15
teremos )
K2p 2k2pm H

I = o UL 1

YT 3H T 3HZ HY (5.16)
2 ; 92 2-T H

y =P hP (5.17)

T 3H3  3H? H?
Substituindo as equagoes da continuidade (2.18) para a matéria e radia¢do no primeiro
termo do lado direito de (5.16-5.17) e notando da Eq. (5.13) que podemos escrever

a 1 1

=~ (3-y-3)=——(B3-y—3(1—a— 1

7 58—y —32) 58—y =31 —z—y), (5.18)
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chegamos ao sistema

=xBx+4y—3), v =y(Bx+4y—4). (5.19)

A primeira coisa que fazemos é encontrar os pontos criticos, onde 2’ = 3/ = 0. Apds isso
calculamos a matriz jacobiana (5.4) para obter os autovalores que indicam a estabilidade

dos pontos. A Tabela 5.3 mostra quais sao os pontos e respectiva estabilidade. Para

Tabela 5.3: Pontos criticos e estabilidade do sistema (5.19).

(x,¥) | wess | Autovalores | Estabilidade
(0,0) | -1 (-4,-3) Estével
(0,1) | 1/3 (1,4) Instavel
(L,o) | 0 (-1,3) Ponto de Sela

0.8
0.6
= L
0.4 -
0.2 - '
0.0 |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
X

Figura 5.2: Trajetérias entre os pontos critcos do sistema 5.19. A regiao em amarelo

indica onde w,rs < —1/3, e hé aceleragao.

saber qual a interpretacao fisica de cada ponto, podemos usar a Eq. (2.24) com a Eq.(5.18)

para escrever

4
Wepp = —l+ o+ 3y, (5.20)
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Figura 5.3: Evolucao dos parametros de densidade e do parametro efetivo da equacao de

estado para o modelo ACDM.

que é o parametro efetivo da equacao de estado. Vemos entao da Tabela , que o ponto
(x,y) = (0,0) corresponde a um universo com expansao acelerada e wes;y = —1. O dia-
grama do espago de fase estd na Figura , onde sombreada, estd a regiao onde a aceleragao
se inicia, onde as linhas convergem para o ponto de aceleracao. Ja na Figura 5.3 temos a
evolugao dos parametros de densidade 2, Qy,, €, € wesr. Vemos um estado inicial onde
a densidade de radiagdo domina o universo, com w,ss = 1/3, havendo uma transicao para
a era da matéria, com w.rr = 0. A préxima mudanga é caracterizada pela diminuigao da

densidade de matéria, dando lugar a constante cosmoldgica, caminhando para wesr = —1.

5.3 O Espago de Fase para V(¢) = Uy(¢* — ¢7)*

Agora aplicaremos o método dos sistemas dinamicos ao modelo descrito no Capitulo
4, de forma que a partir das equagoes de movimento chegaremos a um sistema nao linear
de equacgoes de primeira ordem que permitira a investigacao das possiveis solucoes do
modelo para um dado potencial. Isso significa que poderemos verificar se fenomenos

como a aceleragao césmica sao possiveis, assim como identificar outros periodos da histéria
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evolucionaria do universo. Anteriormente, partimos da acao
4 MI%Z 1 v
S = d*x+/— 5 R 3 — R+ 59“ 0,0, + V(&) | + S, (5.21)

adicionando o termo da agao relativa a matéria S,,. A condigao de energia, ou primeira

equacao de Friedmann, é dada por
1. .
3H? = §q52 + V(@) + 6EHpd + 3EH*G* + ppm. (5.22)
Escolhemos o potencial tipo Higgs

V(g) = Us(¢” — ¢3)°, (5.23)

onde ¢y é o minimo do potencial e em ¢ = ¢g, V(¢po) = 0. Das Eq. (4.6-4.8), podemos

chegar a fungao
—2(1—£(1—66)¢*) H = (1 —26)¢” +8EHpd + 260U () + 24€76° H* + pi (1 + wy).
(5.24)

Para criar um sistema nao-linear de equagoes de primeira ordem a partir do modelo,

seguimos o que foi feito em [60] para o mesmo potencial, e introduzimos as novas variaveis

8
i
‘\e\.

=

©
Il

EhS

(5.25)

Estas variaveis definirao um sistema dinamico nos moldes da Eq. 5.5 em trés dimensoes.

Antes de tudo, reescrevemos as Eqs. 5.22 e 5.24 como

Q=1 [y* (2" — )" + (1 = 68)2” + 6 (z + 2)°), (5.26)

(1 —6&(1 — 65)22)% = —;(1 — Wy)(1 — 68)2? — 36(1 — 3wy, (z + 2)?

F126(1 - 66)27 — (1 - (2 — )) — 12672 — ), (5.27)
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onde usamos que €2, = 4. Novamente, expressando as equagoes em termos dos niimeros

de “e-dobra” N = In(a), teremos

z_i = —2(1 — 6£(1 — 6£)2%)(z + 3¢z + y*2(2* — 27))
(24 6€)[1 4+ 66(1 — 66)22 — %(1 wn)(1 = 66)a? — (1 — Bwy)(z 4+ 2)?
_ ;(1 — (2% — 23)?) — 126227 (2% — 22)], (5.28)
% _ y[;(l ) (1 = 66)2% + 3¢(1 — 3wy ( + 2)°

—12¢(1 - 6)2° + §<1 —y* (2" = )°) +126°2° (2" = )], (5.29)

21— 660 - 60)2%). (5:30)

O termo do lado esquerdo de 5.27, (1 — 6£(1 — 6£)2?) pode produzir uma singularidade

para certo valor de z, assim a seguinte transformacao foi feita

41— 6e(1 - 66)22)

e (5.31)

dIn(a)

5.3.1 Caracterizacao dos Pontos Fixos

De posse do sistema (5.28-5.30) podemos achar os pontos criticos, ou seja, que
obedecem fl—f = Z—f = g—j = 0 simultaneamente. Se considerarmos as principais tra-
jetérias podemos criar um grafico no espago de fase em trés dimensoes (Figura 5.4). Na
figura 5.4, dentre os diversos caminhos mostrados, daremos mais atengao a dois deles. A
linha azul que se dirige ao ponto C' descreve a evolucao de um universo dominado pela
matéria logo apos ter sido dominado pelo campo agindo como radiagao, onde escolhemos
¢ = 1/6. Para ter uma melhor ideia dos caminhos gerais, fazemos a projegao em 2d das
coordenadas x e z com as duas solugoes de interesse sobrepostas (Figura 5.5). As den-
sidades de matéria e campo, e a equagao efetiva de estado evoluem como na Figura 5.6.

Ja as outras linhas mostram outras possiveis trajetérias que sao atraidas para o ponto
r=0, Y= %, z = 0, cuja evolucao dos parametros cosmoldgicos esta na Figura 5.7,
onde vemos a equacao de estado evoluir para w.sy = —1, o que significa que o universo

passa por uma expansao acelerada. A andlise de establidade dos pontos criticos sera de-

scrita nas secoes seguintes, onde encontramos os autovalores da matriz jacobiana 3x3, e
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—0.3
AL ay gy 166
z 0.2 0.3 .

Figura 5.4: Trajetorias entre os pontos critcos do sistema 5.28-5.30, para & = 1/6 e 22 = 2.

verificamos as possibilidades do sinal de cada um deles.
Ponto C: . =0, y=0, 2z=0.

Nesse ponto, os autovalores sao dados por
3 1 1
=5 Ae=(-3- V3y/3—168), A= S8+ V3./3 = 16¢). (5.32)

Como A; > 0, teremos um fluxo que sai do ponto, denotando instabilidade, mas a carac-
terizacao completa depende dos outros dois autovalores, mais especificamente de €. Para
o valor especifico ¢ = 3/16 ou |v/3v/3 — 16| € R < |3], teremos um ponto de sela de
indice 1. Se 3 — 16§ < 0 havera uma parte imagindria com Ag3 € R < 0, o que indica

uma espiral, mas pelo sinal do primeiro autovalor, sera uma espiral-sela de indice 1. Se
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i %ﬁ‘é

-0.2 -0.1 0.

m s

X

Figura 5.5: Projecao nos eixos x e z do espago de fase junto de solugdes mostradas na

Figura 5.4.

V33 —=T16| € R > |3] teremos A\; > 0, A3 > 0 e Ay < 0, que caracteriza um ponto
de sela de indice 2. O caso minimo & = 0 corresponde a A3 = 0, que caracteriza um
ponto nao-hiperbdlico. Este ponto corresponde a 0y = 0 e wesy = 0, ou seja, um universo

dominado pela matéria.
Pontos D,E: 2 =0, y=0, 22=21.

Estes pontos existem apenas para £ > 0 e os autovalores do jacobiano sao
1 1
)\1 == 125, )\2 - —5\/ 1445, )\3 - 5\/ 1445 (533)

Nesse caso a classificacao é mais direta, pois temos A\; > 0, A3 > 0e A3 <0, que carac-
teriza um ponto de sela de indice 2. Esta solugao corresponde a uma densidade do campo
de valor Qg =1 com wepp = —1+ %;65))

que corresponde a um universo dominado pela radiagao.

. No caso conforme (£ = %), temos wesy = %,
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0.0

log(z+1)

Figura 5.6: Evolucao dos parametros de densidade do campo e da matéria, e da equacao

efetiva de estado, para a linha azul que se dirige ao ponto C' da Figura 5.4.

Pontos A,B: 2 =0, 3>=2, 2=0.

A existéncia desses pontos nao dependem de &, mas a estabilidade sim. Os autovalores

nesse caso dependem tanto de & como de zg, 0 minimo do potencial. Eles sao

322 — \/—22(—8 — 922 + 48¢22) N — 322+ \/—22(—8 — 922 + 48¢£22)

A =3, A=
1 ) 2 223 ) 223

(5.34)
Vemos que se —82% — 925 + 48¢z3 < 0, teremos uma espiral estdvel, e para —8z2 —
923 4+ 48825 = 0, um ponto estdvel. Para & = 0 ndo podemos ter espirais, pois Ag3 =
(=3F, /% +9). Por fim, se | % + 9| > |3|, teremos um ponto de sela. Nesse ponto
teremos {2y, = 1 e wepy = —1, que representa um universo dominado pelo campo escalar,
e com expansao acelerada.

No caso minimo (£ = 0), vemos a inversao do potencial, evidenciando dois minimos
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Figura 5.7: Evolucao dos parametros de densidade do campo e da matéria, e da equacao

efetiva de estado, para uma trajetéria em direcao ao ponto A na Figura 5.4.

onde o ponto ¢ = 0 se torna instavel. O diagrama de fase se encontra na Figura 5.8.
Quando calculamos os parametros €2,,,£)y e w.ss nesse caso, percebemos a aceleracao
transiente e apds isso, uma grande oscilacao dos valores da equacgao de estado, no momento

que o campo comega a oscilar em torno de um dos minimos (Figura 5.9)

5.4 O Symmetron quando £ # 0

Se, dessa vez, incluirmos o acoplamento a densidade A(¢), as equagdes de Fried-

mann e de Klein-Gordon tomarao a forma[19]

3H? = L3+ V() + 6HO) + BHE0 + pnA(6), (5.35)
¢+ 3Ho+Vy(0) + pmAs(d) + R = 0. (5.36)
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Figura 5.8: Diagramas de fase para o potencial (5.23) e £ = 0. Abaixo, as solugoes

convergem para os minimos do potencial em y — oo.

Assim como anteriormente, assumimos que antes da quebra de simetria a contribuicao do

symmetron na evolugao do fator de escala é minima, dessa forma
1. .
Po = §¢2 +V(¢) +6£Hoo + 3HE” = 0, (5.37)

o que significa que o campo se encontra essencialmente em repouso no minimo do potencial,
onde ¢ =0 e V(0) = 0. Nesse caso, também, o campo estd acoplado apenas a matéria,
e como A(p) = 1+ %, a aproximagao A(0) = 1 é valida e a densidade evolui como
pm o< a3, Notamos também que a equacao de Klein-Gordon nos mostra a existéncia de

um potencial efetivo que obedece

Verro(0) = Vo + pnd s + RO, (5.38)

e, novamente, quando a quebra de simetria acontece, um breve periodo taquionico ocorre,

ou seja
peps = Verroo < 0. (5.39)
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Figura 5.9: Parametros de densidade do campo e da matéria e da equacao efetiva de

estado, para uma das solugoes da Figura 5.8.

Mas, antes disso, a condicao

Ngff = Verroslo—o = —11> + ER + pmAgs > 0, (5.40)
deve ser satisfeita. Usando (5.35) junto de R = 6(2H? + H) encontramos que —2H =
pmA(¢ = 0), e

R = pnA(¢ =0), (5.41)

de onde podemos reescrever (5.40) como

figry = — 12+ EpmA(d = 0) + pmAgg(¢ = 0) > 0. (5.42)
Finalmente, com A(0) =1 e A 44(0) = 75, teremos
Hepp = =17+ Epm + pum/M? > 0, (5.43)

o que leva a densidade ‘critica’que define a quebra da simetria
:U“Z M2

m > ———— = py, 44
>1+§M2 P (5.44)

p
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que mantém p? 77 > 0. Vamos agora analisar o caso onde § =1 /6 e ver como os parametros

do modelo sao modificados. A condigao (5.36) pode ser reescrita como [18§]

- LN (5.45)

pC - ILI/ 6M123l M2 ) .
onde voltamos a considerar Mp;, pois iremos buscar uma modifica¢do na relagao Mp; /M,
ja que o potencial efetivo agora é diferente. Também foi considerada a funcao A(¢) =

2 : . .
1+ efw, com € = —1. Assim como no modelo original, vamos impor

pe = HyMpy, (5.46)
de onde conseguimos a forma do parametro pu em termos de quantidades conhecidas
1 1
2 _ 2772
A massa do symmetron em torno de um dos minimos ainda é mg = /2, € queremos saber

se ela é compardvel a massa da quintesséncia, mg ~ Hjy. Assim, definimos p = aHy, e

usando a relacao (5.47) encontramos que

1 1
2772 2072

(6 HO = (67}23[ — W) HOMPZ7 (548)
e notando que p? se torna negativo para M > /6Mp;, encontramos o limite 0 < o <
1/v/6. No entanto, novamente os testes da gravidade locais impdem limites que nio
ajudam o modelo. Como nesse caso a > 10*, temos uma massa para o symmetron de
pelo menos 10* maior que a da quintesséncia. Ainda assim, consideremos que o limite
calculado 0 < o < 1/v/6 seja vélido. Novamente usando a suposicdo do modelo original

que em um dos minimos do potencial ¢o/M? ~ 1/Mp; encontramos a expressao para A

M3 1

A= =L+ _— | *H;. 5.49
(M4 60M3, 0 (5.49)
Em seguida, vemos os resultados numéricos para estes parametros, onde redefinimos p e

A como
fi=p/Hy X\=AMp/H]. (5.50)

Escolhendo a = 1/4/7, vemos que um estado de aceleracao é facilmente alcancado (Figura
5.10). O campo escalar segue em diregdo ao minimo, enquanto o parametro de Hubble

tem um valor aproximadamente constante.
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Figura 5.10: Parametros cosmolégicos para o modelo ndo minimo com £ = 1/6 e o =

1/V/7.

5.4.1 A Falta de Solucoes Tipo de Sitter para o Campo Escalar

Uma caracteristica importante em modelos envolvendo campos escalares como
fonte da aceleracao césmica, se buscamos uma aceleracao persistente, é a existéncia de
solugoes tipo de Sitter, caracterizadas por ¢ = H = constante, e podemos mostrar que
para um certo campo que comega sua evolucao, ele eventualmente sera ‘atraido’para essa
solucao, o que podera caracterizar aceleracao. No proximo capitulo, veremos com mais
detalhes as possiveis solucoes criticas desse modelo, e as rotas de evolucao do campo, em

que cada uma corresponde a uma certa situacao fisica. Aqui no entanto, vamos nos limi-
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tar apenas aos pontos de Sitter, os quais sdo derivados diretamente das equagoes (5.35) e

(5.36), que se tornam com b=¢=pn=0

3H? =V (¢) + 3H*¢? (5.51)

Vg +126H?¢ = 0. (5.52)

As solugoes para ¢2g e H3g sdo
2 1 2 _ —u*

Pas = A — p2¢’ His = 12\ — p26) (5.53)
Vemos um problema aqui, nao obtemos solucoes simultaneas reais para as duas quanti-
dades, o que significa que um estado de Sitter para o symmetron é inacessivel, mesmo
para o caso minimo: Se fizermos £ = 0 o problema persiste e, como vimos das solucoes
numéricas, o campo segue oscilando em torno de um dos minimos com uma contribuicao
irrelevante para o parametro de densidade do campo €.

A opcao que temos nesse caso é adicionar uma constante ao potencial, de forma
que as solugoes em (5.53) se tornam

R4V L, ANV —

Pas = =g ST 0 j2) (5.54)

. . /. . 4
Se levantarmos o potencial o suficiente para que V(¢p) = 0, nos minimos, com Vj = &

o
teremos H3g = 0, assim, para obtermos solugoes de Sitter nesse modelo, um potencial

com essa forma positivo se faz necessario.
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Capitulo 6

Um Modelo Hibrido com Quebra de

Simetria

Como vimos no capitulo anterior, ha uma dificuldade para o potencial tipo Higgs
em realizar a aceleracao césmica, mesmo em uma teoria de gravidade modificada, seja pela
negatividade do potencial, ou por severos limites experimentais impostos por observagoes
no sistema solar. No entanto, vemos que se conseguirmos modificar o potencial de forma
que ele mantenha suas caracteristicas principais, que sao a preservacao da simetria ¢ —
—¢ e a eventual quebra dessa simetria, permitindo a evoluc¢ao do campo, de modo que
um estado de Sitter seja alcancado, se quisermos aceleracao persistente, podemos chegar

em um modelo vidvel e interessante de ser estudado.

6.1 Equacoes de Movimento

Assim, seguimos aqui o que foi feito em [73], onde é proposta a adigdo de um novo

campo 1 a acao 4.1 de forma que teremos

S = [ diay=g | S0~ €I~ 300,00,6 — 30,006~ V(6.6)] + 5, 6)

onde a variagao em relagao a métrica FRW e os campos escalares resultam nas equacoes

SMp H? = pa+ pm, (6.2)
—2M3H = pa + pa+ pm + Pm; (6.3)
G+3Hp+ERG+ V=0, (6.4)
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Y+ 3HY 4V, =0, (6.5)
e a pressao e densidade dos campos sao

pa= 58+ V{0, ) + 6EHOH + BEH + 507, (6.6

1. ) ) ) 1
Pa = §¢2 — V(o ¢) — 260" — 26H$” + 26Hpp — (3EH? — 267 R)¢* + 269V, + §w2-(6-7)
Para a funcdo V escolhemos o potencial tipo ¢*, para dois campos

Logog 1oy 1 59 1 55 104

V(g,0) = —sp° @™ + - A0" — Sy¢ g™ + sm Y™ + Ay (6.8)

2 4 2 2 4
A forma do potencial permite que haja duas quebras de simetrias, que criam regioes
instaveis do potencial onde o campo pode iniciar a sua evolugao. Na Figura 6.1 temos
o potencial (6.8) para diferentes configuragoes. Para entender o processo, escrevemos as

equagoes (6.4-6.5) mais explicitamente

¢+ 3Ho+ (—0* + (R — p?)g + A¢® = 0, (6.9)

U+ 3HY 4 (—y¢* + m) + A = 0. (6.10)

Percebemos que o termo hibrido —%7¢2¢2 permite a quebra de simetria em (6.10). J& em
(6.9) temos a presenga do escalar de Ricci R, que preserva o sinal do termo quadratico até
outra quebra de simetria. Inicialmente os campos se encontram em repouso na origem do
potencial, em ¢ = ¢ = 0. Assim, as equacoes de Friedmann evoluem normalmente como
em um universo Einstein-de Sitter e o escalar de Ricci é igual a densidade de matéria,

R = p,,. Assim, se reescrevermos a derivada do potencial para ¢ em (6.9) como

VI = (p€ — 12)6 + A6, (6.11)

vemos que o termo entre parénteses muda de sinal quando p,, > p?/&, e temos instabil-
idade na parte em ¢ do potencial. Notamos que, nesse momento, nao hé evolucao do
campo 1, assim, temos algo muito parecido com o modelo descrito no capitulo anterior,
mas vemos que ¢é possivel a criacao de um potencial efetivo envolvendo a densidade da
matéria sem a introducao de uma transformacao na métrica, como no modelo do sym-

metron. Agora olhamos para a derivada do potencial na equacao de Klein-Gordon para

(0
VT = (=4 + m?) + ApP. (6.12)
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A segunda quebra de simetria ocorre quando ¢* > m?/v, possibilitando o inicio da
evolugao do campo v (Figura 6.2). A evolugao do sistema é mostrada na Figura 6.6
pela integragao numérica do sistema (6.2-6.5), onde percebemos que é possivel atingir
um regime de super aceleracao, que acontece quando wesr < —1, mas eventualmente um

estado onde w.ry = —1 é alcangado, com campos e parametro de Hubble constante.

(g, y)

Figura 6.1: O potencial da Eq. 6.8.

6.2 Sistema Dinamico

Para derivar o sistema dindmico de equagdes de primeira ordem para (6.2-6.5), e a

realizacao dos calculos numeéricos, fazemos as seguintes redefinigoes

N N R SV AM},
H m TME, R

removendo assim a dependéncia explicita em Mp; nas equagoes de Friedmann. Da mesma

forma que foi feito no Capitulo 5, definimos também varidveis adimensionais, de modo
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Figura 6.2: O potencial expresso na Eq. 6.12. Note que para um certo valor de ¢, inicia-se

uma regiao de instabilidade.

que a Eq. (6.2) ¢é escrita como

Viy,Y
1 =2+ X%+ 2V6cxy + £y° + ;‘7;’[2 ), (6.14)
onde as novas coordenadas sao
1 do 1 di - . NG
r=——, X=——, =¢, Y=v¢, u=-—=, 6.15

com 7 = Hyt. Derivando cada coordenada em relacao a N = In(a), com a ajuda da

relagao (5.19), teremos o seguinte sistema de equagoes

Y
7' =31 — V6Ey(2 + 5) — a5 — M,
y' =z,
A (6.16)
2
Y =V6X,

X' = —3X — X5 —V6F(y,Y),
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onde temos também as variaveis

H  3u?/2+43(1—28)2° + 3X% + 4V/6Exy + 3y f(y, Y)v + 12622

H? €0 - 6y |
v=1-—122— X% —2V6Exy — &7,

S

¥ (6.17)
f.Y) =37,
Fly.v)= 2.

Vemos que agora temos um sistema com 5 dimensoes no espago de fase, e assim teremos
que ampliar novamente os conceitos de estabilidade para caracterizar os pontos criticos
de (6.16) (Apéndice D). Aplicando a condi¢ao 2’ =y =« =Y’ = X’ = 0, chegaremos a

pontos criticos de interesse

1
r=0, X=0, y==+—7,
Ve

r=0 X=0, y=0, Y=0, u=1,

Y = qualquer, wu =20,

(6.18)
r=0, X=0, y==xd45, Y ==xUys, u=0,
r=0 X=0 y=t—2>N1r _ yv—0 wu=o0.
VA= Ep?
Yas € Pgs sao as solugoes que representam um universo de de Sitter
74+ A2 — Am2
B = — o A T A (6.19)
Agp? — &ym? — AX + 32
7202 — M2 4+ A2
Y2y = -2 AT O (6.20)

Rge —m? — A+

1 Af2 — 29m2a® + it
Hig = —= R St (6.21)
12Ag02 — Eym? — AN+ 7

enquanto u = 1 representa um universo dominado pela matéria, com werr = 0 e y =

+ \/}\"? um periodo transiente de aceleragao, mas com o mesmo problema da se¢ao
—€n

5.3.1, j& que os pontos coincidem. Os parametros do modelo tem valores de modo que
P3g, Vi € Hig sejam maiores que zero, para a existéncia das solugoes. Da mesma forma

que [73] tomaremos os valores

=1, A=0.005 m=4, A=1 p=4, A=05, (6.22)

A seguir apresentamos projegoes no espaco tridimensional e em duas dimensoes do sistema

(6.16) nas proximidades de alguns pontos criticos. Na Figura 6.3 vemos uma trajetdria
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tipica nas coordenadas X, Y e u, que sdo atraidas para as solugoes (6.22-6.23), repre-
sentadas pelo ponto A, que partem do ponto B, onde v = 1. J4 na Figura 6.4 temos a

evolugao de todas as coordenadas no trajeto descrito na Figura 6.3. Uma outra forma

Figura 6.3: A projecao no espaco tridimensional do sistema 6.16. As solucoes partem de
valores préximos ao ponto referente a dominacao pela matéria até um dos pontos de de

Sitter em u = 0.

de vizualizar pontos criticos assim como o fluxo em volta é fazendo a projecao em duas
dimensoes. Para os pontos de Sitter, fazemos u = X = 0 e y = ¢45, conforme mostrado
na Figura 6.5. Também mostramos na mesma figura o ponto onde y = +1/+/¢, onde
as demais coordenadas sdo zero. Existem ainda outros pontos criticos no sistema (6.17),
mas alguns deles simplesmente nao existem para os valores dos parametros do modelo que
escolhemos (como 6.21), e assim decidimos focar nos mais relevantes para a aceleragao

cosmica e periodos conhecidos como o da radiagao e da matéria.
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Figura 6.4: A evolucdo das coordenadas (6.15) do sistema (6.16) para a trajetéria na

Figura 6.3.

6.3 Solucoes Numéricas

Podemos simular como o mecanismo funciona pela resolucao numérica das equacoes

(6.2-6.5). Primeiramente percebemos que podemos reescrever a equagao para H como

dH 1 AN
dr 26((66—1)q32+1)((1 2)<d7) +<d¢>

- -d - - —— -
+ 8eH¢d—f — 2612 P* + 2eAg? — 2eyp*? + 242 QP H? + ™). (6.23)

Assim, esta equacao nos dara o parametro de Hubble enquanto que a evolucao dos campos
escalares e da densidade de matéria serao dadas por

24
- 2+3Hd +ERY+ V5 =0,

d*) i)
—— +3H— +V; =0, (6.24)
dr? + dr +

.
P 3f=o.
dr
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Para resolver equacoes diferenciais de ordens superiores a 1, podemos fazer o seguinte

procedimento. Considerando uma equacao de segunda ordem



sendo C' uma constante, é possivel representar esta equacao como duas equagoes de

primeira ordem

f=g,
g=0C,

(6.26)

e resolveé-la usando os diversos métodos numéricos disponiveis. Neste trabalho, escolhemos
o método de Runge-Kutta de segunda ordem, onde a solugao f de uma equacao de primeira
ordem é .
ft+At)=y+ 5(/{?1 + ko) + O(3),
ky = g(f. t)At, (6.27)
ko = g(f + k1,t + At)At.
Para os parametros (6.22), encontramos que a densidade critica para a quebra da

. . 7 2 ~ . . . ~
simetria é & = 16, entdo integraremos a partir desse valor, ou seja, p,,0 = 16, onde

3
¢ comeca a evolucao, mas 1 s6 aparece apds a segunda quebra de simetria, onde ¢ =

m2

o= 4. O grafico para uma série de parametros esta na Figura 6.6. Nela, vemos um
comportamento variado, especialmente do parametro de Hubble. Primeiro notamos que
0 campo ¢ comeca sua evolucao enquanto @ permanece nulo até determinado momento.
Em seguida, os dois campos atigem um pico até se tornarem constantes para tempos
posteriores. J& o parametro de desaceleragao e a equagao de estado efetiva mostram algo
mais interessante no comportamento inicial. Eles apresentam superaceleracao, que se
reflete no aumento subito do parametro de Hubble, onde tal aspecto é comum desse tipo
de modelo. Apés o pico visto em ¢ e w.rf, vemos que os dois parametros convergem para
o valor —1, caracteristico de um universo de Sitter, com parametro de Hubble constante.
Outro ponto interessante é o papel do segundo campo em evitar consequéncias indesejaveis
para o modelo. Para esse tipo de potencial, é comum o parametro de Hubble tomar
valores negativos, eventualmente alcancando singularidades. A Figura 6.7 mostra, para
0s mesmos parametros e condicoes iniciais, um cendrio onde 1 nunca é ativado, e embora

wesp seja —1 por um tempo, eventualmente, H tende para valores negativos, e pouco

depois de 7 = 7, uma singularidade é alcancada numericamente.
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Capitulo 7

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho, vimos as consequéncias da introducao de um campo escalar em
modelos cosmolégicos, cuja presenga é controlada pelo mecanismo do symmetron, um
mecanismo de blindagem que tenta justificar a nao deteccao desse campo em experimen-
tos locais, assim como seu comportamento quando expresso por uma teoria de gravitagao
modificada. Focamos na possibilidade de tais mudancas serem responsaveis pela presente
aceleracao césmica, e, embora haja a possibilidade de realizar essa aceleragao através do
mecanismo, o modelo é muito limitado por parametros que podem impossibilitar o feno-
meno. Dessa forma, hd a necessidade de considerar diferentes potenciais que possuam
as mesmas caracteristicas, onde a presenca de termos extras podem fazer por exemplo,
potenciais mudarem a sua forma e possibilitar o mecanismo dentro dos limites experimen-
tais.

Vimos que o termo %gng acoplado a geometria possibilita um modelo vidvel para
a aceleracao cosmica, mas quando aplicado ao modelo do symmetron, ainda é severa-
mente limitado por dados experimentais de medicgoes feitas no sistema solar; além disso,
a auséncia de solugoes reais do campo escalar no minimo do potencial e do parametro de
Hubble mostra a inexisténcia de solugoes de Sitter, importantes para comportamentos em
tempos futuros, a menos que uma constante seja adicionada ao potencial. No entanto, a
introducao de um novo campo possibilita a criacao de solugoes tipo de Sitter, ainda que
ao mesmo tempo, aumente o muimero de parametros do modelo, assim como apresente
um estado inicial de super-aceleragao.

Para trabalhos futuros, seria interessante estabelecer limites para os parametros

onde o regime de super-aceleragao nao exista, assim como investigar o comportamento de
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um modelo do tipo com os dois campos acoplados a geometria, refazendo e ampliando a
andlise feita no Capitulo 6. Outras formas para a fungao U(¢), podem ser consideradas,
mantendo a invariancia para ¢ — —ao.

Uma outra opgao é considerar um outro potencial que tenha as mesmas caracteris-
ticas do que foi usado no trabalho; que mantenha os campos em repouso em ¢ =9 =0 e
apresente quebra de simetria de acordo com a densidade. Tal potencial também pode ser

aplicado ao modelo de um campo.
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Apeéendice A
Propriedades do Tensor de Riemann

A derivada covariante de um vetor nao comuta, pois se fizermos

V.,V )V = V,V, V-V, V,V°
= (O, — 07, + 17 TN, =17\ T V7 — 2T, VaV? (A1)

vemos que uma nova quantidade surge, o tensor de Riemann. O tltimo termo de A.1 é
o tensor de tor¢ao, que é considerado zero no trabalho. Dessa forma, vemos que o tensor

de Riemann pode ser representado como

RC,, =000, —9,I", + rgxrgg N (A.2)

no

E importante listar as propriedades de simetria deste tensor. Para isso o contraimos com

Jpx, onde temos

Rpop gpARAww (A.3)
e podemos verificar que

Ryopr = —Roppuvs (A.4)

Ryopv = —Ropup, (A.5)
e

Ryopr = —Ryvop- (A.6)
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Apeéendice B

O Principio Variacional para a

Relativdade Geral

E possivel obter a Eq. (2.8) através do principio variacional, onde aplicamos o
principio da acao minima, que para uma quantidade S calculada entre um estado inicial e
final, ela deve ser um minimo, ou §S = 0. Para um conjunto de campos ®' [24], escrevemos

a agao como
S = /ﬁ(@i,vu@i)dnx, (B.1)

para n dimensoes, onde trocamos a derivada parcial pela covariante, definida na subsecao
anterior. Como também vimos a importancia do tensor métrico e como ele define a
geometria do espaco, a densidade de lagrangeana normalmente é escrita como um produto

definido por

L=+/—gL, (B.2)

onde y/—g contém g = det(g,,) e L é um escalar. Agora nos resta saber qual escalar
devemos usar para que possamos obter a equagao de Einstein apds a variagao da acao.
David Hilbert mostrou que a forma mais simples pode ser £ = R, o escalar de Ricci, assim

a agao se torna
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que é chamada de ac¢ao de Finstein-Hilbert. Devemos variar esta acao em termos da

métrica g

5 S = / 5y —gRd'z — / 267/ =gg" Ry
= /d4:c\/—gg“”(5RW+/d4x\/—gRW59“”+/d4a:g“”RW(5\/—g
= (69)1 + (09)2 + (09)3. (B.4)

A variacao de (65); resulta em

(65), = / VIV [g" (5T7,,) — g (6T, = / NanAls (B.5)

Usando o teorema de Stokes, dado por

/VHV“\/]g]d”:c:/ an”\/h\d”’lx, (B.6)
5 o%

podemos dizer que no contorno, a variacao € zero. Assim o termo do lado esquerdo coincide

com a Eq. (B.5), sendo a integral da derivada covariante de um vetor, e escrevemos
(05); = 0. (B.7)
Para (4.5)3, podemos mostrar que

1
O/ —q = —5\/—gguyég“”, (B.8)

e podemos deixar (65)2 em sua forma original, obtendo assim

1 1
5SEH = /d4l’v _gleéng - /d4xg””RW§ V _gg,uuégwj = /d4x\/ _g(R,uzz - §g,uuR)6glw
_ / d'oy—gGudg™.  (B.9)

Aplicando o principio da agao minima, temos a equacao de Einstein no vacuo, onde sem

a presenca de matéria
G =0. (B.10)

No entanto, queremos que o principio variacional nos dé a equagao completa, (2.47). Para
isso, definimos uma nova agao correspondente ao contetido de matéria e energia, Sy, de

onde podemos escrever a acao total como

S = = Sun + S, (B.11)

78



onde introduzimos o fator ﬁ em razao do elemento . Usando o resultado de (B.9) na

variacao de S, temos

1 65 1 oo 1 Sy
V=g g 167G " /=g g

Pela forma da equagao, definimos o tensor energia-momento como

~0. (B.12)

1 Sy
T, =—2——!, B.13
H /_g 5g/uz ( )
assim temos exatamente a Eq. (2.8)
Gy = 87GT,,. (B.14)

79



Apéndice C

Variacao da Acao com Acoplamento

Nao-Minimo

Para realizar a variagao da acao 4.1, é conveniente dividir a expressao como

S =S, + S, (C.1)
onde
4 1 v
5= [[atev=g |30 0,00.0 - V(0)]. (©2)
e
Sy — / d'e/=gU($)R, (C.3)

Se variarmos C.3 em relacao a métrica g aplicando o principio de Hamilton, teremos

55, = / d's [U(6)R3v= + v=5U($)0R] = 0,

(C4)
onde a variagao do escalar de Ricci é
OR = 09" R, + ¢, 0(0¢") =V, V,(dg"), (C.5)
e usando a Eq. (C.8) junto da defini¢ao do tensor de Einstein, teremos
85y = / d*vy/=g U (¢)Gpw + 9,0(09") — V.V, (6g")] = 0. (C.6)
Usando integragao por partes, chegamos a
5= [ ey =gU(0)Gudg"™ + 9u0UO) - V, VU@, (€D
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Percebemos que C.2 é a mesma agao da quintesséncia, com tensor energia-momento

1

T?, = 8,606 — gy bgaﬁaaqsam n v<¢>} . ©8)

de modo que a equagao de Einstein se torna

1
U($)G — V.V, U(0) + 90U (¢) + 0,00,0 — g, {§gaﬁaa¢aﬁ¢ +V (¢)} =0. (C.9)

Ja a equacao de Klein-Gordon vem da variacao em relagao ao campo, de onde podemos

calcular diretamente pela equagao de Euler-Lagrange para campos escalares

oL oL
— =0, ———=0, C.10
95~ 90,0 (10
onde se L é o integrando de S, teremos que
oL
9 —Vs(¢) + Ugy(d)R, (C.11)
e
oL
0 = —0o, C.12
“00.0) " .
resultando em
O = Vi(0) — Ug(@)R. (C.13)
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Apendice D
Prova da Simetria Conforme

Considerando as transformacoes generalizadas
gMV = Qi2gul/7§,ul/ = QQg,u,IM V _g = QD\/ - Y%

o tensor e escalar de Ricci se tornam

R, =R, +[(D—-2)0,0, — g InQ+ (D —2)[(0,InQ)(0,InQ?)
—gm,g”A(ap In Q)(0) In Q)],

Substituindo as transformacoes na agao
1
5= [ dav=g [-9"8,00,0 - 2V(0) - ¢Re?].

teremos

S = % / d"z\/= g P [~ Q0,60,6 — EQ* RS — 2V (4)—

(D — 1)ER2G*Q2[2(D — 1)§*9V oV In Q + (D — 2)(D — 1)§°(a In Q) (95 In Q)]

R=Q7?[R-2(D-1)0mQ— (D -2)(D-1)g"9,InQ)(0, InQ)] .

(D.2)

(D.3)

A agdo é conformalmente invariante se apds as transformacoes (D.1), (D.5) tem a mesma

forma que (C.4). Se também transformamos o campo escalar como
=07 ¢,
e expressando a derivada de é na agao (D.5), teremos

1 ~ ~ ~ o~
S = / AP/ 50" 0,50,0 — SERG — 7PV (6)

4

_ (E (D~ 1)5) b (ian + %(D - Q)QQB(GQIDQ)(aﬁan)>].
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Em quatro dimensoes D = 4, teremos
5= [ @0/ TGl 530,606 - 5¢h6 - 2V (G)
—(%-%)&(im9+;D—me@QOxmm).
Vemos que para a agao (C.8) ter a mesma forma da agao (C.4), as condigoes

%—%:Q (D.6)

V(é) =0, (D.7)

tem que ser obedecidas. (C.9) nos da o valor especifico do acoplamento conforme, £ = 1/6.
Se o potencial for diferente de zero, vemos da relacao (C.7) que g% = Q¢ para D =4 e

apenas um termo quartico simplifica {2 de modo que V(¢) = V(¢). Assim, o termo

potencial que obedece a simetria conforme em quatro dimensoes é

V(g) = A¢". (D.8)
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Apeéendice E

Critério de Estabilidade de
Routh-Hurwitz

O critério de Routh-Hurwitz permite, a partir da equacao caracteristica de uma
matriz, determinar a estabilidade do sistema, sem a necessidade de resolver diretamente
os autovalores, que em certos casos, pode ser complicado. Considerando um polinémio do

tipo
aps” + a1s" L+ . an_15 + an, (E.1)

dispomos os coeficientes na seguinte forma

S apg Qa2 Qa4 Qg
s ay as as ar
2 by b bg b,
) , (E.2)
s g cg 3 4
0
S go
onde
A10a2; — AoA244-1
ay
biasir1 — aja;
+1 14441
C;, = ’ . y <E4)
by

e assim por diante, multiplicando os coeficientes de forma cruzada até chegar em gy. Os

coeficientes que faltarem nesse calculo sao substituidos por zeros. Ao final, a condigao
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suficiente para estabilidade é que os elementos da segunda coluna sejam maiores que zero,

ou seja
ap >0, a; >0, b;>0, ¢ >0, ... go>0. <E5)

Em [73], a condicao de estabilidade do ponto de Sitter é calculada por esse método, onde

a matriz jacobiana tem a forma

Ju Ji2 0 Jig O
V6 0 0 0 0
0 0 -2 0 0
0 0 0 0 +6
0 J52 O J54 —3

sendo os elementos J;; dependentes dos parametros do modelo. Obtemos entao a seguinte

equacao caracteristica
P = 25 + 73424 + 73323 + 77222 + P12z + Po. (E?)

A aplicacao do critério mostra que para o ponto de Sitter ser estavel, as condig¢oes abaixo

tém que ser satisfeitas

PPy — P2 >0,
PsPyPy — PyP2 + PoPy — P2 > 0,
PsPyPyPy — P2PyPy — P¥P? + PyPyPy + 2Py PiPy — PyPE — P2 > 0,
Py >0,
com

Po = 9Js4J12 — 95214,

3v6 9v/6
P = —6J52J14 + TJ54J11 + 6J54J12 — lez,

3v6 9 9v/6

Po = _TJ54 + V65411 — §J11 - TJ127
9 9
Ps = —V6.J12 — §J11 — V654 + 3
9
Py=—Ju+ 5
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