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Resumo

Por apresentar fundamentos mais satisfatorios com base nos dados observacionais, o
Modelo Cosmologico Padrao mostrou-se consistente com a Teoria da Relatividade Geral.
Contudo, em virtude de algumas dificuldades relacionadas ao universo primordial e na
tentativa de encontrar uma teoria cujo estdgio final coincidisse com o inicio do Modelo
Padrao, é publicada a Teoria da Inflacao Cdsmica, na qual o universo passa por um periodo
onde se expande aceleradamente devido a atuagao de um campo escalar. Neste trabalho
abordaremos alguns conceitos sobre o Modelo Padrao da Cosmologia introduzindo alguns
modelos de inflagao com diferentes potenciais e analisaremos o fator de escala e as equa-

¢oes de Friedmann baseadas em campos de axions acoplados ao eletromagnético.

Palavras-chave: Cosmologia, Inflacio, Campos Acoplados, Axions.



Abstract

Because of the more satisfactory foundations based on observational data, the Stan-
dard Cosmological Model was consistent with the General Relativity Theory. However,
due to some difficulties related to the primordial universe and in the attempt to find a
theory whose final stage coincided with the at the beginning of the Standard Model, the
Cosmic Inflation Theory is published, which the universe goes through a period where it
expands rapidly due to the performance of a scalar field. In this work we will discuss some
concepts about the Standard Model of Cosmology introducing some models of inflation
with different potentials and we will analyze the scale factor and the Friedmann equations

based on fields of coupled electromagnetic fields.

Keywords: Cosmology, Inflation, Coupled Fields, Axions.
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Introducao

O estudo da evolugao do universo sempre despertou grande interesse na comunidade
cientifica, assim, os cosmologos sempre buscam teorias e modelos que melhor expliquem
sua dinamica de acordo com os dados observacionais. Com o surgimento da Teoria da
Relatividade Geral (TRG) por Albert Einstein em 1916, adotou-se uma nova visao sobre
o conceito de campo gravitacional diferentemente da mecanica newtoniana, ou seja, apre-
sentando uma descrigao geométrica representada pela curvatura do espago-tempo. Através
da TRG, Einstein adotou o Principio Cosmoldgico propondo que o universo apresenta-se
de forma homogénea e isotrépica em grandes escalas [1].

Em 1917, Einstein prop0s o primeiro modelo cosmolégico relativista o qual era
baseado na TRG e tinha como caracteristica um universo estatico e fechado, ou seja, finito,
afinal, naquela época ainda nao se tinha a ideia de expansdo do universo [2]. Portanto,
fez-se necessario contrabalancear a atragao gravitacional e impedir que o universo entrasse
em colapso, dai introduziu uma constante chamada constante cosmoldgica em sua equacao
de campo.

Em 1922, Alexander Friedmann obtem as solugoes relacionadas a um universo em
expansdo para a equagdo de campo de Einstein [3][4], tais resultados também foram
encontrados de forma independente por George Lemaitre [5], em 1927, e em seguida,
surge a hipoétese do universo esta se expandindo, assim, dispensando a necessidade da
constante cosmolégica proposta por Einstein a fim de se obter um universo estatico.

Em 1929, com o auxilio de um telescépio, Edwin Hubble [6],baseado em alguns



resultados de Slipher [7][8], em 1912, sobre o espectro de luz vinda das estrelas e nebulosas,
relata que as galaxias estao se afastando com velocidades proporcionais as suas distancias.

Contudo, em 1935, Howard Percy Robertson [9][10][11] e Arthur Geoffrey Walker
[12] deduziram uma métrica para os resultados de Friedmann e Lemaitre que satisfaz o
Principio Cosmolégico conhecida como métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker
dando assim, trés possiveis formas geométricas para o universo: plano, esférico ou hiper-
bolico. Tal métrica é expressa em coordenadas comoveis e possui como fonte de curvatura
um fluido perfeito.

Segundo estudos realizados com base em observagdes, o universo apresenta uma
geometria plana, ou seja, com curvatura nula, e possui como componentes: radiagao,
matéria baridnica e escura e uma constante cosmoldgica. Em relagdo a matéria escura,
esta ja havia sido prevista em 1934 por Fritz Zwiky [13] durante estudos de aglomerado
de galaxias. Porém, em virtude da precisao dos dados observacionais, somente na década
de 70 foi alvo de estudo pela comunidade cientifica, logo, Ford e Rubin descobriram
que as velocidades das curvas de rotacoes de galaxias eram constantes ou crescentes em
pontos fora da regiao visivel, contudo, as velocidades dessas galaxias apresentavam-se de
maneira incompativeis diante da massa deduzida com base da radiagao eletromagnética,
ou seja, deveria haver uma quantidade de massa a qual ndo interage com a luz, dai a ideia
de matéria escura. Essa justificativa também é baseada num fenémeno chamado lentes
gravitacionais [24] onde uma quantidade de matéria distorce o espago-tempo entre um
observador e uma fonte luminosa, gerando assim, uma posi¢ao aparente desta.

Um estudo que também contribuiu para o modelo cosmoldgico padrao refere-se a
Radiacao Césmica de Fundo (CMB), que em 1965, foi descoberta por Arno Penzias e
Robert Wilson [14] através de um detector de microondas [15]. Segundo Bob Dicke e
Jim Peebles [16], os quais se basearam nos estudos de Gamov, em virtude da expansao
do universo essa radiagao se apresenta para nos somente agora, porém, em faixas de

microondas. Portanto, podemos dizer que tal analise nos permite visualizar o universo



primordial [17].

Assim, no primeiro capitulo apresentaremos alguns conceitos sobre a Teoria da Re-
latividade Geral e introduziremos o Modelo Cosmologico Padrao explorando os periodos
desde a era da radiacao até o modelo ACDM, o qual retrata a expansao do universo em
virtude de uma constante cosmologica.

No segundo capitulo veremos como o modelo cosmologico padrao apresenta alguns
problemas que estao relacionados com a Teoria do Big Bang Quente, no entanto, a Teoria
da Inflagdo Césmica, publicada em 1981 por Alan Guth [18], surge com o propésito de so-
lucionar esses fatos. Assim, aborda sobre a hipétese do universo ter passado por uma fase
de expansao acelerada seguida de um reaquecimento e dando origem ao universo com as
condicoes estabelecidas pelo modelo padrao da cosmologia. Dessa maneira, Guth atribui
tal periodo de expansao acelerada a um campo escalar homogéneo e isotroépico ¢ denomi-
nado inflaton [19][20], o qual possui um potencial associado com um ponto de equilibrio
quando ¢ = 0 e, conforme a temperatura diminui, desenvolve-se um segundo ponto de
equilibrio. Caso este segundo ponto de equilibrio apresente uma temperatura abaixo da
critica, entao, déd-se o nome de vacuo verdadeiro, enquanto ao primeiro, é denominado
de falso vicuo [21]. Esse modelo de campo escalar aborda o inicio da inflacio como um
periodo onde o potencial domina o termo de energia cinética num regimento de rolagem
lenta (slow-roll), assim, resultando num resfriamento seguido de um reaquecimento dando
origem a formacao de estruturas.

No terceiro capitulo sera apresentado alguns modelos inflaciondrios onde mudamos
o potencial num regimento de rolagem lenta para obter os indices espectrais e as equagoes
de Friedmann e de estado para cada caso.

No quarto capitulo, introduziremos um modelo com acoplamento dos campos ele-
tromagnético e de axions, sendo este um bdson hipotético de spin zero cujo campo é um
candidato a matéria escura [39]. Adotaremos os campos elétrico e magnético como solu-

¢oes do tipo ondas planas e apos a realizagao de algumas aproximagoes, somaremos suas



respectivas densidades de energia e pressao com o propésito de encontrar a equacao de
estado para o caso em andlise. A importancia da equacao de estado se deve ao fato de
demonstrar como ocorre a evolugao da densidade de energia em relagao ao tempo, assim,
determinando se o universo esta apresentando uma expansao acelerada ou desacelerada.

E por fim, no quinto capitulo, analisaremos alguns cenérios cosmologicos baseados na
atuacao dos campos eletromagnético e de axions, isoladamente e acoplados, determinando
assim, a contribuicao destes na expansao do universo.

No decorrer de toda a pesquisa sera utilizada o sistema de unidades naturais e a

assinatura da métrica é dada por (+, -, -, -).



Capitulo 1

A Teoria da Relatividade Geral e o

Modelo Cosmolégico Padrao

A Teoria da Relatividade Geral (TRG), publicada em 1916 por Albert Einstein [1],
baseia-se na descri¢ao geométrica da gravitacao, descrevendo aplica¢oes para uma melhor
compreensao da evolugao do universo, assim, com o propoésito de encontrar respostas que
nao poderiam ser entendidas pela teoria gravitacional de Newton. Neste contexto, a con-
sideragao que se tem sobre o espaco isolado deixa de ter sentido, pois este nao pode existir
sem o tempo e vice-versa [15]. Em sua abordagem, o campo gravitacional é visto como uma
distorcao do espaco-tempo, ou seja, curvo. Uma de suas bases centraliza-se no Principio da
Equivaléncia, estabelecendo que um referencial inercial nao acelerado na presenca de um
campo gravitacional é equivalente a um referencial acelerado na auséncia de um campo
gravitacional. Assim, a TRG é uma generalizagdo da Teoria da Relatividade Especial (ou
Restrita), formulada em 1905, a qual fazia mengao apenas aos referenciais inerciais e as
dimensdes do espaco e tempo eram fundamentadas na geometria quadridimensional de

Minkowski descrita pelo seguinte elemento de linha:

ds® = dt* — da® — dy* — dz*. (1.1)



1.1 Equacoes de Campo de Einstein

No contexto da TRG, como exemplos mais satisfatérios de suas aplicagoes, temos a
deflexdo da luz em um campo gravitacional, o redshift gravitacional o qual é responsavel
pela diminuicao do comprimento de onda dos fétons na presenca de um campo gravitaci-
onal intenso, a precessao do periélio de Mercturio e a previsao das ondas gravitacionais.

Em sua andlise, a TRG menciona a massa como responsavel pela curvatura do
espago-tempo, definindo assim, o campo gravitacional. Portanto, a equagao que descreve

sua dindmica, conhecida como equacgao de campo de Einstein, é definida por

1
Gy = Ry = 59 R = 87GT,,, (1.2)

onde G, ¢ o tensor de Einstein, R, ¢ o tensor de Ricci, obtido através da contragao do
tensor de Riemann, representado por R,y = R, *, trata-se de um tensor simétrico, ou

seja,

Ru)\ = R)\;u (13)

R é o escalar de curvatura de Ricci, dado por

R = g" R, (1.4)

G ¢ a constante gravitacional, g, ¢ o tensor métrico do espago-tempo e T}, ¢ o tensor
energia-momento. Assim, a equacao de campo de Einstein relaciona a geometria do espaco-
tempo com o contetido da matéria e energia descritas através do tensor energia-momento, o

qual contém as densidades e os fluxos de energia e momento gerados pelas fontes presentes
2 oL

V=g 0g*

do espago. Sua definicao ¢ dada por T}, = e considerando um fluido perfeito,

teremos

™ = (p + p)uru” + pg"”, (1.5)



onde u* é a quadrivelocidade para o observador comédvel ao fluido e p e p sao a densidade
de energia e pressao, respectivamente. Representando o tensor energia-momento na forma

diagonal, teremos

™ = (p,—p, —p, —D)- (1.6)

Assim, seu trago é dado por

Tr =p—3p. (1.7)

O tensor energia-momento é simétrico e obedece a seguinte lei de conservacao de

energia

v, T" = 0. (1.8)

Em 1917, com o propédsito de obter um universo estatico, afinal, naquela época
nao se tinha a ideia da expansao do universo, Albert Einstein introduz em sua equagao
de campo um termo chamado de constante cosmoldgica(A), sendo esta responsavel pelo
contrabalanceamento com a atracao gravitacional, ou seja, trata-se de uma forga repulsiva

que impede o colapso do universo. Dessa forma, para a equagao (1.2), temos

G + ANgy = 81GT,. (1.9)

Em 1929, com a descoberta do desvio para o vermelho, conhecido como redshift, por
Edwin Hubble, e a ideia de expansao do universo, Einstein descartou tal termo adicionado
a sua equacao de campo. Porém, hoje, sabemos que a constante cosmoldgica pode ser

utilizada para explicar a aceleracao do universo indicado pelas observagoes de supernovas

22].



1.2 A métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

A comunidade cientifica baseia suas teorias em um principio chamado Principio
Cosmolégico que descreve o universo, em largas escalas (acima de 100 kpe, onde um parsec
equivale a aproximadamente 3,26 anos-luz), como homogéneo e isotrépico, ou seja, dizer
que o universo ¢ homogéneo significa informar que ele apresenta as mesmas propriedades,
como por exemplo, densidade de energia, temperatura, etc, em qualquer ponto, e dizer
que ele é isotrépico significa que todas as dire¢oes sao equivalentes. Portanto, podemos
afirmar que cosiderando o principio cosmolégico, logo nao ha observadores privilegiados
[23].

Em 1922, o matemético e cosmoélogo russo Alexander Friedmann afirma sobre a
possibilidade do universo esta se expandindo. Assim, Friedmann publica dois trabalhos os
quais abordam espagos com curvatura constante com valores positivos e negativos [3][4].
De forma independente, em 1927, o fisico e astronomo belga George Lemaitre obtem os
mesmos resultados de Friedmann [5]. Contudo, em 1929, o astrénomo Edwin P. Hubble
descobre que as galaxias estao se afastando com velocidade proporcional a sua distancia
[6]. Em seguida, em 1935, o fisico e matematico americano Howard Percy Robertson e o
matematico inglés Arthur Geoffrey Walker deduziram uma métrica geral que satisfaz a
condicao de homogeneidade e isotropia para a geometria do espago-tempo e que tenha
simetria esférica chamada de métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker , dada

por [24]

2

1—kr?

ds® = dt* — a*(t) + r%(df* + sen®0d¢?)| (1.10)

sendo ds? = g, dz*dz” e o tensor métrico dado por:



1 0 0 0
2
—a
0O —— 0
)
G = 1—kr
0 0 —a’r? 0
0 0 0 —a’r?sen’0

Da equagao (1.10) o fator de escala a(t) determina a distancia fisica do universo
e k expressa sua curvatura espacial que pode ser classificado em plano com valor nulo,
hiperbdlico com valor -1, ou seja, um universo aberto, e esférico com valor 1, também
chamado de universo fechado.

A equagao (1.10) esté expressa em coordenadas coméveis e possui como fonte de
curvatura um fluido perfeito cujo tensor energia-momento é dado pela equagao (1.5).
Assim, para descrever a dindmica do universo como solucao das equacoes de campo de
Einstein da gravitacao basta obter os termos nao nulos e calcular o tensor e o escalar de

Ricci, dessa forma, temos para componente temporal do tensor de Einstein

a\? 8rG k
- = —p— — 1.11
(a) 3 PT g ( )

onde esta equacgao corresponde a velocidade de expansao do universo e é conhecida como
equacao de Friedmann. Se utilizarmos qualquer uma das componentes espaciais do tensor

de Einstein com a equacao anterior, ficamos com:

@_—47TG
3

(p+ 3p). (1.12)

A equagao acima refere-se a aceleragao ou desaceleragao da expansao do universo, conhe-
cida como equagao da aceleracao. Portanto, a equacao de Friedmann relaciona a taxa de

crescimento do fator de escala com a densidade de energia total e a geometria do universo.



1.3 A Lei de Hubble e a Expansao do Universo

Em 1912, V. Slipher [7][8], analisando o espectro de luz vinda de estrelas e nebulo-
sas, nota um desvio para o azul(blueshift) das linhas espectrais da galdxia de Andrémeda,
fendbmeno que pode ser compreendido através do efeito doppler. Porém, o estudo do es-
pectro das galdxias exibiam em sua grande maioria um desvio para o vermelho(redshift)
que por sua vez resulta num aumento do comprimento de onda. O redshift refere-se ao
deslocamento das linhas de absorcao ou emissao de seu espectro devido ao movimento

relativo entre a fonte e seu observador, ou seja,

r=t_1="2_1=-5 (1.13)

sendo que A, e A, correspondem aos comprimentos de onda observado e emitido, res-
pectivamente, v, é a velocidade da fonte relativa ao observador e ¢ é a velocidade da
luz.

Em 1929, durante as analises de algumas medidas, Hubble nota uma proporcionali-

dade entre o redshift e a distancia das galaxias dada por

cz = Hyr. (1.14)

Assim, combinando as equagoes (1.13) e (1.14) e isolando v,, temos:

o(t) = H(t)r, (1.15)

conhecida como Lei de Hubble sendo H(t) = Z o parametro de Hubble. Portanto, com
tais obervagoes, Hubble aponta a ideia do universo esta se expandindo.

Considerando a métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker e sabendo que o
tempo percorrido por um féton e a distancia sao dados pela integral de uma geodésica

nula, entao,
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dz?

2 272 2 11
ds*=0=c"dt" —a (t)i1 Y (1.16)

dx to cdt Xe dx
dt = t7:>/ — = _— 1.17
¢ a( )\/ 1-— ]{3172 te Cl(t) o vV 1— k?[Ez ( )

Obtendo como resultado:

arcsenye, para k=1
Xe, para k=10
arcsenhy,., para k= —1
Se nds observamos um objeto que nao tenha movimento préprio, entao, durante um
intervalo de tempo sua coordenada comével nao mudara para este instante, ou seja, o
objeto estara se afastando somente em virtude da expansao do universo [25]. Portanto,

para a equacao (1.17), temos

totdto (It to dt totdto (It tetite dt 18
s s =L awth sk am (119
totdto (It tetdte (It
/ o / @ (1.19)
to a(t) te a(t)

Se os intervalos de tempo dt, e dt, sdo pequenos em relacdo a idade do universo,

dai, o fator de escala ¢ aproximadamente constante durante tais intervalos, assim,

= . (1.20)

Como para este caso a Unica componente da velocidade sera devido a expansao do uni-

verso, logo,

Ao _ , (1.21)
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Dessa forma, combinando as equagoes (1.13) e (1.21), ficamos com

AX L a(t,) — a(te) LG
X oty VT T Ly

(1.22)

ou seja, o intervalo de tempo entre emissao e recep¢ao de um sinal de luz pode relacionar o
redshift ao fator de escala do universo, sendo que quanto maior o valor de z, mais remoto é
o passado ao qual estamos nos referindo, enquanto ao tempo presente teremos que z = 0.
A esse intervalo de tempo decorrido chamamos de lookback time, que pode ser expresso

em termos do tempo de Hubble e do fator de escala, dado por [24]

2
Ty, = §tH(1 —a®?), (1.23)

onde ty é o tempo de Hubble, que pode ser calculado por

—

v

Como H, = T0kms~'Mpc~!, entdo, para o tempo de Hubble, temos

ty = 4,4 x 10'seg = 13,9 x 10° anos. (1.25)

Para a distancia de Hubble, ou seja, a distancia percorrida pela luz durante a idade

do universo, teremos

1.4 Equacao de Conservacao de Energia

Considerando um universo plano, isolando a densidade de energia p na equacao

(1.11) e calculando sua derivada temporal, teremos:
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- (O (-2)

Agora, substituindo as equagoes (1.11) e (1.12) no terceiro parénteses da equagao acima

ficaremos com

,b+3%(,0+p) —0. (1.28)

Esta é a Equacao de Continuidade ou simplesmente equacao de conservacao de energia,
através dela podemos determinar como os componentes do universo evoluem no tempo.
Para uma relacao entre as densidades de energia e pressao temos a equacao de estado

dada por

b
w==, (1.29)
p

onde w é um numero adimensional.

Dividindo a equagao (1.28) por py e encontrando uma solugao para p, temos:

1d a 1
f—a:>,0:/0 —3po(1 + wo)—da.

a dp

p = poa~31Fw0), (1.30)

Tanto para a matéria baridnica quanto para a matéria escura, os parametros da

equacao de estado sao nulos, enquanto que para a radiacao temos w, = %, ou seja,

a3
Py = Pbo <a> , (1.31)
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a -3
me — Pme - 5 1.32
pme = P () (1:32)

a —4
Pr = Pro <> 3 (1.33)
Qo

onde py, pme € p, referem-se, respectivamente, as densidades de energia de matéria bari-
Onica, matéria escura e radiagdo, enquanto aos indices "0'representam as densidades de
energia para o tempo presente.

Para que o universo assuma uma geometria plana, ou seja, com constante de cur-
vatura nula, precisamos de uma determinada densidade de energia chamada densidade
critica, em outras palavras, trata-se de uma densidade de energia necessaria para parar a

expansao do universo, dada por

3H? 8rG  H}
8rG 3 Pe

pe (1.34)

Substituindo a expressao acima na equacao de expansao de Friedmann considerando

k = 0, ficamos com

HQZHgV”+pm+pﬂ, (1.35)
Pe Pe Pe

onde consideramos todos os componentes do universo: radiagao, matéria baridnica e escura
e constante cosmolégia.
Agora, definindo um parametro como a razao entre a densidade de energia do uni-

verso e a densidade critica chamado pardmetro de densidade(€2), ou seja

=" (1.36)

e dividindo as equagoes (1.31), (1.32) e (1.33) pela densidade critica, temos
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-3
Po_ ) — Po0 (“) , (1.37)
C C a
P \P/ 0
Qp0
-3
pme _ Qme — pme,() <a> , (138)
C C a
P P 0
Qme,O
—4
Pr_q, =P <a> . (1.39)
C C a
P f/ 0
QT,O

Tendo em vista que as observagoes apontam para um universo em expansao, conse-

quentemente, ha um aumento do fator de escala no decorrer do tempo, assim, temos que

ele era bastante pequeno nos periodos mais remotos da evolugdo do universo, portanto,

de acordo com as equagoes (1.37), (1.38) e (1.39) prevalece uma singularidade quando

a(t) — 0. Na figura 1.1 temos a evolucao do fator de escala para diferentes tipos de

universos, ou seja, aberto, fechado e plano.

L

T

- Q,=03; i

i Q,,=03; /’;ﬁ Q,=0.0 // ]

4 "(k=+1)QA=I.7 (k=-1) —

o T _ (- / 1

s [ (k=0)Q, 0-7\\&‘_,- / Qu=10;Q,=00 1

S o / = i

__i?‘ 3 r_ | ’// (k 0) ]

= - g F ]

3] 1Y 8 1

. T Qy=20,0,=00 () ]

5 # == —— -
=]

= ]

= / Oy =1.0; (k=-1) ]

s /" Q9 =-07 ]

L p

o o o v o e |

0 1 2 3 4 5 6 7

t/ {H
Figura 1.1: Evolucdo do fator de escala para modelos de Friedmann. Fonte:

https://portugues.free-ebooks.net /ebook/Analogos-classicos-para-cosmologias-relativisticas-

aceleradas-uma-abordagem-lagrangiana.

Também vale salientar sobre a predominancia da era da radiacdo anterior a era
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da matéria uma vez que a primeira apresenta uma densidade de energia inversamente
proporcional ao fator de escala elevado a quarta poténcia.
Substituindo os resultados obtidos nas trés expressoes acima na equagao (1.35),
teremos
2 2 ao* ao®
H - HO Q,«,O <a> + Qm70 (a) + QA,O ; (]_4.0)
sendo €2, o o parametro de densidade referente as densidades de energia de matérias escura
e barionica.

Se a =ag e H= Hy, entao

Qo+ Qoo + Q= 1. (1.41)

Considerando um universo com constante de curvatura k, se por definicdo temos

8nG = 2, dai, isolando p e p. da equacdo de Friedmann teremos para o parametro de

densidade

k

3 HQ v
QQ< +a2>H2a2+kl k
- %Hz H2aq2 H2a2
Portanto
k
Q—-—1= pYiE (1.42)
Assim, para
E=1=0>1

E=—-1,=0Q<1

Ek=0,=Q=1
Dessa maneira, podemos verificar que §2 é uma medida indireta da geometria do universo

onde para um universo esférico temos €2 > 1, hiperbdlico, €2 < 1 e plano, 2 = 1.
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Por outro lado, para o fator de escala, fazendo uma expansao em série de Taylor,

temos

da 1 d?a

= — (=) — ... 1.4
a(t) \agﬁ'(t to) 7 +2(t to) R75 + (1.43)
1 ~ ‘et

Dividindo ambos os membros por ag, logo
??-—1—@0—ﬂHb—;%ﬁo—ﬂﬁﬁ%n“ (1.44)
Sendo
t, = tempo no instante presente
ao = fator de escala no tempo presente
Hy = constante de Hubble
Assim, definindo o parametro de desaceleragao hoje, representado por qg, e conside-
rando o termo que expressa a aceleragao na equacao de Friedmann, teremos
)

i
—qHi = — = q = —d—, 1.45
do i1 o 4do a 02 ( )

onde ¢y ¢ um parametro adimensional que permite classificar a evolugao do universo como

q > 0 =-desacelerada
q = 0 =estética

q < 0 =-acelerada

Portanto, o valor de ¢, assim como (2, expressa o futuro da expansao do universo,

sendo ambos, fungoes do tempo.
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1.5 Universo Formado por Varias Componentes

1.5.1 Modelo Matéria + Constante Cosmoldgica(A)

Considerando um universo plano composto apenas por matéria e constante cosmo-

légica, através da expressao (1.40), temos para a equagao de expansao de Friedmann

H Qg
HZ a3

+ a0, (1.46)

onde admitimos ap =1 e Qy 9 =1— Q0.

O primeiro termo do segundo membro da equagao (1.46) expressa a contribuigao da
matéria sendo sempre positiva, enquanto ao segundo termo, este representa a contribuicao
de uma constante cosmolégica. Portanto, para €2, 0 < 1 implica em €25 o > 0. Assim, para
um parametro de densidade positivo da constante cosmoldgica, o universo continuara
a se expandir, por outro lado, se este valor for negativo teremos uma forca atrativa e,
consequentemente, o universo deixara de se expandir, nesse instante, tera um fator de

escala maximo dado por

1/3
o ) . (1.47)

Amaz = <Qm,0 1

Integrando a equagao (1.46), para um universo plano, temos [22]

Hgt = #sen_1 [( ¢ )3/2] : (1.48)

3\ / Qm70 —1 Amazx

Considerando que o universo tem se expandido de um estado inicial bastante denso,
entao, houve uma determinada densidade de matéria igual a constante cosmologica e isso

ocorreu quando o fator de escala era dado por

00 1/3 00 1/3
(o) o) 1.49
fim.A (QA,()) 1—Qno ( )

ou seja, a equacgao acima expressa o valor do fator de escala que corresponde a igual-
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dade entre matéria e constante cosmoldgica. Agora, integrando a equagao de expansao de

Friedmann, teremos

2 a 3/2 a \*
Hyt = In ( ) + 41+ <> . (1.50)
Qm, A

3\ /1 — Qm,[) m, QAm, A

Se fizermos a < a, o, ficamos com

al(t) ~ (2@}1@)2/3. (1.51)

Do contrario, ou seja, a > a, A, logo

a(t) = am pexp <\/1 — QmpHQt) ) (1.52)

Segundo Modelo Benchmark [22], temos:

Qm,O - 0,3
QA70 - 0,7

entdo, podemos escrever o redshift de igualdade entre matéria e constante cosmolégica

Ccomo

1 Qo)
A = a(t) = = <QA’(())> = 2=0,32. (1.53)

142

Através da equagao (1.50) podemos encontrar a idade do universo, assim

2H_1 1 - Qm, + 1
to = In |V "7 ] &~ 1,34 x 10anos. (1.54)
3./1 = Qo VQmo
Na igualdade entre as componentes, dai
2H 1
In[1+ V2| ~ 9,81 x 10%anos. (1.55)

19



1.5.2 Modelo Matéria + Radiacao

Segundo o Modelo Benchmark [22], o universo foi dominado primeiramente pela
radiagdo e, em seguida, pela matéria. Se considerarmos um universo composto somente

por matéria e radiagdo a equagao de Friedmann (1.40) nos dara

H* Q, O
_ o Hlmo

?3 =i 5 (1.56)
Reescrevendo, temos
~1/2
ada a
Hydt = R [1 + - ] . (1.57)
0 r,m

Se integrarmos teremos o tempo em func¢ao do fator de escala, ou seja

a a 1/2
1—(1- 1 . 1.58
< 2azr,m> ( + azr,m) ] ( )

Hot = —===

Quando a < @y pm:

ar (2y/Qotot) (1.59)

onde a evolugao do universo ¢ dominada pela radiagao. Por outro lado, se a > a, ,, entao,

3 2/3
a%<2 Qmngt) . (1.60)

Para o tempo de igualdade entre matéria e radiacao ficamos com

4 1 a?
tem =—[1— —= | 22 H 1.61
| 3( ﬁ) - (1.61)

Se pelo Modelo Benchmark [22], vem que:

Qno = 8, 4 x 10_5

Qm,O - O, 3
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portanto,

trm A~ 47.000 anos. (1.62)

Para o redshift de igualdade, logo:

Q
Qpm = a(t) = = —— = z = 3570. (1.63)

1.5.3 Modelo Matéria + Curvatura

Se considerarmos um universo composto somente por matéria, sem pressao, ou seja,
com w = (, teremos para a equagao de expansao de Friedmann, considerando uma curva-

tura k,

o0, 1-9
HZ a3 a?

(1.64)

sendo €2, o = €.
Supondo que tal universo esteja em expansao, entao esta sera cessada quando H = 0.
Contudo, caso o primeiro termo do segundo membro da equagao (1.64) seja positivo, entéao,

o segundo termo devera ser negativo. Portanto, no instante da expansao maxima, teremos

Qo 1—Q
0= p R (1.65)
e o fator de escala sera dado por
Q
0 (1.66)

Amaz = m

Caso o universo apresente um periodo de contragao, consequentemente, para um
observador as galdxias seriam vistas com um blueshift proporcional a sua distancia. Na
literatura, tal fenomeno é chamado Big Crunch. Portanto, em um universo dominado

por matéria com €2y > 1 resultarda numa expansao maxima do fator de escala que pode
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ser calculado através da equacao de Friedmann (1.64), assim, multiplicando ambos os

membros por a’:

0:2 QO
— = — 4+ (1 = Qp). 1.

Dessa forma, para a idade do universo, podemos calcular a integral do fator de

escala, na forma

da

Hot = | . (1.68)
/0 \/%O + (1 —Q0)

Por outro lado, considerando um universo também dominado por matéria, porém, com
Qy < 1, entao, teremos ambos os termos do segundo membro da equagao (1.64) como
positivos, e como consequéncia, haveria uma expansao infinita. Em periodos mais remotos,
quando o fator de escala era bastante pequeno, ou seja, a < /(1 — €p), houve a

predominancia do termo referente a matéria na equacao de expansao de Friedmann.

1.6 Modelo de Einstein - de Sitter

Em 1917, quando Einstein adicionou uma constante (A) as suas equagoes de campo
com a finalidade de propor uma condicdo para contrabalancear a atracao gravitacional e
admitir um universo estatico, dai considerou tal termo como uma propriedade intrinseca

do espago-tempo, assim,

1
G = Ry — ig,“,R — g\ = 87GT,,. (1.69)

Dessa forma, teriamos @ = 0 e o universo seria fechado, portanto, finito com k = 1.
Contudo, ainda em 1917, o astrénomo holandés Williem de Sitter propds um modelo de
universo isotrépico e, para ser estatico, nao podia conter qualquer quantidade de matéria.

Assim, considerando a equacao de expansao de Friedmann, temos a expressao
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2 8mp Ak
Il (1.70)

a? 3 3 a

Contudo, para outro modelo de universo de de Sitter proposto em 1932, a curvatura

e a constante cosmoldgica (A) sdo consideradas nulas, pois supde-se que a densidade
de matéria corresponde a densidade critica, consequentemente, assumindo o caso de um

universo plano (k = 0). Agora, definindo uma constante como [26]:

8 3
o= P (1.71)
3
da equagao (1.70), ficamos com
2 = Sgpa? (1.72)
——
_c
Entao,
1/2 a
=0 L gnde e | a¥2da = /t CM2dt
al/? dt 0 0

3 2/3

a= (201/2> /3. (1.73)
Realizando a derivada temporal da equagao acima, temos
da 2 /3 2/3
= — == 01/2) =13, 1.74
“Tat T3 (2 (1.74)
Dividindo a equagao (1.74) pela (1.73):
0§60 e
(%Cq/z) /3 £2/3 3t2/3¢1/3°
Resultando em
2
(1.75)



Derivando a equagao (1.74) em rela¢ao ao tempo,

—1\ 2 /3 23

—ad

Como o pardmetro de desaceleracdo ¢ dado por q(t) = —5—, entdo, utilizando as
a

equagoes (1.73), (1,74) e (1.76), teremos:

3 ) 2/3 -2 /3 2/3
_ (= /2 2/3 | _ 2 [ Z1/2 —4/3
o) e |y (o)

173 73 ; (1.77)
= C1/2> +-2/3
5 (;

q(t) =

o) =3 (1.78)

1.7 Distancias Cosmicas

1.7.1 Distancia de Luminosidade

Sabendo que a Cosmologia é baseada em observagoes, portanto, para calcularmos
a distancia de uma determinada galaxia, por exemplo, faz-se necessario o conhecimento
de algumas propriedades da mesma e, uma delas refere-se a sua luminosidade(L), entdao
distancia de luminosidade(Dy) consiste na comparac¢ao entre as intensidades emitida e
observada de um objeto luminoso [23], considerando sua emissao como um valor suposta-
mente conhecido.

Em astronomia, ha algumas técnicas para medir distancias relativamente pequenas,
porém, quando tratamos de distancias entre estrelas ou galdxias, faz-se necessario a técnica
da distancia de luminosidade.

Definindo a luminosidade absoluta como a quantidade total de energia radiativa
emitida por segundo, ou seja, a poténcia. Agora, denominando a luminosidade aparente
sendo a quantidade medida, em outras palavras, ¢ a energia que atravessa cada metro

quadrado de uma esfera imaginaria de raio igual a distancia da fonte até a Terra.
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Como a area da esfera centrada na fonte que acompanha o fluxo dos fotons é dada
por 47 D?,, e sabendo que a taxa dos fétons que abandonam a fonte é superior aos fétons

que podem ser observados por um fator 1/(1+ z), com isso, da defini¢ao de fluxo, temos:

L L

F = =
ArD3,(1+ 2)?2 — 4nD3?’

(1.79)

onde Dy é a distdncia métrica ou simplesmente distancia comével(D,), ou ainda, é a

distancia prépria no instante ¢ dividida pelo fator de escala correspondente, ou seja,

D) o cdt
Dy =" _/tl ot (1.80)

De acordo com a equagao (1.79) podemos relacionar a distancia de luminosidade

com a distancia comével por:

Dy = (1+2)D.. (1.81)

Agora, reescrevendo a distancia comével, multiplicando e dividindo a equagao (1.80)

/tocdt (d) _/ao cda _/“0 cda
noa(t) \a) Ja a?afa  Ja a2H’

sabendo que ag/a = (1 + z), entdo, da = [—ap/(1 + z)?]dz, portanto, substituindo na

por a, entao:

equacao acima, ficamos com

/Z ( agedz zape(l4 2)%dz (= cdz (1.89)
0

1+ 2)2a®>H ~ o (1+2)2a3H  Jo agHoE(2)’
dai, utilizando a distdncia comével representada acima e substituindo na equacao (1.81),

teremos a distancia de luminosidade em termos da energia e do redshift:

Di(z) = (1 +z)§0 OZ Ed(zz).

(1.83)

A distancia de luminosidade requer a medi¢do do fluxo de luminosidade de um
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determinado objeto, contudo, ha técnicas que caracterizam a luminosidade vinda desses
corpos, isso é feito através das magnitudes aparente e absoluta [25], esta tltima, é definida

como a magnitude aparente que a fonte apresentaria caso estivesse a uma distancia de 10

pc.

Expressando o fator de escala em séries de poténcias em torno de ty, temos
. L. 2
a(t) ~ ag + ao(t — to) + §a<t — to) + ... (184)

Dividindo pelo fator de escala ag, entao:

a(t 1 ay
a(t) ~ 14 Hy(t —to) + =—(t — to)> + ... (1.85)
ao 2 ag
Fazendo ag = 1 e partindo da definicao de ¢y = —db?—oz, ficamos com ¢y = __—&20 =
ap ag
_?20, ou seja, dy = —qoHZ, assim, substituindo esse resultado na expressao acima, o fator
0
de escala pode ser representado por
1
a(t) = 1+ Hy(t —ty) — 5qug(zt —t0)* + ... (1.86)
Calculando 1/a(t),
L H—t) + (1+qo> H2(t— 1)’ + .. (1.87)
a(t) 2
Assim, para o redshift, teremos
ao 1 ( QO> 2 2
=———1=——1=~Hy(tg—t 1+ =) Hi(tg—t 1.88
z a(t) o) olto — 1) + Ty o(to—1)"+ (1.88)

Para a distancia comével percorrida pela luz, podemos escrever:

to cdt N to do ) )
/te a(t)NC/te [1+H0(to t)+<1+2)HO(tO 2 4 .| dt
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/tjocf(cg %C{(to—t)"‘go(to—tf—i—..}. (1.89)

Invertendo a equagao (1.88), teremos o lookback time em fungao do redshift, ou seja,

to—t ~ Hy* [z— (1+(12°> z2+..l. (1.90)

Substituindo a equagao (1.90) em (1.89), logo

to cdt c cH, 2* c
——~—|z—(1 )2+ == — [1—
/te a(t) " H, - 0+ a/2)2 + > o, T T’

14+ qo
2

24 (1.91)

Portanto, a equacao acima descreve a distancia comével em termos do redshift.
Para ayp = 1 sabemos que 1/a(t) = (1 + z), assim, combinando as equagoes (1.81) e

(1.91), teremos a distancia de luminosidade dada por:

1
c L - + Qo

D; =
7 a(t)Hy 2

e (1.92)

1.7.2 Distancia de Diametro Angular

Consideremos um objeto de extensao infinitesimal comével tendo coordenada radial
comével e comprimento proprio, entao, sua distancia de diametro angular no instante t é
dada por

D

Da(t) = - a(t) D, (1.93)

onde D é a dimenséo linear do objeto, 6 é o angulo pelo qual o mesmo é observado, a(t;)
¢é o fator de escala no instante t; e D, é a distancia comdvel.

Reescrevendo a equagao acima utilizando a definigdo em (1.82), temos

ao c z dz = Da(t) = c z dz
(1+2) agHo Jo E(z) AT H (4 2) Jo E(2)
a(t1) D,

D4(t) = (1.94)
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Combinando as equagoes (1.83) e (1.93), podemos relacionar a distancia de lumino-

sidade com a distancia de diametro angular, ou seja,

Dy

Dy=-—t_

assim, conclue-se que para z < 1 temos Dy = Dy.

(1.95)

Adotando um universo plano e s6 de matéria, pelo modelo de Einstein - de Sitter e

de acordo com a equagdo (1.74), temos para o fator de escala:

o= (%Cl/2)2/3 £2/3

a0 = (20V2)"" 2

Entao,

ap (1+2)

a(t) 1 <t>2/3.

to

Assim, podemos reescrever a distancia comével como

3

2/3 2/
p,— [ cdt _ C/“J (’”J)/dt:%%(tg/?’_t;/?)).

toa(t)  aglu \t ag

Fazendo,

£28413 — 1,1
13 = D.=
t2/3 t1/3 _ to t1/3 =t te/
0 ¢ T 1/3°%e T Y0173
to to
——
£2/3

0

Através da equagao (1.75), temos que
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Assim, substituindo esse resultado na expressao (1.97), vem que

3¢ 2 te\ /3
D.=——|1-— - . 1.98
Qo 3H0 [ (t(]) ‘| ( )

Se o foton foi emitido num instante t., entao, o seu desvio para o vermelho podera

ser representado por

a(t) te .
te 1
- = 1.99
to (14 2)3/2 ( )
Portanto, utilizando a expressao acima para a distancia comével:
D, = [1-(1+2)7"] (1.100)
¢ aoHO . '
Combinando as equagoes (1.93) e (1.100):
0 = 1.101
2c ll—(l—l—z)—l/?} ( )

Derivando em relacao a z:

df  HeD [1-3(1+2)""?
dz 2c |[1—(1+42)"122["

Com o propésito de encontrar z e verificar se ha um valor minimo para 6, facamos

ﬁ = 0, dai ficamos com
dz

Como z = 5/4 é um valor muito pequeno, entao, 6 é decrescente, caso contrario, ou

seja, z sendo muito maior que 1, seria crescente. Portanto, z = 5/4 é um minimo para 6.
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Calculando o dngulo # quando z = 5/4, temos

2D (1.102)

Ormin = S

Ao contrario do que se espera em um universo euclidiano, a dimensao angular nao
decresce com o redshift. Desse modo, no modelo de Einstein - de Sitter, o didmetro
angular observado por nés, de uma fonte de dimensao linear fixa, passa por um minimo
em z,;, = 5/4 e, em seguida, volta a aumentar. Tal efeito pode ser interpretado como
uma amplificagao gravitacional provocada pela massa responsavel devido a curvatura do
espago-tempo entre nés e o objeto emissor [23].

Analisando as equagoes (1.81) e (1.95), podemos concluir que para z < 1 teremos
as distancias propria, comével, de luminosidade e de diametro angular como equivalentes.
Dessa forma, podemos verificar através da figura 1.2 que até um redshift z = 0,1 tais

distancias representam uma mesma reta do gréfico.

10°

1000

Distancia [Mpc/h, ]
2
I

didgmetro "
angular

100

0.01 0.1 1 10 100
Redshifi

Figura 1.2: Comparagido das distancias comével, didmetro angular e luminosidade para dife-
rentes modelos cosmolégicos. ACDM e SCDM séo planos, OCDM é aberto, sem energia escura.
Para um dado redshift, as distancias em um Universo ACDM sdo sempre maiores do que em
um universo plano sem energia escura. Note que o modelo OCDM tem um comportamento
mais proximo de um ACDM. A linha ponto-trago fina mostra a relacio linear entre redshift e
distancia, valida apenas para baixo z. Fonte: http://www.astro.iag.usp.br/ gastao/.
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1.7.3 Distancia do Horizonte de Particulas

O horizonte de um determinado local é definido como a maior distancia observavel,
portanto, os fétons que percorrem uma distancia maior que o horizonte nao chegam ao
observador, assim é o chamado horizonte de particulas, ou seja, se dois ou mais observado-
res estiverem separados por uma distancia superior a distancia do horizonte, entao, estes
nao estao em contato causal. Para a distancia comével do horizonte em um determinado

instante temos

t cdt
Dy(t) = / “ 1.103
no = [ (1103
Adotando um modelo de Einstein - de Sitter, com k=0 e ag = 1:
2/3
- Cto todt . 2/3 1/3
Du(t) = =2 /O =30 10 ¢ (1.104)
=t0t81/3
Isolando t/ty em (1.96) e combinando com a equagao acima, teremos:
3Ct0
Dy(t) = . 1.105
nlt) = 2 (1105

Ou seja, através da expressao acima podemos relacionar o redshift com a distancia do
horizonte de particulas. Assim, o horizonte de particulas é descrito por uma esfera em
torno de um observador, logo se encontra a uma distancia correspondendo ao raio do

universo observavel.

1.8 Matéria Escura e Energia Escura

Tendo em vista as diversas duvidas em relacdo ao movimento orbital de galaxias
dentro de aglomerados, os quais contém cerca de centenas ou até milhares de galaxias,
como exemplos, o aglomerado de Coma e de Virgem, os cientistas concluiram que as

velocidades das galaxias eram incompativeis com a massa deduzida através da radiagao
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eletromagnética, ou seja, tais galdxias orbitavam numa velocidade bastante superior a
esperada [13].

Em relagao a massa do aglomerado, esta pode ser deduzida através do Teorema do
Virial que consiste na hipétese das galaxias no interior do aglomerado terem atingido um
estado de equilibrio orbital, assim, cujas propriedades ndo variam no tempo [24]. Dessa
maneira, a soma da energia potencial gravitacional das particulas com o dobro da energia
cinética é nula, portanto

Eg+2Eq =0, (1.106)

onde Eg é a energia potencial gravitacional e E¢ é a energia cinética.

Diante de tal situacao, os estudiosos acreditavam que haveria uma quantidade de
massa muito maior do que a deduzida, porém, que nao fosse possivel interagir com a luz,
a essa massa foi dado o nome de matéria escura. Entao, podemos inferir que deve haver
mais matéria nas galdxias do que a que podemos observar através de sua radiacao.

A existéncia da matéria escura foi inicialmente percebida em 1934 pelo astrénomo
suigo Fritz Zwiky ao estudar os aglomerados de galdxias [13], porém, apenas na década de
70, devido a precisao dos dados observacionais, iniciou-se mais acentuadamente seu estudo
pelos cientistas. Nessa mesma década, Ford e Rubin descobriram que as velocidades das
curvas de rotacao das galdxias eram constantes ou crescentes em regioes fora da regiao
visivel, portanto, corpos que orbitam no centro da galédxia, ou seja, fora da regiao visivel,

apresentam velocidade constante como representada na figura 1.3.

-t
z
=4
o
a
=
=
o

DISTANCI:

Figura 1.3: Velocidades orbitais previstas e observadas de algumas estrelas em relagdo ao centro
da galaxia.
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Outro fendmeno o qual podemos atribuir a matéria escura trata-se do efeito das
lentes gravitacionais. Tal efeito consiste no desvio da radiagao eletromagnética em virtude
de matéria entre a fonte e o observador, resultando assim, numa posi¢ao aparente da fonte,

como mostra a figura 1.4 ou ainda, originando duas imagens de uma tnica fonte.

< Do % Dys <
< ) >
< »
Dos
Observador Aglomerado de Galaxias Galaxia de fundo
(lente)
3 + o
posicio
aparente
| 7o | e )Ae B
Nio-Linear sy |
s * AL -
imagens ) “_n. ........................... S -
Wi ro ; posigdo
muiltiplas \_ [ I I : real
arclets — s_
---------- trajetoria da luz
I e frente de onda
.inear i y _
GesTiaisits frﬂc;<) ) - - - - regido de imagens multiplas

(weak shear) -3

Figura 1.4: Demonstracao do efeito das lentes gravitacionais produzidas por um aglomerado de
galdxias. Fonte: http://www.astro.iag.usp.br/ gastao/.

Um fato interessante sobre as lentes gravitacionais esta relacionado ao seu bilho
superficial, ou seja, como ocorre uma alteragao no tamanho da imagem, entao, o fluxo ob-
servado também se altera, assim, a imagem pode ser mais brilhante que a fonte [25]. Dessa
maneira, aglomerados de galaxias podem ser utilizados como telescépios gravitacionais ao
ampliar o brilho das galaxias mais distantes.

Diante de tais evidéncias, podemos constatar que ha uma grande quantidade de
matéria responsavel pela deflexdo da luz durante a observacao de uma fonte e, quando
esta nao interage com a radiacao eletromagnética podemos afirmar sobre a existéncia de
matéria escura.

Por outro lado, além da matéria escura, o universo também apresenta outros fenéme-
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nos os quais nao estao ligados intimamente com a radiacao eletromagnética. Sabendo que
o universo estd se expandindo aceleradamente, segundo os estudos da luminosidade das
Super Novas Tipo Ia [22][27], deve haver uma energia responsével por tal aceleracao, a essa
energia ainda desconhecida damos o nome de energia escura. Tal energia contrabalanca a
atracao gravitacional, portanto, deve ter uma pressao negativa.

Dentre os modelos de energia escura ja estudados pela comunidade cientifica temos o
da constante cosmoldgica, conhecido como modelo ACDM, vista também como densidade
de energia do vacuo, mostrando-se consistente em grande parte das observagoes.

Apesar de ser o maior candidato a energia escura, a constante cosmolégica também
apresenta alguns problemas em relagdo a escala necessiria para a expansao coésmica [28].
Dessa maneira, considerando a densidade de energia do vacuo como um fluido perfeito e
sua energia sendo calculada pela Teoria Quéantica de Campos, logo, estudos demonstram
que os resultados divergem quando comparados aos obtidos com a Teoria da Relatividade
Geral.

Contudo, para um modelo ACDM, as equacoes de Friedmann sao descritas por:

8tG (pr p E A
2 T m
= (G ) -ty (1.107)
a  —A4T [ pr  Pm A
P e R (1.108)

Portanto, para que o universo apresente uma expansao acelerada, temos que:
A> dr (2”2 + p’;}) .
a a

1.9 Radiagao Césmica de Fundo (CMB)

A ideia do universo apresentar em toda sua extensao uma radiagao de corpo negro

foi prevista por George Gamow, Ralph Alpher e Robert Herman em 1948, e quanto ao

34



brilho desta radiagao, segundo a lei de Planck, é dada por [25]

2h v
B(T) = 2 exp(hw/kT) —1° (1.109)

Entretanto, somente em 1965, os americamos Arno Penzias e Robert Wilson, com
base em varios testes de um detector de microondas, publicaram a descoberta da radiagao
cosmica de fundo com 4080 Mhz [14][15]. Contudo, os americanos Bob Dicke e Jim Peebles,
considerando as ideias de Gamow, as quais relatam que a separacao das galaxias deveria
ter sido bem menor no passado, assim, com um universo primordial denso e quente,
deduzem que, em razao da expansao do universo, esta radiagao estaria se apresentando
hoje para nés em faixas de microondas. Dessa forma, podemos afirmar que a radiacao
cosmica de fundo em microondas nos mostra, de forma geral, o universo primordial [17].

Sendo a temperatura da radiacao cosmica de fundo para z = 0 como correspondendo
a hoje, entao, para redshifts maiores teremos uma temperatura superior a 7'(z = 0). Con-
forme medic¢oes de algumas temperaturas em funcao do redshift temos 7'~ 12,2K com
z = 3,025 na diregdo do QSO 0347-3819 medida por Levshakov et al. (2002) correspon-
dendo ao valor esperado de T' &~ 10,9K e, Cui et al. (2005) que obtiveram T ~ 7,2K em
z = 1,77 na direcao do Q1331+170, assim, correspondendo as expectativas de T'~ 7, 5K
[25].

Em virtude do efeito Doppler, temos que a temperatuda da radiagao cdésmica de
fundo depende da velocidade relativa do observador, portanto, para uma temperatura
medida, baseada na emissao do corpo negro, temos

V=P

Tobs(0) = TW’ (1.110)

onde 5 = wv/c com v sendo o mddulo e 6 a dire¢do do vetor velocidade do observador.

Fazendo uma expansao da equacgao anterior para < 1 e considerando a identidade

2c0s%(0) = 1 + cos(20):
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v 1 /v\2
T (0) = T 1+cos€+2(> cos(20) + .|, (1.111)
C

c

onde o primeiro termo refere-se a um dipolo cinemético e medido pela primeira vez por
Conklin (1969), Henry (1971), Smoot, Gorenstein e Muller (1977), isso em decorréncia do
movimento da Terra em relacao a radiacdo cosmica de fundo.
Em relagao a variacao observada da temperatura, temos para seu espectro
0B

v v
Bl/,obs(eyTobs) ~ BV(TCMB) —I— ETCMBaiTCOSQ. (1112)

Em decorréncia da subtracao do efeito do dipolo cinematico, a radiacao césmica de
fundo apresenta flutuacoes da ordem de 10~° K, também chamada de anisotropias. Assim,
sendo detectadas inicialmente pelo satélite COBE (Smoot et al., 1992). Em seguida, novos
estudos também foram realizados com os satélites WMAP e Planck. Essas anisotropias que
correspondem a variacoes de temperaturas em diferentes regioes do céu estao relacionadas
com as flutuagoes na densidade de matéria do universo primordial.

Dentre os satélites lancados com o proposito de obter medigoes cada vez mais pre-
cisas, o satélite WMAP se destacou bastante. Na figura 1.5 temos alguns pardmetros
cosmolégicos vinculados pelas medigoes do WMAP juntamente com outros resultados,
dessa forma, a reta corresponde aos valores nos quais €2,, + 25 = 1. Observando somente
os dados do WMAP, podemos verificar que as condigdoes apontam para um universo nao
plano, por outro lado, quando cruzados com resultados de outros dados ha indicios de um

universo plano.
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Figura 1.5: Cruzamento dos resultados das medigdes de pardmetros cosmolégicos do satélite
WMAP com outros experimentos astrondémicos. A reta na figura corresponde aos valores nos
quais ,,+Qx = 1. As andlises correspondem aos dados do WMAP (contorno preto) e WMAP +
outros conjuntos de dados (vermelho). Nestes contornos nao sao assumidos a priori 2, +Q, = 1.
Os dados apenas do WMAP favorecem cosmologias com €2,, = 0,415 e Q) = 0,630, ou seja,
universo nao plano, entretanto, quando cruzados com outros conjuntos de dados ha um favo-
recimento para um universo plano. Fonte: https://portugues.free-ebooks.net /ebook/Analogos-
classicos-para-cosmologias-relativisticas-aceleradas-uma-abordagem-lagrangiana.

1.10 Problemas com o Modelo Cosmolégico Padrao

Também conhecido como modelo do Big Bang quente, o modelo cosmolégico padrao,
apesar de seu alto grau de aceitacao pela comunidade cientifica, apresenta alguns proble-
mas os quais estao associados a incompatibilidade com a teoria de particulas elementares,
ou seja, necessitou-se de uma abordagem fisica que estivesse voltada para as condigoes

iniciais do universo.
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1.10.1 Problema da Singularidade

Como ja mencionado anteriormente, sabemos que a densidade de energia do universo
deve ter sido infinita considerando ¢ — 0, porém, nao se tem modelos que compreendem
t < 0, assim, nao sabemos da origem do universo.

Ha hipoteses de que houve um periodo com predominéncia de efeitos gravitacionais
quanticos em lugar do modelo padrao para uma densidade do universo maior que o valor
limite. Dessa maneira, a escala de energia deve ter correspondido ou superado a massa de
Planck, dada por

hc®

Mp = el 1,22 x 10" GeV.

Considerando a idade do universo como o tempo de Planck:

|hG
tp=1/— =9,39 % 107 seg.
c

A partir desse instante, temos um universo com as condigOes iniciais seguida das

equacgoes de Friedmann.

1.10.2 Problema da Planura

Os cientistas acreditam que o valor de €2y é aproximadamente 1, ou seja, a densi-
dade do universo é proxima a densidade critica. Dai, surgem as questoes do motivo da
coincidéncia, em outras palavras, {2y poderia assumir um valor relativamente superior
ou inferior a 1. No entanto, o problema se agrava quando deduzimos que se o universo
apresenta uma densidade proxima a critica hoje, entao, tal densidade dever ter sido ainda
mais proxima a critica em periodos mais remotos.

Podemos analisar o problema da planura a partir da equagao (1.42), e considerando-a

num tempo presente, temos

Qp—1=——.
’ agH3
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Igualando o parametro k£ em ambas as equagoes, ficamos com

= (Q—1)=2. (1.113)

Assim, dados observacionais apontam que (€29 — 1) é bastante pequeno de modo que o
universo apresenta uma geometria muito proximo da planura hoje. Contudo, a equagao
acima exige que o universo tenha sido cada vez mais plano a medida que consideramos
um passado mais remoto. Assim, configura-se o problema da planura.

1

Sabendo que p, < a=* e T oc a™!, entdo, comparando os pardmetros do periodo de

Planck com o tempo presente, ficamos com

Q@ —1emtp _ab _Tg

~ N 5. 1.114
€2 — 1] aj T3¢ ( )

Com isso, sabendo que Tp =~ 10 GeV e Ty ~ 1073 GeV, ou seja, para a razao entre
as temperatura, temos um valor da ordem de 107%, enquanto que para (Qy — 1) ~ 1,

consequentemente, (£2—1) deve ser bastante pequeno, com valores bem préximos de zero.

1.10.3 Problema do Horizonte

Considerando que dois pontos no universo estao causalmente conectados somente se
houve tempo suficiente para que o féton de um ponto atinja o outro, ou seja, tendo em
vista que a radiagdo cosmica de fundo apresenta quase a mesma temperatura em toda
extensao do universo observavel, logo, regides desconectadas no passado nao teriam como
apresentar caracteristicas semelhantes.

Assim, partindo das defini¢des de distancia propria e horizonte de particulas mencio-
nados anteriormente, consideremos dois pontos opostos, cuja distancia para um observador
¢ igual ao horizonte de particulas. Entao, a distancia entre esses dois pontos corresponde a
uma distancia prépria Dp(tg) = 2Dy (t) e, portanto, esses pontos nao podem se comunicar

no universo, ou ainda, nao podem estar em equilibrio térmico.
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Desde que as inomogeneidades nao podem ser dissolvidas durante a expansao cos-
mica, o universo homogéneo e isotropico no presente deve ser consequéncia de uma regiao
de homogeneidade e isotropia inicial, de modo que o comprimento fisico

1(t) = Du(t) = alt) [ ©

)
0 a

para um instante inicial ¢ = t;, pode ser escrito como

a;
li ~ t0f7
Qo
uma vez que para o universo primordial vale [y ~ tg ~ Dy (to).
Se compararmos esse resultado com o comprimento fisico causal I ~ t; ~ Dy (t;),

entao

li - toa,i

lo tiag
Assim, considerando condigOes iniciais associadas a escala de Planck, ou seja, Tp ~

102K e tp ~ 1073 seg e sendo

@i E ~ 10732
ap Tp ’

e para a idade do universo estimada em t, = 10'"seg, temos

Il; 10710732
S = 10%, 1.115
lC 1043 ( )
Dessa forma, o tamanho do universo ¢ inicialmente muito maior que o tamanho da
regiao causal, porém, a teoria do Big Bang quente afirma que a expansao do universo
primordial é desacelerada, decorrente da gravidade ser sempre atrativa, portanto, a re-

gido causal é sempre maior que o universo observavel. Assim, é definido o problema do

horizonte.
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Capitulo 2

Inflacao Cdésmica

A Teoria da Inflagado Césmica foi formulada, em 1981, pelo fisico Alan Guth com
o propésito de solucionar os problemas apresentados pelo Modelo Cosmologico Padrao
relacionados as condigoes iniciais do universo primordial [18]. Assim, Guth ressaltou que
0 universo passou por uma fase de expansao acelerada na qual a densidade de energia
predominante correspondia a de um campo escalar ¢, denominado inflaton [19][20]. Dessa
maneira, ao final do periodo de inflacdo, o universo passaria por uma fase de reaqueci-
mento que refere-se ao momento em que o campo atingisse um valor minimo, em seguida,
haveria um aumento da entropia dando inicio a criacdo de particulas e originando um
novo universo cujas condi¢oes podem ser esclarecidas pela teoria do Big Bang quente.

Como pesquisador da teoria de fisica de particulas, Guth baseia suas ideias na fisica
do estado s6lido e em mecénica estatistica. Entao, com o intuito de resolver o problema dos
monopolos magnéticos que consistia em sua abundéncia nao se apresentar relativamente
igual ao de um monopolo por barion, ele faz referéncia as propriedades das teorias de
grande unificacao das forcas, notando que esta previa a criagao de uma grande quantidade
de tais monopolos magnéticos. Contudo, Guth notou que para resolver esse problema
deveria haver uma quebra de simetria associada a um campo escalar, fazendo com que
0 universo passasse por uma rapida expansao sendo a responsavel pelo desaparecimento

dos monopolos magnéticos.
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Portanto, podemos afirmar que a inflacdo compreende duas fases, sendo uma do-
minada pelo campo escalar ¢ e a outra se remetendo ao reaquecimento, ou seja, com o
decaimento de ¢.

Assumindo que a dinamica do universo é governada pelas equacoes de Friedmann,
considerando uma fase de expansao acelerada, ou seja, ¢ > 0, entdo, a equacao da ace-
leragdo d/a = —(p + 3p)/3 mostra que para um regime inflacionério, temos w < —1/3.
Supondo a inflagdo como uma fase dominada pela constante cosmolodgica, teremos para

as equacoes de Friedmann:

de modo que o fator de escala evolui exponencialmente com o tempo fisico, desse modo:

a x exp(Ht).

Também vale frisar que a fase inflacionaria nao trata-se de um modelo padrao,
também ha hipoteses de campos vetoriais, branas, teorias de cordas, lagrangeanas nao-
candnicas, gravitacao modificada e outros [21]. Por outro lado, a ideia de um campo
escalar submetido a um potencial foi a que se apresentou mais satisfatoria dentre os
outros modelos. Contudo, é frequente a busca de uma forma de potencial que iniciasse o

regime inflacionario e solucionasse os problemas do modelo padrao.

2.1 Resolvendo o Problema da Planura

O espectro de flutuacoes na temperatura da Radiacao Césmica de Fundo, juntamente
com medidas do valor atual do parametro de Hubble favorecem que €2, =~ 0, ou seja,

fazendo-se uma aproximacgao, o universo apresenta geometria plana.
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Sabendo que a evolugao do parametro de densidade é dada por

O—1=—— (2.1)

H

se a < eflt) entdo, | — 1] o e2H?,

Considerando instantes inicial e final:

’Qf _ 1’ — €*2H(tf*ti)

0 —1].

Desse modo, mesmo que o universo esteja fora da planura no inicio do regime in-
flacionario, se decorridos um ntmero, por exemplo, de 100H (t; — t;) para a duracdo da
inflagdo, temos [29]

| — 1] = e 200

Y

e o universo no fim da inflacdo é muito proximo da planura. Contudo, faz-se necessario
que H(ty —t;) seja de acordo com a literatura, assim, com valor da ordem de 75 [29)],
podendo ser ainda maior, desde que os dados observacionais sejam consistentes com um

parametro de densidade muito préximo da unidade hoje, ou seja, [y — 1| < 1.

2.2 Resolvendo o Problema do Horizonte
Sabendo que o horizonte de particulas é dado por:

i

0 a

dpor(t) = a(t)

Considerando a fase dominada por radiacao, temos que

dt

ti
dhor(ti) = az’/ ——5 — 2t2
0
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Onde para o fim do regime inflacionario:

ti dt ty dt
— q.pH 1) . .
dpor(ty) = aje /0 £\ 1/2 + ‘/tz a;eH(t—t)

Resultando em [15]:

dhor(tf) = M=) (24, 4 H1).

Dai, admitindo H~! = ¢;, entdo:
dhor(tf) = BH(tf_ti) (3t,)

Com o fim do periodo inflacionario, o horizonte volta a crescer linearmente com o
tempo. Dessa maneira, o periodo inflacionario torna possivel o contato causal por um
fator ef(tr—ti),

Em outras palavras, a inflacdo inicia quando o universo tem cerca de 1073* seg e
dura aproximadamente 10732 seg, assim, nesse intervalo de tempo, a expansao do universo

corresponde a aproximadamente €% ~ 10%. Portanto, desde a nucleossintese primordial

até o instante presente expande de um fator em torno de 10'* [25].

2.3 O Inflaton

Considerando um modelo dindmico para a energia escura, onde um campo escalar
homogéneo e isotropico responde pela aceleragao cosmica do universo, dai, para uma a¢ao

de Einstein-Hilbert, temos

5= [dey=g <—iR + L6, augb)) | (2.2)
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onde L(¢,0,¢) é a lagrangeana do campo ¢, definida por

L= 10,600~ V(6). 2.3

sendo V' (¢) o potencial associado ao campo ¢.

Variando a acao em relagao a métrica, teremos o tensor energia-momento, dado por
1 «
Tuu = u¢&/¢ — Guw 59 ﬁaa(baﬁ(ﬁ - V(¢) : (24)

Agora, determinando as densidades de energia e pressao do campo escalar, ou seja,

po= 58+ V(8) (25)

po= 58~ V(o). 2.6

Portanto, para a equagao de estado, temos

1.
- V(s
%:m:%m. (2.7)
Po 5952 + V(o)

Utilizando os resultados obtidos nas expressoes (2.5) e (2.6), podemos reescrever as

equagoes de Friedmann como

=2 (5 ve) - 5 (2.8

o) aGeove). e

lembrando que o pardmetro de Hubble é dado por H = a/a, entdo, calculando sua derivada
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temporal, ficamos com

combinando a equagao acima com as equagoes de Friedmann, entao

. 1 2k
H=_—"(pt3p)—pr ™
3(p+ D) 3Pt s

Fazendo p = pg e p = py, e considerando um modelo plano, teremos:

=

(2.10)

Relacionando as equagoes (2.8) e (2.10), podemos encontrar o potencial associado, assim,

3 1.
V=-H+_H.
2T

(2.11)

Em temperaturas mais elevadas o potencial associado ao inflaton possui um ponto

de equilibrio quando ¢ = 0. Conforme a temperatura diminui, o potencial comeca a

desenvolver um segundo ponto de equilibrio como representado na figura 2.1.

V()

Figura 2.1: Potencial do campo escalar. A curva "A'"apresenta apenas um ponto de equilibrio,
isso ocorre a altas temperaturas. As curvas "B", "C'e "D'apresentam um segundo ponto de
equilibrio com a queda da temperatura. A curva "E'apresenta um segundo ponto de equilibrio,

porém, em um ponto abaixo da temperatura critica. Fonte: OLIVEIRA, M. C. B., 2010.
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Abaixo de uma certa temperatura critica este novo ponto de equilibrio tornou-se o
ponto de equilibrio estavel, também chamado vacuo verdadeiro, e o anterior tornou-se um

ponto de equilibrio metaestavel, ou falso vacuo [21], conforme a figura 2.2.

Falzo Vicuwo

Vitue Verdadeiro

Figura 2.2: Potencial do campo escalar. Em ¢ = 0, o campo se encontra no estado de falso
vacuo. Abaixo da temperatura critica o campo se encontra no estado de vacuo verdadeiro.

Fonte: OLIVEIRA, M. C. B., 2010.

Desse modo, é possivel que haja um tunelamento do campo escalar do estado de
falso vacuo para o verdadeiro vacuo. Em certas regioes do universo, este tunelamento
ocorrerd, e o campo passarda a ocupar o ponto de equilibrio estével do potencial [14]. A
fronteira entre estes dois estados corresponde a uma regiao na qual a energia se apresenta
na forma de calor latente [30][31].

Considerando a métrica de FLRW, temos para o determinante:

6 3
g=—a = —g=a,

e de acordo com a equagao (2.3), vem que

L= 500006~ V(6) = 58 ~ V(9. (2.12)

Tendo em vista a equacao de Euler-Lagrange, dada por
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oL oL

Portanto, através das equagoes (2.12) e (2.13), entdo,

1 0
veid e

Assim, fazendo uso do determinante da métrica de FLRW e substituindo a equagao (2.12)

(2.14)

oL\ oc
- 5

em (2.14), teremos

d+3Ho+ V=0, (2.15)

a qual representa a equacao de movimento do campo inflaton, ou seja, é a equagao de
Klein-Gordon remetendo a dinamica de campos escalares, onde o indice ¢ descreve a
derivada em relagao ao campo.

A equagao de movimento também pode ser obtida substituindo-se as equagoes (2.5)

e (2.6) na equagao de continuidade (1.28).

2.4 Rolagem Lenta (Slow-Roll)

A aproximacao de rolagem lenta consiste em assumir que a energia cinética do campo

inflaton é muito menor que sua energia potencial, ou seja,
o < V(9), (2.16)

assim, para a equagao de estado do caso em questao, temos

Nessa situacao, o inflaton se comportaria como a equacao de estado de uma constante
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cosmoldgica, em outras palavras, a expansao do universo seria quase exponencial. Dessa

forma, a equacao de expansao de Friedmann para um universo plano é dada por
H? =~ 2V (¢). (2.17)

Consequentemente, considerando também que a aceleracao do inflaton seja muito

menor que sua velocidade, entao,

¢ < 3H¢, (2.18)

sendo 3H qb um termo de viscosidade responséavel pela rolagem lenta do campo inflaton
em direcdo ao minimo do potencial. Portanto, de acordo com a equagdo de movimento

(2.15), temos
Vo

O~ ~3r (2.19)

Partindo do conceito de inflagdo, vem que d > 0, dai, como descrito anteriormente,

i a
—=H+H=1>——. 2.20
a + H? ( )
Agora, introduzindo dois termos €(¢) e n(¢) como parametros para as condi¢oes de

rolagem lenta e definindo a massa reduzida de Planck como Mp = (87G) /2, assim, para

a equagao (2.17), temos

V(9)
H? = . 2.21
303 (2.21)
Combinando as equagoes (2.10), (2.19) e (2.21), ficamos com
p Yo M (2.22)
- 3 V(9) '
, o
e definindo €(¢) = 72 teremos
MET V1
e(¢) = —L£ ¢] < 1. 2.23
0= |75 229



De maneira ansloga, considerando ¢ < Vy, entao, para a definigdo de n(¢), temos:

n(¢) = M,%% <1, (2.24)

onde o indice ¢¢ representa a derivada segunda em relacao ao campo. Sendo os termos
€(¢) e n(¢) definidos como pardmetros de rolagem lenta.

Como a inflacdo cosmica nos remete a uma expansao acelerada, entao, deve haver um
resfriamento seguido de um reaquecimento no qual corresponde a formacao de estruturas.
Dessa forma, a rolagem lenta ocorre quando o potencial V' (¢) domina o termo de energia
cinética 2 /2 como demonstrado na figura 2.3. Apds o periodo de reaquecimento inicia-se

a era da radiacao.

dcms $end Reheating

N

<

Ad

Figura 2.3: Potencial do inflaton no regime de rolagem lenta(slow-roll). Nesse caso, o potencial
domina o termo cinético. Apdés o campo inflaton atingir seu ponto minimo, hd um reaqueci-
mento dando inicio a era da radiacdo. Fonte: BAUMANN, D. TASI lectures on inflation. ArXiv
0907.5424, jul. 2009. 30, 31, 32, 37, 41.

Na teoria da velha inflagdo o reaquecimento ocorre em virtude da transicao de fase
onde o ponto da temperatura critica resulta num periodo de surgimento de bolhas cujas
colisoes transformam a energia cinética em energia térmica. Tal teoria estudada por Alan

Guth em Teorias de Grande Unificacao nao considera a inflagdo das proprias bolhas [29].

Contudo, a teoria da nova inflacdo admite que esta ocorre somente apds a transicao de
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fase gerando modelos dependendo das condic¢oes iniciais do potencial.
1
Sabendo que o potencial é dado por V(¢) = §m2¢2, entao podemos reescrever a
equagao (2.19) como

3H¢p +m?p =0, (2.25)
e considerando a equagao (2.17), vem que:

1 1
H? = §m2¢2 = H= %m¢. (2.26)

Assim, substituindo a equagdo (2.26) em (2.25), e dividindo ambos os membros por ¢ e

m, temos
3 . ) V3
757 0=F3 (2.27)
Integrando a expressao acima,
V3
o= $?mt + constante . (2.28)

—®q

O resultado acima refere-se ao campo escalar inflaton. Assim, podemos notar que seu valor
varia linearmente com tempo nos dando a possibilidade de obter duas retas representadas

na figura 2.4.

Inflaton

{} campo final

$ Inconsistente

campo inicial

campo inicial

\ => Tempo
campo final

Figura 2.4: Variacao do campo escalar inflaton em relagao ao tempo.
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No entanto, de acordo com a equacio (2.28) temos que Ginicial > @ fina NOs infor-
mando sobre a inconsisténcia da reta onde Qiniciat < @ final-

Substituindo a equagdo (2.28) em (2.26), teremos

H = L777, <$\/§mt —+ ¢z>

/3 3
a 1, 1
— = F-m*t + —mg;.
" :F3m + \/gmqb
. d(l )
Fazendo a4 _ ( na)’ logo, Ina = i gdt, entao,
a dt a

1, [t 1
Ina = F-m* | = | + —=me;t + constante.

3"\ 2 )T

Portanto, teremos para o fator de escala:

1 1
a(t) = agexp l¢m2t2 + —=mao;t + constante| . (2:29)

6 V3

Dessa forma, vemos que o fator de escala varia exponencialmente com o tempo.
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Capitulo 3

Modelos Inflacionarios

No desenvolvimento de um modelo inflacionario precisamos propor uma teoria que
conecte o fim deste periodo com o inicio da era da radiagdo, assim, determinando a
forma do potencial responsavel por tal transicdo. Ha dois tipos de classes de modelos
inflaciondrios sendo um possuindo apenas um campo escalar(inflaton) onde sua dindmica
¢ descrita por um potencial V' (¢), e outro que além do campo escalar inflaton também

apresenta o campo escalar Jordan-Brans-Dicke [32][33].

3.1 Modelos com Campo Simples

Os modelos inflacionarios com campo simples correspondem aos casos onde ha ape-
nas um campo escalar, o inflaton. Este campo rola vagarosamente partindo de um valor
inicial ¢; para um final ¢; atingindo assim, seu valor minimo em virtude da influéncia de
seu potencial V(¢). No caso do inflaton, seu valor de minimo pode ser maior ou menor
que seu valor inicial [32]. Assim, o final da inflagdo se satisfaz quando cessam as condigoes
de rolagem lenta, ou seja, ao se atingir esse ponto de minimo, dai, da-se inicio a era da

radiagao.
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3.1.1 Inflacao Cadtica

A inflagdo cadtica é composta por um campo escalar inflaton acoplado a gravidade,

o qual o potencial é dado por

V() = =m?¢*. (3.1)

Portanto, das definigdes dos pardmetros de rolagem lenta nas equagoes (2.23) e

(2.24), temos
2

M2 | m2¢ 2M3
~m2g2
2
e também,
m? 2M2
n(¢) = Mp | 5 = d)gp. (3.3)
~m2g?
2

= >
0

Figura 3.1: Potencial do modelo de inflagao cadtica. O campo ¢ se comporta como um oscilador
harmoénico oscilando no ponto de minimo. Fonte: FIGUEIRO, M. F., 2005.

Assim, para o minimo deste potencial temos que ¢ = 0, ou seja, o campo ¢ se
comportaria como um oscilador harmoénico oscilando neste ponto de minimo, como de-
monstrado na figura 3.1. Nesse caso, o modelo é conhecido por apresentar um campo
inflaton de tal forma que este parte de um valor maximo e evolui em dire¢ao ao seu ponto
de minimo e sua equagao de movimento serd dada de forma analoga a equacao (2.15), ou
seja,

¢+ 3Ho+m?¢p =0, (3.4)
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sendo 3H ¢ considerado como um termo de amortecimento.

Para a equacao de Friedmann, esta é representada por

g2 <1¢'2 L 1m2¢2> Lk (3.5)
3\2 2 a?

Considerando que o campo ¢ seja suficientemente grande obedecendo a parametriza-
cao slow-roll, entao, o termo de amortecimento também deve assumir valores elevados de
forma que ¢ move-se lentamente. Assim, neste estagio, a densidade de energia do campo
¢ permanece quase constante e a expansao do universo se d4 com uma velocidade bem
maior do que na antiga teoria cosmoldgica [20].

Sabendo que o fator de escala deve apresentar um rapido crescimento, ao contrario
do campo ¢ que cresce lentamente, entao, valem as condigoes

3H¢ > ¢ 5.

122 1'2
2m¢ >>2¢.

Dessa maneira, reescrevendo as equagoes (3.4) e (3.5), ficamos, respectivamente, com

3Ho = —m?o (3.7)
€
H? = ;)ngbQ + C’; (3.8)

Consequentemente, ap6s terminarem as condi¢oes de rolagem lenta, a inflagdo chega ao

seu fim. Para este tipo de potencial o indice espectral é dado por

M2
nk)y=1+2n=1+ 4¢—2P. (3.9)

Dessa forma, a informacao sobre as flutuacoes da densidade de matéria é determi-

nada pela amplitude das flutuagoes primordiais, ou seja, da inflagdo césmica e do indice
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espectral, que mede como as flutuacoes alteram-se com a escala, tal grandeza, de acordo

com os dados observacionais do WMAP, se aproxima de 1.

3.1.2 Inflacao com Potencial Quartico

Para esse modelo, o potencial é dado por

V(g) = 2. (3.10)

Para os parametros de rolagem lenta, ficamos com:

2

M2 | \? 8M?
«(9) =5 |3 =5 (3.11)
Z
4
e
5 | 3\ 12M3
@) =Mp | — | = —7— (3.12)
A | T 0
4
Nesse caso, temos que a equacao de estado pode ser escrita como
b+ 3Hop+ \p® = 0. (3.13)
E para a equacao de Friedmann:
2(1 . A k
H*=Z(2¢*+ 20| + —. 14
3<2¢+4¢>+a2 (3.14)
Dai, o indice espectral é representado por
M2
n(k) =1+ 24—2L. (3.15)

¢2

26



3.1.3 Inflacao Natural

Esse modelo é conhecido na literatura por apresentar inicialmente um campo ma-

ximo, neste caso, o potencial em questao é dado por

vx¢)=7n4[1+mms<?>], (3.16)

sendo m e f duas escalas de massa.

Para os parametros de rolagem lenta, temos

m? [— sin <¢> 11 2 sin <¢> 2
M3 f)f M} f
R Py ) B ey )
f f

e para 1)(¢),

[m‘* oS (¢> 1] oS <¢>
f) A Mg /

(¢) = —Mjp =——0 :
R =) R )

portanto, percebemos que os parametros acima nao dependem de m. A inflagdo inicia

(3.18)

quando o ponto inicial do campo escalar inflaton for aproximadamente nulo e apds seu
ponto de minimo, ou seja, em ¢y = 7f, como podemos ver na figura 3.2, dando assim,
inicio a era da radiacao.

Para a equacgdo de movimento, teremos

¢+ 3H¢p+ m? [— sin <?) 1] =0, (3.19)

Reescrevendo a equacao de Friedmann:

Lo, oy ¢ k

o7

H? =

GV )



Vo) A

H{\\\\\a’// %

Figura 3.2: Potencial do modelo de inflacao natural. Para este modelo, a infla¢do inicia quando
o campo ¢ for aproximadamente nulo. Fonte: FIGUEIRO, M. F., 2005.

Considerando que no inicio da inflacdo temos as condigoes:

3H) > ¢

_ (3.21
m* [1 + cos (?)] > ;aﬁQ )

entao, para as equagoes de movimento e de Friedmann, teremos, respectivamente:

3Hp = m* [sin () 1] (3.22)

(2]} £ o2

Em relagao ao indice espectral, ficaremos com

0
()
n(k)=1-2
I? ¢
[1 ~+ cos <f>]

3.1.4 Inflacao com Potencial Quadratico Invertido

(3.24)

Neste caso, o potencial é descrito por
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1
V:%—§m2¢2—0—

Assim, para os parametros de rolagem lenta, temos

M2 4 42
(o) = or T
(Vo gmeer+)
€
2
n(¢) = —Mp =

(VO - ;m2¢2 + ) |

Utilizando esse potencial para as equagoes de movimento e de Friedmann, dai,

b+ 3Hd—m?p =0

2 k

1. 1
H*="C <2¢2+VO— §m2gb2+ ) + —.

3

a2

Assim, para o indice espestral, vem que

m2

n(k)=1+2n=1-2M3

<V0 — ;m%b? + > .

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

3.1.5 Inflacao com Potenciais de Terceira Ordem ou Superior

Considerando o potencial abaixo:

V(g) = Vo(l — puo® + ...)

com p > 3, dai, para os parametros de rolagem lenta:
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ME  [Vopug'']P MR VEppteeV

e(p) = = 3.32
(¢) 2 Vo1 — pg? + ..)] 2 VE(1 — pgr + ...)2 (3:32)
e
o [=pp(p — 1)VogP ]
— . 3.33
Escrevendo a equacao de movimento, teremos
é+3Hd — Vopug?™ ' = 0. (3.34)
E da equagao de Friedmann:
2711 . k
2 _ 2242 _ _
H 3 2¢ + Vo(1 — pe? + ...)| + pox (3.35)
Calculando o indice espectral:
[—pp(p — 1)Vod"?
n(k) =142n=1-2M; : 3.36
(k) n P Vo1 — g + ) (3.36)
3.1.6 Inflacao com Outro Tipo de Potencial
Dado o potencial abaixo:
_ ¢
V(p)=Vo |1 —exp|—q : (3.37)
Mp

Para os pardmetros €(¢) e n(¢), temos
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exrp (—qﬁ)
n(¢) = —¢* - T (3.39)
1— g
e (o)
Assim, para a equagdo de movimento:
; AL —q9
H -— — | =0. A4
o+3 ¢+Mpexp<MP> 0 (3.40)
E para a equagao de Friedmann:
2 (1. 0] k
H? =23 ¢2 1— —q— —. 41
S ) P
O indice espectral para o caso em questao é dado por
exp (—qﬂj)
n(k)=142n=1-2¢ r (3.42)

3.2 Inflacao Hibrida

A inflacao hibrida é caracterizada pela acdo de um segundo campo escalar, assim,
dado abaixo um potencial de segunda ordem,
1

V(6,0) = Vo b om?6? — Smde? 4 A+ X2 (3.43)

sendo Vo = mjM?/4 e mj, = AM? e X e X sdo as constantes de acoplamento de auto
interacado do campo ¢ e da interacao dos campos escalares. Nesse modelo, o campo
permanece fixo até que ¢ atinja ¢., em seguida, ¥ ¢é desestabilizado alcangando o vacuo
verdadeiro, o que caracteriza o fim da inflagao [20].

Na figura 3.3 podemos ver como se da o comportamento do potencial em relagdo ao

inflaton. Para este caso, a inflagdo ocorre sob o potencial quadratico
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1
V:v@+§m%9 (3.44)
até que o campo escalar inflaton alcance seu valor critico.

'

7 > X

Figura 3.3: Potencial do modelo de inflacao hibrida. Nesse modelo, o campo v permanece fixo
até que ¢ atinja ¢.. Fonte: FIGUEIRO, M. F., 2005.

Dos parametros de rolagem lenta, ficamos com:

M2 2
€(¢) = =~ ﬁé (3.45)
Vo+ m2¢2
(§]
2
n(¢) = M | ———| . (3.46)
Vb + §m2¢2

Quanto as equagoes de movimento de ambos os campos, temos:

é+3H¢+ Vie.w) _,
SR a7
v+ 3HY —|— go =0
E na equagao de Friedmann:
2 _2[Llia Lo L
H? = 2 |S@8+ 507+ V(6,9)| + . (3.48)
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Capitulo 4

Acoplamento entre os Campos de
Axions e Eletromagnético como

Candidato a Energia Escura

Observagoes recentes tém demonstrado que o universo é composto aproximadamente
de 70% de energia escura e 20% de matéria escura [15]. Como descrito anteriormente, uma
de suas maiores evidéncias esta relacionada aos efeitos gravitacionais, como por exemplo,
as velocidades orbitais das galaxias no aglomerado de Coma. Tendo em vista que ha
diversos modelos que buscam explicar a natureza da energia e matéria escuras [34], dentre
estes também ha aqueles que as abordam considerando campos escalares.

Em 1977 foi postulado por Roberto D. Peccei e Helen R. Quinn a existéncia de um
béson hipotético de spin zero, o axion. Tendo em vista que a falta de violacao de pari-
dade(P) e carga paridade(CP) nas interagoes fortes é conhecida como "o grande problema
de CP", pois requer um parametro de interacdo na forga forte extremamente pequeno,
porém, nao nulo. Portanto, com o propédsito de explicar porque as interacoes fortes e ele-
tromagnéticas conservam paridade e carga paridade apesar das interagoes fracas violarem
estas simetrias [39]. Um campo que além de solucionar o problema da CP forte em cro-

modindmica quéntica e também é um grande candidato a matéria escura é o axion [35],
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o qual trata-se de um campo pseudo-escalar. Sua massa pode ser consideranda um para-
metro livre, e que estd relacionada a escala em que a simetria Peccei-Quinn é quebrada
[36].

Embora nunca tenham sido diretamente observados, sua teoria prediz que os axions
sao criados quando fétons interagem com campos magnéticos ou cargas elétricas, o que
acontece nas estrelas, de modo que observacoes astrofisicas podem colocar limites nas
taxas de produgao de axions [37].

Quanto a energia escura, esta também poderia surgir de outro campo pseudo-escalar,
ou seja, um novo axion o qual se acopla linearmente a densidade de Pontryagin de um
campo de gauge niao-abeliano operando a escalas de altas energias [38].

Considerando a interacao dos fétons com a intensidade do campo eletromagnético
resultando num axion, logo, temos o tensor F*” o qual descreve tal campo. Assim, o tensor
do campo eletromagnético é representado por uma matriz 4 x 4 antissimétrica tendo como
nulos os termos da diagonal principal, apresentando dessa maneira, seis componentes
independentes.

Portanto, definido como F* = gFAY — 0¥ A*, temos

0 E,  E, E.

-E, 0 -B. B,
P =

~E, B. 0 -B,

~E. =B, B, 0

~ 1
Por outro lado, definindo um tensor dual como sendo F* = 56”"“”F P onde €””* sao
os simbolos de Levi-Civita em 4 dimensoes. Dessa forma, para uma mudanca de F' = F,

temos que E=BeB= —E, ou seja,
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Considerando a métrica ds* = cdt* — a(t)*(dz* + dy* + dz*), onde c é a velocidade
da luz e a(t) é o fator de escala no instante ¢, calculando o produto entre duas matrizes do
tensor do campo eletromagnético sendo uma covariante e a outra contravariante, ficamos

com

F,, F" = 2(a*B? — a*E?).

4.1 Equacao de Movimento para as Lagrangeanas Aco-
pladas

Considerando uma lagrangeana definida por:

£:£M+£¢+£AC (4.1)

_A
f

lagrangeanas de Maxwell, campo de axions, referente a parte livre, e acoplamento do

¢F,, F* correspondem as

1 1
onde Ly, = _ZFWFW’ Ly = 5 L PO D — V(¢) e Lac =

campo de axions, respectivamente. Dai, teremos:

L= —iFWF“” + ;augb@“gb — V(o) — ;ngWFW. (4.2)

Para encontrar a equagao de movimento da lagrangeana acima para F},, calcularemos

a derivada covariante deste tensor, definida por V. 7% = 9.7% + T'4, 7% + T T assim:
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VoF 4V F%¥ 4 Vo F? 4 V3 F3P 4

_4f>\ [EMVB080(¢FHV> + eﬂvﬁlal (¢Fuu) + eﬂl/ﬁ282(¢Fm,) + 5””5383(¢FMV)} =0. (4_3)

Para 8 = 0, temos:

E, E,
—81Ex —82Ey - — —83EZ _—— = EyCOt99 +
‘/—’10 r T
ViF Vo F20 V3 30
4\

3 (700 ($F ) + € 01 ($F ) + € %0s($Fpw) + ¢ P05(F,,)| = 0. (44)

Assim, desconsiderando os termos nulos e na condi¢ao que o campo escalar ¢ depende

apenas do tempo, entao

2F
——= — E,cotgh = 0. (4.5)
r

Para g =1, temos:

AN
OoEx + EH —0,B. + E,H + 05B, + E.H — B.cotg) —— [¢""°0y¢ F,,,| = 0.

f

VoFOl V2F21 V3F31

Cujos termos nao nulos resultam em
8\ .
OE, +3E.H — B,cotgh — 7(2531 =0. (4.6)

Para g = 2, temos:

B, B, 4\
OB, + EyH + 0B, + E)H + == 03B, + E,H + == —— [ 0y¢ F,,,| = 0.
— r r f
Vo F02 v, F12 V4 32
Resultando em
2B, 8\

E, +3E,H + ¢B, = 0. (4.7)

ro
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Para 8 = 3, logo:

B B 4\
OE: + E.H—0\B, + E.H — = + 0,B, + E.H — =* 4 Bycotg) —— [ 006 F, | = 0.
—_— r r f

V0F03

V1 F13 Vo F23

Assim, temos que
2B 8\ .
OE, +3E.H — — 4 B,cotgh — 7¢Bz =0. (4.8)
T

Portanto, escrevendo a equagao de movimento na forma covariante, entao, para a

representacao temporal, ficamos com

8A

V. E* = 7(&@)3‘1, (4.9)
enquanto para a parte espacial, temos que
o o ocaf 8\ oaf o
VoE’ +2HE® — ¢#*fV By = 3 (7000 E + 0a0B7) (4.10)

4.2 Tensor Energia Momento dos Campos Eletromag-
nético e de Axions
Partindo da definicao do tensor energia momento:

s 2 0L
V=g egn

(4.11)

Considerando inicialmente a parcela que corresponde a lagrangeana de Maxwell, a

qual podemos representa-la por:

1 1
Ly = _ZFH)\FpO'nggAU\/—_ = —ZFQ\/—_Q-
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sendo

dai:

Assim, substituindo na expressao que define o tensor energia momento, ficamos com:

2§ (1 i
™ = ——o (—4FHAFpog e \/—g>
vV nuv
2 1 [ 1 F?
= ——(209"")g* FzFoor/—g — —0r/—
\/—_gégwlzl( A g]

5v/—q = ——V;ggmég“, (4.12)

2 1 1 F?./—g
™ = ——_ ——F°F, \/—g6g"" — — YL (—g,0g"™

\/_—g(sgw/[ 9 R TP gog 4 9 ( gkx0g )
F? 0g"*

} [_F <+ 4%1 50

Guv

g F2 K 124
) PR

g v 1/1 loa
= PR, — " F P,

Portanto:

1

o = Lpel’y, — guuz pUFpU. (413)

Agora, calculando Ty, onde temos que goo = 1 € F,, F'*7 = 2(a4§2 - a252), entao:

1
Too = FOO'FOU - gooinaF’m
1 ,= 1 .,-
= —a’E? - d®E? — ®E? — —a'B* + ~a*FE?
* Y 2 2

1, 4= _
= —§(a2E2+a4BQ). (4.14)
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Para T}, temos g1, = —a?, entdo:

1
Thw = FiF°— gninanU
= —a°B?+ §a6B2 — §a4E2 + a4E§ + aGBi

1 . .
= -3 (a632 + a4E2) +a'E? + a°B2.

2 )
Para T, com g9 = —a~, logo:

1
Toy = FyF,7 — 9221FPUFPU
= —aB*+ §a632 — §a4E2 + a4E§ + aﬁBj

1 — —,
= -3 (a632 + a4E2) + a4E§ + aGBs.
E para Tss, ficamos com ¢33 = —a?, dafi:

1
Tzg = F3,F57 — 9331FpanU
= —aB*+ §a632 — §a4E2 + a4Ef + a®B?

1 — —,
= -3 (a632 + a4E2) +a*E? + B2

(4.15)

(4.16)

(4.17)

Dessa maneira, representando o tensor energia momento por uma matriz 4 X 4,

teremos

uv

Notemos que o traco da matriz acima referente ao tensor energia momento associado

a métrica com assinatura (+,—, —, —) apresenta valor nulo. Em relagdo aos resultados

que compoem a matriz, a componente tempo-tempo representa a densidade de energia,

as componentes tempo-espaco representam o fluxo de energia, as componentes espago-
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tempo representam a densidade de momento em uma determinada direcao, e por fim, as
componentes espago-espaco representam a forca exercida em uma determinada diregao
por unidade de area correspondente, ou seja, trata-se da pressao.

Assim, definindo a densidade de energia como sendo
]_ -, -,
pu =T = " T = —§(a2E2 +a'B?) (4.18)

e para as demais componentes da diagonal principal, temos

1 = -

Tt =g"Ty = B (a4B2 + a2E2> —a’E? — a'B2, (4.19)
1 = -

T,% = ¢PTy, = 3 <a482 + a2E2> _ azE; _ a4B§, (4.20)
1 — —,

T, = ¢ Ty = 3 <a432 + a2E2> — 2E? — ¢*B2. (4.21)

Assim como nos gases perfeitos, podemos considerar a situagdo em questao como

um "gas'de fotons, portanto:

%

1
Como o trago ¢ nulo, entdao Tr = p —3p =0, dai p = gp, ou seja,
L9 4732
v = —6(a E* 4+ a*B?). (4.22)
Consequentemente, para a equacao de estado, teremos:

wy = M _ (4.23)



Agora, considerando a lagrangeana correspondente ao acoplamento do campo de

axion, temos

Laic = —;QSFWFW. (4.24)

Dai, para o tensor energia momento e utilizando a expressao (4.12), ficamos com

2 0 | A n K o
™ = ﬁég —?aﬁFmegg P g \/—g]
220
2 1 [ A PN Vi A e
- \/__g(;g _?¢(25g )g FH}\FPO'\/_ _?QbFH)\FpUg q 5«/—9
mv |
2 1 [ 2x _ A . Yoy
T f¢F“UF”“ _gégw+fF *ﬂ*ng”"gmg‘qgmg“A]
2
AN 09 AL - Agmég&]
= _7[?”6‘717(7 +7FH Er
f g f 0 Gy
4\ - Y -
= f¢ EFpeg™ g™ _;b FaF™gog™ g™
—_—
L =Fhrofv, =ghv F\ Fm2
Y0 Ao

= EFMEY — g FoF
f F

Podendo ser reescrito como

4\ . h .
= ffb EF° — guVJ?F“AFNA. (4.25)

Em relacao ao produto do tensor contravariante do campo eletromagnético com o

tensor dual na forma covariante, temos:

F*E = —2(a*E - B + a*E - B). (4.26)

Agora, calculando as componentes da diagonal principal, teremos:
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4\ A
Too = jFOUFU oo QSF'”\FH,\
/ /
4 — — — —
= —ﬁcﬁE-BJrzw 2F. B+ 2°F ? «*‘FE - B
f f
2 S o S5 o
= ;\(b(a“E-B—aQE-B), (4.27)
4\
T = fngmFlU—gan F,
AN g= = 20D o= = 2M 4= = 4No 6
= E-B—~"2dFE-B—-"2¢*E-B+ = (¢*E,B, — «°E,.B,
f f f f ( )
2\ Lo L oo 4
— f¢(a6E B—a4E-B)+;\(ﬁ(a‘LEIBI—a(iExBx), (4.28)
4\ . A
Toy = fng%on—gzz;bF“)‘Fm\
AN 6= 5 20 gz = 20 4= = 4N
= a°E - B — aE-B - "2¢*E-B+ -~~~ (a*E,B, — a°E,B
f f f f ( )
2\ Lo Lo~ 4N
— f¢( SE.B—d*E - B)+f¢(a4EyBy a°E,B,) (4.29)
4\ . A _
Ty3 = fngBGF30 g33]§bFﬂ)\FI{)\
A0 o= = 20 4= = 2>\<;54 = ANG 6
= Tqg «FE-B—-—"2¢*F-B+ 2 (a*E.B, E.B
f f f f ( )
2\ L L oo 4
— f‘ﬁ( E a*E - B) + ;‘ﬁ( ‘E.B, — d°E.B.). (4.30)

Procedendo da mesma forma do caso no campo eletromagnético, temos para a den-

sidade de energia:
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2\

pac =T,° = g"Ty = 7

“Z(a"E - B - d®E - B). (4.31)

E para as outras componentes da diagonal principal, estas sao dadas por:

2 = 5 oo 4

Tll == gllT11 — —;@( E B - CLQE : B) ;¢< 2E B 4E$B$)7 (432)
22X, 4 = S o 4N

Ty = g% Ty = —Jfb( E-B-a*E-B) - f“b( °E,B, — a'E,B,), (4.33)
2 — — — 4

Ty* = g% T35 = —jf)( ‘E-B—d’E-B) - jfb( °E.B. — a*E.B,). (4.34)

Portanto, percebemos, realizando a soma das quatro expressoes acima, que o trago

¢ nulo, ou seja, o campo de axion se comporta como uma radiagao eletromagnética, dessa

1
forma, assim como no caso anterior, também temos que p = gp, ou seja,

2\ L L
pAC:3J§b(a4E-B—a2E~ ). (4.35)

, . . . 1
Como também descrito anteriormente para a equagao de estado teremos wyc = 3

4.3 Equacao de movimento para ¢ e Regime de Ro-
lagem Lenta

Partindo da defini¢ao da lagrangeana expressa na equagao (4.2), podemos fazer uso

da equagao de Euler-Lagrange em (2.14) e encontrar a equagao de movimento para ¢,
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assim,

. i N o= o LS
¢+3Hp+V, — 7(a2E-B+a4E-B) = 0. (4.36)

Considerando um regime de rolagem lenta e adotando para o modelo do poten-
cial acima correspondendo a uma inflagdo cadtica como expressado na equacao (3.1) e
admitindo H ~ 0 para t > 1, entao,

m2¢p —

¥ [0*(t) + a'(t)| (E- B) =0, (4.37)

Fazendo uma analogia com o oscilador harmonico for¢ado amortecido, temos

i+ bt + wixr = F(t) (4.38)
onde
= Awt
, (4.39)
F = F()wt

entdo, assim como na equagao (4.37), desconsiderando os termos # e b na equagao (4.38),
sendo este ultimo proporcional a H, teremos
wi Awt = Fywt. (4.40)

Consequentemente,

—wt, (4.41)

agora, considerando a? = y, entdo, para o somatério dos fatores de escala expressos em
2A — —
(4.37) e considerando a equagdo (4.39), logo, F' = i [a*(t) + a*(t)] (E - B), dai,
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[aQ(t) + a4(t)} =wt=y" +y—wt=0

a qual trata-se de uma equacao do segundo grau cuja solucao ¢ dada por

B —1 £+ +/1+ 4wt

Se wt > 1, entao,
a(t) = (wt)/*. (4.43)
Dessa maneira, da definicdo do parametro de Hubble, teremos
' 1
H=%= ", (4.44)
a 4t
Assim, representando o fator de escala em termos do pardmetro de Hubble:
wl/A

Associando tal anélise para o caso do campo escalar e fazendo wg = m? e ¢(t) = =,

entao,

o(t) = 100t (4.46)

4.4 Determinacao dos campos ' e B

Considerando as equacoes de movimento com § = 0,1,2,3 para as lagrangeanas
acopladas, temos da equacdo (4.5) E, = 0 e E, = 0 para satisfazé-la. Com isso, pela
equacao (4.6), fazendo B, < 1 nos remete a B, = 0. Consequentemente, da equagao
(4.7), para que esta seja satisfeita, teremos que B, = 0. E por final, a equagao (4.8) se

resume a
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OE. +3E.H = 0. (4.47)

— —

Adotando os campos F, e B, como solu¢des do tipo onda plana, ou seja,

E’Z _ E"OZ piwt+At

—

B.

*OZ 2wt At
Reescrevendo a equagao (4.47), temos que
(iw+ N E. +3E.H=0= iw+ \+3H = 0.

Fazendo A = Ar + iA; de modo que os indices R e I representam as partes real e

imaginaria, respectivamente. Assim, ficamos com

iw—+Ag+iAi+3H =0=i(w+ A\f) + \g + 3H = 0.

Portanto,

)\[:—’w

Arp = —3H

Entao, das defini¢bes dos campos E, e B, ficamos com

E _ EO eiwt—l-(—SH—iw)t
z = 2

= [Eye 3 (4.48)
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l
1

. thefzwtf(fiBHfzw)t

»
[
R

= By, -t %, (4.49)

Dessa maneira, temos que
E.-B.=Ey. - By, -t 2 (4.50)

2)\ — —
Agora, analisando a equacao (4.39) vemos que Fy = — Fy, - By, - t—2, portanto,

f

podemos reescrever a equagao (4.46) como

_ 2\Ey, - By, - t7?

7 —3 a*(t) (4.51)

(1)

que representa o campo ¢ variando inversamente com o tempo.

4.5 Equacoes de Friedmann e de Estado para o Caso
das Lagrangeanas Acopladas

Considerando a lagrangeana definida na equagao (4.2) e somando as densidades de
energia correspondentes aos campos eletromagnético e de axions, este sendo representado

por sua parte livre e outra com acoplamento, definidas respectivamente nas equagoes

(4.18), (2.5) e (4.31), teremos

Protal = Pm T Py + pac
2\¢p

i (a'E - B—d?E - B).  (4.52)

1, = L1
= —5(@E +a'B%) + 56"+ V(9) +

Enquanto que para a pressao, ficamos com
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Dtotal = Pm +p¢ + pac
1 —, — 1 . 2)\ — — - =
= @B B+ v+ POWE BB B

Com isso, podemos encontrar a equacao de estado para as lagrangeanas acopladas,

denotada por wyyiar, OU s€ja,

1 = = 1. 2 . L oo

—é(azE2 +a*B?) + §¢2 — V(o) + 3 f¢( ‘E.B — a*E.B)
Wtotal = 1 . s 1. 2/\¢ L o
—§(G2E2 +a*B?) + §¢2 + V(o) + 7 —(a*E.B — a®>E.B)

Com o auxilio das equagoes (4.45), (4.48), (4.49), (4.50) e (4.51) e também, consi-

derando wt > 1, teremos:

. o |ANPE2 - B2 -t7%aB(t) | | 2\ |2\ Ey. - By, -t 2al(t o=
| U}*Bf 7w ()} a" (0B B 177
Wtotal = .
. AN2E2 - B2 - t74a8(t) | 2X | 2X\ By, - By, - t2a(t L
f2 0z 0;14 ( )] . 17 0 0m2 ( )] {a‘*(t)EoZ - By, .tfz]

(4.54)
Lembrando que Eo,z < 1 de modo que EOZ > 1 para que o produto Eo,z . §0Z nao seja

nulo e eliminando os termos em comum, ficamos com

1 1
Wiotal = 12 3, (4.55)
3 +1
Portanto, como wyyter = ~g’ entao, o universo seria desacelerado, pois wypzar > —;.

Dai, considerando os termos nao nulos da densidade de energia da equacao de estado

(4.54), as equagoes de Friedmann podem ser reescritas como
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Contudo, notemos que o parametro de Hubble decresce no decorrer do tempo. Sa-
bendo que no regimento de rolagem lenta a densidade de energia é representada pelo
potencial e este por sua vez depende do campo ¢ que de acordo com a equagao (4.51)
diminui com o tempo, portanto, tal resultado mostra-se consistente com a equacao de
estado w = —1/9, pois nos remete a um cenério de desaceleragdo para o universo.

Por outro lado, para a equagao da aceleragao, teremos

a 1
- =3 ota 3 ota
. 3(/)ttl‘|‘ Diotal)

onde piorar € Protar TEPresentam a densidade de energia e pressao referentes ao acoplamento

entre os campos eletromagnético e de axions. Resultando em

= - 2
A E()z . BOz : t_2a4(t)

f m

a_ 4

3

(4.57)

Cujo resultado se refere ao de um universo desacelerado. Assim, tal resultado encontra-se
consistente para a situacao em analise, pois para a equagao de estado encontrada, wipe =
—g correspondendo aos dois campos quando acoplados nos informa que a densidade de

energia, de acordo com a equacao (1.30), decai por um fator de escala a=8/3.

79



Capitulo 5

Cenarios Cosmolégicos

Em relacao as componentes que respondem pela expansao do universo temos a era
- 1 L. :
da radiacao com w, = 3 da matéria com wyaier = 0, da energia escura ou constante
cosmoldgica com wy = —1. Para um campo de axions, vimos que este se comporta como
N . 1 " (.

radiacao, ou seja, com wyc = 3 e para os campos eletromagnético e de axions acoplados
temos que Wiptar = ~9 Dessa maneira, podemos demonstrar alguns cenarios cosmolégicos
através de um grafico da evolucao do quadrado do parametro de Hubble em relagao ao
fator de escala no qual temos o momento em que cada componente dominou a expansao
do universo, incluindo a curvatura, dessa maneira, adotando InH? o Inp, InH? o Ina™*
para a era da radiacdo, InH? o< Ina~2 para a era da matéria, InH? oc Ina=? para a era da
curvatura e InH? oc InA para a constante cosmoldgica, como mostra a figura 5.1.

Como foi mencionado anteriormente, de acordo com a expressao (1.30), temos que
para a era da radiacao o quadrado do parametro de Hubble decai mais rapidamente,
re d 4 nafi 5.1 de axi

presentada por a™* na figura 0.1, consequentemente, o campo de axions por apresentar
um mesmo valor para a equacao de estado, logo pode ser descrito pela mesma reta, a3
representa o periodo da era da matéria e a=? da curvatura. Contudo, notemos que a
constante cosmoldgica descrita por "cst'domina representando uma reta paralela ao eixo

horizontal, assim, nao apresentando varia¢oes no quadrado do parametro de Hubble.

Por outro lado, para um acoplamento entre os campos eletromagnético e de axions,
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Figura 5.1: Evolugdo do quadrado do pardmetro de Hubble em relagio ao fator
de escala para diferentes componentes numa representagdo log-log. Fonte(adaptada):
https://portugues.free-ebooks.net /ebook/Analogos-classicos-para-cosmologias-relativisticas-
aceleradas-uma-abordagem-lagrangiana.

de acordo com a expressao (4.55), para um tempo presente ag = 1 teremos H? o< a=8/3

, ou
seja, estes campos quando acoplados assumem um comportamento intermedidrio entre a
era da matéria e da curvatura. Em outras palavras, o acoplamento entre estes dois campos
em questao dominaria a expansao do universo e sucederia apés a primeira metade da era
da matéria até o final da primeira metade da época na qual somente a constante de
curvatura era responsavel pela expansao.

Tal resultado mostra-se consistente uma vez que a evolucao do quadrado do para-
metro de Hubble dos campos quando acoplados deve assumir um comportamento inter-
medidrio entre os apresentados pela constante cosmoldgica e radiacao, pois de acordo com
a equacao de estado para um universo acelerado, ou seja, w < —3 temos wy = —1, en-

1 .
quanto que w, = 3 nos remete a uma expansao desacelerada. Portanto, um acoplamento
entre os campos eletromagnético e de axions atua de maneira a diminuir a desaceleracao
da expansao do universo, assim, também apresentando um valor menor para a equagao

de estado em relagdo a matéria, wy.er = 0 €, consequentemente, iniciando seu periodo

em seguida como demonstra o grafico na figura 5.1.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais e Perspectivas

Com o propésito de solucionar alguns problemas encontrados no modelo padrao
da cosmologia surge a teoria da inflagdo césmica apresentando como caracteristica uma
expansao acelerada do universo e cujo estagio final coincide com o inicio do Modelo
Cosmolégico Padrao. Na fase inflacionaria a densidade de energia era constituida por
um campo escalar homogénio e isotropico denominado inflaton onde seu valor minimo
corresponde a um periodo de reaquecimento no qual deu origem a era da radiagao.

A utilizagao de uma aproximagao de rolagem lenta(slow-roll) generaliza a densidade
de energia para um determinado potencial, ou seja, sendo este muito maior quando com-
parado ao termo cinético, assim, facilitando a solugdo para a equacao de movimento que
apresentaria somente o termo de viscosidade e o potencial em questao.

Em seguida, sao apresentados alguns modelos inflacionarios compostos por campos
simples onde cada um demonstra o comportamento do campo inflaton e seu respectivo
indice espectral. Nesse mesmo contexto, também é apresentado um modelo hibrido com
um segundo campo escalar que permanece fixo até que o inflaton atinja seu ponto critico.

Finalizando a pesquisa, abordamos sobre um modelo de campos acoplados e, por
tentativa, adotamos os campos elétrico e magnético sendo representados como solugoes
do tipo ondas planas com o proposito de descrever possiveis solugoes para expansao do

universo ocasionada por campos de axions e eletromagnético. Portanto, podemos compa-
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rar cada cenario com a predominancia de cada um destes campos e por fim, verificar até

que ponto estes dominavam a expansao do universo. Assim, podemos notar que os dois

campos quando acoplados assumem comportamento intermediario entre as eras da maté-

ria e da curvatura. Sendo o acoplamento entre tais campos apresentando uma equacao de

1 . .

estado Wiptar = —9 logo, atua de forma a expandir o universo de forma desacelerada.
Como perspectiva, pretendemos prosseguir com a pesquisa, contudo, adicionando

outros tipos de campos sob o ponto de vista da teoria inflacionaria com a atuacao de um

segundo campo escalar, ou seja, num regime de inflacao hibrida.
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