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RESUMO

Os estados coerente sao observados em uma gama muito grande de sistemas fisicos,
o que possibilita seu estudo e aplicagbes em varias dreas da ciéncia. Apresentaremos
uma breve discussao histérica e uma pequena andlise do tratamento algébrico para
os estados coerentes do oscilador harmonico simples. Apresentaremos a algebra de
Wigner-Heisenberg (WH) e o método algébrico para o oscilador generalizado desen-
volvido por Jayaraman e Rodrigues [1]. Neste trabalho, investigaremos os estados
coerentes do oscilador de Dirac para o caso tridimensional no contexto da algebra de
Wigner-Heisenberg. Para isso, é estabelecida uma conexao entre o hamiltoniano de
Dirac quadrético (Hp), e o hamiltoniano de Wigner (Hy,) em perspectiva da deter-
minacao do espectro de energia e das autofuncoes do oscilador de Dirac. Utilizamos a
técnica da supersimetria (SUSI), como recurso algébrico, evidenciando a relagao exis-
tente entre o hamiltoniano de Wigner e o oscilador harmonico isotrépico tridimensional
supersimétrico.

Palavras-chave: Estados coerentes, dlgebra de Wigner-Heisenberg, oscilador de

Dirac.



ABSTRACT

The coherent states are observed in a very wide range of physical systems, which
enables their study and applications in various areas of science. We will present a brief
historical discussion and a small analysis of the algebraic treatment for the coherent
states of the simple harmonic oscillator. We will present the Wigner-Heisenberg alge-
bra (WH) and the algebraic method for the generalized oscillator developed by Jaya-
raman and Rodrigues [1].In this work, we will investigate the coherent states of the
Dirac oscillator for the three-dimensional case in the context of the Wigner-Heisenberg
algebra. In doing so, a connection is established between the Dirac Hamiltonian (Hp),
and the Wigner Hamiltonian (Hy ) in perspective of the determination of the energy
spectrum and the eigenfunctions of the Dirac oscillator. We use the supersymme-
try technique (SUSY) as an algebraic resource to evidence the relationship between
Wigner’s Hamiltonian and the supersymmetric three-dimensional isotropic harmonic
oscillator.

Keywords: Coherent states, Wigner-Heisenberg algebra, Dirac oscillator
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Capitulo 1

Introducao

Os estados coerentes (EC) sao os estados quanticos especificos do oscilador harmonico
quantico, cuja dinamica é bem semelhante ao comportamento oscilatério de um os-
cilador harmonico classico. Esses estados foram estudados primeiramente por Ervin
Schrodinger em 1926, quando analisava solugoes da equacao de Schrodinger que obede-
cem ao principio da correspondéncia, ou seja, o comportamento dos sistemas descritos
pela teoria quantica reproduz a fisica cldssica no limite de grandes niimeros quanticos
2].

Schrodinger investigou a possibilidade de construir autofungoes quanticas para um
oscilador harmonico simples que apresentassem as seguintes caracteristicas: fossem
estados quanticos descritos por funcoes de onda gaussianas, em que a largura da
gaussiana que descreve o estado fundamental possuissem momento linear e energia
arbitraria, seguissem a trajetoria de uma particula classica no potencial e nao mu-
dassem sua forma com o tempo [3]. Dessa forma esses estados foram denominados,
estados quase-classicos devido ao fato de possuirem uma analogia classica. Os estados
coerentes descritos por Schrodinger, mostram que a probabilidade de encontrar o os-
cilador numa posicao, significa que ela é uma fungao gaussiana que depende do tempo
e da posicao, centrada num ponto que oscila de forma analoga a posicao horaria do
oscilador harmonico simples em mecanica classica.

Apés o surgimento do laser em 1960, diversos trabalhos sobre a interagao da matéria



com o campo eletromagnético foram publicados. Klauder [7], em 1960, usou os es-
tados quasi-classicos e mostrou a equivaléncia da mecanica quantica e da mecanica
semiclassica de feixes de luz com estatistica arbitraria, nao considerando efeitos nao-
lineares, desenvolvendo a eletrodinamica quantica.

Em 1963, Glauber forneceu uma descricao completa da teoria quantica da coeréncia
para o campo eletromagnético [4]. Ele tinha como objetivo mostrar uma descri¢ao
consistente da coeréncia 6ptica para a teoria quantica. Em outros trabalhos Glauber
”consolidou” que os autoestados quanticos de um campo de radiagao sao exatamente
os autoestados do operador de aniquilagao dos quanta do campo eletromagnético e
que essas funcoes podem ser obtidas a partir da acao de um operador de deslocamento
atuando sobre o vacuo do campo eletromagnético, mostrando que essas definigoes sao
equivalentes aos estados de incerteza minima descobertos por Schrodinger.

De forma independente, Klauder|[7] e Sudarshan|8] relacionaram os estados coerentes
ao campo da optica quantica. Borut e Girardello[9] e Perelomov|21] estenderam a
ideia de estados coerentes de osciladores harmonicos para outros grupos de Lie.

Os estados coerentes desempenham um papel importante na teoria quantica, forne-
cendo uma relacao entre as descrigoes classia e quantica. Esses estados possuem uma
série de propriedades que possibilitam diversas aplicacoes, como por exemplo, na teoria
da quantizacao, na fisica da matéria condensada, na teoria da radiacao, em calculos
quanticos, na gravidade quanticas, na fisica matematica, na matematica aplicada, com
aplicacoes que vao desde a quantizacao até processamento de sinais e imagens [5]. Os
estados coerentes tem sido objeto de vérios estudos recentes.

Junior [5], estudou os estados coerentes via dlgebra de Wigner-Heisenberg e sua
aplicacao no oscilador de Celka-hussim, em que determinou o espectro completo de
energia e autofungoes do oscilador de Wigner e do oscilador de Celka-Kussim. Cunha
6], estudou os estados coerentes para o oscilador isoténico via a super-realizagao da

algebra de Wigner-Heisenberg, Lubo et al. [11] publicaram um trabalho em que estu-



dam os estados coerentes SUSI e trajetérias classicas, Amir e Naila [12] estudaram os
estados coerentes para o oscilador harmonico nao linear. Outras aplicagoes podem ser
verificadas nas referéncias, [13], [14], [15], [16], [17], [18], [19], [20].

Dessa maneira, os estados coerentes associados ao oscilador harmonico quantico sao
também conhecidos como estados coerentes canonicos, estados coerentes gaussianos ou
estados coerentes padrao.

Neste trabalho, utilizaremos método algébrico de Wigner-Heisenberg (WH) para o
oscilador generalizado, ou algebra de WH, desenvolvido por Jayaraman e Rodrigues
[1], que é uma ferramenta algébrica efetiva para a resolugao espectral de potenciais
relacionados a sistemas em conexao com osciladores.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: No capitulo 2, faremos uma
revisao dos estados coerentes, onde serao apresentadas algumas propriedades para o
oscilador harmonico simples e mostraremos que e obedecem a equagao de autovalor do
operador de abaixamento do OHS, em seguida, mostraremos que os mesmos estados
podem ser obtidos através de um operador deslocamento atuando sobre a funcao de
onda do estado fundamental do oscilador, e possuem duas propriedades importantes:
a nao ortogonalidade e a completeza. Para finalizar o capitulo, mostraremos que os
estados coerentes sao estados de incerteza minima e satisfazem o principio da incerteza
de Heisenberg.

No capitulo 3, apresentaremos a algebra de WH, utilizando a técnica de operadores
escada, ou método algébrico de Wigner Heisenberg, desenvolvido por Jayaraman e Ro-
drigues, em que mostraremos as relagoes de comutagao e anti-comutacao que envolvem
o Hamiltoniano de Wigner, assim obtendo uma realizacao em termos de coordenadas
bosonicas e fermionicas, seguindo uma breve introducao sobre mecanica quantica su-
persimétrica, para finalmente estabelecermos uma conexao existente entre o sistema
de Wigner e um sistema supersimétrico tratado por Ui [10].

No capitulo 4, apresentaremos a equacao de Dirac, comecando por uma breve



discussao histérica que deu origem a equacgao, apresentamos a solucao da equacao de
Dirac para a particula livre e em seguida chegamos ao modelo do oscilador de Dirac
proposto por Moshinsk e Szezepaniak, mostrando suas principais caracteristicas.

No capitulo 5, encontraremos os estados coerentes para o oscilador de Dirac tri-
dimensional via operador de abaixamento. Na literatura, encontramos apenas uma
referéncia em que os autores Nogami e Toyama estudaram o caso unidimensional para
o oscilador de Dirac [22]. As autofungoes e autoenergias do oscilador de Dirac sao
obtidas através de uma relacao entre o hamiltoniano de Dirac e o hamiltoniano su-
persimétrico, com a super-realizagao dos operadores escadas da algebra de Wigner. O

problema espectral do oscilador de Dirac supersimétrico é também resolvido.



Capitulo 2

Estados Coerentes

Na mecanica quantica, um estado coerente (EC) é o estado quantico especifico do
oscilador harmonico quantico cuja dinamica mais se assemelha ao comportamento os-
cilante de um oscilador harmonico classico. Eles possibilitam uma gama de aplicagoes
na descricao semiclassica de sistemas quanticos, na teoria de quantizacao, na fisica da
matéria condensada, em computacao quantica [24], etc. Por essa razao, sao geralmente
chamados de estados coerentes canonicos (CCS).

Os estados coerentes possuem duas importantes propriedades: a nao-ortogonalidade
e a completeza [23]. Como as autofungoes que descrevem esses estados sdo gaussia-
nas, eles possuem incerteza minima, conforme a relacao de incerteza de Heisenberg.
Quando se considera os estados coerentes na descricao de Schrodinger, vé-se que a
probabilidade de encontrar o oscilador numa posicao tem de fato um significado espe-
cial: ela é uma funcao gaussiana que depende do tempo e da posi¢ao, centrada num
ponto que oscila de forma andloga a posicao horaria do oscilador harmonico simples
em mecanica cléssica.

Na préxima secao, veremos algumas propriedades dos estados coerentes para o os-
cilador harmonico simples (OHS), definidos como sendo as autofungées do operador
de abaixamento. Analisaremos os estados coerentes via um operador deslocamento
atuando sobre a funcao de onda, e por fim os estados coerentes como sendo estados

de incerteza minima.



2.1 Estados Coerentes do Oscilador Harmonico Sim-

ples

Abordaremos agora algumas propriedades dos estados coerentes para o oscilador
harménico simples (OHS). Esses estados, que sdo uma superposigao das autofungoes do
oscilador harmonico simples, sao definidos como sendo as autofungoes do operador de
abaixamento do oscilador hamonico simples [23], ou seja, os EC satisfazem a equacao
de autovalor do operador de abaixamento dos niveis de energia do OHS. Neste trabalho
utilizaremos a notagao de bra-ket de Dirac, e o sistema de unidades naturais( h = w
= m = 1), por simplicidade.

Partindo do hamiltoniano que governa o OHS, temos

/\2 2/\
P mw?a
=2

2m+ 2 7

(2.1.1)

onde Z e p sao hermitianos. Podemos definir os seguintes operadores nao hermitianos

1 1 %
i = (%)2 B4 (%) B, (2.1.2)
e
At mw\z . [ 1 \2 .

Esses operadores sao conhecidos como os operadores de abaixamento e levantamento
dos niveis de energia do OHS, e com esses operadores podemos construir um operador

ntimero definido por N = a*a~, e mostrar que:

A~

. 1
N =

H 1 .
- _ . — 1. 14
ot H hw<N+2> (2.1.4)

Como [f[ , N ] =0, eles podem ser diagonalizados simultaneamente. Assim, resolvendo



N |n), obtemos H |n), que por comparacao fornece o espectro do oscilador em fungao

de n, ou seja,

: 1
Hin) = Enln),  En=n+5, n=012,.. (2.1.5)
com
[a,a*] =1, of = () (2.1.6)
[ﬁ,aﬂ = +a*. (2.1.7)

Agora podemos escrever o operador hamiltoniano da seguinte forma

A

H= % laat] =ata + (2.1.8)

Os operadores de abaixamento e levantamento dos niveis de energia do OHS geram
os autoestados de nimero, pois atuando-os sobre um ket |n) obtém-se outro ket [n+1).
Para uma melhor compreensao do significado de a=, a* e N considere as relacoes de

comutacao

[N.a"] =Jata,at)=a'[a,at]+[a",a)a =a", (2.1.9)

[N,a7]=[a*a",a" | =a"[a",a |+ [a",a]a” = —a. (2.1.10)

Assim, temos o seguinte resultado

Natin) = ([fv, it + amv) n) = (a* +na*) n) = (n+ )atn),  (2.1.11)

Na~|n) = ([N, at] + a—N) n) = (=6~ +na )|y =(n—1)a |n).  (2.1.12)

Estas relagoes, dadas pelas equagoes (3.1.30) e (2.1.12), implicam que a*|n) e a~|n)



sio também autovetores de N com autovalor aumentando ou diminuindo por uma
unidade. Devido ao fato de que o aumento ou decréscimo de n por 1 equivale a criagao
ou destruicao de um quantum de energia fw chamaremos a~ e a* de operadores de
aniquilagao e criagao, respectivamente. Da Eq.(2.1.12) implica que ¢~ |n) e |[n — 1) s@o

0s mesmos, a menos de uma constante multiplicativa. Ou seja
a|n)y =cln—1), (2.1.13)
onde ¢ é uma constante que pode ser determinada pela condi¢ao de normalizacao
(nlata~|n) = |c|*. (2.1.14)
Do fato de que ata~ é o operador ntimero, temos
n = lcf?, (2.1.15)
sendo n um numero real e positivo, isso nos leva a concluir que
a~|n) = v/njn — 1). (2.1.16)
De forma analoga, se pode mostrar que
atln) = vVn+1n+1). (2.1.17)
Caso continuemos aplicando o operador de destruigao a~ em (2.1.16), temos:

(@7)*In) = v/n(n —1n —2)

(a7 )%n) = v/n(n —1)(n — 2)|n — 3) (2.1.18)

Podemos obter autovalores de operadores numéricos com valores de n cada vez meno-



res. Sendo n real e positivo, ele precisa ser inteiro, pois s6 assim a série é interrompida,
ao passar pela situacio a|0) = V0| — 1) = 0, o que evita gerar um ket com autovalor
negativo de N. Como o menor valor de n é zero, concluimos que o estado fundamental
do oscilador harmonico simples tem energia Ey = %hw

Conhecendo o estado fundamental |0), uma forma de obter os outros estados é a
partir da relagdo (2.1.17), onde aplicando o operador de criagao a* sucessivamente no

estado fundamental, obtemos

10), (2.1.19)

onde (2.1.19) é um autoestado de H e N com autovalores de energia E, = (n+ 3) hw
e n, respectivamente.

As equagoes (2.1.16) e (2.1.17) constituem a &dlgebra de Heisenberg-Weyl, sendo
denominadas de métodos de fatorizarao ou método de operador em mecanica quantica
[25]. Os estados coerentes podem ser representados como uma combinagao linear dos

autokets do OHS;
o) =) caln). (2.1.20)
n=0

que obedece a equacao de autovalor,
a~|a) = ala). (2.1.21)

Para resolvermos a Eq.(2.1.20), multiplicaremos a equagao de auto valor (2.1.21) por
(n|, assim temos que,

(nla™ o) = a(n|a). (2.1.22)
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A partir do fato de que a™ = (a~)', o lado esquerdo da Eq.(2.1.22) pode ser desenvol-

vido, obtendo

vn+ 1{n + 1|a) = a(n|a). (2.1.23)

Assim, utilizando a relagao de recorréncia acima podemos escrever

Jalnla) = aln — 1|a). (2.1.24)

e usando a expressao (2.1.19), que representa o estado fundamental do oscilador, po-

demos escrever (n|, como sendo

1

n| = —(0](a")". 2.1.25

(n] m< (@) (2.1.25)
Substituindo em (2.1.23), chegamos em

(n]a) = ——(0]a), (2.1.26)

9

!

representando (n|a) por ¢,(a), podemos reescrever (2.1.26) na seguinte forma

(2.1.27)

Assim, os autokets do operador de abaixamento do OHS, |«), sdo representados por

) = coz_; \‘;‘%my (2.1.28)

Para determinarmos o valor da constante ¢y, aplicamos a condi¢cao de normalizacao

(ala) = 1. Assim,

> 2n
o
ol > % = |col?e = 1, (2.1.29)
n=0 :
onde
e 2n

|a|, = l. (2.1.30)

n!
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o 2
Dessa forma, o valor da constante fica ¢y = ¢~ . Substituindo em (2.1.28), obtemos

os estados coerentes normalizados do oscilador harmoénico simples como

@y =Ty o, (2.1.31)

2.2 Estados Coerentes Via Operador Deslocamento

Faremos agora uma abordagem alternativa para obter os estados coerentes. Para
isso consideremos o n-ésimo autoestado excitado do OHS, que é obtido a partir do
autoestado fundamental atuando o operador de levantamento n-vezes. Da Eq.(2.1.19)

temos

) = —=(a*)" ). (2.2.32)

Da equacao acima, podemos analisar a probabilidade de encontrar o oscilador no n-

ésimo nivel dos estados coerentes |a) através da seguinte equagao

’&’271

P, = |(n]a)|? = ¢l (2.2.33)

n!

A equagao ( 2.2.33) indica que a probabilidade P, fica expressa por uma distribuigao
de Poisson, com valor médio de («) dado por |a|? e incerteza no nimero igual a zero
(An)? =0 [23].

Substituindo a expressao (2.2.32) na Eq.(2.1.31) obtemos o seguinte resultado para

os estados coerentes;

o2 o= (a®)"
) =€ 2y ), (2.2.34)
n=0 ’

ou ainda,

O¢2 ~
o) = ¢ oa ), (2.2.35)
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Podemos definir um operador 15(04) representado por

~

D(a) = ¢~ toa”, (2.2.36)
Assim, o estado coerente |a) pode ser expresso por
la) = D(a)|0). (2.2.37)

Este operador atuando sobre o autoestado fundamental é um operador deslocamento
e unitario, ou seja, os estados coerentes sao formas deslocadas do estado fundamental
do oscilador. Podemos mostrar que o operador D(«) gera um estado coerente |a) ao

atuar no estado de vécuo |0), para isso utilizaremos a seguinte identidade

e 40y = |1 —a*a + =(a*a")* + ... |0) = |0), (2.2.38)

N | —

e podemos escrever

_le?

la) = e 2 0 e, (2.2.39)

Como o comutador [a~,aT] = 1, a expansao entao pode assumir a seguinte forma
) )
_led® et —ara— Gt —ara-
D(a)=e 2 et = 7 (2.2.40)

onde utilizamos, na equacao (2.2.39), o teorema de Baker-Campbell-Hausdorff [25].
Para mostrar que o operador ﬁ(a) se trata realmente de um operador deslocamento

a expressao acima sera reescrita da seguinte forma,

b(Oé) _ ead+ —a*a~
D(a) = ¢ f(a")

D(a) =) Mf(ff), (2.2.41)

onde f(a~) é uma fungao expressa por
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fla)y=¢e 2 @0, (2.2.42)

A —a (aa™ )"
a D(a) = ZTf(a ) (2.2.43)
n=0
e usando identidade [26],
a (at)" = (a")" +nat) (2.2.44)
Assim
~— T = a n A~ \n— ~A—
0 D(a) =3 —[(@")"+n@")" " f@)
n=0
a", ., o ara na”, oy e e
=Y Sae Y e
n=0 n=0
= Dl + 3 s e
(n—1)!
n=0
= D(a)(a™ — a). (2.2.45)

Uma vez que ﬁ(a) é um operador unitario, multiplicaremos a equagao Eq.(2.2.45)

pela inversa do operador D(«)
D(a)*a~D(a) = (&~ —a), (2.2.46)

e de modo semelhante

D(a)"'a*D(a) = (a* — o), (2.2.47)

onde « ¢ a quantidade de deslocamento no espaco de fase e a* é o complexo conjugado
desse deslocamento. Esse operador possui a propriedade de deslocar um estado loca-
lizado no espacgo de fase por uma magnitude «a, e também pode atuar sobre o estado

de vacuo deslocando-o para um estado coerente. Por esse motivo D(«) é chamado
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operador deslocamento.

Desta forma, os estados coerentes para o OHS sao definidos como sendo autoestados
obtidos pela atuacao de um operador deslocamento sobre o autoestado fundamental,
onde pode assumir valores complexos.

Uma propriedade importante para os estados coerentes |«) é que eles sdo nao or-
togonais, ou seja, o produto escalar entre dois estados coerentes é nao nulo. Para veri-

ficarmos essa propriedade, consideremos dois estados coerentes representados abaixo.

laf? a™ (a't) _la? a™
ja) =e” 2 Z 1 1 0) = 1 m)
— (m!)2 (m!)2 — (m!)2
712 Ix\n ~— o 2 /Ix\n
(o] = e S o S R T (g0
. (nh)z o (nl)2 . (nl)z
Calculando o produto escalar entre eles, temos
o2 a2 ()™ o™
o la)y=e 2z e 2 n m
(@' o) > ol o ot
o2 a2 (/)™ o™
ola)=e 2 e 2 nm
o’ e ; (n))2 (ml)2
, B _|a/|2 _M (Oél*)nan
(o |lay=e""2 ¢ 2 ZT
(o Ja) = ¢~ Hlaf+ia/* 200"
(@ |a) = eale—F, (2.2.49)

Como podemos observar, os estados coerentes nao obedecem a condi¢cao de norma-
lizagdo (o' |a) = d4 uma vez que esses estados nao sao ortogonais e, portanto, o
produto escalar entre eles nao é nulo.

Podemos mostrar ainda a propriedade de completeza para os estados coerentes

%/|a) (a|d[Re(a)]d[Img(a)] = 1. (2.2.50)



15

Utilizando a Eq.(2.2.48) podemos reescrever (2.2.50) como sendo

*M

1 _la? a _la?® o B
;//e 2 ;(n!)% In)e” 2 ;<m1)é (m| d[Re(a)d[Img(a)] =1,  (2.2.51)

ou ainda
%/|a>(a|d2a = |n)(n| = 1. (2.2.52)

Assim chegamos a relacao de completeza para os estados coerentes.

2.3 Estados Coerentes Como Estados Quase Classicos

Representaremos agora os estados coerentes como estados de incerteza minima.
Na representacao de Schrodinger, ou representacao de coordenadas, esses estados sao
fungoes gaussianas e, assim, satisfazem a relacao de incerteza de Heisenberg AzAp = g‘
Para isso, introduziremos o par de operadores hermitianos & e p, que representam
respectivamente a coordenada do oscilador e seu momento:

&= (i)l (a=+a"), (2.3.53)

2mw
B\ 2
p=i (mT> (—a~ +a"). (2.3.54)
Para obter o valor esperado de 7 e p, nos estados coerentes, utilizamos a Eq.(2.1.21),

que define esses estados,

() = (i)2 [{ala™]a) + (a]a™|a)] (2.3.55)

2mw

(p) =i (@) " [—(ala|a) + {ala*]a)]. (2.3.56)

Usando a forma adjunta hermitiana,a™|a) = («|at = a*(«| , os valores esperado (&)

e (p) sao dados por
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(#) = (i)2 (a+a%) = (%) e (@), (2.3.57)

6) =i <$> " (—a+a®) = @mhw)} Img (a), (2.3.58)

onde Re(w) e Img(a) sdo as partes real e imaginaria de a. Através de célculos

semelhantes, obtemos os seguintes resultados para (2?) e (p?)

(@%) = (%) 1+ (a+a*)?], (2.3.59)
(p*) = - (@) [-1+ (—a+a")?]. (2.3.60)

Utilizando a condi¢ao de normalizagao (|¢) = [ |¢(z)]* = 1 e sabendo que operador

2 ¢ diagonal em sua prépria representacao, o elemento de matriz somente nao é nulo
— o/ 3

para x = z’. Assim, temos

(@|2|x) = z0(2" — x). (2.3.61)

Podemos agora, obter as variancias de & e p, representados por seus valores espe-

rados, e obter o produtos da incertezas

(AZ)? = (2%) — (2%) = (%)é (2.3.62)
(Ap)* = (p°) — () = (@)1 (2.3.63)
AZAp = (sz)% (m;““’)é - g (2.3.64)

De acordo com o principio da incerteza, este é o valor minimo que o produto pode
ter [26]. As dispersoes AZ e Ap sao independentes do tempo, o que quer dizer que os
pacotes de onda sao pacotes de onda de minima incerteza a todo instante. Portanto,

os estados coerentes correspondem a um pacote de dispersao minima. No préximo



capitulo sera apesentada dlgebra de Wigner-Heisenberg.
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Capitulo 3

Algebra de Wigner-Heisenberg

3.1 Realizacao Supersimétrica do Oscilador de Wig-

ner

Faremos agora uma revisao da édlgebra de Wigner-Heisenberg (WH), mostraremos
a utilidade algébrica da técnica de operadores escada de WH para sistemas quanticos
tridimensionais e nas préximas secoes aplicaremos ao oscilador de Dirac para obtemos
os niveis de energia e suas autofungoes.

Wigner [27], em um trabalho publicado em 1950, fez o seguinte questionamento:
serd que as equacoes de movimento determinam as relacoes quanticas de comutacao?
Como resposta, ele obteve uma regra de comutacao quantica generalizada para o os-
cilador harmoénico unidimensional. No ano seguinte, Yang [28] encontrou uma repre-
sentacao de coordenada para o operador de momento linear p. Para obtermos essa
relagao, partiremos da equacao do oscilador harmonico unidimensional, cujo hamilto-

niano é dado por

~

1 1
H= (& +p) = 5la”,a']y = S a’ +ata), (3.1.1)

onde utilizamos o sistema de unidades naturais (A = m = w = 1), e o hamiltoniano

H sendo expresso na forma bilinear simétrica dos operadores abstratos mutuamente



19

adjuntos a* definidos por

at = %(iz‘ﬁ —2); (@ =a". (3.1.2)

Wigner mostrou que as equagoes de Heisenberg de movimento
[H,aF]_ = +a*, (3.1.3)

obtidas também combinando a exigéncia de que Z satisfaz a equagao de movimento da
forma classica nao implica necessariamente na regra quantica usual [a—,a+]_ = 1 —
[, p]- = i, mas em uma regra quantica mais geral.

A forma dessa regra quantica é obtida seguindo as seguintes condi¢oes mostrada
por Yang [28], partindo do hamiltoniano H = %(:c + %), o qual, obedece & equagao
de movimento z + & = 0. O espaco completo de Hilbert para o sistema definido pelo
conjunto completo de autofuncoes de energia v, (z) satisfaz a condigdo de contorno
que Py, (z) = 0 com # — £00 (—o0 < & < +00). Principio de normalizagao no espago
de Hilbert definido anteriormente. Dessas condigoes, exigimos que qualquer estado
fisicamente possivel representado por uma funcao de onda que satisfaca a condicao de

contorno ditas acima seja expansivel em termos do conjunto de autofuncoes de energia

da forma:
> antn(x (3.1.4)
n=0
e converge para f(x) apenas em
+oo 2
ngnoo Z ()| dz =0, (3.1.5)

nao podendo excluir outras possibilidades de que [z, p] = 1.
Para deduzirmos a relacao de comutagao, consideremos a seguinte relacao genérica
f= [f, H], onde f é uma varidvel dinamica qualquer de um dado sistema e H, o

hamiltoniano total. Da forma de f , ¢ do hamiltoniano H considerando f = x segue-se
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que

1
i =[x, 5#] = —(i[z, @] + [z, 2]2). (3.1.6)
Agora definindo que S = [z, 1] — 1, temos

.1 .
T = 5(95(5 + 1)+ (S+ 1)), (3.1.7)

onde tirarmos as seguintes relagoes de anti-comutagao
[S, IL']+ = 0, [S, IE]+ = 0. (318)

Dessas relagoes, pode ser demonstrado que

[S%, 2] = [S*, 4] =0, [S, H]=0, (3.1.9)

na qual mostra-se que S é uma constante de movimento, e que S? é uma constante
numérica real. Na representagao de z, (3.1.9) torna-se (2’ + 2”) X (2/|S|z”) = 0. Dali,
segue-se que

(@'|S|x”) = c(2)o(z" + 27), (3.1.10)

onde ¢(z’) é uma fungao arbitraria de 2/, e da propriedade hermitiana de S exigimos

que c(z’) = ¢*(—x’). Na representacao de x podemos escrever
S =c(z)R, (3.1.11)
sendo R um operador de reflexao definido por
Rlz) = | — z). (3.1.12)
A partir da representacao de .S, obtém-se a forma operacional de z,
o d ic

T =—1—

— 1.1
T 2xR, (3.1.13)
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em que ¢, é uma constante real que estd relacionada com a energia do estado funda-

mental E© de H , € R é um operador abstrato, hermitiano e unitario,

N

R=R=R'— R =1, (3.1.14)
e que possui as seguintes propriedades
[R,all, =0 — [R,H]_ =0, (3.1.15)

Dessa forma, a representacao generalizada das relagoes de comutacao de Heisenberg
sao dadas por

[a=,a*]_ =1+ cR— [&,p]- =i(1+cR). (3.1.16)

Assim o hamiltoniano dado em (3.1.1) e a forma geral da relagao de comutacao em

(3.1.16) resultam no seguinte hamiltoniano generalizado

(3.1.17)

- ata— + 11+ cR)

a~at — 3(1+cR),
sendo R o operador de Klein :I:ea:p[z'ﬂ([:[ — Ey)], enquanto que na representacao de
coordenadas de Schrodinger, investigada pela primeira vez por Yang, Ré representado

por +P onde P é o operador de paridade definido por
Plz) = +|z), P '=P, P*. (3.1.18)

As relagoes bésicas de anti-comutacdo e comutagdo (3.1.1) e (3.1.3) juntamente com
suas relacoes derivadas (3.1.16) - (3.1.15) sao referidas como constituindo a élgebra
WH para um grau da liberdade. Assumindo que ¢ é positivo, ou seja, ¢ = |c| > 0.

Assim, na representagao coordenada a quantizagao generalizada de Wigner requer que

d ic
5 b L R_p 3.1.19
P=x, p=—id oo, ( )
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Para obter uma super-realizacao da algebra de WH, introduzimos, além das coordena-

das bosonicas usuais (z, —i-L), e fermionicas bF = (b*)" que comutam com o conjunto

bosonico e sao representada em termos das matrizes de Pauli ¥;, (i = 1,2,3) pelas

combinagoes ) )
_ 1 _ 01 9
b- = ZJr = 5(21 —|—222> = - 00 | (b ) = 0, (3120)
1 [0 0|
=Y. = (8, —i%) = b2 =0, 3.1.21
;@ -E) =) (3.1.21)
b, bt = 1, (3.1.22)

de modo que o operador de ntiimero fermiénico Ny seja dado por

1 00
Ny =b7b" =58, = (145 = [ 0 ] . (3.1.23)

A partir das relagoes de comutacao de coordenadas bosonicas conhecidas e da algebra
das matrizes de Pauli, segue-se os seguintes operadores super-realizados:

- 1 d
at — ai <§) = E (iz}l% + %leg — 21$> . (3124)

Estes operadores proporcionam um Hamiltoniano de Wigner diagonal com dois setores,

bosonico e fermionico

BUORSTEORROIR o129

B 2
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cujo setor bosonico é o Hamiltoniano de um oscilador harmonico mais uma barreira

centrifuga e que satisfazem as relagoes dos operadores escada da dlgebra de WH (3.1.3)

(5) 0 ()] =20 (5). b1

Dessa forma, a* (g) ea” (g) sao definidos como os operadores de levantamento e
abaixamento para o super-oscilador de Wigner representado pelo hamiltoniano H (%)

Portanto, os operadores escadas satisfazem a seguinte relagao de comutacao quantica

generalizada:
c c

[a— <§> Ja* (5)]_ =1+ % (3.1.30)

Usando as propriedades das matrizes de Pauli,;(i = 1,2,3), é possivel mostrar que
os operadores at e X3 anti-comutam e, consequentemente, este comuta com o hamil-
toniano de Wigner, ou seja

[Eg,ai (§>]+ =0 [23,}1 <§)L —0; Y2=1. (3.1.31)

As relagoes de anti-comutagao e comutagao desenvolvidas em (3.1.25)-(3.1.31) sao
conhecidas como algebra de Wigner-Heisenberg para sistemas quanticos em conexoes
com osciladores. Uma vez que H (%) e Y3 comutam, podemos escolher autoestados
simultaneos destes dois operadores, ocorrendo nos dois setores do Hamiltoniano de
Wigner H (£) dado por (3.1.27). Os setores do hamiltoniano H_ (£ — 1) e Hy (£ — 1)
pertencem aos subespaco de H (g) caraterizados pelos autovalores 1 e —1 de 3.
Por essa razao H_ (g — 1) e Hy (g — 1) sao designados como os setores bosonicos e
fermionico do hamiltoniano de Wigner H (%), respectivamente.

Agora, cosideraremos uma representacao do sistema de Wigner em trés dimensoes,
partindo da super realizacao dos operadores escadas e a forma do hamiltoniano de
Wigner [1], onde nos termos potenciais do hamiltoniano diferem apenas por uma al-

teracao do parametro V_ (% — 1) =V_ (%), que guia a construcao do hamiltoniano de
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Wigner 3D H( - L+ 1).

Fazendo uso das seguintes propriedades:

' S 1 0 1 0
G- i=0pe+—0n(F-L+1), p.=—i (— + —) == (—i—) r=pl (3.1.32)
r r r or

o, =-0-7, o.=1, [UT,ﬁ-[_;qu]Jr:O, LQZE-E(ﬁ-Equ),

e de forma andloga com o que foi feito nas equagoes (3.1.24) e (3.1.25), fazendo as

substituicoes

d 1 9\ 19 19\ 1 0
— — = |-+ = === -4+ =] == -+ = 3.1.33
T <7‘ +8T> ror (r+87’) (r+8r) ’ ( )
e a constante ¢/2 pelo operador (5-E +1), que comuta com cada quantidade que ocorre
em (3.1.34), obtemos os Hamiltoniano dos setores bosonico e fermionico do hamiltoni-

ano de Wigner 3D. O setor bosonico ¢é o oscilador harmonico isotrépico tridimensional

de uma particula de spin%

R 1 . 1 0? 20 1, =
H_(O'-L) = §(p2+7"2) = 5 (_ﬁ - ;E + ﬁ(O"L)(U-L—F 1) +T2) . (3134)

O hamiltoniano do setor fermionico torna-se:

H (¢ -L)=H_(¢ E+1)—1 0" 20 1(* L+1)@G-L+2)+r?
e i 2 or?2  ror  r? 7 "
(3.1.35)
Portanto, o hamiltoniano de Wiginer 3D é definido como sendo
. H (7L 0
HE L= | 10D 3 L
0 H. (¢-L)y=H_(6-L+1)
1. ., = PP
= é[a (6-L+1),a"(6-L+1)];, (3.1.36)
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de forma que o operador a*(g - L + 1) ¢ definido como

TP 1 1 0 1,, =
ai(aL—i—l):ﬁ |::|:El (;—i-a) :F;< L+1>2123—21T ,
—[a¥ (@G- L+ 1), (3.1.37)

que sdo de fato operadores escada de H(G - L+ 1)

[H(G-L+1),a*(F-L+1)]_ =+a*(6-L+1) (3.1.38)

[a*(¢-L4+1),a (¢-L+1)]_=1+2(-L+1)%s, (3.1.39)

com

(25,05 - L4+1)]y =0— [, H(@- L+ 1)]- = 0. (3.1.40)
Assim, podemos escrever o hamiltoniano de WH generalizado como sendo

1
H = 5[(1_,(1+]+
1 -
=ata + 5{1 +2(¢ - L+1)23}

1 -
=aa" — 5{1+2(<?-L+1)23}. (3.1.41)

As equagoes (3.1.38)-(3.1.41) definem a chamada &dlgebra de Wigner-Heisenberg. Uma
vez que o operador (&- L+1) comuta com todos os elementos de H (G- L) ¢ a*(¢-L+1),
ele pode ser substituido por seus autovalores +(£+1), £ = 0,1,2, ... onde £ é o niimero
quantico do momento angular orbital. As autofuncoes de (7 L+ 1) para os autovalores
(¢ +1) e —(¢+1) sdo dadas pelos conhecidos harmonicos esféricos de spin y. dados
por

Y+ = Yo Llij=t+Lm; (@7 90)7 Y- = yﬂ—f—l,%;j:(f-&-l)—%,mj(@? 90)7 (3'1'42)

-

(0 -L+1)ys=+(l+ 1)y, oy+ =y, (3.1.43)
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onde 7 =/ + % =U+1) - % ¢ o nimero quantico do momento angular total e m;, o

nimero quantico magnético correspondente.

Considerando agora as autofungdes simultaneas de Hyw e (& - L+ 1) dadas por

7/}w+ = (g:iﬁ:;)yﬂ (5 L + l)ww+ = (g 4 1)ww+_ (3'1'44>
Y- = @;:Eg)y‘ (0 L+ 1)y = —(C+ Dy, (3.1.45)

observando a forma semi-definida positiva de Hyy, as relagdes escada em (3.1.38) e a
forma de Hy em (3.1.41), dita que a energia do estado fundamental E9,(7-L+1) > 0,
onde Fy (G- L +1), que indica uma funcao de (- L+ 1), ¢ determinada pela condicao
de aniquilagao, e forma (3.1.41), que se da para dois casos:

Caso(i)

a ), =0, (F-L+1)—(+1. (3.1.46)

Caso(ii)

a ) =0, (G-L+1)— —((+1). (3.1.47)

L 0 0 . .
Juntamente com a normalizacao em w\(NL e ﬂ)év), , para implementar as condicoes nos

casos (i) e (ii), expressaremos a™ dados em (3.1.37) nas seguintes formas fatorizadas:

o =a (G-L+1)

1 {(7-L+1)T3—1} r? 9 r? —{(6-L+1)83—
:Ezlr cap =5 ) =5, )eer {5 )7 103.1.48)
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at =) =a" (@ L+1)
1 T B r2 ) r2 5L -
= Ezﬂ‘ e <§> (_E) exp <—5) pUE LR 1 49)
Para o caso (i), combinando (3.1.48) com (3.1.46), obtém-se
(0)
e ()= (2)
—{(FL+1)mg—1} [ L+ _(a
exp(—)r - = , 3.1.50
74 9 ) RS?J)F (r) Y+ ¢ ( )

onde ¢;, (i = 1,2) s@o uma constantes reais. E apds a operagao nos espinores fermionicos

e na parte spin angular, obtemos:

2
- r
Rﬁ?l(r) o Teea:p(—?)

2
- r
Rg’)l(r) x ’I“_(€+2)6Ip(—?). (3.1.51)
Mantendo apenas a solugao singular nao normalizavel R(l(’)i(y), e simplesmente
tomamos a solugao Rg?l(’y), que ¢ fisicamente inexistente, como zero, temos que a

funcao de onda do estado fundamental normalizavel é dada por

0) = (0) 1 REOJ)F (r)y+ ~(0) ¢ r’
Vs = Ry (r) 0)%+ = ’ 0 , Rii(r)ocr e$p(_§)- (3.1.52)

Para o caso (ii), o procedimento acima pode simplesmente ser repetido obtendo

~ 0 0 - -
oy =820 ()i = (o, ) B0 = R0 s rfen(-5). (3153)

) de (3.1.52)

Voltando ao caso (i), a funcdo de onda do estado fundamental \I/E)?,

tem paridade dada por —X3, isto é,

S5yl =90, (3.1.54)
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A energia do estado fundamental Eég)(: E@S) (¢ + 1)) é, portanto, dada a partir da
condicao de aniquilagao

a % =0, (3.1.55)

wt

ou seja,

1 e 3
Hyiyy = {a*a” + F1+2(6- L+ 1)l = (0 + éwggg = EQy., (3.1.56)

com

3 1
By =BQUAD =(+5=j+1, (j=t+3). (3.1.57)

A partir da atuacao de a™ como o operador de levantamento dos niveis de energia

em (3.1.38), o espectro de energia completo é dado por
n 3
E\(,V)(€+1):£+§—|—n, n=01,2,... (3.1.58)

As autofuncoes de onda do n-ésimo estado excitado V¥, sao fornecidas pela atuagao
do operador de levantamento a™, atuando n vezes na autofuncao de onda no estado
fundamental:

B2 o (@80, (1,0, 0) = (a*)" BO(r) (1

O) Y+ (0,p). (3.1.59)

A partir da operagao de X1 em a*, as Eqgs. (3.1.37) e (3.1.49), e o fato de que cada

aplicagao de ¥, alterna os espinores de Y3 da seguinte forma:

SO-Q-() o

Dai o nimero quantico, n = 2m, em (3.1.59), a paridade X3, e o niimero quantico,
n = 2m+1, e paridade X3. Esta observagao juntamente com a forma diagonal de Hvw
leva a identificacao imediata dos quanta pares e impares, com n = 2men = 2m+1, das

fungoes de onda REthQm)(r)er e Ré?fm“)(r)% de H_(3-L) e H.(6-L) = H_(3-L+1).



29

De modo a obter o seu n-ésimo estado excitado de energia. As autofuncoes radiais

correspondentes, e os autovalores de energia do n-ésimo estado excitado, tornam-se

m H(n=2m
B(r) = BT )
m m 3
B =BGV = B+ 1) 4 2m= 04+ 2m,
2 1
R™(r)  =R""(r) = Ry(r) < ' EXP <—%> Lfﬁj)(N_@ (r?) (3.1.61)
2
e
m H(n=2m+1
RN = RO,
m m 3
EM = EY “)(£+1):E§8>(12+1)+2m+1:£+1+§+2m,
m (n=2m+1
RN =R
r? (e+32)
= Rypyi(r) < TP EX P (—?) LWZQ%(N—Z—l)(TQ) (3.1.62)
comm =0,1,2,..., e L sao os polinomios de Laguerre associados.

A anélise acima mostra como a técnica de operadores da algebra de WH pode ser
efetivamente utilizada para a resolucao espectral completa para o oscilador harmonico

isotrépico tridimensional de spin-3.

3.2 Mecanica Quantica Supersimétrica

A supersimetria surgiu no contexto da Fisica de Particulas e Campos e permite
relacionar estados bosonicos, associados a particulas de spin inteiro que obedeca a
estatistica de Bose-Eisten, e estados fermionicos, associados a particulas com spin
semi-inteiro que obedecem a estatistica de Fermi-Dirac [30]. No inicio dos anos 80,
Witten [29] propos como caminho para o entendimento da quebra da SUSI a construcao
de um esquema em mecanica em que os principios da SUSI estavam presentes; esse
esquema é chamado de Mecanica Quantica Supersimétrica (MQSUSI). A super-édlgebra

da MQSUSI, como é conhecida, tem a sua forma escrita como sendo,
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[Q—v Q+]+ = Hss (3263)
Q.Q ). =[04,Q4]: =0, (3.2.64)
[HSS7 Q,], = [Hssa Q+], =0, (3265>

onde as quantidades Q) e (), sao os geradores da supersimetria. No caso do oscilador
harmonico unidimensional, esses operadores de supercarga sao definidos como sendo,
Q_ = Vhwa'b e Q. = Vhwab' [31], com a,a’ e b, bt sendo operadores de criacio e
aniquilacao bosonico e fermionico, respectivamente . Como essas quantidades comu-
tam com o hamiltoniano H,,, podemos escrever esse hamiltoniano como a soma dos

osciladores bosonico e fermionico

Hy = Hp+ Hp = (a'a + b'b). (3.2.66)

Para que os operadores fermionicos, b e b, satisfacam as relacoes de anti-comutacao,

eles sdo representados através das matrizes de Pauli [1].

0 0
s (1) gaen

0 1
V=%, = : (3.2.68)
0 0

Agora, o hamiltoniano H,, pode ser escrito como

ata 0 H_ 0
H,, = = , (3.2.69)
0 aal 0 Hy

onde H, e H_ sao conhecidos como hamiltonianos companheiros supersimétricos, e

seus autovalores de energia e autofungoes podem ser relacionadas pelos geradores de

supersimetria. Os autoestados de H,, sao dados por ¥ = (Z+>, onde 1~ e ¥ sao,
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respectivamente, os autoesdados dos hamiltonianos H_ e H, com autovalores F_ e

H@:(H 0)(¢‘>:<E¢‘>. 8270
0 Hyj \¢* EyT

Uma vez que os geradores () e (). comutam com Hg,, e ¥ é um autoestado de

E, [?], de forma que

Hg,, entao Q_V e Q¥ também sao. Desta forma,

(o) o) ()

T
(H“; W) — E*Q_WU, (3.2.71)

HQ_ U

s (0 ()

(" Vopou (3.2.72)
“Nppapr) @0 2.

Assim, vemos que QQ_V e Q¥ sao autoestados degenerados de H,,, com auto-
valores ET = E~, respectivamente. Para determinarmos o estado fundamental W,
para que, Q4 ¥y = 0, escolhemos H_ = a'a de forma que o estado fundamental tenha

energia I, = 0, assim

H 1y =a'ahy =0, (3.2.73)

onde usamos a condicao de aniquilacao sobre o estado fundamental de H_. Isso é
valido desde que esse estado seja normalizavel.Caso isso nao ocorra, dizemos que ocorre

quebra da supersimetria, caso contrario, dizemos que o sistema preserva a SUSI e o
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estado fundamental de Hg, tem autovalor de energia zero e autofungao espinorial

Wy = (w(’) ~ N (eJQ) . (3.2.74)
0 0

As autofuncgoes do n-ésimo estado excitado sao dadas por

Y
() .
n+1

Nessa situacao, temos um estado fundamental ¥, com energia £, = 0 e todos os

outros estados Q,V,, e Q_V, degenerados com energia E, = EJ~! > 0.

3.3 Conexao dos hamiltonianos de Wigner e SUSI

Agora, faremos uma conexao entre o hamiltoniano de Wigner H(é - L + 1) em
(3.1.36) e o oscilador harmonico isotrépico 3D SUSI para spin %, no qual, foi discutido
por Ui[10]. A forma desse hamiltoniano ao qual é adicionado um potencial constante

de interacao spin orbita, Hy é dado, por

12 2 = 7,3
sp*+r°)—(-L+35 0
Hy = 20 )~ (@ 2) . (3.3.76)
0 s+ +(0-L+3)
Transformando Hy; pelo operador unitario
1 0
U= Ul=U"'=U (3.3.77)
0 o,
obtemos o hamiltoniano Hgg
— ]_ —
Hes =UHyU' = H(@G-L+1) — 523[1 +2(6-L+1)%3). (3.3.78)

Fazendo uso da forma bilinear simétrica (3.1.36) para (&- L+ 1) em termos dos opera-
dores escada do sistema de Wigner a* (5 - L+ 1) da equagao (3.1.37), e identificando a

expressao entre parentes em (3.3.78) com o comutador (3.1.39) deste operador escada,
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Hgg de (3.3.78) pode ser reformulado tomando a seguinte forma

Hgs ==[a"(¢-L+1),a*(@G L+ 1)y —=Ss3[a=(6-L+1),a* (G- L+ 13]13.79)

—Q_,0.]4. (3.3.80)

Como Y3 anti-comuta com a*(5- L+1), como é definido em (3.1.40), os operadores
supercarga Q= mutuamente adjunto de (3.3.80), resultam nas seguintes expressoes em

termos dos operadores escada do sistema de Wigner:

Q. = %(1 —Y3)a”(F-L+1), Qy=Q" = %(1 +y)at (3 L+ 1)3.3.81)

(Q-)*=(Q4)*=0. (3.3.82)

As relagoes de anti-comutacao (3.3.80) e (3.3.81) definem a algebra QMSUSI levando
a supersimetria de H,g

[Q+, Hgs]- = 0. (3.3.83)

As equagoes (3.3.76)- (3.3.83) fornecem a conexao intima existente entre o oscilador
isotropico SUSI 3D de Spin% e o correspondente hamiltoniano de Wigner H(& - L+
1). Do fato de (3.3.81) e (3.3.80) os operadores super cargas podem ser escritos nas

seguintes formas usualmente empregada na discussao da MQSUSI,

. 0 0
Q.= A (G-L+1)= . : (3.3.84)
A= (@-L+1) 0
0 A*(G-L+1
Qe =(Q) =X, ATGF - L+1) = . \ . ) : (3.3.85)
AYG-L+1)A(G-L+1 0
Heg— | 1 JAT(@ ) ) ) (3.3.86)
0 A~ (G-L+1)AYG-L+1)

onde Y¢ sdo definidos em (3.2.67) e
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1 o 1 1 -

ARG D+1)= = |+(=+-)+-(F-L+1)—r|. 3.3.87
@ L41)= 5 |G+ )+ G- L) —r (33.87)
Neste modelo para o subespago gerado de y, a SUSI é exata (ndo quebrada), ou

seja, nao hé quebra de simetria, o que resulta da existéncia de solugoes de energia
zero normalizdveis e nao-singulares (na origem) que se referem somente neste caso,

G-L+1—((+1)

OF

que sao aniquilados por ()4 e (Q_. Estas condigoes de aniquilagao conduzem respecti-

%—[%], (3.3.88)

vamente em virtude de (3.3.84), (3.3.85) e (3.3.87) a

R+¢0=10,0r =0 (3.3.89)
Q-0 =0 — ¢y o rlexp (—%7’2) Y, (3.3.90)
E, portanto,
bo = [ ¢p ] N [ rlexp(5Hr?)y. ] | (3.391)
OF 0

que é consistente com as conclusdes de Ui [10] para o seu modelo baseado em (3.3.76).
Este capitulo de revisao foi elaborado com fundamento no trabalho de Jayaraman e

Rodrigues [1]. No préximo capitulo serd apresentada a equagao de Dirac.
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Capitulo 4
Equacao de Dirac

No inicio do século XX, uma série de descobertas e observacoes deixaram em
evidéncia as dificuldades da fisica classica para interpretar diversos problemas fisicos,
como as propriedades dos atomos, e a interacao da radiagao eletromagnética com a
matéria [32]. Assim, a mecéanica quantica veio com o objetivo de resolver esses proble-
mas. Ja para descrever os fenomenos fisicos no regime de altas energias é necesséria a
utilizagao das duas principais teorias surgidas no inicio do século, a teoria da Relativi-
dade Especial e a Mecanica Quéantica, sendo necessario unir esses dois pilares da fisica
em uma tnica teoria consistente [33]. Este fato resultou na formulagao da Mecénica
Quantica Relativistica. A primeira tentativa de unir essas duas teorias foi proposta
em 1927 pelos fisicos Oskar Klein e Walter Gordon[34], na qual eles apresentaram uma
equagao que ficou conhecida como equacao de Klein-Gordon, porém essa equacao apre-
sentava problemas relacionados a valores negativos para a densidade de probabilidade,
uma vez que isto proibe a interpretacao probabilistica da teoria, devido a equacao ser
de segunda ordem na derivada temporal, o que nao ocorre na equacao de Schrodinger.
Por conta disso a equagao de Klein-Gordon ficou abandonada por um tempo. Para
resolver o problema apresentado na equagao de Klein-Gordon, em 1928 Paul Dirac
propos uma equacao de onda relativistica de primeira ordem nas derivadas temporais
e espaciais [32]. Para isso, Dirac fatorou a expressao relativistica da energia antes de

substituir pelos seus correspondentes operadores. Com isso a fungao de onda 1) passa a
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ser escrita em termos de quatro componentes, denominados spinores [35]. Diferente da
descrigao de Klein-Gordon, no qual o spin tem de ser acrescentado artificialmente, na
descricao de Dirac o elétron descrito pela funcao de onda surge naturalmente com spin.
O problema da equacao de Klein-Gordon foi resolvido em 1934 por Pauli e Weisskopf,
interpretando a densidade de carga como densidade de probabilidade de corrente, na

qual descreve particulas de spin-0.

4.1 A Equacao

A equacaode Dirac é uma equacao relativistica que descreve particulas de spin

, como elétrons e quarks. Para construcao de uma equacgao de onda relativistica é

N =

necessario obter uma equacao de onda em que a derivada em relagao ao tempo seja de

primeira ordem [36]. Partindo da equagao da energia relativistica,

E? = (p)" + (Mc*)* = (pb)*c* + (7,)"c” + () "¢* + (Mc?)*. (4.1.1)

onde ¢ ¢é a velocidade da luz, m e p'sdao a massa da particula e o operador momento,
respectivamente. Substituindo as quantidades da equagao (4.1.1) pelos seus respec-
tivos operadores e atuando em uma funcao de onda v, chegamos a equacgao de onda

relativistica,

2
LY P P Pu <M€2) _0 (4.1.2)

2o 02 9y 022 h
Essa equacao ¢ de segunda ordem na derivada em relagao ao tempo devido ao quadrado
na energia na equagao (4.1.1). Se extrairmos a raiz quadrada da equagao (4.1.1),

obtemos

E = \J(5)%c + (5,22 + (7.)22 + (M2, (4.1.3)
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na qual o termo de energia é de primeira ordem. Porém, a raiz quadrada no lado
direito de (4.1.3) leva ao problema na equagao de continuidade de Klein-Gordon, uma
vez que a densidade de probabilidade pode ser negativa[36]. No entanto, podemos

escrever as componentes de (4.1.3) como uma combinagao linear na forma
E = ayp.c + aop,c + asp.c + BMcE. (4.1.4)

Elevando ao quadrado a equagao (4.1.4), e obedecendo a ordem de multiplica¢ao dos

coeficiente, temos
E? = (aypuc + aopyyc + aspe + BMP) (pue + aopyc + aspre + BMc*),  (4.1.5)
na qual podemos chegar as seguintes condicoes para os coeficientes

Q109 + ooy = O, Qo3 + gip = O, Q3] + Qg = O,
1B+ Par =0, af+par =0, azf+ faz=0,

a2=1 a3=1 a;=1p3"=1,

de modo a recuperar a equagao (4.1.3). Dessas condigoes, vemos que os coeficientes oy,
g, a3, € $ nao podem ser numeros, uma vez que nao obedecem a lei de comutacao.
Neste caso, estes coeficientes devem ser matrizes que obedecem a relacao de anti-
comutacao cuja dimensao minima dessas matrizes é 4x4, que sao chamadas de matrizes
de Dirac.

Substituindo as quantidades na equagao (4.1.4) pelos seus respectivos operadores,
chegamos a equagao que representa a equacao de Dirac,

Zhaa—\f = (ca-p+ M)V, (4.1.6)
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em que a forma das matrizes az e § sao dadas por

g 0 0 -1

onde ¢; sao as matrizes de Pauli

(o1 {0 —i (1 0
o1 = ; g = ; o3 = : (4.1.8)
1 0 10 0 —1

Uma vez que a equacao de Dirac é uma equacao matricial, a funcao de onda v é

escrita como uma matriz coluna de 4 componentes, chamada de spinor de Dirac

(2

(0
P = . 4.1.9
s (4.1.9)

Yy

4.2 Equacao de Dirac para particula livre

A equacgao (4.1.6) representa a equacao de Dirac para uma particula livre. Para
obtemos a solugao dessa equacao, o espinor de quatro componentes (4.1.9) sera rescrito

em termos de dois espinores de duas componestes

Y= (90) ; (4.2.10)
X
Y1 U3
_ Sy = 4.2.11
@ (¢2> X <¢4> ( )

utilizando as matrizes de Pauli, podemos escrever a equacao de Dirac como sendo

com

Ep =0 px+ Mo,

Ex =23+ My. (4.2.12)
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As equacgoes acima formam um conjunto de equagoes matriciais acopladas, na qual, a
solucao corresponde a solucao da equacao de Dirac para uma particula livre. Sendo
o determinante da matriz dos coeficientes de (4.2.12) nulo, o sistema terd solugao

nao-trivial

E—-M) -G-p
( A S (4.2.13)
—d-p (E+ M)
portanto
(E* = M*) — (&-p)(&-p) =0. (4.2.14)

Usando o fato que (¢ - p)* = (p)?, a relagao energia momento acima fica

E = +/M? + (§)?, (4.2.15)

onde os sinais + revela que ha duas solugoes para a equagao de Dirac, uma associada
a energia positiva, outra associada a energia negativa. Podemos propor a seguinte

solucao para a dependéncia temporal do espinor de Dirac:
Y(t,7) = oer PP, (4.2.16)
onde F é a energia associada ao espinor

o = (900) . (4.2.17)
X0

De (4.2.12) tiramos que o valor de xq é dado por

)
©o,
M+ FE

o = <¢1> , (4.2.19)
P2

e da condigao de normalizacao ©'o = i) + Y5y = 1, com @) e p; sendo nimeros

Xo = (4.2.18)

considerando ¢ na forma

complexos. O conjunto de solugoes livres positivas e negativas da equacgao de Dirac é
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dado por

U(t,7) =N ( Jf) )6?““‘”% (4.2.20)
Yo

M-+\E

com A = £1. A constante N pode ser determinada pela condicao de normalizacao

[ wtudr = s 7). (1221)

o que fornece o seguinte valor para a constante N

[M +\E
N =1\ (4.2.22)

Como vimos a equagao de Dirac fornece autovalores de energia positiva e negativa,onde
a solucao para a energia negativa representa as anti-particulas. Na proxima secao, serd
apresentado o modelo do oscilador de Dirac, em seguida, apresentaremos a equacao de

movimento do oscilador de Dirac como também seu hamiltoniano nao-relativistico.
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4.3 O Oscilador de Dirac

O modelo do oscilador de Dirac foi proposto primeiramente por M. Moshinsky
e A. Szczepaniak[37], no qual a partir da inser¢do de um acoplamento nao minimo
p — p — iMwpr na equacao de Dirac, onde w é a frequéncia do oscilador, M é a
massa da particula e 7 é o vetor posicao, eles propuseram um modelo para o oscilador
relativistico que resulta no oscilador harmonico no limite de baixas energias. Dessa
forma, o oscilador de Dirac é dito ser o oscilador harmonico acrescentado do termo de
acoplamento spin-6rbita [34].

Atualmente, na literatura existe diversos trabalhos envolvendo o oscilador de Di-
rac. Almeida e Cavalcante [38] estudaram a transformagao de Foldy-Wouthuysen para
o oscilador de Dirac com massa dependente da posigao. Benitez e outros[39] obtive-
ram os espectros de energia do oscilador de Dirac, onde também mostraram aplicagoes
em supersimetria e estabilidade do mar de Dirac. Moshinsky [40], também estudou
aspectos supersimétricos do oscilador de Dirac, no qual apresentaram a supersimetria
e a superalgebra para um sistema de dois corpos com interacao do oscilador de Dirac.
Nogami e Toyamal[22] [41], estudaram o comportamento de pacotes de ondas do osci-
lador de Dirac em 1 + 1 dimensao. Desde de entao, diversos trabalhos envolvendo o

oscilador de Dirac vem sendo produzidos [42], [43], [44], [45].

4.4 Equacao de Movimento de Dirac

O modelo do oscilador proposto por M.Moshinsky e A. Szczepaniak [37] surgiu na
busca de um potencial em que o momento e as coordenadas espaciais fossem lineares
e que reproduzissem o hamiltoniano do oscilador harmonico no limite nao-relativistico
46].

Para obter a equacao de movimento do oscilador de Dirac, introduzimos no hamil-
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toniano da equagao (4.1.6) o acoplamento nao minimo proposto em|37], dado por
7= F— iMwpF. (4.4.23)

onde m é a massa da particula e w é a frequéncia do oscilador, dessa maneira, a equagao
de Dirac assume a seguinte forma:
ov

ma = [e@ - (P — iMwBF) + BMc*] V. (4.4.24)

Vale ressaltar que o acoplamento nao minimo nao ¢ hermitiano, mas a presenga
da matriz @ garante que o hamiltoniano permanecge hermitiano. Tendo em vista que
o potencial do oscilador de Dirac nao depende do tempo, a funcao de onda de Dirac

pode ser definida como [33]

iEt

U(t,7) = v(F)e T (4.4.25)

Agora, podemos escrever a equacao de Dirac na forma da seguinte equacao de auto-

valores,

[cd - (§— iMwBF) + BM P = Ev. (4.4.26)

Fazendo uso das formas explicitas das matrizes de Dirac a e § e escrevendo o spinor

de Dirac em termos de duas componentes,

1 (7)
P(r) = , 4.4.27
(7) < ’s (F)> ( )

da equagao (4.4.26), fazendo algumas simplificagoes, resulta em

( 0 5~ﬁ—z’M&~F> <w1(f')> _ (E—M 0 ) (%(f))
G j—iM& -7 0 () 0 E+M) \u(@)’
1

que equivale a duas equagoes acopladas,
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(& - 7+ M - Fn(F) = (B — M) (7), (4.4.20)

(& - 5 — iM& - FYn(F) = (B + M) (7), (4.4.30)

nas quais, podem ser desacopladas multiplicando a primeira por (E + M) e fazendo
as devidas substituicoes na segunda equacao. O mesmo procedimento vale para a

segunda equacgao, e encontramos os seguintes pares de equagoes desacopladas para

V1(7) e (1)

(G -+ MG 7)(G - F— iME - P (7) = (B2 — M) (7), (4.431)

(G -5~ IM& - 7)(F - 5+ MG 7 (7) = (B — M), (4.4.32)

A)(¢-B) = A-B+id- (A x B), obtemos a seguinte relacao

Qu

Usando a propriedade (

(G §+iM& - 7) (G- F—iM& - P (F) = (p)* — 3M + M*(P)? —2M& - L. (4.4.33)
Agora podemos escrever a equacao (4.4.31) da seguinte maneira:
(97— 80 + M2 20 L) w(7) = (B2~ M) w). (4439

Para estabelecer um sistema nao-relativistico, temos que calcular o limite de baixas
energias da equacao (4.4.34). Assim, considerando que a maior parte da energia da
particula esteja concentrada na energia de repouso, podemos utilizar a aproximagao
E ~ FE+ M, assim, E> — M? ~ 2EM, se E < M. Sendo assim, a equacio (4.4.34)

pode ser escrita como

((15')2 —3M + M(7)? — 2MG - E) W(7) = 2EMy(F). (4.4.35)
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Ou ainda

Hpy = E, (4.4.36)

com Hp sendo um operador hamiltoniano de segunda ordem,

- H? — M?1 . E? — M?
H, = D S i —— 4.4.
b oM oM (4.4.37)
com
- 2 1 - 3
Hp = % + 51\4 w2(77)2 - (5.L + 5) w. (4.4.38)

Podemos observar que os dois primeiros termos em (4.4.38) representam o oscilador
harmonico nao-relativistico 3D. O termo entre parénteses, descreve um acoplamento
spin-orbita, tendo como efeito provocar o deslocamento dos niveis de energia do sis-

tema.

4.5 Oscilador de Dirac via Equacao de Segunda Or-

dem

Para resolver a equacao diferencial de Dirac de segunda ordem tipo Schrodinger
(4.4.36), utilizando o sistema de coordenadas esféricas no hamiltoniano de segunda

ordem Hp em (4.4.38), em que:

r— r=r

o 1
Dr — ﬁr =—1 ( + ) - pia h = 17 (4539>

oty
obtemos a forma nao-relativistica do hamiltoniano de Ui [10] para um oscilador harmoénico

isotrépico 3D SUSI com spin%, dos quais alguns aspectos supersimétricos foram dis-
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cutidos através da super-realizacao da algebra WH. Esse hamiltoniano é dado por

Hp =

H 0
bt ~ = HUi7
0 Hpo

Jw}. (4.5.40)

No préximo capitulo, capitulo original desta dissertacao, iramos investigar os estados

coerentes canonicos para o oscilador de Dirac no caso tridimensional através da técnica

algébrica de HW.
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Capitulo 5

Estados Coerentes para o Oscilador

de Dirac

Construiremos agora os estados coerentes para o oscilador de Dirac. Esse estados
sao autoestados do operador de aniquilacao do hamiltoniano Hp, definido na equacao
(4.5.40). Para alcangar esses estados partiremos da seguinte relagdo de comutagao

escada para o hamiltoniano de Dirac
[Hp, D™ = —2D", (5.0.1)

em que o operador D~ é dado por

D (¢-L) = 57 -L) ; (5.0.2)
0 B*(&-L)=B~(¢-L+1)))’
B‘(c?-f):%{(% %) +2r§+r2— (57;2L)(*-E+1)+3}, (5.0.3)
Bf(#-L) =B (@-L+1) (5.0.4)
5 ,
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com o, = ((’f).

Os estados coerentes candnicos associados ao oscilador de Dirac, |a) p, sdo definidos
como os autoestados que satisfazem a equagao de autovalor do operador quadratico

D~. Assim temos

D7 |a)p = ala)p. (5.0.5)

Atuando os operadores projecao % (1+3%3)e % (1 — 323) na equagao (5.0.5), os setores

bosonico e fermionico do hamiltoniano de Dirac sao desacoplados da seguinte maneira

D la)p = {1@ %) +

(B (F-L) 0 .
= ( 0 B I )I )D, (5.0.6)

G-L+1)
em que
1 B (¢-L) 0
S (1+3%) D = : 5.0.7
5 ( 3) ( 0 O) (5.0.7)
€

N | —

_ 0 0

(1-3) D™ = ) . (5.0.8)
0 B (6-L+1)

As equagoes (5.0.7) e (5.0.8) s@o, respectivamente, os setores bosonico e fermionico

do oscilador de Dirac, dessa maneira podemos escrever os estados coerentes, |a)p,

como a soma dos estados coerentes dos setores bosonico e fermionico do oscilador de

Dirac, ou seja

lo)p = |a)p +or|la)r; |a)p = <|a>_> . Ja)r= ( ! ) . (5.0.9)

orla)+

Usando as equagoes (5.0.7) e (5.0.8) a equag@o de autovalor (5.0.6) pode ser desaco-
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plada obtendo duas equagoes de autovalores

B la)_ =a_|a)_ (5.0.10)

Bto.|a)y = ajo]a),, (5.0.11)

em que os operadores quadrdticos B~ e BT satisfazem as seguintes relacoes de co-

mutacao escada

[Hp,B"]=—2B~; [Hp, B =2B". (5.0.12)

Agora, investigaremos os estados coerentes no subespago em que o operador ¢-L+1
assume os valores do momento angular orbital adicionado de uma unidade.

Caso(i) G- L+1—(+1=j+3, j=(+}

(@- L+ 1)y, = (C+ Dy,

Da relagao de comutagao escada (5.0.12), verifica-se que esses operadores deslocam
o quantas em duas unidades, 2m — 2m =+ 2 ou equivalentemente m — m 4 1. Dessa
forma os operadores quadrdticos B~ e BT, quando atuarem na base ortonormal |™)
e [") terao o efeito de aumentar ou diminuir os quanta em duas unidades de forma

que podemos escrever

B3 D)™ = 2m(2m + 20 + 1)[y™ ), (5.0.13)

B (¢ L+ 1™ = v/2m(2m + 20 + 3)[p™ ). (5.0.14)

Os estados coerentes bosonicos definidos em (5.0.9) e (5.0.10), dados por

(e
!@3—((}), (5.0.15)
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podem ser escritos como uma superposicao dos autoestados do oscilador

la)s = dult™) (;) . (5.0.16)

Usando o operador B~ em (5.0.16), obtemos

BTy =Y dnB ") ((1)) , (5.0.17)

com o auxilio de (5.0.13) podemos escrever a equagao ( 5.0.17) como sendo

m=0

B~ |a)p = i A/ 2m(2m + 20 + 1) |p™ 1) ((1)) , (5.0.18)

ou ainda

B~ |a)p = i Ay17/2(m + 1)(2m + 20 + 3)[p™) (é) , (5.0.19)

m=0

comparando esta equagdo com a equacao (5.0.10) encontramos uma relagao entre os

coeficientes d,,_1 € d,,

(0%

Ay = . (5.0.20)
2\/(m—|— D(m+(+3)

A relagao de recorréncia acima nos fornecera uma relacao entre os coeficientes d,,

e dy. Assim, temos

am

dy, =
2m\/m!F(m 0+ 3)

do. (5.0.21)

comT(m+L+3)=(m—1+0+3)(m—2+0+3)...(C+3).

O coeficiente dy pode ser determinado pela condicao de normalizacao

(afa) =" |da* =1 (5.0.22)
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S o ) o
=1 = dy=g’ 5.0.23
£t 2mm|T(m + 0+ 3) ° 0= g-*(laf%), ( )
onde
=30 L (I (5.0.20)
- T mll(m+ 0+ 3\ 2 ) 0.

Substituindo o valor da constante d,,, obtido em (5.0.21), na equagao que representa
os estados coerentes bosonicos da equagao (5.0.16), e usando o valor de dy, encontramos

os estados coerentes normalizados do setor bosonico do oscilador de Dirac

o0

1 aym, o1
Z {m!\[(m + €+ 3/2)}2 (5) [ (O) ’ (5.0.25)

m=0

D=

)5 = {g-(la))}"

em que ¢g_(|a|) = Ik, s@o as fungdes de Bessel modificadas de primeira especie [49)].
Sendo que o ket [¢)™) contém apenas quanta pares e que |a)_ sao os estados coerentes
normalizados do setor bosonico do oscilador de Dirac.

Os estados supercoerentes bosonicos |a) p diagonalizam o operador de aniquilagao

projetado em (5.0.7) que definiremos como sendo
(14+35) D, (5.0.26)

este operador atua sobre os autoestados pertencentes aos quanta pares. Ja o opera-
dor de aniquilacao projetado que atua sobre os autoestados pertencentes aos quanta

impares ¢é definido por

(1-35) D" (5.0.27)

Dsla)p = aila)p, (5.0.28)

0 0
a)p = = 0r|Q)4 . 5.0.29
o) (ar|a>+> o) <1> ( )
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De forma analoga ao tratamento feito na construcao dos estados coerentes bosonicos,
podemos mostrar que os estados coerentes fermionicos normalizados para o oscilador

de Dirac sao dados por

la)p = {9+(|a|)}_% Z e 1 (%>m0T|@/}T> <(1)> , (5.0.30)

IT(m + £ +5/2)}2

Cco1m
oo

1 o 2m
g+(lal) = Tnzz()m!F(m+€+5/2) <%) ’ (5.031)

com [¢7') contendo apenas os quanta pares.

Os estados coerentes possuem duas propriedades importantes, a nao ortogonalidade
e a completeza. A propriedade de nao ortogonalidade para os estados coerentes do

setor bosonico, |a) g, da equagao (5.0.25) pode ser verificada pela seguinte relagao

(o]} = dara (5.0.32)
slla)s = {g_(alo_(lal}~+ S | (@) o )
ST g om T (! 4 04+ DD(m A+ L+ )}z T
sle/l0)s = {g- (oo (Jal)} Zm{m,r";‘liﬁ o
ple/la)s = {g_(alo_(jaD} Fg_(a"a) # O (5.0.3)

com
00

g (a"a) = ; sz{m!% S (5.0.34)

Apesar dos estados coerentes, |«)p, serem normalizdveis, eles ndo sdo ortogonais,
e o produto escalar entre eles é diferente de zero.

Para mostrar a propriedade de completeza para esses estados devemos considerar
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a seguinte integral
1 > .
— / o) {a|d*a = Z [P (Y] = 1. (5.0.35)

Da equagcao (5.0.25) em (5.0.35) obtemos

X[ 2m | (mtm) gig(m—m) «
[ @sntalta =3 / alda / ap10L (9 U)oy m

m+m’){m!m’!F(m+€+2) (m ’+Z+ }
(5.0.36)

em que fOQW dpe®m=—m") = 2x, . Dessa maneira a equacao (5.0.36) assume a seguinte

forma

-1 ’a’(2m+1)

/|a pplald®a = QWZ/ 227%5’11 (m+ 052 )|¢m><¢m| (5.0.37)

A equagao (5.0.37) pode ser simplificada com a introdugao de uma fungdo apropriada.

Essa fungao pode ser escrita na forma

22"T(m+ L+ 3) e

h(la]) = (5.0.38)
{9-(lal)}~
Assim, podemos simplificar a equacao (5.0.37) e obter a seguinte equagao
(2m+1) ,—|«f?
/ ) 5 (ald®ah(|al) = 27{) / QA ), (5.0.39)
ou ainda
1 > .
= [ a)matal@an(ial) = > [my ) = 1 (5.0.40)

Assim alcancamos a propriedade de completeza, ou fechamento, para os estados coe-
rentes dados em (5.0.25), onde 1 é um operador unitdrio; quando este operador atua
sobre qualquer ket, ele o deixa inalterado.

Essas mesmas propriedades sao alcancadas para os estados coerentes do setor

fermioénico do oscilador de Dirac, |a)pr, que através de célculos semelhantes, pode-
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mos mostrar que

rlela)r = {91 (la)gs(jal)} 2gi(a"a) # 0 (5.0.41)

~ [ Iyeetaldan(al = 3 ) @) =1 (5.0.42)

Nesta analise, verificamos que estes estados coerentes sao supercompletos o que
significa que podemos expandir quaisquer estados em termos de uma base de qualquer

estado, inclusive em uma base construida deles mesmos.
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5.1 Conexao entre o Oscilador de Dirac e Oscilador

SUSI

Na secao anterior, construimos os estados coerentes para o oscilador de Dirac. Esses
estados, como virmos, sao os autoestados do operador de abaixamento do hamiltoniano
de Hp, na qual, a forma nao relativistica do hamiltoniano de Ui [10] é alcancado na
equacao (4.5.40). Considerando um operador unitério, em termos da projecao radial

de spin na forma

0 o,

1 0
U= ( ) =U*'=U' o,= (G -7/r (5.1.43)
nos permite obter o hamiltoniano supersimétrico na forma
. . 1 -
Hgqugr = UHpU = H(F-L+1) — 5{1 +2(6- L+ 1)S3} wis, (5.1.44)

na qual obtemos uma relagao entre o hamiltoniano supersimétrico Hqpjgy, com o
hamiltoniano transformado de Dirac Hp, onde H (Ef +1) é o hamiltoniano de Wigner.
Dessa maneira, vemos pela equagao (5.1.44) que o hamiltoniano Hp se relaciona com o
hamiltoniano Hqyygy pela transformacao unitdria, ou seja, aplicando a transformagao
unitdria no hamiltoniano de Dirac Hp encontramos o hamiltoniano supersimétrico

Hgyyg- Assim , podemos escrever a equacao (5.0.1) como sendo
[Hqusp, UD™U' = —2UD~UT, (5.1.45)

em que, UD~UT é o operador de aniquilacdo do oscilador de Dirac relacionado pela

transformacao unitéria, onde

oS Q
Sl
o

B_
A= =UD U :U< (

B~ 0
= ( . B+> . (5.1.46)
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Portanto, a acao do operador U em D~ modifica apenas o setor fermionico de D~.

Dessa maneira, as equagoes (5.0.3) e (5.0.4) sdo escritas como sendo

B (¢-L)=B (¢-L), (5.1.47)
€
Bf(@-L) =B (G-L+1) (5.1.48)
%{(aﬁ %) —ZTE—FT (@ f;l)(& E+2)—3},

onde utilizamos o fato que (0,)? = 1.
Vemos que A~ definido na Eq (5.1.46) é o operador de aniquilacdo do hamiltoniano

SUSI ja conhecido na literatura,

[HSUSI,A_] = —2A". (5.1.49)

Os estados coerentes para o oscilador supersimétrico Hqrygy em trés dimensao foram
estudados por Jayaraman, Rodrigues e Vaidya [50], definidos pela equagao de autovalor

para o operador A~

A7’Oé>53 = 04‘04>55, (5150)

0s quais estao conectados com nosso sistema por uma transformacao unitaria U, em
que

|Oé>gs = U|Oé>D. (5151)

Na préxima se¢ao, construiremos as autofungoes e os autovalores de energia do

oscilador de Dirac via a técnica algébrica de Wigner-Heisenberg.
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5.2 Autofuncoes e o Espectro de Energia do Osci-
lador de Dirac

O problema espectral do oscilador SUSI 3D ¢é resolvido completamente iniciando

com a super-realizacao dos operadores escada da algebra de WH com trés graus de

liberdade. De acordo com o que foi visto no capitulo 3, vemos que a matriz de Pauli,

Y3, anti-comuta com estes operadores:
[25,a5(G - L+1)]4 =0=[S5,a5(7- L+1)]_ =0. (5.2.52)

Esta propriedade do operador escada do oscilador de Wigner, juntamente com a

comutatividade do H. SUSY
[Hgysp a*(5- L+ 1)) = 0= [Hgys, H(G - L+ 1)]_, (5.2.53)

nos garante simultaneamente a base das autofuncoes dos sistemas de osciladores 3D
descritos pelo Hgyygqr ¢ H(7 - L+ 1). Das equagoes que definem a &lgebra da supersi-

metria obtemos a forma padrao do hamiltoniano Hgygr

H_ 0
H =20Q% =202 = , (5.2.54)
SUSI 1 2 0 H
+

onde os parceiros supersimétrico, H_ e H, sao dados por:

H =B'G-L+1)B (- L+1)=2 + =" (G- L+2)w,  (5.2.55)
oM 2
H+:B*(5~L+1)B+(5.L+1):;)—M+ 2“” — (@ L+ (5:256)

Portanto, vemos que as autofungoes dos setores bosonicos de Hp e Hgy sy sao iguais

as obtidas para o oscilador de Wigner 3D tratadas anteriormente. Mas, no entanto,
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de acordo com as equagoes (4.5.40) e (5.1.44), as autofungoes dos setores fermionico
de Hp e H sust sao diferentes nas partes angulares. Eles sao obtidos através de uma
projecao do spin na direcao radial, que atua no setor fermionico dos autoespagos do
oscilador de Wigner. De acordo com a anslise acima, as autofuncoes de Hp geram dois
tipos de autoespagos pertencentes aos autovalores, +(¢+ 1) de (7 - L+ 1). Chamamos
esses autoespago do caso (i) e caso (ii), respectivamente.

Caso(i) 5’-E+1—>€+1=j+%, j=0+1.

Autofungoes do oscilador de Dirac:

(< r | NOL,jm; >
\IJNE%,jmj (T7 @,(P)j = 02 ’
'R
_ Né(r) Y (0,9), N=2m+/{, (5.2.57)
Voo (0.0 = | |
L \7Y,90)5 =
NerLz.m; ’ o, <r | N{+1)—3,jm; >
[0
= y+(©,p), N =2m+{+1.(5.2.58)
_CTrRN£+1(7“)
Autofungoes do oscilador SUSI
Rye(r
Up = U\IJNZ%JWL]' (T’, @7 (p)j = Ng( ) er(@a ()0)7 N =2m + f, (5259>
0
\I[F = U\IJNH»l%,jmj (7”, @7 90)] = y+<@7 @)7 N =2m + ¢ + 1. (5260)
NZ+1<T)
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Caso(ii)5-E+1—>—(€+1):—(j+%), j:(€+1)—%:€+

N | —

Autofuncgoes do oscilador de Dirac

roy =|
77 1 im. r, 790 j =
Neg.amy ’ _UT<T\N€%,jmj >
[0
= y-(6, ) (5.2.61)
|0 Rve(r)
(<r|N({+1) =1L jm; >
nN(f—l—l)—%,jmj (T’, @, SO)] — 0 2 J (5262)
'R
= ”g Oy e.0) (5.2.63)
Autofungoes do oscilador SUSI
0
Vg = Ul jm, (1,0, 9); = y-(©, ) (5.2.64)
RNE(T)
Ry (r)
Up = U77N(€+1)—%,jmj (’I", @7 @)] = 0 y—(@7 QD), (5265)

onde y+ = y+(0, ) sdo os harménicos esféricos de espinoriais definidos por

+m+1
oV e Yem—d (0,¢)

y+(0,p) = pEe— ) (5.2.66)
£\ T Yem+ 1 (0, 9)

Note que .1 sdo os harmonicos esféricos usuais [51], e Rye(r) é a parte radial das

funcoes de onda do oscilador harmonico isotrépico 3D, com

2

1
R"=*™(r) = Ry(r) o "*EX P (_%) Lv(vit?(zv_e)(r2> (52.67)
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e
(n=2m+1) 241 r’ (e+3) 2
R (1) = Ryepa(r) o< v EXP ( —— | L "3 (r%) (5.2.68)
2 m=3(N—£-1)
comm =0,1,2,..., e L sao os polinomios de Laguerre associados.

Os espectros de energia dos operadores Hp e SUSI sdo idénticos, uma vez que
esses operadores estao relacionados por uma transformacao unitaria. No entanto,
a relacdo entre o nimero quantico principal N e o momento angular orbital (¢) é
diferente, em cada caso. Obviamente, o espectro de energia associado aos dois tipos de
espagos pertencentes aos autovalores, +(¢+1) sdo diferentes. Para obter esses espectros
de energia, utilizaremos a equagao dada em (5.1.44), relacionando o hamiltoniano
supersimétrico com o super oscilador de Wigner para os dois casos:

Caso(i) —>5'f/+1—>€—i—1:j+%, j=0+3.

Para n = 2m, temos

1 —
ESS:E0+n——{1+2(5-L+1)23}w23,

2
3 1
FEgs :€+§+2m— 5{1+2(12+1)}w,
Eg = 2mw. (5.2.69)

Para n =2m + 1, temos

1 .
By = Ey+n— 5{1+2(5-L+1)2:3}@3,

3 1
By = (45 +2m+1— 5 {1+2(+1)(-D} w(-1),

Es =2(m+ 1)w. (5.2.70)

2 2 _ I+
-~ EF-M { 2mw = EN(K—H)’ (5.2.71)
2

(m+ 1w = Ey,.
Comm =0,1,2,...
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Causo(ii)—>5-[j—i—1—>—(€+1):—(]'4-%)7 j=+1) -1

Para n = 2m, temos

1 .
ESS:E(H—n—5{1—2(6-L+1)23}w23,
3 1

3
Ex=(G+N+ §)w. (5.2.72)

Para n = 2m + 1, temos

]_ —
Ess=E0+n—§{1+2(5-L+1)23}w23,

Ey=FEy+2m+1— % {I1+2[-(+D)(-D}w(-1),

5
E, = (j + N+ 5) w. (5.2.73)

- E2_M2

E - 7

N¢ 2M

{ (N+j+3/2Qw=FEf, N=j—-1j+3/2,j+7/2. ..,
(N+j+5/2w=Exy, N=j+37+5/2. ..

(5.2.74)

O espectro de energia da equacao de Dirac, Fny, € obtido a partir das equacgoes
(5.2.71) e (5.2.74) com um valor fixo do momento angular total j = (+1 = ({+1)—1.
Desta forma, podemos obter a energia relativistica positiva e negativa do oscilador de
Dirac para os dois casos.

No caso (i), obtemos

2nw

1

onde n = 0,1,2,3,... no caso de n = 0, a energia do estado fundamental é dada por

Ep. = M,

+

(5.2.76)

2(n+ Nw 1/2
i :

Ep =-M (1+

Note que Ep_ = —Ep, (n+1)-
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No caso (ii), temos

2n + 20 + 2w /2
Ep, = M (1 (”+M+ )w> , (5.2.77)
comn=20,1,2,3,....
2(n + 21 1/2
Ep = —M (1 4 2 +M+ 3)“’) . (5.2.78)

Esses estados de energia estao de acordo com os resultados obitidos por Moshinsky
e Szczepaniak [37]. Temos no primeiro caso um estado singleto com energia zero, e sem
ruptura espontanea de supersimetria. Isso acontece precisamente quando o ntimero
quantico principal tem o valor N = j— %, cujo estado fundamental é dado por Ey = M,
que de acordo com as equagoes (4.4.37), (5.2.57) e (5.2.74), é dado por:

Mwr?
2

Eyp =M, Yot jm, (150, ) o r’ exp (— ) y+(0, ). (5.2.79)

No segundo caso, a SUST é espontaneamente quebrada, uma vez que nao existe
um estado com energia Ej;; = m correspondendo a energia zero do oscilador de Dirac
supersimétrico 3D. Isso garante apenas no primeiro caso, que o estado de vacuo é
estavel na presenca da interagao spin-orbita (E.E) e os estados de energia positiva e
negativa nao se misturam.

Caso(i)

4o

2w

Caso(ii)



(2j+5)w
(2 +3)w —
(27 + 1w

[:[D(*)

gD(Jr)
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Em ambas as figuras, vemos a degeneracao supersimétrica do oscilador de Dirac

3D. Observe que os espectros de energia dos setores bosonico e fermionico no primeiro

caso nao dependem do momento angular e, portanto, cada um deles apresentam uma

degenerescéncia infinita. No segundo caso, cada setor tem degenerescéncia finita (N +

LjF),(N£2,jF2)..
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Capitulo 6

Conclusoes

Neste trabalho, investigamos o sistema quantico relativistico descrito pelo oscilador
de Dirac. Estudamos oscilador de Dirac com base na algebra de Wigner-heisenberg.

No capitulo original deste trabalho, analisamos os estados coerentes canonicos para
o oscilador de Dirac tridimensional nao conhecido na literatura, conhecemos apenas o
caso unidimensional estudado por Nogami e Toyama [22]. Esses estados sao os auto-
estados do operador aniquilacao quadratico D™, mostramos que os estados coerentes
do oscilador de Dirac sao normalizaveis e nao ortogonais, ou seja, o produto escalar
entre esses estados nao é nulo, e que obedecem a propriedade de supercompleteza.
Foi possivel verificar que esses estados estao conectados com os estados coerentes su-
persimétricos, ja conhecidos na literatura, através de uma transformacao unitaria U.
Assim, é possivel chegar aos estados coerentes SUSI partindo dos estados coerentes de
Dirac.

A técnica algébrica de Wigner-Heisenberg se mostrou bastante eficaz para a re-
solugao espectral desse sistema. Partindo do hamiltoniano de Dirac quadratico Hp, e
através da transformacgao unitaria U, encontramos um hamiltoniano de segunda ordem
supersimétrico, que esta relacionado com o hamiltoniano de Wigner. Como os hamil-
tonianos Hp e Hgpsy estdo relacionados pela transformacao unitdria, os espectros de

energia sao idénticos, assim, deduzimos os autovalores e as autofuncoes de energia para
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os dois tipos de subespagco pertencentes aos autovalores +(¢+ 1) de (7 - L+ 1), através
da técnica algébrica WH.

Em trabalhos futuros, estudaremos os estados de incerteza minima para o oscilador
de Dirac, como também, algumas propriedades termodinamicas, a partir da funcao de
particao do oscilador de Dirac. Em outros trabalhos, podemos estudar os estados
coerentes e equagao de Dirac modificada no espaco-tempo curvo, no espago-tempo

nao-comutativo e o oscilador de Dirac quiral.
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