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Mathematics is the tool specially suited
for dealing with abstract concepts

of any kind and there is no limit to

its power in this field. For this

reason a book on the new physics,

if not purely descriptive of experimental
work, must be essentially mathematical.

(Paul Adrien Maurice Dirac)



RESUMO

Uma breve introducao as idéias fundamentais a teoria quantica é apresentada.
As principais tentativas de definir um operador de fase como operador hermitiano é
mencionada como também as dificuldades relacionadas a incerteza nimero-fase. Uma
alternativa é a busca de operadores nao-hermitianos como sugerido por Levy-Leblond.
Revisamos a obtencao da relacao de incerteza de Inigo e Géza, uma desigualdade que
utiliza a incerteza numero-operador de aniquilicao do campo de radiacao quantizado,
como alternativa a relagao nimero-fase.

Usando os estados binomiais obtivemos os chamados estados inteligentes com uso
da relacao de Inigo e Géza. Por fim comentamos o limite inferior responséavel pela
saturacao da desigualdade.

Palavra-chave: Operador de fase, relagao de incerteza, estados binomiais.



ABSTRACT

A brief introduction to the fundamental ideas of quantum theory is presented.
The main attempts to obtain a phase Hermitian operator is mentioned as well as the
difficulties related to the number-phase uncertainty. An alternative is to search of
non-Hermitian operators as suggested by Levy-Leblond. Revised obtaining the Inigo
and Géza relation, an inequality using the uncertainty number-annihilation operator
of quantized radiation field, as an alternative to the number-phase relation.

We have obtained for the binomial states the so called “intelligent states” by the
Inigo and Géza relation. Also we have comment to the limit responsible for the lower
saturation of inequality..

Keywords: Phase operator, uncertainty relation,binomial state.



Conteudo

6

Introducao 1
Conceitos Fundamentais da Fisica Quantica 4
2.1 Grandezas . . . . . . ... 5
2.2 Observavel e Valor Medido . . . . . ... .. ... .. ... ....... 5)
2.3 Estado . . . . . .. 6
2.3.1 Postulados e Formalismo da Fisica Quantica . . . . . . . .. .. 7
2.3.2 Operadores . . . . . . . .. 9
Relagao de Incerteza e observavel Fase 16
3.1 Relagdo de Incerteza . . . . . . . . ... Lo 16
3.2 Fase . . . . 18
3.3 Observavel de Fase . . . . . . . . . . . ... ... ... 19
Quantizacao da Fase 22
4.1 Quantizagao da Fase . . . . . . . .. ... oL 22
4.2 Formalismo de Dirac . . . . . . . . . . . ... ... .. 23
4.3 Formalismo de Susskind-Glogower . . . . . . . .. ... ... ... ... 25
4.4 Formalismo de Pegg-Barnett . . . . . . . . . ... ... ... 27
Relacao de incerteza de Inigo e Géza e a aplicagao aos Estados Bino-
miais 29
5.1 Quantizacao do movimento . . . . . . . .. ..o 30
5.2 Estados binomiais . . . . . . . ... 36
Conclusao 42

Bibliografia 43



Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho apresentamos a relagao de Incerteza de Inigo e Géza [35], que usa
os operadores de niimero (72) e de aniquilagao (@) como uma alternativa bem compor-
tada para a relacao de incerteza do operador de niimero e operador de fase (Aﬁ.Ai)),
aplicada aos Estados Binomiais.

A motivagao para a escolha desse tema foi, por um lado a dificuldade encontrada
para se trabalhar com as relagoes de incerteza em que envolvem a fase, principalmente
nos experimentos de interferometria do campo quantizado. Por outro lado pensamos
em investigar a relagdo nimero-operador de aniquil¢ao na interpolacao entre estados
conhecidos. Nesta direcao procuramos investigar a relacao de incerteza niimero-fase
proposta por Inigo e Geza para estados (interpoladores do campo quantizado. Se-
guindo o trabalho de Lima, Baseia e Marques[l], que investigam a relacao (Aﬁ.ACf)),
para Estados Interpoladores de Nimero e Fase definidos, como estados binomiais “BS”
e estado intermediario do estado de fase “INPS”. O estudo de estados interpoladores
permite investigar teoricamente propriedades fisicas que possuem caracteristicas inter-
medidrias entre estados conhecidos.

Entender a fisica quantica, e principalmente o conceito de fase, nao é algo trivial, é
sabido que os fendomenos observados ao nosso redor, sao governados pelas leis de New-
ton. Neste ponto ja podemos destacar uma das caracteristicas fundamentais da fisica

newtoniana (fisica cldssica): a evolugao do estado de um sistema é completamente de-



terminista, ou seja, os estados dinamicos futuros sao precisamente determinados pelos
estados dinamicos do presente.

A fisica quantica procura descrever o comportamento de objetos microscépicos,
alterou nao sé nossa compreensao sobre os fundamentos da fisica, mas também nossas

nogoes bésicas sobre o universo microscépico [2].

A fisica quantica iniciou-se com o problema da catastrofe do ultravioleta e com a
introducao de Planck da hipdtese da radiagao do corpo negro, explicando o espectro
da radiagao do corpo-negro. Suas conclusoes levaram Einstein a entender o efeito fo-
toelétrico e introduzir o conceito de foéton. Estas concepgoes levaram Dirac a combinar
a natureza corpuscular-ondulatoéria da luz, com o conceito de campo de radiagao, e
explicar todos os fenomenos decorrentes dessa caracteristica dual, assim como a ab-

sor¢ao de um féton do campo devido & excitacao de um dtomo [4].

No Capitulo 2, revisaremos conceitos fundamentais para uma melhor compre-
ensao da teoria quantica. Procurando focar nas principais defini¢oes necessarias para
o estudo proposto. Iniciaremos com uma abordagem: de Grandezas, observavel, valor
medido, estado, operadores e por fim as probabilidades na fisica quantica.

No Capitulo 3, apresentaremos a Relacao de Incerteza de Heisenberg, da fase do
ponto de vista classico e quantico e as abordagens para quantizacao da fase em um
sistema quantico.

No Capitulo 4, revisaremos as principais tentativas de quantizacao da fase, nos for-
malismos de Dirac, Susskind-Glogower e Pegg-Barnett, e sua representagao mais geral,
obtida destes formalismos.

No Capitulo 5, apresentaremos a relacao de incerteza de Inigo e Géza, e sua aplicacao
aos estados binomiais.

No Capitulo 6, serao apresentadas as conclusoes deste trabalho.






Capitulo 2

Conceltos Fundamentais da Fisica

Quantica

(Grandezas; Medidas e Observavel; Estado; Pos-
tulados e Probabilidade)

Na fisica classica, pelas Leis de Newton, conhecendo-se um instante inicial as
posicoes e velocidades de todas as particulas de um sistema, pode-se determinar o
seu comportamento em qualquer instante posterior. Ja na fisica quantica o comporta-
mento da natureza é intrinsecamente indeterminado, a incerteza do resultado de uma
medicao significa, na perspectiva classica, divida com relacao a validade do resultado.
A medicao, desse modo, s6 pode ser obtida e interpretada em termos probabilisticos,
mesmo para sistemas simples, como uma particula livre, nao sendo possivel determi-
nar, em geral, o resultado futuro que serd obtido na medida de um observavel®.

“Neste capitulo serao apresentadas definigoes de alguns conceitos fundamentais da
teoria quantica necessarios para o estudo proposto, para tanto pesquisamos autores
de livros [6, 8, 9], e textos de trabalhos cientificos que em parte serdao reproduzi-
dos, traduzindos ou parafraseandos, procurando esclarecer o formalismo da mecanica

quantica” [3, 10].

1S30 grandezas fisicas que podem ser medidas na fisica quantica, por exempo: posicao, velocidade,
momento, energia etc.



2.1 Grandezas

Define-se como sendo uma grandeza fisica aquilo que através de especificacao é
medido ou declarado. Algumas grandezas de certos objetos tém espectros continuos, e
outros tém espectros discretos, isto é, valores possiveis, aos quais podem ser colocados
em correspondéncia biunivoca com nimeros naturais ou inteiros.

A existéncia de grandezas com espectros discretos, ou quantizadas representa uma
das caracteristicas peculiares da fisica quantica, ja que na fisica classica em geral as
unicas grandezas quantizadas sao relativas a fendomenos ondulatérios: por exemplo, as
frequéncias de ondas em uma corda esticada entre dois pontos fixos.

As grandezas fisicas estao associadas as propriedades mensuraveis desses objetos,
que fazem parte da composi¢ao de um sistema, sao representadas por func¢oes que tém
esses numeros como argumentos, por exemplo: A = f(Z,p), no caso operador posi¢ao

Z e operador momento p, e poderia ser a energia cinética, energia potencial etc.

2.2 Observavel e Valor Medido

Uma grandeza observavel, como o proprio nome ja diz, é algo que pode ser men-
surada e necessita ter como valor um nimero real. A medida de um observavel nem
sempre é a verdadeira medida, mas é certo de que cada valor é sempre a medida de
um valor que quantifica o desvio entre o valor medido e o valor real. Quando faz-se
uma medida de uma grandeza qualquer, existe a possibilidade de se cometer um erro,
e estabelecendo-se uma margem de erro, pode-se afirmar que a medida real esta com-
preendida entre o intervalo da margem de erro para cima ou baixo, logo o conceito de
valor medido é diferente do valor real para uma grandeza qualquer.

Quando se mede experimentalmente uma grandeza, neste momento, efetua-se uma



medida entre todos os possiveis valores observaveis, mas o sistema estara naquele ins-
tante em apenas um deles, e verifica-se apenas um valor na medida do observavel.
No entanto, como o sistema de medigao nao é perfeito, o valor medido nao é exata-
mente o valor real observavel, conhecem-se apenas as probabilidades de, numa dada
experiéncia, ocorrer cada um dos possiveis valores do observavel.

Nao existe erro no valor observavel, contudo, esse valor nunca é conhecido expe-
rimentalmente ? podendo ser determinado apenas teoricamente. A teoria ¢ validada
pela experimentacao e quando o valor determinado teoricamente estd em um determi-
nado intervalo do valor medido, tem-se o possivel valor do observavel e quanto menor

é esse intervalo mais precisa sera a medida.

2.3 Estado

Estados sao caracterizagoes basicas dos objetos fisicos que variam de acordo com
a teoria e determina completamente os valores das propriedades fisicas do sistema as-
sociado a ele num dado instante de tempo (ou as probabilidades de cada um de seus
valores possiveis serem medidos quando se trata de uma teoria probabilistica). Em
outras palavras, todas as informacoes possiveis de se conhecer em um dado sistema
constituem seu estado. A ideia basica da fisica quantica é que o estado fisico de um
sistema sao caracterizagoes basicas dos objetos fisicos, que podem conter a maxima
informagao que se permite atribuir ao sistema.

Cada sistema ocupa um estado num instante no tempo e as leis da fisica devem ser
capazes de descrever como o sistema evolui.

A primeira grande fonte de dificuldades tedricas e filoséficas da fisica quantica é a

da aparente incompletude da teoria, pois ela deixa de especificar certos resultados de

2 Admite-se que existe um Valor Verdadeiro bem definido para toda grandeza fisica experimental,
isto é, um valor que seria obtido por uma medigao perfeita. Entretanto o Valor Verdadeiro de
uma grandeza é por natureza indeterminado, uma vez que nao existem instrumentos que permitem
medir sem que haja algum tipo de erro. Portanto, o valor medido de uma grandeza é sempre uma
aproximagao para o Valor Verdadeiro, ou o Melhor Valor da Grandeza, ou o Valor Esperado.



medidas e se faz necessario introduzir esse segundo processo de evolucao de estado. Na
vertente ortodoxa, isso foi feito na forma de um “postulado”, sem qualquer explicacao
tedrica, e motivado unicamente pela necessidade de dar-se conta do aparecimento de
resultados de medidas precisas quando das mensuragoes. Em 1935, Schrodinger argu-
mentou a favor da tese da incompletude da fisica quantica explicitando um problema
grave que surge quando se investiga mais detalhadamente essa forma da teoria ao
tratar o processo de medida, especialmente quando aplicados a sistemas quanticos

individuais, como por exemplo no caso do “gato de Schrodinger”.

2.3.1 Postulados e Formalismo da Fisica Quantica

Na fisica quantica procura-se responder a alguns questionamentos:
i - Como o estado de um sistema quantico é descrito matematicamente em um dado
instante de tempo?
ii - Conhecido o estado do sistema, como se pode prever os resultados da medida das
diferentes observaveis fisicas?

As respostas as perguntas acima serao fornecidas pelos postulados® da mecanica
quantica.
1° Postulado - Estados Fisicos e Vetores

Na fisica quantica, os estados sao representados por vetores em espacos vetoriais
abstratos conhecidos por espagos de Hilbert. Em um instante de tempo tj, o es-
tado de um sistema fisico é definido especificando-se por um Ket |v) 4, pertencente a
um espaco vetorial €, este contém a informacao completa sobre o estado do sistema.
Tudo o que se pode saber sobre o sistema fisico estd contido no vetor estado |v) em um
espaco vetorial £ complexo. Este objeto matemdtico abstrato Ket permite o cdlculo
da probabilidade de se obter resultados especificos em um experimento concreto. Por

exemplo, permite que se calcule a probabilidade de encontrar um elétron em uma

3Principio ou fato reconhecido, é uma sentenca que nao é provada ou demonstrada, e é considerada
como Obvia ou como um consenso inicial necessario para a construgao ou aceitacao de uma teoria.
4designacao atribuida pela notacio construida por Paul Dirac



regiao particular em torno do nicleo. Neste trabalho serd usada a notacao de bras e

kets, desenvolvidas por Dirac.

Estado Quantico no Espaco de Hilbert

Um espago de Hilbert, é um espaco vetorial dotado de produto interno, ou seja,
com nogoes de distancia e angulos, de dimensao finita ou infinita definida sobre os
complexos. Esse espaco obedece a uma relacao de completude e permite que, de certa
forma, nogbes intuitivas sejam aplicadas em espagos funcionais [11]. Esta estrutura
matematica dos espacos vetoriais lineares fornecem a linguagem matematica natural
para o desenvolvimento do formalismo da fisica quantica. A posicao ou o momento de
uma particula que pode assumir qualquer valor representa um caso de dimensionali-
dade infinita. Trata-se de um espaco, no qual o estado fisico de um sistema quantico
é completamente descrito, em que vetores de estado armazenam toda a informagao
disponivel sobre o sistema, e é definido:

Espaco Dual ao espaco representado pelos kets, que chamaremos de espago bra,
associando a cada vetor |v) do espago ket, um correspondente vetor bra, simbolizado
por (v|, no espaco Dual (ou espago bra), temos assim uma correspondéncia Dual entre

os dois espagos, ou seja:

([0))" = {v| (2.3.1)

* = complexo conjugado

Tendo conhecimento destes principios, podemos introduzir o conceito de produto

interno (produto escalar) entre os vetores |v) e |u) como:
(v] u) = (u| vV)* = ¢, (2.3.2)

isto é, como sendo a ac¢ao do bra (v| associado ao ket |v) sobre o ket |u) e o resultado

é sempre um nimero complexo que depende de |u).



Propriedades do produto interno

(vl (In) + [u)) = (v] n) + (v] u) (2.3.3)
(v] cu) = c(v| u) (2.3.4)
(ve| uy = ¢ (v| u) (2.3.5)

sendo “c¢” um escalar complexo. Dois vetores nao nulos sao ortogonais apenas se
(vju)y=0 (2.3.6)

Outro ponto importante a se destacar, é que tanto o vetor |v) quanto o vetor
c¢|v) (onde ¢ é um nimero complexo nao nulo) representam o mesmo estado fisico (a
mesma de uma constante multiplicativa). Desta forma, exige-se que todos os vetores

obedecam a condicao de normalizacao, ou seja, estados sao normalizados a unidade:
(v|v) = (uju) =1 (2.3.7)

A condigao de normalizagao é de extrema importancia, pois esta associada a inter-

pretacao probabilistica da fisica quantica.

2.3.2 Operadores

Um operador é um ente que transforma um vetor do espago em outro, isto é,
estabelece uma relagao funcional entre dois espagos vetoriais.
2° Postulado - Observaveis e operadores

Toda quantidade fisica mensurdvel A é descrita por um operador atuando em &
(espago dos estados); este operador é um observével, grandeza que pode ser mensurada
e necessita ter como valor um ntimero real.

A relagao funcional que um operador estabelece pode ser chamada de transformacao
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linear, e estes operadores sao representados pelos simbolos (A ou A):

Alv) = o)’ (2.3.8)

3° Postulado - Medicoes e autovalores
O tnico resultado possivel em uma medida de uma quantidade fisica A é um dos
autovalores do observavel correspondente A, ou seja, os resultados possiveis para a

medigao do observavel A no estado fisico |v;) sdo os autovalores v; de A. Neste caso, o

estado do sistema apds a medigao é descrito pelo autovetor |v;) associado ao autovalor

(%)

Assim, o operador A corresponde, no formalismo, a grandeza fisica A. O significado
fisico de uma grandeza fisica requer, naturalmente, que se possa atribuir valores a ela,
0 que permitira colocar a correspondéncia da realidade empirica, com a leitura de um
aparelho de medida. Com base nestas informagoes, apresentamos alguns:

T — a posicao .

p — 0 momento cinético.

H — a energia (hamiltoniano).

V—a energia potencial.

A

L., ﬁy e L, — o momento angular na direcao x, y e z.

Sx, S'y e S’Z — 0 momento angular intrisico (spin na direcdo z, y e z).

n — o numero de particulas (de certo tipo).

O conceito de operador esta estritamente ligado & medida dos observaveis. Admi-

tindo que todos os operadores com interesse fisico sao lineares, preserva-se o carater

linear das operacoes sobre os vetores do espaco de Hilbert, ou seja;
A(Cl |U1> + Co |U2>) == 01121 |’Ul> + CQA |U2> . (2310)

Deste modo, o operador fica completamente definido se a sua acao sobre qualquer

vetor da base ¢ definida, isto é, um operador A é equivalente a matriz A;; = (v;| A |v;)
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que o representa na base {|v;)}, e matematicamente se > |v;) (v;| = 1, tem-se:

A=) (wil Afog) (v = Ay o) (v (2.3.11)
i ij
Os coeficientes da expansao A;; sao dispostos numa matriz quadrada, represen-

tando o operador A na base {|v;)} ou seja:

All A12 A13

A Ay Ay A

A | 78 72 0% (2.3.12)
A31 A32 A33

Observacoes:

1 - Quando se tem um operador, tal que (AT)*, denomina-se este operador de
adjunto e define-se (AT)* como sendo Af. O simbolo T, representa operacionalmente
Wk

as transposicao matricial e a conjugacao complexa

2 - Operadores atuando nos kets, a correspondéncia Dual é dada por:

~

Alv) = (v] A (2.3.13)

Deve-se notar que enquanto um operador atua sobre um ket pela esquerda, sua agao
sobre o bra ¢é realizada pela direita.

3 - Por definicao um operador 121, ¢é unitario quando,
AAT = ATA = 1. (2.3.14)

4 - Quando existem operadores unitarios de modo que

~

A=A (2.3.15)
sao chamados de hermitianos e pode-se escrever:
Alvy = (v| A (2.3.16)

Em outras palavras, do 3° Postulado tem-se que a cada observavel do mundo fisico
pode-se associar um operador linear hermitiano, cujos possiveis resultados das medi-

das sao os autovalores destes operadores. Os autovalores dos operadores hermitianos
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sdo reais, assim, passiveis de serem resultados de medidas fisicas [9].

5 - Sempre ¢é possivel definir um conjunto completo de estados ortonormais for-
mando uma base do espaco de Hilbert. Partindo-se do principio da superposicao®, o
vetor de estado |v) pode ser escrito como combinagao linear dos vetores da base do
espaco de Hilbert. Dessa forma, é possivel expandir qualquer vetor em termos dos n

autovetores {|v1),|v2) ..., [v,)} de um operador hermitiano A.

oo
0) =) ciloi) . (2.3.17)
i
Neste caso, diz-se que |v) é uma superposicdo dos autovetores {|vi),|va), ..., |vn)}.
Para determinar os coeficientes ¢; da expansao, basta notar que os autovetores de A
sao ortonormais.
6 - Define-se uma representacao para o operador identidade I em termos dos au-

tovetores de qualquer operador hermitiano fl, chamada relagao de Completeza:
> o) (il = 1. (2.3.18)

7 - O operador Identidade I é definido de forma a satisfazer I [v) = |v) para todo
|v) que pertence ao espago vetorial. O operador inverso de A, denotado por A léo

operador satisfazendo:

~

AA Y =(AHA=1T. (2.3.19)

8 - Supondo que a base é numeravel, atentando que essa simplificacao nao prejudica a
generalizagao da teoria. Neste caso, pode-se escrever as condicoes de ortogonalidade, se
as bases nao forem ortonormais, elas poderao ser ortonormalizadas pelo procedimento

de ortogonalizacao de Gram-Schmidt[7] , isto é:
(vi vj) = 0y (2.3.20)

onde 9d;; ¢ a delta de Kronecker. Entao,

c; = (v;| v) (2.3.21)

Adigao de amplitudes de vetores de estado por interferéncia
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isto é, o coeficiente ¢; é apenas projecao do vetor de estado |v) de estado sobre o vetor

da |v;) base. Esta relacdo permite escrever-se:

o) = 2 lvi) {wil v) (2.3.22)

9 - Alguns operadores nao Hermitianos foram introduzidos, os quais nao estao relaci-
onados a observaveis, como por exemplo, os operadores a seguir:

a' ou al — criacao de particulas.

a ou a — aniquilagao de particulas.
10-E importante observar que a ordem no produto de operadores, que sempre serao
matrizes quadradas, nem sempre é comutativa; em outras palavras, o produto de ope-
radores depende da ordem de composicao, ou seja, em geral AB #+ BA. Pode-se entéo,

definir o comutador dos operadores A e B como sendo:

A A A A

[A,B] = AB — BA (2.3.23)

4° Postulado - Probabilidades quanticas
O valor médio das medicoes do observavel A em um sistema fisico descrito pelo

vetor de estado é:
<A> — (o] A ). (2.3.24)

Expandindo o vetor de estado |v) como uma superposicao dos autovetores ortonor-

mais ((a;| a;) = d;;) do operador A que representa o observéavel A, temos:

o) = > cilas). (2.3.25)

e a dual correspondeéncia é:

[e.9]

(W =" (il (2.3.26)

i

Logo;

<A> = (v| A o) = i le;|2a; (2.3.27)
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Por outro lado, conforme equagao (2.3.9), associado a cada estado fisico represen-
tado por um particular vetor de estado |v), a probabilidade de na medida de A em |v)

obter uma de suas varias possibilidades de autovalores v;, ¢ dada por:
9 .
p; = il v)|” = (v| Pj|v), (2.3.28)

onde p] = |v;) (vj] é o operador, que apds a medida, projeta o estado do sistema fisico
para o estado |v;) [9].

Embora para cada estado quantico o formalismo sempre deixa de especificar os
valores de certas grandezas, atribui-se, no entanto, probabilidades de que os valores
sejam encontrados empiricamente, por meio de medidas.

A especificacao de um sistema fisico nao determina unicamente os valores que
experimentos fornecem para as suas propriedades (ou as probabilidades de se medirem
tais valores, em se tratando de teorias probabilisticas). Além disso, os sistemas fisicos
nao sao estaticos, eles evoluem com o tempo, de modo que o mesmo sistema, preparado
da mesma forma, pode dar origem a resultados experimentais diferentes dependendo
do tempo em que se realiza a medida.

Muitas das variaveis que ficam bem determinadas na fisica classica sao substituidas
por distribuicoes de probabilidades na fisica quantica, que é uma teoria intrinsecamente
probabilistica (isto é, dispoe-se apenas de probabilidades nao por uma simplificagao
ou ignorancia, mas porque isso é tudo que a teoria é capaz de fornecer).

Sabendo que a equagao de autovalores (2.3.13), definida como sendo:

Ala) = ala), (2.3.29)

(a| AT = (a a* (2.3.30)

Designando por {|a1),|as), |as) ...} o conjunto dos autovetores de um observavel A,

podemos, entdo, escrever o seu valor médio em um estado |v) qualquer do espago



15

vetorial como:
GIAR) = (o3 la) ol Al)
_ iajm a) {a;] v)
= Sulla
= S ana0) (2331)

onde p;(aj,v) = |(v;] a;)|* é a probabilidade de uma medida da grandeza A no estado

|v) fornecer o resultado a;. A normalizacao de |v) implica em:

> pi=1 (2.3.32)
j=1
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Capitulo 3

Relacao de Incerteza e observavel

Fase

3.1 Relacao de Incerteza

A incerteza do resultado de uma medicao significa duvida com relacao a validade
do resultado s6 pode ser obtida e interpretada em termos probabilisticos. E uma in-
dicagao de quanto o melhor valor pode se afastar do valor real da grandeza. Pode
ser considerada como valor possivel que o erro pode assumir definindo um intervalo
ou faixa na qual se estima estar localizado o valor da grandeza medida, dentro de um
determinado nivel de confiancga.

A fisica quantica tem como um pilar um principio denominado Principio da in-
certeza de Heisenberg, que consiste num enunciado da fisica quantica formulado ini-
cialmente em 1927 por Werner Heisenberg, impondo restri¢oes a precisao com que se
podem efetuar medidas simultaneas de uma classe de pares de observaveis.

Consideremos dois operadores hermitianos quaisquer A e B e a relacdo de co-

mutacao entre eles expressa por
[A, B} — AB - BA=iC (3.1.1)

em que, de modo geral, C' é um operador hermitiano. No caso de C' ser nulo, os

operadores A e B sao comutativos, ou simplesmente, comutam.
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Para os operadores & e p,, definidos no espago de autofungoes da posicao [¥(z)],

por exemplo, para os quais a relagao (3.1.1) toma a forma:
[z, p,] =ik (3.1.2)

em que C' = Ih, (sendo I o operador identidade).

O produto da incerteza associada ao valor de uma coordenada z; e a incerteza
associada ao seu correspondente momento linear p; nao pode ser inferior, em grandeza,
a constante de Planck quando igual a 1, logo é impossivel conhecer simultaneamente
e com exatidao a posi¢ao e o momento de uma particula.

Da Equacao (2.3.24), podemos expressar os valores médios dos operadores Ae B,

por!:

<A> — (w|AP) e <z%> = (v| B|v) (3.1.3)
sendo:
(4) = / U (F) A (7)dPr (3.1.4)

Os devios desses valores médios ou valores esperados sao dados por:

~ ~

AA:A—<A> e AB:B—<B>. (3.1.5)

Como os valores esperados dados pela Equagao 3.1.2 sdo apenas numeros, AAe AB

obedecem a mesma relagao de comutagao 3.1.1, ou seja:
[AA,AB} - [A, B] —iC (3.1.6)
Considerando-se a seguinte integral:

I(a) = / (anA—iaB) ¢‘2d3r >0, (3.1.7)

1Obs.: |v) representa um vetor no espaco vetorial abstrato, ou seja,no caso de um espaco continuo
de fungoes |v) < U (z;y; z;t)
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em que « € um parametro arbritario, porém real. Visto que AA e AB sao operadores
hermitianos, podemos desenvolver a Equacao 3.1.7, do seguinte modo:
- AN\ T " A
I[(a)= <(aAA - iAB) U] (aAA — z’AB) 1))
= (¥ a*(AA)* + aC + (AB)? [¢)

:a2<(AA) > <(AB) > <c>

I(e)=a?{(A4)) +a (C) + ((AB)*). (3.1.8)

paral (o) >0 = o <(A121)2>+oz <C’> <(AB) > > 0. Procura-se « tal que I («)

nao tenham raizes reais, logo o discriminante A < > < > <(AB)2> <0,
_(¢

caso A=0 = a= 2((A<A)2>’ logo:

((ad)) ((aB)?) > )

7 (3.1.9)

Esse é o principio de incerteza de Heisenberg na sua forma mais geral, podendo ser

colocada numa forma mais simples, como:
~ oA 1 A
AAAB;35K0>‘ (3.1.10)

No caso da varidveis canonicamente conjugadas, temos que <C’> = Ih. Assim, a

desigualdade de Heisenberg tem a forma geral [12] dada por:

AAAB > Zh. (3.1.11)

l\DI»—t

3.2 Fase

Existem varios conceitos de “fase”, observavel complexa de ser medida, e para
evitar quaisquer confusoes sobre a fase, especialmente no contexto da fisica quantica,
recorremos a literatura onde existem vérias descri¢oes consistente da varidvel fase[18].

Uma extensa pesquisa da Fase é justificada pelo fato de que ela pode levar a impor-

tante aplicacoes em tecnologia e transferéncia de informagao na optica quantica, e pode
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abrigar implicacoes de longo alcance para a teoria quantica geral em sua formulacao
atual. Na verdade, a fase quantica levanta muitas questoes basicas fundamentais sobre
a fisica quantica; como operadores hermitianos para observaveis ou a sua definicao no
espago de Hilbert para sistemas basicos como o oscilador harmonico.

Vamos analisar o problema geral de como medir a fase de forma mais eficiente. Este
¢ um assunto muito importante, pois muitas medicoes de alta precisao sao baseados
em medigoes de fase. [13].

A fase é uma das observaveis que nao podemos medir diretamente s6 é possivel
medi-la indiretamente, e isso quase sempre introduz uma incerteza extra além da in-
certeza intrinseca existente. Em geral, é possivel melhorar as medigoes através da
introducao de uma mudanca de fase auxiliar. No caso das medicoes homddinas, esta
mudanca de fase seria baseada no conhecimento prévio sobre a fase. Neste estudo
vamos considerar o caso em que a fase é desconhecida, e em vez disso a fase auxiliar
¢é ajustada com base nos dados obtidos durante a medicao.

Um outro aspecto do problema de medir a eficicia de fase é o estado em si. Cada
estado com energia finita terd alguma incerteza intrinseca na fase. Gostariamos de
otimizar o estado para que ele tenha o minimo possivel de incerteza fase intrinseco,
ou, alternativamente, para que ela dé a incerteza de fase minima para algum regime

especifico da medicao da fase [14].

3.3 Observavel de Fase

Aparentemente, o problema da fase quantica parece inicialmente na sua aborda-
gem, simples, essa simplicidade é enganosa pois ja decorreram mais de oito décadas,
a procura de uma teoria quantica para fase, amplamente aceita. O problema foi inici-
almente apresentado por Dirac [16], e apesar de muitas propostas, nao foi encontrado

uma solucao definitiva. Isto nos leva a uma observacgao interessante sobre a fase na
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quantica: Constitui uma area de pesquisa que é extremamente fragmentada e diversi-
ficada [17].

Fase pode ser considerada uma caracteristica principal entre a fisica quantica e
classica. Todos os fendomenos de interferéncia quantica sao a priori dependente dela.

Os estados coerentes 2,530 caracterizados por amplitude e fase bem definidos, por-
tanto, podem ser descritos de forma semelhante a ondas classicas. Mas uma vez que
qualquer estado pode ser decomposto em uma integral sobre estados coerentes, fase é
um conceito significativo mesmo para estados arbitréarios, incluindo (comprimidos) es-
tados de fase aleatdrios e como os estados nimero (nesses casos a chamada distribui¢ao
de fase representa a descricao formal propria da Teoria quantica, para representar a
fase a partir dos primeiros principios. Entretanto essa descrigao nao é operacional o
tornou instigante outras definigdes para a fase quantica).

Afinal como podemos relacionar com seguranc¢a uma observavel quantica com um
operador que nos forneca todas as informacoes necessdrias? Até entao nao existia
operador relacionado a fase, comegou-se entao uma busca por um operador associado
a fase @, seja ela relacionada ao momento angular L., formando o par canonicamente
conjugado {f/z, <I>}, ou a fase relacionada com o numero de fétons no campo de ra-
diagdo luminoso n, formando o par canonicamente conjugado {n, ®}.

A primeira proposta foi a de Dirac em 1927, quando apresentou a relacao de co-

mutagao para o par L, e ® [21].

(L., ®] =L, ®— &L, =i (3.3.12)

20s estados coerentes foram introduzidos por Glauber em 1963, que tinha como principal objetivo
mostrar uma descricao consistente para a teoria quantica da coeréncia éptica. Glauber consolidou
a ideia de que os auto-estados quanticos de um campo de radiagao sao exatamente os auto-estados
do operador de aniquilagao dos quanta do campo eletromagnético (fétons). Ele mostrou que essas
autofungoes podem ser obtidas a partir da agao de um operador de deslocamento sobre o vacuo do
campo eletromagnético livre. Mostrou também que essas definicbes sdo equivalentes aos estados de
incerteza minima descobertos por Schrodinger [?].
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Pelo principio da incerteza de Heisenberg, Equacoes 3.1.10 ou 3.3.12, deve-

riam fornecer a relagao:

AL AD > (3.3.13)

N =

que ¢ incorreta.
Judge e Lewis em 1963 [19], corrigiram essa relagdo, ou seja, ela assume a seguinte

forma:

AL, AP > 03 (3.3.14)

1-s(2e) " 2

™

~

e mostraram também que L., era Hermitiano somente no subespaco das funcgoes
periédicas: (¢ + 2m) = (4, sendo esta a principal dificuldade com o operador de
fase [20, 21].

Particularmente na ()ptica Quantica o par de operadores canonicamente conjuga-
dos L, e ®, é substituido pelo par de operadores canonicamente conjugados n,® sendo

n o operador de nimero (de fétons) e ® o operador de fase, do campo luminoso.
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Capitulo 4

Quantizacao da Fase

4.1 Quantizacao da Fase

Chamamos quantizacao da fase, o ato de encontrar no formalismo quantico um
operador hermitiano P, que fornece como autovalor a fase ¢ para o campo eletro-
magnético quantizado. Classicamente, nao ha ambiguidade na definicao da fase.
Uma onda ¥(z,t) , de propagacao geral sinusoidal pode ser descrita pela Equacao
f(z,t) = Agpsin (kx — wt + ¢g). Consideremos agora uma onda de luz como retratado
na teoria eletromagnética classica. Para um campo eletromagnético monocromatico

propagando na direcao K, pode-se expressar o campo elétrico como [22]:

—

E(f,t) = é,Eycos(K -7 — wt + )

ou

—

1 . .
E(,t) = évsBo {exp [i(K - wt+ @)] +exp [—z’(K - wt+ @)} }(4.1.1)
de modo que algebra encontramos o campo quantizado dado por:

N 1 o N
EGt) = évsBo {dexp [i(K - wt)] +atexp [—z‘(K o wt)] } (4.1.2)

2, . ~
onde Fy, = <%> é a amplitude do campo, ® a fase e a e a sdo os operadores
de aniquilagao e criacao respectivamente. A fase nao é uma quantidade que pode ser

medida diretamente, no entanto, é apenas um nimero real e pode ser determinada sem
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ambiguidade a partir da variacao de E (z,t) (desde que a amplitude seja constante e
diferente de zero).
Na quantizacao do campo elétrico na representacao de Heisenberg, o operador do

campo elétrico é:

. hw . )
ER,t) =4/ W(EGZ(K'R_WU& + efe CR-wt)gl, (4.1.3)
€0

onde h é a constante de Planck dividida por 27, e € é a permissividade dielétrica
para o vacuo, V é o volume de quantizacao e € é o vetor de polarizacao. A variacao do
campo elétrico no tempo e no espaco, assim como a polarizacao direcao estao contidos
neste operador do campo, mas a amplitude e a fase do campo estao contidos no estado.

Os operadores de aniquilacao e criacao tém as relacoes de comutacao:

[a,al] =1 (4.1.4)

[a,a] = [af,al] = 0. (4.1.5)

Em geral, na fisica quantica, queremos representar as quantidades fisicas por ope-
radores hermitianos. Na descricao da fase, na fisica quantica, considerada por Dirac

23], esta abordagem, infelizmente, produz dificuldades quando aplicadas a fase.

4.2 Formalismo de Dirac

Considere as Equagoes 4.1.2 e 4.1.3, elas podem ser conciliadas se decompusermos

o operador a como [23]:
a=e%y/mn. (4.2.6)
sendo, uma forma 6bvia da definicdo de um operador para a fase

¢'® =an"z, (4.2.7)
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onde n é o operador para o nimero de fétons, dado por:
n=ala (4.2.8)

O operador de fase definido desta forma equivale ao considerado por Dirac [23].
O operador de fase definidos desta maneira nao pode ser Hermitiano, e também nao

garante a unitariedade de e'®. De fato, com relacao a unitariedade

¢? =an~2 (4.2.9)
se ¢ é hermitiano, temos:
(e7®) = (e7"®)l = n~V/2al, (4.2.10)
Assim,
(7Y (e7®) =1 =n"Y2alan 12 = 1. (4.2.11)
Ja
() () = an"/2n"1/2af —antal £ 1 (4.2.12)

0 que conserva a nao unitariedade de (e'®).
Esta definicao do operador de fase produz outros problemas. Por exemplo, deriva de

Dirac relacao de comutagao:

[n, ®| =1i. (4.2.13)
Isto parece implicar a relagao de incerteza

AnAd >

N | =

(4.2.14)

Esta relacao de incerteza nao faz sentido, porque a incerteza em n pode se tornar
arbitrariamente pequena e que a incerteza em ® nao pode ser maior que m. Na ver-

dade, esta relacao de incerteza nao é necessariamente a da Equacao 4.2.13, porque o
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operador de fase nao é Hermitiano. Outro problema é que, para um estado de nimero,
o valor esperado do comutador deve ser zero [24], em vez de i.

Uma solucao deste problema é que, embora nao seja possivel definir um opera-
dor de fase Hermitiano, é possivel definir operadores seno e cosseno Hermitianos que

satisfazem as relagoes de incerteza, Equagoes 4.2.13 e 4.2.14 [24, 25].

4.3 Formalismo de Susskind-Glogower

Admitindo que nao é possivel obter um operador de fase Hermitiano e seguindo
a ideia de Louisell, que trabalhou com fungoes periddicas cos ¢, sin ¢ e exp (i¢) desse

operador, Susskind e Glogower [26], sugeriram os operadores:

E=(n+1)za (4.3.15)
eEf =af(n+1)2 (4.3.16)

Os operadores E e E' sao andlogos de e, ou sea ao definido na Equacio (4.2.7).

Sabendo que:

cos ¢ = (eiqﬁ + e_“b) (4.3.17)

| — ol =

esing = — (' — e ?) (4.3.18)

[\
<

chegamos aos operadores C e S (andlogos a cos ¢ e sin o):

C= % (E+E) (4.3.19)
S = % (E-E"), (4.3.20)
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Expandindo na base de ntimero n%, a, al, E e Ef, temos:
1
n2 :Z\/_|n (n| = Z\/n—i— In+1) (n+ 1|, (4.3.21)
a:Z\/ﬁ]n+1> (n+1|, (4.3.22)
n=0
al = Vn+1ln+1)(n, (4.3.23)
n=0

E= f: |n) (n + 1], (4.3.24)

=> |n+1)(n|. (4.3.25)

Desta forma podemos obter as seguintes relagoes de comutacao:

[C,n] =S, (4.3.26)

S,n] = iC, (4.3.27)

C.8] = % 10) (0| (4.3.28)

C? s —1— % 10) (0]. (4.3.29)

Os operadores de Susskind-Glogower satisfazem as seguintes relagoes de comutagao:

—

[cos @, n] = isin P (4.3.30)
e
[sin ®, n] = icos ®. (4.3.31)

As relagoes de incerteza correspondentes sao:

AnAcos > ‘<smq>>‘ (4.3.32)

Nll—l
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— 1 —
i > — . 0.
AnAsin @ > 5 ‘<cos <I>>‘ (4.3.33)

Estas relacoes de incerteza fazem sentido, porque no limite pequeno de nimero,
a expectativa de valores da incerteza no lado direito também se torna pequeno, por-
tanto, essas relacoes de incerteza nao implicam muitos grandes valores de Acos ® ou
de Asin ®.

Infelizmente, também existem problemas com estes operadores. Por exemplo,
descobriu-se que para o estado de vécuo <(@> = % [20]. A medida que o estado
de vacuo deve ter para uma distribuicao uniforme da fase, era esperado que <(;S?I)>
fosse igual a 5. Além disso, utilizando estes operadores encontramos (exp(ip®)) = 0
para todos os inteiros p > 0. Isto implica uma distribuicao uniforme da fase, que é o

que seria de esperar, mas é inconsistente com o resultado obtido para (cos? ®).

4.4 Formalismo de Pegg-Barnett

O formalismo Pegg-Barnett [16, 27, 28], é outra abordagem para encontrar um
operador hermitiano de fase. A base deste formalismo é estabelecer um limite superior
s sobre o niimero de fétons, e em seguida, tomar o limite como s tende ao infinito. Os

estados de fase de referéncia sdo:

0m), = (5 + 1)72 " exp (inf,) |n) (4.4.34)
n=0
onde
B = O + 2T 0,1 (4.4.35)
m — ) m=u,l1,...,s, .
0 s+ 1

sendo 0y uma constante arbitraria.

Um operador hermitiano fase é definido por;

O =" O [Om), (Ol. (4.4.36)
m=0
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Para este operador os estados fase sao |0,,),, com autovalores de 6,,. Em termos

da base nimero, o operador é:

. sT 2T exp [i(] — k)bo] |7) (K|
S R B %; sl 1 40

No formalismo Pegg-Barnett, o limite de s — oo ¢ tomado apods valores esperados
foram determinados.

Também é possivel tomar o limite de s — oo da Eq. (4.4.34), o que resulta em:

b=+ 7+ iz: =P “(é(; ?ZO)] 72 (k| (4.4.38)

Este operador também ja foi considerado antes do formalismo de Pegg-Barnett
[29, 30, 31]. Isso pareceria ser um operador hermitiano, que pode ser usado para
descrever a fase, no entanto, ha problemas com este operador. Ele leva a valores
esperados diferentes do que dado pelo formalismo Pegg-Barnett (em que os valores
esperados sdo tomados antes do limite de s — o0).

O problema é que a Equacao(4.4.37) converge para (4.4.38) apenas “fracamente”
[32]. Os limites fracos dos operadores nao preservam a algebra do operador, por
exemplo, o limite de fraco ®2 nao é ®2_. Um resultado disto é que, para o estado de
VAcU0 <&>§o> = %2 [33, 34]. Para uma distribui¢ao uniforme de fase, o resultado deve

ser %2, o qual é obtido a partir do limite de @35
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Capitulo 5

Relacao de incerteza de Inigo e
Géza e a aplicacao aos Estados

Binomiais

A proposta aqui apresentada por Inigo e Géza [35], ndo prescinde da construgao
explicita de um operador fase. A variacao na fase (Agg), é apresentada através da sua
relagdo candnica com o numero de fétons (An), através da incerteza (Aa). Quando
Dirac propos o seu operador de fase, considerou que os operadores de fase e niimero
eram canonicamente conjugadas, desde entao, uma relagao de incerteza entre ambas
vem sendo discutida. Vamos analisar uma alternativa sugerida por Iiigo e Géza [35],
que considera a relacao de incerteza dos operadores de ntimero e aniquilacao, como
alternativa para a relacao de incerteza nimero-Fase.

Na seccao 5.1 apresentaremos a relacao de incerteza para o operador nao hermitiano
a, tomando como modelo o oscilador harmonico simples. Na seccao 5.2 apresentamos
o estado binomial e aplicamos a relacao de Inigo e Géza, com o objetivo de investigar

o seu comportamento neste estado.
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5.1 Quantizacao do movimento

Nesta subsec¢ao, vamos deduzir a relacao de incerteza de Heisenberg, como con-
sequéncia da quantizacao do movimento da particula, associando-se a x e p, dois

operadores nao constantes e Hermitianos definidos, respectivamente, como:

i=x (5.1.1)
e
0
p = h—. 5.1.2
b=l (5.1.2)
De modo que, atuando sobre a fungao de onda, [, p] U(x), obtém-se:
#,9] = #p — pz = ih, (5.1.3)

No caso do oscilador harmoénico simples, o Hamiltoniano pode ser escrito em termos

dos operadores de posi¢ao e momento por:

52 252
D mwi
H=— 5.1.4
2m + 2 ( )
ou
~ hw [ PP mwi?
H=— . 5.1.5
2 (mwh * 2h ) ( )
Definindo-se os termos da soma nas Equacoes (5.1.1) e (5.1.2) como:
X =2 (5.1.6)
h
. 1 .
P= p (5.1.7)
mwh
de modo que:
[f(,ﬁ] =i, (5.1.8)
podemos escrever H como:
A hw 7 A R
== (X2 v P2) (5.1.9)
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=" (% —ip) (% +iP) +1].

Definindo os operadores de aniquilacao e criacao, respectivamente como:

1 N o
a=—— X+z'P>
\/§<

1 N R
aT:—(X—zP>

pode-se escrever os operadores I e p, respectivamente, como:

X:%(a—kzﬂ)
(S
P=— (a-a)

o (Be)
vz

o (1)=507)
v2 oo

R (a) af
()=

Calculando o médulo quadrado das Equagoes (5.1.15) e (5.1.16), resulta em:

e (R (G )

V2 V2
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(5.1.10)

(5.1.11)

(5.1.12)

(5.1.13)

(5.1.14)

(5.1.15)

(5.1.16)

(5.1.17)

(5.1.18)

(5.1.19)
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[(ah)|” = (<X> _ <U§>) <<X> +@'<13> ) . (5.1.20)
Dali, temos que:
(a)]” = |(al)|". (5.1.21)

Da mesma forma, calculando o médulo quadrado das Equagoes (5.1.17) e (5.1.18),

temos:
(%) - <<a> +ﬂ<a*>) (<a>*+ﬁ<a*>*> (5.1.22)
(Y[ = <<a>;§iaf>> <<a>\;2—( _<a>*>) (5.1.23)

da soma das Equacgoes (5.1.22) e (5.1.23) chega-se a seguinte equagao:

(O [(PY = 1@+ @) (5124

e da Equacao (5.1.21), temos que:

L +1(7)

A variancia de um operador nio hermitiano A é definida por Ihigo e Geza [35], como:

(a4)" = (Ard) - (ar) (4), (5.1.26)

logo para A= a, tem-se que:

L 2 |(a)|? (5.1.25)

(Aa)® = (ala) — (al) (a), (5.1.27)

(Aa)® = (n) — (a') (a), (5.1.28)

(Aa)* = (n) — |(a)|”. (5.1.29)
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Das Equagoes (5.1.27), (5.1.11) e (5.1.12) resulta na seguinte equagao:

(Aa)’ = <(% (£ —z’P)) <% S;zﬂ-p)» )
<(E <X - iﬁ)>> <<E (X+¢P>)> (5.1.30)

que pode ser dada por:
5 N 2 N\ 2
2(Aa)? + 1= <AX> + (AP) . (5.1.31)

Das relacoes de incerteza de Heisenberg para dois operadores de AeB , tem-se:

(Mf (AB>2 > 3 ([4.B] >]2 (5.1.32)
e sabendo que:
[n,a] = a
[n,]ﬂ =iX
[n,f(] — P, (5.1.33)
Temos que:
2 2 1 2 1 2
(An)" (Aa)” = - [{[n,a])[" =~ [{a)[", (5.1.34)
(An)? (AP>2 > 411 ’<[n ﬁD - i ‘<X> i (5.1.35)
(An)? <AX>2 > %1 ‘< [n, XD - }1 ‘<P> © (5.1.36)
Somando-se as duas Equagoes (5.1.35) e (5.1.36) resulta em:
@ |(ax) 4 (22) ] 2 1 |[(R) + (2] (5.1.37)
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e das Equacoes (5.1.25) e (5.1.31):

(An)? {(Aa)Q + ﬂ > i|<a>|2. (5.1.38)

O consolidado na relacao de incerteza da Equagao (5.1.38) nao é uma constante: de-

pende de (a), que é igual a zero para uma ampla classe de estados.

a)2+1
Adicionando-se o termo [(Al—ﬂ] em ambos os lados da Equagao (5.1.38), chega-se a:
1 Aa)’+1i] 1 Aa)® + 1
(An)Q (Aa)2+_ +w > _|<a>’2+w (5'1'39)
2 4 4 4
ou
1 1 1 1 1
(An)® {(Aaf + 5} +7 {(Aa)2 + 5} > (@F+Qa)) + 5 (5.140)

Usando a Equagao (5.1.29) chegamos a relagao de incerteza de Inigo e Géza [35],

relagao em que o limite depende de (n) em vez de (a):

((An)2 + i) ((Aa)2 + %) > :ﬂ + é (5.1.41)

O lado direito da Equagao (5.1.41) é o minimo para o estado |0), nos demais casos o
lado direito é maior do que %, assim a incerteza encontra-se em alguma parte do plano
(Aa)® x (An)® inacessivel para estados quanticos [35].

Os limites relacionados a Equacgao (5.1.41) devem ser verificados, pois esta equagao,
foi construida pela soma das duas relagoes de incerteza das Equagoes (5.1.35) e (5.1.36)
enquanto a nova relagdo da Equacdo (5.1.38) é valida, as relagdes de incerteza das
Equagoes (5.1.35) e (5.1.36) nao sao vélidas nos limites saturando os diferentes esta-
dos [35].

Investigando os limites da Equacao (5.1.41), existem estados quanticos que satu-
ram nos limites. Quando isso ocorre o lado esquerdo da equacao, vai interpolar entre

estados coerentes e os estados de nimero (Fock).
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Na Figura (5.1) [35], foi plotado os pontos correspondentes aos valores de (Aa)?
e (An)?, que satura a Equagao (5.1.41) para (n) = 25, todos os pontos abaixo dessa
linha violam a relagao desta equacao.

Para estados de niimero temos: (Aa)z 4 = (n) e (An)z . = 0, assim os estados

de ntimero saturam a Equacao (5.1.41). Para (Aa)2, . cnte = 0, a variancia do niimero

de particulas satura a Equacao (5.1.41) ¢ (An)2 i ente = 3 (n). Isso evidencia que

o limite inferior da Equagao (5.1.41) nao pode ser o ideal porque para (Aa)? = 0
existe uma significativa classe de estados que nao possuem a variancia do nimero de
particulas menor que (n) [35]. Vale ressaltar que uma importante classe de estados
para os quais An < (n) sao conhecidos por possuirem estatistica sub-poissoniana (Fa-
tor de fano F' < 1).

Estados minimizando, (An)? para 0 < (Aa)? < (n), em certo sentido, interpolam

entre estados coerentes e de nimero (Fock) [35].

&
25

e

20

-
.

= 15k

10

a®

0 5 10 15 20
(A a)

Figura 5.1: Grafico dos pontos correspondentes aos valores de (Aa)? e (An)?

Na Figura 5.1: temos um teste numérico da desigualdade da Equacao (5.1.41),
sendo que F refere-se ao estado de niimero |n = 25), C refere-se aos estados coerente
| = 5), Z refere-se ao ponto que satura a desigualdade (5.1.41) para (Aa)? = 0. A

linha sélida é limite da regido definida pela equagao (5.1.41), para (n) = 25. Todos
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os pontos abaixo dessa linha correspondem a um valor fisico (Aa)? — (An)?. A Linha
tracejada sao os pontos correspondentes para estados coerentes espremido.

Saturando os estados eles interpolam entre estados de nimero |n) e estados coe-
rentes |«), entao vamos verificar os limites desta relacao de incerteza para os Estados
Binomiais, ja que estes nos diferentes limites se reduzem aos estados de nimero |n) e
estados coerentes |a) [35].

Finalizando esta secdo, em mecanica quantica os operadores escada a e a' sdo
uma combinacao linear dos operadores de posicao e momento linear, cuja algebra é
analoga a quantizac¢ao do campo magnético para um unico modo. Em teoria quantica
de campos, nao existe uma representacao para os operadores de criagao e aniquilacao.
No caso do campo eletromagnético livre, a amplitude de oscilagao, A, passa a ser um

operador de aniquilacao.

5.2 Estados binomiais

O Estado Binomial |5, M), é uma combinacao linear de n estados |0) , [1),--- , | M),
com coeficientes escolhidos de tal modo que a contagem de probabilidade é binomial
com média nM. E definido como uma superposicao com M-dimensional no espago

Hibert [36], ou seja:

n, M) =" Y (n)|n), (5.2.42)

sendo M (n) dado por:

By () = [( " ) (1 - n)M‘”] : (5.2.43)

No limite,

11, M) = |M), (5.2.44)
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tem-se o estado de nimero | M), enquanto que,
|0, 00) = |a) (5.2.45)
com
nM — |af*. (5.2.46)

tem-se o estado coerente |«v). Portanto | M) e |a) sdo os limites dos estados binomiais,
onde n|M) = M |M) e ala) = ala); (a|nl|a) = |al’.

A probabilidade p,, de encontrar n fétons no estado Binomial é dada por [36]:

pa = (0] 9, MY = |8 ()] = ( ]\Z ) (1 —n)M, (5.2.47)

e sdo normalizados como:

(i, M|, My ="M =Y ( AZ ) 71—t =1 (5.2.48)

embora nao sendo um conjunto ortogonal, ou seja, (', M| nM) # 0, ' #n.

O nimero médio de fétons neste estado é dado por [36];

<n>n,M = <77aM|n|77,M>:Zn‘5£W|2
N M! " y
- %nn!(]\/[—n)!<1in) (1 =mn)
Mo MM = 1) B e
= > G i
= MY ( ]\Z__ll ) " (1= )M
(m), ,, = nM. _ (5.2.49)

Definindo-se o = 1. podemos escrever [37] que:

Mo

(M), v = =nM (5.2.50)



e para (n%), ,, temos [37]:

(1), = ST — a4t - ),
entao:
2 _ 2 o 2 _(n 2 . Mo
(An)%M = <AI1 >77,M o <Il >77,M < >77,M - (1 +0_)2

(An) ;= nM(1—n).

Para o operador de aniquilagao a tem-se que [37] :

M
aln, M) =">_B\n>|n—1)
n=0

Note a seguinte relagao [37]:

1
NI

NI

D=

em que podemos reescrever a Equagao (5.2.54), como:

M
aln, M) = (nM)z Y A" n—1).

n=0
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(5.2.51)

(5.2.52)

(5.2.53)

(5.2.54)

(5.2.55)

(5.2.56)

O somatério da Equagao (5.2.56) na verdade comega com n = 1, uma vez que para

n = 0 nao existe. Alterando o indice da soma para l =n — 1, nos leva a [37]:

M
aln, M) = (nM)zy_ g 1)
=0

= (nM)2|n, M — 1),

(5.2.57)

(5.2.58)
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portanto, a atua como uma espécie de operador de reducao do estado |n, M), e atuando
o operador a n vezes, permite-nos tirar as seguintes expressoes, de modo que:

(a) para n < M, temos [37]:

1
n"M! |2
"In,M) = | ——— M — 5.2.59
o ) = | | =, (5.2.50
(b) e para n > M
a"|n, M) =0. (5.2.60)

Para a' no entanto, ¢ mais complicado, pois:
al [, M) = [n(M +1)]“>n|y, M + 1), (5.2.61)

nio que a' seja um operador para elevar |n, M), atuando a' “n” vezes, chegamos a
137]:

M r

n _ :
) = [

nn—1)---(n—n+1)n,M+n), (5.2.62)

Os valores médios sao obtidos usando as equagdes (5.2.59) e (5.2.61) [37], ou seja:

1
SVRE

(1M1 1 M) = a7, = | 1

cujo o complexo conjugado da Equagao (5.2.63) é [37]:

n"M!

m} (n, M —n|n, M), (5.2.64)

(n, M|a™ n, M) = (a™),, = [
J& que todos valores de M sdo reais, temos que [37]:

(n,M|n,M —n)=(n,M—n|n,M). (5.2.65)

Para n=1, temos:

N|=

(n, M|a|n, M) = [nM]> (n, M| n, M — 1) (5.2.66)
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1
(n, M|a® |n, M) = [nM]? (3, M = 1] 1, M). (5.2.67)
A Equagao 5.1.28 nos fornece:
(Aa>727vM = <Aa>3],M = <n>17,M - <a>17,M <aT>777M7 (5268)

E das Equagoes (5.2.49), (5.2.66) e (5.2.67), temos que:
(D) = nM — [nM] (. M| 0, M = 1) [1M)2 (5, M — 1] 0. M) (5.2.69)
e da equagao (5.2.65)
(Aa)2 ;= nM —nM (n,M|n, M —1)*. (5.2.70)

Aplicando na relacao de incerteza da Equagao (5.1.41), assim:

((An)2 + i) <(Aa)2 + %) > <4ﬁ + é (5.2.71)
(nM(l —n)+ i) (nM — M (n, M| n, M —1)* + %) > % - % (5.2.72)

Com as Equagoes (5.2.44), (5.2.45) e (5.2.46), podemos analisar os limites para a
relagdo de incerteza da Equacao (5.2.72), logo para n = 1, temos que |1, M) = |M),
entao:

M M
- > 2.
1 Z (5.2.73)

0|

+

ol —

+

Enquanto para, n =0 e M — oo, temos que |0, 00) = |a), com nM — |a|2, dai

’ 2 2

)
2

> (5.2.74)

ool —

_|_

co| —
q;‘

+

[\D ‘

o que torna a relagao de incerteza Equacao (5.2.72) consistente.
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Da Equagao (5.2.53) , e da Equagao (5.2.70) , obtem-se uma relagao paramétrica
que relacionamos (Aa)? e (An)?, para os estados binomiais, ou seja:
Sabendo que o valor de n varia de 0 a 1, plotaremos o grafico parametrizado de

(Aa)? X (An)? para n e M fixados em 5, 10 e 25:

(an)*

=
|

(Aa)?

Figura 5.2: Grafico para n variando e M fixo
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Capitulo 6

Conclusao

Aplicamos a relacao de incerteza de Inigo e Geza, para o estado binomial. En-
contramos estados binomiais que atendem a relacao de saturagao apresentada pelos
autores, que conjecturamos atender ao critério dos chamados “estados inteligentes de
niumero-fase”. Esses estados apresentam o compromisso “otimizado” com relacao as
variancias no nimero e na fase (Aa). (An) =1 ‘< [ﬁ, (iD] >‘ No entanto, segundo esse
critério, nao é necessario se ter um operador de fase bem definido.

Os nossos resultados apresentados nas simulagoes graficas, através das curvas pa-
ramétricas (An), ,, x (Aa), 5, indicam que os pontos de interseccao sao os estados
inteligentes de nimero-fase. Vale salientar que os estados de nimero |M) sao obtidos
do estado binomial quando n — 1.

Assim sendo uma investigagao futura de interesse, seria estender o limite inferior
dado pela relacao (An) e (Aa) capaz de comportar aqueles estados que nao sao in-
cluidos.

Uma outra extensao possivel da linha adotada nesse trabalho seria investigar a uti-

lizagao dos operadores de Susskind and Glogower em substituicao a (Ada) na expresao

de Tnigo-Geza, obtendo uma relagao da forma (An) e <A<§)
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