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Resumo

Neste trabalho, estudamos resultados de rigidez que garantem que uma subvari-
edade Riemanniana n-dimensional imersa em um produto warped do tipo I x; M™*P,
onde (log f)” > 0, e possuindo fungao suporte (ﬁ 0;) constante, deve estar contida
em um slice do espaco ambiente. Para tal, aplicamos uma versao fraca do principio do
maximo generalizado de Omori-Yau o qual esta diretamente relacionado com o conceito

de completude estocéastica.

Palavras chave: Produto Warped, Variedades Riemannianas Estocasticamente Com-

pletas, Slices Totalmente Umbilicos, Principio do Maximo Fraco de Omori-Yau.
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Abstract

In this work, we study rigidity results which guarantee that an n-dimensional
Riemannian submanifold immersed in a product warped of the type I x; M"*P, where
(log f)” > 0, and having constant support function (ﬁ, J;), must be contained in a slice
of the ambient space. For this, we apply a weak version of the Omori-Yau’s generalized

maximum principle which is directly related with the concept of stochastic completeness.

Keywords: Warped Product, Stochastically Complete Riemannian Manifolds, Totally

Umbilical Slices, Weak Omori-Yau’s generalized maximum principle.
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Introducao

Este trabalho foi construido seguindo o artigo de Aratjo, Lima e Velasquez em [8],
onde estudamos questoes relacionadas as imersoes Riemannianas em produtos warped.
No entanto este tema tem um aparato histérico percorrendo os anos em sequencia
decrescente até meados de 1999, onde identificamos um “inicio” de trabalhos nesta
linha de pesquisa, tal aparato historico é que gostarfamos de fazer uma diagonal destes
resultados, tratando assim nesta breve introdugao, como guiza de conhecimento geral
para os leitores que nao estejam familiarizados com este tipo de ambiente que sao

denominados produtos warped.

Os campos conformes sao objetos importantes que tém sido amplamente usado
para entender a geometria das subvariedades imersas em espacos Riemannianos. Neste
contexto em 1999, Montiel em |21] estudou a curvatura media constante das hipersuper-
ficies compactas imersas em produtos warped do tipo R x ; M™ e S' x ; M™. Observando
isto, Aratjo, Lima e Velasquez, verificaram que esta classe de produtos warped sao
dotados de um campo vetorial killing conforme dado por fd,, onde 9, significa o campo

de vetores unitarios tangente para R ou S.

Supondo que tais hipersuperficies sejam graficos locais em M, Montiel provou o

seguinte teorema:

Teorema 0.1 (Corolario 7 de [21]) Seja X" uma hipersuperficie compacta orientd-
vel imersa em wm produto warped do tipo R x; P™ (e respectivamente em S' x; P"),
onde f € uma fungdao positiva em R (e respectivamente em S') e P" uma variedade

Riemanniana compacta cujo tensor de Ricci satisfaz

Ricy, > (n—1)sup(f* = ff"){, ).

Se X" € localmente o grdfico em P™ com curvatura média constante, entao X" € um

slice {s} x P" com s € R (e respectivamente com s € S'); ou o produto warped tem

12



Introducao 13

curvatura constante e X" € uma hiperesfera geodésica; ou f € constante e X € um
produto S' x Q"' imerso em S' x S' x Q"' como v x Iy, onde v € uma geodésica
fechada em S* x St.

Um pouco mais tarde em 2007, esta tematica foi abordada em [2| por Alias e Dajc-
zer, onde eles obtiveram resultados para hipersuperficies completas(nao necessariamente

compactas) imersas R X M™, como vemos no teorema abaixo:

Teorema 0.2 (Teorema 2.4 de [2]) Seja f: X" — R x, P" uma hipersuperficie
compacta com curvatura média constante H. Assumindo que H'(t) > 0 e que a fungao

angulo © nao muda de sinal. Entao P" € compacta e f(X") € um slice.

Posteriormente em 2009, Lima e Caminha em [10], e em 2011 Lima e Aquino
em [7], investigaram a geometria de grafos verticais completos com curvatura média
constante em um produto warped I x y M™ em condicoes adequadas sobre os valores da
curvatura média e da norma do gradiente da funcao altura, eles obtiveram teoremas de

unicidade relativos a tais gréaficos, como vemos nos teoremas abaixo:

Teorema 0.3 (Teorema 5.1 de [10]) Seja X uma variedade Riemanniana completa
com curvatura de Ricci globalmente limitada por baizo, e seja v : X" — HYL um
grdfico vertical (n+1)-dimensional no espago hiperbdlico, com curvatura media tal que
0< H<I1. Se

h < —log(1l+ (N,d)),

entao:

7. H=1 em X

1. Se o fecho da imagem do mapa de Gauss Lorentz de 1em relagao a N estd contido
em H" | entdo a curvatura escalar R de Y € nao positiva e globalmente limitada

longe do zero.

. =—n+1
Teorema 0.4 (Teorema 3.4 de |7]) Seja M~ = I x; M™ uma Produto warped
que satisfaz a condicao de convergéncia e cuja fibra M"™ possui curvatura seccional
~ L. . —n+1 . . L.
nao-positiva. Seja 1 : X" — M um grifico vertical com curvatura média constante

H e segunda forma fundamental limitada. Suponha que ¥ estd entre dois slices e que

!

OSHSinfL.
= f
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Se a funcao altura h de ¥ satisfaz
f/ B
|VA|]? < « (inf— — H) ,
> f
para alguma constante positiva o e 3. Entao X" € um slice.

Em 2013, Alias, Impera e Rigoli em |4| caracterizaram as hipersuperficies com
alguma curvatura média constante de ordem mais alta em produtos warped. Sua
abordagem foi baseada no uso de uma nova versao do Principio do Maximo de Omori-

Yau para um operador tipo trago que parece interessante em sua propriedade.

Teorema 0.5 (Teorema 6.1 de [4]) Seja f: X" — I x,P" é uma hipersuperficie
compacta o k-ésima curvatura média Hy constante, com 3 < k < n. Supondo que exista
um ponto eliptico em ¥. Se H'(t) > 0 e a fun¢ao angulo © nao muda de sinal, entdo

P™ ¢ necessariamente compacta e f(X") € um slice.

Enquanto isso, Dillen et. al. estudaram superficies angulares constantes imersas
em espacos produto do tipo R x M"™, nomeadamente as superficies para as quais a
unidade normal faz um angulo constante com a diregdo ao tangente a R (verificar
por exemplo [13][14][15]). Continuando com este estudo em 2012, Garnica, Palmas e

Ruiz-Hernédndez em [20] demonstraram o seguinte resultado

Teorema 0.6 Sejam N uma variedade Riemanniana com curvatura de Ricci nao-
negativa, M C R x N uma hipersuperficie imersa cujo campo normal unitdrio faz um
dngulo constante com o campo vetorial tangente d R-diregao. Se M tem curvatura média
constante, entao M ¢é totalmente geodésica ou € parte de um cilindro com curvatura

média constante imerso em N.

Em outras palavras, eles mostraram que uma hipersuperficie completa de dngulo
constante e curvatura média constante imersas em um produto R x M™, cuja fibra M"
tem curvatura de Ricci nao-negativa deve ser totalmente geodésica ou fazer pate de
um cilindro com curvatura média constante imerso em M". Em seguida Rosenberg,
Schulze e Spruck em [27], mostraram que um grafico minimo com altura nao-negativa
funciona em um espago produto R x M™, cuja fibra M™ é completa com curvatura de

Ricci nao-negativa e curvatura seccional limitada por baixo, deve ser um slice.
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Depois, em 2014, Lima, Aquino e Lima Jr. em [6] e novamente Lima, Lima Jr.
e Parente em [19] obtiveram algumas outras condigoes suficientes para assegurar que
hipersuperficie completas two-sided em um espacgo produto do tipo R x M™, cuja fibra
M™ tem curvatura seccional limitada por baixo, é um slice do espago ambiente, desde
que sua funcao angular tenha algum comportamento adequado. No segundo trabalho

descrito acima eles provaram o seguinte resultado:

Teorema 0.7 (Teorema 1 de [19]) Seja M = R x M uma variedade produto,
cuja base M™ tem curvatura seccional Ky tal que Ky > —k para algum k > 0, e
seja W@ X" — M uma hipersuperficie completa two-sided com curvatura média
constante H e sequnda curvatura média Hy limitando por baixo. Suponha que a fungao

angulo © de X" € limitada pelo zero e sua func¢ao altura h satisfaz uma das condigoes:
o

Vh? < —— | A)?

9] < Al

para alguma constante 0 < o < 1; ou

n

——H*
(n—1)k

[VA|* <
Entao, X" € um slice de m

Motivado por estes trabalhos que mencionamos anteriormente, os autores de
[8], lidaram com subvariedades n-dimensionais imersas em um produto warped do tipo
I x; M™P cuja funcao warping f possui logaritmo convexo. Desta forma provaram o

seguinte resultado:

Teorema 0.8 Seja [ x; M™P um produto warped tal que (log f)" > 0, e seja
P X" — I Xy M™P uma subvariedade fechada com campo vetorial curvatura média
— —

H tal que a funcao suporte (H,0;) € constante. Entao, 1(X) estd contida em um slice

{T} x M"P para alguns T € 1. Além disso, quando p =1,
Gi=mpyot): XV — M

¢ uma hipersuperficie que satisfaz

Syt HE + f(7)?
L O

Em [8] os autores também obtiveram uma versao do Teorema 0.8 para o caso

nao-compacto, e usaram esses resultados para resultados de nao-existéncia. Finalizamos
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esta introducao descrevendo a sequéncia de contetidos do presente trabalho.

No Capitulo 1, estudamos e descrevemos os conceitos béasicos da Geometria
Riemanniana, com adi¢ao do conceito de uma variedade ser dita estocasticamente
completa, conceito este de fundamental relevancia para aplicar o principio fraco de

Omori-Yau.

O Capitulo 2 é dedicado aos resultados fundamentais das variedades Riemanni-
anas Warped, que sao o ambiente onde a subvariedade dos teoremas principais estarao

imersas.

No Capitulo 3, estudamos o trabalho realizado por Araiijo, Lima e Velasquez

em [8], referéncia principal que norteou as diretrizes desta dissertacao.



Capitulo 1

Conceitos Preliminares da (Geometria

Riemanniana

Para tornar a leitura do nosso trabalho mais plena, neste capitulo vocé encontrara
a maioria dos conceitos utilizados durante no restante da dissertagao que se encontra
em suas maos. Claro que por causa do nosso proposito, omitiremos muitas coisas, no
entanto iremos enunciar os resultados e indicar indicar as fontes bibliograficas que
poderao ser consultadas para a verificacao das devidas demonstragoes ou encontrar
mais exemplos, pois entendemos que nao fazem parte do escopo desta dissertacao. Tal

atitude é motivada para se ter uma melhor assimilagao dos conceitos.

Desta forma, indicamos para auxiliar um maior aproveitamento do Capitulo 1

do trabalho em maos, as seguintes referéncias: |16, [18], [12] e [11].

1.1 Variedades Diferenciaveis

Definicao 1.1 ( Defini¢ao 2.1 do Capitulo 0 em [16] ) Uma variedade diferen-
cidvel de dimensao n (ou ainda, uma n-variedade diferencidvel) é um conjunto M e
uma familia de aplicacoes biunivocas ¢, : U, C R — M, o € A, de abertos U, em M

tats que:

i | ¢allhe) = M;

acA

i. Para todo par o, B em A, com ¢ (Us) Nds(Us) = W # &, 0s conjuntos ¢, (W) e

gbgl(W) sao abertos em R™ e as aplicagoes (p'gl 0 ¢y € ¢t 0 ¢g sao diferencidveis;

17



1.1. VARIEDADES DIFERENCIAVEIS 18

iii. A familia {Uy; da)}a € mdzima relativamente ds condigoes (i.) e (ii.).

Esquematizando tem-se:

Do

1
T
'

Wi

=L (W)

—1)
o

\/

el u{\

Figura 1.1: Representacao de sistema de parametriza¢oes de uma Variedade Diferenciavel

Explicitamente, uma variedade diferenciavel é uma variedade topolodgica em
que as aplicagoes de mudancas de coordenadas de um sistema coordenado local para
outro, sao diferenciaveis. Sendo assim o que definimos como variedade diferenciavel é
chamado variedade suave nos cursos de Variedades Diferencidveis. Em Geometria
Riemanniana, varios conceitos importantes, necessitam de derivadas de varias ordens,
portanto costuma-se trabalhar com variedades suaves (C*°) desde o inicio e ndo com
variedades diferenciaveis de classe C*, para nao ter que especificar a todo momento
o valor de k necessario para que certo conceito possa ser definido ou para que certo

teorema faca sentido.

Desta forma no que segue utilizamos variedades diferenciéveis de classe (C>).
O exemplo que segue seria classificado como a variedade suave mais trivial que um
estudante de mestrado conhece nos componentes curriculares que ele esta estudando no

inicio do curso.

Exemplo 1 A estrutura diferencidvel candnica no espag¢o Euclidiano R™ é obtida
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tomando tal estrutura de forma a ser diferencidvel (mdxima em relagio a (ii.) na
definigao 1.1) contendo (R™,1), onde i : R" — R™ € a aplicagao identidade.

Apos definir o ambiente base dos estudos que se segue, definiremos a nogao de

uma aplicacao suave definida em uma variedade suave.

Definicao 1.2 ( Lema 2.1 do Capitulo 2 em [18] ) Seja M uma variedade dife-
rencidvel n-dimensional. Uma funcao [ : U C M — R sendo U um aberto em M,
€ suave ou diferencidvel de classe C*, se para cada ¢, : U, C R™ — M, com
bo NU # D, tivermos

foo:WCR" >R

¢ de classe C® e W = ¢ (¢ (Us) NU) # 2.

Observacao 1.1 Indicaremos por C®°(M) o anel das fungoes suaves de M em R.

Visando o ambiente que serd desenvolvido o resultado principal no capitulo 3, o
exemplo que segue é a base para poder se definir os chamados produtos warped um

pouco mais adiante.

Exemplo 2 Sejam M e N wvariedades diferencidveis, sendo

{(Ua7¢a);a € M} € {(Uﬁvq/}ﬁ’);ﬁ € N}

estruturas diferencidveis de M e N respectivamente. Considere o produto cartesiano
M x N e as aplicacoes

bap(p. @) = (9a(p), ¥5(q)), pEUs, q€ Up.

Desta forma {(Un X Uz, Pap); (a, ) € M X N} é uma estrutura diferencidvel em M x N,
na qual as projegoes w1 : M X N — M e mg : M X N — N sao diferencidveis. Com

estd estrutura diferencidvel, M x N € chamada a variedade produto de M por N.

Teorema 1.3 ( Teorema 2.10 do Capitulo 0 em [16] ) Seja f : M — N uma
aplicagao diferencidvel e seja p € M tal que df, : T,M — Ty, N € um isomorfismo.
Entao f é um difeomorfismo local em p.

Definicao 1.4 ( Defini¢ao 5.1 do Capitulo 0 em [16] ) Um campo de vetores
X em uma variedade diferencidvel M € uma correspondéncia que a cada ponto p € M
associa um vetor X (p) € T,M. Considerando uma parametriza¢io ¢ : U C R™ — M
esCrevemos



1.1. VARIEDADES DIFERENCIAVEIS 20

Definicao 1.5 ( Lema 5.2 do Capitulo 0 em [16] ) Sejam X, Y € X(M). Entao

existe um tinico campo vetorial Z € X(M) tal que para todo f € C°M) temos
Zf = (XY —YX)f = X(Yf) = Y(X]).
Este campo vetorial Z é chamado de colchete de Lie de X e Y, e é normalmente

denotado por [X,Y] = XY - Y X.

Defini¢ao 1.6 Sejam X, Y € X(M) campos vetoriais, p € M e ¢, o fluzo local do
campo X em uma vizinhanca V de p em M. A derivada de Lie do campo Y na
direcao do campo X em p € definida por

Aot oi) You) — Yo
(£xY)p = lim t

d
= a[dw—t]wt(mycpt(p) li=0 -

Definicao 1.7 ( Defini¢ao 20 do Capitulo 1 em [24] ) Sejam M, N wvariedades
diferencidveis, ¢ € C>*, X € X(M) eY € X(N). Dizemos que os campos X e Y sao
¢-relacionados, se

dy(Xp) = (Y 0 0)(p) = Y(¢(p)) = Yoy, V p € M.

Definicao 1.8 (Levantamento) Sejam M e N wvariedades e considere a variedade
produto M x N.

(a) Seja f e C*(M). O levantamento de f a M x N € definido por ]?: fome
C>(M x N).

(b) Sev e T,M eqec N entdao o levantamento dev a (p, q) € o unico vetor v € T, oM
tal que dr(v) = v. Como v € T, )M, do(v) = 0.

(¢c) Se X € X(M), o levantamento de X a M x N é o campo vetorial X em M x N
cujo valor em cada ponto (p,q) € M x N € o levantamento de X, a (p,q). Assim,
dﬂ'()?(p’q)) = (Xom)(p,q) =X, ¢ do(X (ng)) = 0. O sistema de coordenadas produto
mostra que X ¢ suave. Em outras palavras o levantamento de X € X(M)aMxN
¢ o unico elemento que de X(M x N) que é w-relacionado a X e o-relacionado ao

campo vetorial nulo em N. E ainda, como d0|t(p,q)M = 0, o levantamento X de
X € X(M) a M x N € constante em cada fibra {p} x N.

(d) O conjunto de todos os levantamentos X de x € X(M) é denotado por £(M)e

tais levantamentos sao chamados horizontais.

(e) Fungoes, vetores tangentes e campos de vetores em N sao levantados para M x N
da mesma forma usando-se a projecao o. O conjunto de todos os levantamentos

Y deY € X(N) ¢ denotado por £(N), tais levantamentos sio chamados verticais
eY € X(M x N).
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1.2 Meétricas Riemannianas

Quando estudamos nos cursos de Geometria Diferencial a geometria intrinseca
das Superficies é necessario um conceito para se ter diferenciabilidade sobre a superficie
sem “depender” do ambiente. Desta forma definimos a forma quadratica chamada de
primeira forma fundamental dada por I,(V) = (V,V),, que se trata de do produto
interno do R? induzido sobre cada plano tangente 7,S de uma superficie regular S.

Explicitamente dado um campo vetorial V' = al% + ag%, temos

¢ 0¢ ¢ O 9¢ 99
— g2 X 27 _—, 5
[(u,v)(v) = a <8u, au> + 2a;1a9 <5‘u’ av> + a3 <3U 87)>

onde ¢ : U C R? — R3? uma superficie parametrizada regular.

Motivado por esse conceito, em Geometria Riemanniana definimos as métricas

riemannianas, que nada mais é que a generalizagao da primeira forma fundamental.

Defini¢ao 1.9 ( Defini¢ao 2.1 do Capitulo 1 em [16] ) Uma métrica Rieman-
niana (ou estrutura Riemanniana) em uma variedade diferencidvel M € uma corres-
pondéncia g que associa a cada ponto p € M uma aplicagao (-,-), bilinear, simétrica,
positiva definida no fibrado tangente T'M , que varia diferencialmente no sequinte sentido:
Dados X, Y € X(V) fizos em uma vizinhan¢a V de p € M,

p'—>gp = <X7Y>P

¢ diferencidvel.

Esta definicao de métrica nao depende da escolha do sistema local de coordenadas,
ou seja, a diferenciabilidade das funcoes g;; = (0;, ;). Desta forma as fungoes g;; sao

denominadas cocficientes da métrica Riemanniana.

Defini¢ao 1.10 (Variedade Riemanniana) Uma variedade diferencidvel com uma

dada métrica Riemanniana chama-se uma Variedade Riemanniana.

Exemplo 3 Sejam M e N variedades Riemannianas e considere M X N com a estrutura
diferencidvel produto. Sejam w e o as projecoes candnicas respectivamente. A aplica¢ao

bilinear, simétrica, positiva definida em M x N dada por:
(1, 0) p.q) = (dr(u), dm(v))p + (do(u), do(v))q,

para todo (p,q) € M x N, u,v € Ty (M x N). E denominada a métrica Rieman-
niana produto da variedade M x N.



1.2. METRICAS RIEMANNIANAS 22

Uma variedade produto munida com a métrica produto é chamada variedade
Riemanniana produto, que nada mais é que a variedade do Exemplo 2 munida da

sua meétrica especifica.

Teorema 1.11 ( Proposicao 2.10 do Capitulo 1 em [16] ) Toda variedade dife-

rencidvel admite uma métrica Riemanniana.

Demonstracao. Seja {(Xo,Us)}aer uma estrutura diferenciavel de M e {f,} uma

partigao da unidade de M subordinada a cobertura {X,(U,)}aca-

Denotando X,(U,) =: V,, podemos definir para cada «« € A, uma métrica
Riemanniana induzida pelo sistema de coordenadas. De fato, dado p € M e vetores

v, w € T,M, podemos escrever na base

0 d
B, = {a_l,1|p»"‘ aa_%|p}

associada a parametrizacao X,, e usando a forma local dos vetores
- @3:1 b - ij P
i j
temos que o produto interno
(v, w)y = g v'w’
i

¢ uma métrica Riemanniana em V,, com g7 = d;;. Para expandir globalmente em M,

defina
<U7 w>p - Z fa(p)<vv “’>g

ac

que é uma soma finita pela finitude da particao da unidade, na vizinhanga de p. Basta

verificar a positividade pois a simetria decorre de ser campo vetorial.

Ora dado k € T),M nao nulo, tem-se
9ok, k) = fagaln(k, k)

que é uma soma nao negativa de termos nao negativos e pelo menos uma f, é 1, e por

Galp(k, k) > 0 segue que g,(k, k) > 0. W

Exemplo 4 Considere o semiespago superior de R"™

H" = {(z1,...,2,) € R" 1z, > 0}.
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Com a topologia induzida como aberto de R™, H" é uma variedade diferencidvel de

dimensao n, e munido tal espago com a sequinte aplicagao:

5,

gij(xh s 7:1:71) = (I’ )27
n

obtemos uma variedade Riemanniana chamada o espago hiperbolico n-dimensional.

Definicao 1.12 ( Definigao 2.12 do Capitulo 1 em [16] ) Scjam (M, gu) ¢ (N, gn)
variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f : M — N é chamado uma isometria

(3] (U7 U)p = gN(dfp(u)? dfp(v))f(l))

para todo p € M, wu,v € T,M.

1.3 Conexoes

Ora o nome conexoes a priori pode parecer estranho, no entanto este nome
tem fundamentacao geométrica. Quando estudamos no espago euclidiano as retas,
percebemos que elas sao aplicagoes com aceleragao nula. Visto deste angulo o estudo
de geodésicas se torna compativel. Assim seja o : I — M uma curva diferenciavel
em uma variedade diferenciavel M (ndo precisa do conceito de métrica, entdao nao é
necessario ser uma variedade riemanniana), desta forma nao podemos definir

(1) — o/ (t
O//(to) — lim «Q ( ) o ( 0)
t—to t— 1o

porque '(t) € ToyM e o' (ty) € Tou,)M vivem em diferentes espagos vetoriais, logo

sua diferenca nao faz sentido.

Portanto a defini¢ao vista a seguir, estende a necessidade de definir uma nocao de
derivagao intrinseca para campos vetoriais, e desta forma o nome conexao é decorrente do

fato de tender conectar localmente os espagos tangentes de uma variedade diferenciavel
Defini¢ao 1.13 ( Definigao 2.1 do Capitulo 2 em [16] ) Uma conexao afim V
em uma variedade diferencidvel M € uma aplicacao

Vo xX(M) x X(M) — X(M)
(X,Y)— VyV

satisfazendo as sequintes propriedades:
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i. Vigxtgv)Z = [VxZ+gVyZ;

i, Vx(fY +7) = VXY + X())Y + Vx Z.
onde X, Y, Ze€X(M) e f, ge C®(M).

Defini¢ao 1.14 ( Corolario 3.3 do Capitulo 2 em [16] ) Uma conezao V em uma

variedade Riemanniana M é compativel com a métrica se, e somente se,

XY, 2Z) = (VxY. Z)+ (Y,Vx2), VX, Y, Z € X(M).

?

Defini¢ao 1.15 ( Defini¢ao 3.4 do Capitulo 1 em [16] ) Uma conexao afim V em

uma variedade diferencidvel M € dita stmétrica quando

VxY — VyX = [X,Y], VX, Y € X(M).

Teorema 1.16 ( Teorema 3.6 do Capitulo 1 em [16] ) Dada uma variedade Rie-

manniana M, com métrica g = (,), existe uma inica conexao afim V em M, denominada

?

conexao de Levi-Civita ou conexao Riemanniana, tal que:
1. V € simétrica;
1. V € compativel com a métrica Riemanniana g.

Demonstragcao. A Prova do Teorema de Levi-Civita pode ser verificada em
[16/. A

1.4 Operadores analiticos em Variedades

Nesta secao vamos enunciar e provar quando necessario alguns resultados en-
volvendo o gradiente, o laplaciano de fungoes reais de classe C* definidas em uma

variedade.

Defini¢ao 1.17 (Referencial Local Movel) Sejam M" uma variedade, p € M e U
uma vizinhanga de p onde € possivel definir campos Ey, ..., E, € X(M), de modo que
em cada q € U, os vetores {E;(q)} formam wma base de T, M. Diremos, neste caso, que
{Ei(q)} € um referencial mével em U. Se o conjunto de campos E, ..., E, € X(M) sao
dois a dois ortonormais, isto €, formam uma base ortonormal de T,M para cada q € U,

entao dizemos que {E;(q)} € um referencial local ortonormal.



1.4. OPERADORES ANALITICOS EM VARIEDADES 25

Definicao 1.18 (Gradiente) Dada f € C*®(M), dizemos que o gradiente de f € o
campo vetorial suave V f € X(M), definido sobre M por

(Vf, X) = X(f)
para todo X € X(M).

E imediato, a partir da definicao acima, que o gradiente de uma fung¢ao suave
é unicamente determinado por 1.18, ou seja, localmente podemos ver que o gradiente
é o vetor metricamente equivalente a diferencial de f. A existéncia é assegurada pela

proposigao a seguir.

Proposicao 1.19 Seja f € C*(M) e {ey,es,...,, } um referencial ortonormal local

em uma vizinhanga aberta U C M. Entao, em U temos:
n
V= Zej(f)ej,
j=1
onde o seqgundo membro nao depende do referencial ortonormal escolhido.

Demonstragao. Vide [16] W

Defini¢ao 1.20 (Divergente) Seja X um campo vetorial suave em M™. A divergéncia

de X € a fungao suave em M dada por

divX : M — R
p — (divX)(p) = tr(v— (V,X)(p))

onde v € T,M e tr denota o trago do operador linear entre chaves.

Dizemos que um referencial ortonormal {ej, e, ..., } em um aberto U C M ¢

dito geodésico em p € U se V,,e;(p) = 0 para todo 1 <4,j < n.

Proposicao 1.21 Seja X um campo diferencidvel em M"™ e {e1,es,...,n } um referen-
n

cial ortonormal em uma vizinhanca aberta U € M. Se X = Z a;e; em U, entao
i=1

n
divX = Z(ei(ai) —(Ve,ei, X))
i=1
Em particular, se o referencial for geodésico em p € U, entao temos em p que

divX = Z ei(a;)
i=1
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Demonstragao. Vide [16] W
Proposicao 1.22 (Laplaciano) Seja M uma variedade Riemanniana e f € C(M).
O Laplaciano de f € a funcao Af : M — R dada por

Af = div(Vf).

Quando utilizamos um referencial geodésico em p € U, entao
Af= Zez‘(@i(f))'
i=1
Demonstragao. Vide [16]. W

Definicao 1.23 (Fung¢ao Harmonica) Sejam M uma variedade e f € C®(M). A

fungdo f € harménica quando o Laplaciano de f, € identicamente nulo, isto €, Af = 0.

Defini¢ao 1.24 (Hessiano) Seja f € C°(M). O Hessiano de f em p € M € o
operador linear (Hessf), : 1,M — 1,M, dado por

(Hessf),(v) = V,Vf.

Segue da propriedade pontual de um campo diferenciavel que o conceito anterior

pode ser visto aplicado em campos, ou seja,

(Hessf),(v) =V, V.

Visto isso, podemos redefinir o laplaciano de f, como Af = tr(Hessf). De fato,

seja U C M uma vizinhanga de p e {e;}! ;. Entao,

tr(Hessf), = ((Hessf)p(ei),ei) = ((Ve, V), €i)p
= div(Vf)(p) = Af(p).

Lembrando que o Hessiano quando estudamos nos cursos de Calculo Diferencial
e Integral da matriz Hessiana de uma funcao f, podemos deduzir uma forma bilinear
simétrica,
(X,Y)— Hessf(X,Y) = (Hessf(X),Y)=(VxV[,Y)
= X(VLY) = (V). VxY) = X(Y([)) = (VxY)(f),
¢ denominada a forma Hessiana de f, que em sintese é a generalizacao correta em
geometria Riemanniana, da defini¢ao usual dada no Calculo Diferencial e Integral para

a forma Hessiana de uma func¢ao f : R® — R.
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Teorema 1.25 (Teorema de E. Hopf) Seja M uma variedade Riemanniana orien-
tdvel compacta e conezxa. Seja f uma funcao diferencidvel em M com Af > 0. Entao
f = cte. Em particular, as funcoes harmoénicas em M, isto €, aquelas para as quais

ANf =0 sao constantes.

Demonstragao. Vide [16]. B

1.5 Curvaturas

Em Geometria Diferencial, apos a defini¢ao da primeira forma fundamental que
equivale & métrica riemanniana em Geometria Riemanniana, é necessario a construgao

de conceitos intrinsecos a superficie, e para isso é construido os conceitos de Curvaturas

Gaussiana K e Média H.

ef—f? H_Eg—ZFf—i-eG

K — _
EG_r2 °© EG — F?

Da mesma forma, quando o Riemann introduziu a no¢ao de métrica em variedades,
ele necessitou mostrar que localmente elas nao eram localmente isométricas ao espago

euclidiano, e assim introduziu a nogao de curvatura que relembraremos abaixo.

Definicao 1.26 ( Definicao 2.1 do Capitulo 4 em [16] ) A curvatura R de uma
variedade Riemanniana M € uma correspondéncia que associa a cada par X, Y € X(M)
uma aplicagao R(X,Y) : X(M) — X(M) dada por

R(X,Y)Z =VyVxZ -~ VxVyZ +VixyZ, YV Z€X(M)

onde V é a conexao Riemanniana de M.

Observacgao 1.2 A curvatura R € uma aplicagao multilinear, e para verificacao desta

propriedade consultar a proposicao 4 do Cap.4 de [16].

Na presenca da métrica e de outro campo vetorial, podemos ver a curvatura R,
como um 4-tensor covariante. No entanto 4-tensores sao tao complexos que frequente-
mente é 1til construir tensores mais simples que resumem algumas informacoes contidas
no tensor curvatura. Obviamente, ao simplificar o tensor curvatura estamos perdendo

informagoes, dentre esses tensores mais simples o mais importante é o tensor de Ricci.
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Definicao 1.27 Sejam M uwma variedade Riemanniana e X, Y € X(M) o tensor de
Ricci é definido por

Ric(X,Y)(p) = tr{z — (R(X, 2)Y)(p)},

ou tomando um referencial ortonormal {E,}nen temos
Ric(X,Y) =Y (R(X E;)Y, E).
i=1
Outro conceito relacionado a curvaturas bastante utilizado e importante para

o resultado que o Omori em [23] demonstrou, ¢ o conceito de curvatura seccional que

enunciaremos abaixo.

Definicao 1.28 Seja M uma variedade riemanniana e o um subespaco bi-dimensional
de T,M. A curvatura seccional de M associada a o € definida por
RIXY)X,Y)  (R(X.Y)X,Y)

(
K(X.Y) = =
V)= Ave XV = (X7

onde X, Y € T,M sao quaisquer vetores que formam wma base para o.

Um fato importante sobre a curvatura seccional K (o) é que o seu conhecimento
para todo o, determina completamente a curvatura R, este fato é puramente algébrico,
e pode ser visto no Lema abaixo que nao demonstraremos, mais que pode ser consultado

no Lema 3.3 do Capitulo 3 de |16].

Lema 1.29 Seja V um espaco vetorial de dimensao n > 2, munido de um produto
interno (-, -). Sejam R: V xV xV — V e R .V xV xV — V aplicagdes tri-lineares

tais que as condigoes:

i. R(X,Y)Z+ R(Y.Z)X + R(Z, X)Y =0

ii. (R(X,Y)Z,T)+ (R(Z,X)Y,T) + (R(Y, Z)X,T) =0
iii. (R(X,Y)Z,T)=—(R(Y,X)Z,T)

. (R(X,Y)Z,T) - (R(X,Y)T, Z)

v. (R(X,V)Z,T) = (R(Z, T)X,Y)

sao satisfeitas. Se X,Y sao dois vetores linearmente independentes, geradores do subes-

pago bi-dimensional o. Se para todo o CV, K(o) = K'(0), entio R = R'.
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Demonstrac¢ao. A Prova deste Lema pode ser verificada em [16], nos seguintes
resultados: Proposicao 2.4, Proposicao 2.5 e no Exercicio 7 todos do Capitulo 4

em [16]. W

As variedade Riemannianas de curvatura seccional constante desempenham um
papel fundamental no desenvolvimento de muitas linhas de pesquisa da Geometria
Riemanniana, pois possuem uma geometria relativamente simples e bem conhecida,

servindo como espacos modelos para geometria de comparacao.

1.6 Variedades Riemannianas Completas e Estocasti-

camente Completas

Ora nos cursos de Geometria Diferencial, onde nosso objeto de trabalho sao as
Superficies Regulares S, uma curva v : I — S é uma geodésica em [ C R se o campo
~" é paralelo ao longo de ~; isto ¢,

D~
dt

(t) = 0.

No caso de variedade diferenciavel, a definicao é a mesma com as devidas

adaptagoes por causa do objeto de trabalho.

Definicao 1.30 ( Definigao 2.1 do Capitulo 3 em [16] ) Uma curva parametri-

zada v : I — M € uma geodésica em ty € I se % (‘fl—Z) = 0 no ponto ty; se v €

uma geodésica em t, para todo t € I, dizemos que v é uma geodésica.

Sabemos pela teoria das equagoes diferenciais ordinarias, exitem uma tdnica
solugao prescrita as condigoes iniciais de um problema de cauchy. Desta forma temos o

seguinte resultado:

Proposigao 1.31 ( Proposigao 2.5 do Capitulo 3 em [16] ) Dado p € M, exis-
tem um aberto VC M, p € V , nimeros 6 > 0 e e; > 0 e uma aplicacao suave

vi(=0,0) xU — M, U={(qg,v):qeViveT,M,|v| € e}

tais que a curva t — y(t,q,v); t € (=9;0), € a unica geodésica de M que no instante

t = 0 passa por q com velocidade v, para cada q € V e cada v € T,M com |v| < €.
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Definicao 1.32 A aplicagao exp : U — M dada por

v
expla,v) = 7(1,q,0) = (|v|,q, m) |

onde (q,v) €U, € chamada a aplicagdo exponencial em U.

Proposicao 1.33 ( Proposigao 2.9 do Capitulo 3 em [16] ) Para cada p € M,
eriste uma vizinhanca Uy € T, M na qual exp, é um difeomorfismo sobre uma vizinhanga
Vp, em M.

Pensando novamente no contexto da Geometria Diferencial, uma superficie
regular conexa S é denominada completa quando para qualquer p € S, qualquer
geodésica parametrizada 7 : [0,¢) — S, partindo de p = v(0), pode ser estendida em

uma geodésica parametrizada v : R — S. Em variedades segue a mesma definigao.

Definicao 1.34 ( Definigao 2.2 do Capitulo 7 em [16] ) Uma variedade Rieman-
niana M é (geodesicamente) completa se para todo p € M, a aplicag¢io exponencial
expy, estd definida para todo v € T,M, isto €, se toda geodésica y(t) comegcando em p

estd definida para todos os valores do pardmetro t € R.

No entanto para melhor clareza do conceito sobre completude da variedade, temos
o proximo teorema, que nos dard argumentos validos para visualizar uma variedade
diferencial geodesicamente completa como sendo um espago métrico completo, no sentido

que todas as sequemcias de cauchy é convergente no mesmo espago.

Teorema 1.35 ( Teorema 2.8 do Capitulo 7 em [16] ) Sejam M uma variedade

Riemanniana e p € M. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

i. exp, estd definida em todo o T,M ;

1. Os limitados e fechados de M sao compactos;
1i. M € completa como espago métrico;

w. M € geodesicamente completa;

v. Fxiste uma sucessao de compactos K, C M, K, C int K,11 e U, K, = M, tais

que g, ¢ K, entao d(p,q,) — o

Além disso, cada uma das afirmagoes acima implica que
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vi.) Para todo q € M existe uma geodésica minimizante v ligando p a q.

Demonstracao. A Prova do Teorema de Hopf-Rinow pode ser verificada em

16]. m

Em Analise quando se estuda o processo de minimizagao ou maximizacao de
funcionais, se procura trabalhar com condi¢oes suficientes para garantir a existéncia
de uma sequéncia convergindo para o candidato a maximo ou minimo, sobre certas

condicoes devidas a geometria do dominio.

Pensando desta forma o Omori em [23], provou que dada uma variedade rieman-
niana completa com curvatura seccional limitada por baixo, e sendo u € C?(M) uma
fungao suave tal que u* < 4+00. Entao existe uma sequencia de pontos {x ey C M

satisfazendo

(Muuw>ﬁ—%;WJWMuﬂ<% mmﬂaqwuw<%m (1.1)

Um pouco mais tarde o Yau em |29] propds uma nova versao do resultado citado

acima, agora para o caso de uma variedade riemanniana com a curvatura de Ricci

1

limitada por baixo, e substituindo a hipotese (44i.) de (1.1) pelo fato de Au(zy) < 1,

com k € N.

Defini¢ao 1.36 (Principio do Maximo de Omori-Yau) Sejam M uma variedade
Riemanniana (nao necessariamente completa), e func¢io v € C*(M) tal que u* =

sup,, u < +00. Entao existe uma sequencia de ponto {xy}ren C M satisfazendo

1 1 ‘ 1

(.) u(xy) > u* — o (12.) |Vu(zg)| < X (1ii.) Du(zy) < Z

Para se poder trabalhar limitacao do laplaciano em uma variedade riemanniana

nao completa, o Pigola, Rigoli e Setti, trabalharam uma equivaléncia entre o conceito

de uma validade ser dita estocasticamente completa e a validade do principio fraco de

Omori-Yau.

Lembremos que a completude estocéastica é uma propriedade de um processo
estocastico para tempo de vida infinito, ou seja, a probabilidade total da particula
ser encontrada no espacgo estado é constantemente igual a 1. Uma condi¢ao analitica

classica para expressar a completude estocéstica ¢ a seguinte:
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Definicao 1.37 ( Definigao 2.2 do Capitulo 2 em [5] ) Uma variedade Rieman-
niana M € dita ser estocasticamente completa se, para alguns (e, portanto, para
qualquer) (z,t) € M x (0, +00)

/p(:c,y,t)dy =1,
>

onde p(x,y,t) € o kernel de calor positivo(minimo) do operador Laplace-Beltrami /\, ou

seja, a menor solucao fundamental positiva da equacao do calor

dp 1
a—éAp, em M

nas varidveis (z,t)(considerando y fixo), com dados iniciais p(-,y,t) —> 0,, para

t — 0%, onde &, € o delta Dirac centrado em y.

Exemplo 5 Sao exemplos de variedades estocasticamente completas o R™, Ricci soli-
tons (para melhor entendimento verificar a segao 4.1 de [9]) e as Variedades Cartan-

Hadamard (para melhor entendimento verificar [26]).

A condigao analitica expressa na Defini¢ao 1.37, é equivalente a intimeras outras,

por exemplo uma das mais utilizadas é o teorema enunciado abaixo:

Teorema 1.38 ( Teorema 2.7 do Capitulo 2 em [5] ) Seja M uma variedade 7i-

emanniana. Entao as sequintes propriedades abaixo sao equivalentes:

1. M ¢€ estocasticamente completa;

ii. Para cada X\ > 0, a tnica solucao limitada nao-negativa C? de Au > \u em M €

u=0;

iti. Para cada X > 0, a tnica solu¢ao limitada nao-negativa C? de Au = \u em M é

u=0;
. Para cada T > 0, a inica solugao limitada em M x (0,T) do problema de cauchy

Ju
uli—o+ = 0, no sentido Lj,.(M)

loc

[N
<
Il
)

Demonstragao. Verificar o Teorema 6.2 de [17]. W

De acordo o Teorema 11 de [25] ou o Teorema 31 de [26], podemos expressar essa

equivaléncia pelo teorema abaixo, que seré o conceito utilizado no proximo capitulo.
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Teorema 1.39 A variedade Riemanniana M"™ € estocasticamente completa se, e so-
mente se, para cada g € C*(M) satisfazendo supyrg < oo, existe uma sequéncia de
pontos {px} C M" tal que

lim g(py) = suparg e limsup Ag(py) < 0.

k—o0

1.7 Imersoes Isométricas

Nesta Secao relembraremos as defini¢oes e resultados que envolvem as imersoes
isoméricas, onde por causa das propriedades preservadas, haverao alguns abusos de
notagao. Para melhor entendimento desta Sec¢ao indicamos a consulto do Capitulo 1 e 2

de [12].

Observagao 1.3 Faremos inicialmente algumas convengoes que utilizaremos, no de-
correr do estudo.

(i) Seja f: M"™ — M wma imersio 1sométrica, entao para cada p € M, existe
U C M wizinhanga de p tal que f(U) C M € uma subvariedade de M. Neste caso

faremos as identificagcoes

U=TU) e v=dfyv) € Ty,

(i) Para cada p € M, o produto interno em TpM decompoe TPM na soma direta
T,M @ (T,M)*. Logo, sendo v € TyM, v =v" +vt, onde v’ € T,M ev L€
(TpM)L:'

(11i) A conexdo de Levi-Civita relativa g de M, é dada por
VxY = (VxY)'
X4t = X
onde X eY sao extensoes locais de X eY a M.

Defini¢ao 1.40 (Segunda Forma Fundamental) Para cada X,Y € X(M), defini-
mos a segunda forma fundamental da imersao f, como a aplica¢iao o : X(M) X
X(M) — X(M)?* bilinear, simétrica sendo

Oé(X, Y) = vy?— V)(Y

que € um campo em M ortogonal a M.
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Definigao 1.41 Para quaisquer X,Y € X(M) definimos
VxY = VxY +a(X,Y),

a formula de Gauss da imersao f.

Definigao 1.42 Sejam (M™; g) uma variedade riemanniana e (M'Hp; g) uma variedade
semi-riemanniana. Uma imersao isoméltrica 1 : M" — M ¢ uma imersio (i.e., @
¢ uma aplicagao suave e sua diferencial € injetiva em todo ponto x € M) que satisfaz
V*G = g. Por simplicidade, denotaremos os tensores métricos de M e M pelo mesmo
stmbolo (-,-). Diremos que (M) C M ¢é uma hipersuperficie se p = 1, i.e., se a
codimensao da imersao v for igual a 1.



Capitulo 2

A Geometria dos produtos Warped

Neste capitulo, iremos expor a fundamentagao tedrica basica dos Produtos

Warped, como também alguns exemplos em ambiente Riemanniano.

Desta forma para auxiliar o leitor a ter um maior aproveitamento do Capitulo 2

do trabalho em maos, indicamos algumas referéncias que sao: [11] e [24].

2.1 Os Produto Warped

Sejam M e N variedades semi-Riemannianas, com gy, = (,)™ e gy = (,)
suas respectivas métricas. Consideremos M = M x N uma variedade produto e sejam

7:M — Meo:M— N as projecdes canonicas de M sobre M e N respectivamente.
Assim a métrica Riemanniana produto (-,-) em M ¢ dada por
(o) =) 7)Y,

Com esté configuracao denotaremos por VM, V¥,V as conexdes Levi-Civita de M,N e

M respectivamente.

Definicao 2.1 ( Defini¢ao 33 do Capitulo 7 em [24] ) Suponhamos (M, gar) e (N, gn)

variedades Semi-Riemannianas, e seja f € C*°(M) tal que f > 0. O produto Warped
M=M X s N € a variedade produto M x N munida com a métrica

g5 =m"(ga) + (f o m)*0" (gn),

onde chamamos f de fun¢cao warping, M a variedade base e N a variedade fibra de
M.
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I ;M.

Figura 2.1: Representacao de um Produto Warped

Explicitamente, se x é tangente a M x N no ponto (p, q) entao
(z,2) = (dr(z), dr(x))," + f*(p){do(z), do(x))y"
Se f =1, entao M x; N é simplesmente a variedade produto.

Proposicao 2.2 Seja M um produto warped. Assim como no caso de wm produto
semi-riemanniano, para cada (p,q) € M, as fibras {p} x N = 7' (p) e as folhas
M x{q} = o7*(q), com a métrica induzida de g¢, sao subvariedades semi-riemannianas

de M, e a métrica warped em M satisfaz as sequintes condigoes:

i. Para cada g € N a aplicagao 7|prxqqy =: 7 ¢ uma isometria sobre M.

ii. Para cada p € M a aplicagio olpyxn =: 0 € uma homotetia positiva sobre N,

com fator escalar de +~.

fp)
iii. Para cada ponto (p,q) € M, a folha o71(q) e a fibra 7='(p) sdao ortogonais em
(p,9).
Demonstracgao.

(i.) Para cada ¢ € N, a aplicac@o ,m é um difeomorfismo. Além disso para cada

k= (p,q) € M x {q} e para cada todos u,v € T, M C Tp(M x N) tem-se

(u, v) = {dmy(u), dmi(v)," + *(p) {dok(u), dow(v))y

N

-~

=0

= (d(ym)p(u), d(g7), (U)>gjaw
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pois d(¢m)p = Tl rearx{q) € Aok (T M) = dog((doy) ' ({0})) = 0, sigma é constante
na folha M x {q}, logo induz em T}, (M x {q}) a aplicagéo linear nula.

(ii.) Para cada p € M, a aplicagao ,o0 ¢ um difeomorfismo. Além disso para cada

r=(p,q) € {p} X N e para cada todos w,z € T,N C T,(M x N) tem-se

(w, z) = \(dm(w),dm(z))%—l—fg(p)(dar(w),dar(z)ﬂ;{

-~

= f2(p) (d(p0)q(w), d(pa)q(z»év

pois d(,0), = oy|r,.n e dm.(T,N) = dm,.((dm,.) "1 ({0})) = 0.

(iii.) & consequéncia imediata da definigdo do tensor métrico g dada anteriormente.
|

Definicao 2.3 Os vetores tangentes as folhas sao ditos horizontais. Jd os vetores
tangentes as fibras serao ditos verticais. Desta forma denotaremos por nor a proje¢ao
ortogonal de T(, M sobre seu subespago horizontal T(, oM = Ty, )M x {q}, € por tan
a projegao ortogonal de Ti, oM sobre seu subespago horizontal T, oy N = Ty, o {p} X N.

Dessa forma, pelo item (éii.) da proposigao anterior temos,
(Ti({p} x N))* = T0(M x {q}).
Portanto, para campos de vetores verticais V, W em M7 temos a expressao
=1
a(V,W) =V, W

onde V denota a conexao de levi-civita de M, fornecendo assim o tensor segunda forma

fundamental das fibras.

O espaco dos campos de M = M x; N que sao levantamentos de campos de

M (respectivamente N) sera denotado por £(M) (respectivamente £(N)).
Note que £(M) é um C*°(M)-médulo, onde C*°(M) é o anel das fungdes C(M)
que sdo levantamentos de fungdes C°(M). De modo analogo, £(N) é um C>(M)-

moédulo, em que C*®(M) ¢é o anel das fungdes C>(M) que sdo levantamentos de funcdes

C(N).
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A relacao do produto warped para com a base M é quase tao simples quanto
no caso especial do produto semi-riemanniano; contudo a relacao para com a fibra N,

geralmente envolve a fun¢ao warping f, o que pode acarretar uma dificuldade maior.

Lema 2.4 ( Lema 34 do Capitulo 7 em [24] ) Seja h € C*(M). Entao o gradi-
ente do levantamento h = homw em M = M Xy N € o levantamento para M do gradiente
de h em M.

Demonstragao. Devemos primeiramente mostrar que grad h é horizontal e m-relacionado

a grad h em M.

De fato, em cada (p,q) € M, dado o vetor vertical v, isto é, v € T(, oy N, entao
(grad h,v) = v(h) = v(hox) = (dx(v))(h)) =0

pois dr(v) = 0. Portanto grad h & horizontal.

Agora, dado um vetor horizontal u, isto é, u € T{, oM, entao

(grad E,u} = (dr(grad %),dw(u))é‘/f + f2(p){do(grad E),do(v))év
= (dr(grad h), dm(u))M

p

= u(h) = u(hon)
= dn(u)(h) = (grad h, dr(u))}

p

como d(ym)p, = T(p, q) M — T{p,q)M ¢ isomorfismo para todo (p,q) € M, entao

dr(grad E) = grad h, Y(p,q) € M.

No que segue para nao confundir a notagao e para simplifica-la escreveremos h

para h=hore grad h para grad h= grad(h o).

Proposicao 2.5 ( Proposicao 35 do Capitulo 7 em [24] ) Seja M = M x N um
produto warped. Se X,Y € L£(M) e VW e £(N), entao:

1. V)?f/ € o levantamento de VY em M;

<

ii. ViV -V X = (22) 7,
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iii. VoW = a(V, W) = ( )gmd 7:
iv. VoW € £(N)

Demonstracao.

(i.) Devemos mostrar que v)?? ¢ horizontal e m-relacionado com VY em M. De
fato, dado V um campo vetorial vertical, isto é, Ve £(N), entao pela formula de
koszul tem-se

2VY V) =Y (X, V) + X(V,Y) - V{Y,X) —([V,V],X) = ([X,V],Y)—
— (Y, X],V)
= -V(Y,X)— (Y, X],V)
Como X,Y € £(M), temos que [X,Y] € £(M) é o levantamento de [X,Y] em
M. Logo <[}7, )A(:], ‘7} = 0. Agora, pela métrica warped, em cada z = (p,q) € M,

temos

(Y, X)(p,q) = (dn(V),dx(X)))" + f2(p)(do(Y), do(X))
= ((Yor)(p,q). (X om)(p,q));’
= (X,Y)" om)(p,q)
isto &, (Y, X) = (Y, X)M o, e dai temos
VY, X)=V{Y,X)Mor)=dr(V)((Y,X)M) = 0.
Assim, (V3Y,V) =0, ou seja, VY é horizontal.
Agora, dado Z € £(M), temos

YIX,Z)=Y (X, Z2Mox) = (de(Y)X,Z)M)orr = (Y(X, Z))or

Logo obtemos que,
(2dr(V ¢Y), dn(Z)p) o = 2(NV ¢V, Z)
—Y(X,2)+X(Z,Y) - Z(Y ,X)—
— (Y, 2], X) = (X, 2,Y) - (V. X], Z)
= (Y(X, 20" + X{(Z, V)M - Z{y, X)M—
(V. 2, )" — (X, 2], V)M — (V. X], Z)") o
= (AVYY.Z)")om
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Como 7|prxfqy € uma isometria em cada folha segue o resultado.
(ii.) Como
0=[X,V]=V3V - V;X.

Logo, VXV/ = VV)Z'. E os campos va e vr/)? sao verticais, pois por (2),

Agora, dado We L£(N), pela formula de koszul
2V LV, W) = VX, W)+ X (W, V) = W(V, X)—
— (V. W], X) - (X, W], V) - ([V, X], W) (2.1)

~ ~

= X (W, V)
Donde pela métrica warped, temos para cada (p, q) € M,

(V. W) (p,q) = (dr(V), de(W)A + f2(p)(do(V), do(W))N
= 2PNV o0)(p.q),(Woo)(p. )y

= (0, )(V, )Y 0. 0)(p, 0))

isto 6, (V,W) = [ (p,q) (V. W)¥ 0 0), e dai
X(V, W) = X[f*(V,W)y 0 0)]
= X(f)(V. W)y o0)+ XV, W)V o0)]
= 2f X()((V, W)V 0 0) + f2[fo(X)((V, W))N]
(V,17)
fz

(2-2)
=2fX(f)

Portanto, VXV/ = <@) V.
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(iii.) Sabemos que

VoW = VeV + VW
em cada (p,q) € M, e V;W € X(M). Assim,
VoW, X) = (ViW,X), ¥V X € &M).
Dai pelo item (2), dado X € £(M) em que

0=V(X, W)= (Vo X, W)+ (X, VW),

Logo, obtemos que

ou seja, (X,?{VV) = <5€, <‘77%~V) gmd]?>.

Portanto,

%W =a(V, W) =— <<V’]?W>> gradf.

Sabemos que V(VV/W) €X(M)e dW(V(vVW)) =0V (p,q) € M, concluimos

que V(v‘;W) ¢ m-relacionado com o 0 € X(M)(campo nulo).
Agora, dado U € £(N), como (V, W) = 72( P, qQ)((V,W)N o ), temos
0. ) (V. U)N 0 0)

Wi(f
WPV, U 0 0)+ FIVIV,UYY 0 0)]
FW(P)YV.U)Y 0 0)) + FldoW (V,UYN) 0 0]
f(

f(

W(V.U) =

—9 (
= 2f(W(fom)(V,U)N 00)) + F WV, U)N 0 0)]
= 2f(dn(W)(/)((V.U)N 0 0)) + F WV, U)N 0 0)]

PIVV,U)N o0
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¢ dai,
2V W, T) = 2V(V W), )
= 2(/)2({do (V(V s W), do (U))™ 0 o)
= W(V,U) + V(U,W) = U(W,V)—
— (W, 0, V) — ([V,0), W) — (W, V], 0)

= f [( (V,ON + VU W)Y —UW, V)N —
= (WU, V)T = (V. U], W)Y = (W, V], U)) o 0]
= (N2 W, U)Y 0 0)]

= 2(/)("Vv W, U)Y 0 0)

ou seja, V(VyW) é sigma-relacionado com YV W.

Portanto V(VgW) = YV, W € £(N) é a conexao riemanniana em cada fibra

{p} x N, pois o é uma homotetia em cada fibra {p} x N.
H

Corolario 2.6 ( Corolario 36 do Capitulo 7 em [24]| ) As folhas M x {q} de um

produto warped sao totalmente geodésicas e as fibras {p} X N sao totalmente umbilicas.

Demonstracgao. Dividiremos a prova deste resultado em duas partes.

(i.) Cada folha M x {q} é uma isometria sobre M. Dessa forma, dados X, Y €
X(M) existem e s@o tnicos os levantamentos X, Y e £(M) de X eY em M,
respectivamente. Assim em cada (p,q) € M, pela proposi¢ao anterior item (4.),
temos

VeV =ViV + V3V =ViY
implicando,

a(X,Y)=V3Y -MVUyY =V3Y =VzY =

nos da a segunda forma fundamental de cada folha M x {q}. Portanto, cada folha

¢ totalmente geodésica.
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(ii.) Cada fibra {p} x N ¢é uma homotetia sobre N. Dessa forma, dados V, W €
X(N) existem e sao unicos os levantamentos v, W e L£(N)de VeW em M,
respectivamente. Assim, como em cada (p, q) € M temos que

—

VoW =V + Vel

nos déa a segunda forma fundamental de cada fibra. Tendo em vista isso e usando

a proposi¢ao anterior o item (i7.), temos
o~ V. -
a(V,W) =H(VyIV) = — <<’T~>> gradf.

Logo, cada fibra é totalmente umbilica, pois grad ]?6 L(M), isto é,

grad f € X(N)*.

2.2 Campos Conformes

O espaco Euclidiano R™*! é uma Variedade Riemanniana completa, simplesmente
conexo e que possui curvatura seccional constante nula. Deve-se ressaltar que, o espaco
Euclidiano é um Variedade Riemanniano homogénea e constitui um exemplo de variedade
de Einstein, ou seja, um espaco Riemanniano cujo tensor de Ricci é multiplo da sua

métrica Riemanniana.

Motivados por isso definimos os campos de vetores ditos conformes.

Definicao 2.7 ( Defini¢ao 63 do Capitulo 3 em [24] ) Um campo de vetores X
em uma variedade Riemanniana (M™,(-,-)) € conforme, se existir uma fun¢ao diferen-
crdvel ¢ em M", tal que

Lx() =2¢(, ).

Diremos que X nao € trivial se ¢ for nao constante.
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O seguinte lema caracteriza um campo conforme:

Lema 2.8 V € X(M) é conforme se, e somente se,

para quaisquer X, Y € X(M).

Demonstracgao. Utilizando a regra do produto da derivacao tensorial temos:

Ly (X.Y) =V(X,Y) — (&v(X). V) — (X, Lv(Y))
=V({(X,Y) —([V,X].Y) = (X, [V,Y])
= (VyX,Y) + (X, VyY) —(Vy X, Y)+
+(VxV,Y) — (X, VyY) + (X, VyV)
= (X, VyY) + (X, VYV)

para quaisquer X, Y € X(M). B

A partir da Defini¢ao 2.7, vemos que estes campos de vetores correspondem a
uma generalizacao dos campos de Killing e dos campos homotéticos, ja que os campos de
Killing sao campos conformes com fator conforme nulo, enquanto os campos homotéticos
sao campos conformes com fator conforme constante, para mais informagoes sobre esses

casos particulares consultar [16].

Os campos de vetores supracitados aparecem na Geometria Riemanniana, prin-
cipalmente no estudo de imersoes sobre formas espaciais (espago Euclidiano, esfera e
espago Hiperbolico), nos produtos diretos, produtos-warped, espagos Riemannianos
homogéneos, espagos de Einstein e em alguns fluxos geométricos (fluxo de Yamabe
e fluxo de Ricci). Estes campos de vetores também estao diretamente relacionados a
curvatura escalar do espaco Riemanniano, no qual estao definidos, conforme podemos

conferir nos trabalhos de Tashiro em [28] e Obata/Yano em [22].

Num certo sentido, podemos afirmar que os campos conformes generalizam os
solitons de Yamabe, que sao estruturas geradas por campos conformes particulares, cujo
fator conforme (ou fator de conformidade) difere da curvatura escalar por uma constante.

Deve-se observar ainda que os campos conformes constituem um caso particular de
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quase solitons de Ricci e no espago Euclidiano, estas estruturas coincidem, visto que o

espaco Euclidiano é uma variedade de Einstein.

A seguir iremos relatar alguns exemplos de produtos warped, para isso usaremos
do artigo [Unicity of Constant Mean Cruvature Hypersurfaces in Some Riemannian
Manifolds| o Sebastian Montiel onde procurando descrever explicitamente os campos
conformes de um produto warped enuncia a seguinte proposi¢ao, que serve como um

resultado de classificacao dos produtos warped.

Proposigao 2.9 ( Proposigao 2 em [21]) Seja M, n > 1 uma variedade Rie-
manniana completa e seja X um campo conforme nao trivial fechado. Entao X tem
no mdximo dois zero e as sequintes alternativas sao as unicas possiveis. Correspon-

dentemente respectivamente nos casos em que X tem um, dois ou nenhum zero em
Mn—H .

(a) M™ ¢ um espago Buclidiano com wma métrica rotacionalmente invaridvel, isto
¢, M"™™ = R"M. ¢ a métrica expressa em coordenadas polares (x = rp) em
R*"\{0} = R* x S" € ate homotéticas

dr? + f(r)Qdai,

onde do? é a métrica com curvatura constante na esfera S™ e f é a restrigao
positiva ao R™ de uma fungao diferencidvel impar com f'(0) = 1. Além disso, o
campo X € dado por X(r,p) = f(r)p parar € Rt ep € S* C R*™.. E mais as

folhas sao as esferas centradas na origem r = .

(b) M"Y ¢ uma esfera com um métrica rotacionalmente invaridvel isto €, M™™! =
S"* e a métrica € expressa em termos das coordenadas polares (x = a cos 6+psin )
sobre S""\{a, —a} = (0,7) x S onde a € S"*! € arbitrdrio e S € o equador

ortogonal em a, € dado por homotopias, por
do* + f(0)*do?

onde f € a restrigao a (0,7) de uma fungao impar 2w —periddica com f'(0) = 1, que
nao tem zeros em (0.1). Além disso, o campo X é X (0,p) = f(0)(asin® — pcosh)
para cada 0 € (0,7) e p € S” C S*"'. Neste caso as folhas sao os arcos das

pequenas esferas de S* paralelos ao equador S™.

-

(c) A cobertura simplesmente conexa de uma variedade riemanniana M™ é um
produto warped R x P", onde P"™ é uma variedade riemanniana n-dimensional

completa simplesmente conexa e f € uma func¢ao positiva definida em R. Mais
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ainda, o grupo I' das isometrias é um subgrupo de 1so(R) x Iso(P™). Neste caso,
a fungao f € invaridvel por translacoes e projecoes de I' em Iso(R) e o campo X
¢ determinado como proje¢ao de f(s)(0/0s)(s,p) para qualquer s € R e p € P, e

as folhas consiste nas projecoes dos slices {s} x P", s € R.

Demonstragao. Ver [21]. B

2.3 Exemplos de Produto Warped

A seguir veremos alguns exemplos de produtos warped, comecando pelos mais
triviais por estarem em R?, depois com os outros dois modelos tradicionais de variedades

riemannianas com curvatura seccional constante

Exemplo 6 As superficie de revolug¢ao sao produto warped, tal que as folhas sendo as
diferentes posicoes da curva rotacionada e as fibras os circulos de revolugao. De fato,

considerando
a(v) = (f(v),0,g9(v)), a<v<b

uma curva no plano zz, com f(v) # 0 e g(v) > 0. Rotacionando a curva o em relagdao

ao eizo z obtemos o sistema,

cosu —sinu 0 fv) f(v)cosu
sinu  cosu 0 0 =1 f(v)sinu
0 0 1 g(v) 9(v)

onde u € (0,2m).
Assim, a superficie de revolugao S obtida tem como parametrizag¢ao
X (u,v) = (f(v) cosu, f(v)sinu, g(v)),
com (u,v) € (0,2m) x (a,b).
Como em R3 temos ds®> = da® + dy? + dz?. Em S temos

ds* = (d(f(v)cosu))* + (d(f(v)sinu))* + (dg(v))*

Il
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{(f'(©)*+ (¢'(v))*}dv?® + f2(v)du?
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Figura 2.2: Exemplo da Superficie de Revolucao em R3

Supondo a curva o é parametrizada pelo comprimento de arco, ou seja que (f'(v))? +

(¢'(v))* = 1. Assim, a métrica em S € dada por
ds® = dv* + f*(v)du®.

onde du?® é a métrica em S*(1). Portanto, S = C x; S'(1).

Exemplo 7 O espago euclidiano R*\{0} pode ser visto como produto warped. De fato,
consideremos um ponto qualquer P = (z,y,z) em R3\{0}. Em coordenadas esféricas
temos
x =rsinfcosy
P=< y=rsinfsinp
z=rcost
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Logo,

ds? = da®+ dy? + dz*

= (d(rsinfcosp))?+ (d(rsinfsin p))? + (d(r cos 6))?

= (drsinfcos ¢ + r cos 0df cos p — 7 sin 0 sin pdp)?
+(dr sin f sin o + 1 cos Odf sin ¢ + r sin 0 cos pdip)?
+(dr cos 0 — rsin 0d0)?

= dr?sin® 6 cos? ¢ + r? cos? 6% cos® ¢ + 12 sin? 0 sin? pdp? + 2rdr sin 0 cos 6 cos? pdf
—2rdr sin® 0 cos  sin pdp — 2r? cos 0 sin 0 cos @ sin pdfdy + dr? sin® 0 sin” ¢
+72 cos? 0 sin? pdh? + r? sin? O cos? pdyp? + 2rdr sin 0 cos 0 sin? pdf
+2rdr sin® 0 sin ¢ cos pdy + 2r? sin  cos 0 cos ¢ sin pdfdy + dr? cos? O+
412 sin? df? — 2rdr cos 0 sin 6d6

= dr?sin” f(cos® ¢ + sin® ) + r% cos? 0d6*(cos? p + sin® )+
r? sin? 0dp?(cos® ¢ + sin? ) + 2rdr sin 6 cos §(cos? ¢ + sin? )dd + dr? cos® +
+12 sin? dh? — 2rdr cos 0 sin Hd6

= dr?sin® 0 + r? cos? 0d6? 4 r? sin? dyp? + 2rdr sin 0 cos Od0
+dr? cos? +r? sin® 0d6? — 2rdr cos 0 sin 6d6

= dr?(sin® 6 + cos?0) + r2d 20(sin® 6 + cos® §) + r?sin? Odp?

= dr? + r*(d6? + sin 0dp?)

rsin fsin

Figura 2.3: Exemplo do espaco Euclidiano R* em Coordenadas Polares
Temos que R3\{0} ¢ difeomorfo a R™ x S? pela aplicagao
¢:RTxS* — R3\{0}
(t.p) +— otp)=tp’
cuja inversa € dada por
P RN\{0} — RTx§?
p— o) =(Ipl %)
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Assim, ds* = dr? + r?(d6* + sin 0dp?) mostra que R¥\{0} pode ser identificado com o
produto warped R™ x, S?. Em R3\{0}, as folhas sio os raios que saim da origem e as

fibras sao as esferas S*(r), r > 0.

Mais em geral, pela Proposi¢ao 2.9 podemos concluir que R™\{0} é naturalmente
isométrico a Rt x, S*~ L.

Exemplo 8 O espaco hiperbélico H" ' (ver Exemplo 4) é isométrico aos produtos
warped RT Xgnp» S™, R Xt R™ € R Xeosn e H™. (para 0s modelos RT Xgnp» S™ € R X ¢osn ¢ H™
verificar o exemplo 4.3 de [21]) De fato, faremos o caso n=2 para facilitar nas contas,

jd uma isometria explicita entre H""' e R X« R™ pode ser encontrada em [1]).

R+ Xsinhr S" R X et Rn R X cosht H".

Figura 2.4: Exemplo da folheagao do espaco Hiperbdlico

Consideremos a métrica g;(x,y,z) = %} em H? = {(z,y,2) € R¥: 2 > 0}, e
tomemos em R X R™ a métrica Riemanniana ds* = dt* + e*(du® + dv?®). Defina a
aplicacao

f RxaR? — I3
(t,iu,v) — f(t,u,v) = (u,v,e7?)
Temos que f € diferencidvel, por ter funcoes coordenadas diferencidveis e, como z > 0,

tem-se que sua inversa € dada por
fL: — R x.R?
(:anvz) L f_l(]"vya Z) = (_ IH(Z),IL',Z/) .

que também € diferencidvel. Assim, f € um difeomorfismo e podemos introduzir um
produto interno em H? fazendo

(dfp(w1), dfp(wa)) py = (w1, w2)p
o que torno a aplicacao f uma isometria. Por consequinte transportando base em base,
€ com 1850 Podemos eSCTever as Sequintes expressoes:

df, 2 =a 2Jra nga 2'df 2 =a 24—(1 nga 2
P \ot)  Mox T oy T oz 7P\t ) TPor T oy T oz
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df, 9 =a 2—ira 2—|—a 9
P \at)  "Pox T Poy T TP oz

Por outro lado, sabemos que a matriz jacobiana de f € dada por

dfv divdfs

(th (ciifu (Li?}

df,) =1 % 2 2

dfs dfs dfs

dt du dv

e, portanto

0 1 0 aip Qa2 @13
(dfp): 0 0 1 = Q21 Qg2 (23
—e 0 0 31 Qsz as3

Entao, substituindo nas expressoes da diferencial de f temos

o\ .0 9 (D
dfp(m)‘ i 6df”<at>'

De forma andloga, temos

d\ o d\ o
()a o ()

o o gl

~— > ~_—

Logo,

(220 = (b (2).dh (2))0) - (&8, =-&=3%
(B di),, = () () = (Zod)y = = &
(2 2) 0 = (e (&)~ (2)),,) = —*(a), = ¢ =
(i), = (@) (5)) - &&, =10 = (&
(2. 2) 0 = (W (2) . (2)),,, - (&), =0 = (2
(Gortt), = (el () —edly (4)) = g8y 0 - (2.

Portanto, o espago H* com a métrica g;; € isométrico a variedade R x .« R?.

Exemplo 9 As hipersuperficie S a menos de um ponto sao isométricas aos produto
warped (0,7) Xgn9S"™. De fato, dado um ponto fizo a € S"™', e considerando o gradiente

da fungao altura dado pelo campo vetorial

X(p) =a— <a7p>p7 pc Sn+1

que se anula somente nos pontos antipotos a e —a. Desta forma tomando f(0) = sin6
em (b) da Proposi¢ao 2.9, tem-se que as folhas sao dadas por hiperesferas umbilicas

paralelas ao equador ortogonal a a.

<
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2.4 Imersoes em Produtos Warped

Ao longo desta segao, para uma dada variedade Riemanniana (n+p)-dimensional
(M™P (,)m), nosso ambiente I X y M"™*? ¢ uma variedade produto (n+p+1)-dimensional,
da variedade I x M™*?, onde I é um intervalo aberto de R, dotado pela métrica warped

Riemanniana

<7> = dt2 + f(t)2<7 >M (23)
onde f: I — R é uma funcao suave positiva em I.

Em outras palavras, I x ; M"*? é nada mais que um produto warped riemanniano
cuja base riemanniana ¢ (I, dt?), e a fibra riemanniana ¢ (M™), {,)y) e f ¢ a fungao

warping.

Observamos que o campo vetorial dado por
K(t,x) = f(t)0 1) (t,x) € I xp M™P (2.4)

determina um campo de vetores conforme nao nulo em M que também é fechado no

sentido de que sua 1-forma equivalente é metricamente fechada.

De fato, para todo V € I x; M"*P, temos V = ad, + V*, onde a € C®(M) e
V* e X(M™*P), dai

VvE = Vv [ ()0 = aVa, f(t)0, + V- f(t)0,
= af(t)v(‘)t(()t -+ aﬁt(f(t))i)t -+ vf(t)atv*

s A0
= [f'(t)ad; + 10

= f'()(ad +V7)
= [tV

v (2.5)

onde V denota a conexao Levi-Civita de M = I x M ntp,

Além disso, observe que K (t,z) = f(t)0,|(1.) satisfaz o Lema 2.8, pois:
(VXK.Y) + (X, VyK) = (/'X.Y) + (X, ['Y) =2/ (X,Y),

para quaisquer X,Y € X(M) .
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Para cada 7 € I, o slice M, = {7} x M C I x; M"™*? ¢ uma hipersuperficie. Na
verdade, a métrica induzida em M, é dada por f(7)%(, ), 0 que significa que M, é uma

copia homotética de M com fator de escala f(7).

A restrigao de 0, & M, nos d4 uma orientagao para isso. Segue de (2.4) que

Vvi, =Yy (ﬁ]{) = Vs (fgt )
B |
= Vs, (mK> ( f(t) K>
=aV,, (%KD +Vy ( l K>

a%%t( ) + ad, (W)) K+ e )VVK + V™ (%)K)
NS S

=0

(2.6)

a(f(t) 1

=~ rap T ek
T 1

onde Vf denota o gradiente em I x; M"™™P e f(t,z) = f(t)

Observe que o gradiente em I X ; M"™P da proje¢ao m(t,z) =t ¢ dado por
vﬂ’l = 0 (2-7)

De fato, para todo X € I x; M™*?, temos X = ad, + X* , onde a € C*(M) e
X* € X(M"7), dai

(Vry, X) = X(m) = (X, 9)0y(m1) + X*(m)
= <X7 8t>at(t)
= (X, 0)

Assim escrevendo f = f o7, obtemos

e aplicando em (2.6), teremos
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_ 1 — 1,
Vo, = —WU/» VK + mf (t)V
1 , L,
_ LW oy e+ —— v .
fe )
AP
Em particular,
= f'(7)
VT

para cada vetor tangente v € T{(; ), . Isso significa que M, é uma hipersuperficie
totalmente umbilica em I x ; M"P, com o operador forma(em rela¢ao a orientagao o))
é dado por

=4 I'(D)
Av=-V,0; = ) v,

para todo v € T(; z)ar, -

Portanto, 7 € I — M, C I x; M"*? determina uma foliacao de I x; M"™P por

hipersuperficies totalmente umbilicas com curvatura média dada por

H(r) = - Jlrptr(AT) - —];((:))

(2.9)

De fato, consideremos um referencial ortonormal e;, temos

n+p n+p
R N T N (O T
= 2T ﬂ>‘n+p;<( o >
R BYANAGR - Y
_n+p< f‘(t>;"’ ]>
G
7

Seja X" uma subvariedade de codimensao p+ 1 imersa em [ x  M"P. Isto é X"

¢ uma variedade n-dimensional conexa para o qual existe uma imersao suave

GrS T x MM
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Como de costume denotaremos a métrica induzida também por (, ).

Nesta configuracio, denotaremos por V e V as conexdes de Levi-Civita de
I x; M™P e X", respectivamente. A formula de Gauss de ¥ em [ x; M"'? é dada
por

VxY =VxY +a(X,Y), (2.10)

para todo os campos de vetores tangentes X,Y € X(X). Lembrando que
a: X(X) x X(X) = XH(X)

representa o valor do vetor da segunda forma fundamental de X", que é definido

por

a(X,Y) = (VxY)™*, (2.11)

onde (VxY)* denota a componente normal de VxY ao longo de ¥, Além disso,

a formula de Weingaten é dada por
Vxn=—AnX + v)l('r], (2.12)

para cada campo vetorial X € X(X) e o campo vetorial n € X*+(X), onde é apenas a
componente normal do e indica o operador forma em relagao a 7, isto é, o operador

auto adjunto em X(X) definido por

(A, X)Y) = (a(X,Y),n), VXY e€X(2).

O campo vetorial de curvatura média
— 1 1<
H = —tr(o) =~ ;a(Ei, Ey),

onde {Ey,..., E,} é um referencial ortonormal em ".



Capitulo 3

Resultado de Rigidez e Inexisténcia

Neste capitulo, estaremos trabalhando os resultado principais motivados pelo
estudo das imersdes em um produto warped do tipo I Xy M™*P. Desta forma é impres-

sionavel os conceitos trabalhados na Secao 2.4, do Capitulo 2, deste trabalho.

3.1 Resultados Auxiliares para o Ambiente [ x ; M"™?

Iniciaremos com alguns resultados que irao nos auxiliar na compreensao dos
resultados principais da proxima segao, e visando que o teor do trabalho que propomos,

iremos suprir algumas demonstragoes nas quais s6 enunciaremos.

3.1.1 A Funcao Altura

Seja 1 : X" — I x; M™P uma subvariedade imersa de codimensao p + 1. A

funcao altura de X", definida por

h = (my) IR

x

onde
I <y M™P — I

(t,x) = m(t,z) =t

é a aplicagao projecao do primeiro fator, isto é, h = m; o 1.

De (2.7), nos temos que o gradiente de m; em I x ¢ M é dado por Vm; = 0.

[
ot
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Mnte

:l

O s M, ={1}x M

s 1 0.

Figura 3.1: Esquema da Funcgao Altura

Entao o gradiente de h é dado por

Vh = (VTI’l)T = 8;—
onde 9, = 9 + 9}, Assim 9, € X(Z) e 9} € X*(X), denotam respectivamente a
componente tangencial e normal do campo 9; ao longo de »".

Agora consideremos também a fun¢ao u = g(h), onde g : I — R é uma primitiva
arbitraria de f. Como ¢" = f > 0, entdo u = g(h) pode ser pensada como uma

reparametrizacao da fungao altura. Em particular, o gradiente de v em X" é dado por

vu= f(h)Vh = f(R)VD, = K", (3.1)
onde K" denota a componente tangencial do campo de vetores K dado em (2.4).

Usando (2.10), (2.12) e levando em consideracao que o campo K pode ser
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decomposto como K = K" + K=+, obtemos
VK =VxK + a(X,K)
= Vx(K" + KY) 4 aX, (K" + K1)
=VxK'+VxK" +a(X,K") +a(X,K")
=VxK' — A X + V3K +a(X,K")
para cada X € X(X). Consequentemente,

(VxK)'=VxK" —A1 X e (VxK)*=VxK* +a(X,K"). (3.2)

Por outro lado, a equacio (2.5), implica Vx K = f/(h)X, e como (VyxK)T) é

tangente o mesmo nao possui componente normal, e consequentemente temos

(VxEK)" = f'(h)X e (VxK):=0. (3.3)

Assim, a partir de (3.2) e (3.3), segue que

VxK" = f/(h)X + A1 X. (3.4)

Portanto, de (3.1) e (3.4), obtemos o hessiano dado por

VxVu=VxK" = f(h)X + AL X.

Agora para obtermos a expressao para o laplaciano da fungao u, fixemos uma
base ortonormal {e;}7_, em T,%, e aplicando o traco no hessiano obtemos a seguinte

expressao
n

Ay = Z(VejVu, e;)

j=1

= (f'(h)e; + Agrej,e)
j=1

— Z(f’(h)ej, e;) + Z(AKJ_BJ‘, e;)

= f'(h)) ejie) + Z<Oé(6j7€j)7KL>

Jj=1

=nf'(h) +
=nf'(h) + (nH, K" + K~)
=nf'(h) + (nH, f(h)O,)
=n(f'(h) + f(h)(H, )

(nH, K*) + (nH, vu)
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3.1.2 Lemas Auxiliares

Tendo em vista que o valor da curvatura média H(7) de um slice M, é dado
por H(T) = ’}(( )), como uma primeira aplicacao que relacione (3.5) com a curvatura

média, temos o seguinte resultado:

Lema 3.1 ( Lema 1 em [8]) Seja ¢ : £" — I x; M"™? uma subvariedade fechada

imersa em I X ; M™P. Entao

(i) mz’ng(ﬁ,aﬁ < H(h*), onde h* = mazsh;
(i) mars(H,0:) > H(h*), onde h* = minsh;
Demonstragao. Vamos considerar em X" a fun¢ao u = g(h). Como X" é fechada, a

funcao u atinge seu minimo e MAXimo nos pontos Ppin € Pmae- Desde que ¢ = f > 0,

concluimos que g é crescente e, em particular no ponto p,;, temos
U(Prin) = Uy = minsu = g(h,)

onde h, = h(ppin) = ming h. Assim aplicando py,;;, no laplaciano de u tem-se

0 < Au(pmin) = n(f' (hs) + f(h) (H, 06 prn)

Portanto,
Pmin =— f(h*)

Por conseguinte, aplicando o méaximo obtemos

(H.0)

— H(h,)

max(H,0) > (H, ) lp,.,. > H(h.)

Portanto, obtemos o item (i7). A prova do item (i) segue de forma analoga aplicando o

MESMO Processo para 0 ponto Pq, € analisando a relagao em 0 > Au(ppe,). B

Relembremos que na Sec¢ao 1.6 definimos o conceito de variedades Riemannianas
estocasticamente completas, isto fundamentado no Capitulo 3 de [26], onde Pigola,
Rigoli e Setti mostraram que a completude estocastica se revela equivalente a validade

da forma fraca do principio do méximo de Omori-Yau, [23],[29].
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Este principal pode ser visto nos Teorema 1.1 de [26] ou o Teorema 3.1 de [25],

como pode ser expresso abaixo.

Lema 3.2 ( Lema 2 em [8]|) A variedade Riemanniana X" € estocasticamente com-
pleta se, e somente se, para cada g € C*(X) satisfazendo sup g <K +oo, existe uma
277.

sequéncia de pontos {pp} C X" tal que

lim g(px) = supg e limsup Ag(py) < 0.
k—oo 5

k—o00

Agora, estamos prontos para enunciar e demonstrar um resultado que estende o

Lema 01, para o caso nao-compacto sob a suposicao de completude estocéstica.

Lema 3.3 ( Lema 3 em [8]) Seja ¢ : X" — I x; M™? uwma subvariedade estocasti-

camente completa imersa em I X ; M"P.

(i) Se " estd acima de um slice de I x ¢ M™*?, entdo supg(?——z, Oy > H(h), onde

h*=il’lfgh€[,'

i1) Se X" estd abaizo de um slice de I x  M™ P, entao infy, ﬁ,@t < H(hy), onde
f

he =supyh €l

Demonstrag¢ao. Suponhamos que X" esteja acima de um slice de I x; M"™*?. Vamos
inicialmente aplicar o principio do méaximo fraco em X" para a fungao u = g(h), que
satisfaz u, = infyu = g(h,) > —o0, onde h, = infy, h > 7, > I. Assim, pelo Lema 3.2

existe uma sequéncia de pontos (pg)ren em X tal que

Au(pg) > —1. (3.6)

1

k’, )
Observe que lilgn h(pr) = hs, porque g é estritamente crescente. Entao de (3.5) e (3.6),

obtemos isso para cada k € N,

S < Aulpe) =l (o) + S ()L ) =
S < alp) = S () + S (D) ()
Consequentemente,

(3.7)
H o)) > ——— (—i - f'(h(pk»)
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Assim, por (3.7) temos

— - 1 1 /
up(,0) = Ha)m) > o (<or = F0GD) 58

Portanto, desde que

lim f(h(px)) = f(he) e lim f'(h(py)) = f'(he),

fazendo k — +o00 em (3.8) temos

SUp(ﬁ,aﬁ > [ = H(hs)
D)

— flh)
provando (7). A prova do item (i7) segue de forma anéloga a partir da condigao de X"

sc encontrar abaixo de um slice de I Xy M ntr. W

Nosso ultimo Lema auxiliar é apenas uma consequéncia de uma extensao mais

geral do Teorema de Liouville devido a Yau em [29].

Lema 3.4 ( Lema 4 em [8]) As unicas fungoes semi-limitadas harmonicas definidas
em uma variedades Riemanniana n-dimensional completa, cuja curvatura de Ricci é

nao-negativa sao a constantes.

3.2 O Resultado Principal e suas Consequéncias

Nesta se¢ao, obtemos obtemos alguns resultados de rigidez para as subvariedades,

imersas em um produto warped I x ; M"™*? cuja fungao warping tem logaritmo convexo.

Teorema 3.5 ( Teorema 1 em [8]) Seja I x; M™P um produto warped tal que

(log )" > 0, e seja p : " — I xy M™P uma subvariedade fechada com campo
— —

vetorial curvatura média H tal que a fungao suporte (H,0;) € constante. Entao, (%)

estd contida em um slice {1} x M"™*? para algum T € 1. Além disso, quando p =1,
Gi=mpot): LV — ML

¢ uma hipersuperficie com curvatura média Hy satisfazendo
2 pr(\2
H¢ + f'(7)

—>2_
L T

(3.9)
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h

Y“TI w
£ C ; ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, [

M

Figura 3.2: Esquema das condigoes do Teorema 3.5

Demonstragcao. Nas condi¢oes do enunciado temos:

Do Lema 01, e usando a convexidade da fungao logaritmo, ou seja, como

(=H(7)) = (log f)" > 0, temos

min(H, 0)) < H(W) < H(h,) < max(H, ) (3.10)

Assim, como por hipotese (ﬁ, 0¢) = cte, de (3.10) obtemos
" -
H(h*) = H(he) = (H,0) = cte. (3.11)

Usando mais uma vez que (log f)” > 0, segue de (3.11) que H(1) = (ﬁ 0y) = c.t.e. em
[he, h*], ou seja, H(h) = <ﬁ,8t> em X"

’ — —
Entdo, H(h) = —% = (H,0,) implica f'(h)+ f(h)(H,0,) = 0 em X", que por
(3.5) nos permite concluir que Au = 0 em X", Isto é, u € uma fungao harmonica em
" e como se trata de uma variedade fechada, pelo Teorema de E.Hopf (ver Teorema

1.25), u = g(h) é constante X", e desde que g(t) ¢ uma fungio crescente, isto significa

que h é também constante em X",
Portanto, ¥(X) esta contida em um slide M, .

Agora para a segunda parte da demonstracao temos a condi¢ao p = 1. Desta

forma a projecao ¢ = myr 0 : X — M™ ! & uma hipersuperficie imersa na fibra M™*!
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para a qual ¥(p) = (7, #(p)) = ¢-(p). Entao segue da métrica

que intrinsecamente (X, ( , ),) é homotética para (X, (, )x) com fator escalar f(7).

Nosso objetivo agora é expressar a geometria extrinseca da subvariedade de codi-
mensdo dois ¢, : X — I x; M em termos da geometria extrinseca da hipersuperficie
¢ X — ML

Para calcular a segunda forma fundamental o, da imersao ¢,, consideremos N
como o vetor unitério normal a hipersuperficie ¢ : ¥ — M™*! com (N, N) = 1. Note
que,

(N,N) = ()N, N)ar = f(7)? (3.12)

Portanto,

1 (p) = %N(p), &) = Olirery), PEX (3.13)

define uma lista de campos ortonormal locais, ao longo de ¢, com
<777-a777-> =1, <777'>§T> =1, <§7-7§7-> =1 (3'14)

Desta forma temos:

h

Z‘n ¢ Z n

I
™™ \_»/ J[T = {T} x M
¢ ZOOM @

M

Figura 3.3: Esquema apos a primeira parte do Teorema 3.5

A segunda forma «, da imersao ¢, é dada por

aT(Xa Y) = <O~/T(Xa Y)a 77T>777' + <aT(X7 Y)a €T>£’T
= (A X, Y ), + (A X, Y)E,

(3.15)
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para todo campo vetorial X, Y € X(X). Observe que, para qualquer X € X(X),

_ _ 1 1 — 1 1 — 1,
Ve = VgV = g VA +X (fm) N=Fm VN = g vy (316

onde V* denota a conexao de Levi-Civita de (M™1), (, | )ar).

Portanto, levando em consideragao que
AX = —-V%N, (3.17)

onde A : X(X) — X(X) representa o operador de forma da hipersuperficie ¢ : ¥ — M"*!

com respeito a N, segue disto e usando a formula de Weingarten (2.12) que Vxn, =0 e

_ — 1 1 1
Ay X = —-Vxn, = —-Vx(——N)=——-VN=—"AX 3.18
" K ==Vl = e VN T e 1)
por outro lado, desde que (X, &, ) = 0 para todo X € X(X), por (2.8) temos
= f(7)
Vx& ==X 3.19
TG (519
que por conseguinte tem-se V& =0 e
< J'(7)
A X = =Vx& = — X 3.20
5 =) 320
para cada X € X(X). Colocando isso em (3.15) obtemos que
a(X,Y) = (A X, Y)n, + (A X, Y)E,
1 #1(1) (3.21)
:—AX,YTN— X7YT€T
Farp AN =Ty 5T
para todos os campos de vetores tangentes X,Y € X(X).
Assim o campo vetorial curvatura média de v é dado por
77: = —tr (o) = ZaT E;, E;)
1 f'(7) )
AE;, E;); N — Ei E;):& 3.22
Z( Firp B B f(T)< - 5.2
- F1(7) <
AE“E TN Ei»Ei TST
onde {E1, ..., E,} é um referencial ortonormal local em 3, com relagao a métrica ( , ).

Em particular,
n

> (Ei.Ei). =n. (3.23)

i=1
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Por outro lado, usando a métrica { , ), = ¢*({,)) = f(7)?(,)s, temos que
(AL, By)r = f(T)2<AEia Ei)s = (Aei,ei)s (3.24)

para cadai=1,...,n, onde e; = f(7)E; e {e;} é um referencial ortonormal em ¥ em

relagdo a métrica ( , ).

Note que a curvatura média da hipersuperficie ¢ : ¥ — M"*! é dada por

n n

Hy = Str(A) = %Z(Ae,i, ey — %Z(AEi, B (3.25)

i=1 i=1
Aplicando isso em (3.22), obtemos

— H, P
=N e

& (3.26)

Portanto, de (3.12) e (3.26) tem-se

|7__[7_>|2 _ <7_—[7_>77__[>> _ < H¢ . f,(T)ET’ H¢> f/(T)€T>

’ f(T)2 f(7) f() f(7)
_ [/ Hs Ho S My ()N
~ (Tt 1)~ (7 )
f(m) . Hy f(r) . f(7)
(e 1)+ (ge e
M POR L )
=i A e & = e T T
_ M+ ()
fr)r
Logo a curvatura média de hipersuperficie ¢ satisfaz
Hz / T 2
p = L

o que conclui a demonstragao. W

A partir da relacao (3.9) do Teorema 3.5, obtemos os seguintes resultados de

inexisténcia.

Corolario 3.6 ( Corolario 1 em [8]) Nao ezistem subvariedades minimas fechadas
Y X" — I xp M™ imersas em um produto warped I x ¢ M™ tal que (logf)” >0 e

f' nao € nula em 1.
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Demonstracao. Suponhamos que exista tais subvariedades minimas, ou seja, que
77: = 0. De (3.9) temos

_H A
o f(r)?
que é um absurdo, pois f’ # 0 em [. Portanto nao existe subvariedade minima em

IXan+1. [ |

0 =H + f'(1)? =0,

Em 2006 Alias, Kurose e Solanes em [3], provaram um Lema técnico:

Lema 3.7 (Lema 8 do Teorema 1 de [3]) Cada hipersuperficie ¢ : M™ — H"!
no espego hiperbolico tem um ponto onde (tomada uma orientacao apropriada a M)

todas as curvaturas principais sao maiores do que 1.

Demonstragao. Sendo M compacta, existe um ponto pg € M onde a dis-
tancia hiperbolica ao ponto a € H"! atinge o méximo. Equivalentemente, u(py) =
max,ens u(p), onde u(p) = —(a,¢(p)) < 1. Em particular, o gradiente de u se anula
em po e o hessiano satisfaz V?u,,(v,v) > 0 para cada vetor tangente v € T, M. Isso

implica que (a,v(p)) # 0 e também que

V2up, (€1, ) = —{a, v(po))ki(po) + /1 + {a,v(po))? < 0,

onde {ey, ..., e,} ¢ abase de diregdes principais em po. Escolhendo v tal que (a, v(po)) >

0, concluimos que

V1+ (a,v(p))’

<a7 U(p0)>

ki(po) > >1, Vi=1,...,n.

Note que pelo Lema 3.7, existe um ponto p, € H"*! tal que todas a curvaturas
principais sao estritamente maiores do que 1. E como a curvatura média em uma

hipersuperficie é dada por
1
(po) n Zl:
Concluimos pela arbitrariedade de pg que nao existe hipersuperficies minimas em H""!,

Tendo em vista a inexisténcia de hipersuperficies minimas fechadas no espago

hiperbolico H*™ do teorema 3.5 nés também obter o seguinte resultado:
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Corolario 3.8 ( Corolario 2 em [8]) Nao existem subvariedades minimas fechadas

¢ % — I x H@L,

Demonstrag¢ao. Suponhamos que exista tais subvariedades minimas, ou seja, que

_>

H, = 0. De (3.9) temos

M)
f(r)?

que é um absurdo, pois pelo Lema 3.7 concluimos que H, # 0. Portanto nao existe

0 = H> + ['(1)? =0,

subvariedade minima em 7 x H"t'. W

Ora observe que na literatura da Geometria Riemanniana ja é conhecido que nao
existem subvariedades minimas imersas em R* com k£ > 1, por outro lado o resultado
do Lema 3.7 nos da a inexisténcia de subvariedades minimas imersas em H"™!, e por
fim o resultado do Corolario 3.8 nos d4 a inexisténcia de subvariedades minimas imersas

em [ x; H"!.

Portanto o resultado desenvolvido em [8] pelos autores Aratjo, Lima e Velas-
quez por uma aplicagao do processo de recorréncia, podemos concluir que nao existe

subvariedades minimas imersas em

R* X H"™, com k > 1.

3.3 Uma versao estocasticamente completa do Resul-

tado Principal

Nesta secao buscamos aplicar o resultado anterior em um contexto que nao
temos o fechamento da subvariedade, e temos a subvariedade sendo estocasticamente
completa. Desta forma se faz necessario consideramos algum tipo de limitagao onde a

subvariedade estara imersa no ambiente warped.

Tendo em vista essa necessidade consideremos um slab de um produto warped
I x; M™P ou seja, um slab serd uma regiao entre dois slices M, e M,,, para alguns

T1 < Ty, OU Seja, é a regiao limitada dada por

[ ma] X MM = {(t,q) € 1 x; M™P 27y < t < 7}
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Teorema 3.9 ( Teorema 2 em [8]) Seja I x; M™P wm produto warped tal que
(logf)" > 0, com a igualdade (logf)" = 0 ocorrendo apenas em pontos isolados de
I, esejap: 3" — I xy M™™P uma subvariedade estocasticamente completa contido
em um slab de I Xy M™P e com campo vetorial curvatura média ﬁ tal que a fungao
suporte <ﬁ>, 0y) € constante. Entao ¥(X) estd contida em um slice {7} x M"*? para

algum T € I. Além disso, quando p =1,
di=mpy ot X" — M

¢ uma hipersuperficie com curvatura média Hy satisfazendo

7'l<z>2+f’(7)2'

—>2_
L T

(3.27)

Demonstrac¢ao. Podemos raciocinar como na prova do Teorema 3.5 (mas agora usando

o Lema 3.3 em vez do Lema 3.1) para mostrar que
« —
H(h*) = H(he) = (H,0) = cte. (3.28)

Nossa restri¢ao para o logf implica que a funcao H(t) é estritamente decrescente em
I. Assim, por (3.17) obtemos que h, = h* e, consequentemente utilizando o Lema 3.4,
conclui-se que h é constante em %". Desta forma ¢(3) deve estar contida em um slice
{7} x M"*P_ Para p = 1 a demonstracao é aniloga a segunda parte da demonstragao

do Teorema 3.5, ¢ conclui-se que H, satisfaz a expressao (3.27). W

Do Teorema 3.9 obtemos

Corolario 3.10 ( Corolario 3 em [8]) Nao existem subvariedades minimas estocas-
ticamente completas ¢ : X" — I Xy M™1 que se encontram em um slab de um produto
warped I x ; M™ tal que (logf)" > 0, com a igualdade (logf)" = 0 ocorrendo apenas

em pontos isolados de I, e f' nao se anulando em I.
Enunciamos agora nosso ultimo resultado, um resultado de rigidez.

Teorema 3.11 ( Teorema 3 em [8]) Seja I x; M™P um produto warped tal que
(logf)" > 0 e sejap : X" — I xy M™P uma subvariedade completa contida em um slab

_>
de I x ¢ M™P, tendo curvatura de Ricci nao-negativa e curvatura média H tal que a
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—
Jungao suporte (H,0,) € constante. Entao, V(%) estd contida em um slice {1} x M"™*P,

para algum T € I. Além disso, quando p =1,
Gi=mpyor): X" — M

¢ uma hipersuperficies com o campo vetorial curvatura média Hy satisfazendo

Hy' + f'(7)”

—>2_
= ey

(3.29)

Demonstragao. Um vez que uma variedade Riemanniana com curvatura de
Ricci limitada por baixo é estocasticamente completa, pelo principio do maximo de
Omori-Yau (23, 29|, podemos proceder como na prova do Teorema 3.9 para inferir
que a fun¢ao u = g(h) é uma fungdo harmonica em ¥.. Portanto, como (X)) esta em
um slab de I x; M"*? podemos aplicar o Lema 3.4 para concluir que u é constante e

consequentemente, h ¢ constante em ™. Portanto, ¢)(X) deve esta contida em um slice

{r} x M. 1
Finalmente, do Teorema 3.11, obtermos o seguinte resultado:
Corolario 3.12 ( Corolario 4 em [8]) Nao cxistem subvaricdades minimas comple-

tas ¢ : X — I xp M™1 com curvatura de Ricci nao-negativa e contida em um stab de

um produto warped I X M" ™ tal que (logf)” >0 e f' nao se anulando em I.
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