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Resumo

Nesse trabalho sao estudados o T-ideal T, gerado pelo comutador triplo,
e os T-espacos S? e S3, gerados pelos comutadores duplo e triplo, respec-
tivamente, da dlgebra associativa livre unitdria K(X), onde K é um corpo
de caracteristica zero. Nesse estudo sao apresentadas relacoes entre esses
espagos e sao analisadas as suas intersecoes com o espago P, dos polinomios
multilineares de grau n. Também é apresentada uma demonstracao de que o
T-espaco S? nao contém nenhum T-ideal nido nulo, através de sua sequéncia
de codimensoes, bem como sao caracterizados os T-espagos com esta propri-
edade.

Palavras-chave: T-Espago, T-Ideal, Algebra de Grassmann, Codimensoes.



Abstract

In this work are study the T-ideal T3, generated by the triple commutator,
and the T-spaces S? and S, generated by the double and triple commutator
respectively, of the free unital associative algebra K (X), where K is a field of
characteristic zero. In this thesis we show relationships between these spaces
and their intersections with the space P, of the multilinear polynomials of
degree n is analyzed. Through the codimensions sequence of the T-space S?
it is also proved that it does not contain any non-zero T-ideal as well as is
characterized the T-spaces with this property.

Keywords: T-Space, T-Ideal, Grassmann Algebra, Codimensions.



Sumario

Introducao . . . . . . .. ...

1 Preliminares
1.1 Algebras: Definicao, Propriedades e Exemplos . . . . . .. ..
1.2 Comutadores . . . . . . . . . . ...
1.3 Algebras Associativas Livres e PI-dlgebras . . . . . . ... ..
1.4 T-Ideaise T-Espacos . . . . . .. .. .. ... ... ... ...
1.5 Polinémios Multi-homogéneos e Multilineares . . . . . . . ..
1.6 Polinémios Préprios . . . . . . . . .. ...
1.7 Codimensoes . . . . . . . . . ..

2 T-Ideal e T-Espaco de Grassmann
21 UmaBase para S2 . . . . . .. ...
22 UmaBasepara TP . . . . . . ... . ..
2.3 Uma Base para S2+ T2 . . . ... . ... ...
24 Uma Base para S2NT2 . . . ... . ..
25 UmaBasepara S2 . . . . ... ... ...

3 T-Espagos que nao contém um T-Ideal nao Nulo
3.1 Codimensoes de S% . . . . ... ... ... ... ...
3.2 T-Espacos que nao contéem um T-Ideal nao Nulo . . . . . . ..

Bibliografia

11
11
19
21
24
30
39
44

47
47
49
o4
66
70

77
77
80

83



Introducao

Sendo K um corpo, entende-se por dlgebra sobre K um K-espacgo vetorial
A, munido de uma operagao bilinear, a qual é chamada de multiplicagao.
Particularmente, quando esta multiplicacao é associativa e possui elemento
neutro, dizemos que a algebra em questao ¢é associativa e unitaria. Um impor-
tante exemplo é a dlgebra K (X), conhecida como a dlgebra associativa livre
unitdria, livremente gerada por X, onde X = {x1,...,x,,...} é um conjunto
infinito enumeravel de variaveis associativas e nao comutativas. Os seus ele-
mentos sao exatamente os polinomios, associativos e nao comutativos, sobre
X com coeficientes em K.

Um polinémio f(xy,...,x,) € K(X) é denominado identidade polinomial
para uma certa dlgebra (associativa) A se

flag,...;a,) =0

para quaisquer aq, ...,a, € A, isto é, se f(x1,...,x,) se anula para qualquer
substitui¢ao de suas varidveis por elementos de A. As dlgebras que satisfazem
alguma identidade polinomial nao nula sao chamadas de dlgebras com identi-
dade polinomial, ou Pl-dlgebras. Essas dlgebras destacam-se entre as demais
e, por essa razao, sao objetos de vastas e frutiferas pesquisas matematicas.
As algebras comutativas, as de dimensao finita e as nilpotentes, entre outras,
sao exemplos classicos de PI-algebras.

Dentro da Pl-teoria (teoria das Pl-dlgebras), destacamos os conceitos de
T-ideal e T-espaco, os quais sao fundamentais no presente trabalho. Dizemos
que um ideal I de K(X) é um T-ideal se I é invariante por todos os endo-
morfismos de K(X); dizemos que um subespago V' de K(X) é um T-espaco
se V' ¢ invariante por todos os endomorfismos de K(X). Como todo ideal
de uma &lgebra é um subespaco, observa-se que todo T-ideal de K (X) é um
T-espaco, e historicamente o conceito de T-ideal surgiu antes do conceito de
T-espago. Sendo A uma &lgebra, ao denotarmos por T'(A) o conjunto de
todas as identidades polinomiais de A, é possivel mostrar que T'(A) é um
T-ideal. Ademais, mostra-se também que se I é um T-ideal de K(X), entao
existe uma algebra B de modo que [ = T'(B).
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Sendo A uma algebra associativa com centro nao trivial, um polinomio
f(z1,...,z,) € K(X) é dito ser um polinémio central para A se f(x1,...,z,)
tem termo constante nulo, nao ¢é identidade polinomial para A e f(aq,...,a,) €
Z(A) (centro de A) para quaisquer ay, ..., a, € A. Denotando por C'(A) o me-
nor T-espago que contém os elementos A.1 (A € K'), os polindmios centrais e
as identidades polinomiais de A, temos que C'(A) é um exemplo de T-espago
muito importante na Pl-teoria tal que T'(A) C C(A). Assim, se A é uma
Pl-algebra, C'(A) é um T-espago que contém um T-ideal nao nulo, proprie-
dade que nao ¢é todo T-espago que satisfaz como veremos no capitulo 3 dessa
dissertacao. Devido a essas relagoes de T-ideais com identidades polinomiais
e de T-espaco com polinomios centrais, o estudo de T-ideais e T-espacos é
um algo de grande importancia na Pl-teoria.

Na Pl-teoria, um dos problemas centrais é a obtencao de uma base para
um dado T-ideal, ou equivalentemente, a obtencao de uma base para as iden-
tidades polinomiais de uma certa dlgebra. Sendo S um subconjunto qualquer
de K(X), define-se o T-ideal gerado por S como o sendo a intersegao de to-
dos os T-ideais de K (X) que contém S. Denotando o T-ideal gerado por S
por (S)T, entende-se por base das identidades polinomiais de uma algebra
A um conjunto S tal que T(A4) = (S)T. Em 1950, W. Specht fez o impor-
tante questionamento sobre a existéncia de base finita para as identidades de
uma algebra associativa sobre um corpo de caracteristica zero (o Problema
de Specht (base finita)). Em 1987, Kemer, em seu importante trabalho sobre
a estrutura dos T-ideais (veja [11] e [12]) deu uma resposta positiva a esse
problema em caracteristica zero. No entanto, a questao da obtencdao de uma
base finita para as identidades ainda permenece em aberto para muitas &al-
gebras importantes, e quando se considera a questao para algebras sobre um
corpo de caracteristica positiva, aparecem ainda mais problemas em aberto.
Como exemplos de importantes trabalhos de obtencao de bases de identida-
des polinomiais podemos citar [17], [5], [16] e [13].

Além de sua relacao com polindomios centrais, os T-espacos também tém
grande importancia no estudo de propriedades dos T-ideais, tendo se mos-
trado como ferramentas bastante eficientes neste sentido. Sendo S C K(X),
em analogia com T-ideal gerado, define-se o T-espaco gerado por S como o
sendo a interse¢ao de todos os T-espagos de K(X) que contém S. Dizemos
que um T-espaco V' ¢é finitamente gerado quando coincide com o T-espaco
gerado por algum de seus subconjuntos finitos. No artigo [9], o leitor inte-
ressado pode encontrar um vasto estudo sobre T-espagos.

Consideremos os polindmios [r1, 23] = x1m9 — zoz7 (comutador) e
[T1, To, k3] = [[x1,22],z3] (comutador triplo) na algebra K(X). Conside-
remos também em K(X) o T-espago gerado por [z, Z»], denotado por S?
o T-espago gerado por [z1, s, 73], denotado por S®, e o T-ideal gerado por
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[x1, Z9, 3], denotado por T3. Os dois tltimos sdo chamados, respectiva-
mente, de T-espaco e T-ideal de Grassmann. A relacao desses espacgos com
a importantissima dlgebra de Grassmann (ou dlgebra exterior) de dimensao
infinita (a qual denotaremos por E) coloca-os lugar de destaque dentro da
Pl-teoria. Foi mostrado por Krakowski e Regev em [14] que T(E) = T° no
caso do corpo base ter caracteristica zero (observa-se que o mesmo resultado
vale para corpo base infinito de caracteristica diferente de 2). Também é um
fato conhecido que, em caracteristica zero, tem-se C(F) = T° + 5%, sendo
importante ressaltar que o mesmo nao vale em caracteristica positiva (em-
bora ainda se tenha 7% + S? C C(E)), situacdo em que C(E) nao é nem
finitamente gerado (para maiores detalhes, veja [3]).

Apesar da ideia de T-espaco ser uma generalizacao da ideia de T-ideal, héa
importantes propriedades de T-ideais que nao se generalizam para T-espacos
quaisquer. Uma dessas propriedades tem a ver com o conceito de codimensao,
o qual foi introduzido por A. Regev em [18]. Sendo A uma &lgebra e n um
nimero natural, definimos a n-ésima codimensao de A, denotada por ¢, (A),
como sendo

cn(A) = dim i

P,NT(A)
onde P, denota o subespago vetorial de K (X) dos polinomios multilineares
nas variaveis xq, ..., x,. Um importante fato, conhecido com Teorema de

Regev-Latyshev, é que se A é uma Pl-algebra qualquer, entao a sequéncia nu-
mérica (¢, (A))nen, chamada de sequéncia de codimensoes de A, é exponenci-
almente limitada, isto é, existe um nimero real positivo a tal que ¢,(A) < a™
para todo n natural.

O conceito de codimensao generaliza-se naturalmente para T-espacos.
Sendo V' um T-espaco de K (X), define-se a n-ésima codimensao de V' como
sendo o numero inteiro

P,
PNV’

(V) = dim

No entanto, verifica-se que a sequéncia (¢, (V)),en pode ndo ser exponenci-
almente limitada. Um importante exemplo disto é o caso V = S?, o qual é
de grande importancia no presente trabalho, tendo em vista que sera usado
na caracterizacao dos T-espagos que nao contém um T-ideal nao nulo.

O desenvolvimento do presente trabalho se dard da seguinte forma: o
primeiro capitulo serd destinado aos conceitos e resultados basicos sobre al-
gebras, algebras associativas livres, T-ideais, T-espacos e codimensoes que
serao importantes no desenvolvimento de todo o texto. No segundo capitulo,
objetivamos exibir bases para S2 = S*NP,, S2 = S°NP, e T? = T:NP,, bem
como obter importantes relacoes entre esses subespacos, como por exemplo,



S3 = S2NT3, da qual obtem-se a igualdade S® = S*NT3, e T3 = S3PT3_z,,.
O estudo realizado neste capitulo é baseado no artigo [2]. Por fim, no ter-
ceiro capitulo, serd estudada a sequéncia de codimensoes do T-espaco S? e
serd demonstrado o fato de que este T-espaco nao contem nenhum T-ideal
nao nulo. Para concluir, apresentaremos, com base na Secao 1.4 do artigo
[9], uma caracterizagao dos T-espagos que nao contém um T-ideal nao nulo.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns dos principais resultados que servi-
rao como base para o entendimento de outros porvindouros que serao pau-
tados adiante. Acautelamos porém, ao designio do enxugamento do presente
texto, que seremos coniventes ao admitirmos alguns resultados bésicos ne-
cessarios a compreensao do tema em questao, a exemplos da algebra linear,
teoria de grupos, anéis, corpos e seus correlatos (vide [4], [10] e [7]). Ade-
mais, ficard convencionado que qualquer estrutura algébrica que necessite de
uma corpo base, mesmo que de forma implicita, este serd um corpo K cuja
caracteristica dependerd da situagao proposta.

1.1 Algebras: Definicdo, Propriedades e Exem-
plos

Como ponto de partida para o desenvolvimento do proposto no presente
trabalho, é, pois, de importancia primordial, conceituar o que vem a ser uma
algebra A sobre um determinado corpo K. Com este propdsito, vamos a
seguinte definicao.

Definicao 1. Seja dado A um K—espago vetorial. Diremos que o par (A, *)
¢ uma K—dlgebra se x : A x A — A € uma operacao tal que:

1. ax(b+c)=(axb)+ (axc)
2. (a+b)xc=(axc)+ (bxc)
3. (Ma) xb=ax*(\b) = Aa=xD)

para quaisquer a,b,c € A e A € K. Observemos que "x " é uma operagao
bilinear.
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Como A ja comporta operacoes de adigao e produto por escalar por ser
um K —espaco vetorial, é conveniente nos referirmos a “*x “como sendo a
operacao multiplicacdo ou produto. Assim sendo, nos convém denotar a * b
simplesmente por ab, para quaisquer a e b em A. Também, por simplicidade,
é oportuno denotar a K —algebra (A, ) meramente por A, e quando a ela
nos referirmos devemos usar a expressao dlgebra ao invés de K—dlgebra A,
ficando assim subentendido que A tem uma estrutura de algebra sobre o
corpo K.

Definigao 2. Seja A uma dlgebra.

1. Diremos que um conjunto 5 € uma base para A se 3 for base de A como
espaco vetorial. Definimos a dimensao de A como sendo a dimensao
de A como espaco vetorial.

2. Para ay,...,a,+1 € A, definimos, indutivamente ay...a,0,+1 como sendo
(CLl...CLn)CLn+1.

Definicao 3. Seja A uma dlgebra. Entdo, diremos que A é:

1. Associativa se (ab)c = a(bc), para quaisquer a,b,c € A, isto é, o produto
em A € associativo.

2. Comutativa se ab = ba, para quaisquer a,b € A, ou seja, o produto em
A € comutativo.

3. Unitaria (ou com unidade) se existe 1 € A tal que la = al = a, para
qualquer a € A, isto €, o produto em A possui elemento neutro. O
elemento 1 € referido como sendo a unidade de A.

Suponha que A possui unidade. Dizemos que ¢ € A é inversivel se possui

inverso multiplicativo, isto é, existe ¢™* € A tal que cc™! = ¢~ le = 1.

Observagao 1. Sendo A uma dlgebra unitdria, podemos identificar de forma
natural o elemento A1 de A por A, e o conjunto {\1 | A\ € K} por K, e
dessa forma observar que o corpo K estd "imerso”na dlgebra A. Observemos
também que se o corpo em questao tiver caracteristica 2, entao a+a = 2a =0
para todo a € A, e assim a = —a.

Elenquemos, doravante, exemplos importantes a titulo de aclarar as defi-
nicoes acima.

Exemplo 1. Sendo L uma extensao de um corpo K, € fato conhecido que
L ¢ naturalmente um K—espaco vetorial. Em verdade, temos que L € uma
K—dlgebra, a qual por sua vez, € associativa, comutativa e com unidade,
onde a unidade e a operagao produto sao exatamente os mesmos de L.
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Exemplo 2. Seja K um corpo. Consideremos o K-espaco vetorial
K[xq,...,x,] dos polindmios nas varidveis xi, ..., x,, com coeficientes em
K. Nao € dificil ver que K[xq,...,x,], munido da multiplicagio usual de
polinomios, € uma dlgebra associativa, comutativa e com unidade. Particu-
larmente, no cason = 1, temos a K-dlgebra K [x] dos polinémios na varidvel
x com coeficientes em K.

Exemplo 3. Seja n um numero natural. Ndao € dificil ver que o espaco
vetorial M, (K) de todas as matrizes n x n com entradas em K, munido da
operagao produto usual de matrizes, é uma K—adlgebra associativa e unitaria
de dimensdo n*. Ademais a unidade da dlgebra M, (K) € a matriz Iy,
que contém 1 na diagonal principal e 0(zero) nas demais entradas (matriz
identidade).

De forma generalizada, sendo A uma dlgebra sobre um corpo K, facil-
mente vemos que o conjunto M, (A) de todas as matrizes n x n com entradas
em A é um K—espago vetorial, e, como instigado, M,(A) é uma K—dlgebra
cuja operacao produto € andloga a operacdao produto de matrizes com entra-
das em K. Neste caso, devemos observar que, se A tem unidade, a unidade
da dlgebra M,(A) é matriz I, que contém a unidade de A na diagonal
principal e O nas demais. Além disso, se A for associativa devemos ter que
M, (A) também o serd.

Observacao 2. Convém destacar na dlgebra M,(K) do exemplo acima as
matrizes Fij, cuja unica entrada nao nula € 1 ocorrente na i—ésima linha
e na j—ésima coluna, para 1 < 1,7 < n. Destacamos também o produto de
duas quaisquer dessas matrizes, o qual € como seque:

0 ,se L#k
i, = {E se 1=k’

onde 0 denota, obviamente, a matriz nula n X n. Ademais, € facil ver que o
conjunto B ={E;; | 1 < 1,7 < n} € uma base para M, (K), e assim tem-se
que dim(M (K)) = n?.

Observacao 3. Sejam A um espaco wvetorial, [ uma base de A e
f B xpB — A uma aplicagao qualquer. Nao € dificil ver que existe uma
unica aplicagao bilinear F : A x A — A estendendo f. Dessa maneira,
para se definir uma estrutura de dlgebra em A, basta definir o ‘produto’ nos
elementos de uma base de A.

Com base na bilinearidade da operacao produto, nao ¢ dificil averiguar
que para uma algebra A ser associativa, comutativa e/ou unitaria, basta que
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A satisfaca essas propriedades, respectivamente, em um de seus conjuntos
geradores (como espago vetorial). Presando a estética do texto, enunciare-
mos essa propriedade na seguinte proposicao. Contudo, sua demonstragao é
simples e sera deixada a oficio do leitor.

Proposicao 1. Sejam A uma dlgebra e S um subconjunto gerador de A
(como espago vetorial). Entdo:

1. A € associativa se, e somente se, (uv)w = u(vw) para quaisquer u,v,w €

S.

2. Paraa € A, tem-se ax = xa para todo x € A se, e somente se, au = ua
para todo uw € S. Particularmente, A é comutativa se, e somente se,
uv = vu para quaisquer u,v € S.

3. A possui unidade se, e somente se, existe 1 € A tal que lu = ul = u
para todo u € S.

Exemplo 4. Consideremos V. um espaco vetorial com base {ey,es..., ey, ...}
e charK # 2. Definimos a algebra de Grassmann (ou dlgebra exterior) de V,
denotada simplesmente por E, como sendo a dlgebra associativa e unitdria
como base

{1,€...e5, | 11 <o < ... <, com k> 1}

cujo produto € definido por justaposi¢io com as sequintes relagoes €2 = 0 e
eie; = —eje; para quaisquer i, j € N. Destacamos em E os subespacos gerados
pelos conguntos {1, e, €,...¢;, | m par} e {e; €i,...c;, | k impar}, e os deno-
tamos, respectivamente, por Ey e Ei. Sem dificuldades pode-se observar que
E = Ey® E; como espago vetorial. Também nao € dificil, a partir da relacao

eiej = —eje;, concluir que (ej,...e; )(ej,..ej.) = (—=1)™ (e, ...ej, ) (e ...€;,,)
para quaisquer m,k € N. Assim, pela Proposicao 1, obtemos que axr = xa
para quaisquer a € FEg e x € E. Ademais, e bc = —cb para quaisquer
b,C € IEL

E importante saber também que a dlgebra com base
{es e, | 11 < ig < ... <, comk>1} (sem o 1)
¢ chamada de &lgebra exterior sem unidade, e € denotada por E'.

Exemplo 5. Seja S um conjunto nao vazio. Consideremos o conjunto K S de
todas a somas formais do tipo Y _sAs, onde A, € K e
{s € S| A\s # 0} € finito. Dizemos que

Z)\ss = Z%S

SES SES
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em KS se tivermos \s = s, para todo s € S. Agora, iremos definir a soma
em KS como sendo

Z AsS + 2'755 = Z()‘s +7s)s

ses seSs ses

e o produto por escalar como sendo

VY A=) (W\)s (v € K).

seS seS

Nao é dificil ver que KS, munido destas operacoes, ¢ um K-espaco vetorial,
chamado de K-espaco vetorial com base S. Em K S, identificamos o elemento
Sg € S como sendo o elemento

1 —
Z)\Ss, onde )\S:{O 56 ST %0

.se S sy

Diante disso, temos que S C KS e que S €, realmente, uma base para KS.
Se” x7 € uma operagao em S, de acordo com a Observagcao 3, 7 x” pode
ser estendida a uma unica operacao bilinear em KJS, a qual denotaremos
também por 7 x 7. Desse modo, temos que (K.S,*) tem uma estrutura de
K-dlgebra, a qual denotamos simplesmente por KS. Seque da Proposi¢cao 1
que se a operag¢ao ” x” € associativa, comutativa e/ou unitdria em S, entdo
também o sera, respectivamente, na dlgebra K.S. Um caso particular e muito
importante desse tipo de construcao € quando usamos um grupo GG, ao iNVEs
de um simples conjunto S. Nesse caso, adotamos a notacdo multiplicativa
para o grupo G e consideramos, no espaco KG, a operacao induzida pela
operacao de G, e assim obtemos a dlgebra KG, chamada de dlgebra de grupo.
Observemos ainda que KG € uma dlgebra associativa com unidade, pois G o
€, e, além disso, KG € comutativa se, e somente se, G € abeliano.

Definigao 4. Sejam A uma dlgebra e B e I subespagos vetoriais de A. Entao,
dizemos que:

1. B € uma subalgebra de A se B ¢ multiplicativamente fechado, isto €,
se para a e b elementos quaisquer em B, tem-se ab € B.

2. 1 € um ideal a esquerda (respectivamente, a direita) se ax € I (res-
pectivamente, xa € 1) para quaisquer x € I ea € A. Se I € ideal a
esquerda e a direita simultaneamente, entao dizemos que I é um ideal
bilateral de A (ou simplesmente ideal de A).
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Observacao 4. Consideremos A uma dlgebra e W um subespaco de A. Su-
ponhamos que os conjuntos X e Y gerem, como espagos vetoriais, A e W,
respectivamente. Em analogia com a Proposicao 1, temos que W é:

a) Uma subdlgebra de A se, e somente se, x1x9 € W para quaisquer
T1,T9 €Y.

b) Um ideal de A se, e somente se, yr,zy € W para quaisquer © € X e
yeyY.

Salientemos que, tal como acontece na teoria de anéis, é de facil percepcgao
que a intersegdo de uma familia qualquer de subdlgebras (respectivamente,
de ideais) é ainda uma subélgebra (respectivamente, um ideal). Com base
nesse fato, temos bem fundamentada a préxima definigao.

Definigao 5. Sejam A uma dlgebra unitaria e S um subconjunto ndao vazio
de A. Entdo, definimos:

1. A subdlgebra de A gerada por S, geralmente denotada por K(S), como
sendo a intersegdo de todas as subdlgebras de A que contém S U {1}.
Caso a dlgebra nao tenha unidade tira-se o 1 dessa defini¢ao.

2. 0 ideal de A gerado por S como sendo a intersecao de todos os ideais
de A que contém S.

Sendo A uma édlgebra associativa e unitaria, e S um subconjunto nao vazio
de A, nao é dificil mostrar que a subalgebra de A gerada por S coincide preci-
samente com  subespaco de A gerado pelo o  conjunto
{1,s1...sx | k € N,s; € S}. Caso A néo tenha unidade, tira-se o 1 desse con-
junto. Também sem dificuldades mostra-se que o ideal gerado por S coincide
exatamente com o subespago gerado pelo o conjunto {asb | s € S,a,b € A}.

Exemplo 6. Consideremos a algebra exterior do Exemplo 4. Fixado n € N,
denotemos o subespaco vetorial de F, gerado pelo o conjunto

{1,6i1...€ik ’ 1 <..< < n}

por E,. Nao é dificil ver que F, é uma subdlgebra de E de dimensao 2".
Como toda subalgebra é por si prépria uma algebra, temos que E,, é a dlgebra
exterior do espago vetorial com base {e,...,e,}. Ademais, é facil ver que

E, = (E,NEy) ® (E,NE).
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Exemplo 7. (Centro de uma dlgebra) Seja A uma dlgebra. O conjunto
Z(A) ={a € A|xa=az para todo x € A}

¢ denominado por centro de A. Observemos que Z(A) é um subespago ve-
torial de A. No caso particular em que A é associativa mostra-se facilmente
que Z(A) é, em verdade, uma subdlgebra de A. Nao é dificil ver que, para
todo n € N, que Z(M,,(K)) = {Mxn | A € K}(matrizes escalares). Quanto
a algebra exterior do Exemplo 4, mostra-se que Z(E) = Ej.

Abordemos agora, de forma sucinta, dlgebras quocientes e homomorfismos
de dlgebras. Como veremos adiante, esses dois temas sao de suma importancia
no estudo das Pl-algebras e Pl-teoria. Comecaremos pois, pelo primeiro
evocado.

Sejam A uma &lgebra e I um ideal de A. Consideremos o espago ve-
torial A/I. Recordemos agora que, em A/I, os elementos sdo da forma
a+I={a+x|xe€l}, ondeac A, eque as operagoes de soma e produto
por escalar sao definidos por

(a+ 1)+ (b+1)=(a+b)+1

Ma+1)=X a+1,

onde a,b € Ae X € K. Os elementos a + I sao chamados de classes laterais,
e, a partir de agora, denota-lo-emos, simplesmente, por a.
Consideremos o produto

A x A

— A
(@,b) — a.

b=ab

Nao é dificil ver que o produto, definido acima, em A/, independe da escolha
do representante de cada classe lateral, ficando assim bem definido. Além
disso, é de simples compreensao que esse produto é bilinear, e portanto temos,
em verdade, que A/I tem uma estrutura de K-algebra, a qual é denominada
por dlgebra quociente de A por I. Ademais, mostra-se sem dificuldades que
se A for associativa, comutativa e/ou unitaria, entdao A/l também o serd,
respectivamente.
Vamos agora aos homomorfismos de dlgebras.

Definicao 6. Sejam A e B duas dlgebras. Dizemos que uma transformagao
linear ¢ : A — B ¢ um homomorfismo de dlgebras se ¢(zy) = ¢(x)d(y) para
quaisquer x,y € A. Caso as dlgebras A e B sejam unitdarias, serd exigido

que ¢(14) = 1p.
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Dizemos que ¢ é um mergulho (ou um monomorfismo) se é injetivo, e
que é isomorfismo se for bijetivo. Nos referimos a ¢ como sendo um en-
domorfismo de uma dada algebra A se ¢ é um homomorfismo de A em A.
Por ultimo, a um endomorfismo bijetivo chamamos de automorfismo. Os
conjuntos de todos os endomorfismos e automorfismos de uma dada algebra
A, denotamos, respectivamente, por EndA e AutA. Na existéncia de um
isomorfismo ¢ : A — B, dizemos que as algebras A e B sao isomorfas e
denotamos por A ~ B.

Consideremos ¢ : A — B um homomorfismo de algebras. O conjunto
Ker¢g ={a € A| ¢(a) =0}
é denominado por nicleo de ¢, e, facilmente, mostra-se que este é um ideal
de A. O conjunto
Im¢ = {¢(a) | a € A}
é chamado de imagem de ¢, e, com igual simplicidade, mostra-se que é uma
subdlgebra de A. Também, sem complicacoes, vé-se que a aplicacao
¢:A/Ker¢p — Imo
@ — (@) = ola)
¢ bem definida, é um homomorfismo de algebras e é um isomorfismo. Essa
ultima obtencgao é conhecida como Teorema Fundamental dos Homomorfis-
mos. Mais geralmente, se I é um ideal de A tal que I C Kerg, entao a
aplicagao
¢:A/I — B
a — ¢(@) = ¢(a)
é bem definida e é um homomorfismo de algebras.
Exemplo 8. Seja A uma algebra unitaria. Consideremos a aplicagao
v K — A
A — p(N)=Alg
Temos que ¥ é um mergulho de K em A, donde obtemos que K ¢ isomorfo
almy = {A4 | A € K}, e assim Im® é um corpo. Com esse argumento

temos a identificagao natural de K com {Al4 | A € K}. Recordemos que ja
tinhamos comentado esse fato na Observacao 1.

Exemplo 9. Sejam A uma algebra e I um ideal de A. A aplicacao

T A — AJI
a — 7la)=a=a+1

que é conhecida como projecdo canonica, ¢ um homomorfismo sobrejetivo de
algebras.
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1.2 Comutadores

Uma ideia bastante recorrente, e nesse trabalho nao sera diferente, é a de
comutador, sobre o qual passamos a discorrer. Consideremos A uma algebra
associativa e a,b € A. O comutador de a por b, denotado por [a, b], é definido
como sendo o elemento [a,b] = ab — ba de A. Mais geralmente, definimos de
forma indutiva, para a,...,a, € A e n > 2, o comutador de comprimento n
como sendo o elemento

[alv ceey p—1, an] = Hah T an—l]a an]'

Elenquemos algumas propriedades de comutadores, advindas diretamente da
definicao, que serao utilizadas frequentemente ao longo desse texto.

Lema 1. Seja A uma dlgebra associativa. Entdo, para quaisquer a,b,c,
ai,...,a, € A e\ € K, valem:

1. [a,b] = —[b,al.
2. ab = ba + [a,b].
3. [Aa+b,c] = Na,c]+[b,c| ela,\b+ c] = Aa,b] + [a, ].
4. lab,c] = alb,c] + [a, c]b.
5

. Dadosn > 2 eaq,...a,,b € A, temos

n

[CLl...CLn, b] = Z al...ai,l[ai, b]aiﬂ...an.

i=1
6. [a,b,c]+ [b,c,a] + [c,a,b] =0 (identidade de Jacobi).

Demonstracao. Os itens 1 e 2 sao imediatos. No tocante a demonstracao do
item 3, basta notar que

Aa+0b,c] = (Aa+b)c—c(Aa+b) = Aac+ bc— Aea — cb
= Mac —ca)+be—cb = Na,c]+ [b,c].
Analogamente, mostra-se a segunda identidade. Observemos que essas pro-
priedades revelam que a fungao comutador é bilinear, o que é algo muito

importante do ponto de vista pratico. Quanto ao item 4, sendo A associa-
tiva, temos que

lab,c] = (ab)c — c(ab) = abc — cab + acb — acb = a(bc — cb) + (ac — ca)b
= alb,c] +[a,c|b
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para quaisquer a, b, c € A. Para demonstrar o 5° item usaremos o processo de
inducao. Segue do item 4 que a identidade é valida para n = 2. Suponhamos,
por inducao, que a identidade em questao seja valida para um certo k > 2.
Temos, ainda pelo item 4 e pelo fato de A ser associativa que

[ay...axag1, 0] = [(a...ag)ars1,b] = ay...ax[ags1, 0] + [a;...ax, blagq
k

= al...ak[ak+1, b] + Z al...ai_l[ai, b]aiﬂ...akakﬂ
1=1
k+1

= E al...ai,l[ai, b]aiﬂ...akakﬂ
i=1

e portanto a identidade também ¢é valida para k + 1. Consequentemente,
temos o resultado.
No que concerne ao 6° e ultimo item, basta notar que

[a7 ba C] + [bv ¢, (l} + [07 a, b] = [CL, b]C - C[(I, b] + [bv C]CL - CL[b, C] + [Ca a]b - b[c7 CL] =
= abc — bac — cab + cba + bea — cba — abe + acb + cab — acb — bea 4 bac = 0.
O]

Uma 4lgebra A é dita ser uma dlgebra de Lie se a*> = aa = 0 e
(ab)e + (bc)a + (ca)b = 0 para quaisquer a,b,c € A. A identidade
(ab)c + (bc)a + (ca)b = 0 é chamada de identidade de Jacobi.

Considerando uma &lgebra associativa A e, em A, o produto definido por

]:A x A — A
(a,b) — [a,b] =ab—ba

nao é dificil verificar que esse produto esta bem definido e que, munido dele,
A é uma 4lgebra, a qual é denotada por A7), Observa-se que A7) é uma
algebra de Lie.

Lema 2. Sejam x,u,v e w em uma dlgebra A associativa. Entao:
(1) [uzv,w] = [zv, wu] — [Tvw,ul.

(2) [u,v,w] = [uv, w] + [uw,v] — [u, wo).

Demonstragao. (1) De fato

[zv, wu] — [zvw,u] = Tvwu —wurv — TVWU + VTVW = —WUTV + UTVW

= [uzv,w].
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(2) Basta notar que

[uv, w] + [uw, v] — [u, wv] = wvw — wuv + VWY — VUW — UWY + WU

UVW — WUV — vuW + wou

[uv, w] — (—wvu + vuw) = [uv, w] — [vu, w)

[uv, w] + [—vu, w] = [uv — vu, w| = [[u, v], W]

= [u,v,w]

]

1.3 Algebras Associativas Livres e PI-algebras

Nessa secao estabeleceremos a nocao de Pl-algebras e de algebras asso-
ciativas livres, objetos que principiam a Pl-teoria, e, em razao disso, sao
essenciais no presente texto. Doravante, quando nos referirmos ao conjunto
X, assumiremos que este é da forma X = {z; | i € N}, e aos seus elementos
chamaremos de varidveis. Uma palavra em X é entendida como sendo uma
sequéncia finita z;,...z;,, onde n € Ny = NU {0} e i; € N. Nesse contexto,
diremos que n é o tamanho da palavra x;,...x;, . Se porém, for n = 0, tere-
mos a palavra vazia a qual serd denotada por 1. Além disso, duas palavras
Tiy ... T;, € Tj...x;5, serao ditas iguais se n =m e iy = ji,..., 0, = Jn-

Sejam K um corpo qualquer e S(X) o conjunto de todas as palavras
em X. Consideremos o K—espago vetorial K(X) com base S(X) (veja o
Exemplo 5). Deveremos nos referir aos elementos de K (X) como polinomios,
os quais tém a forma

f= Z amm, onde a,, € K e {m € S(X) | o, # 0} ¢ finito.
meS(X)

Caso 0s «,,,'s sejam todos nulos, entao diremos que f é o polinomio nulo.
O coeficiente «y sera denominado por termo independente. Quanto aos ter-
MOS M = My Ty, ... T4, , Serao chamados de monomios, cujo grau é definido
como sendo o tamanho n da palavra x;,...x;,. Aproveitando o ensejo, deno-
taremos por df ou deg f o grau de f (ndo nulo), o qual serd definido como
sendo o méximo dos graus de seus monomios nao nulos. Quando for necessa-
rio especificar, deveremos escrever f(z;,, ..., z;, ) para significar que z;,, ..., x;,
sao as variaveis que figuram nos monomios nao nulos que constituem f, do
contrario deveremos escrever apenas f.

Consideremos agora em S(X) a operagao de concatenagao :

(Z’lll’zn)(l’jll'jm) = T4y X, Ly Xj,,
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Decorre da Observacao 3 que K (X), munido da operagao bilinear induzida
por esta operacao, ¢ uma K —algebra, a qual é associativa e possui a palavra
vazia como elemento neutro multiplicativo (unidade).

Lema 3. Consideremos A wuma dlgebra associativa e unitdria, e
h: X — A uma aplicacao qualquer, isto €, para cada x; € X tem-se que
h(x;) = a; para algum a; € A. Entao a aplicagdao linear ¢, : K(X) — A tal
que

H(1) =14 e ATy y)) = gy ...,
€ o unico homomorfismo de dlgebras que estende h, ou seja, ¢, € o Uunico
homomorfismo de dlgebra a satisfazer ¢y, |x=h

Demonstracao. Primeiramente observemos que

¢(($11$ln)($J1$Jm>> = ¢(lexlnx]1x]m) = Qjy - A4, Qjy - A
= (ay...a;,)(aj,...a;,,) = (i ...z, )P(xj,...xj,,).

Assim, ao assomar a esta consecucao o fato de ¢y ser uma transformacao
linear com dominio no espago vetorial K (X) com base em S(X), obtemos que
¢n ¢ um homomorfismo de algebras. Quanto a unicidade de ¢y, se supormos
a existéncia de outro homomorfismo de algebras que estenda h, entao eles
irdo coincidir na base S(X) de K(X) e portanto serdo iguais, uma vez que
sao transformacoes lineares. O]

Observacao 5. Devido ao Lema 3, convém se referir a K(X) como élgebra
associativa livre unitaria, liwvremente gerada por X. Decursivamente, deno-
temos por Ko(X) o subconjunto de K(X) formado por todos os polinémios
com termo constante nulo. Nao é dificil ver que, em verdade, Ko(X) € o
subespaco vetorial de K(X) com base S(X)—{1}, e de forma mais completa
temos que Ko(X) é uma subdlgebra nao unitdria de K(X).

De enunciado e demonstragao semelhante ao Lema 3 temos o seguinte.

Lema 4. Consideremos A uma dlgebra associativa (nao necessariamente uni-
taria) e h : X — A uma aplicagdo qualquer, isto é, para cada x; € X tem-
se que h(x;) = a; € A. Entao eziste um tinico homomorfismo de dlgebras
on - Ko(X) — A que estende h, isto é, ¢ € o unico homomorfismo de
dlgebras a satisfazer ¢y, |x= h.

Diremos entao que Ko(X) é a dlgebra associativa livre, livremente gerada
por X.

Observacao 6. A partir de agora, quando nos referirmos a uma dlgebra A,
esta ird significar uma dlgebra associativa e unitdaria, salvo mencgao explicita
em contrario.

22



Consideremos A uma &lgebra e K(X) a algebra (associativa e unitaria)
livremente gerada por X. Entao ao tomarmos ¢, : K(X) — A o homo-
morfismo de algebras que estende uma aplicacao h : X — A (ver Lema 3)
e f(xy,...,x,) € K(X) um polinémio, observemos que

On(f (21, n)) = f(@n(21), s On(n)) = f(R(21), ... ),

e assim é oportuno denotar, simplesmente, por f(ay,...,a,) o elemento de A
obtido ao substituirmos na varidvel z; o elemento a; (para 1 < j < n) no
polinémio f, o qual coincide com ¢p(f(z1, ..., 2,)).

Definicao 7. Sejam A uma dlgebra e f(xy,...,x,) € K(X) um polinomio.
Entao, diremos que o polinomio f(xy,...,x,) (ou que a expressio
f(z1,...;x,) = 0) é uma identidade polinomial para A se f(aq,...,a,) = 0
para quaisquer ai, ...,a, € A.

Notemos que se f € K(X) é uma identidade polinomial para uma certa
dlgebra A, entao devemos ter f € Ko(X).

Definicao 8. Seja A uma dlgebra. Entdo dizemos que A € uma Pl-algebra
se A admite alguma identidade polinomial ndao nula.

Veremos alguns exemplos de dlgebras com identidades polinomiais.

Exemplo 10. Seja A uma algebra. Entao, f(z1,z2) = [x1, 22] é uma identi-
dade polinomial para A se, e somente se, A é comutativa.

Exemplo 11. O polinoémio f(z1,xs,73) = [[x1,72)% 23], conhecido como
polinémio de Hall, é uma identidade polinomial para Ms(K). De fato, sejam
A e B matrizes em Ms(K). Recordemos que tr(AB) = tr(BA), de modo que
tr[A, B] = 0. Dali, [A, B] deve ser do tipo

as=(4 ),

com a,b,c € K. Agora, observemos que

2
2 a +bC 0 . 2
[A, B] —( 0 bc+a2)_(a +be)l.

Portanto, [A, B]? é multipla da identidade, e assim [A, B]* € Z(My(K)).
Logo, [[4, B]?,C] = 0 para qualquer C' € My(K). Como A e B também
sdo arbitrdrias, auferimos que f(x1, 2, 23) = [[z1,72]% 23] é, de certo, uma
identidade polinomial para Ms(K).
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Exemplo 12. O polindémio g(x1, z9, x3,24) = [21,x2][x3, 24] é uma identi-
dade polinomial para a &dlgebra Us(K) das matrizes triangulares superiores
2 x 2 sobre K.

Exemplo 13. O polindémio

Sn(fL’l, ey :L'n) = Z (—1)033'0(1)...33'0(”)

O'ESn

onde S,, denota o grupo simétrico de grau n e (—1)? denota o sinal da per-
mutacao o, é conhecido como polinomio Standard de grau n. Em 1950, no
artigo [1], foi provado que S, (%1, ..., T2,) é uma identidade polinomial da
algebra de matrizes M,,(K), onde K é um corpo qualquer. Esse resultado é
conhecido como Teorema de Amitsur-Levitzki. Posteriormente, outras provas
deste teorema foram dadas por varios autores.

Um fato também conhecido sobre a édlgebra M,,(K) é que ela ndo possui
identidade polinomial de grau menor do que 2m. Uma demonstragao deste
fato pode ser encontrada em [6], capitulo 7.

1.4 'T-Ideais e T-Espacos

As ideias de T-espaco e T-ideal sao centrais no presente trabalho. No
entanto, nesse primeiro momento, trataremos desse tema de maneira intro-
dutéria, apresentado definicoes e resultados béasicos que serao requisitados
no préximo capitulo, quando estudaremos de forma minuciosa, os chamados
T-espago e T-ideal de Grassmann. Veremos adiante, que o conceito de T-
espaco € semelhante ao de T-ideal, essencia da Pl-teoria, nao obstante, em
um sentido mais geral, de modo que todo T-ideal é um T-espago. A reci-
proca dessa sentenca, entretanto, nao é verdadeira. Sendo A uma &algebra,
mostra-se que o conjunto 7'(A), de todas as identidades polinomiais de A, é
um T-ideal, dai a importancia dos T-ideais na Pl-teoria.

Defini¢ao 9. Diremos que um subespaco V' de K(X) é um T-espaco se V é
invariante por todos os endomorfismos de K(X), isto é, ¢(V) C V para todo
¢ endomorfismo de K(X). Se, além de subespaco, V' é um ideal de K(X),
entao diremos que V € um T-ideal.

Observagao 7. Seja f(x1,...,x,) € K(X) € g1,...,9n € K(X) quaisquer.
Definindo a aplicagao h : X — K(X), pondo h(zx;) = g;, e considerando o
homomorfismo ¢y, : K(X) — K(X) que estende h, temos que ¢, € um endo-

morfismo de K(X) e ¢p(f(x1,...,20)) = f(on(x1), ooy on(xn)) = f(g1, s n),

donde seque que um subespago V' de K(X) é um T-espaco se, e somente se
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flg1,...9n) € V para todo f(x1,..2,) € V e quaisquer gq,...,g, € K(X).
Como veremos ao longo do presente texto essa propriedade tem grande im-
portancia do ponto de vista prdtico.

Exemplo 14. Sejam A uma algebra e W um subespago de A. Consideremos
o conjunto

V={f(z1,....,2,) € K(X) | f(as,...,a,) € W para todo as,...,a, € A}.
Segue claramente da Observacao 7 que V' é um T-espaco.

Exemplo 15. Consideremos a édlgebra M,,(K) e o conjunto
V=Af(z1,....,zn) € K(X) | tr(f(Ay,...,A4,)) =0,V Ay, ..., A, € M,,,(K)}.

Desde que tr (aplicacdo trago) é uma transformagao linear, o seu ntcleo é
um subespaco, e logo, pelo exemplo anterior, V' é um T-espaco.

Observacao 8. Sendo {Vy}, uma familia de T-espagos de K(X), € sabido
que N\Vy € um subespaco. Ademais, vemos com simplicidade que se ¢ € um
endomorfismo qualquer de Ko(X) e f € N\V), entdo f € V para cada A, e,
pelo fato dos Vs serem T-espacos, auferirmos que ¢(f) € Vi seja qual for
o A, e assim temos que ¢(f) € M\Vy, de forma a obtermos que NV €, em
verdade, um T-espaco.

Em consonancia com a Observagao 8, é pertinente definir o T-espacgo ge-
rado por um subcongunto S de K(X) como sendo a intersecgao de todos
os T-espagos de K(X) que contém S. Iremos denotar o T-espaco gerado
pelo subconjunto S por (S)7F. Ademais, quando tivermos um polinémio
f € (S)TF devemos usar a seguinte expressdo: f segue ou f € consequéncia

de S.

O que podemos observar diretamente da defini¢ao de (S)TF ¢ o fato deste
ser o menor T-espago de K(X) que contém S. No entanto, do ponto de
vista pratico, essa afirmacao nao é de grande relevancia, mas de sorte que o
resultado apresentado no préximo lema o sera.

Lema 5. Seja S um subconjunto de K(X). Entao, o T-espago (S)TE coincide
precisamente com o subespacgo vetorial V' de K(X) gerado pelo subconjunto

B={f(g1,»9n) | f €5, g1,..., 90 € K(X)}.
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Demonstragdo. Sejam f(z1,....,x,) € S e gi,....,9, € K(X). Sendo (S)T¥
um T-espaco e S C (S)TF, segue da Observacao 7 que f(gi, ..., gn) € (S)TE,
donde V' C (S)TF. Reciprocamente, basta notar que V é um T-espaco de

K(X)equeSC BCV. Segue daf que (S)TF C V. O

Definicao 10. Consideremos A wma dlgebra com centro nao trivial e
f(xy,...,zn) um polinomio em K(X). Diremos que f(x1,...,x,) € um po-
linomio central para a dlgebra A se:

1. flay,...,an) € Z(A) para quaisquer ay, ..., a, € A.
2. f(z1,...,x,) nao € uma identidade polinomial para A.
3. f(x1,...,x,) tem termo constante nulo.

Denotaremos por C'(A) o menor T-espaco que contém os elementos .1
(A € K), os polindmios centrais e as identidades polinomiais de A. Nao é
dificil ver que

C(A) ={f(x1,....,x,) € K(X) | fla1,...,an) € Z(A) paratodo ay,...,a, € A}.

Portanto, segue do Exemplo 14 que C(A) é um T-espago tal que T(A) C
C(A). Assim, sendo A uma Pl-dlgebra, o T-espa¢o C'(A) contém um T-ideal
nao nulo, o que nem sempre ¢é verdadeiro para um T-espaco qualquer como
veremos no 3° capitulo.

Recordemos agora que, quando A é uma algebra associativa entdo o Z(A)
é uma subdlgebra de A, isto é, Z(A) é um subespago fechado a multiplica-
¢do. Por esta razao, segue, diretamente da defini¢ao, que C(A) é fechado
a multiplicacao. No entanto, nem todo T-espaco possui essa propriedade,
basta observar, usando z; = FEi3 — Fo e 9 = FEy, que no Exemplo 15,
[x1,72]* ¢ V. Na segao seguinte, no caso especial do corpo base ser infinito,
mostraremos que todo T-espaco “absorve” comutadores.

Entre os exemplos mais importantes de T-espaco estao os T-ideais, os
quais passaremos a tratar com a merecida énfase.

Segue claramente da definicao que todo T-ideal é um T-espago, de modo
que todas as propriedades validas para T-espacos também devem ser validas
para T-ideais. Contudo, para evitar redundancias, algumas serao omitidas,
devendo ficar subtendidas. Pelo grau de importancia, enunciaremos os dois
resultados seguintes cujas demonstracoes sao similares as do caso de T-espago
e por isso serao exclusas.

Teorema 1. Seja I um ideal em K(X). Entao, I € um T-ideal se, e somente
se, f(g1,..-gn) € I para todo f(x1,...x,) € I € quaisquer gy, ..., g, € K(X).
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Observemos que a mesma analogia feita na Observagao 8 pode ser feita
para T-ideais. Também de modo analogo a T-espacos, definimos o T-ideal
gerado por um subconjunto S de K(X), denotado por (S)?, como sendo a
intersecgao de todos os T-ideais de K(X) que contém S. Assim como para
T-espagos, (S)T é o menor T-ideal de K(X) que contém S.

Lema 6. Seja S um subconjunto de K(X). Entao, o T—ideal (S)T coincide
precisamente com o subespaco vetorial de K(X) gerado pelo subconjunto

{hlf(gh 7gn)h2 | f € Sa hlah'2>gl7 <y gn € K<X>}

Observacao 9. Notemos que de acordo com a lema anterior e o Lema I,
auferimos que se J € um T-ideal de K(X) gerado por um conjunto S, entdo
J € exatamente o T-espago de K(X) gerado pelo conjunto

St =Azp1f(z1, .y xn)xema | f €S}

Nessas condicoes, uma vez encontrado um conjunto gerador, como T-ideal,
para J, automaticamente, encontra-se um conjunto gerador de J como T-
€spaco.

Seja A uma algebra. Nao é dificil notar que a soma de identidades polino-
miais de A é ainda uma identidade polinomial de A, e que o produto de uma
identidade polinomial de A por um polinémio qualquer de K(X) ou por um
escalar qualquer de K é também uma identidade polinomial de A. Diante
disso, temos que o conjunto das identidades polinomiais de A é um ideal de
K(X), o qual é denotado por T'(A). Portanto, dizer que A é uma PI-dlgebra
¢ equivalente a dizer que o ideal T'(A) ¢é diferente {0}. Como veremos adi-
ante, o ideal T'(A) é, em verdade, um T-ideal, o qual tem propriedades que
se tornam ferramentas importantes para responder questoes, de forma geral,
da prépria édlgebra A. Dissertaremos um pouco sobre o ideal T'(A).

Lema 7. Sejam Ay e As dlgebras e ¢ : Ay — Ay um homomorfismo sobre-
jetio de dlgebras. Entdao T(A;) C T(Asg).

Demonstracao. Sejam f(x1,...,x,) € T(Ay) e by, ..., b, elementos arbitrarios
em A,. Pela sobrejetividade de ¢, podemos tomar ay,...,a, € A; tais que

o(a;) = bi. Assim, f(by,...,b,) = f(P(x1),...,0(x,)) = o(f(ay,...,a,)) =0 e

o resultado segue. O]

Definicao 11. Sejam Ay e As dlgebras. Dizemos que estas sao Pl-equivalentes
Se T(Al) = T(AQ)
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Observacao 10. Observemos que seque do Lema 7 que duas dlgebras quais-
quer isomorfas sao Pl-equivalentes. No entanto, a reciproca deste resultado
nao € verdadeira, pois, como veremos adiante, duas dlgebras comutativas
quaisquer (unitdrias e com 1 diferente de 0) sobre um corpo infinito sao PI-
equivalentes. Nao obstante, notemos que R e C sao R—dlgebras comutativas
nao isomorfas, ji que possuem dimensoes 1 e 2, respectivamente.

Proposigao 2. Sejam A uma dlgebra, B uma subdlgebra e I um ideal de A.
Entao, temos:

1. T(A) C T(B).
2. T(A) C T(A/I).

Por sua simplicidade, dispensamos a demonstracao da proposicao ante-
rior. Em verdade, é proficuo salientar que as inclusoes de ambos os itens,
podem ser proprias. No tocante ao primeiro item, consideremos o seguinte
exemplo: seja K um corpo de ordem p (primo) e F uma extensdo de K de
ordem p?. Temos que K e F, vistas como K-dlgebras, sao associativas, comu-
tativas e unitarias. Com efeito, nao é dificil ver que o polinémio f(z) = 2P —x
é uma identidade de K, mas nao é de F, e portanto T'(F) C T(K). Agora,
tomemos uma Pl-algebra A de modo que T'(A) # Ko(X) e I = A, logo
Ko(X) = T(A/I), e assim também constatamos que a inclusdo no segundo
item também pode ser proprias.

Teorema 2. Seja A uma dlgebra. Entao, T(A) € a interse¢ao dos nicleos
de todos os homomorfismos de dlgebras de K(X) em A.

Demonstracao. Efetivamente, tomemos

J = mKerng

tal que ¢ é um homomorfismo de K(X) em A. Notemos que se f(z1,...,z,) €
T(A) e ¢ : K(X) — A é um homomorfismo, entao &(f(z1,...,z,)) =
flo(xy), ..., d(xy,)) =0, ja que f(ay,...,a,) = 0 para quaisquer ay, ..., a, € A,
e assim temos que f(z1,...,x,) € Ker¢. Como ¢ é arbitrario, obtemos que
f(zy,...,x,) € J e portanto T(A) C J. Reciprocamente, seja f(xq,...,x,) €
J. Consideremos ay, ...,a, quaisquer e h : X — A tal que h(z;) = a;.
Agora, tomando ¢, : K(X) — A o homomorfismo que estende h, temos
f(zq,...,x,) € J C Kergy, donde

0=on(f(z1,...;z0)) = f(On(x1), ..., dn(zn) = flag, ..., an).

Como ay, ..., a, sao arbitrarios, segue o resultado. O
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Proposigao 3. Seja A uma dlgebra. Entao T(A) é um T—ideal de K(X).
Reciprocamente, se I é um T—ideal de K(X), entdo existe uma dlgebra B
de tal modo que T(B) = 1.

Demonstragao. Sejam f(xq,...,x,) € T(A) e ¢ € EndK(X) fixos, mas ar-
bitrarios. Consideremos ¢ um homomorfismo de K(X) em A também arbi-
trario. Como 1 o ¢ também é um homomorfismo de K (X) em A, segue que
T(A) C Ker(o8), e assim 0 = (0 8)(f) = $(é(f)), donde, ¢(f) € Ker,
e o resultado segue, ja que v é arbitrario (vide Teorema 2).

Reciprocamente, consideremos a algebra quociente B = K(X)/I. Logo,
se f(xy,..,z,) € I e G1,...,0, € B/I sao elementos quaisquer, temos
f@1,-,92) = f(g1,...,9n) = 0. Essa tltima igualdade segue do Teorema
1. Desse modo, temos que f(xy,...,z,) € T(B), e portanto [ C T'(B). Para
a inclusao contraria, usemos a projecao canonica

T K(X) — B=K(X)/I

fo— w(f)=7
Desde que 7 é um homomorfismo de algebras, segue do Teorema 2 que
T(B) C kerm = I, o que conclui a nossa demonstragao. O

E oportuno enfatizar que essa tultima proposicao nao pode ser generalizada
aos T-espagos. Veremos no capitulo 3 que nao pode existir uma &algebra A

de modo que S? = C(A), onde S? = (a1, z5])TE.

Observagao 11. As ideias de T-espagos e T-ideais em Ko(X) sao andlogas
as que foram apresentadas acima sobre a dlgebra ndao unitdria K(X), de modo
a valer, com os devidos ajustes, as mesmas propriedades que jd foram exibidas
anteriormente. Dentre estas, temos que se A € uma dlgebra associativa (nao
necessariamente unitdria), entao T(A) também é um T-ideal de Ky(X).

Seja A uma &lgebra. A um subconjunto S C T(A) tal que T(A) = (S)7
chamaremos de base das identidades polinomiais de A. Como enfatizado na
introdugao, o problema da existéncia de uma base finita do T—ideal T'(A) de
uma algebra associativas, quando o corpo tem caracteristica 0 (zero) (que é
o caso preponderante no presente trabalho), é conhecido como problema de
Specht, ao qual Kemer deu uma solugao positiva (veja [11] e [12]). Todavia,
quanto a descricao de tal base, de modo geral, ainda é um problema em
aberto.
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1.5 Polindmios Multi-homogéneos e Multili-
neares

No estudo da Pl-teoria, os polinomios multi-homogéneos e multilineares
desenvolvem um papel muito importante e, por esta razao, dediquemos essa
secao ao estudo desses polinomios. Veremos adiante que, sob certas condi-
¢oes, esses polinomios podem gerar T-ideais e T-espacos.

Defini¢ao 12. Sejam m € K(X) um monémio (nao nulo), f € K(X) um
polinémio (nao nulo) e x; € X uma varidvel. Entdo, definimos:

1. O grau de m em z;, denotado por deg, m, como sendo o nimero de
ocorréncias de x; em m.

2. O grau de f em x;, denotado por deg,. f, como sendo o mdrimo dos
graus em x; de seus monomios nao nulos.

Definicao 13. Diremos que um polindmio (nao nulo) f € K(X) é homogeé-
neo em x; se todos 0s seus monomios nao nulos tém o mesmo grau em x;. Se
particularmente tivermos deg,. f =1, entao diremos que f ¢ linear em ;.

Defini¢ao 14. Diremos que um polinémio (ndo nulo) f € K(X) é multi-
homogéneo se f for homogéneo em todas as suas varidveis, se em especial
tivermos que f € linear em cada uma de suas varidveis, entao diremos que
f é multilinear.

Observacgao 12. Seja f(xy,...,2,) € K(X) um polinémio multi-homogéneo.
Entao, definimos o multigrau de f como sendo a n—upla (ay,...,a,) € Np
tal que a; = deng f. Denotando por h,,.. a,) a soma de todos os monomios
de f com um dado multigrau fizo (ay,...,a,) € Ni, € de fdcil percepcao que
o polinomio h,... q,) € multi-homogéneo e que f = Z(a1,...,an)€N8 Pas,....an)-
Assim, obtemos que f pode ser escrito como sendo uma soma de polinomios
multi-homogéneos. A cada polinémio h, . .,y nos referimos como sendo a
componente multi-homogénea de f de multigrau (ay,...,a,). Diante disso,
auferimos que f € um polinomio multi-homogéneo se, e somente se, possui
uma unica componente multi-homogénea.

Exemplo 16. O polinomio
=2 -3 4 — 7
f(z1, 9, x3) = 22122 T1Tox3 + 4ToT + T1ToX3T2 — T5X1 T3

€ homogéneo apenas em x1 e suas componentes multi-homogéneas sao:
h(1,1,0) = 21129 + 4wo1y, h(1,1,1) = —3w1wom3 € h(1,2,1) = T1T2T3T2 — 96’%3511’3-
Ademais,

f=h(1,1,0)+h(1,1,1) + h(1,2,1).
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Exemplo 17. O polinomio de Hall do Fxemplo 11 é multi-homogéneo de
multigrau (2,2, 1) pois, ao expandir aquele polindmio, temos

flan, ez, m3) = [[on, 22, 23] = 225217505 — 11232, 75 — 2,0 17005 +
TyT Tl Ty — T3TTol Ty + TaT THT| + TyToTiTy — T3TyT Toly.

Exemplo 18. O polinémio f(x1,x2) = [x1, T3] = x129— 2221 € um polinémio
multilinear de grau 2. Mais geralmente, se x;,, ..., x;, sao varidveis distintas
en > 2, entao o polinomio f(xy,....x;) = [Ti,-.., x| € um polinémio
multilinear de grau igual ao tamanho do comutador, isto €, n.

Quando se quer mostrar que um dado polinomio é uma identidade po-
linomial para uma certa dlgebra, geralmente tomamos elementos arbitrarios
da algebra em questao e efetuamos os calculos. Porém, veremos no préximo
lema que esse trabalho se reduz aos elementos de uma base, caso o candidato
a identidade polinomial seja multilinear.

Lema 8. Sejam f(x1,...,x,) € K(X) um polinomio multilinear, A uma dl-
gebra e 8 um subconjunto que gera A (como espago vetorial). Entao, € uma
tdentidade polinomial para A se, e somente se,
flug,...,u,) =0, para quaisquer uy, ..., u, € 3.

Demonstragao. Sendo f(xy,...,x,) é uma identidade polinomial para A, en-
tao é claro que f(uy,...,u,) = 0, para quaisquer uq, ...,u, € . Reciproca-
mente, tomemos ag, ..., a, elementos fixos, mas arbitrarios em A. Escrevendo
B ={u; | i € I}, entdo, para cada i = 1,...,n, tem-se a; = Zjiel Aij;Uj; com
Aij; € K (quase todos nulos). Temos entao, pela multilinearidade de f, que

f(al,...,an) = f(z)‘ljlujn"'?Z)‘nj7Lujn)

jiel jnel
= D ) M A gy ug,) = 0.
GI€l g€l
Portanto, f(z1,...,x,) € T(A). O
Exemplo 19. Os polindmios
f(@1, @2, 23) = [21, T2, 23] e

(@1, s o) = (@1, To]. [Tok—1, o) — (= 1) [To1)s To@))-- [To(2r-1) To(2k)]
onde o € Sy, sao identidades polinomiais da algebra exterior £ do Exemplo
4. De fato, notemos que

[eil...eik, €j1...€jm] = €4...€;,€5,...€5, — €j,...€5,,€i,...€,

_ mk
= €4;...6;,.65...€5,, — (—]_) €iy-€i €. Cj .
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Logo, se m ou k for par temos que [e;,...e;,,€j,...€j, | = 0. Por outro lado,
se m e k forem fmpares, entao [e;,...e;, , €j,...€;,.] = 2€;,...€;,€j,...;,. € Ey, ja
que m + k € par. Nessas condigoes, como o comutador ¢é bilinear, temos que
la,b] € Ey = Z(FE) para quaisquer a,b € E, e assim obtemos que [[a, ], ¢] =0
para quaisquer a,b, ¢ € E| implicando que [z, x5, 23] é uma identidade para
a algebra exterior.

Quanto a g, comecemos por tomar by, ....,ba, € Eg € cq,...,cor € E7 ele-
mentos arbitrarios. Notemos que [b;, ¢;] = 0 para quaisquer [,i € {1, ..., 2k},
e assim auferimos que qualquer substituicao em g por elementos do conjunto
{b1, ..., bag, c1, ..., Car } que contenha algum b, numa das entradas de g deve ser
nula. Portanto, segue dessa tltima obtencao, da multilinearidade de g e da
bilinearidade do comutador que basta mostrarmos que g(cy, ..., cax) = 0 para
obtermos, segundo o lema anterior, que g ¢ uma identidade polinomial para
a algebra exterior £ (lembremos que Ey U F; gera E como espago vetorial).
De fato, notemos que

9(017~-,C2k) = [01702]'--[0216—170%] _(_1)0[00(1)7CU(2)]~~[CJ(2k—1)7CU(Qk:)]

2" (c100...con—102k — (—1)7Co(1)Co(2) ---Co(2h—1)Co(2k))

observando que ¢;¢; = —c;c; para quaisquer ¢, € {1,...,2k}. Assim, se o
fosse uma transposigao entao

Cs(1)Co(2)-+-Co(2k—1)Co(2k) = —C1C2...Cok—1C2k-

Como, para todo efeito, ¢ é um produto de transposigoes, temos que se na
composicao de o tem uma quantidade par de transposicoes, entao

Co(1)Co(2)---Co(2k—1)Co(2k) = C1C2..-C2k—1C2k
e, sobretudo, o é par, isto é, (—1)7 = 1, e assim
2F (CIC2~~CQI<;—IC2I<; — (—1)000(1)05(2)--.Ca(zk—nca(%)) =0.

Por outro lado, supondo que na composicao de o apareca uma quantidade
impar de transposicoes, entao

Cs(1)Co(2)--+-Co(2k—1)Co(2k) = —C1C2...Cok—1C2
e, sobretudo, o é impar, ou seja, (—1)7 = —1, e assim também temos
2% (c1ca..con—100k — (—1)7Co(1)Co(2) ---Co(2k—1)Co(2ky) = 0.

E o resultado seque.
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Exemplo 20. Sejam n € N e A é uma élgebra de dimensao menor do que
n. Entao o polinomio standard

Sp (X1, ey Tp) = Z (—=1)7Zo(1)---To(n)

O'ESn

é uma identidade polinomial para A. De fato, comecemos por tomar  uma
base para A. Entao, se uq,...,u, sao elementos arbitrarios em 3, devem
existir ¢ # j tais que u; = u;. Agora, consideremos 6 = (i j) € S,. Temos
que S, = A, U0A, = A, U{lo |o € A,},onde A, = {pu e S, | uépar}.

Ajuntando, os dois fatos obtidos, temos que

sn(ul, ey un) = Z (—1)“u0(1)...u0(n)

ogESh

= Z (—1)JUU(1)...UU(n) + Z (_1>00u00(1)--'u90(n)
O'EAn O'EAn

= Z ua(l)-”ua(n) — Z Ugo—(l)...UOU(n) =0
O'GAn (J'GAn

uma vez que Ups(k) = Uqs(k) Para todo k, jd que o caso a ser observado ¢
quando ok) = i, j, mas, neste caso, temos ug(j) = u; = u; = Ug(;). Portanto,
segue do Lema 8 que o resultado, proclamado como tese, é verdadeiro.

Denotando por P o conjunto de todos os polinémios multilineares de
K(X), tem-se claramente que P é um subespago de vetorial de K(X). Além
disso, sendo z1, ..., x, € X, observemos que o conjunto de todos os polinomios
multilineares nessas varidveis é um subespaco vetorial de P o qual denotamos
por P,. Além disso, reparemos que o conjunto

{$U(1)...xg(n) ’ o c Sn}

¢ uma base para P,, donde segue que dim(F,) = n!. Nessas circunstancias
convém escrever um polindomio multilinear nas variaveis x4, ..., z,, da forma

flz,.yxy,) = Z Ao Lo (1)--Lo(n)-

gESy

O subespaco P, é basilar no estudo das chamadas codimensoes e sera de fun-
damental importancia nos proximos capitulos. Quando necessario, devemos
escrever P,(z;,,...,z;, ) para significar o espago dos polinomios multilineares
nas variaveis (distintas) x;,,...,z;, € X, do contrdrio, escreveremos simples-
mente P,. Ademais, sendo V um subespago de K (X), entao devemos escrever
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Vi e V(24 ..., x;,) para significar, respectivamente, os subespacos V N P, e
VN P(xiy, .., xi,).

Um fato interessante envolvendo as PI-dlgebras e o espaco vetorial P, é
que dada A uma PI-algebra sobre um corpo qualquer, entao T'(A)N P, # {0}
para algum n > 2, em outras palavras, toda PI-algebra possui uma identidade
multilinear nao nula, e esse fato segue diretamente como corolario do proximo
teorema.

Teorema 3. Seja K um corpo qualquer e V- um T-espago nao nulo de K(X).
Entao, tem-se que V' possui algum polinomio multilinear nao nulo.

Demonstracdo. Ansiando a organizacao dessa demonstracao, a faremos em
trés passos:

I) Como o primeiro dos passos, consideremos um monodmio da forma
M1, ..., T) = METIMAT] ..My 1 T1 My,

onde cada m; é uma palavra (possivelmente vazia) nas varidveis xs, ..., Ty
e deg,, m = n > 1. Perceba que

/
m (xla ey Ly karl) = m(x1+xk+17 EEE) xk)_m(xk+17 L) xk)_m(mh EEE) xk)
’ . N . ~ / !
¢ um polinomio nao nulo tal que deg, m =n—1=deg, m.

IT) Nesse segundo momento, tomemos f (1, ...,x;) € K(X) um polindmio,
nao nulo, tal que deg,, f = n > 1. Consideremos f;(zy,..., ;) como
sendo a soma de todos os monomios de f de grau j em z, para cada
0 < j <n(f; échamado de componente homogénea de grau j em x, de
f). Observemos que f = fo+ fi1+...+ f, e que cada f; é um polinémio
homogéneo em z; de grau j. Perceba que

9wy, xry) = f(rr+y, 22, 1k) — f(yn, 2o, W)
— [z, 29, ..., xp)

fo(zr +y1, zoy s mp) + oo+ folxr + y1, 22, .0y )]
Jo(yr, @2y ooy k) + fuly1, T2, ..y )]
fo(z1, e, .y xp) + oo + frlx1, T2y .oy 1))
fo(zr + y1, z2, ooy i) — folyr, 2o, ..., Tk)

folzr, o, oy xp)] + oo + [fu(x1 + y1, 22, .0y k)
— falyr, xo, oy k) — fulxy, 2o, .0y k)]

[
[
[
[

Pelo primeiro passo, para os j > 1, cada monomio de

[.fj(xl + Y1, T2, 7'7;]6) - fj(y17x27 7:Bk') - fj(xlax% 7xk’)]
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tem grau j — 1 em 2 e y;, e assim cada f; tem grau j — 1 em a2
e y;. Consequentemente, g tem grau n — 1 em x; e y;, e assim pela
Observagao 7, tem-se que g € I. Repetindo esse processo quantas vezes
for necessario, obteremos um polinémio linear em z; que pertence a 1.

IIT) Por tltimo, seja f(z1,..,xx) € I. Usando a Observacao 7, basta repetir
o processo mostrado nos passos (1) e (II) quantas vezes for necessario
em cada varidvel x;, tal que deng f > 1, para obter o resultado exaltado
como tese.

]

Veremos posteriormente que, quando o corpo em questao tem caracte-
ristica zero, que é o caso imperante no presente trabalho, um 7T'—ideal, ou
mais geralmente, um T-espago é, em verdade, gerado pelos seus polinémios
multilineares.

Por hora, supondo char K = 0, vamos ao fato apreciavel a respeito de
um polinémio homogéneo qualquer f(zy,...,x,) € K(X) em que, através de
substitui¢coes convenientes, podemos obté-lo como consequéncia de polino-
mios lineares, em um processo de nome sugestivo chamado linearizacao, o
qual passamos a descrever.

Seja f(x1,....,2,) € K(X) um polinomio multi-homogéneo de grau
m > 2 em x;. Tomemos y; e yy variaveis distintas de zs, ..., x, e consi-
deremos o polinomio h(y1, Yo, T2, ..., x,) = f(y1 + Yo, T2, ..., T,). Agora ob-
servemos que sendo hi(yi,Ye, T2, ..., T,) a componente homogénea de grau
1 em y; do polinémio h(yi,ya, T2, ..., ,), tem-se claramente que deg,, h; =
m — 1 e que hy(y1,y2, T2, ..., T,) € multi-homogéneo. Além disso, notemos
que hy(x1, 21, 29,...,2,) = mf(xy,...,2,). Se tivermos, pois, que o grau
de hi(y1,ye, T2, ...,x,) em yo é 1, entdo obtemos um polindmio nas varia-
veis 1, Y2, T, ..., T, € linear em y; e y9, do qual f pode ser obtido a me-
nos de um multiplo da unidade do corpo em questao. Se porém, o grau
de hi(y1,y2, Ta, ..., x,) em yp nao for 1, entdao repitamos o mesmo processo,
apresentado anteriormente, quantas vezes o for necessario, até obtermos um
polinémio nas variaveis y;, ya, ..., Ys, o, ..., L, (duas a duas distintas) e linear
nas variaveis y1, ¥, ..., ¥, do qual se pode obter f (a menos de um multiplo
da unidade do corpo em questdo). Usando essa mesma técnica nas varidveis
Zo, ..., T,, de certo, obteremos um polinomio multilinear, do qual podemos
obter f (a menos de um multiplo da unidade do corpo em questao).

Para melhor assimilagao desse processo, vamos a um exemplo.

Exemplo 21. Linearizemos o sequinte polinomio f(x1,xs,x3) = xiTox3 +
T1Tox3x1. Temos,
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h(y1, Yo, T2, 23) = (Y1 + Y2) a3 + (Y1 + y2)a3(y1 + y2)
= (Y + UTY T 1YY T Y1YE T Yot Yol Yo Yoy + Y5) Tt
Y1T2Y1T3Y1 + Y1T2Y1T3Y2 + Y1T2Y2T3Y1 + Y122Y2T3Y2
Y2T2Y123Y1 + Y2X2Y1T3Y2 + Y2T2Y2X3Y1 + Y2X2Y2T3Y2

Logo,

hi(yi, Yo, T2, 3) = (Y13 + Ya¥1Ya + Yoy1)TaTs + Y1ToYaT3ys
+  YoZoY1T3Y2 + YoToYo2X3Y1.

Ademais, notemos que
hi(21, 21, 2, 23) = 3($:13$2$3 + 2120w321) = 3f (21, T2, 23)

Observemos que o polinomio hq(y1, Y2, T2, x3) é linear em yi, x5 e x3 . Re-
petindo esse processo, em 5, obtemos um polinomio multilinear do qual f
pode ser obtido (a menos de um multiplo da unidade do corpo em questao).

Observacao 13. Recordemos do salientado na Observacao 12 que todo po-
linémio pode ser expresso como soma de polinomios multi-homogéneos. Ajun-
tando esse fato ao processo de linearizacao, apresentado anteriormente, au-
ferimos que todo polinomio pode ser linearizado.

Ainda em acrescéncia a Observacao 12, mostraremos na proposicao se-
guinte que se o corpo base for infinito, entdo qualquer T-espago de K(X) é
gerado por seus polindmios multi-homogéneos. Veremos a posteriori que esse
fato serd de grande ajuda no sentido pratico da questao.

Proposicao 4. Seja V um T-espago de K(X) e f(x1,...,xm) um polinémio
qualquer em V. Suponha que K € infinito. Entdo cada componente multi-
homogénea de f pertence a V' (dizemos entio que V' é multi-homogéneo).
Consequentemente, V € gerado pelos seus polinomios multi-homogéneos.

Demonstragao. Seja n = deg,, f. Para cada j =0,1,..,n, tomemos f; como
sendo a componente de f de grau j em xy. Dai, f = fo+ fi+...+ fn. Agora,
escolhamos Ao, A1, ..., A, dois a dois distintos em K. Isso é possivel, pois K,
por hipotese, é infinito. Notemos que, para cada 7 = 0,1, ..,n, temos

95 = FO1, ) = fo+ M4 Xfa b+ A

donde
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1 Xo A% )\8 fo 90

PV ATV N I I

A primeira das matrizes é conhecida como matriz de Vandermonde e é in-
vertivel. Portanto, temos

-1

fo L A N o N 90
0 0
fi _ I N )\% to )\? g1

e assim cada f; pode ser obtida como combinacao linear das g;'s. Por outro
lado, cada g; pertence a V', ja que é obtida por uma substituicao em f € V e
V' é um T-espago. Logo podemos concluir que cada componente f; pertence
a V. Observemos que cada f; é homogéneo em x;. Repetindo o mesmo
processo, agora na variavel x5 em cada f;, obtemos que as componentes ho-
mogeéneas de f; em xy pertencem a V. Seguindo esse esquema, claramente,
obteremos que cada componente multi-homogénea de f pertence a V. Ade-
mais, pela Observagao 12, f é soma de suas componentes multi-homogéneas,
e consequentemente concluimos que V' é gerado por seus polinomios multi-
homogéneos. [

Observacao 14. Destacamos, na proposi¢ao anterior, valida também para
T-ideais, a necessidade da infinitude do corpo para legitimidade da tese, tam-
bém para T-ideais. Porquanto, se tomarmos K um corpo de ordem p e con-
siderarmos K como uma K-dlgebra, temos que f(x) = 2P —x € T(K). No
entanto, claramente, tem-se que xP,x ¢ T(K) (T(K) é T-ideal, consequen-
temente T-espago).

Como incitado na Observacao 10, veremos agora, a luz da Proposicao 4,
que todas PIl-algebras comutativas e unitarias sobre um corpo infinito sao
Pl-equivalentes.

Exemplo 22. Consideremos K um corpo infinito. Supondo que A é uma
K —dlgebra comutativa e unitdria qualquer, entio I = ([x1,22))T = T(A). E
fato conhecido que [z1,x9] € T'(A), e logo I C T(A). Observemos agora que
T(A) é gerado por seus polinémios multi-homogéneos, ja que K é infinito, e
assim basta mostrar que todo polinémio multi-homogéneo de T'(A) pertence
a I, para termos a inclusdo contraria. Seja, pois, f(z1,...,x,) € T(A) um

37



polinémio multi-homogéneo como multigrau (ay, ..., a,). Usando a igualdade
r;x; = v;x; + [z, z;] em cada mondémio de f, inferimos que

f(z, .., zp) = Axfta2 (mod I).
Dai, f(xy,...,x,) — Az{*...xf € I CT(A). Como f(xq,...,x,) € T(A), temos
que \z{'..x% € T(A). Substituindo cada x; por 1, obtemos que A = 0, e
consequentemente f(z1,...,x,) € I. Portanto, o resultado segue.

Consideremos o processo de linearizacao descrito anteriormente, agora
sob a hipdtese da caracteristica do corpo em questao ser igual a zero. Entao,
se regressarmos ao momento em que hy(ry, X1, Ta, ..., Tp) = nf(T1, ..., Tp),
podemos observar que f(z1, ...,x,) = n ‘hy(x1, 1, Ts, ..., 7,). Logo podemos
concluir que h; segue de f e f segue de hy, isto é, (f)TF = (h)TE. Seguindo
aquele processo e usando o fato de charK = 0, facilmente concluimos que
existe um polindémio multilinear g tal que (f)TF = (¢)TF. Essa constatagao
¢ a sumula da demonstragao do préximo teorema.

Teorema 4. Seja V um T-espago de K(X), com charK = 0. EntaoV ¢
gerado pelo seus polinomios multilineares.

Demonstracao. De fato, basta notar que K ¢ infinito e pela Proposicao 4 tem-
se que V é gerado pelos seus polinomios multi-homogéneos. Além disso, em
remate, foi frisado anteriormente que, em caracteristica zero, os polinomios
multi-homogéneos de V' seguem dos polinomios multilineares de V' e vice-
versa, e portanto temos o resultado. O

Corolario 1. Suponha charK =0 e sejam V e W T-espagos de K(X). Se
VNP, =WnP, para todo n € N, entao V=W

Como prometido, veremos agora que, quando K ¢é infinito, os T-espacos de
K (X)) sdo fechados a comutadores, ou melhor, sdo ideais da dlgebra K (X )(~).

Teorema 5. Sejam K um corpo infinito e V- um T-espago de K(X). Entao,
[f,g] €V para quaisquer f € V e g € K(X).

Demonstra¢ao. Primeiramente, considere h(zy, .., x,) = z1...zx um monomio
e, para cada i = 1,..,n, o conjunto A; = {j € {1,...,k} | z; = x;}. Fixemos
i€{1,...,n} e escrevamos

h(l’l, .y In) = h(]xihlxih2---hmi—1xihmia

onde cada h; é uma palavra, possivelmente vazia, que independe de z;. Note
que m; = deg, h = |A;|. Consideremos agora, y; uma variavel distinta das
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varidveis {x1, ...,z } € g;(x1, ..., Zn, y1) como sendo a componente homogénea
de grau 1 em y; do polinomio h(xq, ..., x; 1, Z; + Y1, Tix1, -y Tn). LOZO,

Qi(fEh-uaImyl) = Zhoxihl---%‘hz-lylhl%---hmi—lxihmi
=1

= E Z1e--Zj—1Y1%541--- k-
JEA;

Desde que A1U....UA,, = {1, ..., k} e estes conjuntos sao dois a dois disjuntos,
auferimos que

k
(A1, ooy @), T = 22’1-‘-%‘ (25 Tnt1] 212
j=1
n
= Z Z 2125 Tiy T | 25412k
i=1 jEA;

n
= Zgi(l‘h ooy Ly ['Tia :L‘n—‘rl])-
1=1

Agora, de fato, vamos a demonstracao do teorema em questao. Com efeito,
sendo K infinito, basta supor f(z1, ..., z,) multi-homogéneo. Consideremos,
paracadai € {1,...,n}, gi(z1, .., x,, y1) como sendo a componente homogénea
de grau 1 em y; do polinomio f(x1,...,x;—1,%; + Y1, Tit1, ..., Tn). Usando o
mesmo processo descrito anteriormente em cada monoémio de f(xq,...,x,) e
a linearidade do comutador, temos que

Lfs Tnpa] = Zgi@h vy Ty [Ty Ty ).

i=1

Como cada g;(x1, .., Tp, [Ts, Tny1]) € V, 0 resultado segue. O

1.6 Polindmios Préprios

Intentando a expansao dos resultados que se debutaram até o presente
momento, necessitamos de importantes propriedades obtidas com o estudo
dos chamados polinomios proprios. Por esta razao, trataremos desses proe-
minentes polindmios nesta sec¢ao.

Comecemos por considerar o conjunto

ComX = {[wg,...,x;,] | n>2, 1, € X}
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Denotemos por B(X) a subdlgebra unitaria de K(X) gerada por ComX.
Quanto aos seus polinomios, referir-nos-emos a eles como polinomios pro-
PTIoSs.

Consideremos o proximo teorema, cuja demonstracao pode ser encontrada
em [6], capitulo 4.

Teorema 6. Seja f(xy,...,x,) € K(X). Entao existem tunicos polinomios
We(T1, .oy ) € B(X), com a = (ay,..,a,) € Ny, tais que

flxy, .y, = in‘l...x;ﬁ"wa(xl, ey T
a

A demonstracao do teorema anterior chega a se confundir com a maneira
préatica de se resolver um exemplo em particular, bastando apenas usar a
segunda e a quarta identidades do Lema 1 quantas vezes o for necessario.

Exemplo 23. Consideremos o polinémio f(xq,xs,r3) = x3212221. Usando
as identidades sugeridas do Lema 1 temos

T3T1Tol1 = X 1TaT1T3 + [T3, T12T22]
= $%$2$3 + 21 [xe, x1) T3 + T1X[T3, 1] + |23, X122 Ty
= 2iwoms + 1123[w0, 11 + 21|19, 11, T3] + 2120 [W3, 1] +

+  xi[ws, xe]wy + (13, 1] W27
Como
T1[x3, To]r) = Ti[23, To] + T1[T3, To, T1]
e

(3, x1]T2m1 = XofTs, 21]X1 + (T3, 21, T2] 21
- CCQ'Z‘I[:LB? xl] + .CUQ[[LB, Xy, Il] + Il[‘rfi) X1, .172] + [$37 X1, T2, l‘l]
= mTafws, 1] + (T2, x1][T3, 1] + To[T3, 21, 1] + 1 [T3, 21, T

+ (23,71, 72, 11]
inferimos que

f(x1,20,23) = $%$2$3 + x123]X0, 11| + X1 [T2, T1, T3] + T1T2[T3, 1] +
+  ai[xs, vo) + 2[5, T2y 1] + T1TS[T3, 1) + [0, 1] [T, 1] +

+ $2[$3,ﬂ71,$1] +$1[$37$1,$2] + [$3;$1,$2,$1]-

E portanto temos f da forma proposta no teorema anterior.
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O fato que faz dos polinomios préprios objeto de grande valéncia, quanto
ao estudo da Pl-teoria, é que, na hipdtese de infinitude do corpo em questao,
os T-ideias sao gerados (como T-ideais) por esses polinomios. A demonstra-
cao desse fato segue de forma direta do préximo lema.

Lema 9. Seja [ um T—ideal de K(X), com o corpo K infinito. Supo-
nha que f(x1,...,x,) em K(X) € um polinomio multi-homogéneo tal que
f(z1,...;x,) € 1. Entao cada wy(xy, ..., z,) pertence a I (wy(xq,...,x,) como
no Teorema 6).

Demonstrac¢ao. Sendo deg f,, = m, temos

flrr+ Lzg, ) = Z(ml + )M a2 airw,(xy + 1, z0..., xy)

a

— Z (i (Cil)xi)xg?..xfl"wa(:rl, X)) €1

a =0

pois wu(x1 + 1, 29...,2,) = we(x1,Z2...,2,), uma vez que w, é polinémio
préprio. Notemos agora, que a; + deg, w,(z1,...,z,) = m para quaisquer
(ay,...,a,) € Ny. Assim, considerando a"* = max{a; | a = (ai,..,a,)},

temos
max
deg,, (E 92 ..., xl,...,xn)) =m — a"™.
a

max max

Observemos, pois, que se a = (ay, ..., a,) é tal que a; < a** ou a; = af

1 > 0, entao

(S

degrl (Q;l ;CSQ, x;‘lnwa(:cl, ,:Cn)) >m — arlnax.

Portanto,

g 92 et we (T, ey Ty, el,
amax
1
max

j& que este polinémio é a componente multi-homogénea de grau m — af
em z; do polinémio f(x; + 1,9, ...,z,) € I (ver Proposicao 4). Claramente,
como [ ¢ ideal,

ai .,a2 a
g P g2 i we (T, ..y ) el
amax
a 1

donde

g(x1, .y my) = flog, .. x,) — (in”x;z X, (xq, ...,xn)> el

max
a ay
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O polinoémio g é da forma

g(x, .y y) = (Zw”{lxg Sy wa(xl,...,xn)) .
“ a1<arlnax

Indutivamente, obtém-se que

<Zx2 o, xl,...,xn)) el
a1 fizxado

Agora, basta repetir o mesmo processo, descrito acima, nas variaveis xs, ..., T,
para obter que
We (1, oy Tp) €T

para qualquer (aq, ..., a,) € Np. ]
Corolario 2. Sejam K infinito e I um T-ideal de K(X). Entdo,
I ={InB(X))".

Recordemos o Exemplo 19, onde vimos que o polinémio f(xy, s, x3) =
[1, T2, 23] é uma identidade polinomial para a dlgebra exterior E do Exemplo
4. Caso o corpo base seja infinito e de caracteristica diferente de 2, veremos
a seguir, como primeira aplicacgao dos polinomios préprios, que o polinomio
[x1, T2, x3], em verdade, forma uma base para as identidades polinomiais da
algebra exterior. No entanto, para tal, precisamos do seguinte lema.

Lema 10. Sejam f um polinomio qualquer em K(X) com charK # 2,
C1...C,, (n > 1) um produto de comutadores com entradas em K(X) e o
T-ideal I = {[z1, 2, x3])T de K(X). Entao,

(a) (@1, @o)[a, 3] € 1.
(b) [w1, zo)[w3, 24] = —[21, 4[5, 5] (M0 I).

(c) [Cy..Ch  fl €T € C..Cf = fC1...C,, (mod I).

Demonstragao. Assuma, por um momento, que (a) seja verdadeira. Entao,
temos [x1, 2 + x4)[x2 + 24, 23] € 1. Logo,

[x1, 22 + :1:4]"[952 + g 23] = ([x1, 2] + [21, 24]) ([22, 23] + [24, 73])

el

— \([:):173;2][1‘271’3] i— [I1,$4] [334’1‘3])/"’_

el
+  [z1, zo][Ta, 3] + 21, 4] [22, T3]
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Dai,
(1, Zo|[T4, T3] + [T1, 24][T2, 23] € I.
Portanto

(1, To|[x3, T4) = —|x1, T4][23,22] (mo0d I).

Para verificar o item (a), procedemos como segue:

[331,515%,953] = [[96’171'%],553] = [wa]x1, T2 + (71, 2] T2, T3]
el
= [wolz1, To], 3] + [[T1, To] T2, T3] = wo[w1, To]xs — T3S [T1, X0
+ [$1,$2]$2$3 - $3[$1,$2]$2 = $2[$1, 372]373 - $2$3[$1, 372]
[$37$2] [$1,$2] + [$17I2]$3$2 + [961, $2][$2, 903] - $3[$1, 902]902

= §2[$1,$27$3] + [$17$27$3]$g+[$27553][371@2} + [x1, To|[T2, 23]

(21, To][w2, 3] + [[T2, T3], [T1, T2]] +[21, 2] [2, 23]

~ J

~
el

2[1’1, 1’2] [.1'2, 1'3}.
Obviamente, © =" estd denotando a congruéncia médulo I. Desde que a
caracteristica é diferente de 2, obtemos [x1, zo|[zg, 23] € I, e assim temos o
item (a).

Quanto ao item (c), claramente temos que se C' é um comutador entao
[C, f] € 1. Notemos agora que do quinto item do Lema 1 segue que

[CyCos f] = ) C1..Cioy [Ch, f] Crar.Con. (1.1)
—1 \Z—/

Consequentemente, temos

[C1..C, fl €T
ja que I é ideal. Ademais, como
C1..Cof = [Ch..Cy, fl+fCh...C,
I
S

obtemos que C}...C,, (n > 1) é central médulo I. Mais geralmente, segue
da bilinearidade do comutador que polinomios préprios sao centrais médulo
I. m

Sejam f um polinémio qualquer em K (X), C' um comutador nao trivial
e V = {[x1, 29, 23])TF. Notemos que também temos [C, f] € V, e portanto
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segue da igualdade C'f = fC + [C, f] que comutadores sao centrais médulo
V. Contudo, ao observamos (1.1) ndo é possivel afirmar que produtos de
comutadores sao centrais modulo V', ja que nao necessariamente V' é ideal.

Exemplo 24. Considere o T—ideal I = ([x1, 29, 73))T de K(X). Supondo
que K € infinito e de caracteristica diferente de 2, mostremos que I = T(E),
onde E € a dlgebra exterior. Como visto no Exemplo 19, [z1, 29, 23] € T(F)
e portanto [ C T'(E). Para a inclusdo contréria, procedemos como segue.

Primeiramente, consideremos h = c¢;...cs com ¢; € ComX. Entao, se
algum ¢; tem comprimento maior do que 2, claramente h € I. Além disso,
supondo que cada ¢; tem comprimento 2 e que h nao é multilinear, entao
usando os itens (a) e (b) do lema anterior e o fato de que comutadores sao
centrais modulo I, nao é dificil ver que h também pertence a I.

Agora, vamos, de fato, a demonstracao do exemplo em questao. Seja
f(z1,...;x,) € T(E), sendo K, por hipétese, infinito inferimos que T'(E) =
(T(E) N B(X))T, e assim, podemos supor que f é um polinémio préprio e
multi-homogéneo (vide também Proposicao 4). Desse modo, f é uma combi-
nacao linear de produtos do tipo c;...c,,, onde cada ¢; € ComX. Pelo que foi
feito anteriormente, podemos assumir que cada ¢; tem tamanho 2, e, além
disso, usando novamente os itens (a) e (b) do lema anterior e o fato de que
comutadores comutam modulo I, podemos assumir que f é multilinear e
concluir que

f = Mz, xa]..[r2n-1,22,] (mod I)

com A\ € K. Dessa maneira, temos que f—\[xy, zs]...[xon_1,22,] € I CT(E),
donde A[zq, x3)...[xon_1, T2,| € T(E). Finalmente, fazendo as substituigoes x;
por e;, para cada 1 < i < 2n, auferimos que

2”)\61...62,1 = )\[61, 62]...[€2n,1, egn] =0.

Como, também por hipotese, temos CharK # 2, segue que A = 0, e con-
sequente f(z1,...,x,) € I. Portanto, temos a inclusdo contraria. Logo,
T(E)=1.

1.7 Codimensoes

Nessa secao vamos tratar das sequéncias de codimensoes de T-espagos
e de T-ideais, as quais sao ferramentas robustas na Pl-teoria. No terceiro
capitulo, a sequéncia de codimensoes do T-espago S?, gerado por [z, 23],
serd usada para justificar que este espaco nao pode conter um T-ideal nao
nulo.
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Defini¢ao 15. Seja V' um T-espago de K(X). Definimos a n-ésima codi-
mensao de V' como sendo o nimero natural

P
cn(V) = dim 7 ﬂnp :

A sequéncia de codimensoes de V' € definida como sendo a sequéncia numé-
rica

(n(V)nen = (c1(V), e2(V), ..oy en(V), .20).

Sendo A uma &lgebra, a n-ésima codimensao do T-ideal (consequente-
mente T-espago) T'(A) é referida, simplesmente, por n-ésima codimensao de
A e é denotada por ¢, (A).

Segue diretamente da definicao que se A é uma algebra e n é nimero
natural, entao

cn(A) =nl —dim(P, NT(A)) <nl,

e assim, dim(P, N T(A)) # 0 se, e somente se, ¢,(A) < nl. Supondo
dim(P, N T(A)) # 0, temos que A possui uma identidade polinomial de
grau n. Em outra mao, é sabido que toda PI-dlgebra possui uma identidade
multilinear nao nula. Nessas condigoes, auferimos que A é uma Pl-algebra
se, e somente se, ¢,(A) < n! para algum n € N.

Exemplo 25. Seja A uma dlgebra comutativa. Entdo c,(A) = 1 para todo
n € N. De fato, por A ser comutativa segue que [z;, xj] € T(A) para quais-
quer 7,5 € N, e consequentemente

Ta(1)--Tam) = T1...Z,  (mod P, NT(A))

para qualquer a@ € S,. Desse modo, {T1...T,} gera o espaco quociente
anp—j’:(A), e assim ¢, (A) = dimKRmP—;,(A) < 1. Ademais, sendo A unitéria,
temos que ¢,(A) = 1 para todo n € N, uma vez que ..., z,, ¢ T(A) e assim

J— PTL
T1.-T, # 0 em B A

Exemplo 26. Consideremos E a dlgebra exterior, com o corpo base K de
caracteristica zero. Mostraremos, no prézimo capitulo, que c,(FE) = 2" !
para todo n € N.

O teorema abaixo, cuja demonstragao pode ser encontrada em [15], apre-
senta um resultado muito interessante, o qual diz que se a sequéncia de codi-
mensoes de uma Pl-dlgebra A é limitada, entao ela é eventualmente limitada
por 1.

Teorema 7. Seja A uma dlgebra. Suponhamos que a sequéncia (c,(A))nen
seja limitada. Entdo, existe ng € N tal que ¢,(A) < 1 para todo n > ny.
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%endproof Exibiremos, a seguir, um dos mais importantes resultados
acerca da teoria das codimensoes. Este, pois, declara que a sequéncia de
codimensoes de uma Pl-dlgebra é exponencialmente limitada. A demons-
tracdo do seguinte teorema pode ser encontrada em [8], capitulo 4, segdo
4.2.

Teorema 8. (Regev-Latyshev) Se A é uma dlgebra que satisfaz alguma
identidade polinomial de grau d > 1, entdo c,(A) < (d — 1)*" para todo
n € N.

De certa forma, a reciproca do Teorema de Regev-Latyshev, como enun-
ciamos na introducao dessa secao, é verdadeira. De fato, suponhamos que
A seja uma algebra tal que ¢,(A) < a™ para todo n € N, onde a" é uma
funcao exponencial de base constante a € R, a > 0. Recordemos que a
funcao exponencial cresce de forma mais lenta do que a funcao fatorial, isto
é, ggr;( “n—T,L = (0. Dessa maneira, para n suficientemente grande, temos que

a" < n!l, donde ¢,(A) < n!l. Portanto, A é uma PI-algebra. Essa é uma outra
maneira, embora sem mintcias, de justificar que uma certa dlgebra é ou nao
uma Pl-algebra, a partir de sua sequéncia de codimensoes.
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Capitulo 2

T-Ideal e T-Espaco de
Grassmann

Este capitulo serd dedicado a alguns dos T-espagos mais interessantes da
Pl-teoria, em tal grau, a instigar o desenvolvimento da presente dissertacao.
Em virtude da boa organizacao do texto, doravante adotemos as seguintes
notacoes: S® para indicar o T-espaco de Grassmann, gerado pelo comutador
(w1, T, x3]; T? para denotar o T-ideal de Grassmann em K(X), gerado pelo
o comutador [z, T, x3]. Dispondo do ensejo, reiteremos que S? devera signi-
ficar o T-espago gerado pelo comutador [z1, x2] e que sendo V' um T-espaco,
para cada n > 1, escreveremos V,, para simbolizar V N P,. Temos, pois,
como objetivo nas secoes vindouras, descrever bases das intersegoes de P,
com os T-espacos anteriormente citados, bem como, demonstrar as seguintes
relagoes:

S = SPNT? e TP =S T3 |2,

paran € N.
De agora em diante, iremos sempre admitir que o corpo K em questao
tem caracteristica zero, salvo mencao explicita em contrario.

2.1 Uma Base para S

Nessa secdo, além de demonstrar a relacio (S? + T3), = S? + T3, iremos
exibir uma base para S2.

Teorema 9. Sejam A e B T-espagos em K(X). Entao A+ B é um T-espago
tal que para todo n > 1 wvale

(A+B),=A,+ B,.
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Demonstragao. Claramente, A, +B,, = (ANP,)+(BNP,) C (A+B)NP, =
(A + B),. Reciprocamente, suponha f € (A+ B), = (A+ B)N P,. Entao
f=g+h,comge A he Beg+ h € P,. Sejam g, e h; as componentes
multilineares em x1, xs, ..., x,, de g e h, respectivamente. Note que

(g=g)t(h=h)=(g+h)—(gr+h)=f—(g+M)€P,

Como (g — g1) + (h — hy) pertence a P, e nao contém monomio multilinear
em iy, Tg, ..., T, , temos que (g — g1) + (h — hy) = 0, isto é, f = (g1 + hq).
Agora, recordemos que quando a caracteristica do corpo em questao é zero,
os T-espagos sao multi-homogéneos, donde g € A e hy € B. Segue assim
que f € A, + B,. O

Corolario 3. Para cada n > 1 vale
(52 + T3)n = 5,21 + TS’.

No proximo teorema, através de artificios combinatérios, exibiremos uma
base para S2.

Teorema 10. Seja n > 2. Entdo, o conjunto de todos os comutadores
multilineares do tipo
[Z)’Jll’m...l’ik,[Eik+1...$in], (21)

com {ig,....in} = {2,...,n} el <k <n—1, é uma base para S>. Conse-
quentemente, dim S? = (n — 1)(n — 1)\.

Demonstracao. Primeiramente, notemos que segue do fato do comutador ser
bilinear que os elementos

[l’ill'z‘z oy s Ly ...l’in},

com {iy,is,....1,} = {1,2,...,n} geram o subespago S%. Agora, usando a
igualdade [z, y] = —[y, 2|, podemos assumir que x; aparece em algum lugar da
primeira entrada de cada elemento [z, z4,...x;, , T;, H...:cin], e assim podemos
escrever estes sob a forma [ux v, w]. Uma vez que o Lema 2 garante a igual-
dade [urv,w] = [r1v,wu] — [z1vw,u], auferimos que [z, x;,...25,, T4, ... T5,]
é combinagao linear dos elementos da forma (2.1). Consequentemente, S? é
gerado pelos elementos da forma (2.1).
Suponhamos agora que

E arlT1%iy . Ty, Ti, T4, ) = 0,

48



onde {ig,....;1n} ={2,....,n}, 1 <k<n-—1el = (ig...,in) ((n — 1)-upla).
Assim

E Oé[’klei2...$ikl’ik+l...Iin: E Oé[,kl’ikﬂ...l’inl'lxh....fik.

Como 1 < k < n — 1, a variavel x; nao configura na primeira posicao em
nenhuma parcela do somatério no segundo membro da identidade anterior, e
por igualdade de polinomios segue que

E O[[,kl‘ik+1...l‘inflfll'iz...l'z‘k = 0.

Notando que x;, ...z, 2124,...7;, fica unicamente determinado pela escolha
de I e k, temos, para cada parcela do somatdério anterior, oy, = 0. Desse
modo, os elementos em (2.1) sdo linearmente independentes e formam uma
base para S2.

Por tltimo, como existem exatamente (n — 1)! escolhas diferentes para a
n—upla I ek € {1,...,n—1}, temos que existem precisamente (n—1)!(n—1)
elementos da forma (2.1), implicando que dim S? = (n — 1)(n — 1) O

2.2 Uma Base para 7"

Nessa se¢ao, iremos definir os denominados elementos de Specht de P,
os quais serdo fundamentais para exibir uma base para 7>, bem como mos-
trar outros resultados declarados no preambulo desse capitulo. Para tanto,
necessitaremos de alguns resultados da algebra linear que de agora em diante
serao recorrentes. Aproveitaremos o ensejo para listar na seguinte observacao
(embora sem demonstragao) nao sé os que serao usados nessa segao, mas sim
em todo o texto.

Observacao 15. Seja V' um espaco vetorial. Valem:

1. Se dimV € finita e B é um subconjunto gerador de V' tal que || =
dim V', entao B € uma base de V.

2. Seja 8 C V um conjunto linearmente independe. Fizemos vy € [ e
consideremos o conjunto v = {vg —u | v € B,u # vo} U{vg}. Entdo,
v € linearmente independe e () = (B) (v € base de ($)). Ademais, se
B € base de V', entao v também € base de V.

3. Sejam W um subespaco de V' e 1 e Py subconjuntos linearmente in-
dependentes de V' tais que 51 U By gera V, (B1) NW = {0}, B2 C W.

Entao Py € uma base para W.
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4. Sejam W um subespago de V' e [y e [z subconjuntos de V' tais que (3
¢ base de W e By ={v=v+W |v € 81} € base do espago quociente
V/W. Entdo B1N By =@ e f1U 32 € base de V.

5. Se dim V' € finita e W € um subespaco de V', entio dim(V/W) =
dimV —dimW.

Defini¢ao 16. Sejamn > 1, J, ={1,...,n} e {i1, ...,im} C Jy,.

1. Dizemos que um monomio T;, T;,...T;, € regular se i; < g < ... < ip,.
Um comutador multilinear [z;,, T4y, ..., x;,] (M > 2) € dito ser regular
se iy = min{iy, ..., im }-

2. Um produto multilinear CY € P,, onde C = C,...C5 (s > 0) é um
produto de comutadores requlares e Y € um mondémio regular, é um
dito um produto regular se os graus dos Cys nao aumentam da esquerda
para direita e os indices das varidveis iniciais dos comutadores C; que
tiverem o mesmo tamanho aumentam da esquerda para direita.

3. Um produto regular C'Y cujas varidveis tenham indices no conjunto
{i1,...,im} serd chamado de subproduto regular de P,. Por conveni-
éncia, incluimos a possibilidade de CY ser trivial, isto €, C'Y = 1.

Proposicao 5. Para cadan > 1, o conjunto de todos os produtos requlares
de grau n é uma base para P,.

Demonstragao. Vide [6], capitulo 4, segao 4.3 [
A base apresentada na proposicao acima é chamada de base de Spe-
cht e seus elementos (produto regulares) sao conhecidos por elementos da

base de Specht. No decorrer do texto, usaremos, por simplicidade, C'Y ou
C1...C5Y (s > 0) para denotar um elemento da base de Specht.

Lema 11. Sejan > 1 e considere o conjunto de todos os elementos da base
de Specht da forma
[1:1-1,xi2]...[x1;2,€71,:ci%]le...xij, (22)

onde 0 <2k <ne

1 <..< ’igk, jl < ... < jn,Qk e {’il, ...,igk,jl, ...,jn,Qk} = Jn (23)

Afirmamos que as classes laterais desses elementos, com respeito ao subes-
paco T3, formam uma base para o espago quociente P, /T3. Ademais,
P,
cn(T?) = dim — = 2" 1,

3
n
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Demonstracao. Seja f € P,. Observe que os produtos regulares
C4..C5Y (s > 0) formam uma base linear para P,, e que se algum C; tem
tamanho 3, entao teremos C;...C,Y € T?. Portanto, temos que f pode ser
escrito como combinagao linear, médulo T2, dos elementos C;...C,Y (s > 0),
onde cada C; tem tamanho 2. Agora, usando o Lema 10, item (b), e a iden-
tidade [x,y] = —[y, 2] podemos concluir que f, de fato, é uma combinagao
linear, médulo 772, dos elementos do tipo (2.2).

Para justificar a independéncia linear dos elementos (2.2), considere-
mos a algebra exterior E e observemos que, segundo as condigdes (2.3),
esses elementos sao unicamente determinados pela a escolha do conjunto
I ={iy, ..., }. Logo, supondo

9= Z /\I[xi1’ Ii2]"'[xizk—1’ xiQk]le“'xjn—Qk < T?’?L) (24>
I

uma combinagao linear dos elementos em (2.2), onde I = {iy,..., 12} €
Ar € K. Usaremos indugao em |I| (cardinalidade de I) para mostrar que os
;s sdo todos iguais a zero. Para tal comecemos por observar que g € T(E)
e que se a € Fy, entao [a,b] = 0 para qualquer b € E, enquanto que, para
a,b € Ej, tem-se que ab = —ba, e assim [a,b] = 2ab. Fixado k inteiro tal
que 0 < 2k < n, onsideremos os elementos a; = eg_1€9; € by = €9, _4p1¢, para
1<i<n-2kel<t<2k. Notemos quea; € Eye b € F5.

1. Fazendo as substituigdes z; — a; para l = 1,...,n (k = 0), temos que
o somatério em (2.4), segundo essas substituigoes, resume-se apenas
a Agq....a, = Ag€1€3...€,_162,. Dai, Ay = 0, ou seja, vale qunado

1| = 0.

2. Fixados agora k > 0 e I = {iy, ..., ia }, suponhamos, por indugao, que
Az = 0 para todo subconjunto L de J,, de cardinalidade par e menor que
2k. Tomando as substituicoes z;, — b;, parat =1,...,2k, e z;, — a,
para 1 <[ < n — 2k, temos que o somatério em (2.4), segundo essas
substituicoes, resume-se a

/\[[bl, bg]...[bgk,h bgk]al...an,gk = )\12kblb2...b2ka1...an,2k =0.

uma vez que se H # I é um subconjunto de J,, de cardinalidade par
e maior ou igual a 2k, entao H deve conter algum j; e dai o termo
correspondente deve se anular. Desde que charK = 0, tem-se que
25b1by... by ...ap—_oy, # 0, donde \; = 0.

Temos entao a independéncia linear, médulo T2, dos elementos em (2.2).
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Agora, vamos a contagem dos elementos em (2.2). Notemos que os ele-
mentos em (2.2) ficam determinados pela definigdo do produto dos comuta-
dores, ou seja, pela escolha do subconjunto {iy, ..., is} de J,, = {1,...,n} uma
vez que iy < iy < ... < 9. Entdo, sendo ¢ a parte inteira de n/2, observe
que os elementos em (2.2) podem ter no maximo ¢ comutadores. Ajuntando
essas obtengoes, inferimos que o nimero de elementos da forma (2.2) é

0 (5) = () -+ ()

que ¢é exatamente o nimero de subconjuntos de .J, com quantidade par de
elementos. Considerando s; como sendo a soma dos coeficientes binomiais
(’:), com 1 < i < n impar, temos (pelo Teorema Binomial)

271:(1_‘_1)71:50_*_81’ O:(l—l)n:SQ—Sl.
Assim, sy = s; = 2"~ mostrando que dim P, /T? = 2"~1. O

Recordemos que 7% = T(E) (Exemplo 24). Assim,

. By Py . Py
dlIIl—Tzz = dlmm = dlmm - Cn(E)

Portanto, tal como declarado no Exemplo 26, temos ¢, (F) = 2" 1.
Definicao 17. Para cada n > 2 definimos:

1. T',, como sendo o subespaco de P, gerado por todos os produtos multi-
lineares de comutadores de tamanho pelo menos 2.

2. G, como sendo o subespaco de P, gerado por todos os produtos de co-
mutadores que envolvem pelo menos um comutador de tamanho maior
ou igual a 3.

Observemos que os elementos de I';, sao polinémios préprios multilineares,
e que os elementos da forma CY, com Y trivial, pertencem a I',. Esses
elementos formam uma base para I',,, conhecida como base de Specht de I,
(vide [6], capitulo 4, se¢ao 4.3). Ademais, notemos que G,, é subespaco de
r,.

Para cada k > 1, consideremos o elemento

U(k)(ﬂfb s Tok) = @1, To] (23, 4] . [Tor—1, Tor| € Tog.
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Agora, para cada k fixo, tomemos todos os elementos que tém a mesma forma
e mesmas varigveis de u®) que sejam elementos da base de Specht, e fixemos
uma ordem nesses elementos

(k) (k)

<< <

sendo ugk) = u®. Sendo t = {1,2,3,...}, existe ap, € Sa tal que ugk) =
[Tag (1) Tage(2)) [Tar(3)s Tage(4)) -+ [Tag,(2k—1)s Tag, (2k)]. Definimos agora, para cada

t > 1, os elementos
9 =)~ (il

Defini¢ao 18. Para cadan > 1, definimos dois subconjuntos (possivelmente
vazios) A, e B, de P, como seque:

1. A, € o conjunto de todos os elementos da base de Specht da forma
C1...CLY tal que deg C > 3.

2. B, € o conjunto de todos os elementos da forma sz)w t > 1),

k) _ (k) _
onde z;" = 2z (Tiys s Tip,) € Top(@iy, s Tiy,), W = 4,75, .,
B < e < ok, J1 < o < Jneok, {01y B2ky J1s s Jn2k) = Jn €
2 <2k <n.

Proposigao 6. Para cada n > 1, temos que A, U B,, é uma base para T?.
Ademais, dimT? = n! — 2"~1.

Demonstra¢ao. Assuma k variando tal que 2 < 2k < n. Comecemos por
considerar [ a base de Specht do espaco P,. Dividiremos essa base em treés
subconjuntos como segue:

1. O subconjunto de g formado por todos os elementos de Specht C'...C,Y
tal que deg C7 > 3, ou seja, A,.

2. O subconjunto B;Z de B formado por todos os elementos ugk)w com

(k) (k)
t> 1w =y (Tiyy oy Ty, ) € Dogl@iy, oy y,) € W = )y, _,, com

Tiyy ooy Tigy, € Tjyy ..oy Tj, o, cOMO Na definicao 18.

3. O subconjunto C' de 8 formado por todos os elementos u®w (u®) =

u™ (z;,, ..., 7;,,) € W como no item anterior) e o elemento z;...7,.

Claramente, A,, B, e C sdo dois a dois disjuntos ¢ f = A, U B, U C.
Como A,, B, e C também sao dois a dois disjuntos e, pelo segundo item
da Observacao 15, os subespacos vetoriais gerados por B, UC e B, U C sio
iguais, devemos ter que A, U B, U C' é uma base de P,. Nesse instante,
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recordemos do Exemplo 19, o qual garante que zt(k) €T3 (t > 1), e assim,

sendo T® um T-ideal, podemos concluir que z§k)
A, C T3, temos que A, U B, CT5.

Agora, recordemos que o conjunto C = {¢ =c+ T2 | c € C} é uma base
para o espaco quociente P, /T, (vide Lema 11), e consequentemente temos
(CYyNT3 = {0}. Resumidamente, ajuntando todas as obtengdes na presente
demonstragao temos (C) NT2 = {0}, A,UB, C T2 e CUA,UB, é uma
base para P,, donde segue do terceiro item da Observacao 15 que A, U B,, é
uma base para T°.

Por fim, temos

w € T3. Como, claramente,

Py
2"~! = dim 78 = dim P, — dim T?.
Em vista disso, temos dim 72 = n! — 2771, O

2.3 Uma Base para S> + 17

Nessa secao, exibiremos propriedades interessantes de comutadores, as

quais servirao de ferramentas cruciais para exibir uma base para o espago
2 3
Si+ 1Ty

Lema 12. Sejam m e s dois inteiros tais que m > 2 e 1 < s < m. FEntao,

m

[T g, Tgp1. T = Z [T1.. 21Tyt T, 2] (mod T2).
t=s+1

Demonstracao. Usaremos inducao em p = m — s. Para p = 1, nada a fazer,
pois m = s+ 1. Sendo p > 2, suponhamos, por indugao, o resultado valido
para todo nimero natural menor do que p. Segue do Lema 2 que

\[xl...xs,xsm...xm,xsﬂ] = [X1...ZsTsi1, Tsp2. T + (X1 TsTsr0. Loy, Tsi1]

/

€T3,
— [x1 T, g1 T 0 Ty

Dai,

[T1..TsT g1, Tsao..Tpy] +

+ 21 2eTp0. T, Teq]  (mod T2).

[T1... T4, T 11T 519 . Ty
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Por hipétese de inducao, temos que

m
(1. BsTs i1, Tgro.Xy) = Z (212 1 %041 T, 7] (mod T3).
t=s+2
Dai,
m
(1.2, g1 1T g1 0. L] = Z (X104 1 X1 T, ] +
t=s+2
+ [ XsTsy0 Ty, Tsr] =
m
= Z [T1... 0 141 T, 7] (mod T2).
t=s+1

E assim, o resultado é valido para p e, consequentemente, para todo niimero
natural. u

Lema 13. Sejam k, n e s inteiros tais que n > 2, 0 < 2k < n e
1 < s <n—2k. Consideremos uma particao

I = i1, ooy is U {issy oony fnok } U{J1, oy Jor }
tal que iy < ... <ig, Top1 < .. <lp_op €J1 < ... < Jor. Entao, mdédulo T
[Ty ooy Ty o [T T [ 15 T
€ uma combinacao linear dos elementos da forma
[Ty Ty ooy [T Tty ) [Ty 15 Tty ]
onde ro < ... <Tp_gq, T1 <11 < ... <ty ek <gq.

Demonstracao. Pelo Lema 12, temos que
[.Iil gy l’is+1 "':Cin72k:j| [l’jl s .CCJ'2]...[£CJ'%71 s l’j%] =

n—2k
( Z [xh oLy Ligyg Ly g xll]) [xju ij]"'[ijk—l ) ijk]
l=s+1
n—2k
= Z [xil"'xil—lxil+1"'zin—2k7 xil][$j17$j2]"'[wj2k—l’xj2k] (mOd TS)
l=s+1

Agora olhemos para cada parcela
[xh o Lig_ Ligyq - Lig_ops xiz] [le ) 'rj2]"'[$j2k—17 Lo (2'5)
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do ultimo somatoério. Usando a base de Specht da Proposigao 5 juntamente
com Lema 11, tem-se que cada monomio x;,...x;_ ¥, ...x;, ,, pode ser es-
crito como combinagao linear, médulo T3, dos elementos C;...C,Y (s > 0),
nas Varidvels T, .., Ti_,, Ti s - Ti, o, onde Y = o xp o0, cOm
deg C1...Cs = 25, 19 < ... < r(n_op)—2s € cada C; de tamanho 2. Assim, cada
elemento em (2.5) é uma combinagdo linear, médulo 772, de elementos da
forma

[Cl‘”CSY7 xiz] [le ) sz]'”[xj%fu 'Iij] = C1..Cs [Y7 Iiz] [‘Tjd ) sz] [‘7‘1]'21@71 ) ‘rj2k]
+ [Ch..C, xil]Y[xjv sz]"'[xj%q ) 'szk]'

Segue do terceiro item do Lema 10 que
[Cy..Cy, 2] €T
e consequentemente temos
[C1..Coy ) )Y [, Tjp) o [Ty s T ) € T
Portanto

[Cl'“CSY7 xil] [‘Tji J xj2]"'[$j2k71 ) zj%] = .G [Y’ :Cil] [:le’ xﬁ]'“[xj%*l ’ a:j?k]
+ [01...05, mil]y[xju xj2]"'[xj2k—1 ) szk]

= [Y7 xiz] [‘le ) ‘Tj2]"‘[xj2k717 szk]cl‘”cm
onde ' =" denota a equivaléncia médulo 773, Logo,
[ClCSK xiz] [le ) sz]"‘[xj%fv ijk] = [Yv xiz] [le ) IjQ]"'[IjZk—l ) x]ék]Cl"'CS’

Por fim, observemos que, tomando r; = 7; e ¢ = k+ s, basta recorrer ao Lema
10 e a identidade [z,y] = —[y, 2] para, mdédulo T?, organizar as varidveis de

[IT2 L _ag xﬁ] [leﬁ ij]"'[ijk—l ) szk]cl“'cs

tal como requerido em tese, pois cada C; tem tamanho 2. Claramente, o
resultado geral segue da bilinearidade do comutador. O

Lema 14. Para cada n > 5, temos

n

(1, To|[T3, T4 0] = Z[xl,x2x4...mm_1xm+1...xn] [z3, 2]  (mod T?).

m=4
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Demonstracao. Consideremos primeiramente n = 5 e, por simplicidade, de-
notemos u = v (mod 72) simplesmente por u = v. Entao, usando o Lema 2
e algumas simples propriedades, mostradas ao longo do texto, temos

(21, o] [ws, xgws] = [w1, 22](w4[2s3, 5] + [23, T4]T5)

= (w1, ma)[xs, x4]T5 + (21, T2 [T3, T5) T4

(21, Ta][x3, X4]T5 + To[T1, 5] [X3, 4] = |21, To]T5[T3, T4] + T2 |21, X5][23, T4

= [9517 33255'5][333, 5174],

(1, xao][T3, T5| T4 + Ta|X1, 24|23, 5] = |21, T2 T4[T3, 5] + X [T1, 4] |23, 5]
= |1, momy] |23, 75).
Segue do Lema 10 que
Tolw1, T5)[T3, 4] + w21, 24|23, 25] = 0.
Diante do exposto, temos

(21, 2] |13, 475) = [21, 2] w3, 245 + [11, 2] [23, T5] 74
= [x1, vows][w3, 24 + [T1, Tow4] 23, 25], (2.6)
tal como requerido em tese.
Usaremos inducao em n. Notemos que o obtido acima mostra que o
resultado é valido para n = 5. Seja n > 5 e suponhamos, por inducao, que
o resultado seja valido para todo natural maior ou igual a 5 e menor do que

n. Assim, pela congruéncia em (2.6), substituindo x5 por zs...z, (lembre que
T3 é um T-ideal), obtemos que

(21, 2[5, X4 (T5...20)] = [T1, Tax5..00)[T3, 4] + [21, Xoa][23, T5...2,)].

Aplicando agora a hipdtese de indugao em [x1, xo|[z3, x5...2,], Obtemos
n
(21, o] [23, 5...,]) = Z[xl,x2x5...xm_1xm+1...xn] (3, T

m=>5

e substituindo zy por zyx4 nesta congruéncia (7% é T-ideal), chegamos a

(21, Ba] [, Xa(T5..2,)] = |21, Tows.. ] [xs, T4] + [T1, Toxy] |23, T5... 200

= |21, Toxs...1,)[23, 24]
n
+ Z [T1, LoXg L5 Ty 1 Ty 1 - T [T 3, T

m=>
n

= Z [T1, ToXg o Lo 1T 1T [ T3, T

m=4
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concluindo o caso geral. O

Lema 15. Sejam k e n inteiros tais que n > 2 e 0 < 2k < n. Consideremos
uma particao J, = {iy, ..., in—2k} U{J1, ..., Jor }, onde 1 =iy < iy < ... < ip_op
e2=7 < Jj2<..<jo. Entao,

[xla Liy "'xin72k] [x27 xj2]"'[‘rj2k71 ) ijk]
ode ser escrito, modulo T, como combinacdo linear dos elementos
) n’
(21, ToZ g Ty, o [Tty s Tty ) [Ty s Ty ],

onde {7’3, ...,Tnfgk}U{tl, ...,tgk} = {3, ...,n}, ry < ... <Tp_op €t < .. <tlo.

Demonstracao. Se n =2 oun = 3, entao kK = 0 e as condicoes sob os indices
tornam o resultado trivial. Também se for n = 4 e k = 0 temos a mesma
trivialidade. Se, porém, for n = 4 e k = 1, o resultado segue facilmente do
segundo item do Lema 10. Suponha agora n > 5. Recorrendo aos Lemas 10
e 14, segue que

[$1, xiQ"'x’in—2k] [x2> $j2] = _[xiZ"'xin—2k7 xl] [552’ sz]
= [171, x2][xj27‘ri2"'xin72k]
n—2k
= Z [CCl, xgxh...:cl-milximﬂ ...Iin72k] [l’j2, Lin s
m=2

onde as congruéncias sao mod T°. Logo,

[xlv xiQ"'xin72k] [‘TQv sz} [l'j3 ) 'Tj4]"‘ [xj2k717 :Cj%]
n—2k

Z [xl? L2Lig e Lipy, 1 Lipy i1 "'zin—Zk:] [33]'2 ) xim] [xjs? x]'4] "'[$j2k71 ) szk]
m=2

Escrevendo r3 = %9, ..., T = Gm—1, Tma1 = Gmatls oes T2k = Tn_2k, j& S tem
r3 < ... < Tn_9. Por fim, recordemos que podemos ordenar os indices de
[Ty Tin ) [ss Ta) [Tior_ys Tjoi ], mOdulo T2, em ordem crescente da esquerda
para a direita (Lema 10). Isso feito, denotemos tais indices do menor para o
maior por tq, ..., tog, respectivamente. Portanto, temos o resultado declarado
como tese. O

Lema 16. Sejam k,n e s inteiros tais quen > 2, 0 <2k <nel <s<
n—2k. Considere uma particio {s+1,....,n} = {isy1, s in_ok  U{J1, -, Jor }
tal que 1511 < ... <ip_ok €71 < ... < Jox. Entao, o elemento

[351...335, Ligya "'xin—2k] [le ) ijQ]...[ZL’ij_l, xj2k] (27)
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pode ser escrito , mdédulo TS, como combinacdo linear dos elementos da forma

[xl"'x& Ls+1Trsin "'x,rn72kj| [xtl J xt2] ---[1315%,1, xtzk]? (28)

onde {8 + 2,...,71} = {Ts+27~--7rnf2k} U {tlu"'7t2k}7 Topo < ... < Tp_ok €
t1 < ... <ty

Demonstracao. Sen for igual a 2 ou 3, entao k = 0, e, por conta da ordenacao
dos indices, nada temos a fazer. Se tivermos n = 4 e k = 0, ainda pela
ordenacao exigida nos indices, temos trivialmente o resultado. No caso em
que n = 4 e k = 1, basta lancar mao do segundo item do Lema 10 para
também ver que o resultado é vélido.

Suponha agora n > 5. Notemos que s +1 =i, ou s+ 1 = j;. Se, por
ventura, for s + 1 = i, entao nada se tem a fazer. Se tivermos s + 1 = jy,
temos duas situagoes a serem analisadas: a primeira delas é se for s = 1 e
a segunda é, obviamente, s > 2. Observemos que a primeira das situagoes
se reduz ao Lema 15, acima demonstrado. Como ltimo dos casos, vamos a
situagdo em que s > 2, a qual procedemos como segue. Tomemos em (2.7)
as avaliagoes r; —> 1, paracada 1 <[ <s—1, e x,, — T;_s11, para cada
s <m < n. De modo a termos o elemento

W = [$1, xis+1_s+1"'mi(n—2k)—s+1] [‘r?v xj2—3+1]"‘[xj2k71_5+17 szk—s-i-l]

uma vez que j; — S+ 1 = 2. Observe que o graude W én — s+ 1.
O Lema 15 assegura que W pode ser escrito, médulo T2, como combinagao
linear dos elementos da forma

[‘Tl’ x2$7’3"'xrn—s+1—2k] [gjtu xtz]"' [Itzk—l ) xtQk]’ (2'9)

onde {r3, ..., Tn_sr1-ok} U{t1, ... tox} = {3,...,n — s+ 1} é uma particdo com
r3 < ... < Tp_si19k €11 < ... < tor. Agora, para cada 2 <[ <n—s+1,
consideremos as substituicoes r1 — z1...x5 € 1; — 1,1 em W. Como
T3 é um T-ideal, o elemento (2.7), obtido a partir de W através dessas
substituigoes, aparece como combinacao linear, médulo T2, dos elementos
em (2.8), obtidos de (2.9) através das mesmas substituigdes. E o resultado
segue. O]

Lema 17. Para cada m > 3, temos

m
[T1, To... Ty = Z[:Bl,xk]xg...xk_lxk+1...xm (mod T32).
k=2

39



Demonstracdao. Segue do quinto item do Lema 1 juntamente como o fato de
que de que comutadores sao centrais médulo 77. O

Definicao 19. Para cada n > 2, definimos C,, como sendo o conjunto for-
mado por todos os elementos da forma

v = ['Tl"'xsa Ts+1Ligqo---Tiy_op ['/Ejl ) ‘Ij2]"‘[xj2kfl’ xj2k“

tais que 0 < 2k < n, 1 < s < n — 2k, {isi2, ryinok} U {J1, ., Jox} =
{S—FQ,...,H}, is+2 < oo < lp_op € jl < ... < jgk.

Proposicao 7. Para cada n > 2, o conjunto de todos os elementos da forma
v+ T3, onde v € C,, € uma base para o espaco quociente (S% + T3)/T3.
Ademass,

dim((S2 +T2)/T?) = 2"2.

Demonstragdo. Denotemos por V o subespaco de (S2 + T3) /T3 gerado por
C,={c=c+T3|ce(,}. Como primeiro passo da presente demonstraco,
mostremos que V = (S2 4+ T3)/T3. E fato conhecido que S2 é gerado pe-
los elementos da forma [@;,...2;,, Tiy .25, ], com {iv, .., i, g1, ooy In ) = Jn.
Direcionemos as nossas atengoes aos monomios T, ...T; € Ty, ...T;,. Re-
correndo a Proposicao 5 e ao Lema 11 vemos que esses elementos podem
ser escritos, médulo T3 (z;,, ..., x;,) e médulo T3, (igy1,...,05), respectiva-
mente, como combinacgoes lineares de produtos regulares da forma C...CY
e C)..CLY", onde deg(Cy..C.Y) = k, deg(Cy...C.,Y") = n —k e deg C; =
deg C’;., = 2. Fazendo proficuo uso da bilinearidade dos comutadores, po-
demos, de forma mais especifica, redirecionar nossas atencoes as parcelas
[Cy...CLY, Ci...C’;,Y’]. Notemos que, segundo o terceiro item do Lema 10,
temos

[C1..CLY,C,..CY'] = Cyi.CLY,C...CLY"| +[Cy...Cy,CL..CLY")Y

(.

€T
O CLIY, O CLY] = C...C,CL O [Y, Y]
+ Cl...Cs[Y, CiC;/]Y/ = ClcsC{C;/ D/, Y/]
73

= [Y,Y'C,...C,Cy...Cl,  (mod T2).

Nesse momento, usando novamente o Lema 10, observemos que podemos,
moédulo T3, organizar as varidveis do polindomio Cl...CSC'Q...O;, de modo a
deixar os indices em ordem crescente da esquerda para direita, e consequen-
temente por o polinomio [Y, Y’]C’l...C’sCi..C;, sob as condigoes do Lema 13,
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o qual nos da garantia de podermos escrever este polindmio como combinacao
linear, médulo 772, dos polindomios da forma

[Ty, Ty ...xrn_zp] [Ty, , T4, ] ...[mt%_l , xtQP] (2.10)

onde 7y < ... < Tpogp ey <t < ... < lgp.

Segundo as condigoes impostas nos indices dos polinémios da forma (2.10),
auferimos que r; = 1 ou ry = 1.

Observemos que para r; = 1 (consequentemente, 7y = 2 ou t; = 2),
temos, pelo Lema 15, que os elementos em (2.10), por sua vez, podem ser
escritos como combinagao linear, médulo 772, dos elementos

[Ilﬂ x2x7’3"’xrn72q][xtl7xtQ]"‘[It2q717xt?q]
onde {3,....,n} = {rs, ..., rn_og} U{t1, ..., tag}, 13 < .. <pgg €ty < . < tog.

Agora, desde que

(L1, 9@y Ty [ty Ty [Ty Ty, ] = (2.11)

= f2$7“3"'$7"n—2q [x17[$t17$t2]---[$t2q71 @tgqﬂ + [1'1, ToXyy ...ZCTn_Qq] [Q?tl , SCtQ] [l'th_l , $t2q]

e?g
= [21, ToTryee oo, )[Ttr Tty ) oo [Thay 1 Ty, (mod T00).

os polinomios da forma (2.10) com r; = 1, médulo T2, pertencem a V.

Se por outro lado tivermos 5 = 1, entdo cada elemento em (2.10) tem o
formato

[T, 1 g1 Ty ooy | [T Tty [ty 15 Ttgy ) (2.12)

.

n'g
w

onde s = ry. Neste momento, ao recorrermos a segunda identidade do Lema
2, segue que

W = (T L1 T, Ty Ty ]

— [Treme1, 2@y Ty, ] (mod TP).

Portanto,

[Ty L1 T 1Ty oo Ty o) [Tt s Tty [Tty T )
= [T BTy Ty Ty | [Ty Tt | [Tty 15 Tty )

— [T, BT T ) [T Ty ) [Ty Ta, ) (mod T,
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Agora, aplicando o Lema 16 no primeiro termo do segundo membro da
ultima congruéncia e, em seguida, usando o mesmo artificio exibido em
(2.11) em cada parcela resultante, obtemos claramente que os elementos em
(2.12), consequentemente os elementos em (2.10), pertencem a V médulo T72.
Pelo que foi feito anteriormente, observemos que cada elemento da forma

(@4, ..., @4, -5, ], mOdulo T3, pertence a V| e consequentemente temos
2 3
S:+1T; v
— s i
T’I’L

Mostremos agora a independéncia linear do conjunto C,. Comecemos por
observar que, segundo as condicoes impostas na Definicao 19, os elementos
de C,, dependem apenas de s e do conjunto J = {ji, ..., jor }. Usemos indugao
em n. Evidentemente para n = 2 nada se tem a fazer, pois Cy = {[z1, x2]}.
Sendo s > 2, suponha, pois, em um processo indutivo, que o resultado seja
valido para todo natural menor do que n, e imaginemos uma combinacao
linear tal que

Z OéS:J[Il"‘wS’ Ls+1Tigyo---Tiy_op, [’rjl ) ij]"'[szk—1 ) ijkH =0 (mOd T31213)
s,J

com ag; € K. Substituindo em (2.13) x; por 1 e x; por x;_;, para cada
2 < | < n, pelo fato de T? ser T-ideal temos que

Z0157J[I1...l‘5_1,l‘sl'is+2_1...xin_2k_1[Zlfjl_l,l‘jz_l]...[l'j%_l_l,ZL’]‘%_l]] =
s,J
= 0 (modT?,)

coms > 1eJ ={ji, ..., jor }, pois com essas substitui¢oes os termos nos quais
tem-se s = 1 obviamente se anulam. Quanto aos demais termos, usamos a
hipdtese de indugao para arguir que seus coeficientes sao iguais a zero. Dessa
maneira, em (2.13) ficamos apenas com os termos nos quais se tem s = 1,
isto é,

> gl ooty i,y [T, ) [Ty T, )] =0 (mod TF)
J

onde J = {j1,....jar} C {3,...,n} e {iz,..c,ipn_ox} = {3,...,n} — J. Logo,
valendo-se do Lema 17 e da identidade em (2.11), temos
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0 = Zal;J[x17xQx’iS""rin72k[le7'rj2]"'['rj2k717xj2k“
J

= Z O‘LJ[Il’ meia"'xin—zk] [lev ij]"'[‘erk—l ) ijk]

J
n—2k
= Z au( Z [21, xit]xg...xit_lxim...xin_2k> [Ty, Ty [Ty T
J =2

= > avglry el [wg, ) Ty T T,
J

—2k
+ > s O‘laJ[xl’xit][le7Ij2}“'[zj2k_17zj2k}x2xi3"'xit71xit+1"'xin_zk (mod T2).

Usando o Lema 10, podemos assumir que #; < ji, € assim concluir que as

parcelas do 1ltimo polindmio sao elementos (médulo T72) distintos da base

de Specht de P,/T? (vide Lema 11) . Portanto, cada coeficiente o ; é igual

a zero e portanto concluimos que, de fato, C, é linearmente independente.
Por ultimo, mostremos que

dim((S? +T3)/T?) = 2" 2,

Comecemos essa etapa por afirmar que se v, e vy sao elementos em C,, tais
que vy + T3 = vy + T3, entdo v; = vy. Ora, imaginemos que ao invés disso
tivéssemos que vy # vy, isto é, 0 # vy — vy em T3, Entao, por (2.11) temos

v = [xl"‘xs7x3+1xis+2”'xin72k[xj17ij]"'[Ij2k717xj2k]]

[xl'“xs’ x5+11‘i8+2"'x7jn72k] [le ) ij]"'[mjqu ) szk]'

V2 = [xl'“mt? xt+1$lt+2"'xln72k1 [x'Yl7 x'm} "'[x'YZklfl’ x’Y2k1H

= [:El"'mtv L1l gg Ll o, ] [‘I’Yl ) 1‘72]... [x72k1—1 s Loyapy ]’

onde os indices em wv; e vy estao sob as condigoes impostas na Definicao
19. Claramente, existem duas situagoes: s = t e s # t, digamos s > t.
Suponhamos a ocorréncia da primeira das situacoes. Como v; # vy devem
existir, sem perda de generalidade, s +2 < p <n—2kel < q < 2k tais
que %, = 7,4, € assim, fazendo em v; — vy as substituigoes s, ..., x; — 1,
Tsi1 —> Ty € Tiy,,, -y Tiy o, — 1, claramente o resultado pertence a T2,
ja que 7% é um T-ideal. Como r;, = 1, foi substituida por 1, temos

[3317 xQ] [le ) $j2]"'[$j2k—1 ) szk] € T3
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o que é um absurdo pelo Lema 11. Como tultima das possibilidades, con-
sideremos a hipotese de ser s > t. Entao, basta usarmos as substituigoes
iy ooy Tsoy —> 1, Xy —> 1, Toq1 —> T2 € T4 4, ooy Ty, — 1 €M 0 — Vg,
para termos também que

[1‘1, w2] [Ijl ) ij]"'[xj2k—1’ szk] € T37

0 que gera o mesmo absurdo. Dessa forma, devemos ter o afirmado, isto é,
v1 = vy. Diante do exposto, temos, pois, uma correspondéncia biunivoca
entre os conjuntos C, e C,. Optemos assim, por computar o nimero de
elementos de C,, e, para tal, usemos um processo indutivo em n > 2. Ora,
se n = 2, entdo temos Cy = {[z1, 73]} e assim |Co| = 1 = 2272, Suponhamos,
por indugao, que para um certo n > 2 seja verdade que |C,| = 2"2.

Consideremos o conjunto C,.1. Observando detalhadamente a Definicao
19 para C, 1, nao é dificil notar que os elementos de C, 1, com s > 2, estao
em correspondéncia biunivoca com os elementos de C,,. Quanto aos elementos
de C,11 tais que s = 1, vé-se sem dificuldades que estao em bijecao com os
subconjuntos de cardinalidade par de {3,...,n + 1}. Entao, dividindo os
elementos de C,,11 segundo os critérios s =1 e s > 2, e, usando o fato de que
{3,...,n + 1} tem 2”72 subconjuntos de cardinalidade par, temos

|Cn+1| — |Cn| + 2n—2 — 2n—2 + 2n—2 _ 2n—1 — 2(n+1)—2‘

Isso mostra que o resultado também é valido para n+1, e assim, por inducao,
o resultado é valido para todo n € N tal como requerido em tese, o que conclui
a nossa demonstragao. ]

Corolario 4. Para cadan > 2, o conjunto de todos os elementos da forma
v+ (S2NTE), comv € C,, € uma base para S2/(S>NT3). Além disso,

: SrzL n—2
dim —5721 AT =

Demonstracao. Definamos o homomorfismo

. Q2 S2413
¢ . S’I’L ) T3

n

fo— of)=F

E facil ver que ¢ é uma aplicacio bem definida e é um homomorfismo so-
brejetivo tal que Ker¢g = S2NT3. Logo, pelo Teorema Fundamental do
Homomorfismo, temos

Sy Sy Si+T
S2NT3  Ker¢p T3
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Dai, pela Proposicio 7, {c + (S2NT3) | ¢ € C,} deve ser uma base de
Si/(SiNT,) e

2 2 3
dim S,%%T;j =di S”TLST” = 2",

O

Corolario 5. Para cada n > 2, temos

dim(S>NT?) = (n—1)!(n—1) — 2"2
Demonstracao. De fato, pelo corolario anterior temos
2"% = dim S dim 52 — dim(S? N T?).
S2NT3 " neeon
e portanto
dim(S2NT?) = (dim S?) — 2" 2 = (n — 1)!(n — 1) — 2" 2

O

Teorema 11. Seja n > 2. Entao, A,, B, e C, sdo subconjuntos dois a dois
disjuntos tais que A, U B, UC, é uma base para S2 + T3. Além disto,

dim(S2 + T3) = n! — 272,

Demonstragdo. Basta recordar C, é base para (S2 +T2)/T3 e que A, U B,
é base para T°, e entao recorrer ao quarto item da Observacao 15 para ver
que A,, B, e C, sao subconjuntos dois a dois disjuntos e que A, U B, UC,, é
uma base para S2 + T3,

Logo,
dim(S?2+T2) = |A,UB,UC,| = (|A, + B,|) +|Cy| = (n! —2"71) 272

= pnl—2"2

Isso ratifica o resultado enunciado em tese.

Uma outra maneira de calcular a dimensao de S? + T7 seria recorrer as
Proposicao 6 e 7, pois

2 78 2
dim(S2 +T?) = dim7? + dim S"TLE" = dim 7 4 dim SﬁinTg

= (n!—=2""H 42" =pl - 22
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2.4 Uma Base para SN T

Temos como objetivo principal, nessa segao, exibir uma base para o es-
pago S2 N T3, bem como outros importantes resultados que nos levam a tal
obtengao. Recordemos que no Corolario 5 ja foi mostrado que a dimensao
desse espago é (n — 1)!(n — 1) — 2" 2,

Comecemos por apresentar, no préximo lema, outras bases para os es-
pagos P, e S%, as quais servirdo para demostrarmos a importante relagao
Pn = S% (&) Pn—lxn-

Lema 18. Para cada n > 2, temos que:

(a) O conjunto de todos os elementos multilineares da forma
CYx,C'Y € P,

/ / ~ . P ,
onde CY e C'Y sdo produtos requlares, possivelmente triviais, € uma
base para P,.

(b) O conjunto de todos os elementos multilineares da forma
CYx, C'Y']eP,, (2.14)

onde CY e C'Y' sdo produtos requlares, com C'Y' ndo trivial, é uma
base para S2.

Demonstracao. (a) No sentido de demonstrar a primeira afirmagao, comece-
mos por observar que P, é gerado pelos monémios da forma z;,...x;, (com
{i1,...,in} = Jy), € que x,, aparece em cada um desses monomios, digamos
Ty oo L Ty, T, (cOm {iq, ..., 01} = Jp—1). Em outra mao, segue da
Proposicao 5 que os produtos regulares das formas C'Y e C'Y", de respecti-
vos graus k e n — 1 — k, formam bases para P, e P,_1_j, respectivamente,
e assim podemos escrever ;,...T;, TnTj, ,...T4,_, como combinagao linear dos
elementos da forma CYxz,C'Y', com CY e C'Y’ possivelmente triviais, e
portanto esses elementos geram P,. Agora, seja degCY = k > 0. Obser-
vemos que existem (";1) possibilidades de escolhas de {iy, ..., iy} em J,_; e
que {igs1y -y in_1} = Jn — {i1, ..., i }. Entdo, pelo Principio Fundamental da
Contagem, temos que o nimero total de elementos da forma CYxz,C'Y" é

—_

n—1 n—

— (n—1\, .. , (n—Dk!(n—1-k)!
kz_o ( I )(dlm P)(dimP,_1_) = n—1— k)l

0
= n(n—1) =nl

o
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No que segue, os elementos da forma CYx,C'Y" geram P, e sio em um total
de n! = dim P,. Portanto esses elementos formam uma base para P,.

(b) No que diz respeito a segunda afirmagao, comecemos por considerar V'
como sendo o subespago de P, gerado pelos os elementos em (2.14). Notemos
que V' C S2. Pelo fato dos elementos CYz,C'Y' gerarem P, e pela igualdade

CYz,C'Y =[CYz, CY|+CY CYux,

segue que, em verdade, os elementos da forma [C'Y x,, C/Y/] com C'Y’ nao
trivial, geram P, modulo P, _jx,, ou seja,

Pn =V + Pnflxn
e assim
dim P, = dimV + dim(P,_1x,) — dim(P,_12, NV) < dim V + dim(P,_1x,).

Logo, dimV >nl—(n— 1)l = (n — 1)I(n —1).
Por outro lado

(n—1!(n—-1) <dimV <dimS? = (n — 1)!(n — 1).

Portanto dim V' = dim S2. Logo, V' = S2. Em suma, os elementos em (2.14)
geram S? e sao em um total de (n—1)!(n—1) = dim S? e assim, pelo primeiro
item da Observagao 15, esses elementos formam uma base para S2. O

Lema 19. Para cada n > 2, temos que
P,=S>®P,_1x,.

Demonstracao. Segue da demonstracao do segundo item do lema anterior
que

P, =S+ P, 17,
No tocante & soma ser direta, basta notar que dim P, = dim S?+dim P,_;z,,

donde dim(S2 N P,_yx,) = 0.
[

Lema 20. Para cada n > 3, temos

T3 =(S2NT @ (P12, NT?).
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Demonstragdo. Claramente, (S> NT3) + (P,_1z, NT3) C T3. Agora, obser-

vemos do lema anterior temos que
(S2NTE) N (Porz, NT2) € S2N Py, = {0},
Agora, observemos que pela Proposicao 6 temos

dim(P,_12, NT2) > dim(P,_1z, NT> |2,) = dimT>_ |z,
= dimT? |, =(n—-1)!-2""2
Em outra mao, o Corolario 5 nos assegura que
dim(S2NT3) = (n—1)(n—1) —2"2

e assim

dim((SENTHD (P, 12,NT7)) >

>n—D!n-1)-2"2?4+(n—-1)!—-2"2=n! - 2" =dim7T".

Diante disto, temos

T3 =(S2NT3) @ (Py 1z, NTE),

(2.15)

uma vez que (S2NT3) ® (P, 12, NT3) é um subespaco de mesma dimensao

de T3.
Corolario 6. Para cada n > 3, temos

3 _ 3
Tnflxn = I 1Ty, N Tn

Demonstracao. De fato, basta observar que por, um lado,
T3 2, C P,_1x, NT3, e por outro lado, segue de (2.15) que
dim(P, 12, NT2) = dimT? — dim(S2 NT?)
= (! =2"YH ~[(n-Dl(n—-1)—2"7

]

temos

= (n=D! =277 =dim T}, = dm T} 7.,
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Definicao 20. Seja n um inteiro positivo.

(i) Para cada a € P, definimos aV e a® como sendo os unicos elementos

de S? e P, yx,, respectivamente, tais que

A boa definicao desses elementos € clara, uma vez que temos
_ Q2
Pn—Sn@Pn_ll’n.

(ii) Para cada n > 3, definimos o subconjunto D,, de S2NT3 por

D, ={dVY |de (A, UB,) — (Ay_12, U Bp_11,)}.

Observacgao 16. Seja n € N, n > 2. Notemos que:

1.
2.

Pela Proposicio 6, A, 11, U B, 1, € uma base de T |x,.

A,_1x,UB,_1x, C A,UB,. Como A,UB,, € linearmente independente,
sendo S = (A,UB,) — (A, 12, UB,_11,), tem-se T>_,x,N(S) = {0}.

Se a € T3. Entao, por um lado existem tnicos di € S*2 N T3 e
dy € P,_1x, N Tg tais que a = dy + dy (vide Lema 20). Por outro
lado, de acordo com a definicdo anterior, evistem tinicos alV) € S? e
a? e P, _yx, de modo que a = aV +a®. Dai, oM =dy ea® =d,, e
assim aV) € S2NT3 e a® € P,_ 1z, NT3. Além disso, pelo coroldrio
anterior, auferimos que a® € T3 x,,.

Se f,d € S sao tais que fO) =dV, entio d — f = d® — f@ e assim,
como f —d € (S) ed? — f@ ¢ T3 \x,, devemos terd — f = 0, ou
seja, d = f. Consequentemente, |D,| = |5)|.

Se a,b € P, sdo tais que a = b (mod S3), entdo aV = b (mod S3).
De fato, existe ¢ € S tal que a = b+ c. Ora, observemos que
c=cV+c2 ¢ 83 CS? para inicos V) € S2 e P € Py, e
assim ¢ —ct) = ¢ € 2N P, 11, = {0}, donde ¢V = c € S%. Agora,
observemos que a = a' +a® e b = bV +b? para inicos oM, bt € 52
e a® b? € P,_yx,, e portanto aM) 4+ a® = b + @ + D donde,
por unicidade, aV) = bV + cV) ¢ assim aV = b (mod S3?).

Teorema 12. Para cada n > 3, o conjunto D,, é uma base para S2 NT2.
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Demonstracao. De fato, consideremos dy, ..., d; elementos em
S = (An U Bn) — (An,1$n U anlxr)

tais que dgl), ...,dgl) sejam distintos. Nessas condigoes, di,...,d; devem ser
distintos. Suponhamos escalares «; € K tais que

t
Z Oéidgl) =0.
i=1

Assim,

t t t t
Z a,d; = Z Oéidz(l) + Z Ozidl(?) = Z oz,»dl@) € Tgflxn =PFP,_1z,N Tg.
i=1 i=1 i=1 i=1

Por outro lado, segue diretamente da Observacao 16, item 2, que

t
i=1

Ora, como os elementos d.s sao distintos e pertencem a uma base de T3,
obtemos que a; = 0 para cada i = 1, ..., t. Segue entao que D,, é um conjunto
linearmente independente. Agora, recorrendo & Observagao 16 (itens 1 e 4),
a Proposicao 6 e ao Corolario 5, temos

|D,| = |A,UBy| —|An_12, U By_12,|
= (n=2""YH —((n—1)! =272
= nl—(n—-1) -2t 42
= (n—1(n-1)—2""72
dim(S? NT?).
Em suma, temos o subconjunto D,, linearmente independente em S N7

e com numero de elementos igual a dimensao desse espago vetorial, critério
basico para que, em verdade, D,, seja uma base de S2 NT3. O

2.5 Uma Base para S

Esta secao ostenta os resultados que relacionam o T-epaco e o T-ideal de
Grassmann. O objetivo principal é mostrar que

SP=52NT

O préximo lema mostra a relagao S = S2 N T2 para n = 4.
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Lema 21. Seja 2 o conjunto de todos os comutadores em Si do tipo:
(1) [x1, @i, x4, ], com {i,j, k} ={2,3,4}.
(2) [x12:, x5, 28], com {i,7,k} ={2,3,4} e j < k.
(3) [x12, xp, x5], com {i,7,k} ={2,3,4} e j <k, e

(4) 21, 22, 2324] € [T1, 23, Tox4].

Auferimos que 2 € uma base para SiNT;. Consequentemente, S3 = STNT};.

Demonstragdo. Ao observar que S; C S2 NT} e que, segundo o Coroldrio
5, S?2NT; tem dimensdo (4 — 1)!(4 — 1) — 2472 = 14, que ¢é exatamente
a quantidade dos elementos de {2, basta-nos mostrar que (2 é linearmente
independente para termos o resultado declarado como tese.

Suponhamos, entao, a seguinte combinacao linear

M1, 2, T3, 4] + Ao[@1, T2, T4, T3] + A3[w1, X3, T2, k4] + Ma[21, T3, T4, T2
+  As[my, x4, 2o, T3] + A6[T1, T4, T3, o] + Ar[T122, T3, 4] + Ag[T123, T2, T4]
+  Ao[z124, To, T3] + Mo[T122, T4, T3] + M1[T123, T4, T2] + Ai2[T124, T3, T2)
+  Aislz1, o, x34] + Aiafz1, 23, 22224] = 0. (2.16)

Fazendo as seguintes substitui¢oes ©1 — 1, 2o — 1, x5 — l e xy —> 1,
uma de cada vez, no somatério acima, obtemos o sistema

)\7[(132, xs3, ZE4] + )\8[.T3, T, I4] + )\9[1‘4, Ta, .Ig] —+ /\10[1‘2, Ty, l‘g]"‘
Mi1[T3, Ta, To] + Mia]Ta, T3, x2] =0

Ar[z1, 23, 4] + Mo[T1, Ta, 23] + A2, 23, 24) = 0

A8[$1,$2,$4] + )\11[1'1,1'4,[EQ] + )\13[1‘1,932,$4] =0

Xo[T1, o, k3] + Aia[x1, 3, o] + Mi3[x1, T2, T3] + Aa[x1, T3, 25] = 0

ou melhor

()\7 — )\8)[1’2,$3,$4] -+ ()\9 — )\10)[1’4,332,1'3] —+ ()\11 — )\12)[1‘3, $4,£C2] =0
(/\7 + )\14)[1’1, xs3, l’4] -+ )\10[%1, Ty, l’3] =0

(/\8 + )\13)[$1,I2,ZL’4] + /\11[1’1,1‘4,ZEQ] = 0

(Ao + Ais)[z1, 22, 23] + (12 + Awa)[1, T3, 22] = 0

Notemos que os elementos nas trés ultimas igualdades do sistema anterior
sao da base de Specht, e portanto linearmente independentes, donde segue
que

)\10 = )\11 = 0, )\7 = —)\14 = )\12 (§] )\8 = —)\13 = )\9. (217)
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Portanto

(A2 — Ag)[x2, T3, T4] + Ag[Ta, T2, T3] — Ai2[z3, T4, 22] = 0.

Recordemos que —[x3, x4, 2| = [T4, o, x3]+[22, 23, 4] (Identidade de Jacobi,
Lema 1) e que [xy, T9, 3] = —[72, 4, T3], € assim
0 = (M2 — Ao)[za, T3, 4] — Ag[m2, T4, 23] — A12[T2, T4, 3] + Ai2[22, 23, 4]
= (2M2 — o[z, 3, 4] + (—A12 — Ag)[T2, T4, 23] (2.18)

Sendo [zg, x4, 23] e [x2,x3,74] elementos da base de Specht, temos que
2 12 — Ag = —Aia — A9 = 0. Dai, \;s = 0 e \g = 0. Logo, voltando a
(2.17) temos que A7 = ... = Ai4. Donde, voltando ao somatério em (2.16),
vemos que aquele reduz-se, simplesmente, a

M@, o, T3, Ta] + Na[T1, Ta, Ty, T3] + A3]T1, T3, Ta, 4] + Ma[T1, T3, T4, T2

+  As[x1, T4, T2, T3] + Ne[T1, T4, T3, T2) =0

De sorte que os elementos nesse ultimo somatério também sao elementos da
base de Spetch, e assim também devemos ter A\; = ... = A\g = 0. Isso conclui
a arguicao no que se refere ao conjunto {2 ser linearmente independente, e,
consequentemente, conclui também a demonstracao do lema em questao. [

Lema 22. Coloquemos

2y = 1, Ta][w3, T4] + (@1, T3] [22, T4]

Z3 = [$1,$2][$3,$4] - [$1,$4] [$2,$3]

~ 3
Entao, 29,23 € T} e

24 —([[z1, 2a)za, w3] + [[21, w3]2a, 72]),

z§2) = (w1, v, 3] + [71, 23, T2]) 24,

AV = —(([on, volwa, w3] + [, [wa, wa)wa] + [21, 24, [0, 73]]),
2 = (21, 20, 3] + [21, [0, 23)) )24

Consequentemente, 252), z§2) eT;.
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Demonstracao. De fato. Primeiramente, notemos que usando a identidade
[a,b] = —[b,a] juntamente com o segundo item do Lema 10 na segunda
parcela de zy e de 23, temos 29, 23 € T;. Agora, acompanhemos os seguintes
calculos:

2o = [x1,me][x3, 4] + [21, 23] |22, 74]
= [z, xo)xsmy — [T, T2|T43 + [T1, T3] W24 — [T1, T3] T4T
([xl,x ]$3$4 + [$1, $3]I2$4) - ([$17$2]$4$3) - ([$1, $3]I4$2)
([x1, ma]xsxy + [21, 23]@0my) — ([[21, T2] T4y T3] + X3[21, 22]4)
— ([[x1, z3]xa, 2] + 22]21, 23]24)
([x I2]$3174 + [xh $3]I2$4 - $3[$1, $2]$4 - 1102[11017 $3]$4)
([[z1, wo]wa, 3] + [[21, w3]a4, 22]).
Dai,
2 = —([[wr, wola, w3) + [[v1, 23] x4, 70]) € ST
2y =[xy, ma]rsxy + (21, 3|X0my — T3[T1, To|Ty — To|T1, T3] 24
= {([#1, x2)ws — ws[w1, 22)) + ([w1, w3]T2 — 2221, 23]) }y
= ([#1, 22, x3] + 21, 23, 2] )24 € P34
Analogamente, para z3 temos
23 = [5151,$2] [€E3,$4] - [$1,€E4H$2,$3]
= |21, xo)wsmy — [21, To|Tys — TyXY4[T0, 3] + 41 [T, T3]
= |21, xa]xswy — ([[21, T2)wa, 23] + w3[21, 22| 24)
—  ([m124, [, w3]] + [0, x3|T1204) + ([T4, 21 [72, 23]] + 1[0, T3] 24),

donde

zy = —[[21, wo]wy, 3] — w124, [T2, 23] + [14, 71 [22, 73]]

2y =[x, To|w3xy — T3, Xolws — [Xo, T3|T124 + X1 [Xo, 23)T4
= {([x1, z2)zs — x3]21, 22)) + (21[22, T3] — [T2, 3]21) }24
= ([@1, 22, x3] + [21, [, 23]] )24 € P24

Por tltimo, trocando u por x1, v por x4 e w por [xs, z3] no segundo item do
Lema 2, temos

z:gl) = —[[z1, zalT4, T3] — [T174, [T2, T3]] + [T4, 71 [0, 73]

= (w1, xala, 3] — ([1124, [72, T3]] — [T4, 1 [22, 23]])

= —|[z1, zo)za, 3] — ([21, 24, [0, 23]] + [21, [0, 23] 24]).
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E o resultado segue. [

Corolario 7. Temos as sequintes congruéncias, modulo S3, para todo
u,v,w,y € K(X).

(1) [[u, v]y, w] + [[u, w]y,v] = 0

(2) [[u, v]y, w] + [u, [v,w]y] = 0

(3) lu,v)fw, y] + [u, wl[v, y] = ([u, v, w] + [u, w0, v])y
(4) [w,ollw,y] = [u,y][v, w] = ([u, v, w] + [u, [v, w]])y
(5) [u,v,wly + [u, v, ylw = 0.

Demonstracao. Primeiramente, notemos que de acordo com o Lema 22 os

elementos 23" e 28" pertencem a S2NT3 = 53, e assim 2, = 27 (mod S3) e

z3 = zéz) (mod S3). Agora, ao usarmos as Substitui(;()es T1 — U, Ty —> U,
Ty — W e Ty — Yy em 2 e z3, do mesmo lema e do fato de S? ser um
T-espago, obtemos as congruéncias (1), (2), (3) e (4).

Procedemos de forma diferente em (5). Observemos que

[w,v,wy] = [[u,v], wy] = wl[u,v],y] + [[v, v], wly = [u,v, w]y + w[u,v,y]
= [u,v,wly + [u, v, ylw + [w, [u, v, Y]]
= [u,v,wly + [u, v, ylw — [[u, v, y], w]
= [u,v,wly + [u, v, ylw — [u, v, y, w].
Dai,
[u, v, wly + [u,v,ylw = [u,v,wy] + [u,v,y,w] € S>.
Portanto,

[u,v,w]y + [u,v,y]lw =0 (mod S*).

Lema 23. Se a € T2, entio a™V) € S3.

Demonstracao. Note que o Lema 21 juntamente com terceiro item da Ob-
servacao 16 garantem a veracidade da tese para n = 4. Vamos, pois, ao
resultado geral. Primeiramente note que 77 é gerado como espago vetorial

pelo conjunto
{hl[u7 v, w]hQ | u, v, w, hla hQ € K<X>}

onde hyuvwhs € P,. Agora, observemos que

hl[ua U,U)]hg = [hlv [U,’U, w“hQ + [U,U,W]hlhg.
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Como [hy, [u,v,w]] = [[u.v],w, hi] € S, devemos ter que [hy, [u, v, w]] é com-
binagao linear de elementos do tipo [us, ug, us], € assim, para mostrar o reque-
rido, basta trabalharmos com os elementos da forma [u, v, w]y, onde u, v, w
e Y sao monomios com apenas ¥, possivelmente trivial.

Ao avaliar as possibilidades sobre em qual dos monomios u,v,w ou ¥y
figura x,,, comecemos, pois, por assumir que a primeira delas seja x,, figurar
em y. Assim, neste caso, y sera da forma rz,s para algum par de monémios
r e s (podendo ocorrer r = 1 ou s = 1). Isso posto, obtemos

a = [u,v,w|re,s = [[u,v,wlre,, s| + sfu, v, wlra,.

Desde que a = aV) 4 a® para tnicos aV) € S? e a'? € P,_,1,, auferimos
que

aV = [[u, v, w]re,, s| = [[[u,v], w]re,, s].
Por conseguinte, ao fazermos uso das substituigdes u — [u,v], v — w,

y — rx, e w —> s na segunda identidade do Corolario 7, fica facil observar
que

aV = [[u, v, w]ra,, s] = —[[u,v], [w, s]rz,] = [u,v, [w, sjrz,] =0 (mod S2).

Portanto, neste caso, a'*) € S3.
Como segundo dos casos, assumamos que x,, figure em w. Assim sendo,
ao recorrermos a quinta identidade do Corolario 7, obtemos que

[u,v, 72,8y = —[u,v,y)rz,s = [v,u,ylrr,s (mod S?)

e assim, lacando mao do quinto item da Observagao 16, este reduz-se ao
primeiro dos casos.

Como terceiro dos casos, admitamos que x, figure em wu, e neste caso
procedemos como segue: ao expandir a identidade (2) do Corolario 7 obtemos

»ully, wl + [[u, o], wly + [o, wllu, y] + [u, [v, w]ly

[[u, v]y, w] + [u, [v, w]y] [u w
= [uav] [va] + [[U7U]a
[u U

wly + [v, w][u, y] — [[v, w], uly
= vv][va]_l_[[ ,v],w]y+[v w][uay] - [anvu]y
= 0 (mod S?)
Dessa tltima obtencdo e do fato de que [v,u][w,y] = [w,y][v,u] (mod S3),
temos
Hu7 U]7w]y = [va,u]y - ([u’ U] [ya w} + [v,w] [u7 y])
= [vw,uly — ([w,yllv,u] + [w,v][y,u]) (mod ).



Desse modo, sendo a = [[u,v],w]y, pelo obtido anteriormente seguido da
identidade em (3) do Corolério 7, temos que

a = [u> v, w]y = [Uv w, u]y - ([wa y] [U7 u} + [w> U] [Uv u])
= [v,w,uly = ([w,y, 0] + [w,v,y])u (mod Sp),
e assim recaimos nos dois primeiros casos.
Por dltimo, se =z, figurar em v, entao ao usarmos a igualdade

[u,v] = —[v,u] observamos que este caso reduz-se ao pentltimo, e isso le-
gitima o fomentado como tese. O

O proximo resultado a ser apresentado é a importante relagao
S3 = 52N T3, antes, porém, sendo mostrada a relagao S; = S2 N T2 para
todo n > 3.

Teorema 13. Temos que S® = S2NT3.

Demonstragio. Claramente temos que S* C S?NT?% e daf S2 C S2N T3
Intentando mostrar a inclusao contraria, comecemos por tomar a € S2 N T3
com n > 3. Sabemos que existem tinicos a(!) € S? e a? € P,_,x, tais que
a = a + a®. Assim, temos que a'® = a —a) € S?, donde a — oV €
S2N P, 1z, = {0}. Portanto, temos a = a*) € S? (vide Lema 23). Desde
que a € S2NT? tenha sido tomado arbitrario, obtemos que S? N T2 C S3.
Dai, S? N T3 = S3 pois char K = 0 (veja o Corolario 1).

[l

Observacao 17. Seja n > 3. No Lema 20 foi mostrado que
T3 = (S2NT3) ® (Py_yz, NT2), de sorte que no Coroldrio 6 obtivemos
que P, 1z, N T3 = T3 x,. Pelo resultado anterior, S3 = S2NT3. Desse
modo, obtemos a importante relacao

TP=S2oT: |2,
Para fechar a discussao no presente capitulo, temos claramente que
P = ST |z,
= 52 52 (52—1 ® Tg—ﬂn—l)xn =
= SS 2, 0T o 12y = ...
= SP@ S 2,0.. 0 Sivyws..q,.

Como a soma acima ¢é direta, segue diretamente do Teorema 12 que

n

U DT 1Tmio..- Ty

m=3

é uma base para o espaco T5.
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Capitulo 3

T-Espacos que nao contém um
T-Ideal nao Nulo

Vimos ao longo do texto que os T-ideais sao casos particulares de
T-espacos, de modo que todo T-ideal nao nulo contém um T-espaco nao
nulo (eventualmente préprio). Uma pergunta que surge de forma natural é
se a reciproca dessa assertiva seria verdadeira, ou seja, serd que todo T-espacgo
nao nulo contém um T-ideal nao nulo? Apesar de termos uma resposta po-
sitiva a essa questao no caso do T-espaco C(A), dos polindémios centrais de
uma Pl-dlgebra A (lembremos que T'(A) C C(A)), em geral, a resposta é ne-
gativa. Veremos adiante que o T-espago S?, gerado pelo comutador [z, z3),
nao pode conter um T-ideal nao nulo. Consequentemente, S? nao pode ser
o T-espago C'(A) de nenhuma PI-algebra A.

Neste capitulo vamos sempre considerar K como sendo um corpo de ca-
racteristica zero.

3.1 Codimensoes de 5?2

As sequéncias de codimensoes de T-espacos sao ferramentas robustas no
estudo da Pl-teoria. Nessa se¢ao, usaremos a sequéncia de codimensoes de
S? para justificar que este T-espaco nao contém um T-ideal nao nulo.

Vimos no capitulo 2 que dim S2 = (n — 1)!(n — 1). Desde que

P,
cn(S?) = dim S—Z,

n
auferimos que ¢, (S?) =n! — (n — 1)!(n — 1) = (n — 1)!. Adiante, obteremos
a sequéncia de codimensoes de S? de outra forma, usando as identidades
polinomiais da &algebra M,,(K) (m > 2). Para tanto, precisamos do seguinte
lema.
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Lema 24. Seja A uma matriz em M,(K) tal que tr(AX) = 0 para toda
matriz X € M,(K). Entio A = 0.

Demonstragdo. De fato, basta recordar que sendo A = (ajj)nxn €
X = (@ij)nxn tem-se que AX é a matriz (¢;;)nxn definida por

n
Cij = g it L.
t=1

donde

n

tT(AX) = Z Cii = Z Qi1 Lt
=1

it=1
Assim, ao fazermos X = FEj;(vide Observagao 2), obtemos z;; = 0 para todo
t#koui#l, edal

0= t’I“(AX) = tT(AEkl) = Qi
para quaisquer 1 < [, k < n. Portanto temos o resultado requerido. O]

Exemplo 27. Seja m > 2. Consideremos a dlgebra M,,(K), o T-ideal
I=T(M,(K)) e
V=A{f(z1,....,2n) € K(X) | tr(f(As,...,A4,)) =0,V Ay, ..., A, € M,,,(K)}

o T-espaco do Exemplo 15. Mostremos que V. = I + S%. Recordemos que
tr(AB) = tr(BA), e assim tr[A, B] = 0 para todo A,B € M,,(K), donde
[1,79] € V. Portanto S? = ([x1,2:))TF C V. Como, claramente temos
I CV, seque que I +S? C V. De forma mais sistemdtica, vamos a inclusdo
contraria. Seja f(x1,...,x,) € V. Sendo K de caracteristica zero, tem-se que

V' ¢é gerado pelos seus polinomios multilineares, e assim podemos considerar
f multilinear, isto ¢,

f(xl, ,:L‘n) = Z )\Jxo(l)...xo(n).
O'GSn
Agora, observando a iqualdade
ZL‘U(l)...:Bg(j,l)l'nl‘a(jJrl)...$U(n) = (xg(j+1)...:Bg(n))(Ig(l)...[l?g(j,l)$n)

+ [l’a(l) ...xa(j_l)xn, xa(j—i—l) ...l‘g(n)l

~
€52

comn = o(j), podemos concluir, usando esse mesmo processo em cada moné-

mio de f, que existe um polindmio multilinear g(x1,...,x,_1) € K(X) tal que

flxy,.yzn) = g(x1, ..., p1)z,  (mod S?).
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Como S? C I + S?%, por maior razdo, temos
f(xy,osxn) = g2y, .o, vp 1)z, (mod I+ S?)

donde f(x1,...;w,) — g(x1, . Ty 1)x, € I + 8% C V, e assim temos que
g(x1,...,xn_1)x, € V. Portanto, tr(g(A,...,An_1)A,) = 0 para quaisquer
Ay, Ap, Ay € My (K). Nessas condigoes, podemos recorrer ao Lema
24 para concluir que g(Ay,...,A,_1) = 0. Sendo Aj,...,A,_1 arbitrdrias,
auferimos que g(x1,...,xn_1) € I, e como I é T-ideal tem-se

g(x1, ., @py1)zn, € 1 C T+ S2
Consequentemente, f(zy,...,x,) € [+ S?, donde temos a inclusao contrdria.

Teorema 14. Consideremos o T-espago S*. Temos c,(S?) = (n — 1)! para
todo n € N.

Demonstracao. Fixemos n € N, n > 2. Consideremos o espaco quociente
P,/(P, N S?) e as circunstancias do exemplo anterior. Sendo f(z1,...,7,) €
P,, vimos que existe g(x1, ..., T,_1) € P,_1 de maneira que

f(xy,...,2,) = g(x1,..., Tn 1)z, (mod S?),
ou melhor,
f(zy,...,2,) = g(x1, s Tp_1)2zn  (mod P, N S?).

Portanto,

{9(z1,..c;xpn_1)zn | g(x1, ..., 20_1) € Pyq}

é o espago quociente P, /(P,NS?). E assim, segue da defini¢ao de soma e pro-
duto (concatenagao) em P,/(P,NS?) que, definindo my, = Zy(1)...To(n—1) Para
cada

o € S,_1, devemos ter que {m,x, | 0 € S, 1} gera o espaco quociente

P,/(P, N S?), donde
dim(P,/(P, N S%) < (n— 1)\

Afirmamos que o conjunto {m,z, | 0 € S,_1} ¢é linearmente independente, e

portanto
c(S?) =dim P,/P, N S* = (n — 1).
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De fato, suponhamos que

Z NoToTr = 0

oc€ESH—1

com A\, € K. Assim, )
exemplo anterior, temos

v, AoMeTn € S2. Logo, pelo que foi feito no

> Aemer, € I =T (M, (K)).

TESH—_1

Por outro lado, para 2m > n, M,,(K) nao possui identidade de grau n— 1
(veja o Exemplo 13), e portanto temos que ) ¢ Ay, = 0. Desde que
{msx, | 0 € S,_1} é base para P,_ix,, obtemos que A\, = 0 para todo
o € S,_1, 0 que ratifica a afirmacao feita. n

Corolario 8. S? ndo contém um T-ideal ndao nulo.

Demonstracao. Primeiramente, é fato conhecido que para a € R, a > 0,

: a

ey

e daf devemos ter (k — 1)! > a* para k suficientemente grande. Suponhamos
agora, por contradicao, que I seja um T-ideal nao nulo contido em S?. Entao
devemos ter ¢, (I) > ¢,(S?) para todo n € N. Observemos, que por um lado
temos ¢,(S?) = (n — 1)!, enquanto por outro lado, o Teorema de Regev-
Latyshev (Teorema 8) garante que a sequéncia de codimensoes de I é no
maximo exponencial, ou melhor, que existe um inteiro positivo d tal que (n —
1! < ¢,(I) < d" paratodon € N, o que é um absurdo para n suficientemente
grande tal como vimos acima. O]

3.2 T-Espacos que nao contém um T-Ideal
nao Nulo

Nessa secao mostraremos uma caracterizacao, por meio do T-espaco S2,
dos T-espacos que nao contém um T-ideal nao nulo.

Introduziremos agora, algumas novas notacoes. Sejam [ um polinomio
multilinear e nao nulo e g € P,\{0}. Entao,

(i) Denotemos por vr(f) o subconjunto de X formado por todas as varia-
veis das quais f depende.
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(ii) Para cada k > 2, denotemos por Ck(g) o polinémio obtido a par-
tir de g pelas substituigoes x; — Zjj14nk—2) Para cada ¢ = 1,...,n.
ASSima 02(9) = g(x27x3a“'7xn+l)7 03(9) - g(mn+2axn+37"'7x2n+1)7"'7
Cr(g) = 9($2+n(k72), L34n(k—2); -+ xn+1+n(k72))'

Teorema 15. Seja V' um T-espago de K(X). Entdo, sio equivalentes:

(i) V contém um T-ideal nao nulo.

(i) V & S2.

Demonstra¢ao. Suponhamos a veracidade de (i). Pelo estudo da sequéncia
de codimensoes de S? feito na secao anterior, vimos que este T-espaco nao
pode conter um T-ideal nao nulo. Como por hipdtese V' contém um T-ideal
nao nulo, auferimos que S? nao pode conter V.

Reciprocamente, suponhamos a veracidade de (ii). Como charK = 0,
sabemos que V ¢ gerado pelos seus polinomios multilineares, e assim, para
algum n € N, deve existir f(zq,...,x2,) € V N P, tal que f(xq,...,x,) ¢
S2. Usando a mesma ideia do Exemplo 27, vemos que existe um polindmio
multilinear g(xs, ..., z,,) em K(X) tal que

f(z1,...,2,) = 119(29, ..., 2,)  (mod S?). (3.1)

Desde que f ¢ S2% obtemos que g é nio nulo. Dessa forma, sendo

F = [(@1,Co(F), o Calf)) © G = g(Calf), - Culf)), devemos ter G # 0
(g # 0) e, pelo fato de S? ser T-espaco, obtemos a partir de (3.1) que

F=x,G (mod S?).

Por outro lado, notemos que F' é um polindomio multilinear pertencente a
V', haja vista que V' é T-espaco e f € V. Além disso, F' é combinacao linear
de polinémios da forma

Cir () Cir s (N1 G, ()G (F),

onde {iy, ..., ik_1,0k41s - 0n, 1} = {1,...,n}. Desde que V é um T-espago
temos que Cj, (f) € V e logo, pelo Teorema 5, tem-se que [Cy, (f),h] € V
para quaisquer h € K(X). Diante disso, colocando

h=Ci,(f)..Cop_,(f)x1Cip,, (f)--.Ci ()

obtemos, mediante a identidade ab = ba + [a, b], que

Ci (N)Ci, () Co, (21 Cip, (f)---Ci, ()
= Co(f)..Cir,(11Ch ()i (F)Ci (f)  (mod V).
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Seguindo com esse mesmo processo, auferimos que

Cir(NCi(f)--Ci, (Nr Ci () Ci ()
= 010, ()G, ())Ci, (N)Ci(f)---Cip_, () (mod V).

Dessa forma, também devemos ter
F=xG (modV).

Dai, ;G € V, pois F' € V, e assim G € V (fazendo a substitui¢ao z; — 1).
Tomando z,, € X — vr(z1G), como V é T-espaco e x; ¢ vr(G), usando
a substituicao z; — z,,x7 em x,G, também devemos ter x,r:G € V.
Observemos agora que por V' ser T-espago segue do Teorema 5 que

121Gy — 211G = [01Gx,] €V

e assim x,Gx,, € V. Portanto, desde que G # 0, auferimos que (G)T é um
T-ideal nao nulo contido em V.

]
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