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Resumo

Neste trabalho de dissertacao estudaremos rigidez de hipersuperficies fechadas
(i.e., compactas sem bordo) com curvatura escalar constante imersas isometricamente
em uma forma espacial Riemanniana com curvatura seccional constante. Nesta confi-
guracao, estabeleceremos uma férmula do tipo Simons e, como aplicacao desta, uma
desigualdade integral envolvento a norma da segunda forma fundamental sem traco e
uma certa funcao dependendo da curvatura escalar da hipersuperficie e da curvatura
seccional do espago ambiente. Mostraremos que a igualdade é alcangada nesta desigual-
dade integral nas hipersuperficies totalmente umbilicas e em certos toros de Clifford,
quando o ambiente é a esfera Euclidiana. Além disso, também exploramos esta desi-
gualdade integral no caso em que o espaco ambiente é o Euclidiano e o hiperbélico.

Palavras-chave: Formas espaciais Riemannianas; hipersuperficies fechadas com

curvatura escalar constante; formula do tipo Simons.



Abstract

In this work we will study rigidity of closed hypersurfaces (i.e., compact without
border) with constant scalar curvature isometrically immersed in a Riemannian space
form with constant sectional curvature. In this configuration, we will establish a
Simons-type formula and, as an application, an integral inequality with the norm of
the second fundamental form without a trace and a certain function depending on
the scalar curvature of the hypersurface and on the sectional curvature of the ambient
space. We will show that equality is achieved in this integral inequality in a totally
umbilical hypersurfaces and in a certain Clifford torus, when the environment is the
Euclidean sphere. In addition, we also explore this integral inequality in the case in
which the ambient space is the Euclidean and the hyperbolic.

Keywords: Riemannian space form; closed hypersurfaces with constant scalar

curvature; Simons-type formula.
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Introducao

No final dos anos 70, Cheng e Yau [7] introduziram uma importante ferramenta
analitica para o estudo de hispersuperficies M"™ completas com curvatura escalar cons-
tante R imersas isomentricamente em uma forma espacial Riemanniana Q""!(c) de
curvatura seccional constante ¢ = 0,1, —1. De fato, eles introduziram um novo opera-
dor diferencial linear de segunda ordem denotado por [J. Naturalmente este operador
estende o bem conhecido operador Laplaciano. No entanto, para gozar de algumas
das propriedades do Laplaciano como, por exemplo, elipicidade e ser uma divergéncia,
faz-se necessario algumas hipdteses geométricas adicionais. Como uma aplicacao desse
operador, no caso em que o espaco ambiente é a esfera Euclidiana S"*!, Cheng e Yau
mostraram que as Gnicas hipersuperficies compactas em S"*! com curvatura escalar
normalizada constante R > 1 e curvatura seccional nao negativa sao ou uma hipersu-
perficie totalmente umbilica ou uma hipersuperficie isométrica ao produto de esferas
S™(V1—r2) xS"™(r)CcS" coml1<m<n—-lel0<r<l.

Uma vez definido o operador quadrado por Cheng e Yau, surgiram diversas apli-
cacoes deste operador nos mais variados contextos. Neste sentido, seguindo sua abor-
dagem, foram estabelecidos diferentes resultados de rigidez para hipersuperficies com
curvatura escalar constante. Li [12], por exemplo, estudou a rigidez de hipersuperficies
orientadas fechadas (compactas sem fronteira) com curvatura seccional ndo negativa
imersas na esfera unitaria com curvatura escalar proporcional & curvatura média. Na
sequéncia, Li 13|, caracterizou hipersupeficies totalmente umbilicas e toros com curva-
tura escalar constante da forma S'(v/1 — r2) x S"71(r) C S"™! em termos de uma nova
estimativa da norma ao quadrado da segunda forma fundamental da hipersuperficie.

Estendendo, assim, para o caso da curvatura escalar constante, um resultado prévio



bem conhecido de Alencar e do Carmo [1] lidando com curvatura média constante.
Como uma consequéncia desse resultado de Li, podemos estabelecer o Teorema 0.1,
encontrado logo a seguir, para hipersuperficies compactas com curvatura escalar cons-

tante em S"™ em termos do tensor de umbilicidade (Veja [3]).

Teorema 0.1 Seja M™ uma hipersuperficie compacta orientada isometricamente imersa
na esfera euclidiana unitdria S™™', (n > 3) com curvatura escalar R constante nor-
malizada satisfazendo R > 1. Seja ainda © o tensor de umbilicidade da imersao e

suponhamos que

n(n — 1)R?

O <aln B1) = o m o)

> 0.

Entao:
(i) ou |®| =0 e M™ ¢ superficie totalmente umbilica,

(ii) ou |®|* = ar > 0 e X é um toro com curvatura média constante S'(v/1 —r?) x

S"(r) € S"*Y com r = \/(n —2)/nR.

Recentemente, Alias e Meléndez [4] estudaram, a rigidez de hipersuperficies com-
pactas com curvatura escalar constante isometricamente imersas na esfera euclidiana
Sn*1. Baseado nesse estudo, em nosso trabalho estamos interessados em estabelecer
uma versao integral do Teorema anterior. Utilizaremos de uma desigualdade integral
tipo Simons envolvendo a norma da segunda forma fundamental sem traco ®, com a

igualdade caracterizando as hipersuperficies totalmente umbilicas e o toro de Clifford

S'(v/1 —12) x S"}(r). Em outras palavras, mostraremos o seguinte resultado:

Teorema 0.2 Seja M™ uma hipersuperficie compacta orientada isometricamente imersa
na esfera euclidiana unitdria S"™'(n > 3) com curvatura escalar R constante satisfa-
zendo R > 1. Entao

/ B2 Qp(|B])AM > 0
M

para todo numero real p > 2, em que Qr € a funcao real

Qr(z) = (n —2)2® + (n — 2)zv/22 +n(n — 1)(R — 1) —n(n — 1)R.
Ademais, a igualdade vale se e somente se

(i) ou |®| =0 e M™ ¢é hipersuperficie totalmente umbilica,



(ii) ou

n(n —1)R?
(n—2)(n(R—1)+2)
e M™ ¢ isométrica a um toro de Clifford S'(v/1 —12) x S~ (r) — S"*, com

r=+/(n—2)/nRk.

>0

@* = a(n, R, 1) =

Além deste, também estudamos o caso em que o espaco ambiente é o espaco

Euclidiano ou o espago hiperbélico. Neste sentido, obtemos o seguinte:

Teorema 0.3 Seja M™ uma hipersuperficie compacta orientada isometricamente imersa
em uma forma espacial Riemanniana Q" (c € {0, —1} e n > 3) com curvatura escalar
R > 0. Entao

| 1epQn.(@hdn = o
M

para todo numero real p > 2, em que Qr. € a funcao real

Qre(z) = —(n—2)2° — (n — Q)x\/x2 +n(n—1)(R—c¢)+n(n—1)R.

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, M™ € totalmente umbilica.

Observamos que neste ultimo caso caracterizamos a igualdade apenas com as
hipersuperficies totalmente umbilicas, uma vez que nesses espacos as hipersuperficies
isoparameétricas com duas curvaturas principais distintas nao sao compactas.

Este trabalho de dissertacao, teve como base o artigo intitulado: Integral Ine-
qualities for Compact Hypersurfaces with Constant Scalar Curvature in the Fuclidean

Sphere, publicado em 2020 no Mediterranean Journal Mathematical [4].



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo tem como objetivo estabelecer as notagoes que serao utilizadas nos
demais capitulos deste trabalho. Para maiores detalhes, indicamos ao leitor a referéncia
[9] e [16].

1.1 Tensores em Variedades
No que segue, Vi,...,V, denotam modulos sobre um anel K e o conjunto

Vix.o..xVi={(vg,...,05); v; €V;, 1 <i <5}

munido com as operacoes usuais de soma e de multiplicacao por elementos de K ¢ um
modulo sobre K chamado produto direto.

Se W é também um modulo sobre K, entao dizemos que a funcao
A:Vix. ... xVy—=W

é K-multilinear quando A é K—linear em cada entrada. Se V' é um mo6dulo sobre K,

consideremos o conjunto
Vi={f:V=>K; f é& K- linear}.

Munido com as operacoes usuais de soma e de multiplicacao por elementos de K,

obtemos que V* é um modulo sobre K chamado mddulo dual de V' ou simplesmente
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dual de V. Quando V; = V para todo 1 <17 < s, escrevemos

Vis=Vx...xV.
—————

S vezes

Defini¢ao 1.1 Para inteiros r,s > 0 (ambos nao nulos), uma fungao K-multilinear
A: (V) x V=K

é chamado um tensor do tipo (r,s) em V. Quando r = 0, escrevemos A : V¥ — K e,

de maneira andloga, quando s = 0 escrevemos A : (V*)" — K.

Denotemos por

o conjunto do todos os tensores do tipo (r,s) em V.

Com as operacoes usuais de soma de fungoes e de multiplicacao por elementos
de K, obtemos que T%(V') é um modulo sobre K. Um tensor do tipo (0,0) sobre V é
simplesmente um elemento de K.

Consideremos agora uma variedade diferenciavel M". Denotaremos, por simpli-
cidade, M™ por M, em que n indica a dimensao da variedade.

Denotemos por C*(M) o anel das fungdes de valores reais em M e X(M) o

C*°(M)-modulo dos campos de vetores em M.

Definicao 1.2 Um campo tensorial A em M € um tensor sobre C° (M )-mddulo X(M).

Assim, se A é um campo tensorial do tipo (r,s) em M, entao
A:X"(M)" x X(M)* — C*(M)

é uma funcao C°°(M)-multilinear.

Observagao 1.1 Observemos que se 01, ... 0" € X*(M) e X1,...,X, € X(M), entao
ABY,...0", Xy, ..., X)) M =R

¢ uma funcao suave, em que 0 ocupa a i-ésima entrada contravariante e X; a j-ésima

entrada covariante.

De maneira analoga ao definido em (1.1), denotemos por T5(M) o conjunto de
todos os tensores do tipo (7, s) sobre M que é um moédulo sobre C*°(M). Quando
r=s=0, temos TY(M) = C>*(M).

A proxima definicdo nos mostra uma maneira de fazer o produto tensorial entre

dois tensores.
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Definicdo 1.3 Sejam A € T(M) e B € T/,(M). Entio A® B € ‘I;IZ:(M), dado por
(A B)(0Y,...,0m,0" .07 X1, Xe, Xegt, -, Xopor)

= A0, ... 0", Xy, .., X)) BOT 0 X, X )
€ um campo tensorial chamado produto tensorial de A e B.
Observagao 1.2 Quandor’' = s =0, entao B € uma fun¢ao f € C*°(M) e definimos

AR f=f®A=fA

Dai, se A também é do tipo (0,0), o produto tensorial se reduz a multiplicacao
usual em C®(M). Em geral, o produto tensorial ndo é comutativo e mais a frente
veremos uma definicao na qual o produto tensorial se torna comutativo.

O exemplo abaixo nos diz algumas interpretacoes as quais nos permite identificar

1-formas e campos de tensores.
Exemplo 1 (Identificagoes)
(i) Seja w uma 1-forma suave sobre a variedade M. Entao a fun¢ao
A:X(M)— C*(M)

dada por A(X) = w(X) é C°(M)-linear. Portanto, A é um campo tensorial do
tipo (0,1) em M. Assim todo campo tensorial do tipo (0,1) é dado de maneira

Unica como uma 1-forma e escrevemos
XH(M) =T(M).
(ii) Seja V um campo tensorial suave sobre M. Entdo a fun¢ao
V.X"(M)— C*(M)

dada por V(0) = 0(V) é C>°(M)-linear. Portanto, V é um campo tensorial do
tipo (1,0) em M. Assim, todo campo tensorial € dado de maneira dinica como um

campo vetorial e escrevemos
X(M) =T5(M).
(iii) Se A X(M)* =X(M) é C®(M)-multilinear, definamos
A XN (M) x X(M)* — C=(M)
como sendo

A0, X1, ..., X,) = 0(AXy,.... X)), VOEX (M) e X; € X(M), 1<i<n.

Observemos que A é C>(M)-multilinear e, portanto, A é um campo tensorial do
tipo (1,s) em M.
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Definicao 1.4 Os tensores do tipo (0,s) sdo chamados de covariantes enquanto os

tensores do tipo (r,0) sao chamados de contravariantes.

Como haviamos dito na Observacao 1.2, a condi¢ao a qual o produto tensorial é
comutativo é quando A é contravariante e B covariante e vice-versa.

O préximo resultado nos mostra que um campo tensorial A em M pode ser
definido pontualmente em ), dando um valor A, a cada ponto p € M. Isso exatamente
para campos e 1-formas. O fato essencial é que quando A é avaliado em campos e 1-
formas para resultar na fungao de valores reais A(6',...,0", X1,..., X,,), o valor desta
funcao nao depende de cada 1-forma ou de cada campo de vetores, mas somente dos

valores dela em uma vizinhanga do ponto p. Mais disso mostraremos o seguinte:

Lema 1.1 Se uma das 1-formas ou um dos campos de vetores for igual a zero em p,

entao

ABY,.. 07 X0, .., X)) (p) = 0.

1

Prova. Suponhamos que X[, = 0 e sejam z',..., 2" um sistema de coordenadas em

uma vizinhanca U de p. Sendo assim, podemos escrever
X, =) X,(2')9; (1.2)
i=1

em que 0y,...,0, é¢ uma base do T,M. Denotemos X (z') = X* € C*°(M) e reescre-

vamos a equacao (1.2) como
X, =) X0,
i=1

Dai, seja f € C°°(M) uma fun¢do bump' em p com supp(f) C U. Notemos que

fz' é uma funcgao suave em M e, da mesma forma, f9; € X(M). Logo,

FRAY, .. 07, Xy, X)) = A@B,..., f2X,)

- A(@l,...,ﬁi){f@)
=1
- A(@l,...,zﬂ:ﬂxi@)
=1

'Dada qualquer vizinhanga U de um ponto p € M existe uma fungao f € C°°(M), satisfazendo:
(1) 0 < f <1 sobre M;
(it) f =1 em alguma vizinhanca de p;
(#91) supp(f) C U.
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— A <91,..., (ifX) f&-)

=D [XTA®,. . f0),
=1

que, avaliando no ponto p, obtemos

F)AWG,....00, X1,...,X,)(p) = (Z f(p)Xi(p)> A", ..., f0)(p).

Como X, = 0, temos que X*(p) = Xs(z")|, = 0 e, por uma das propriedades de

fung¢do bump, temos que em uma vizinhanca U de p, f(p) = 1. Portanto
A, ..., 07, Xy, ..., X,)(p) = 0.

Proposicao 1.5 Sejamp € M e A € TL(M). Sejam também 51, 0 et
as 1-formas tais que §Z|p = 0'|,, para todos 1 <i <71 e Xy,....,Xs e X1,...,X, 08

campos de vetores tais que 7j|p = Xj|, para todo 1 < j < s. Entdo

A@,. 0 X L X)) = A0 XL X)) ().

Prova. Faremos a prova para o caso r = 1 e s = 2, pois o caso geral segue desse.

Denotemos por 6, 0 as 1-formas e X;, X;, 1 <

IA

2, os campos de vetores. Ainda,

consideremos a seguinte identidade:

A(a, 71,72) - A(@, Xl, XQ) — A(@ - 0,?1,?2) + A(H,Yl - Xl,YQ)
+ A0, X1, Xo — X5). (1.3)

Como por hipétese, 0|, = 0|,, X1|, = Xi|, e Xa|, = Xa/,, entdo
O, = Ol =0, X1lp — Xilp = 0 e Xof, — Xa|, = 0.
Logo, avaliando a equagao (1.3) em p e usando o Lema (1.1), segue que
A0, X1, X2)(p) — A9, X1, X»)(p) =0,

o que conclui a demonstracao. [ ]

Encerraremos esta se¢cao com a seguinte observagao:
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Observacao 1.3 Segue da dltima proposicdo que um campo tensorial A € TL(M)
possui um valor A, em cada ponto p € M. Especificamente, a fungao

Ay (T,M)) x (T,M)* — R
definida da sequinte forma: se o, ..., a" € (T,M)* ewvy,...,vs € T,M, entdo
Ap(al, Qv ) = AGY 0T X X)) (p),
em que 0',...,0" € X*(M) e Xq,...,X; € X*(M) sao tais que 0'], =a' (1 <i<7r)e
Xjlp=v; (1 <5 <)
Nao é dificil verificar que A, € R-multilinear. Entdo A é um tensor do tipo (r, s)

em T,M. Assim, podemos considerar A € T(M) como um campo suave que associa
cada ponto p € M o tensor A,.

1.1.1 Componentes de um Tensor
Definiremos agora as componentes de um tensor.

Definicao 1.6 Seja M uma variedade diferencidvel. Consideremos um sistema de
coordenadas & = (z',...,x™) num conjunto aberto U C M™. Se A € T.(M), entdo as
componentes de A em & sao as funcoes

Ai-lmir = A(dl’il,. .. ,dl‘ir,ajl,. .. ,83‘3) UcCcM-— R,

J1---Js

em que iy ...0.,51...5s € {1,...,n}.

Faremos agora uma pequena aplicagao da definicao anterior.

Exemplo 2 Se A € T4(M), entdo escrevendo X =3, X'0;, Y =37, X70; e
0 =73, Ordx®, obtemos

A, X)Y) = A(ZXiai,ZXjaj,Zdexk>
i j k

= Z QkXZYJ A(dl’k, &-, aj)
= —_—
bk Ak
= ) ALOXY.
i,k
Observagio 1.4 Se A€ (M) e B € T0,(M) sdo campos definidos em M, entio as

componentes de A® B € ‘ZZI;,I(M) 5G0

(A® B)il...mr+1...z‘r+r, L firedy | gl

J1eJsds+1-Jgysl J1---Js Jrd1eJeqst?

em que iy ...y g1 - Jsrs € {1,...,n}.
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Lema 1.2 Seja x',... 2" um sistema de coordenadas em U C M. Se A € To(M).

Entao, temos em U

A=AM"0, ®... 00, @d" ®...® dx™,

J1.--Js

em que iy ...y J1 - Jsrs € {1,...,n}.

1.1.2 Contracao de Tensores

Existe uma operagao chamada contragao que transforma tensores do tipo (r,s) em
tensores do tipo (r — 1,5 — 1). A defini¢do geral deste tipo especial de tensores segue
a seguir:
Lema 1.3 Eziste uma unica fungao C*°(M)-linear

C:T(M)— C*(M),

chamada (1,1)-contracao, tal que €(X ®0) = 6(X), para todo X € X(M) e 0 € X*(M).

Prova. Da C°°(M)-linearidade, observamos que € serd uma operagdo pontual.
Considere A € T}(M). Se £ = (z',...,2") é um sistema local de coordenadas, entao

A pode ser escrito da forma

A= A @dd.
ij

Queremos que €(0; ® dz?) = dz’(9;) = 6. Logo, podemos definir localmente
¢ THM) = C=(M)

dada por €(A4) =", Al e, assim, € possui a propriedade requerida.
Para estender o resultado em toda a variedade, basta mostrar que a definicao
independe do sistema de coordenadas escolhido. De fato, se n = (y!,...,y") é um

outro sistema de coordenadas local em M, entao
m m a
O’
= A
Zm: < (996’ Z 8xi>

oy™ Oz’ -0
« dx' Oy™ < T O )
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[ |

Agora, para estender o Lema 1.3 para tensores de tipo mais elevado, o procedi-

mento é especificar uma entrada covariante e uma entrada contravariante e aplicar o
Lema 1.3 para estes tensores.

Sendo assim, suponhamos que A € TH(M) el <i<rel<j<s. Fixadas as

1-formas 6',...,0"! e campos de vetores X1, ..., X,_1, entdo a funcao
0,X) =A@, ....0,...,007  X1,...,X,..., X,_1),

em que # ocupa a i-ésima entrada contravariante e X ocupa a j-ésima entrada covari-

ante, ¢ um tensor do tipo (1,1) que pode ser escrito como
A0 X, X ).

Aplicando o Lema 1.3 para este tensor, obtemos a fun¢ao de valores reais dada
por

(CIA)(O',...07 " Xy, ... Xoa).

Nao é dificil ver que C;:A ¢ C°°(M)-multilinear nestes argumentos. Portanto, é

um tensor do tipo (r — 1,s — 1), chamado a contra¢do de A sobre i, j.

Exemplo 3 Se A € T3(M), entio €3(A) € TL(M) é dado por
(€5(A)(0, X,Y) = €(A(-, 0, X,Y,)).

Se & = (z',...,2") é um sistema de coordenadas, entdo

(€3(A)y = (€5(A)(da",0;,0;) = €(A(:, dx", ;, 0, -))
= Y A(dx™, da*,0;,0;,0,) = Y Al

m m

Uma consequéncia imediata é dada pelo corolario a seguir:

Corolario 1.7 Sejam i € {1,...,r} ej € {l,...,s}. Se A € T(M), entdo as com-
ponentes de €i(A) € T,21(M) sio

z 11271 810 Ml —1
(¢ ]1 Js—1 2:‘41 M Js—17

em que m ocupa simultaneamente a i-ésima e a j-ésima entrada.
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1.1.3 O Pullback

Definiremos agora uma importante operacao que, por meio de uma aplicagao diferen-

ciavel entre M e N, qualquer tensor covariante em N fornece um novo tensor em M.

Definicao 1.8 Sejam M e N wvariedades diferencidveis e ¢ : M — N uma aplicacdo

diferencidvel. Se A € TUN), com s > 1 e considerarmos
(9" A)p : (T,M)* = R,

dada por
(@"A)p(v1, ..., v5) = A(¢(p))(dp(v1), - . -, ddp(vn)),

para quaisquer vi,...,vs € T,M e qualquer p € M, entao ¢*A €é chamado "pullback”
de A por ¢.

Pela linearidade e multilinearidade das respectivas aplicagoes
dop : TyM = TyiyN e Ay« (ToN)* = R,

obtemos que (¢*A), : (I,M)* — R é R-multilinear. Assim, (¢*A), ¢ um tensor do tipo
(0,5) em T,M. Portanto ¢*A € TV(M) e convém observar que no caso em que s = 0,

temos A € TY(M) = C°(M) e, neste caso, definimos
¢p*A=Aogpe C(M).
O proximo resultado nos fornece algumas propriedades importantes do pullback.

Lema 1.4 Sejam M, N e P variedades diferencidveis, f € C®°(M) e consideremos as
sequintes aplicagoes
o: M — N, ¢p: N — P.

Entao
(1) ¢*(df) = d(¢" f);
(ii) ¢* : TUN) — TUM) é R— linear para cada s > 0, e ¢*(A® B) = (¢*A) @ (¢*B);

(iii) (0 ¢)* = ¢* 09p* : TY(P) — TY(M).
Prova.
(i) Se p € M, entiio usando a Regra da Cadeia temos que
d(@*f)p = d(f © ¢)p = df s(p)(dp) = ¢"(dfp).

Como p foi escolhido arbitrariamente, seque que d(¢*f) = ¢*(df).
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(ii) A R-linearidade de ¢* é consequéncia da tltima definigao.

Sejam A, B € TUN) e se vy,...,v5,wy, ..., ws € T,M, entdo

¢"(A® B)(v1,...,Vs,W1,...,ws)
= (A® B)(do(v1), ..., dd(vs), do(wr), . .., dp(w))
= A(dd(v1), ..., dd(vs)) - B(dgp(wn), ..., do(ws))
= (¢"A)(v1,...,v5) - (" B)(wr, ..., wy)
= ("A) ® (¢"B)(v1,...,vs,w1, ..., Wy).

Segue que ¢*(A® B) = (¢*A) ® (¢*B).
(iii) Primeiramente observemos que 1y o¢ : M — P e que se dado A € T%(P), teremos
VA€ TYN) e ¢*(*A) € TYM).

Consideremos vy, ...,vs € T,M. Dai

(o) A)(vr,...,vs) = Ald(¥o@)(vr),...,d(1o¢)(vs))
= A(dp(dg(vr)), ..., d(¥(de(vs))))
= @ A)(do(v1), ..., d(¢(vs)))
= (0" (W A))(vr, .., 0s)
= ((¢" o v™)A)(v1,...,vs).

Segue que (o @)*A = (¢* 0p*) A, para todo A € TV(P), de onde concluimos que
(o) =g oy

1.1.4 Derivacao de Tensores

Conheceremos agora um tipo de tensor chamado Tensor Derivacao. Veremos algumas

de suas propriedades e, por fim, definiremos a derivada de Lie.

Definicao 1.9 Uma deriwacao ® em uma variedade diferencidvel M é um congunto de

funcoes R-lineares
D=2:%(M)—T(M) (r,s > 0),

tal que para quaisquer A, B € T5(M) e toda contra¢io €, tem-se
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(i) D(A® B) = (DA)® B+ A® (DB);
(i) D(E(A)) = C(DA).

Definida desta maneira, ® é R-linear, preserva o tipo do tensor, obedece a regra do
produto e comuta com contragoes. Para uma funcdo f € C°(M), temos fRA = f- A.
Dai, D(fA) = (Df)A+ f(DA) e, quando t = s =0, se D = D : C°(M) — C°(M)
¢ uma derivacdo em M, entdo existe um unico X € X(M) tal que Df = X f para

qualquer f € C*(M).

Proposicao 1.10 Se ® ¢é uma derivacao em M e U é um aberto de M, entao existe

uma inica dertvacao Dy tal que
Du(Aly) = (DA)|u,

para todo tensor A em M. (Dy é chamado a restricio de © em U e daqui por diante,

omitiremos o subindice U ).

Prova. Seja B € TL(M) e considere p € U e f uma funcdo bump em p. Entao
fB € TL(M). Definamos
Du(Aly) = (DA)|v.

Afirma-se que a definicao acima independe da escolha da funcao bump. De fato,

seja g uma outra funcao bump em p, entao

D(gfB)y=2(9(p))f(p)By +9()(DfB), = D(fB)y.

De maneira anéloga, ©(gfB), = ©(gB),. Assim, ®(fB), = ©(¢9B), e a defini¢do
acima é uma boa definicao.

Além disso, é possivel mostrar que:

(i) ®yB ¢ um campo tensorial em U;

(ii) Dy é uma derivagao em U;
(iii) Dy(Bly) = (D B)|y) para todo tensor B em M;
(iv) Dy é unico;

o que conclui a demonstragao. [ ]
A formula de Leibniz D(A® B) = (DA) ® (D B) pode ser reformulada da seguinte

maneira:
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Proposigao 1.11 (Regra do Produto) Seja® uma derivagio em M. Se A € T7 (M)
entao

D(ABG,...,0", X1,...,X,) = (DA ,...,0", X1,...,X,)

+ Y AW DO 0 X LX)
i=1
+ Y CAWG, 0 X L DXL X).
j=1

Prova. Por simplicidade, facamos » = s = 1 e afirmamos que

A0, X) = (AR 0 X),

em que € é a composta de duas contracoes.
Com efeito, seja & = (z!,...,2™) um sistema de coordenadas local em M. Entao
pela Observacao 1.4, A ® 0 ® X tem componentes Aé@le.
Uma vez que A6, X) =37, . Aj0; X7, temos
D(AB, X)) = DEARIRX)=CD(AR0® X)
= CDARIRX)+C(ARDIR X)+C(AR I DX)
= (DA)0,X)+ A(D0,X) + A(0,DX).

A demonstracao do caso geral segue desse. [ ]

Corolario 1.12 Se duas derivacoes D1 e Do em M coincidem em funcoes reais defi-

nidas em M e em campos de vetores definidos em M, entdo D1 = 9.

Prova. Basta observarmos na proposi¢ao anterior que
(DO)(X) = D(0(X)) — 0(DX),

para todo X € X(M) e todo 0 € X*(M). n
Se sabemos derivar sobre C*°(M) e X(M), entdo é possivel construir uma deri-

vacao sobre M. Especificamente temos o seguinte resultado:

Teorema 1.13 Dados um campo vetorial V € X(M) e uma fung¢ao R-linear
d:X(M)— X(M) tal que

S(fX) = V()X + f6(X), ¥ f € C=(M), ¥ X € X(M), (1.4)

entdo eziste uma tnica derivagio ® em M tal que D) =V : C®°(M) — C®(M) e
Dy =4.
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Prova. Observemos que D) e D} ja sdo dados. Segundo a demonstragiao do tltimo
corolario, definamos
(D0)(X)=2(0(X)) —0(DX), VX € X(M).

Notemos que

(DO)(X+Y) = VOX+Y)) —006(X+Y))
= V(O(X) +0(Y)) = 0(5(X) +4(Y))
= V(0(X)) +V((Y)) - 0(6(X)) = 0(6(Y))
= [V(0(X)) = 006(X))] + [V(6(Y)) = =0(5(Y))]
= (D0)(X) = (DX)(0),

\_/v

e, usando a equacao (1.4),

D)(fX) = V(O(fX
= V(fo(X

) = 6(6(fX))

) = 0(V()X + f6(X))

= V(NOX) + fV(6(X)) = V()OX) = F0(6(X))
= JIV(0(X)) = 6(6(X))]

= [(®0)(X),

)
)

para quaisquer X,Y € X(M) e todo f € C*(M).
Logo, ©60 é C>°(M)-linear, donde ©6 € X*(M) e, portanto, obtemos a derivacao

D=2 X*(M) — X*(M).

Agora, usando a regra do produto, estabelecida na Proposicao 1.11, para um
tensor A com r + s > 2, definimos

@A), 07, X,,..., X)) = D(A®@,....00,X,,.... X,))

— ) A@.... DO, 07X, X)

=1

= ) A@',.. 07X, 0K, X,

Pode ser mostrado que DA € TL(M) e ® : T(M) — TL(M) é uma derivagdo em
M. (Veja mais detalhes em [16], pag. 45). u
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Para encerrar esta se¢ao, apresentaremos agora uma aplicagao do teorema anterior

que é de grande importancia.

Definicao 1.14 Se V € X(M), entio a derivacao Ly tal que
(i) Ly(f) =V(f), ¥V [feC>(M)
(ii) Ly(X)=[V,X], VX € X(M)

€ chamada Deriwada de Lie com relacao a V.

Observacao 1.5 Notemos que

Ly(fX) = [V fX]=V({X) - fX(V)
= V(NX+ fV(X) - fX(V)
= V(HX+ [V, X]
= V(X + fLv(X),

para todo X € X(M) e qualquer f € C*(M).
Logo, pelo Teorema 1.13, temos que Ly estd bem definida. Ou seja, é um tensor

derivacao.

1.2 Algumas consideragos sobre variedades Rieman-

nianas

Apresentaremos aqui alguns conhecimentos que estao intimamente relacionados
com 0s nossos objetos de estudo.
1.2.1 Formas Bilineares Simétricas

No que segue, seja V um espago vetorial de dimensao finita. Uma forma bilinear

b:V xV — R é uma aplicacdo que satisfaz
(i) blau,v) = ab(u,v) = b(u,av), Y u,v € V;
(i) b(u+ w,v) = b(u,v) + b(w,v) e b(u, v+ w) = b(u,v) + b(u,w), Vu,v,weV.
A forma b é dita simétrica se b(u,v) = b(v,u), Y u,v e V.

Definicao 1.15 Dizemos que a forma bilinear b é:

(i) positiva definida se para todo v € V' com v # 0 implicar b(v,v) > 0;
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(ii) negativa definida se para todo v € V' com v # 0 implicar b(v,v) < 0;
(15i) nao degenerada se b(v,w) = 0 para qualquer w € V' implicar v = 0.
O caso em que b é semi-definida, define-se de maneira analoga a definido acima,
trocando apenas a desigualdade estrita pela nao estrita. Se b é uma forma bilinear

simétrica em V', entao para qualquer subespaco W C V', a restricao b’WXW, que vamos

denotar por b‘w é ainda simétrica e bilinear.

Lema 1.5 Uma forma bilinear simétrica é nao degenerada se, e somente se, a matriz

relativa a uma base (e portanto a todas) € invertivel.

Prova. Seja e, ..., e, uma base para V. Se u € V, entdao b(u,v) = 0 para todo v € V
se, e somente se, b(u,e;) =0 para i =1,...,n. Uma vez que (b;;) é simétrica,
b(u,e;) =b <Z u;e;, el-) = Zujb(ej, e;) = Z biju;.
J J J
Dai,b ¢ degenerada se, e somente se, existem ntmeros nao todos nulos uy, ..., u,
tais que Zj biju; = 0 para i = 1,...,n. Mas isso ¢ equivalente a dependéncia linear
das colunas da matriz (b;;), isto &, (b;;) ser singular. n

Falaremos um pouco sobre produtos escalares. Exibiremos algumas de suas pro-

priedades importantes e deixamos para maiores detalhes a referéncia [16], capitulo 2.

Definicao 1.16 Um produto escalar g em um espaco vetorial V. é uma forma bilinear

stmétrica e nao degenerada sobre V.

Definicao 1.17 Seja V' um espaco vetorial com produto escalar e seja W um subespago
de V. O complemento ortogonal de W ¢é o subespaco W= de todos os vetores em V que

sao ortogonais a todo vetor em W, ou seja,

Wr={veV;v 1l W}

Os proximos lemas descrevem algumas propriedades da operagdao L que sao usa-

dos em nossos estudos.

Lema 1.6 Se W é um subespaco de um espaco com produto escalar V, entao
(i) dimW + dimW+ =n = dimV;

(i) (W) =W.
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Lema 1.7 Seja e;..., e, uma base ortonormal de V. Entdo todo v € V € escrito de

v = Z g(v,e;)e;.

Definiremos agora o que vem a ser um tensor métrico.

maneira Unica como

Definicao 1.18 Um tensor métrico g em uma variedade diferencidvel M é um tensor
do tipo (0,2) simétrico, nao degenerado em M. Em outras palavras, g € T3(M) leva
suavemente cada ponto p € M em um produto escalar g, em T,M, e o indice de g, €

o mesmo para todo p € T,M. Ou seja,

g : M — TH(M)
p > 9p  T,M xT,M — R
(u,v) — gp(u,v)

€ uma aplicacao suave tal que,
(Z) gp(u7 U) = gp(v, u)? Vou,v € TpM

(it) gp(u,v) =0, VveT,M implicauw=0.

Definicao 1.19 Uma variedade Riemanniana € uma variedade diferencidvel M mu-

nida com um lensor métrico g.

Notagao 1.20 Denotemos por g = (,) o tensor métrico. Assim, podemos escrever
g(u,v) = (u,v) € R, para todos u,v € T,M e g(U, V)= (U, V) e para U,V € X(M).

Para um sistema de coordenadas podemos escrever g sendo

g(UV)=(U.V) =) g;UV.

4,J
De fato, se & = 2!, ... 2" é um sistema de coordenadas em U C M. entdao as
? ) ) b

componentes de g em U sao
gi; =(0:,0;), Vi=1,...,n.
Logo,se V.=>".0'9; ¢ U= Zj u?9;, temos que
gU V)= (U V)= g5V'U7.
i,J

Como g é ndo degenerada, temos que em cada p € M, a matriz (g;;(p))nxn €

invertivel e a sua inversa ¢ denotada por (¢“(p))nxn. A formula usual para a inversa
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de uma matriz nos garante que as fungoes g;; sao suaves em U. Além disso, como g é
simétrica, entdo g;; = g;; e, consequentemente g = ¢/*, para quaisquer i = 1,...,n.
Finalmente, em U o tensor métrico g pode ser escrito como

]

Assim, se U,V € X(M) temos
g(U, V) = § gij(da’ @ da?)(U, V)
ij
= E gi;dz"(U) - dz? (V)
ij

ij

Exemplo 4 Seja M = R". Temos, para cada p € M que T,M € isomorfo a R". Dag,

se (x',... 2"™) é um sistema de coordenadas usuais do R", entdo
_ i
(s vp) = Y u'v
i

define um produto interno em R", em que u, =, u'0; ev, = Y _;v’0;. Desta maneira,
R™ munido com esta métrica nos dd uma variedade Riemanniana chamada espaco

Euclidiano n—dimensional.
Para cada p € M, seja
qg : LM — R
v o q(v) = (v,0)

a forma quadratica associada ao produto escalar (, ). Temos que ¢ determina (,), mas

observemos que
o(fV) = (fV.fV) = fAV.V) = fq(V),
para qualquer V € X(M) e toda f € C°°(M). Assim, temos que ¢ ndo ¢ C°°(M)-linear
e, portanto, nao ¢ um campo tensor.
Definicao 1.21 Sejam N wuma subvariedade de uma variedade Riemanniana M mu-

nida de um tensor métrico g e 1 : M — N a aplicacdo inclusao. Se o pullback i x g €

um tensor métrico em N, entao N é chamada uma subvariedade Riemanniana de M.
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1.2.2 A Conexao de Levi-Civita

Sejam M uma variedade Riemanniana e V., W dois campos de vetores em M. Em cada
ponto p € M, queremos calcular a taxa de variacao de W na direcao de V,. Fazemos
isso naturalmente no espaco Euclidiano com a derivada de um campo em relacao a

outro. Para o nosso contexto vamos introduzir o conceito de conexao.

Definicao 1.22 Sejam u',...,u" as coordenadas naturais de R*. Se V e W sao cam-
pos de vetores em R, com W =Y. W', , o vetor

DyW =Y V(W
€ chamada a derivada covariante de W na direcao de V.

Agora estabeleceremos o conceito de conexao em uma variedade diferenciavel M.

Definicao 1.23 Uma conexdio V em uma variedade M é uma funcao
V:iX(M)xX(M)— X(M)
satisfazendo, para quaisquer V,W € X (M),
(i) VyW é C*(M)-linear em V;
(11) VyW éR-linear em W ;
(iii) Vy(fW) = fVyW + V(f)W para toda fun¢ao f € C®°(M).
Temos que VyW € chamada a "derivada covariante” de W na diregao de V' com

respeito a conexao V.

Observemos que o axioma (i) nos diz que VyW é um tensor em V. Entao
podemos examinar o seu carater pontual, isto ¢, dado v € T,M, o vetor V,W € T,M
estd bem definido, denotando-o por (V,W), em que V' é um campo tensorial tal que
V, =v. O axioma (7i7) nos diz que VW nao é um tensor em W.

Vejamos agora um resultado de carater algébrico, o qual nos diz que na presenca

da métrica, podemos identificar campos com 1-formas.

Proposicao 1.24 Seja M uma variedade Riemanniana. Se V € X(M), seja V* uma

1-forma em M tal que

VHX)=(V,X), VXeX(M).
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Entao a funcao

XM — X(M)
Voo— f(V) = VHX)=(VX)

é um isomorfismo C(M)-linear de X(M) para X*(M).
Prova. Primeiramente observemos que f é C°°(M)-linear, pois é dada por uma 1-
forma que é C*°(M)-linear. Para mostrarmos o isomorfismo, basta mostrar que a
aplicacao é uma bijecao, uma vez que ja temos a linearidade.

(i) f € injetora.

De fato, seja f(V) = f(W), entao
(V. X) =W, X), XeX(M).

Logo
(V.X)y=WX)e(V-WX)=0cV =W,
uma vez que X € X(M) é qualquer e a métrica é nao degenerada. Portanto f é
injetora.
(ii) f é sobrejetora.

E necessario exibirmos um V € X(M) tal que
0(X)=(V,X), VX e€X(M).

A unicidade é dada pelo item (7). Mostraremos que podemos encontrar um
tal campo V' em uma vizinhanga coordenada U arbitraria. Seja 6 € X*(M),
entdo podemos escrever § = Y. 6;,dz" em U e tomemos V € X(M) dado por

V =3%,,970;0;. Entao desde que (g") e (gi;) sdo matrizes inversiveis, temos

(Vo) = <Z gijeiaj,ak> => 470 (9;.0)
ij ij
= Zgijeigjk = Z 0:0i1. = O = 0(Ok).
ij ij
Portanto, f é sobrejetora. [ ]

A conexao estd diretamente ligada a métrica, desde que acrescentemos a compa-

tibilidade e a simetria que é uma propriedade relacionada aos colchetes de Lie. Em
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verdade, é o que nos mostra o teorema de existéncia e unicidade da conexao de Levi-
Chwita:

Teorema 1.25 (Levi-Civita) Em uma variedade Riemanniana M ezxiste uma dnica

conexao V tal que
(Z) [V7 W] = VVW - VWV,
(i) X(V,W) = (VxV, W) +(V,VxW), VX, VW eX(M).

Temos que V ¢ chamada a conexao de Levi-Civita de M e € caracterizada pela "Formula
de Koszul"

AV W, X) = VW, X)+W({V,X)— X(V,W)
— (VW X]) + (W, [V, X]) + (X, [V, W]).

Prova. Suponhamos que V é uma conexao em M satisfazendo os axiomas (i) e (i)
do teorema acima. Do lado direito da formula de Koszul, usemos o axioma (ii) nas
trés primeiras parcelas e o axioma (i) nas trés ultimas. Com isso, alguns pares irao ser
cancelados, o que nos levara a 2(Vy W, X). Assim, V satisfaz a formula de Koszul e,
portanto, se tal conexao existe, ela é tnica.

Para a existéncia, F(V,W, X) como o lado direito da formula de Koszul. Para
campos V, W fixados, um calculo direto mostra que F' é C°°(M)-linear e, portanto é
uma 1-forma. Pela Proposicao 1.24, existe um tinico campo vetorial, que denotaremos
por Vi W, tal que 2(Vy W, X) = F(V,W, X) para todo x € X(M). Podemos verificar
que F' satisfaz os trés axiomas da Definicao 1.23, a simetria e a compatibilidade com a

métrica. Assim, usando a unicidade, mostramos a existéncia da conexao. [ ]

1.2.3 Curvaturas

Apresentaremos agora o tensor de curvatura que, intuitivamente, mede o quanto uma

variedade deixa de ser Euclidiana.

Definicao 1.26 Seja M uma variedade Riemanniana. O tensor curvatura R de M é
a aplicacao

R : XM} —  xX(M)
(X,KZ) — R(X,Y,Z) = —VvaZ+vaXZ+V[X7y]Z.
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Uma vez fizados os campos X,Y € X(M), podemos considerar o operador curvatura
R(X,Y) dado por

R : X(M) —  X(M)
7 +— R(X,Y)Z =R(X,Y,Z).

Observemos que o tensor curvatura é linear em relacao a aditividade e trilinear
em relagao ao produto com elementos do anel C*°(M). Além disso, o tensor curvatura
satisfaz as seguintes propriedades (veja, [16], Proposi¢ao 3.36).

Proposicao 1.27 Com as notagées acima, para quaisquer X,Y,Z. W € X(M),
(i) RX,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0;
(ii) (R(X,Y)Z, W)+ (R(Y, Z)X, W) + (R(Z, X)Y, W) = 0;

(iii) (R(X,Y)Z,W) = — (R(Y, X)Z,W);

(v) (R(X,Y)Z,W) = (R(Z,W)X,Y).

Definicao 1.28 Dizemos que uma variedade é flat quando o tensor curvatura € iden-

ticamente nulo.

Um exemplo de variedade flat é o espago Euclidiano n-dimensional, uma vez
que em R"™ os Simbolos de Christoffel sao identicamente nulos,pois sao dados pelas
derivadas da métrica que sao nulas neste espaco.

Intimamente relacionado com o operador de curvatura, temos a curvatura secci-

onal que definiremos a seguir:

Lema 1.8 Seja M C T,M um subespaco bi-dimensional do espaco tangente T,M e

sejam x,y € M dois vetores linearmente independentes. Entao

_ (R(z,y)z,y)
Bew) = meyp— @y

nao depende da escolha dos vetores x,y € M.

Prova. Para quaisquer duas bases de M, podemos relaciona-las pelas equagoes

v = ar + by,
w = cx + dy,
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em que o determinante dos coeficientes ad — bc é diferente de zero. Um calculo mais

aprofundado mostra que

(R(v,w)v, w) = (ad — be)*(R(z, )z, y)

([o]*[w]* = (v, w)?) = (ad — be)*(|2[*y[* — (2, )*),
donde K (v,w) = K(z,y). u

Definicao 1.29 Dado um ponto p € M e um subespaco bi-dimensional M C T,M, o
nidmero real K(z,y) = K(M), em que {x,y} € uma base qualquer de M ¢ chamada a

curvatura seccional de M em p.

Observagao 1.6 Dizemos que uma aplicagio multilinear F : T,(M)* — R ¢é tipo-
curvatura se ela satisfaz todos os itens da Proposi¢ao 1.27. Assim, se F(z,y,z,y) =0
para quaisquer x,y € T,M tais que M = span(x,y) € um plano nao-degenerado, entdo
F=0.

Lema 1.9 Seja F uma funcao tipo-curvatura em T,M tal que

F(z,y,x,y)
(z,2)(y,y) — (r,y)>

K(z,y) =
sempre que M = span(z,y) é um plano nao-degenerado. Entao,
<R(ZE, y)Z, w> = F(ZL’, Y, =, w))

para todos x,y,z,w € T,M.

Prova. Como a diferenca de fungoes tipo-curvatura também é tipo curvatura, defi-
nimos A(x,y, z,w) = F(z,y,z,w) — (R(x,y)z,w). Por hipdtese, A(z,y,x,y) = 0 se
M = span(x,y) é um plano nao degenerado de T,M. Portanto, pela observacao feita
antes deste lema, A = 0. [

Uma variedade Riemanniana M tem curvatura constante se a funcao curvatura
seccional é constante. O proximo resultado nos fornece uma féormula para R quando

K é constante.

Corolario 1.30 Se M tem curvatura seccional constante C, entao

R(z,y)z = C((z,2)y — (z,y)x).
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Prova. Observe que definindo F(x,y, z,w) = C((z,z){y, w) — (2, y)(z,w)), temos que

F' é uma funcao tipo-curvatura em cada ponto e

F(x,y,2,y) = C((z,z)(y, y) — (z,y)*.

Se M = span(z,y) ¢ um plano nao-degenerado, entao

F(x,y,z,y)
(z, 2)(y, y) — (z,9)*

K(x,y)=C =

e o resultado segue do lema anterior. [ ]

Seja R™P n >2ep > 1, o espaco Euclidiano de dimensao (n + p) munido com
a métrica canonica. Consideremos Q? a variedade Riemanniana (n + p)-dimensional
completa, simplesmente conexa com curvatura seccional constante c¢. A variedade Q1?7
damos o nome de forma espacial Riemanniana. De acordo com o sinal de ¢, podemos
determinar a forma de Q"™ (cf. por exemplo o Teorema 4.1 do capitulo VIII de [9])

como sendo:
(a) o espaco Euclidiano R™? se ¢ = 0;
(b) a esfera Euclidiana S"*?(c) se ¢ > 0;

(c) o espago hiperbolico H""(c) se ¢ < 0.

1.2.4 Alguns Operadores Diferenciaveis

Nessa secao, estenderemos agora os conceitos de vetor gradiente, divergente, Hessiano
e Laplaciano para variedades Riemannianas. O referencial ey, ..., e, sempre denotard

um referencial ortonormal em um ponto p € M.

Defini¢ao 1.31 O gradiente de uma funcao f € C°(M), o qual denotaremos por
V[, é um campo vetorial metricamente equivalente a diferencial df € X*(M) definido

sobre m por

(Vf, X) =df(X) = X(f), VXeX(M)
Em termos de um referencial ortonormal,

(Vf e5) =df(ej) = e;(f).
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Dai, pelo Lema 1.7, podemos escrever
V=) (Vfee
i=1

e, portanto,

Vf= Z ei(fei.
i=1

Proposigao 1.32 (Propriedades gradiente) O gradiente satisfaz as sequintes pro-
priedades:

i. V(f+9)=Vf+Vyg
i. V(fg) = fVg+gVf

para quaisquer f,g € C*°(M).
Prova.

i. Da definicao de gradiente, temos
(V(f+9),X) = X(f+9) VXeX(M)
Como
X(f+9)=X(f) + X(9) = (V(f), X) + (V(9), X), VX eX(M),
entdao V(f +¢g) = Vf+ Vy.
ii. Seguindo o mesmo raciocinio, teremos

(V(fg),X) = X(f9)
= fX(9) +9X(f) = [{V(9), X) + g(V(f), X), VXeX(M)
e, portanto,V(fg) = fVg+ gV f
n

Definigao 1.33 Dado um campo vetorial X € X(M), definimos a divergéncia do
campo X como a funcao divX : M — R dada por

divX = trago(Y (p) — Vy X (p)), p € M.
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Ademais, em um referencial ortonormal podemos escrever
divX =Y (Ve X, e). (1.5)
Proposicao 1.34 (Propriedades divergente) A divergéncia satisfaz as seguintes
wqualldades:
i. div(X +Y) =div(X) +div(Y);
. div(fX) = X(f) + fdiv(X).

para quaisquer X, Y € X(M) e f € C*(M).
Prova.

i. Para quaisquer X,Y € X(M) e f € C*(M), da definicao de divergente, teremos

div(X +Y) = > (Ve (X +Y), E)

i

= S VL) + Vo (Y),e)

i

= D (ValX), B} + 3 (Ve V), )

i

= div(X) 4+ div(Y),

ii. bem como

div(fX) = D (Ve fX e)

7

= D {fVeXe) +D (el )X, er)

7

= fZ<v6ix, &) + X(f)

= fdiv(X) + (V], X).

Definicao 1.35 Seja f: M — R uma func¢ao diferencidvel. O Hessiano de f, deno-
tado por Hessf, € o campo tensorial Hessf : X(M) x X(M) — X(M) dado por

(Hessf)(X,Y)=(Vx(V/[),Y).

O proximo resultado nos da uma importante propriedade do Hessiano.
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Lema 1.10 O Hessiano de f € um campo tensorial do tipo (0,2) simétrico tal que
(Hessf)(X,Y) = X(Y(f)) = (VxY)f. ¥ XY € X(M).

Prova. Temos que Hessf é C°°(M)-linear em cada entrada. Desta forma, Hessf é

um tensor do tipo (0, 2).
Como (Vf,Y) =Y(f), temos que
X(Y(f) = X(VLY) =(Vx(V),Y)+{(V[), VxY)
= (Hess[)(X,Y) +((V[),VxY)
= (Hessf)(X,Y)+(VxY)f, VXY € X(M). (1.6)

Para a simetria, vamos usar a definicao dos colchetes. Observemos que por um

lado
(X, Y](f) = X(Y(f)) = Y(X()),

mas por outro lado, usando a simetria da conexao de Levi-Civita, temos
(X, Y(f) = (VxY)f = (VyX)f.
Dai
XY () = (VxY)f=Y(X(f) - (VyX)[.

Assim, por (1.6) temos

(Hessf)(X,Y)=Y(X(f)) — (VyX)f = (Hessf)(Y,X), VXY e€X(M),
o que conclui o Lema.

Outras propriedades podem ser encontradas abaixo.

Proposigao 1.36 (Propriedade hessiana) A Hessiana satisfaz as sequintes propri-

edades:
i. Hess f(X +Y, Z) = Hess f(X, Z) + Hess f(Y, Z);
ii. Hess (f + g)(X,Y) = Hess f(X,Y) + Hess g(X,Y);
iii. Hess (fg)(X,Y) = fHessg+ gHess f + X(f){Vg,Y) + X (g)/(V[,Y);

para quaisquer XY, Z € X(M) e f,g € C>(M).

Prova.
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i. O primeiro item segue da definicao de Hessiana, como podemos ver a seguir:

Hess f(X + Y, 2)

(Vxiv (V) Z)

(Vx(V) +Vv(V), Z)
(Vx(V), Z) + (Vv (V). 2)
Hess f(X, Z) + Hess f(Y, Z).

ii. Para o segundo, utilizando o Lema 1.10, encontramos

Hess (f + ¢)(X,Y)

iii. Novamente do Lema 1.10,

Hess (fg)(X,Y)

Valendo essas trés propriedades

F(VxY)(g) = 9(VxY)(f)
= fIX(Y(9) -

+X(f)(Vy,
fHess g+ gHess f + X(f)(Vyg,

— X(Y(f+9)) = (VxY)(f +9)
= X(Y(f) +Y(9)) — (VxY)f — (VxY)g
= X(Y(f) = (VxY)f + X(Y(9)) = (VxY)g

Hess f(X,Y) + Hess g(X,Y).

obtemos

X(Y(fg9) — (VxY)(f9g)

X(fY(g)+9Y(f) = [f(VxY)(9) + 9(VxY) (/)]
X(fY(9) + X(gY(f)) = [f/(VxY)(g) + g(VxY)(f)]
X(Y(9) + X(/)Y(g) +9X Y (f)) + X(9)Y([)

) = (VxY)gl + glX(Y(f) = (VxY)/[]

(9IV ], Y)

Y
Y)Y+ X
Y) +

e f,ge C>(M

X(GIV1Y).

para todo X,Y,Z € X(M ) [

Definicao 1.37 Seja M uma variedade Riemanniana. Definimos o operador Lapla-

ciano A : C®°(M) — C*(M

Af =

) de M por
traco(Hessf), ¥ f € C°(M

).

Observemos que o Laplaciano também pode ser visto da seguinte maneira:

Af

S (Hess)(e).e)
62‘>

> VeV,
div(Vf).
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Finalizaremos esta secao citando a seguinte consequéncia do conhecido teorema
de Stokes, que é o Teorema da Divergéncia para o caso em que a variedade Riemanniana

M é fechada (compacta sem fronteira).

Teorema 1.38 Sejam M uma variedade Riemanniana orientdvel fechada e X € X(M)

um campo suave definido em M™, entao

/ div(X)dM =0,
M

em que dM denota o elemento volume de M™.

1.3 Imersoes Isométricas

~ —-—m . . . .. . ~
Em toda esta secao, M"™ e M sao duas variedades diferenciaveis de dimensao n
e m, respectivamente. (Quando nao houver possibilidade de confusao, vamos denotar

por M e M, respectivamente. Para maiores detalhes, indicamos [8], [9] e [16].

. ~ . ——m . . L. . ~
Definicao 1.39 Sejam M"™ e M wvariedades diferencidveis de dimensoes n e m, res-
pectivamente, com m > n. Dizemos que a aplicacao x : M — M € uma imersao se a

aplicacao diferencial dx, : T,M — Tx(p)M ¢ injetiva para todo p € M.

O ntimero k = m—n é chamado codimensdo de x. Uma imersao x : M — M entre
duas variedades Riemannianas com métricas (, )y e (, )37, respectivamente, é chamada
imersao isométrica se

(u, v)ar = (dp(u), dzy ()77,
para todop € M e u,v € T,M.

Observamos que se ¥ : M — M é uma imersdo e {, )37 ¢ a métrica em M, podemos
definir uma métrica (, )y em M pelo pullback.

Seja  : M — M uma imersdo isométrica. Ao redor de cada ponto p € M,
existe uma vizinhanca U C M tal que x‘U ¢ um mergulho sobre z(U). Logo,podemos
identificar U com a sua imagem z(U), isto é, x é localmente a aplicacdo inclusao.

Portanto, podemos considerar o espaco tangente de M em p com um subespaco

do espago tangente de M em p € escrevemos
T,M =T,M & (T,M)*,

em que (T,M)* é o complemento ortogonal de T, M em T, M.
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Definicao 1.40 Sejam M uma variedade Riemanniana com a conexdio de Levi-Civita
V ex: M — M uma imersio isométrica. Entdo dados campos vetoriais X,Y € X(M),

temos que
VxY = (VxY)" + (VxY)*h

T

Segue da unicidade da conexao de Levi-Cwita que (V)' € a conexdo de Levi-Civita de

M e a denotamos por V.
Dai, obtemos a Formula de Gauss
VxY =VxY +a(X,Y), X,YecX(M),
a qual define uma aplicagao
a: X(M) x X(M) — X(M)*
chamada a Sequnda Forma Fundamental da imersao x.

Proposicao 1.41 Se XY € X(M), entdo a aplicagio a : X(M) x X(M) — X(M)*
dada por a(X,Y) = VxY — VxY ¢ bilinear e simétrica.

Prova. Observemos que pelas propriedades da conexao, segue que « é linear na pri-

meira e na segunda entrada. Para a simetria, basta vermos que

a(X,Y)—a(Y,X) = VxY —VxY —-VyX +VyX

= (VxY = VyX)+ (VyX — VxY)

= [XY]+[Y, X]
= [va]_[X7Y]
— 0,

em que usamos o fato de que quando restritos a M, os campos sao iguais, seguindo o
resultado. [ ]
Consideremos agora campos de vetores X € M e £ € X(M)*, e denotemos por

A¢X a componente tangencial de — Vx&, isto é,
AgX = — (ng)T
Uma vez que para cada Y € X(M),

0= X<§7Y> = <vX£7Y> + <§7vXY>7
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pela formula de Gauss, temos
<A£X7 Y> = <OZ(X, Y)v €>

Em particular, a aplicagdo A : X(M)xX(M)*+ — X(M) dada por A(X, &) = AcX
¢ bilinear sobre C*°(M). Assim, a aplicacao A¢ : X(M) — X(M) ¢ linear sobre C*°(M)
e também auto adjunta, isto é, (A:X,Y) = (X, A;Y) para todos X,Y € X(M). A
aplicacao A, ¢ chamada Operador de Forma ou Operador de Weingarten da imersao x.

Nio é dificil ver que a componente normal de Vx&, denotada por (V x&)*, define
uma conexdo compativel com o fibrado tangente normal TM*. Dizemos que V* ¢ a

conexao normal de = e obtemos a formula de Weingarten
Vxé=—AX + VxE

Agora, usando a formula de Gauss e Weingarten, obteremos as equagoes bésicas

das imersoes isométricas para o nosso interesse: a equacao de Gauss e de Codazzi.

Proposicdo 1.42 Seja M uma subvariedade Riemanniana de M. Sejam R e R os

tensores curvatura de M e M, respectivamente, e o o tensor de forma de M. Entdo
para X,Y, Z, W € X(M) temos

(1) Equacao de Gauss:
(RIX,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) + (a(X, W), a(Y, Z)) — (X, Z), (Y, W));
(ii) Equacao de Codazzi:

(R(X,Y)Z)" = (Vxa)(Y, Z) = (Vya)(X, Z).
Prova.
(i) Como pela Definigdo 1.5 temos
R(X,Y)Z = -VxVyZ +VyVxZ +VixyZ,
entao

—vxvyz = vx(VyZ — a(Y, Z)) = —VXVYZ —vx&(}/, Z)
= —VxVyZ —a(X,VyZ) -~ Vxa(Y, Z)
= —VxWZ —a(X,VyZ) + Auy )X — Vxa(Y, 2).
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De maneira analoga, encontramos

VyVxZ =VyVxZ+a(Y,VxZ) — Aux.2)Y + Vya(X, Z)

V[)Qy]Z = V[X7y]Z + Oé([X, Y]7 Z)
Somando os termos acima temos

~VxVyZ+VyVxZ+VixyiZ = —VxVyZ —a(X,VyZ)+ AayzX
— Vxa(Y,2) +VyVxZ +a(Y,VxZ)
— Aa(X,Z)Y + V#a(X, Z)
+ V[X,Y]Z + O'/([Xv Y]7 Z)a
o que implica
E(X, Y)Z = R(X, Y)Z — CY(X, VyZ) —+ Oé(Yv, sz) + AQ(Y’Z)X — AQ(XZ)Y
— Vxa(Y,2) + Vya(X, Z) + o([X, Y], Z). (1.7)

Fazendo o produto escalar com um campo W € X(M) qualquer, temos

(RIX,Y)Z, W) = (R(X,Y)Z,W) —(a(X,VyZ), W)+ (a(Y,VxZ), W)
+ <Ao¢(Y7Z)X7 W> - <Aa(X,Z)Y7 W> - <v)l(a(ya Z)? W>
+ (Vya(X, 2), W) + (a([X,Y], Z2),W).

Logo,

(RIX,Y)Z, W) = (RX,Y)Z W)+ (Aay, 0y X, W) — (Aaix,2)Y, W).
Mas
(Ao X, W) = (a(X; W), (Y, 2)) e (Aux.z)Y, W) = (Y, W), a(X, Z))
e, portanto,

(R(X,Y)Z, W) = (R(X,Y)Z, W) + (a(X,W),a(Y, Z)) — (a(X, Z), a(Y, W)).
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(ii) Antes de mostrarmos esta equacao, faremos uma pequena observacio. Uma vez
que o : X(M) x X(M) — X(M)* é um campo, pelo Exemplo 1 podemos vé-lo
como um tensor. Isto é,

o X(M) x X(M) x (X(M)*F)* = C=(M).

Pela Proposicao 1.24, sabemos que na presenca da métrica podemos identificar
campos com 1-formas. Assim, o : X(M) x X(M) x X(M)*+ — C*®(M) é um
tensor do tipo (0,3) cuja diferencial covariante é o tensor

Va: X(M) x X(M) x X(M)* x X(M) — C>(M)
do tipo (0,4) em M.

Diante do exposto acima, dados X,Y, Z € X(M) e n € X(M)*, temos pela regra
do produto da Proposicao 1.11 que

(Vg}&)(Y, Z7 77) = X<a(Y7 Z7 77)) - Ck(vXYE Za 77) - Q(K VXZ7 77) - Oé(Y, Z7 vX77)

Mas
(Vxa)(Y, Z,n) = (Vxa)(Y, Z),n),

entao
(Vxa)(Y, Z),n) = (Vxa(Y, Z),n) — (a(VxY, Z),n) = (a(Y,VxZ),n). (1.8)

De maneira analoga encontramos

(Vya)(X,Z),m) = (Vya(X, Z), ) — (a(Vy X, Z),n) — (a(X, Vy Z),n). (1.9)

Por outro lado, fazendo o produto escalar com um campo qualquer n € X(M)=+

na expressao (1.7), obtemos

(R(X,Y)Z,n) = (R(X,Y)Z,n) — (X, VyZ),n) + (a(Y,VxZ),n)
+ (Aav X, n) — (Aax2)Yon) — (Vxa(Y, Z),m)

+ (Vya(X, Z),m) + (a([X, Y], Z),)

e, dai,

=

(RX,Y)Z)Em) = —{a(X,VyZ),n) +(a(Y,VxZ),n) = (Vxa(Y,Z)n)

+ (Vyal(X, Z),m) + (a([X, Y], Z),n).
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Ainda neste contexto, podemos reescrever a expressao acima como

<(§(X’ Y>Z)L777> = - <a(X’ VYZ)7U> + <O./(Y, VXZ)777> - <V)L(&(Yv Z)777>
+ (Vya(X, 2),n) + {a(VxY, Z),n) — ((VyX, Z),n)

e, substituindo (1.8) e (1.9) nesta expressao, concluir que
Como n € X(M) foi escolhido arbitrariamente, segue o resultado.

Corolario 1.43 Se {X,Y} € uma base para um plano tangente nao degenerado de M
gerado por X,Y € T,M, entao

N7 - <Oé(X, Y),Q(X, Y)> B <a<X7 X),Oz(K Y)>
KX,)Y)=K(X,Y)+ XY= (X.7)? ;

em que K e K denotam as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente.

Prova. Observemos que fazendo X = Z e W = Y na equacao de Gauss, dada na

Proposicao 1.42, ainda encontramos que
(RIX,Y)X,Y) = (R(XY)X,Y) + (a(X,Y),a(Y, X)) — (a(X, X),a(Y,Y)).

Uma vez que | X|?|Y]? — (X,Y)? # 0, temos

(RX,Y)X,Y)  (RXY)X)Y)  (a(X,Y),a(Y, X)) — (a(X,X),a(Y,Y))
XPIYP - (X,Y)* [XPY]P = (X,Y)? [XPIY P = (X,Y)? ’

o que implica

X,Y),a(X,Y)) — (a(X, X), (Y, Y))
XY — (X, Y)? '

K(X.Y) = K(X,v) +

Faremos uma aplicacao da Equacao de Gauss usando a Defini¢ao 1.28.
Exemplo 5 Mostremos que a esfera n-dimensional
S"(r) ={p e R (p,p) =’}

4 1
tem curvatura seccional constante K = —, sen > 2.
r

27
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Com efeito, seja p =, u'0; o vetor posigio de R"*! para p € S™(r). Se V é a

conezdo de Levi-Civita de R"!, entdo

Vxp=> X(u)d =X, VXecXx(s".

Dai,
(p,p) =1*= 0= X{(p,p) =2(Vxp,p) = 2(X, p),

o que implica

0=(X,p), VX eX(S"),

1sto €, o vetor posicao p € ortogonal a S™.

b p b
= = e afirmamos que

ol ~ (p,p) T

Consideremos agora U =

oV, W) = — SV W0, ¥ VIV € Z(SM).

De fato,
@(V.W),0) = (TyW)-,0) = H(TvW)* )
= (VW) =~ (W, Tvp)

1
= - ;(V, W), VY V,WeXxX(sS").
Como R™™! ¢ flat, concluimos pelo Coroldrio 1.43 que

1
K(WV,W)= .

Se a variedade Riemanniana M tem curvatura seccional constante C, entdo para
todos XY, Z, W € X(M), podemos reescrever as equacoes de Gauss e Codazzi da

seguinte maneira:
(i) Fquagao de Gauss:

+ <Oé(X, W>7Q<Y7 Z>> - <Oé(X, Z),Oz(}/, W)>7

(i) Equagao de Codazzi:
(Vxa)(Y, Z) = (Vya)(X, 2).
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1.4 Hipersuperficies em Formas Espaciais

Na presente secao, reescreveremos as equacoes basicas das imersoes isométricas
apresentadas na secao anterior para o caso em que o espaco ambiente M 6 uma
variedade Riemanniana (n + 1)-dimensional e M™ é uma hipersuperficie imersa. Uma
vez escolhida a orientacao da hipersuperficie imersa, = : M" — Mnﬂ, denotaremos
por N essa escolha e também denominaremos N como sendo a Aplicacao Normal de
Gauss de M™.

Seja x : M" — M hipersuperficie dada acima. Como existe apenas uma
direcao normal, deixaremos de escrever o subindice em A para denotar a dire¢ao normal.
Com excecdo da métrica, denotaremos por V e R a conexdo de Levi-Civita e o tensor
curvatura de M”H, respectivamente, e por V e R a conexao de Levi-Civita e o tensor
curvatura de M", respectivamente.

Entao dados X,Y € X(M), é facil ver que a formula de Gauss é dada por
VxY =VxY — (AX,Y)N.

Por outro lado, uma vez que N é um campo unitario e normal, temos (Vx N, N) =
0 e, portanto VN = 0, para todo X € X(M). Assim, podemos escrever a formula de

Weingarten como
VxN = — AX.

Usando o fato que a(X,Y) = — (AX,Y)N, podemos ver que a equacao de Gauss

pode ser escrita como
R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z)" — (AX, Z)AY + (AY, Z)AX
e a equacgao de Codazzi por
(R(X,Y)N)" = (VxA)Y — (VyA)X,
em que, por definicao,
(VxA)Y =Vx(AY) — A(VxY).

. —ntl -
No caso em que a curvatura seccional de M ¢ constante C, as equacoes de

Gauss e Codazzi sao, respectivamente

R(X,Y)Z =C((Z, X)Y —(Z,Y)X) = (AX, Z2)AY + (AY, Z)AX (1.10)
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(VyA)X = (VxA)Y. (1.11)
Neste momento, convém introduzir a seguinte definicao:

Definicao 1.44 Uma hipersuperficie € dita ser isoparamétrica quando todos os auto-
valores do operador de Weingarten sao constantes. No contexto acima, este fato se
traduz como VA = 0.

Encerraremos esta secao citando um resultado classico de caracterizagao de hi-
persuperficies isoparamétricas em formas espaciais Riemannianas. Veja por exemplo

as referéncias: [6, 11, 17].

Teorema 1.45 Seja M™ uma hipersuperficie Riemanniana imersa em uma forma es-
pacial Riemanniana Q"' de curvatura seccional constante c. Suponha que M™ admite
no mdximo duas curvaturas principais distintas e constantes. Entao, a menos de iso-

metrias, M" é uma subvariedade aberta de:

(i) S* x R"* em que ¢; > 0, quando ¢ = 0;

(i) S*(c1) x S"k(ey), em que ¢; >0, ca >0 e 1/c; + 1/cy = 1/c, quando ¢ > 0;
(iii) S*(c1) x H"*(cy), em que ¢; >0, ca <0 e 1/cy + 1/cy = 1/c, quando ¢ < 0,

em que k€ {1,...,n—1}.



Capitulo 2

Resultados auxiliares

2.1 Uma férmula tipo Simons

Nesta secao aplicaremos os conhecimentos descritos no capitulo anterior para a
obtencao da formula de Simons para hipersuperficies orientadas imersas em uma forma
espacial Riemanniana. Aqui seguiremos a abordagem feita por Nomizu e Smyth [14].

Seja M™ uma hipersuperficie orientada imersa isometricamente em Q7*! e deno-
temos por A sua segunda forma fundamental com respeito ao campo de vetores normal
e unitario globalmente definido N. Recordemos que a diferencial covariante de A,

VA:X(M)— X(M) é definida por
VAX,Y) = (VyA)X = VyA(X) — A(VyX), XY eX(M),
com a sua segunda derivada satisfazendo:
V2AX,Y,Z) = (V;VA(X,Y), XY, ZcX(M). (2.1)

Usando esta linguagem, o primeiro resultado desta secao mostra as simetrias do

operador de forma nas duas primeiras e nas duas tltimas entradas.

Lema 2.1 Seja M" uma variedade Riemanniana imersa em Q" com operador de

Weingarten A. Entao
(a) VPA(X,Y,Z) =V?A(X,Z,Y) - R(Z,Y)A(X) + A(R(Z,Y)X);

(b) VEA(X,Y,Z) = V2A(Y, X, Z);
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para todos X,Y,Z € X(M).
Prova. (a) Inicialmente observemos que, para todo X,Y, Z € X(M),
VZA(X,Y,Z) =V, (VAX,Y)) = VA(V,X,Y) — VA (X,V,Y)
=Vz(VyA(X) — A(Vy X)) = VyA(VzX)+ A(VyV2X)
—Vo, v AX) + A(Vy,y X)
=VsVyA(X) = VZA(VyX) = VyA(VzX) + A(VyVzX)
—szyA(X> + A (VvaX) .

De maneira totalmente andloga, também temos

V2A(X,Z,Y) =VyVzAX) = Vy A(VzX) = VZA(Vy X) + A (V7 Vy X)
—VVY2A<X) + A (VVsz) .

Portanto, pela defini¢ao do tensor curvatura (1.5),

V2AX,Y,Z) = V?AX,Z,Y) =V ;VyAX) + A(VyVzX) — VyVzAX) — A(V;VyX)
—Vy,vAX) + A(Vy,vX) + Vv, zA(X) — A(Vy,2X)
=A(R(Z,Y)X) - R(Z,Y)A(X).

(b) Lembremos que a Equacao de Codazzi 1.11 nos garante que
VA(X,Y) = VA(Y, X),
para todos X,Y € X(M). Entao, pela Definicao 2.1,

V2A(X,Y,Z) = (VzVA)(X,Y)
=V, VAX,Y) - VA(VzX,Y) = VA(X,VzY)
= V,VAY,X) - VAY,VzX) - VAV,Y, X)
= (VzVA)(X,Y)
=V2AX,Y, Z)

para todos X,Y, Z € X(M). [

Lema 2.2 Seja M™ uma hipersuperficie imersa isomericamente em Q"' com opera-
dor de Weingarten A. Entao, para todo X € X(M), vale
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(a) tr(VxA) =n(VH,X);

(b) para cadap € M"™, VxA:T,M — T,M ¢ auto-adjunto.

Prova. (a) Seja {ej,...,e,} é um referencial ortonormal ao longo de M" que é

geodésico! em p € M™. Sabemos que

n

H = %Z(A(ei), ). (2.2)

Dai, de (2.1) e tomando a derivada covariante em (2.2),

X (H) = %X (Z(A(ei)7ei)> _ %ZX(A(Q), )

i=1
n

- %Z<VXA(61‘)7 ei) + %2@4(61‘)7 Vxei) (2.3)

i=1

= 23 (Ve

em que foi usado que {ey,...,e,} é geodésico em p para garantir que (Vxe;)(p) = 0,
para cadat=1,...,n.

Por outro lado,
n

tr(VxA) =Y (VxAe,e;). (2.4)

i=1
Consequentemente, substituindo (2.4) em (2.3), temos nX(H) = tr(VxA) e,
utilizando a Definigao 1.31, tr(VxA) = n(VH, X), obtendo o resultado desejado.

(b) Temos que

(VxA)Y, Z) = (VxA(Y), Z) — (A(VxY), Z)
= X(A(Y), Z) - (A(Y), VxZ) — (VxY, A(Z))
= X(A(Y), Z) = (A(Y), VxZ) = X(Y, A(Z)) + (Y, Vx A(Z))
= —(A(Y),VxZ) + (Y, VxA(2))
= (Y, (VxA)2),

para todos Y, Z € X(M). Isto é, em cada ponto p € M", VxA : T,M — T,M ¢é um

operador linear auto-adjunto. [ ]

1Um referencial é dito ser geodésico se, para cada p € M", existe um referencial ortonormal {e; }?*_;

ao redor de uma vizinhanga de p satisfazendo V., e;(p) = 0.
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Na sequéncia, definimos o Laplaciano aspero AT : X(M) — X(M) de um tensor

T da seguinte forma:

AT = div(VT). (2.5)
Logo, se {e1,...,e,} é um referencial ortonormal ao longo de M™, escrevemos
AT(X) = tr (V?T(X,-,) = > V*T(X,e;, ), (2.6)

i=1
para todo X € X(M).

Juntando todas essas informagoes, obtemos:

Proposigao 2.1 Seja M™ uma hipersuperficie imersa isomericamente em Q"' com

operador de Weingarten A. Entao, para todo X € X(M),

AA(X)=VxVH — Zn: R(ei, X)A(e;) + Zn: A(R(ei, X)e:),

i=1

em que {e1,...,e,} € um referencial ortonormal ao longo de M™.

Prova. Pelos itens (a) e (b) do Lema 2.1, escrevemos

AA(X) = z": VPA(X, €, ¢;)
i=1 (2.7)

n n

- Z V2A(ei, e, X) = > Rlei, X)A(e;) + Y A(R(er, X)ei) .

i=1 =1
Por outro lado, consideremos um campo Z € X(M) arbitrario, observemos que,

n n

Z<V2A(ei, i, X), Z) = Z((VXVA)(@, ei), Z)

= (VxVAles, ), Z)

i=1

3

= ZX(VA(@, e), Z) — (VA(es,e),VxZ)

=1 1

— ZX((VQA)@, Z) =Y ((Ve,A)e;, VxZ).

M= 5

=1

Pelo Lema 2.2, V., A é auto-adjunto, para cada ¢ = 1,...,n. Logo,

n n

> (VPA(er, e, X), Z) = > X{ei, (Ve,A)Z) = > (e, (Ve,A)VxZ)

i=1 i=1 i=1
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e, pela equagao de Codazzi dada em (1.11),

n n

> (VPA(ei, e, X),Z) =Y X{ei, (VzA)er) = > (ei, (VgyzA)es)

i=1 =1 i=1

=X (tI‘(VZA» - tr(vazA).

Agora, usando o Lema 2.2 mais uma vez,
tl"(VZA) = 7’L<VH, Z> e tl"(vazA) = n(VH, VXZ>

Consequentemente,

i<V2A(ei,ei,X), 7y =nX(VH,Z) —n(VH,VxZ)

i=1

2.8
C(VAVH, Z) +n(VH, V7 — n(VH,Vyz) D
— n(VxVH,Z),
para todo Z € X(M). Portanto, inserindo (2.8) em (2.7), obtemos o resultado. n

Para o que segue, sejam T e S dois tensores simétricos do tipo (0,2). Definimos
o produto interno de Hilbert-Schmidt de T" por S, como

n

(T,S) :=1tx(T'o S =Y (T(e:),S(es)), (2.9)

i=1
em que {ej,...,e,} é um referencial ortonormal ao longo de M". Em particular, a

norma, de Hilbert-Schmidt do operador de Weingarten A é dada por

n

AP =) (Alen), Ale)).

i=1

O seguinte resultado serd providencial.

Lema 2.3 Seja M™ uma hipersuperficie imersa isomericamente em Q" com opera-
dor de Weingarten A. Entao

%A]AF — (AAA) + VAP

Prova. Sejam p € M" e {ey,...,e,} um referencial movel em uma vizinhanga

U C M"™ de p, geodésico em p. De (2.6), temos
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n n

AJA]? = A(A, A) ZX;ej(ej<A, A)) = Zlej(ej (Aei), Ales)))
9 z (Ve Aler), Ale:)))
_9 iwej Ve, Ale), Ale;)) +2 Z:<VejA(ei), Ve, Ale:))
—9 ]Zl o, (VA(ei,e5)), Aes)) +2ijil<vejA<ez),VejA<ei>>
=2 i<v2A(ei, eire;)), Ales)) + 2 i(VA(eu ej), VA(ei, ej))
:22323 V2A(es, e5,¢5)), Ales)) + 2 Zn:_lWA(ei, ¢j), VA(ei €))
s im(ei), Ale)) +2 im(e», VA(e)

=2(AA, A) + 2|V AJ?,
como afirmado. m
Encerraremos esta subsecao com a seguinte formula de Simons:

Proposigdo 2.2 Seja M™ uma hipersuperficie imersa isomericamente em Q"1 com

operador de Weingarten A. Entao
1
§A|A|2 = |VA|? + ntr(A o Hess H) — en®*H? + cn|A|* + nHtr(A?) — |A|*.

Prova. Vejamos que

n

(AA A) =) (AA(e), Aley))

= Z(VejVH’A(ej» - Z<R<€i76j)A<€i)aA(€j)> (2.10)
+ Z R(e;, ej)e;), Alej)).

Pela equagao de Gauss dada em (1.10), um calculo direto nos permite comprovar

que

D (Rleie)Aler), Aley)) = e (n*H* — |AP)
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> (Rei eg)ei, A(e;)) = e(n — 1)|AP* + nHtr(A%) — | A"

ij=1

Logo, de (2.10),
(AA, A) = ntr(A o Hess H) — en*H? + cn|A|* + nHtr(A?) — |A|* (2.11)
e, portanto, inserindo (2.11) no Lema 2.3, concluimos que
1 2 2 2772 2 3 4
§A|A| = |VA|* + ntr(AoHess H) — cn”H* + cn|A|* + nHtr(A%) — |A*.  (2.12)

2.2 O operador quadrado de Cheng-Yau

Na busca por resultados de rigidez de hipersuperficies com curvatura escalar
constante imersas em formas espaciais Riemannianas, os matematicos Cheng e Yau [7],
introduziram um importante operador diferencial de segunda ordem o qual foi cha-
mado de operador [J. Para o nosso estudo, definiremos a seguir o operador quadrado

associado a segunda forma fundamental de uma imersao isométrica.

Definicao 2.3 Seja M"™ wuma hipersuperficie orientada imersa isometricamente em
uma forma espacial Riemanniana Q""'. Para qualquer func¢io f € C*(M), definimos

o operador quadrado atuando sobre f por
O(f) = tr(P o Hess f), (2.13)

em que
P=nHI - A, (2.14)

com I denotando o tensor identidade.

Acerca do tensor P, nao é dificil verificar que:
i. P comuta com A;
ii. P é simétrico;

iii. tr(P) =n(n—1)H.
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A seguir, veremos um importante resultado que nos auxiliard na prova de algumas

propriedades do operador de Cheng-Yau.

Proposicdo 2.4 O operador de Cheng-Yau é uma divergéncia, isto €, dado f € C*(M),
O(f) = div(P(V)).

Prova. Partindo de (2.13), observemos que da compatibilidade da conexao com
a métrica que

n

a(f) = Z((P o Hess f)e;, ;)

Usando (2.1), mais uma vez da compatibilidade segue que

n

O(f) =D _ [ P(Vf), ) = (V. (Ve, P)es)]

= Z (Ve P(VF),e) = (Vf, (Ve Pes)] (2.15)

= div (P(Vf)) — (Vf,div(P)),

em que, por (1.5), div(P) é definido como sendo tr(VP).

Por outro lado, pela definigdo de P, nao é dificil verificar de (2.1) que
VP(X,Y) =nX(H)Y — VAX,Y), X,Y e€X(M).

Dai, para todo X € X(M),

(div(P), X) = Y _(VP(er, i) X)
= nZ(ei(H)ei, X)) — Z(VA(@Z-, ei), X)
= n<VH’ X> - Z((VEiA)ei’ X>

=1

[y
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Agora pelo Lema 2.2 e pela equacao de Codazzi,
(div(P), X) =n(VH,X) = Y (e, (Ve, A)X)

i=1
n

=n(VH,X) — Z<ei7 (VxA)ei)

i=1
=n(VH,X) —tr(VxA) =0,
para todo X € X(M). Consequentemente, div(P) = 0. Inserindo este fato em (2.15),

obtemos a igualdade desejada. ]

Corolario 2.5 Dados f,g € C3(M) e ¢ € C(R), o operador O satisfaz as sequintes

propriedades:
(a) O(¢o f) =& (NOf) + " (f PV, V)
(b) O(fg) = g0(f) + fO(g) + 2(P(V ), Vg),
(c) B(f?) =2f0(f) + 2(P(V[), V).

(d) Se M™ ¢é fechada, entdo o operador O € auto-adjunto com respeito ao produto

interno de L? de M", isto é,

/M FO(g)dM = /M gO(f)dM

dM denota o elemento volume de M™.

Prova.

(a) Utilizando regra da cadeia e propriedades de divergente dadas na Proposi¢ao 1.34,

O(¢of) = div(P(V(¢of)))
= div(P(¢(/)VS))
= ¢ (Ndiv(P(V )+ ("(HVF.P(V]))

= ¢(NHOf) +¢"(fI{P(VS), V).
(b) Podemos utilizar as propriedades de gradiente e de divergente para obtermos
O(fg) = div(P(V/fg))
= div(P(fVg+gVf))
= div(P(fVyg)) + div(P(gV [))
= [fdiv(P(Vyg)) +(V [, P(Vg)) + gdiv(P(V[f)) + (Vg, P(V[))
= fO(g) +90(f) + 2(P(V ), Vg).
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(c) Do item (b), teremos

O(f%) = fOf) + fOf) + 2P(Vf), V)
= 2f0(5) +2(P(V ), V).

(d) Segue do item (b) e das propriedades de divergente que

div(P(V(fg)) = D(fg) = fO(g) + g0(f) + 2(P(V[), Vg).
Por outro lado, consideremos o campo X = fP(Vg). Calculando a sua divergén-
cia,
div(X) = fO(g) + (P(V[), Vg).
Substituindo a expressao acima na anterior, temos

div(P(V(fg)) = —f0O(g) + g0(f) + 2div(X).

Agora tomando a integral em ambos os lado e usando o teorema de Stokes,

concluimos
/ fOgdM :/ gUfdM,
M M
como desejado.

[ |
Com base na prévia digressao, voltemos a férmula tipo Simons. Consideremos

f=nH em (2.13) e, da equagdo (2.14) e da Defini¢ao 1.37, garantimos o seguinte:

O(nH) = tr(P o HessnH)

=nHA(nH) — ntr(A o Hess H).
Por outro lado, como
A(nH)?* = 2nHA(nH) + 2n*|VH?

obtemos

1
O(nH) = §A(nH)2 —n?|VH* — ntr(A o Hess H). (2.16)
Tomando o traco duas vezes na equacao de Gauss, temos
nin —1)R=n(n—1)c+n’H* — |A]*. (2.17)

Portanto, inserindo (2.17) em (2.16) e estas na Proposigao 2.2, obtemos a seguinte

formula do tipo Simons para o operador de Cheng-Yau.
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Proposigao 2.6 Seja M™ uma hipersuperficie imersa isomericamente em Q"' com

operador de Weingarten A. Entdo

-1
—”(”2 JAR + |VAP — n2|VHP

— en*H? + en|A|* + nHtr(A®) — |AJ".

O(nH) =

Essa formula foi obtida pela primeira vez por Alencar, do Carmo e Colares em |[2]
e depois estendida ao conceito dos bem conhecidos operadores linearizados L,, por

Caminha em [5].

2.3 Alguns lemas importantes

No que segue, apresentaremos alguns resultados os quais nos irao garantir a fun-
dacao necessaria & obtencao dos resultados. Iniciaremos com a cléassica desigualdade

de Kato.

Lema 2.4 Seja M"™ uma variedade Riemanniana e T um tensor simétrico do tipo
(0,2). Entao, vale a desigualdade de Kato

VITIP < VTP

Prova. Seja {e;} um referencial ortonormal ao longo de M™. Por (2.9), escreve-

mos,
n

T2 = ST (), T(e). (2.18)

i=1
Derivando ambos os lados com respeito a e; e usando a compatibilidade,

n

erx(|T)?) = Zek<T(ei),T(ei)> = 2Z<VT(€Z-, er), T(e;)), (2.19)

i=1 =1

donde segue, levando ambos os lados da equagao ao quadrado que

en(|T|?)? =4 (Z(VT(ei,ek),T(ei») . (2.20)

i=1
Dai, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

n

IVITPP? =" en(|T?)” = 42 (Z (VT (e;,ex), T(e )))
k=1 i=1
42 VT (es,ex)]? Z|T el

i,k=1

= 4|VT]?|T|.
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Por outro lado, como |V|T?|> = 4]T*|V|T||?, temos
[TPIVITI* < |TPIVTI™

Portanto, ou

TP =0 e [VT"=|V|T[]" =0

ou

VT > V|7

Como aplicacao da desigualdade de Kato, obtemos:

Lema 2.5 Seja M™ uma hipersuperficie imersa em uma forma espacial Q" com
curvatura escalar constante R > c. Entao,

IVAP? > n?|VH|?. (2.21)

Além disso, se R > ¢ e a igualdade ocorre em (2.21) sobre M™, entao H é constante

em M" e, consequentemente, M™ € uma hipersuperficie isoparamétrica.

Prova. Como a curvatura escalar é constante, tomamos a derivada covariante
em (2.17) a fim de obter
n*HVH = |A|V|A]

e consequentemente,

n*H?|VH|* = |APP|V|Al]*.
Por outro lado, considerando 7' = A no Lema 2.4, escrevemos
IVIA]? < VAP

Logo
n'H?|VH|* = |AP|V]A|] < [AP[VA].

Usando mais uma vez (2.17) e que R > ¢,
|APIVA]? > n*HAVH? = n?[|AP* + n(n — 1)(R - o)||[VH* > n?|A*|VH|*. (2.22)
Portanto, obtemos que ou,

AP =0 e |VAP?=4|VH|* =0,
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ou entao

VAP > 4|V HP,

o que mostra a primeira parte deste lema.

Para a segunda parte, se R > ¢, da equagao (2.17) temos que 4n>H? > 4]AJ%.
Agora, assumiremos em adi¢do, que a igualdade em (2.21) ocorre sobre M"™. Neste
caso, 0 nosso objetivo é mostrar que H é constante sobre M". De fato, suponhamos por
contradi¢ao que isso nao ocorre, entdo existe um ponto p € M" tal que |VH(p)| > 0.
Dai, deduzimos de (2.22) que 4|A|?|VA]*(p) > 4n%|A|?(p)|VH(p)]* e, uma vez que
|[VA|?(p) = n?|VH(p)|> > 0, chegamos a uma contradi¢ao. Portanto, neste caso,

concluimos que H deve ser constante sobre M™. [ ]

Observacao 2.1 Pela equagio (2.17), temos
n*H?* = |[A* +n(n — 1)(R —¢). (2.23)

Suponhamos que R > ¢, seque de (2.23) que H(p) # 0 para cada p € M"™. Caso
contrdrio, se existe um py € M"™ tal que H(py) = 0, aplicamos a equacdo (2.23) e

obtemos que
0=n*H*(po) = |A[*(po) +n(n — 1)(R — ¢) > |A*(po),

chegando a um absurdo. Logo, neste caso, escolhemos a orientacao sobre M"™ de tal
forma H > 0.

Lema 2.6 Seja M™ uma hipersuperficie imersa em uma forma espacial Q! com
curvatura escalar constante R > c¢. No caso em que R > ¢, escolhamos a orientacao
tal que H > 0. No caso em que R = ¢, assumamos que a funcao curvatura média
H nao muda de sinal. Sejam p_ e p, respectivamente, o minimo e o mdximo dos
autovalores do operador P definido em (2.14) em cada ponto p € M"™. FEntio P é
positivo semidefinido com

p_ >0 e pp <2nH.

Além disso, no caso em que R > ¢ sobre M", as desigualdades acima sdo estritas com

P sendo positivo definido e o operador [J sendo eliptico.
Prova. Por meio da equagdo (2.17) chegamos a
2772 | A2 2
n“H*=|A"+nn—-1)(R—c) > X;, (2.24)

para cada curvatura principal \; de M", 1 =1,...,n.
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Por outro lado, a partir da analise realizada na Observacao 2.1, obtemos que

H > 0. Logo, de (2.24) temos
—nH <\ <nH, i=1,...,n.
Dai, para cada 7, a desigualdade
0<nH-—\ <2nH

se verifica. Contudo, se definirmos p; := nH — \;, podemos inferir que os p;’s sao
precisamente os autovalores do operador P. Em particular, concluimos que pu_ > 0 e
ey < 2nH.
Além disso, se R > ¢ sobre M", entdao obtemos pu_ > 0 e puy < 2nH, o que
significa que o espectro do operador P é positivo definido e, portanto, [ é eliptico. m
Prosseguindo no sentido de estabelecer os nossos resultados de caracterizacao,
citaremos um lema algébrico devido a Okumura [15], que foi completado com o caso

obtido por Alencar e do Carmo em [1] em que ocorre a igualdade.

Lema 2.7 Sejam aq,...,a, nimeros reais tais que Zai =0e Za? = 2, com 3 > 0.
Entao,
(n—2) 5 (n—2)

L S < a; < ——-—— 3, 2.25
n(n—l)ﬁ B T n(n—l)ﬁ ( )

7

e a igualdade ocorre se, e somente se, pelo menos (n — 1) dos nimeros a; sao iguais.

Prova. Utilizaremos o método dos multiplicadores de Lagrange para encontrar os

" ~ o 3 o~ n o n 2 02

pontos criticos da fungao f = >, a; sob as condi¢bes de Y\ ,a, =0e Y ! af = [,
para uma constante § > 0. Segue que os pontos criticos de f sao os valores de a;
que satisfazem a equacado a; — Aa; — a = 0, para ¢ = 1,...,n. Assim, apds uma re-

enumeracao, caso necessario, os pontos criticos sao dados por
g =ay=---=a,=a>0, (jr1 = Qjyo =+ =a, = b <O.

Desde que
6= af =pa® + (n—p)b’,

=1
O:Zai:pa—(n—p)b,
i=1
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concluimos que

a2:n_pﬁ2, b2: p 627 f:(n_pa—gb)BQ
n

n

Dai, f diminui quando p cresce e, assim, f atinge maximo quando p = 1, que é

dado por

a®—(n—1 = (n—10)>-(n—-1b= (n—2)n(n—1)b*
= n—_2/33
nin—1) '
obtendo o desejado, ja que f é simétrica.

Por fim, observemos da prova acima que a igualdade

o n—2 3
/= n(n—l)ﬁ

ocorrerd apenas quando p = 1. Ou seja, se e somente se (n — 1) dos a;s sdo da forma
1

—b=—(x(n— 1))24 e o restante dos a}s sdo da forma a = (%)%ﬂ. u



Capitulo 3

Resultados principais

Nesta secao provaremos os resultados principais desta dissertacao. Antes, intro-
duziremos o operador sem traco que é comumente usado na obtencao de resultados de
rigidez. Seja ® = A— HI e vejamos que em cada ponto de M™, ® é um operador linear
e auto-adjunto. Além disso o operador ® possui traco nulo. Ademais, vale a seguinte
relagao

|®)? = |A]* — nH>. (3.1)

Pela propria definicao do operador @, é possivel verificar que ele é simétrico e que
qualquer base que diagonaliza o operador de Weingarten também o diagonaliza. Além
disso, quando |®| = 0, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos que a imersao

¢ totalmente umbilica. Por fim, juntando a equagao (3.1) a (2.23), obtemos
|®]> =n(n—1)H* —n(n—1)(R—c). (3.2)

Diante do exposto acima e no capitulo anterior, o proximo resultado garante uma
limitagao para o operador [J agindo sobre o quadrado da norma do operador sem trago
de uma hipersuperficie com curvatura escalar constante imersa em uma forma espacial.
Em outras palavras,

Proposigdo 3.1 Seja M" uma hipersuperficie imersa em uma forma espacial Q™!
com curvatura escalar constante R > c. Nos casos em que R > ¢, escolhamos a
orientacao tal que H > 0. No caso em que R = ¢, assumamos que a fun¢do curvatura
média H nao muda de sinal. Entao,

ﬁ@\z%,e(@l) W@P +n(n—1)(R— c)), (3.3)

O(®f) = -
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em que Qr € a funcao real dada por

Qre(z) = (n—2)2* + (n — 2)z/22 + n(n — 1)(R —¢) — n(n — 1)R. (3.4)

Prova. A ideia é usar a Proposicao 2.6. Uma vez que estamos supondo que M™

possui curvatura escalar constante, reescrevemos a Proposicao 2.6 como segue:
OnH) = |VAP* —n?|VH|? — ecn’ H? 4 cn|A]* + nHtr(A?) — |A[* (3.5)
Por outro lado, pela definicao de &,
A= (®+ HI)? = ®° + 30°H +30H* + H?
e também pela expressao (3.1), temos
A" = (|| + nH?)? = |®|* + 2n|®|°H? + n*H*.

Logo,
nHtr(A*) — |A|* = nHtr(®?) + 3n|®|*H? + n*H* — |®|* — 2n|®|°H? — n*H*
= nHtr(®%) + n|®*H? — |®[*.
Portanto, inserindo essa equagao em (3.5), chegamos a
O(nH) = |VA]? = n?|VH|?

— cn®H? + en| AP + nHtr(®°) + n| P H? — |®[*

; (3.6)
= |VA? = n*|VH|* 4+ en(|A]? — nH?) + nHtr(®%) + n|®[*H? — |®|*
= |[VAP? = n®|VH|> + |9 (—=|®|* + nH? + nc) + nHtr(P?).
Agora, aplicando o Lema 2.7,
3 3 n(n — 2) 3
nHtr(®%) > —nH|tr(®°)| > ————=H|D|". (3.7)
n(n —1)
Como estamos supondo R > ¢, segue do Lema 2.5 que
VA —n?|VH|* > 0. (3.8)
Assim, inserindo (3.7) e (3.8) na equacao (3.6), obtemos
—2
O(nH) > |®|? —]@]2—MH@]+71(H2+C) . (3.9)
n(n —1)
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Por outro lado, da equacdo (3.2), escrevemos

n

n_1]®\2:n2H2—n2(R—c). (3.10)

Além disso, da hipotese R > ¢ (resp. R > ¢), o Lema 2.6 assegura-nos que o
operador [J é positivo semidefinido (resp. positivo definido). Logo, da equacao (3.10)

e do item (d) da Proposi¢ao 2.5, temos o seguinte:

n

— 1D(|(I>|2):2nHD(nH) +2n?(P(VH),VH) (3.11)

>2nHO(nH).

Assim, substituindo (3.9) em (3.11), chegamos a

n

n(n — 2)
2(n—1)

n(n —1)

Evidenciando a curvatura média na equagao (3.2) em termos da curvatura escalar

O(|D|?) > nH|®J? <_|<1>|2_ H|<I>|+n(H2+c)>. (3.12)

normalizada, temos

1
H>= —— |9+ R— 1
n(n—1)| | ¢ (3.13)

e, consequentemente, levando em conta que H > 0, podemos escrever

H= ﬁ\/]@?%—n(n—l)(}%—c) (3.14)

Apo6s um simples calculo, das equagoes (3.13) e (3.14), temos

9 1
2 =2 fio| 4 n(H + ) —

vn(n—1) n—

~lof? - -Qr(|2)) (3.15)

em que

Qre(x) = —(n—2)2* — (n — 2)z/22 +n(n — 1)(R—c) +n(n — 1)R.

Portanto, de (3.12) e (3.15) obtemos a limitagao desejada. u
Vejamos as seguintes informagoes, necessarias para as demonstragoes que virao

nesse ultimo capitulo.

Observacao 3.1 Para R > 1, a funcao Qr, definida em (3.4), é estritamente cres-

cente para x > 0 com

Qrc0)=—-n(n—1)R <0.
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Além disso, Q. possui uma tunica raiz real positiva. De fato, suponha que exista
zo tal que Qro(xo) = 0. Entdo

—(n —2)xp — (n — 2)x0\/x(2) +nn—1)(R—c)+n(n—1)R=0.

Equivalentemente,

—(n—=2)22+nn—-1DR=(n— 2)[E0\/IB(2) +n(n—1)(R—c).
Dai,

n?(n —1)?

(n — 2)zg — 2n(n — 1)Ral + n—2)

R? = (n—2)x3(z +n(n—1)(R—c¢))
=(n—2)zs +n(n—1)(n—2)(R—c)rp.

Portanto,

o n(n —1)R?
aln, B,c) = o \/(n—2)<n(R—c)+z)'

Exemplo 6 (Toro de Clifford) Seja M™ o produto Riemanniano S*'(v/1 — r2)xS"71(r),

com 0 <r <1emS" (1), n>3. Neste caso, o vetor posi¢io é
x = (71,29) € SHV1 —712) x S"(r)

e o vetor normal e unitdrio, neste ponto x, € dado por

( . Vi )
Ent1 = To | .

X,

m - r

Suas curvaturas principais $Go

AM=———r €& A==, = ———.
V1-—r? r

Logo, nao ¢ dificil checar que

L ki) B S P B e
nry/1 —r? nr2(1 —r2)

Além disso, pela equagao (2.23), a curvatura escalar de R é dada por

R:n—Q

nr?
Um cdlculo rapido nos conduz a r = +/(n —2)/nR, e portanto

n(n —1)R?
(n—2)(n(R—1)+2)

| =
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Agora somos capazes de provar os resultados principais desta dissertagao. O
primeiro deles refere-se ao caso ¢ = 1.

Teorema 3.2 Seja M™ uma hipersuperficie compacta orientada isometricamente imersa
na esfera euclidiana unitdria S"™ (n > 3) com curvatura escalar R constante satisfa-

zendo R > 1. Entao
[ 1erQu(epan = o (3.16)
M

para todo numero real p > 2, em que Qg € a funcao real

Qr(z) = (n —2)2% + (n — 2)z\/22 +n(n — 1)(R — 1) —n(n — 1)R. (3.17)
Ademais, a iqualdade vale se e somente se

(i) ou |®| =0 e M é hipersuperficie totalmente umbilica,
(ii) ou

n(n —1)R?
(n—2)(n(R—1)+2)
e M é isométrica a um toro de Clifford S'(v/1—12) x S"71(r) — S"*!  com

r=+/(n—2)/nR.

B> = a(n, R, 1) = >0

Prova. Por simplicidade, consideremos u = |®[%. Dai, pela Proposi¢ao 3.1,
temos
1 1
S0(u) > ———=uQr(Vu)\/u+n(n - 1)(R - 1), (3.18)
2 n(n —1)

em que a fun¢io Qg esta definida em (3.17).

Uma vez que R > 1 e u > 0, obtemos

SIS

n(n —1) u

2 \/u—l—n(n—l)(R—l)Du

para todo p > 0. Ou seja,

P
2

pg2 > n(n—1) u
uz Qr(vVu) > 5 \/u+n(n—1)(R—1)D( ).

Sendo M"™ compacta, integramos ambos os lados da equacao anterior a fim de

obter
pg2 _V/n(n—1) us
/M u'T Qr(va)dM > . Y e e 1 1)D(u)dM. (3.19)

Por outro lado, pela Proposicao 2.4 e pelas propriedades do divergente,

f@)3(u) = f(u)div(P(Vf)) = div(f(u) P(Vu)) = f(u)(P(Vu), V),
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para toda funcao suave f : R — R. Novamente, integrando ambos os lados dessa
equacao e aplicando o Teorema 1.38, encontramos
/ F)O@dM = [ F(u)(P(Va), Va)dM. (3.20)
M

Visto isso, podemos definir a funcao f como segue:

(VS|

t
Vi+nn—1)(R-1)

f(t) = O(), ¥ t>0.

Ja que R > 1, f estd bem definida e é diferenciavel. Além disso, f > 0. Conse-

quentemente,

() = (p— 1)tz +n(n—1)(R - 1)3ptp%
2t+n(n—1)(R—-1))2

para todo p > 2. Dai, inserindo (3.20) e (3.21) em (3.19),

>0, (3.21)

/M T Qr(Va)iM \/ﬁ (P(Vu), Vu)dM = 0, (3.22)

em que na ultima desigualdade usamos a Proposi¢ao 2.6 , a qual garante que o operador

P é positivo semidefinido. Portanto,

/ B2 Qp(|B])dM > 0, (3.23)
M

provando a desigualdade desejada.
Suponhamos agora que a igualdade ocorre em (3.3) e que R > 1. Logo, a desi-

gualdade em (3.22) deve converter-se na seguinte igualdade

/ flu w), VuydM = 0. (3.24)

Mas

p—2

o) — = Duf (= 1)(R = pu's
f 2(u+n(n —1)(R—1))2

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, p > 2 e u = 0. Além disso, a Proposicao 2.6

Y

garante a positividade do operador P, isto é
(P(Vu),Vu) >0,

com a igualdade se, e somente se, Vu = 0. Assim, f'(u)(P(Vu), Vu) > 0 e, por (3.24)
devemos ter

F W) (P(Vu), Vu) =0



66

em M". Se f'(u) =0, como p > 2, concluimos que u = 0. Do contrario, a positividade
de P nos assegura que a fungao u = |®|? é constante. Neste ponto dividiremos a prova
em duas partes:

Caso 1: |®|*> = v = 0. Neste caso temos que M™ é uma hipersuperficie totalmente
umbilica e nao totalamente geodésica, pois R > 1.

Caso 2: |P]? = ug > 0. Neste caso, da igualdade (3.23), segue que Qr(|®|) = 0.
Assim, pela Observacao 3.1, uy deve ser igual a tnica raiz positiva da funcao Qg, isto

é, |®|? = a(n, R,1). Portanto, inserindo isto em (3.18), temos

1
vn(n—1)

Logo, todas as desigualdades obtidas ao longo da prova da Proposicao 3.1 tornam-

0= Z0(®P) > - B[2Qn(|2)) /[P + n(n — 1)(R— 1) =0.

se igualdades. Em particular a igualdade ocorre em (3.8). Sendo R > 1, o Lema 2.5
garante que VA = 0, ou seja, M™ & uma hipersuperficie isoparamétrica de S"*1. Além
dessa, a desigualdade (3.7) também torna-se igualdade. Esta igualdade implica igual-
dade no Lema 2.7. Dai, M" deve ter duas curvaturas principais distintas sendo uma
delas simples.

Portanto, podemos aplicar o teorema classico de classificacao das hipersuperficies
isoparamétricas, o Teorema 1.45, para assegurar-nos que M™ deve ser isométrica ao
produto Riemanniano S"~'(v/1 —72) x S'(r) < S”, com 0 < 7 < 1 e com curvaturas

principais constantes dadas por

1_2
) VS A VN .

V1—1r? r
Segue do Exemplo 6

H_n(l—TQ)—l B2 n—1
B nry/ 1l —r? N nr2(1 —r2)’

bem como sua curvatura escalar constante, a qual é dada por (3.2), é

Em particular, R > 1 se, e somente se, 7 < y/(n —2)/n. Obviamente, r =
V(n—2)/nR < \/(n—2)/n, com
]2 n—1 n(n — 1)R?

Conr2(1—12)  (n—=2)(n(R—1)+2)’




67

em que nos da a caracterizagao da igualdade no Teorema 3.2, finalizando a prova.
|
A partir desse teorema, podemos enfim, aplica-lo para obter o Teorema 0.1, enun-

ciado a seguir como corolario:

Corolario 3.3 Seja M™ uma hipersuperficie compacta orientada isometricamente imersa
na esfera euclidiana unitdria S"™*, (n > 3) com curvatura escalar R constante nor-
malizada satisfazendo R > 1. Seja ainda ® o tensor de umbilicidade da imersao e

suponhamos que

n(n —1)R?

|<I)|2 < a(n, R, 1) = (n — 2)(n(R _ 1) + 2)

> 0.

Entao:
(1) ou |®| =0 e M"™ é superficie totalmente umbilica,

(ii) ou |®|* = ar >0 e X é um toro com curvatura média constante S'(v/1 —r?) x

S"(r) € S"*!, com r = \/(n —2)/nR.

Prova. Desde que Qr(z) < 0 para todo 0 < x < \/a(n, R, 1), assumindo as
hipoteses do Teorema 0.1, temos que Qg(z) < 0 em M, o que nos da a igualdade na
equagao (3.16):

| 1erQu(epax —o,
M
fazendo que o Teorema 0.1 seja consequéncia direta do nosso teorema principal. [ ]

Para o caso em que o espaco ambiente é ou o espaco euclidiano ou o espaco
hiperbdélico, finalizamos nosso trabalho com o seguinte resultado:

Teorema 3.4 Seja M™ uma hipersuperficie compacta orientada isometricamente imersa

em uma forma espacial Riemanniana Q" (c € {0, —1} e n > 3) com curvatura escalar
R > 0. Entao

/ B[P Qe (|P])dM > 0 (3.25)
M

para todo numero real p > 2, em que Qr. € a funcgao real

Qre(z) = —(n—2)2* — (n — 2)z/22 +n(n — 1)(R—¢) +n(n — 1)R.
Além disso, a igualdade vale em (3.25) se, e somente se, M™ € totalmente umbilica.

Prova. A prova segue como a do Teorema (3.2) até encontrarmos a inequa-

¢ao (3.25). Se a igualdade vale, de (3.24) teremos

(P(V]2["), V|®[*) =0, (3.26)
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desde que
Ap — D[P + 4n(n — 1)(R — c)p| PP~

2 (4]®)2 + 4n(n — 1)(R — ¢))*/*
pois p > 2 ¢ R > 0. Consequentemente, sendo P positivo definido, de (3.26) segue

F(|®l) =

)

que V|®|> = 0 e, dai, |®| é constante em M™. Caso |®| = 0, entao M™ é uma
hipersuperficie totalmente umbilica em Q'. Caso contrario, |®| deve ser a tnica
raiz positiva da funcao QQr . vista na Observacao 3.1 e, consequentemente, M" é uma
hipersuperficie isoparamétrica de Q"*!. Assim, pelo Teorema 1.45, concluimos que
M™ deve ser ou isométrica a um cilindro circular S"~!(r) x R, quando ¢ = 0, ou a um
cilindro hiperbélico H'(—+v/1 4 72) x S"~(r), quando ¢ = —1, que ndo sio variedades
limitadas.

Portanto, vale a igualdade em (3.25) se, e somente se, M™ é uma esfera totalmente

umbilica em QU+, m
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