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Resumo

Neste trabalho, estudamos os espagos de Sobolev Fracionario e, através do método
de Subsolugao e Supersolugao, buscamos mostrar a existéncia de solugao positiva para
um problema do tipo concavo e convexo envolvendo o Laplaciano Fracionario em um

dominio suave e limitado.

Palavras-Chave: Coéncavo e Convexo, Espacos de Sobolev Fracionario, Laplaciano

Fracionario, Método de Subsolugao e Supersolucao.



Abstract

In this work, we study the spaces of Fractional Sobolev and, through the method
of Subsolution and Supersolution, we seek to show the existence of a positive solution
to a concave and convex type problem involving the Fractional Laplacian in a smooth

and limited domain.

Keywords: Concave and Convex, Spaces of Fractional Sobolev, Fractional Lapla-

cian, Subsolution and Supersolution Method.
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Indice de notacoes

Segue uma lista das principais notagoes e siglas utilizadas no texto. Os simbolos
usuais de operadores sao admitidos como conhecidos, tais como os simbolos de inclusao,
pertinéncia, derivagao, integracao e limite (inferior e superior). Alguns dos simbolos

aqui listados também sao definidos no texto.

e (O C RY & um dominio limitado com fronteira suave no R"; dominio refere-se a

um conjunto aberto conexo
e RV =R x (0, +00)
o U =Qx(0,4+00), 0,Cq = 092 x [0,400), onde 0N é a fronteira do conjunto §2
o |Alg é a medida de Lebesgue do subconjunto mensuravel a Lebesgue A C ()

e D*éaaderivada fracadeu € L'(Q), onde o = (a1, v, - - - , ay) € um multiindice

de ordem |a| =ay + -+ ay
o Bs(x) ={y e RY : |z —y| < 5}
e wy ¢ a medida de Lebesgue da esfera unitaria em RY.

e v (x) =max{0,u(x)} e u (x) = max{0, —u(z)}, onde u : 2 — R é uma fungao

mensuravel.
e (, )x produto interno de um espago vetorial X
e || - ||x norma de um espago vetorial norma X

e divF denota o divergente do campo F';



[u]i7 (2) seminorma de Gagliardo de u em W*P(Q)
WmP(Q)), espagos de Sobolev classicos

W#P(Q) espagos de Sobolev fracionarios

S(RY) espago de Schwartz

F transformada de Fourier

v



Introducao

No estudo de Equagoes Diferenciais Parciais (E.D.P.), existem duas classes de
operadores, os chamados operadores locais e nao locais. Intuitivamente, operadores
locais sao operadores cujo seu valor numérico em cada ponto depende apenas de va-
lores suficientemente proximos ja os operadores nao locais dependem basicamente do
comportamento da funcao em todo dominio de definicao. Um exemplo classico de
operador local é o Laplaciano. Nos tltimos anos, operadores nao locais tém recebido
uma atencao significativa, um exemplo é o Laplaciano Fracionario, tais operadores
tém forte conexao com problemas préticos, tendo em vista que constituem uma parte
fundamental da modelagem e simulacao de fendémenos complexos.

Os operadores nao locais surgem em véarias aplicagoes, como problemas de con-
trole de fronteira, tratados por Duvaut e Lions em [30], finangas, abordados por Carr,
Geman, Madan e Ygor em [24], fluidos eletromagnéticos, estudados por Mccay e Na-
rasimhan em [41], processamento de imagens, abordados por Gilboa e Osher em [33],
ciéncias materiais, exposto por Bates em [9], otimizacao, apresentado por Duvaut e
Lions em [30], fluxo de meios porosos, dissertado por Cushman e Glinn em [25], turbu-
léncia, vide Bakunin em [5], peridindmica, conforme apresentado por Silling em [54],
teorias ndo locais de campos continuos, tratados por Eringen em [31], entre outros.

Quando trabalhamos com uma E.D.P. envolvendo o Laplaciano, por exemplo,

—Au = f(u), em QCRY o
1
u =0, em 0f)

buscamos através dos métodos variacionais solugoes em um espaco rico em funcgoes,

que sao os conhecidos espagos de Sobolev WP(€), com m € N e p > 1. No caso em
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que se trabalha com o operador Laplaciano Fracionario, introduzimos novos espacos de
Sobolev que podem ser vistos como espagos intermediarios entre W™P(2) e LP(£2). Ao
considerar 2 C RY um aberto qualquer, s € (0,1) e p € [1,00), definimos os espagos
de Sobolev Fracionario, como sendo
wor(©) = {ue Lr(Q) - Ju(x) = uWl ¢ o o).
v — gyl

Assim como os espacos de Sobolev classicos, estes novos espacos verificam boa parte das
propriedades conhecidas, como por exemplo a de ser um espaco de Banach reflexivo.
O caso especial como era de se esperar é quando p = 2, neste caso os espagos W*?(Q)
sao Hilbert’s, para todo s € (0,1).

Na literatura, ao considerar s € (0,1), o operador Laplaciano Fracionario (—A)?
atuando em funcoes em RY, é definido por

(=A)*u(z) = C(N,s) lim Mdy (2)

e—0t (Be(z))° xr — y|N+28 ’

para todo x € RY. O dominio de definicao para o operador Laplaciano fracionario
¢ conhecido como espaco de Schwartz, denotado por S(RY), que sdo compostos por

fungoes u € C*(RY) que tem decrescimento rapido no infinito, ou seja

pr(p) = max sup (14 [Jz]|*)*|D%(z)| < o0,
la|<k ;RN

para todo k& € RY. Uma outra maneira de definir o operador Laplaciano através

transformadas de Fourier, isto é,
(—=A)u(z) = F7H(| - [*(Fu)() (z), Vo € RY. (3)

Devido a densidade do espaco S(RY) em W*2(RYN) = H*(R"), pode-se estender a
definigao (3), para funcdes atuando em H*(R"). Conforme observamos na defini¢io (2),
o operador Laplaciano fracionario é nao local e, devido ao critério nao local, problemas

do tipo
(—A)*u = f(u) em RY, (4)

tornam-se complexos, pois grande parte da teoria de operadores locais nao se aplica
neste caso. Afim de contornar esse problema, recentemente, Caffarelli e Silvestre em

[19], mostraram que o operador Laplaciano fracionéario esta intimamente relacionado
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com a solucao de uma equacao que tem natureza local na forma divergente. Mais
precisamente, considerando u € S(RY) os autores se puseram a estudar o problema
—div(y' " *Vw(z,y)) =0, em RYT! 5
5
w(z,0) = u(r), em RY
Foi provado que a solucao para esse problema é dado por uma func¢ao w : Rf H_ SR
definida por

a

Yy
° = * Pg *y (0) de PQ 5 = @ a ”
w(,y) =uxPg(-y) onde Ps(x,y) := cy, (of 1 )

Aqui ¢y, ¢ uma constante que depende de N e o. E com isso, pode-se provar

—ki(=A)u(z) = lim y'"u,(z,y)

y—0t

onde kg é uma constante que depende de s e s € (0,1). A solugdo para o problema
(5) é comumente chamada de extensao a-harmonica. Essa relacdo com o passar dos
anos foi se mostrando importante para o estudo de problemas envolvendo o Laplaci-
ano fracionario. Muitos resultados que foram sendo apresentados depois disso, como
por exemplo, desigualdade de Hanack, conforme é exposto no trabalho de Caffarelli
e Silvestre em [19], além disso, teorias de regularidade, principios de méaximo, entre
outros. Aqui indicamos alguns trabalhos que ratificam a importancia da relagao, veja
[16, 17, 19, 20, 45, 21, 29, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 53|.

Quando Q C RY ¢ um dominio limitado, a literatura tras diferentes maneiras
distintas de definir a poténcia fracionaria do operador Laplaciano. Uma das maneiras
que adotaremos nesse trabalho toma-se como base [18, 11, 23, 55|, onde considera-se
(1, 5), 7 € N, os autovalores e autofungdes do operador (—A, Hg(2)), definimos o

Laplaciano fracionario que também sera denotado por (—A)®/2, como sendo o operador
(=A)2u: H(a/2,9) — R

. > o (6)
v = ijgoj — ((—A)2u,v) = Zﬂf a;b;.
=1

onde b; = [,vp;dz. e

u€ D((—A)®) :=H(s,Q) = {u c L*(Q) : Z,uja? < 00, onde a; = / ugojdx}.
i=1 @
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Neste caso a caracterizacao apresentada por Caffarelli e Silvestre sofre algumas adap-

tagoes. Considerando a € (0,2) e u € H(«/2,1)), passamos a estudar o problema

—div(y' " *Vw(z,y)) =0, em Cq
w(z,y) =0, em 9,Cq (7)

w(z,0) = u(z), em Q

onde Cq = Q x (0,00) C RY™ e 9,Cq = 9Q x [0,00). Assim como no problema (5)
a solucao de (7) também sera chamada de extensao a-harmonica de u e serd denotada

por w = E,(u). Além disso, w € X§(Cq), onde
X§(Cq) = {w € H' (Cq,y"*) :w =0 em aLOQ} .

Esse problema de extensao tem uma tnica solugao e com isso podemos definir o ope-

rador

H(a/2,9) — H(—a/2,Q)
u o 8_11) = lim 1_"‘8—w
ove " S0t oy’

onde w = E,(u) e H(—a/2,$) é o dual topologico de H(a/2,(2). Esse operador verifica
lim y' 70— = —ko(=A)2u € H(—a/2,9). (8)

Como mencionamos no caso em que se define operador atuando em funcoes defini-
das no RY, a importancia de (8) também se deve pela dificuldade em provar resultados
de regularidade, principios de méximo, entre outros resultados. Diversos trabalhos en-
volvendo o operador Laplaciano fracionario definido em (6) ja foram publicados, como
podemos ver em [11, 22, 23, 18, 6]. Nesta dissertagao, nos propomos a estudar, seguindo

o artigo de Brandle, Colorado, Pablo e Sanchez em [11], o problema

(=A)* 2y = M + P, em Q;

u > 0, em §2; (P5)
u =0, em 0f);
+ «

coml<a<2,0<g<l<p< , N >a, A>0eQ cCRY um dominio suave

N —«
e limitado. Tal problema foi motivado pelo problema classico com nao linearidade do
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tipo concavo e convexo

—Au = u!+uP, em ()
u >0, em () (9)
u =0, em 02
que é devido a Ambrosetti, Brézis e Cerami [3], onde se mostra a existéncia e unicidade

de solugao para esse problema. Para seguir as ideias apresentadas em |[3|, usaremos a

relag@o (8) para obter um problema equivalente a (P5), a saber

—div(y'~*Vu) = 0, em Cg
u =0, sobre 0,Cq (Py)
%:Auq—i-up, u>0em €
ove

Uma solugdo fraca para o problema (P)) sera entendida como uma funcdo u € X§(Cq)

que verifica

/c Y= (Vu(e,y), Ve(a, y))dady = k:i /Qw(x, 0) + ul, 0)")p(x, 0)d,

para toda fungao ¢ € X§(Cq). E por sua vez definimos uma solugao para o problema
(P}) como sendo o trago de uma solugao para o problema (Py). Com isso, deixamos
de trabalhar com (P}) e passamos a estudar as solugoes de (P).

Uma outra maneira de definir um operador nao local relacionado ao Laplaciano
fracionario em um dominio limitado é estender adequadamente as func¢oes definidas
em (Q para todo o espago RY e usar o operador definido em (2). Neste sentido, alguns
resultados também foram publicados, como por exemplo, Barrios, Colorado, Servadei

e Soria em [7], mostraram a existéncia e unicidade de solugao para o problema

(=A)*%y = M +u*) em
u >0, em € ) (10)
u =0, em RV \ Q;
onde Q C RY ¢ um dominio suave e limitado, A > 0,0 < s < 1 e N > 2s. Esse trabalho

é motivado pelo artigo [6], onde os autores estudaram esse mesmo problema embora

usando o Laplaciano fracionario definido em (6), ou seja, mostraram a existéncia e
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unicidade para o problema

(=A)*%y = Mu? +u*, em Q;
u >0, em €); ; (11)

u =20, em 0f);

onde Q C RY ¢ um dominio suave e limitado, A > 0, 0 < s < 1 e N > 2s5. O
interessante é que as solugoes de (10) e (11) podem ser diferentes, pois os operadores
sao diferentes. O que ocorre na verdade é que a defini¢ao espectral dado em (6) depende
do dominio 2 considerado, ja o operador nao depende do dominio. Essa discussao é
feita por Servadei e Valdinoci em [52].

Tendo levantado todas essas questoes, dividimos nosso trabalho em 4 capitulos.

No Capitulo 1 seguindo o artigo da Di Nezza, Palatucci e Valdinoci [29], defini-
remos os espagos de Sobolev fracionarios W#P(2) por meio da seminorma de Gagliardo
e em particular, quando p = 2, definiremos também através da transformada de Fou-
rier e mostraremos que quando s € (0,1) as defini¢oes coincidem. Veremos que sob
certas condigoes W*P(2) é um espago de Banach e reflexivo e apresentamos as relagoes
existentes entre W*P(Q) e W*"?(Q) para diferentes condi¢des de s e s'. Ainda no Ca-
pitulo 1, nos voltamos a focar no espaco H*(R™) e no operador Laplaciano Fracionario
estabelecendo relagoes entre eles.

O Capitulo 2 dedicamos ao estudo do operador Laplaciano fracionario em domi-
nios limitados. Seguindo de perto as ideias apresentadas por [23, 11, 18, 55], definimos
o operador Laplaciano Fracionério e justificamos a rela¢ao (8). Além disso, apresenta-

mos alguns resultados de regularidade para a solucao do problema linear

(—A)a/Qu =g, em ()

(12)
u=0, em 0L,
Esses resultados sao obtidos ao considerar o problema
—div(y' " *Vw) =0, em Cq
w =0, sobred;,Cq |, (13)
0
a—:; =g, em )

que se torna equivalente a relagao (8).
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No Capitulo 3 passamos a estudar a existéncia de solugao para o problema (P).

Mais precisamente, mostraremos o seguinte resultado.
Teorema 0.1 Eziste A > 0 tal que, para o problema (Py), temos

i) Se 0 < A < A, entdo eziste uma solu¢ao minimal. Além disso, a familia de

solugoes minimais € crescente em relagao a A.
i1) Se A\ = A, existe pelo menos uma solugao.
iii) Se A > A, nao existe solugao.

Entretanto, afim de mostrar a veracidade desse Teorema, usaremos a relacao (8) para

transforma o problema (P5) no problema

—div(y'~*Vu) = 0, em Cq
u=0, sobre 0;,Cq (Py)
ou

—=Xu!+u’, u>0em¢)
oV

ou seja, as solugoes de (P5) sao definidas como o trago em §2 de solugoes de (Py). Tendo
essa equivaléncia, ¢ suficiente mostrar o Teorema 0.1 em termos das solugoes de (Py).
A demostragao sera feita através do método de Subsolugao e Supersolugao conforme é
feito para o caso do Laplaciano em [3].

Destinamos o Capitulo 4 a apresentacao dos seguintes teoremas.

Teorema 0.2 Seja 0 < g <1 <p< N—J“i

. Entdo, para todo A € (0,A) o problema

(P5) tem uma sequnda solu¢ao vy > uy.

Teorema 0.3 Eziste no mdzimo uma solugio para o problema (Py) com norma pe-

quena.

Assim como no capitulo 3, evitamos trabalhar com o problema (P5) e mostramos
esses resultados através do problema (Py). Destacamos que para mostrar o Teorema
0.2, usamos técnicas variacionais, a saber o Teorema do passo da montanha.

Além dos capitulos, o trabalho conta com 4 apéndices, onde o primeiro deles
destinamos ao estudo de problemas que sao usados durante o texto. No segundo,
trazemos um problema de valor inicial que sera resolvido usando algumas propriedades

das fungoes de Bessel. Jé o terceiro, listamos alguns resultados cléssicos dos espagos L”
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e outros envolvendo os métodos variacionais. Por fim, no tltimo listamos dois principios
do maximo e uma desigualdade de Hardy parta os espacos de Sobolev fracionarios.
Com o intuito de nao ficarmos recorrendo & Introdugao e de tornar os capitulos

independentes, nos Capitulos 3 e 4, iremos enunciar novamente os Teoremas.



Capitulo 1

O Espaco de Sobolev Fracionario

Neste capitulo, seguindo Di Nezza, Palatucci e Valdinoci em [29], apresentamos os
espagos de Sobolev fracionario W*?(€2), s € R, estes generalizam os espagos de Sobolev
WmP(Q), m € Nep € [1,00). Provamos ainda algumas propriedades fundamentais
destes espagos, tais como a completude, a reflexividade, além de definirmos o operador

Laplaciano fracionério para funcoes atuando em RY.

1.1 Distribuicoes Temperadas e a Transformada de

Fourier

Nessa sec¢ao, listamos algumas defini¢oes e alguns resultados envolvendo as dis-
tribuicoes temperadas e a transformada de Fourier. Todas as demonstracoes das afir-

magoes feitas nessa se¢ao podem ser encontradas em Junior e Valéria, [38].

1.1.1  Distribuicoes Temperadas

Uma funcio ¢ € C®(RY) diz-se rapidamente decrescente no infinito, quando

para cada k € N tem-se

pi(p) = max sup (1 + [|z[|*)*| D¢ (z)| < oo,
la|<k yerN

que é equivalente a dizer que

lim p(z)D%(z) =0

[|]| o0
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para todo polinémio p de n varidveis reais e o« € NV,

O espaco das fungoes rapidamente decrescente no infinito é chamado FEspaco de
Schawrtz, o qual denotamos por S(RY). Sobre esse espago definimos a seguinte nocao
de convergéncia: uma sequéncia (¢,) de funcoes em S(RY) converge para 0, quando
para todo k € N a sucessdo (py(¢,)) converge para zero em RY. A sequéncia (¢,)
converge para ¢ em S(RY) se, (px(¢n — ¢)) converge para 0 em R para todo k € N.

As transformacdes lineares T : S(RY) — R continuas no sentido da convergéncia
definida em S(RY) sdo denominadas distribuicoes temperadas. O espaco de todas as
distribuigoes temperadas serd representado por §'(RY), ou seja, o dual topologico de

S(RM).

Proposigao 1.1 O espago D(RY) := C°(RY) ¢ denso em S(RY).

Demonstragao: Ver [42], pagina 17. |

Observacao 1.1.1 A fungio u(x) = e 1#I° pertence a S(RN) mas nio pertence a
D(RY).

Observacao 1.1.2 Se S é uma distribuicio sobre RY tal que existe C > 0 e k € N

satisfazendo a condi¢ao

(S, )| < Cpr(e),

para toda ¢ € D(RY), seque-se da densidade de D(RY) em S(RY), que S pode ser

estendida como uma distribuicao temperada.

Exemplo 1.1.1 Seja u € L} (RY) tal que

loc

C:/]RN(M—I)’kda:<oo

1 [|][2)

para algum k € N, k > 0. Entao |(u, )| < Cpi(p) para toda ¢ € D(RY). Consequen-

temente, u € uma distribuicao temperada.

1.1.2 Transformada de Fourier

Dada uma fungao v € L'(RY), define-se a sua transformada de Fourier como

sendo a funcao Fu : RY — R definida por

Fu(z) = (271')_];/ e_i(x’y)u(y)dy

RN
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onde (z,y) = x1y1 + - + xyyn. A aplicagdo ﬁu(:v) = Fu(—z) para todo z € RV ¢
denominada transformada de Fourier inversa de u.
Desde que S(RY) ¢ L'(RY), para cada ¢ € S(RY), estdo bem definidas Fip, Fu

e pode-se ver que ambas sao rapidamente decrescente no infinito. Além disso,

F:SRY) — SRY) e F:SRY) — SRY)

sdo isomorfismos continuos e F~1 = F.

Para todo ¢,1 € S(RY), tem-se

(Fo, F)re@ny = (0, ¥) p2myy = (]}wafiﬁ)L%RNy

Agora, dada uma distribuicao temperada T, define-se a sua transformada de

Fourier do seguinte modo:
(FT,p) = (T,Fyp), paratodo ¢ c SRY)
(FT,¢) = (T, Fp), paratodo ¢ € S(RY).
Da continuidade da transformada de Fourier em S(RY), segue-se que FT e FT sdo
distribui¢oes temperadas. Pode-se mostrar que na verdade
F:SRY) —SRY) e F:SRY) — SRY)
sdo isomorfismos continuos sendo F~! = F.

Seja u € L*(RY) e Fu,, n € N as fungoes

Fuy(z) = (27r)’% / e @Wy(y)dy  para todo z € RY.

lyll<n
Mostra-se que Fu, € L*(RY) e que (Fu,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em L*(RY).
O limite em L?(RY) da sequéncia (Fu,) ¢ denotado por Fu. Observa-se que Fu e a

transformada de u, u considerada como uma distribuicao temperada, coincidem.

Teorema 1.2 (Teorema de Parseval) As aplicagoes
F:LPRY) — L*RY) e F:L*RY) — L*RY)
sao isomorfismos tais que
(Fu, Fo) ey = (U, 0) 2y = <]}U7 fU>L2(RN)a

para todo u,v € L*(RY).
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1.2 O Espaco de Sobolev Fracionario IWV*?

Sejam © um subconjunto aberto em RY e s € (0,1). Para todo p € [1,00),

definimos os espagos de Sobolev Fracionario, denotado por W*P(2), como sendo
WP (Q) = {u e (@) ;MD)W g Q)}. (1.1)

Pode-se ver facilmente que (1.1) é um espago vetorial. E mais, veremos que WP (Q)

munido com a norma

w(x) — u(y)/? ,

é um espaco de Banach. O termo

lu(r) — u(y) z
s,p - —d d
[u]wsr () (/Q o |r — gV ray

é conhecido como seminorma de Gagliardo.

Exemplo 1.2.1 A fun¢iao x — Inz pertence a W*P((0,1)), quando sp < 1. Com

efeito, vamos analisar inicialmente a seminorma I = [Inx]wsr(o,1y) onde sp < 1. Veja

que fazendo a mudanga u = £, obtemos
Yy

1
B YInz —InyP B | In u|?
I—/O o =g ———dxdy = i—u sp+1dudy

! b | Inulp Ly ]1nu|p
< |y [ A2y g ) dy =1+ I
</ </ <1—u>sp+1”+/1 TR R

Veja que a primeira integral em w no parénteses é convergente e a integral em y €
convergente quando sp < 1. Sob essa condi¢ao garantimos a existéncia do termo I.

Pelo teorema de Fubini, o termo Is pode ser visto como

Yy | Inulp < |lnufP !
_ —sp
b= / / (1 —u) Sp“dUdy a /1 (1 —u)srtt </0 Y dy) -

Portanto, estudar Iy € equivalente a estudar
e | In U’|p usp—ldu
Lt
que € convergente. Portanto, Iy € convergente. O que dd a conclusao desejada.

A seguir, mostraremos que os espagos de Sobolev fracionario sao completos com

a norma definida em (1.2).
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Proposigao 1.3 Sejam Q C RY um aberto, s € (0,1) e p € [1,00). Entdo, o espago
(W=P(Q), |||lwsr@)) € de Banach.

Demonstragao: Para ver que (1.2) é norma, basta mostrar a desigualdade triangular,
pois as demais condigoes sao facilmente verificadas. Sejam u,v € W*P(2), vejamos que

a seminorma de Gagliardo satisfaz a desigualdade triangular. De fato, defina

Y(x,y) = ;ﬂﬂ, € LP(02 x Q)
|z —yl|?
e
v\r)—7v
ﬂ,w—() é@éﬂﬂﬂxm
|z —y[»
Logo,

o by = ([ [ Lt o)t il dy>;

(/) )

(u+v)( +(u+v)()

N S
e —y| 7 o —y|r T
1
=<AKNW%M+¢@WW¢M®
= [|9 + ol rax0)

< [l zo@xa) el @xa)

- [U]Ws,p(ﬂ) + ['U/]Ws,p(Q).

Assim, concluimos que (1.2) é uma norma. Vejamos que W*P(Q)) é Banach. Seja
{un},., uma sequéncia de Cauchy em W*P(Q2). Logo, {u,},., ¢ uma sequéncia de

Cauchy em LP(Q2). Da mesma forma, definindo a sequéncia

Up () — Uy,
Un(may):LN(y)7 (.I,y)GQXQ.

|z —y[» "
Temos que, {v, }, en € uma sequéncia de Cauchy em LP(£2x ), entao existem u € LP(£2),

v € LP(Q2 x ), tais que

up, — u em LP(§2) e v, — v em LP(2 x Q).

u(z) — uly)

N
|z —yl»
donde seguira o resultado. Como u,, — u em LP(2), entdo a menos de subsequéncia

Tomando w(zx,y) = ,com z # y em 2x€), vamos justificar que v = w,

U, — u, q.t.p em . Assim, a menos de subsequéncia v,, — w, q.t.p em €2 x 2. Desde
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que v, — v em LP(§) x ) entdo, a menos de subsequéncia, v, — v, q.t.p em € x Q.
Portanto w = v, q.t.p em € x €. |

Sabemos que os espacos de Sobolev classicos sao reflexivos para 1 < p < 0o e se-
paréveis para 1 < p < co. A seguir, provaremos que os espagos de Sobolev Fracionérios

também satisfazem estas propriedades.

Proposigao 1.4 Sejam Q2 um subconjunto aberto de RY e s € (0,1). Entdo, o espago

de Sobolev Fraciondrio W*P(Q) é reflexivo para 1 < p < 0o e separdvel para 1 < p < 0.

Demonstragao: Considere a aplicagao

T WP(Q) —s LP(Q) x LP(Q x Q)

u o T(u) = (u,v)

onde

u(r) — u(y)

T —ylr

Pode-se mostrar facilmente que 7' é uma isometria sobre sua imagem. Portanto, con-

v(r,y) =

cluimos que W*P(Q) é reflexivo para 1 < p < 0o e separavel para 1 < p < oo. |

Ao definir os espacgos de Sobolev Fracionarios, podemos ser levados a nos pergun-
tar, o que ocorre entre os espacos W*?(Q) e W*?(Q) quando s < s’ com s,t € (0,1).
A proposicio a seguir, justificara que o espaco W*'P(€2) esta imerso continuamente em

WeP(Q).

Proposigao 1.5 Sejam Q um aberto em RN, p e [1,00) e 0 < s < s < 1. Entao
WeP(Q) C W*P(1),

e existe uma constante C' = C(N,s,p) > 1, tal que

[ullwsr@) < Cllullwng)-

Demonstragao: Seja u € W*?(Q). Nosso objetivo ¢ estimar a seminorma

u(z) —u(y)| / / u(z) —u(y)|”
. dxdy + dxdy
U 7 //mﬂx y[>1} |z — y[Ntsp Qn{je—y|<1} |z — y|Ntep
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Note que, fazendo a mudanca z = x — y e aplicando o Teorema de Fubini, obtemos

p p
[ IC— LIC T
o Jon{lz—y[>1} |z — y|NFep QN {jz—y|>1} |z — y|N e
p
// [ufz 2\’7+S dzdzx
QN{|z|>1} ’Z\
= ————dz | |u(x)Pdx
/Q(/Qm{l,dzl} || N+ )’ (@)l
1
= (U pp / Y dZ)
Ieliz (Q)( Qn{lz|>1} || N+sp

Como N + sp > N, segue que a fungao f(z) =

—|z|N+sp é integravel, onde |z| > 1. Dali,

u(z)[P
drdy = D(N,p, s)||ull}»q- (1.3)
/Q /Qﬂ{|zy|21} |z — y| NP @

Logo,

/] SR )
Qn{lz—y|>1} ‘ZL’— ‘N+ Qn{|z—y|>1} |'CE_ |N+sp

= 2pD(Nap>S)||U||LP(Q)

Por outro lado,

(z) ~ u(y)] /] (2) — uly)
dzdy < dzdy. (1.4
//Qﬂ{ac yl<1} \x— ‘N+sp An{le—yl<1} ’33_ [N+s'p (1.4)

Combinando (1.4) e (1.5), obtemos

lu(z) — uly)P
/ / \:c — y|N+sp dady §2pD(NaP’S>||U||§p Q)

_ p
/ / @) — o)l gy,
Qn{|z—y|<1} \x— Yl P

Portanto, pela desigualdade (1.6), segue que u € W*P(€2), ou seja, W*2(Q) C W*P(1Q).
E ainda,

(1.5)

[ullwsr@) < Cllullw o),
onde, C' = max{(2?D(N,p,s) +1),1} > 1.
|

Proposigao 1.6 Sejam Q um dominio limitado e suave em RY, p € [1,00) e
0 <s< 1. Entao
WhP(Q) € WP(Q),

e existe uma constante C' = C(N,s,p) > 1, tal que

u|lwer@)< Cllullwir@)-
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Demonstragao:  Seja u € W'P(Q). Primeiro, fazendo a mudanga de variaveis

z =y — x e aplicando o Teorema de Tonelli, nés obtemos

(x) —u(y)lP // lu(z) —u(z + )P
dxdy < dxdz
//Qﬂ{x y|<1} ‘l'— ‘N+sp B ’Z‘N+sp
—u(z + )P 1
//Bl 27 PRE=n dxdz
t
// Ve )] G,
B 0 | | +5 1

|Vu x+tz)P
//B1 |Z|N+ps 0 dtdzdx

Pela regularidade do dominio ), estenderemos a funcao u para uma funcao

(1.6)

% : RY — R de modo que
u e Wl’p(RN) (§] ||1~/J||W1,p(RN)§ CHUHWLP(Q),

para alguma constante C' > 0.

|Vu x+tz)P |Vu x+tz)P
//31 Phc EEp T dtdzdx < .. FhETes TN dtdzdx

1 Vu »
/ / | N!L & dtdz
B, | 2| N+(s (1.7)

< Ol(N S p)”quLp RN)
< 02(N S p)”“”wl P(Q)"

Por (1.6) e (1.7), obtemos

@) =W ay < Co(N, 5 p) [l (1.8)
on{|z—y|<1} \x— y[Ntep Y ’ P Wi .

Segue de (1.3), que

() —u(y)l”
dedy < 2?D(N, p, s)|ull7, 1.9)
//ﬂn{w y>1) \x— y| Ve (NP, s)|ulzs 0 (

Por fim, comparando (1.8) e (1.9), vemos que

ju(e) - uly)l?
/ / !x—yw  dudy < 2 D(N, p, ) [ull} 0y +Co(N, 5, D)l ey - (110)
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Portanto, u € W*P(Q2). Ainda de (1.10),

[ullwsr@)< Cllullwrrg)

onde C' = maz{(2?D(N,p,s) + 1),C5(N,s,p)} > 1.
|

Observagao 1.6.1 A condicao de regularidade da fronteira ndo pode ser completa-
mente desprezada. Para isso, construiremos uma fungao u € WHP(Q) que nao pertence
a W*P(Q). Seja p € (+,400). Dai, podemos fizar

1
k> 2T (1.11)
sp—1
e, observe que k > 1. Vamos considerar o cuspide no plano
C:={(w1,15) €R? : 1 <0 e |ag| < |21/}
e tomemos as coordenadas polares em R? \ C, isto é, p = p(z) € (0,00) e
0 =0(z) € (—m,m), comz = (x1,12) € R?*\ C.
Definimos a funcao u(x) = p(z)0(x) e o dominio em forma de coragdo
Q := (R*\ C) N By, onde By € a bola unitdria centrada na origem. Podemos ver

que Q nao € um dominio C™'. Portanto, vamos mostrar que u € WHP(Q) \ W*2(Q).

De fato, note que

Analogamente,

0 T
—p(ZL’l,Ig) = ?2

(9:102

Por outro lado, veja que pelas relacoes das coordenadas polares e as derivadas de p,

obtidas acima, seque que

|- dry  Opcosf
C Oxy Ory

(22t (521)s
<6p> 00

0 — psinf—
coS psin p)

[ Op 00 "
= (—) cosf — xza—ml
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ou seja,

00 i)
a—xl(ﬂfl,a?g) = —E

De modo inteiramente andlogo, obtemos

06 T
a—xl(ﬂfl,l'g) = —E
Portanto,
du  0pf 1 dp a0\  xo Ty
ory  Ory <8x1>9+ <8x1>p_ p 0 pp2 =p (110 = 22).

Analogamente, vemos que

0
8_,;‘1/1 = pil(ilfge -+ 1’1).

ou \ > ou \ >
2 - _
Vul'= (a%) " (8@)
= p (@10 — x2) + p (w20 + 21)

=60°+1
<741

Como consequéncia

Portanto, desde que Q2 é limitado e da estimativa acima, obtemos que |Vu| € LP(£2).
Como u € LP(Q), entdo concluimos que w € W'P(Q). O que nos resta mostrar é

u ¢ W*P(Q) e, para isso, veremos que a seminorma de Gagliardo nao é finita.

Lembrando que k > £tL
sp—1

f, onde 1o = r. Por indugdo, podemos provar que (r;) € uma

sequéncia estritamente decrescente e r; > 0. Como consequéncia, r; € (0,r) C (0,1).

, fize v € (0,1) suficientemente pequeno. Defina para

cada j €N, rjpq :=1;—1
Assim, podemos definir
[ = lim 7.
]*}OO
Assim, obtemos pela definicao acima
[ = lim rj = limrj—rf:l—lk:0.
j—00 j—00
Mais ainda, note que pela formula da Série Telescopica, seque que

o n n
g r;? = lim E r? = lim E Ty —Tjp1 = lim rg — 1 =1
n—o0 4 5 n—o0 4 5 n—00
j= j=

J=0
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Agora, considere o subconjunto do R? x R?, definido da sequinte forma

D; = {(x,y) ST,y € (_Tja_errl)a T € (fﬂﬁl\k,?’xl’k) € —Y2 € (\91’k72|y1\k)}-

Diante disso, podemos ver que

[e.e]
UDj - {(I‘,y) 1, S <—7”, 0)7 T € (‘x1’k72|x1‘k) € — Y2 € (’yl|k72|y1|k)} CQx QJ
j=1
e a uniao € disjunta. Note que
T

Tj+1:7“j—7“;»€:7"j(]_—7“;€_1)ZTj(l—T’k_l)Z 2,

para r suficientemente pequeno. Assim, em particular para (z,y) € D; C R* x R?, pela
defini¢io dos Diis temos que x1 € (—rj,1j41) € também que x5 € (|21]*,2|21]*). Dessa

maneira,
—1r; <X <Tjp1 =75 —rf <r;.
Isto é,
1] <7y < 2rj
Por outro lado, argumentando-se como na prova de que 2rjy1 < 2|y1|, temos que
21| < 27540 < 2|yl
Pelo mesmo raciocinio, podemos provar que
ly1] < 2|24,

Agora, veja que se (x,y) € D;, entdo x1 € (—rj,—7rj41). Logo, x1 +x; > 0. Mais
ainda, ja que 2r;1 < 2|y1|, entdo isto implica que —y; —r; > 0. Em consequéncia,
Juntando estas duas desigualdades nao negativas, consequimos que 11 —1; < T1 — Y.
Do mesmo modo, provamos que x1 — y1 < 1; — 141, desde que 2r;41 < 2y e que

x1 € (—1;,7j41). Assim, obtemos que
k k, k k
[z =] <7y =i = T <205 <2 |z1].
Novamente usando a definicao de Dj, veja que

|22 — ya| < 22| + |yo| < 221" + 2l ]* = 2(|21[* + |1]*)
< 2(2%|a [ 4 2|1 ]*)

— 2k+2|x1|k'
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Como consequéncia

|z —y| = sup{|z1 — 1|, |z2 — 2|} < 2]H?)|3l71‘k- (1.12)

Agora, veja também que para cada x,y € Dj, temos 0(x) > § e também (x) < —7.
Para verificar afirmagao, veja que x; € (—r,0) e além disso, w5 € (|z1|*, 2|21 |%).

Assim, seque que 0(x) > 7. Analogamente, desde que y; € (—r,0) e também que
—y2 € (Jtn|*, 2| |"), ou seja, O(x) < —%.

Desse modo, obtemos
u(x) —u(y) = p(x)0(z) — p(y)0(y) = p()0(z) + p(y)
> p(z)f(x)

_ 2 n 7T
= (\/1‘1+$2)2

T
> |$1|§

bol 3

Logo, usando este fato e por (1.12) temos para todo (x,y) € D; que

lu(x) — u(y)|? > |2y [P <7T>p 1 = |z ’pfk(2+sp) <Z>”;
|z — y[2tsr = |2k+3| g, | ‘“5? ! 2/ 2k43(2+sp)

= C|a, |p—k(2+sp).

(1.13)

Portanto, pelo teorema de Fubini, obtemos

|“ lulz) ~ulo)l” ), 4, < Clay [P+ P dd
P ey

|yllk 2z1k i1 T
/ / / C|$1|p_k(2+8p)dl’1dy1d$2dy2

2ly1|* S|

—Tit1 LTl 2|351|k \y1|k
/ / / / Clay [P dyydarydvy dyy
- z1]* —2Jy1|*

—Ti+1 —Tj+1
= C/ / |21 [PREEP) | y |F | Fdy dy,

—Ti+1 [T+l
> c2” k/ / ‘Qflyp_’“pdl’ldyl
—_ —r;

*TJ+1 —Tj+1 K
> (C2” k/ / rﬁ-’f *Pdxidy,
- 7

k 2k — _
— (02 k p sp+ — (2 kr;c a’

com o =k(sp—1) —p > 1, visto (1.11).

Portanto, seque-se que

// |“| |2+|dxd > 02 ek,
T — S
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Logo, usando o fato de que os D’s sao disjuntos para cada j € N, temos

lu(z) — u(y)| u(y)[?
/ / |a:— T G ey 2 | / |as— T
u(y) P drd
_Z |2+sp ray
- ZCQ k—a ’?

= 02 Fpl-e,

Assim, desde que o > 1, temos 1 — a < 0 e portanto, fazendo r — 0, obtemos

que [ulysrq) — 00, mostrando que u ¢ W*P((2).

Observagao 1.6.2 A defini¢ao (1.1) nao pode ser estendida para o caso quando s > 1.

Pela Proposicao 2, em [12], seque que se, u : Q@ — R € uma fungao que cumpre

|u(z )P
// ]x—y]NJf drdy < +o0,

entao u € constante.

Diante disso, daremos sentido a W*P(Q)) quando s > 1. Entao, seja s € R\ Z
com s > 1, escrevemos s = m + o, onde m € Z e o € (0,1). Nesse caso, o espago
W=Pr(Q) é formado pelas fungdes u € WP(Q) cuja derivada distribucional D%u, onde

|a] = m, pertence a W7P(£2), ou seja,
WeP(Q) = {u € W™P(Q) : D% € W?P(Q), para todo a, com |a| = m}.

Pode-se ver facilmente que W*P(£2) é um espago de Banach com a norma

= ([l 3 ND"ulymniey )

lal=m

Corolario 1.7 Sejam Q um dominio suave e limitado em RY, p € [1,00) e s’ > s.
Entao
WP (Q) C WP(1Q).

Demonstragao: Consideremos u € W*?(€)). Mostraremos que u € W*?(()). Para

isso, vamos considerar s =k +o e s =k'+ o', onde k, k' € Z e 0,0' € (0,1).
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Desde que u € W*'?(Q2), temos que u € W*?(Q) e D € W' *(Q2), com |a| = k.
Sendo s’ > s, podemos ter k = k' ou k/ > k+1. Suponha que k = £/, entdo claramente
u € WFP(Q). Mais ainda, desde que s’ > se k = k/, entdo o’ > o. Dai, pela Proposigao

1.5, temos que
WP(Q) C WIP(Q).

Mostrando que D% € W7'?(Q) com |a| = k' = k, ou seja, WP ().

Agora, supondo que k' > k + 1, temos de imediato que
Wr*P(Q) ¢ WHP(Q) ¢ WrEHP(Q).

Veja que WHLP(Q) ¢ Wk+or(Q). Pois, sendo Q um aberto suave de RV, entao pela
proposi¢ao (1.6), temos que WP(Q) C Wo*(Q) desde que o € (0,1). Assim, se
u € WEHLP(Q), em particular u € WFP(Q). Por outro lado, D% € W'P(Q). Logo,
D%y € WoP(Q) sempre que |o| < k. Em particular, D*u € W?P(Q) para |a| = k.
Portanto u € W*tor(Q). [

Assim como no caso classico em que s é inteiro, as fungoes do espago de Sobolev

fracionario W*?(RY) sdao aproximadas por fungdes suaves com suporte compacto.

Lema 1.8 Seja u € W*P(Q), entdo para todo ¢ € C§(Q), tem-se up € WP(1Q).

Demonstracao: Sejam u € WP(Q2) e p € C*(Q?), é imediato que up € LP(S2).

|(up)( up)(y)P
/ / |x — y|N+S drdy < +o0.

Para isso, escrevemos a diferenca como soma de dois termos, ou seja,

Provaremos que

(up) () — (up)(y) = p(r)(u(z) —u(y)) +uly)(e(z) —e(y)), VYr,ye.

O primeira parcela dard uma integral convergente, pois ¢ é limitada. Ja a segunda

parcela resulta na seguinte integral

T _//‘ |x—y|5+(g))‘p ddy.

Usando a desigualdade do valor médio, obtemos

B <l [ ] [ o Pt s ay,
B, B,
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onde B, ¢ uma bola que contém supp ¢. Como

(1-s)
|z — y|p(1_s)_Ndx = WN—,
B, p(l—s)

e dai,
Jp < Cp(1 — s)llull},

onde O = “xllelse Portanto, up € W*r(Q).

p(1-s)
|
Agora considere ) = RV,
Teorema 1.9 Para todo s > 0, o espago C(RY) é denso em W5P(RY).
Demonstragao: Ver Proposi¢ao 4.27 em [28]. |

Denotamos por W;?(€2), o fecho de C5°(RY) segundo a norma ||||ywsr). Pelo

Teorema (1.9), temos
WoP(RY) = WHP(RY).

Em geral, para Q C RY, W;P(Q) #£ W*P(Q), isto ¢, C5°(2) ndo & denso em WHP(Q).
Além disso, é claro que as mesmas inclusoes das proposigoes (1.5), (1.6) e corolario
(1.9) continuam validas para o espago W37 (Q).

Observagao 1.9.1 Para s < 0 e p € (1,00), nds definimos W*P(Q) como sendo o

dual de Wy *P(Q) onde % + % = 1.

1.3 O espaco H? e o operador Laplaciano Fracionario

Nesta secao, daremos foco ao caso em que p = 2, pois os espacos de Sobolev
fracionarios W*2(RY) e W5 *(RY) sdo espacos de Hilbert. O produto interno definido

nesses espacos ¢ dado por

(U, V) ws2@mny = /uvdx+// |x— igﬁl_v(y))dxdy

Usualmente, denotamos os espagos W*2(RY) e W *(RY) por H*(RY) e HS(RYN), res-

pectivamente.
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Seja s € (0, 1), definimos o operador (—A)® para fungoes u € S(RY) por

(=A)u(z) = C(N,s) lim Mdy, (1.14)

e—0t (Be(z))e $—y|N+2s

para todo z € RN e C'(N, s) uma constante positiva que depende de N e de s, preci-

samente dada por

C(N,s) = (/RN %‘ﬁgs@@ _1, (1.15)

com ¢ = (¢1,¢"), (' € RV-L,

O operador definido em (1.14) é chamado de Laplaciano fracionario. Geralmente,
ao definir (—A)*®, é adotada a abreviacdo de sentido do valor principal, mais precisa-
mente

p.V‘/ Mdy — lim Md

Y.
N |z — gV =0t J (B, (@)e v — Y[V

Daqui por diante vamos escrever

(—A)u(z) == C(N,5)P.V. / ) —uly) (1.16)

Ry |z —y|Nts
A escolha da constante C' (NN, s) serd motivada pela Proposi¢ao 1.12. Vejamos que

o limite em (1.16) existe para toda fungao u € S(RY), quando s € (0, %) De fato, seja
u € S(RY). Sabemos que

[u(z) = u(y)] < u@)] + )] < llulloetllulloc= 2lullo, Yo,y € RY.

Além disso, como |Vu| ¢ uma funcio limitada em um conjunto limitado de RY temos

que u é Lipschitziana, donde existe C' > 0 tal que |u(z) — u(y)| < Clo — y|. Assim,

u(@) — u(y)] / [z —yl 1
PR =Wy <o | 2y 4 9| o ey
/RN |z — y|N+2s Br(0) |z — y|N+2s (RY) o |z — y| N2

(Be(0))

1 1
SD(/ —dy+/ )
Br(0) [T — y|N 21 (B.(0))° y[N2s

1 1
Br() ‘y’NJrZs 1 (Be(z))® |N+25

Tomando as coordenadas esféricas do RY, y = rw com r € [0,00) e w € SV71 temos

dy = rN¥=ldrdw. Dai,

R
1

— y—/ / — drdw:wN/ Tadr
/BR IyIN+2 ! V-1 \T’IN+2 ! o Irf?
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< 1
~dy —/ / Sdrdw = wN/ T A
/B (z))e |N+2 SN-1 |7 N2 r T[Tt

onde wy ¢ a medida da esfera unitaria em RY. Portanto,

uz) — uly)| / 1 /°° 1
—d D( d —d).
/RN gz WEONP et [ e

Como s € (0, ) entao o lado direto da desigualdade acima é finita.

Agora, vamos reescrever o operador Laplaciano fracionario de forma que esteja

bem definido para todo s € (0, 1).

Lema 1.10 Sejam s € (0,1) e (—=A)® o operador Laplaciano fraciondrio definido por
(1.16). Para toda u € S(RY), temos

(—A)ou(z) = —%C’(N, 5) /R ) uz+y) +|Z|(]f+;y) —2u@) Ve eRY. (117)

Demonstracao: Usando a defini¢ao (1.14) e fazendo z = y — x, temos

(—A)’u(x) = C(N,S)P.V./ Mdy

ry |z —y[VHE

= —C(N,s)P.V. / Mdy (1.18)

RN |£L’ _ y|N+25

_C(N, s)PV. / uzte) —ulz)

RN |35 - y|N+2s

Além disso, substituindo Z = —z, temos

ulz+x) —ulx ulx —z) —ulx)
/ ( ]\)H-QS ( )dz:/ ( ~]\3+2s ( )dz.
B 2] X0 T

Dali,
2/ u(z + ) — :/ u(z+ ) <)dz—|—/ u(x—z)—u(:c)dz
(B.(0)° !Z|N+23 (Bo(0))° |Z\N i (Bope RN
+2)—ule—2) -2
/ u(z + 2) u<§+25z) u(x)dz
Be(0))° 2|
(1.19)
Diante disso, renomeando z por y em (1.18) e (1.19), obtemos que
s 1 u(x +y) —u(z —y) — 2u(x)
(—A)°u(z) = §C(N,$)P.V. /RN WEEE dy. (1.20)
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Agora, nosso objetivo é remover a singularidade proximo da origem. Para isso, usare-
mos o fato de que u € C®°(RY). Logo, podemos tomar a sua expansao de Taylor com

resto de Lagrange, ou seja,

u(e + ) = u(x) + Du(z)y + = D?u(z)y?

2
(§]
1 2 2
u(z —y) = u(z) - Dul(z)y + 5 D u(z)y,
logo,
u(@ +y) +u(—y) —2u(z)  D’u(z)y’
ly[? yl>
ou seja,
u( +y) +u(r —y) = 2u(x) < D*u(z)y® + ely|* < [|D*ul oyl
Portanto,
u( +y) + u(@ —y) — 2u(x) 2
dy < [[D*uf|oo dy < o0,
/35(0) |y |V +2s By(0) |y T2

ou seja, sendo u € S(RY), podemos retirar a condigao P.V. em (1.20).

1.3.1 Uma abordagem via Transformada de Fourier

Agora, apresentaremos uma maneira alternativa de definir o espago H*(RY) via

transformada de Fourier. Para s € (0,1), defina o seguinte espago
) = {ue Y [ a4 gIFu@Re < oo
RN

Mostraremos que o H*(RY) e H*(R"Y) sdo equivalentes. Mas, antes, veremos que o
Laplaciano fracionario (—A)*® pode ser visto como um pseudo operador diferenciavel
de sfmbolo |£[*. Inicialmente, vejamos que o seguinte lema

Lema 1.11 Seja s € (0,1) e C(N,s) a constante definida em (1.15). Entdo, para
todo £ € RN, temos

[ ey = cvs g
RN

‘y|N+25
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Demonstragao: Primeiro, considere ¢ = (1, (s, ,(y) € RY, entdo

L—cosG _ |G _ 1
‘C|N+2s — ‘C‘N+2s - |C‘N—2+23’

para ( suficientemente préoximo da origem. Portanto,

]_ _
/ L= oSGy oo
R

N |Q|N+25

Ademais,

1 — cos(q
——————d( >0
oo T >

pois a funcao

1 —cos(y

f(C)—W

se anula apenas em um conjunto de medida nula.

Agora, considere a funcdo I : R — R definida por

1— .
[(E)I/RN%C@-

Vejamos geu I é uma rotagao invariante, isso €,

1(§) = I(|¢]ex) (1.22)

onde e; é o vetor canénico de RY. De fato, suponha que N = 1, entao (1.22) segue do

fato de
I(=¢&) =1(§). ( cosseno é um a fungao par )

Vamos considerar N > 2 e considere a rotagao R para a qual R(|¢|e;) = & e denotemos

por RT a sua transposta. Entao substituindo § = RTy, obtemos

[(5) _ /RN 1 - COS(R(|£|61) ) y) dy

|y |V +2s

_ / 1 — cos(([€le) - (RTy))dy

‘y’N+2s

1= cos((lgle) - 9) .
-/, L = 1(¢le).
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Provando (1.22). Como consequéncia disso, substituimos ¢ = ||y e vemos que

1) = 1glen) = [ ==l ay

1 1 —cos(¢y-y)
= d
& L g

1—
—le [ e

onde dizemos que C(N,s)™ := [on Efﬁ—i@%)dc, logo,

1(€) = C(N, 5) ¢
Provando o lema. [ |

Proposicao 1.12 Sejam s € (0,1) e (—A)® o operador Laplaciano fraciondrio. En-
tao, para todo u € S(RY), temos

(=A)u=F(g]*(Fu)(€), VEeRY. (1.23)

Demonstracao:  Aqui vamos utilizar a definigdo de (—A)® dada no lema (1.10).

Vamos denotar Lu a integral

Lu(x) = —%C(N, 5) /RN u(z +y) +|Z’(§+;y) — 2u(x) i,

onde C(N, s) e a constante em (1.15). E fécil ver que £ é um operador linear.

No que segue, vamos procurar uma funcao S : RN — R¥ tal que
Lu = F1(S(Fu)).
Vejamos que na verdade
S(€) = lgl*, veeRY.

De fato, veja que
u(z +y) +uz —y) = 2u()| _ u(z +y) + u(z — y) — 2u()|
|y [ Vr2s SXBi(y) |y[N+2s

[u(r +y) +u(r —y) — 2u(z)|
+ X®RN\B () y[ V2

+

2
(supB @) |D u|)
<4 (XBI(?J) |y|1N+2372

lu(z +y) +u(r —y) — 2u(z)|
+ X(®N\B1 (1)) I e L'(R*™).
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Dali, aplicando os Teoremas de Toneli e Fubini, obtemos

S(€)(Fu)(€) = F(Lu)(€) = (2m) % / Cux)e " )dy
o)t / [__C(N g / <w+y>+u<x—y>—2u<x>dy}6_i<g,m>dx

|y V2
-)(2m) RN JRN |y|V+2s ‘ e
1 _y [ u@ty)tu@—y) —2u(@) e,
= _§C<N’ s) /RN [(27?) 2 /RN WhEEs e U¢ )d:c} dy

= —SC(N,5) / W [0 (Fu)(€) + ¢ 69 (Fu) (€) — 2(Fu)(&)] dy

]_ ei(é,y) + e—i(f,y) — 2
= —ZC(N d
SO0V [ (e

B . 1 —cos(&,y) .
o) [ anFoe).

Portanto, pelo Lema 1.11, segue que

S(&)(Fu)(€) = []*(Fu)(©),

para todo £ € RY. Donde segue o resultado.
|

Proposigao 1.13 Seja s € (0,1). Entdo o espaco de Sobolev fraciondrio H®(RY)

coincide com o espago f[S(RN). Em particular, para toda u € H*(RY), temos
[0l ey = 20(N, )~ /R NERAGIS (1.24)

Demonstragao: Para cada y € RY fixado, usando a mudanca de variaveis z = x —y,

obtemos

/RN (/RN ’ulis)— ymf )dy—/RN /RN ZT;,/N;f( I -y
([ e Qdy) .

N+s
dz

2]

L2(RN)
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onde na ultima igualdade foi usada a identidade de Plancherel’s. Dai,

L) — . €z
/RN 4 <U(Z |—Z|fzv+su< )> dz = /RN /RN ’e’Z‘N+2 | Fu(é)[*déd=

— cos ))
2/RN /RN |Z|N+2s ‘.Fu(f)szdg

=20 [ PR

Portanto,

/RN (/RN %d‘”) dy = 2C(N,s)"! /RN €2 Fu(€)2de. (1.25)

A equivaléncia dos espacos H*(RY) e H $(RY), segue de (1.25) e do fato de que
HUHLQ(RN): HJ—"UHH(RN) , Yu € LQ(RN).

|
Pela proposicao 1.12, somos levados a definir (—A)* atuando no espago H*(RY),

da seguinte maneira: Para todo u € H*(RY)
(=A)u=FH(|g*(Fu)(§), VEeRN. (1.26)

Tendo conhecimento da defini¢ao acima,veremos a relacao entre o operador Laplaciano
Fracionario (—A)® e o espaco de Sobolev Fracionario H*(RY).
Proposigao 1.14 Sejam s € (0,1) e u € H*(RY). Entao,

[W)e@ny = 2C(N, )M (= A) Zul[F2 @y (1.27)

Demonstracao: A igualdade em (1.27) segue diretamente da defini¢ao em (1.26) e

da Proposigao (1.13). De fato,
s . 1
1(=2)2ullZa )= I F (= A) 2ullfar) = 161" Fullfa@n)= SC(N, 8)[ulips @),

Observagao 1.14.1 Como consequéncia das proposi¢oes 1.12, 1.13 e 1.14 as normas
em H*(RYN), dadas por

bt = ([ Joraa+ [ [ \x—y\wfd W)
fule= ([ a4 |§|25)|(FU)(£)|2d§>
bl = ([ ot s [ 1eicmaoree)
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2
fulls = ( [ Jutdz+ ||<—A>2u||i2(RN)) 7
]RN

sao todas equivalentes.

Tendo em maos a definigao de H*(RY) via transformada de Fourier, iremos ana-

lisar o traco das fungoes de Sobolev.

Lema 1.15 Seja u € S(RY) e seja v € S(RV™Y). Se Fuv a transformada de v com

respeito as primeiras N — 1 varidveis, entao
(@', 0) = vla) = Fo(€) = | F@(€ w)de
R

Demonstracao: Suponha que u(z’,0) = v(z'). Entao

Por outro lado, nés temos

Fule n)ie = [ s

: !/ / 1
_ / il a) /
2 JrN-1 (2m)2 Jr

1 / € [u(a!, 0)]da’.
RN—l

/ e’i(gl’fN)'(xl”‘"N)u(m’, xn)dr'dendEy
RN R

N|=

R
/

Portanto, segue a implicagao. A implicagao contraria é imediato. |

Observacao 1.15.1 No lema anterior, usamos o fato

1 .
//6z(ﬁN»ZN)u(x',JJN)dIngN’
R JR

u(z’,0) = -
(", 0) )

o qual € verdadeiro, pois, defina ¢ tal que p(xy) = u(z',zyn). Como F(1) = dy, dai

2(0) = (B0, 0) = (F(1), ) = (1, F(i)) = / Flp) dex.

1
27

plano {xy = 0}, de modo que v € HS_%(RN_l). Além disso, o operador traco T € uma
sobrejegio entre H¥(RY) ¢ Hs~2(RV1).

Proposigao 1.16 Seja s > =, entio a fungio u € H*(RYN) tem um trago v no hiper-
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Demonstracao: Inicialmente, vamos justificar que a aplicagao
T:SRY) — H 2RV
u — Tu=v,
onde

v:RVT SR

¥ — () = u(,0),

é continua, isto é, existe uma constante ¢ > 0 tal que

]_IS*%(]RN—l)S C||U|

||U|| Hs(RN)-

Usando a densidade de C§°(RY) em H*(R"), podemos estender o operador T a0 ope-
rador T : H¥(RY) —s H*~2(RV1) ¢ a extensio de T ao espaco H*(RY). Tal extensio
seguird por densidade.

Pelo Lema 1.15, temos

Fu)(€) = / Flu)(€,en)den, VE € RNL

Dai, usando Cauchy-Schawarz, obtemos

FEF < ([asieprrweE sortan) ([ o) 1)

Fazendo a mudanga de variavel {y = t4/1 + |€'|?, concluimos

_dy (1+€)%)2 [l
L= <<1+r£f|2>s<1+t2>>sdt‘/R ey (o)

= c(s)(1 + [¢]?)27,

onde ¢(s) = [, (lf%)s. Por (1.28) e (1.29), obtemos

/ (1+[¢P) 2| Fu)(€)Pdg < / /(1 +1E[P)*[F(u) (€, €)1 dEnde.
RN-1 RN-1 JR
Mostrando que

[_IS—%(RN—l)S C||U|

[ v]] Hs(RN),

para todo s > %
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Agora, mostraremos que o operador T' é sobrejetivo. Para isso, mostremos que

para toda funcdo v € H*"2(R¥1), a fun¢do u definida por

En 1
Fu) (€, &) = Fu(€)e , (1.30)
<¢1 + |£'|2) VI[P
com ¢ € C°(R) e [, p(t)dt =1, é tal que u € H*(RY) e Tu = v. De fato, integrando

(1.30) com respeito a {x € R e substituindo £y = t4/1 + [¢']?, obtemos

En 1
/]-"uf&v d&v—/]: \/1+|§/|2> \/1+|§'|2
- / Fo@)p(t)dt = Fo(&)

e pelo Lema 1.15, temos que v = Tu.

Por fim, vamos mostrar que v € H*(RY). De fato, de (1.30), para todo ¢’ € RV -1,

segue que
N , 9 - 2\ § N2 £N 2 1
/R(Hyg\ )| F () (€, én) dsN—/R(1+|£I ) 1F(v)(€)] w(m) Ty ey
= () (1+ [€'7)3 | F)(E)I*,
(1.31)
onde usamos a mudanca de varidvel {y = ty/1+[¢|? e a constante

= Jo(1 +t*)%p(t)]*. Finalmente, obtemos que v € H*(R"Y) integrando (1.31)

e f’ c RN, |

Quando Q C RY um aberto limitado e suave, também podemos definir um ope-
rador traco.

Teorema 1.17 Sejam Q C RY um aberto limitado e suave e % < s < 1. Entao, existe

uma aplicacao linear e continua

Tr: H*(Q) — H*2(09)
u o Tr(u) = u‘aﬂ

Demonstracao: Ver Teorema 4.7.1 em [58]. [



Capitulo 2

Laplaciano Fracionario em Dominios

Limitados

Com base nos artigos [11, 23, 18], dedicamos esse capitulo ao estudo do operador
Laplaciano fracionario em Dominios limitados e apresentaremos dois resultados de
imersoes e com isso, adaptamos a rela¢do de Caffarelli e Silvestre [19], para o operador
mencionado. Por fim, através da relagao obtida, fazemos alguns comentarios sobre a
regularidade de um problema de um problema linear envolvendo o operador Laplaciano

fracionario.

2.1 Laplaciano Fracionario em Dominios Limitados

Sejam {y;} e {¢;} os autovalores e as autofungodes, respectivamente, do operador
(—A, H}(9)), isto ¢
—Ap; = pjp; em )
j i Pj 7 (2.1)
p; =0em Q

para todo 5 € N. Defina o espaco

H(a/2,) = {ue L*(Q): Y n}l{u,p5)i2)® < oo},
j=1

COIIl norma

=

lullirarzor= (D 1w, o) 2l?) (22

J=1
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e H(—a/2,Q) o seu dual topologico. Para todo u € H(a/2,), u = 377, a;p; com
a; = fQ uwp;dx, definimos o Laplaciano fracionario que também serd denotado por

(—A)*/2 como sendo o operador

(=A)2u: H(a/2,Q) — R

. © (2.3)
v = ijgoj — ((—A)2u,v) = Zﬂf a;b;.
=1

ebj = [,vp;de.
Note que (—A)% esta bem definido, pois

Yowlaghil <D uflag+ Y w10 = lullxgco HIvlxg o
j=1 j=1 j=1

para todo u, v € H(a/2,Q).

Lema 2.1 Os autovalores e as autofuncdes de (—A)2 em Q com condigdes de Dirichlet

na fronteira sao dadas por u? e @;, respectivamente, para todo j € N.

o
Demonstragao: Pela defini¢ao do operador ¢ imediato que p7 sao autovalores e ¢;
sao autofungoes correspondentes. Agora, mostraremos que sao os unicos autovalores e

autovetores. Sejam u = Y a;p; € H(a/2,() e A > 0. Suponha que

Entao, para todo j € N, temos
(=A)2u,¢;) — (Au, ;) =0 = p2 —A=0.

Portanto, A = ;.

2.2 Imersoes Continuas e Compactas

Introduzimos um espaco que desempenhara um papel importante ao longo do
trabalho para tratar com um problema envolvendo o operador (—A)2, em um dominio

limitado. Seja €2 um dominio limitado e suave em RY. Denotamos o cilindro de €2 por

CQ:QX (0,00)
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e sua fronteira lateral por
0rCq = 09 x [0,00).

Os pontos no cilindro serado denotados por (z,y) € Cq = §2 x (0, 00).
Dado « € (0,2), definimos L?(Cq, y*~*) como o espago de todas as fungdes men-

suraveis definidas em Cq tal que
||w||L2(cQ,y1a)=/ y' widady < oo.
Cq
De forma similar, definimos o espaco de Sobolev
H1<Cﬂaylia) = {’LU S L2(Cﬂ>ylia) . ‘VU)’ < L2(Cﬂ>ylia)} )
onde Vw ¢ o gradiente distribucional de w. Equipamos H'(Cq,y*™®) com a norma

||wHH1(CQ,y1—°‘): (Hw||L2(Cg,y1—°‘)+”vaLQ(CQ,yl—a)) . (24)
Note que, tomando o = 0, obtemos o espago H'(Cq) classico.

Proposigao 2.2 0 espago H'(Cq,y' ™) equipado com a norma (2.4), é um espago de
Hilbert. Além disso, o conjunto C*(Cq) N H'(Cq,y'™*) € denso em H'(Cq,y* ™).

Demonstracao: Ver teorema 1, em [34]. [

Agora, defina
X5 (Cq) ={w € H(Cq,y" ™) :w=0em 9,Cq}.

Sob esse subespaco de H'(Cgq,y'~®), vale uma desigualdade do tipo Poincaré que pode
ser encontrada em [43], que nos fornece
/ y T widady < OQ/ y' |\ Vw|Adzdy,
Cq Ca
onde Cq é uma constante positiva que depende apenas de ). Outra maneria de ver
o espago X§(Cgq) é sugerido por Brandle, Colorado, Pablo e Sanchez, em [11], nesse

artigo, esse espago ¢ definido como

X5 (Ca) = Cr@ x [0,00))
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O proximo passo que daremos é no sentido de provar a existéncia de um operador

traco envolvendo os espacos X§(Cq) e H2 (), ou seja, o operador
Trq: X3 (Cq) — H?(Q)
w  — Tro(w) =w(-,0)
esta bem definido e é continuo.

Proposigao 2.3 Eriste um operador traco de X§(Cq) em H?2(Q). Além disso, esse

operador € continuo.

Demonstracao: Considere o # 1. Partimos de um resultado da se¢ao 5 de J. L.

Lions em [39], onde mostrou-se que existe uma constante C' > 0 tal que

0O, C [ el + [VuPdsdy (25)
RN x(0,00)
sempre que o lado direito na desigualdade acima for finito.

Seja v € X§(Cq). Defina w : RY x (0, +00) — R tal que

w(z,y) = vy () € Co : (2.6)
0, (2,9) ¢ Ca

Pela desigualdade de Poincaré, temos

/ y " (Jwf? + |Vw?)dedy = / y' v Pdady +/ y' | Vordzdy < oo.
RNX(O,OO) CQ CQ

Agora, veja que

4 0)1 g o, = ||w< Mot ([, [ et e dy)T

o [ T— (] [ a0 0L, dy)T @7)
O

Entao, usando (2.5), (2.7) e a desigualdade de Poincaré, temos que

(005 ) < C/ yl_a|v\2dxdy+0/ y' | Vo dady
CQ CQ

< C/ y' Y Vol 2dady < oco.
Cao
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Assim, v(-,0) € H2 () e
00}y < Cllolgicn 23)
Portanto, fica bem definido o operador trago. Além disso, de (2.8) que
Tro(X§(Ca)) C H2(Q).

O caso em que o = 1 é imediato do Teorema 2.71 em [42], quando 2 = RY. Pois,
basta tomar a extensao por 0 fora do cilindro.

Observagao 2.3.1 Conforme apresentado em Capella, Davilla, Dupaigne e Sire, o

espago H(a/2,Q) € na verdade

HO2(Q) = HY(Q), se o € (0,1)
H(a/2,Q) = H Q) L sea=1
Q) L seae(1,2)

onde o espago Héf(Q) ¢ definido por

u(x)®

HYP(Q) = {u e H'*(Q) /Q 1) do < oo}

e d(x) = dist(z,00).

Portanto, para o caso « € (0, 1), a Proposi¢ao anterior, ja nos diz que
Tro(X§(Cq)) C H(a/2,Q).

Agora, sendo « € (1,2), considere v € X§(Cy,), entao existe v, € X§(Cq) tal que

v, — v em X§(Cq). Como existe C' > 0 tal que
an(', O) - U('? O)HH%(Q)S CHUTL - U||X6"(C’Q)7

entdo v,(-,0) — v(-,0) em H3(Q). Como v,(-,0) € C(Q), entdo u € HS‘/Q(Q).
Portanto, v(-,0) € H(«/2,), ou seja

Tro(X§(Cq)) C H(a/2,9Q).

. O caso em que o = 1 ¢ estudado em [18].
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Entao, podemos concluir que
Tro(X§(Cq)) C H(a/2,8),

para todo a € (0,2). A inclusdo H(a/2,Q) C Trqo(X§(Cq)) pode ser vista no Lema

B.8 do Apéndice B. Portanto, podemos concluir que
Tro(X§(Ca)) = H(a/2,9).
Agora, mostraremos algumas imersoes envolvendo o espaco X (Cg).
Lema 2.4 O operador Tro : X$(Cq) — L9(Q) para 1 < q < 22 ¢ continuo.

Demonstragdo:  Pela Proposicio 2.3, o operador Trq : X§(Cq) — H=(Q) é
continuo, por outro lado, segue do Teorema 6.7, em [29], temos que o operador inclusao

i: H2(Q) — L9(Q) é continuo para [1, 22-]. Portanto, Trq : X§(Cq) — L(Q) é

' N-a
compacto, para todo [1, NQ—J_VQ]

|
Lema 2.5 O operador Trq : X§(Cq) — L9(Q) para 1 < g < 22 € compacto.
Demonstragao: Segue do Teorema 4.54 em [28] que o operador inclusao
i« H2(Q) — LYQ) é compacto, para todo 1 < ¢ < 2. Como

Trq : X§(Cq) — H?2(Q) é continuo, entdo, Trq : X$(Cq) — LI() é compacto,

e

para todo [1
[ |

2.3 A Extensao a-Harmonica

Motivados por Caffarelli e Silvestre em [19], o intuito dessa se¢ao é mostrar que
o operador definido em (2.3), esta relacionado com um problema do tipo divergente.
Para mostrar a rela¢do, seguimos os artigos do Cabré e Tan em [18] e do Capella,
Dacila, Dupaigne e Sire em [23], além de [11].

Dado u € H(a/2,(2), considere o problema de extensao
—div(y'"*Vw) = 0 em Cgq
w = 0 sobre 0;,Cq - (2.9)

w =y em
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Uma solugao fraca para o problema (2.9) é uma funggo w € M, onde

M ={v e X§(Cq) : v(x,0) = u(z) em Q} e verifica

/ y' " (Vw, Ve)drdy = 0, (2.10)
Cao

para toda funcdo ¢ € C§°(Cq). Mais adiante, veremos que existe um tnico w € M
que verifica (2.10).

Definigao 2.6 Sejau € H(a/2,9). A solugao fraca para o problema (2.9) é chamado

extensio a-harmoénica de u, a qual, denotamos por w = E,(u).

Agora, mostremos que de fato a extensao a-harmonica é tnica. Para isso, prova-

remos o seguinte teorema.

Teorema 2.7 Seja u € H(a/2,Q), existe uma unica fun¢io w = E,(u), extensao o-
harménica de u em Cgq, isto €, existe um unico w € X§(Cq) tal que w € solugao fraca

de
—div(y' " *Vw) =0 em Cq

w =0 sobre 0;,Cq (2.11)
w=u em )
e esta € dada por

Eo(u)(z,y) = aj0;(2)0 (1" y), (2.12)

7j=1
onde 1 resolve o problema

11—«

¢"(s) + ¢'(s) —(s) =0, s>0
o(s) =1 . (2.13)
B sllglo Sl_a¢,<8) — N

Demonstracao: Considere o funcional energia associado ao problema (2.11)

F:X2(Co) — R

w »—>F(w):/ y' | Vw|*dxdy.
Ca

Pode-se mostrar que F' € C*(X§(Cq),R) e

Fl(w)(p) = /C y' = (Vw, V)dady,
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para todo ¢ € X§(Cq). Vamos ver que F' assume um tnico minimo sobre o conjunto
M e dai, temos a tnica solugao para o problema (2.11).

Para cada w € M, temos

Pl = [ oo 1Vuldedy = ol > It o= el g
Q
ou seja, F' é limitado inferiormente em M. Tome m = inf{F(w) : w € M} e (w,) C M

tal que F'(w,) — m. Logo,
Hwn“?}(gf(cg): F(w,) <m,

pois, {F(w,)} é uma sequéncia limitada. Assim, {w,} é uma sequéncia limitada em
X§(Cq), logo possui uma subsequéncia w,; — wy € X§(Cq) e dai, wy,;(-,0) — wy(+,0)

em L*(), consequentemente,
lu = wo (-, 0)[[72(e)= l[wn; (-, 0) = wo (-, 0)[720)— 0.

Portanto, u(z) = wo(z,0), g.t.p em §2 e assim, wy € M. Entdo, F(wy) > m. Por outro

lado, pelas propriedades de convergéncia fraca, temos

lim inf |wn; | 3ep (00 < llwollxp (e

Portanto, F'(wg) < m, dai, obtemos F(wy) = m e como wy € M, segue que F admite
um minimo em M.
Agora, mostraremos que F' possui um tnico minimo. Entao, sejam vy, v € M

pontos de minimo para o funcional F, veja que

0 SF(Ul _UZ)
2
1
:—/ y' | Vo, — Vup|Adzdy
4 Co

1
:—/ Yy (Vo2 + [V > — [Voi)? = 2(Vuy, Vo) + |[Vu|? + [Vus|? — |Vus|*)dady
Cao

4
21 l—a 2 2 1 l—a(_ 2 _ —
= y IVl + 2[Vee])dady + y (= [Vui]” = 2(Vuy, Voy) )dedy
4 Jeo, 4 Jog
1
- - / y' =0 Vo, P dady
4 /e,

1 1

:—/ y YV, [Pdady + —/ Y'Y Vs | dady — / Y |V + V| dady
2 Cq 2 Cq Ca

2

dxdy

1

1
:—/ yl_a|VU1|2dxdy+—/ yl_a|Vv2|2dxdy—/ Yt
2 Je, 2 Je, Co

F(v1) = F(vq) (I m o m
— _p(rey om
5 T 5 JSo Tty ™

VU1 + VUQ
2
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entao

U1 — U2

F(2

) = 0.

Logo, v = vs, ou seja, F' possui um tnico minimo em M.
Mostraremos que wy, minimo de F' em M, é a tnica solu¢do do problema (2.11).

Para este fim, vamos considerar
f(t)=F(wo+ty) com ve X{(Cq) e v(-,0)=0gq.t.p. Q.
Logo, t = 0 é um ponto de minimo para f, entao
1'(0) = 0.
Assim,

0= f(0) =lim ) - 1) = lim F(wo + ) — F(wo)

t—0 t t—0 t
2 2 2
iy [ e (D HTTOD VO = DY i,
t=0 /o t

=lim [ y'"(=2(Vwy, V7) + t|V7|*)dzdy
t—0 Cq

e portanto,

/TM”GMmeMMZQ
Cq

para todo v € X§(Cq) e v(z,0) =0 ¢.t.p. em €.
Agora, veremos que se, w é solugao fraca de (2.11), entdao w é minimo de F, sobre
M. De fato, se w é solugao fraca de (2.11), entdo w € X§(Cq), w(z,0) = u(x) ¢.t.p.

em () e

/ y' " (Vw, V)drdy = 0, (2.14)
Cao
para toda funcdo ¢ € X§(Cq) tal que ¢(-,0) = 0 q.t.p em . Suponha que wy é
minimo de F', entao por (2.14), temos
/ZFWVW—M&V@MWZQ (2.15)
Ca

para toda fungdo ¢ € X§(Cq) tal que ¢(-,0) = 0 qt.p em . Dai, tome
Y =w—wg € X(()l(09> e veja que 90<70) = U}(,O) - ’wo(',O) = U(,O) - U(,O) = 0.

Entao,

/ Yy TV (w — wo)Pdrdy =0 = |jw — wo xe(ce)=0 = w = wp.
Ca
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Por fim, para ver a relagdo (2.12), vamos provar que a fun¢ao

o(z,9) = (@) (u2y)

¢ a extensdo a-harmonica de ¢;. De fato, é imediato que v(x,0) = ¢;(z) para todo

r € Nev(x,y) =0 em I .Cq. Além disso, como ) ¢ solugao de (2.13), segue que
—div(y' " *Vu(z,y)) = 0 em Cq. (2.16)
Entao, para todo ¢ € C§°(Cq), temos por (2.16)

/ dz’v(yl_“gOVv)dxdy:/ div(yl_aVv)gpdxdy+/ y' Vv, V)drdy
Cq Cq Cq
= / y' " (Vv, Vy)dudy
Cq
Pelo Teorema do Divergente, segue que

/ y' =V, V)drdy = 0, (2.17)
Ca

ou seja, v é solugao fraca. Donde concluimos que v = E,(p;). Para o caso geral,

considere u € H(a/2,02) e
v(z,y) = iaan(soj)(fc,y)-
j=1
Por célculos simples, usando o Lema B.7 e (2.17), mostramos que
—div(y'~*Vu(z,y)) = 0 em C,.

Novamente, pelo Teorema do Divergente, garantimos que v é uma solucao fraca. Por-

tanto,

Eo(u)(z,y) = v(z,y).

Corolario 2.8 Para todo u € H(a/2,52), temos

(=2 ull 2= l[ullrrg @)= ka2l Ea ()5 o).
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Demonstracao: Basta ver (B.21) e as defini¢oes das normas envolvidas. |
Agora, definimos um operador que serd fundamental para trabalhar com proble-
mas envolvendo o Laplaciano fracionario em dominios limitados. Dado u € H(«/2, (),

considere w = E,(u), temos que lim,_,o+ ylfaaa—zj € H(—«/2,Q) onde

lim yl_o‘g—w s H(a/2,90) — R
Y

y—0t
— (lim o QU )=k / =(Yw, V@)drd
2 y—>0+y ay yP) = Ka ng » VP Y,
w= Eq(u), o= Eu(p) e
21— “I(1— % )
k, = T )
F(ioz)

Proposicao 2.9 Sejau € H(a/2,52), entdo

o 1 ow
—A)zy=—— lim y'"*— 2.18
(=A)2u =~ lim y T (2.18)
onde w = E,(u), no sentido fraco, ou seja,
1 ow o
—— I l—a” 7 = {((=A)z
i oy g, 0 = (5A)Pwe),
para todo ¢ € H(a/2,52).
Demonstragao: Sejam u = Z a;p;, ¢ = Z bjp; e sejam w, ¢ as suas respectivas
=1 =1

extensoes a-harmoénica dadas por
y) =Y aip(@ Ny e @lay) =Y b ().
=1 j

Pela ortogonalidade das autofungoes, temos

[ vty = S [y w2+ )

a0

Assim,

(- lim g2 Zaj / Dy + W) dy.  (2.19)

ka y—0+t

entao de (2.19) e da identidade (B.16), segue que

1 .0 I
(—— lim y Z, ) = T Z a;b; [bhjlolo ylfal//(?/)w(y)m :

ka y—07t
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Portanto, segue de (B.20) que

1 . _,0w =\ @ a
<_k’_y1i>%l+ yl a_y790> = Z >\j2 a’jbj = <<—A)2U, 90>
«a =1
Assim,
o 1 ow
—A)z = (= i l—aZ ™
((=A)2u0) = (= lm y 25 ¢),
para todo ¢ € H(a/2,Q). |

Usando essa caracterizagao envolvendo o Laplaciano fracionario, estudaremos um

problema linear que sera necessario para o desenrolar dos proximos capitulos.

2.4 Um Problema Linear

Seja g uma fungao regular e considere os problema

(-A)2

g(x), em Q (2.20)
0

u
u

, sobre 0f2

Uma solugao fraca de (2.20) é uma funcdo u € H(«/2,Q) satisfazendo

=)

para todo ¢ € H(a/2,(2).

IN[})

u@) (=B o) = [ gla)eald, (2.21)

Usaremos a extensao a-harmonica e a relagao (2.18) para reformular o problema

(2.20) em um problema do tipo divergente. Para isso, considere o problema

—div(y'~*Vw) = 0, em Co

w =0, sobre 0,Cq (2.22)
o () = gla). em O
onde
ow 1 ow
et — 1 l-a=™ )
e @) =~ Jim v )

Uma solugao fraca para (2.22) é uma fungdo w € X§(Cq) que verifica

Q

/ Y (Vo (e, ), Vole, y))dady = k, / g(2)lx, 0)d, (2.23)
Caq
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para toda fungao ¢ € X§(Cq). Ora, sendo w a solugao fraca de (2.22), ¢ sabido que
w(-,0) € H(a/2,Q), além disso, pela Proposigao 2.9 segue que a fungao u := w(-,0)
¢ solugao fraca de (2.20). Por outro lado, é facil verificar que se u é solucao de (2.20)
entdo u é o trago em 2 de uma solugao de (2.22), isso se justifica usando novamente a
Proposigao 2.9 e o fato que Trq(X§(Cq)) = H(/2,Q).

Portanto, o conceito de solugado para o problema (2.20), daqui por diante, sera
dado através das solugdes de (2.22), para nao sobrar dividas, enunciaremos a seguir.

Definicao 2.10 Dizemos que u € H(a/2,8) € uma solucao fraca para (2.20) se, u €

o trago em § da fungdo w que € solugao fraca para o problema (2.22).

No que segue, vamos assumir, sem perda de generalidade, que k, = 1, pois basta
alterar a funcao g.

A seguir usaremos a conhecida técnica de interacao de Moser para provar que a
solugao de (2.22), que existe, basta ver (A.1), é limitada, desde que g satisfaga uma
condicao de integrabilidade.

N

Teorema 2.11 Seja w uma solugio para (2.22). Se g € L'(Q), r > 4, entdo
w(-,0) € L>().

Demonstragao: Vamos supor sem perda de generalidade que w > 0, o caso geral
¢ obtido de forma similar. Considere § > 1 e K > k (k a ser escolhido) e defina as

fungoes ¢ € C*([k, 00)) dado por

P — kP, telk, M
U(t) = : (2.24)
BKP Nt — K)+ (KP —kP), t>M

ev=w+k, v=u(-0). Escolha como fungao teste
¢ =Glo) = [ W(s)Pds, com Vo = [¢/(0)P Vo = (W)Y
k

Observe que [¢'(v)| < BKP~1, assim

/ y' | VolPdady < oo.
Ca
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Entao, ¢ € X§(Cq). Dai, por um lado, obtemos

/ y' N (Vw, Vpydaedy = / y' = (Vu, [¢' (v)|[Vo)dady
CQ CQ

= [ Vo) Psdy
Cq

= / y' V(o) Pdady (2.25)

>C</|¢ ad:c)

=C 2 .
WO g,

—Oé

onde a contante C' > 0, surge do Lema 2.4. Por outro lado, desde que ¢’ é crescente ,

temos .
- / [/ (s)Pds <t () = G (1),

assim

[ st = [ g@)Go)ds
Q Q
< /g(m)uG’(u)dw (2.26)
0
< [ otawe )P
Q
Portanto, a desigualdade (2.25) junto com (2.26), leva a

Cllow) I < 1 [ o)), (227)

Pela desigualdade de Holder, obtemos

000 22, = ((gglall ) 10w @) = I 01 2,

Considere & = C7!||g|,. Fazendo M — +oc na definigao de v, temos pela
desigualdade (2.27) que

] 3 < 1] 2. (2.28)

N . ~ 2rB . . . ~ .
Como consequéncia, para todo 5 > 1, a inclusdo v € L71(2) implica a inclusdo mais

2N .
forte v € L7 (Q), ZNfB > 2B hois > X O resultado agora, segue da

r—17

interacao de Moser, partindo de

N(r—1)

2N
— > 1 L~-a(€2).
r(N—a)> e veLv-a(Q)

8=



23

Dado m € N, temos por (2.28)

[llgmag < (W[l gm—12g < (W[l gm—205, < - < [¥/]l2z,-

Como m é qualquer, entao

supv < s
Q :
Portanto, v € L>(12). [

Corolario 2.12 Ainda sob as hipdteses do Teorema 2.11, vale w € L>(Cyg).

Demonstragao: Basta adaptar a demonstracao do Teorema 8.16 em [32] e usar o
Teorema 2.11. [}
Agora, sera listado um resultado de regularidade que pode ser encontrado em

[22], (Ver Lema 2.3), que sera utilizado no decorrer do texto.

Teorema 2.13 Sejam o € (0,1), Q um dominio reqular e limitado de RY, g €
H(a/2,9) e w € X§(Cq) uma solugdo de (2.22).

i) Se g € L=(S), entio w € C?(Cq).
i) Se g€ C?(Q) e g|,,=0, entio w € C+(Cy)

iii) Se g€ C*(Q) e g|,,= 0, entio w € C*7(Cq).



Capitulo 3

Um Problema Eliptico do Tipo

Concavo e Convexo

Neste capitulo, mostraremos a existéncia de solugao para um problema envol-
vendo o Laplaciano Fracionario apresentado no artigo de Brandle, Colorado, Pablo e

Sanchez em [11]. Mais precisamente, consideramos o problema

(=A% = Ml + P, em Q;

u >0, em €2; (3.1)
u =0, em 0f);
N+«

com0<a<2,0<q<1<p<N N >a, A>0eQcRY um dominio suave,

mostraremos que vale o seguinte teorema.
Teorema 3.1 FEziste A > 0 tal que, para o problema (3.1), temos

i) Se 0 < X\ < A, entao existe uma solugao minimal. Além disso, a familia de

solugoes minimais € crescente em relacao a .
ii) Se A = A, existe pelo menos uma solugao.
iii) Se A > A, nao existe solugao.
Usando a caracterizagao do Laplaciano fracionario apresentada no Capitulo 2,

podemos escrever o problema (3.1) na forma divergente, assim como foi feito no pro-

blema linear apresentado no capitulo 2. Entao, entendemos por uma solucao fraca para
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o problema (3.1) uma fungao u(-,0) > 0 que é o trago de u em 2 x {y = 0} de uma

funcao u a qual é solucao fraca para o problema

—div(y'~*Vu) = 0, em Cg
u =0, sobre 0;,Cq (Py)
@:/\uq%—u”, uw>0em ()
ov®
onde

ou 1 ou

—— = —— lim y"*— 2

ov® kq yg(% 4 oy (32)

Portanto, provaremos o Teorema 3.1 em termos da solugao fraca de (Py). Aqui, enten-

demos por solugao fraca para o problema (P,), uma funcao u € X§(Cq) tal que

/c v (Vu(z,y), Ve(z,y))drdy = kia/Q(Au(w,O)q +u(z,0)")¢(z, 0)d,

para toda fungdo ¢ € X§(Cq).

Observacao 3.1.1 Como comentamos no Capitulo 2, omitiremos a constante k.
Além desse fato, destacamos que por vezes denotaremos o traco da func¢do u por u
ou u(-,0).

Associado ao problema (Py), temos o funcional energia

1

A 1
— - =017y 2 ded __/ G+l / g
Ja(u) Z/CQy |Vul|*dzdy 1 Qu(m,O) x | QU(JE,O) x,

para todo u € X§(Cq). Pode-se mostrar que J, € C'(X§(Cq),R), ainda mais,

J5(u)(p) = ; y' " (Vu, Vo)dody — /Q()\u(m,())q + u(x,0)P)p(x,0)dr, (3.3)

para todo ¢ € X§(Cq).

(
O problema (Py) é um caso particular do problema

—div(y'~*Vu) = 0, em Cg

u=0, sobre 0.Cq (3.4)
ou
50 = f(u), u>0em

onde f é continua e satisfaz a condicao de crescimento

0< f(s) <C(1+]s|") para algum 1 < p < 27 — 1. (3.5)
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Uma solugdo para o problema (3.4) ¢ uma fun¢ao u € X§(Cq) tal que

/ Y10 (Vule, ), Vip(z, y))dedy = / £z, 0))p(x, 0)dz,
Cq Q

para toda fungao ¢ € X§(Cq). Diante disso, associado ao problema (3.4), temos o

funcional energia

1
J() =+ / o0 | Vul2dedy — / Flu(z,0))dz, (3.6)
2 Jeq Q
para todo u € X§(Cq), onde
9= [ s
Por simplicidade, vamos considerar f(s) = 0 para s < 0. Vale lembrar que o trago

uGLT(Q)paratodolgrg]\?—]_VaseN>ae1<r§ooseN§a. Em particular,

N+a
se p < oo

funcional ¢ bem definido e limitado por baixo. Além disso, J € C'(X$(Cq),R) e

e f verifica a condigao de crescimento (3.5), entao F(u) € L'(Q2), e o

J(w)(g) = / Y1 (Vu, Vig)dudy — / f(ul, 0))p(z, 0)dr, (3.7)

para toda funcao ¢ € X§'(Cq). Assim, pontos criticos para o funcional J sao solugoes

para o problema (3.4).

Observagao 3.1.2 Quando f satisfaz o crescimento (3.5) o problema (3.4) pode ser
visto como um problema variacional. Assim, como o caso cldssico em que o = 1,
podemos usar o teorema dos multiplicadores de Lagrange para provar que, abaixo do

expoente critico, o infimo do conjunto
{/ y' Y Vuldedy : u € X§(Cq), / F(u(x,0))dz = 1} : (3.8)
Cq Q
€ atingido. Isso fornece uma solugao nao negativa de maneira padrao.

Seguindo de perto as ideias apresentadas por [3], mostraremos o Teorema 3.1

através do método de subsolucao e supersolucao.

3.1 Meétodo de Subsolugcao e Supersolucao
Definicao 3.2 Dizemos que u € X§(Cq) € uma subsolugio de (3.4) se verifica
| v Ve Vedady < | fue,0)p(r.00ds (3.9)
Co Q

para toda funcio ¢ € X§(Cq) com ¢ > 0 em Cq e p(z,0) > 0 para todo x € €.

Analogamente, temos a defini¢cdo de supersolugao.
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O primeiro resultado que apresentamos é um procedimento classico de subsolucao
e supersolu¢ao para obter uma solugdo para o problema (3.4). Para a sua prova,

adaptamos a demonstra¢ao do Teorema 2.4 em [56].

Proposicao 3.3 Sejam u; uma subsolugao e us uma supersolugdo para o problema
(3.4). Assuma que existam c1,co € R verificando —oo < ¢ < uy < up < g < 00 em

Cq. Entdo, existe uma solucdo u € X§(Cq) para o problema (3.4) tal que

w <u<us em Cq . (3.10)
Demonstragao: Considere o conjunto
M ={ue X§(Cq) :u; <u<uy em Cq e uy(-,0) <u(-,0) <uy(-,0) em Q}.
Veja que M é fechado. De fato, considere (u,,) C M e suponha que
u, — u em X§(Cq).

Recorde que X§(Cq) estd imerso continuamente em L*(Cq,y'™®) e operador

tro : X§(Cq) — L*(2) é continuo, entao a menos de subsequéncia u,(z,y) — u(z,y),
qt.p em Cq e up(z,0) — u(z,0), q.t.p em . Assim, u € M. A convexidade do
conjunto M é imediata. Logo M é fracamente fechado. Além disso, J é fracamente

semicontinuo inferiormente. Portanto, pelo Teorema C.5, existe ug tal que

J(up) = inf J(u).

ueM

Agora, vejamos que J'(ug) = 0. De fato, para e > 0 e p € C3°(Q x [0,00)), defina
ve = min{ug, max{uy, ug + ep}} € M.
Podemos ver que v, = uy + €p — ¢ + ¢, onde
¢° = max{0, (up + ep —uz)} e . =max{0, (u; — (ep + up)}.

Segue da convexidade de M que para t € (0,1), temos ug + t(v. — ug) € M, e dai

J(UQ + t(UE — Uo) — J(uo)
t—0+t t
J((1 —t)ug + tve) — J(up)

t—0+ t

> 0.
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Sendo assim,

0 < J'(uo)(ve — up) = €J'(ug)p — J'(uo)(¢°) + J'(uo) (@)

desta forma,

T (o)p > = [7/(u0) () — (o) ()]

Agora, tendo em vista que us é supersolugao de (3.4), temos

S (o) (%) = J'(u2) (@) + [T (o) — J'(u2)] (¢°)
> [J'(uo) = J'(u2)](¥)

= / yl_o‘(V(uo — ), V(ug + e — ug))dady

Q

~ [ (Fuala,0) = sl 0)) o + €0 us) ., 01
2 | 0T, ey
— [ 1fun(e,0) = f(ua(a, ) otz 0lds

onde

Cq ={(z,y) € Cq : up(w,y) + ep(z,y) > uz(w,y) > uo(w,y)}

Q° ={2 € Q:up(z,0) + ep(x,0) > uy(x,0) > ug(x,0)}.

Como |C§| — 0 e |Q°] — 0 quando € — 0, temos pela continuidade absoluta da

integral de Lebesgue que
J'(uo) (%) = o(e),

onde @ — 0 quando € — 0.
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Analogamente, como u; ¢ subsolugao de (3.4),

J'(uo)(0e) = J'(ua)(pe) + [J'(uo) — J'(u)] (e)
< [J'(uo) = J'(ur)](pe)

= / YV (ug — wr), V(ur — up — €®))dady
CE

Q

= [ (e, 0)) = 0w = o~ ) 01
< [ v ), Ty

- 6/Q |f (uo(x,0)) = f(ua(z,0))[|0(z, 0)|dz,

onde

CQE = {($ay) € CQ : u0($,y) + EQO(JT,y) S U1(l’,y) < u0($ay)}

Qe ={2 € Q:up(z,0) + ep(x,0) < uy(x,0) < up(x,0)}.

Como |Cq.| — 0 e || — 0 quando ¢ — 0, temos pela continuidade absoluta da

integral de Lebesgue que
J'(uo)(pe) = ofe) ,
onde @ — 0 quando € — 0. Recordando que

T o = = 1 (u0) () — 7 (o) 20,

temos
J' (ug)p >0,

para todo ¢ € C§°(Q2 x [0,00)). Portanto, J'(ug) = 0.
|
O préximo resultado que seré apresentado é um resultado de comparagao para
nao linearidades concavas. A sua demonstragao foi descrita em [11] e foi baseada em
[14].
f@)

Proposigao 3.4 Assuma que —— € decrescente para t > 0 e considere
wi,we € X§(Cq) uma subsolugao e supersolugao positiva, respectivamente, para o

problema (3.4). Entdo w, < wy em Cq.
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Demonstracao: Por definicao de sub e supersolucao, temos

/ yl“(le,Vgpl)dxdyg/f(w(x,O))gol(x,O)dx
Cq Q

/ y' = (Vws, Vg )dady > / f(w(x,0))ps(z,0)dx,
Cq Q
para todas as fungoes testes 1 e py nao negativas. Seja ¢ uma funcao suave nao

decrescente tal que 6(t) =1 parat > 1 e 0(t) = 0 para t < 0. Defina

0.(t) = e(f).

€

Note que 6.(t) > 0 para todo ¢t € R. Dai, considere
Y1 = w295(w1 - w2), Y2 = wlee(wl - w2)-

Facilmente, vemos que @1, p2 € X§(Cq) € 1, p2 > 0. Logo, substituindo nas defini-

¢oes acima, obtemos

/Qw1w2(f5;1;2) — fijil))ee(wl —wy)dz < /C y' "N (Vwy, V(wife(wi — wy)))dwdy —
_ /O Y (Vwr, Y (wa (wy — ws)))dady
_ /C Y (Vawa, V(w10 (w; — ws)))wrBe(w; — ws)dady —
Q
_ /C Y (Vs V(w0 (w; — w)))ws (wy — ws)drdy
Q
:/c Y~ (Vws, V(wy — ws))wi0.(wy — wy)dady —
— /C yl’a<Vw1, V(wy — wa))wi 0wy — wo)dxdy —

y17a<Vw1, V(U}19€<wl — wg))>w29€(w1 — wg)dxdy +

o)

/.
/ y17a<vw1’ V(U)l - w2)>w192(w1 — wz)d.’ll'dy
C

1o (V(w2 — 'LUl), V(wl — U)2)>U)192(”LU1 — U)Q)d.%d@/ +

I
<

Q
/ y' " (Vwy, V(wy — ws)) (wy — wo)f(wy — wy)dxdy
C
= — / yl_O‘HV(wg - wl)Hleﬁé(wl — wy)dxdy +
Ca

+/ y N (Vwy, V(wy — wy)) (wy — we)b (w1 — wy)dady.
Ca
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Veja que
—/ Y |V (wy — wy) [P0 (wy — wy)dxdy <0,
Ca
dai,
/wlwz(f(w2> - f<w1)>96(w1 —wy)dr < I,
Q W w1
onde

I, = / y' " (Vwy, V(wy — ws)) (wy — wo)f (wy — wy)dady.
Ca
Afirmamos que vale a seguinte igualdade
(w1 — wa)0. (w1 — w)(Vwy — Vwy) = V [y (wy — wy)], (3.11)

onde 7 (t) = fot s0.(s)ds. Supondo que (3.11) ocorre, segue

/lewg(f<w2) — ﬂwl))&(wl —wy)dr < I} = / y' N (Vwy, Ve (w, — ws))dady

w9 w1 Cq

< Lf(wl)Ve((wl — wy))dxdy.

Desde que 0 < v, < ¢, entao

/lewQ(f(“’Q) - f(““))ee(wl —wy)dz < e/gf(wl)dx = ce.

Wa wq

Logo,
/[wlgwg] W1 Ws <f(w2) _ f(w1)>96(w1 — wy)dx+

wWo wq
n /{wowz} w1w2<f(w2) _ f(w1)>96(w1 — wy)dz < ce.

Wa w1

Observe que em [w; < wsy] temos 0. (w; — wy) = 0. Assim,

/[ ]w1w2<f(w2) N f(w1)>06(w1 — wg)d;p < ce.

Wa wq

Em [w; > ws] temos

fws) — f(wy)

W2 w1

)95(101 - w2) > 0,

w1w2(

além disso, quando ¢ — 0, obtemos

flw)  flw)

W2 wq

)96(101 — wy) —>w1w2<f(w2) _ f(wl))‘

w1w2<
Wa wq
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Entao, pelo teorema da convergéncia Mono6tona, segue que

/[ ]w1w2<f(w2) - f(wl)>dx <.

W wq

Sendo %w;) - %“11) > 0 em [w; > ws], temos med[w; > ws] = 0. Entao,

wy; < wq, em €. (3.12)

Por fim, sendo w; e wy sub e supersolucao, segue que

/ y' V(w1 — ws), Vp)dady < /
Cq

Q

(Flwn) = Sz do < [ |fw) = flwsly do
para toda func¢ao p € X§(Cq) com ¢ > 0. Em particular, para ¢ = (w; —ws)™, temos
s =)l = | T ), Vo )y
< [ 1) = flum)(wn = wa) do = 0. (ver (312)

Portanto, (w; — wq)™ = 0, ou seja, w; — ws = —(w; — wy)” < 0 em Cg.

3.2 Regularidade do Tipo Brézis e Kato

Agora, apresentamos um resultado de regularidade para nao linearidades que

satisfazem o crescimento dado por (3.5).

N+a
N—a«a

uma solugdo energia para o problema (3.4). Entdo u € L>(Cq) N CYV(Cq) para algum
0<y<1.

Proposicao 3.5 Suponha que f satisfaz (3.5) com p < e considere u € X§(Cq)

Demonstragao:  Assumiremos que u > 0, pois, a parte negativa segue o mesmo
raciocinio. Consideremos a fungao teste p = u?P € X¢(Cq), para 3 > p + 1. Entao,

sendo u solugao de (3.4), temos

/ yl_a<Vu,V(uB_p)>dxdy:/f(u(a:,O))uﬂ_p(x,O)dx.
Co Q

Pelo crescimento (3.5), temos

/c Y (Vu, V(u))dady < C / WP (2,0) (1 + ' (2,0))de

< C/uﬂp(x,O)dx—l—/uﬂp(:v,O)dx (3.13)
0 Q

< C"/uﬁ_p(x,O)dx.
Q
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Por outro lado,

/ y' 0 (Va, V(PP ddy = (6 — p) / g |V dudy
CQ CQ

:w—p)/ g Valtdady
Ca

Como
s it v,
2
entao
| v T V@ M) dedy =25 - p)(5 - p 1) [y V) Pdady
CQ CQ

N (3.14)

N—-«
> M (/ u(ﬁ_pJ“l)JVN—a(x,O)da:) ,
Q

onde M > 0. Comparando (3.13) e (3.14), obtemos

N

N—a
(/ u(ﬁpH)NNa(a:,O)dx) < M'/ u’ (z,0)dz,
Q Q

onde M’ > 0 Essa estimativa nos permite obter o seguinte processo interativo

/(Bj—p+1)
o O) s < 25774,
com Bj11 = %(ﬁ} + 1 —p). Para ter 5,11 > f3; e precisamos ter j3; > M.
Desde que u(-,0) € L%(Q), partimos de 3y = NNQ) e como p < N+a , obtemos

B > (P ;)N Diante de um nimero finito de passos, conseguimos para g(x) = f(u(x,0)),
a regularidade g € L"(Q2) para algum r > %, visto que, podemos fazer o processo ite-
rativo e f tem crescimento subcritico. Agora, o resultado segue como consequéncia do

Teorema 2.11 e do item ¢) do Teorema 2.13.

3.3 Existéncia de Solucao

Nesta segdo, mostraremos o Teorema 3.1 em termos da solu¢do de (Py). Para

facilitar a leitura, dividiremos a sua demonstragao em lemas.
Lema 3.6 Seja A definido por
A = Sup{\ >0 : o problema (P\) tem uma solugao} .

Entao, 0 < A < o0.
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o
Demonstracao: Sejam p{ e (; o primeiro autovalor e a autofuncao associada do

operador (—A)z, isto é
(=A)*%p1 = pier , em Q)

p1= 0 , em 0f)

Consideremos v a tnica solu¢ao positiva do problema

—div(y V) = 0 , em Cq
=0 , sobre 0;,Cq (3.15)
oY 2
o = pier , emfl
isto é,
(3.16)

/ Y Vo, Vodady = p / oz, 0)p1 (2)dz,
Cq Q

para todo ¢ € X§(Cq). Seja A tal que (Py) tem solugao u, entao

/ y' N (Vu, Vo) drdy = /
Cq Q

em particular,

()‘<u($’ O))q + (u(x> 0))p)90<377 O)dx> VSO € Xg(CQ) )

/C Y1 (Y, V) derdy = /Q (Aul, 0))7 + (u(z, 0)))p (x, 0)d (3.17)
o
Fazendo ¢ = u em (3.16), obtemos
; y' = (Vu, Vp)dody = /11% /Qu(a:, 0)¢1(z,0)dx. (3.18)
0

Substituindo (3.18) em (3.17), ficamos com

/Q(/\(u(x, 0)? + (u(z,0))P)p1(x,0)dr = ul% /Qu(x, 0)e1(z,0)dx. (3.19)

Desde que existem constantes ¢, d > 0 tais que
(3.20)

MI+tP>eXt, Yi>0.

Entao, comparando (3.19), (3.20), obtemos

N o< o= /\<\6/’u—.
C

—ole
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Portanto, A < +4o0.

Mostraremos que A > 0. Seja g a tnica solugao do problema

—div(y'™*Vg) = 0 , em Cy

g= 0 , sobred;.Cq | (3.21)
;Vga: 1, emQ

que existe, basta ver (A.1). Afirmamos que existe Ay > 0 tal que, para todo 0 < A < A,

podemos encontrar M = M(\) > 0, satisfazendo
M = AM|g|| 700 0+ M7 91 0 () (3.22)
De fato, a desigualdade acima é equivalente a
1> MM gl Gt M gl e )
dai, defina
f:(0,00) — R
M f(M) =AM gy Mg B

Sendo assim, desejamos f(M) < 1. O minimo de f ocorre num ponto M dado por

1

2 (1—q\re _
M(\) == M = \ra (}Tl) ||g||Lgo(Q) :

Além disso,
f(M(N) — 0 quando A \,O0.

Logo, existe A\g > 0 tal que para todo A € (0, \o], temos f(M(A)) < 1. Como con-

sequéncia, vemos que Mg é uma supersolugao para (Py). De fato, sabemos que

/ Y (Vg Vo) dedy — / (x,0)dz, Vi € X&(C),
Cq Q

pois g é solugao de (3.21), assim, de (3.22)
/ Y (V Mg, Vi) dudy = / Mi(z,0)dz
Caq Q
> / (A(Mg)?(x, 0) + (Mg)"(z,0))dx (3.23)
> / A(Mg)(z, 0))(x, 0)dz
Q
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para todo ¢ € X§(Cq) com ¢ > 0. Provando que Mg é supersolucao de (Py).
Por outro lado, ainda por (3.16)

| v o Vodidy = [ pfo@0ule,0)ds, VoeXgico. (G20
Cq Q
Entao, considere € > 0 tal que
1—q, 1—q < lma 1—q < i
It < Aoy 1 < T
2
231
Logo,
pEeIo T <N
ou seja,
pieor < Aell
Portanto,

/ ?/1a<V€¢avv>d$dy:/Mlgégol(x,O)v(x,O)dx
Cq Q
= / Aelpi(z, 0)v(z,0) do (3.25)
Q
< /()\quo(f(x,O) + 2ol (2,0))v(z, 0) dx
Q

para todo v € X§(Cq) com v > 0. Donde, concluimos que € é subsolucao de (Py).
Diminuindo € > 0 se necessério, vemos que €p < Mg. De fato, por (3.25) e (3.23)
segue que € e Mg sao subsolucao e supersolugao, respectivamente, para o problema
(3.4) com f(s) = As?. Entao pela Proposi¢ao 3.4, segue que etp < Mg em Cq. Pela
Proposigao 3.3, concluimos que existe uma solugao uy de (Py) tal que erp < uy < Mg,
para A < \g. Da definicao de A, segue que 0 < A\g < A.

|

Lema 3.7 Para todo 0 < A < A, o problema (Py) tem uma solu¢ao.

Demonstracao: Da defini¢cao de A segue que existe uma sequéncia ()) de parame-
tros reais tal que A\ A e (P,,) tem uma solugdo. Dado A < A, existe k € N tal que
A < A, < AL Seja uy, a solugdo de (Py,), entao

/ yl—a<vu)\k’ v§0>dxdy = /(Ak<u>\k (l‘, 0))(1 + (uAk (ZL’, 0))1))%0(1.7 O)dx
Co “ (3.26)

> /QO‘(% (,0))" + (ux, (2,0))")p(x, 0)dx
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para todo ¢ € X§(Cq) com ¢ > 0. Portanto, u,, ¢ uma supersolugdo de (Py). Anélogo

ao lema (3.7), existe € > 0 tal que
ep <wuy, em Cq

e €7 é uma subsolucdo de (Py). Entao, pelo proposigao (3.3) o problema (Py) tem uma
solucao.

Definicao 3.8 Dizemos que u € X§(Cq) € solugao minimal de (Py) se, u < v em Cq

para toda solugao de (Py).

Lema 3.9 Para todo 0 < A < A, o problema (Py) tem uma solu¢ao minimal.

Demonstragao: Dado A € (0, A), considere v, a tnica soluc¢ao positiva do problema
(A.3), em particular, é subsolucdo para (3.4), com f(t) = At?. Agora, considere u) uma
solugao de (Py) para todo A € (0, A). Nota-se que uy é supersolucdo para (3.4) também
com f(t) = M9, segue da Proposicio 3.4 que vy < uy em Cq. Vamos considerar v;

uma solucao do problema

—div(y' " *Vv) = 0 , em Cq
v= 0 , sobre 01,Cq (3.27)
;}j}a = Mi+v) , em(

onde vy = vy. Segue do principio de comparacao que vy < v; em Cg. Construimos

indutivamente uma sequéncia {v,} que satisfaz

—div(y'~*Vu,) = 0 , em Cq
v, = 0 , sobre 0;,Cq (3.28)
gzz = M _,+o" ) emQ

para todo n € N com

vo<v <vy<---<w, <---<u, emCqy (3.29)

/ yl_o‘(VUn,Vg0>dxdy = /()\vn_l(x, 0)? 4+ v,_1(x,0)P)(x,0)dx
Cq Q
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para todo ¢ € X§(Cq). Fazendo ¢ = v, obtemos

/ y' YV, Pdedy = /()\vnl(x, 0)? + vy—1(x, 0)P)v,(z, 0)dx. (3.30)
Cq Q

Por (3.29) e (3.30), temos que
/ y' | Vo, Pdedy = / My (2, 0) 4wy (2, 0P de < C
Cq Q

onde C' é uma constante positiva. Portanto, (v,) ¢ uma sequéncia limitada em X§(Cq),

entdo a menos de subsequéncia, existe v € X§(Cq) tal que

v, —~vem XJ(Cq) e v,(-,0) = v(-,0) em L"(Q)
para 1 < r < ;_z_va Por construgao v > 0 em Q x [0,00). Agora, mostraremos que

v € solugao para o problema (P)). Segue da convergéncia fraca e das propriedades de

produto interno que

/ y' (Y, Vé)drdy — y' Vv, V)dzdy (3.31)
CQ Cﬂ

para todo ¢ € X§(Cgq).
Por outro lado, como v, (-,0) = v(-,0) em L"(Q2) para todo 1 <r < 2!, a menos

de subsequéncia, existe h € L"(Q2) tal que
vn(z,0) — v(x,0) e |v,(z,0)] < h(z,0) q.t.p. em Q. (3.32)
Portanto, para todo ¢ € X§(Cq), temos

(Al (z,0) 4+ o2 (x,0))|o(x,0)] — (Mi(z,0) + vP(x,0))|p(x,0)] q.t.p. em

(Avi(z,0) +vh(z,0))[p(x, 0)| < (AL (z,0) + hP(x,0))|p(x,0)]
= )\hq(l‘,O)l(ﬁ(l‘,ON + hp(x70>|¢(x70)‘ )

como g(x) = Ah4(z,0)|é(x,0)] + hP(z,0)|p(x,0)| € L' (Q), segue do teorema da conver-

géncia dominada

/Q()\vg(x,()) + 02 (2,0))|o(x,0)|de — /Q()\vq(x,()) + P (2,0))|o(x,0)|dr . (3.33)
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Sabendo que

/ Y0 (Vo,, Vi) drdy — / (At + o8 ) p(a)|de (3.34)
Cq Q

entao, segue de (3.31), (3.33) e (3.34) que v é solugdo para o problema (Py). Pela
arbitrariedade de wu,, concluimos que v é minimal.

Daqui por diante, denotaremos a solugao minima de (Py) por u,.

Lema 3.10 As solucoes sao crescentes com relacao a \.

Demonstragao: Sejam 0 < A; < Ay < A e uy, a solu¢@o minimal de (P, ), entao
/ y' " (Vuy,, Vi) dady = /(MUKI +uy, )¢(z, 0)dr > /(Aw‘il +uy )¢ (z, 0)dr,
Co Q Q
ou seja, uy, € uma supersolucao para (Py,). Como no Lema 3.6, encontramos ¢ > 0

suficientemente pequeno, tal que € é subsolugao, onde 1 é solugao para o problema

—div(y' V) = 0 , em Cq
Y= 0 , sobre 0;,Cq
oY a
o = puipr , em Q)

Pela Proposicao 3.3, existe uma solugao v para o problema (Py,) tal que
e < v < uy,.

Sendo uy, a solu¢do minimal de (P),), segue que
Uy, <V < uy,.

Pelo principio do maximo, ver Teorema D.2, segue que uy, < uy,, ou seja, as solugoes
minimais sao crescente com relagao a \.

|

Seguindo as ideias de Huang [36], estudaremos a existéncia de um minimo para

o funcional

1 A 1
J(u) = —/ Y'Y V] - —— / udey — —— / uPtda.
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no conjunto
Gry={ue X§(Cq):0<u<uyemCqe0<u(0) <uy(,0) em Q}

e A € (0,A). A existéncia do dito minimo é comprovada conforme feito na Proposigao
3.3. Digamos que ) seja esse minimo.

Considere vy a tinica solugao positiva para o problema

—div(y' V) = 0 , em Cq

vo= 0 , sobred;,Cq
81}0
v

Para € > 0 suficientemente pequeno, temos que Jy(evg) < 0 e evg € Gy, ou seja uy. Do

— 4
= v, , emf¢)

mesma maneira que é feita na Proposigao 3.3, temos que @, é uma solugao para (P).
Como uy é minimal, entao uy, < u,. Portanto uy = u,.
Desde que uy € G, para todo ¢ € C§°(€2 x [0,00)) com ¢ > 0, existe v > 0 tal

que, para todo 0 < € < 7, temos u) — €¢ € G e com isso

Ia(ux —€d) — Ja(uy) >0

Para ver que tal escolha pode ser feita, basta notar que

uy —€p, em K

Uy — €¢ =
uy , emCq\ K
min )
onde K = Supt pee <y = K . logo 0 < uy —e¢ < uy. Expandindo em €, obtemos
max
! 62 11 2 2 62 1" 2 2
0 S J,\(UA — egb) — JA(U)\) = EJA(U,\)qb — EJ)\(U)\)¢ +0(€ ) = 5 )\(U)\)Qﬁ + O(E )

Consequentemente, JY (uy)$? > 0 para todo ¢ € C5°(2 x [0,00)), com ¢ > 0. Agora,
escrevendo ¢ = ¢ — ¢~ para todo ¢ € C5(Q2 x [0,00)), temos que J§ (uy)¢* > 0. O

que implica

/ Y10 V|2dady > / (@ + pu V)¢ da, (3.35)
Cq Q
para todo ¢ € X§(Cq).

Lema 3.11 O problema (Py) tem pelo menos uma solugao quando A = A.
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Demonstracao: Seja ), uma sequéncia tal que A\, /' A. Denotamos por u,, = u,, a

solugdo minimal do problema (Py,). Vejamos que Jy, (u,) < 0. De fato, recorde que

1 An 1
i) = 3l =22 N Oy = Oy (3:30)
Sendo, u, solu¢do minimal de (Py), temos
/ y' = (Vi Vo)dady = / (Anud (2, 0) + ub (2, 0))(z, 0)da (3.37)
Co Q
para todo ¢ € X§(Cq). Dai,
g = At O 25 oy Hlim - O) 2L g (3.38)
Obtemos de (3.35), para ¢ = u,, a seguinte desigualdade
Huan(g(CQ)_)‘nHun('? 0)| (Jljil(g)_”un(': 0)| IZJ;J}I(Q)Z 0. (3.39)
Substituindo (3.38) em (3.36), obtemos
1 g+1
I ) = 5 (Naltn (- 0) 552 0 (- 0) o)
An q+1 1 p+1 (3'40)
q+1 U (-, 0)] Lat1(Q) ™ P+ 1”“71('7 )||LP+1(Q)
Agora, combinando (3.38) e (3.39), ficamos com
Anlun )H%quil )+Hun( ’ )H?;il = Ang|tin (-, )H;I;il _pHUn( ; )Hiﬁil
isto é,
An(1 = q)[|un(-, 0)] %quil(ﬁ)_(p = Dl[un(-, 0)] ZL)J;L(Q)Z 0. (3.41)
Assim,
1—
ol = 5 (3.42)
De (3.40) e (3.42), temos
11 11 1—¢q
< - q+1 - q+1
i) < (5 = g ) T O (5= g ) (520 ot O
(3.43)
Veja que
11 11 1—gq
Ao |z = —— ) Jun(- )%t o)+ | 5 — O <o
(5 1) Tt Ot (5= 27 ) (B22) B0

(3.44)

@)
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(% _ ﬁ) , (3.45)

(3.46)

se, e somente se,

1 1 1—g¢q
() ()

1 - 1
p+1 qg+1°
O que é verdadeira pelo fato de que 0 < ¢ < 1 < p. Portanto, Jy, (u,) < 0. Desde que

que é equivalente

tnl g oy =l (- O) 1Tt oy = It (- O 3 )= (3.47)

entao, substituindo (3.47) em (3.36), obtemos

11 ) 1 1
SV unlZere =D [ —— = —— ) {fun (-, 0)]|7L, o < 0. 3.48
(5= 577 ) nbsien—o (5 = 537 ) T O (3.48)
Da imersao continua X§(Cq) < LI1(Q) e da convergéncia A, ,* A, temos
11 ) 1
- — ol ooy —AM | —— Up, qH 3.49
(5 7 ) Mg =A0 (=7 = 7 ) ol (3.49)

Portanto, existe C' > 0 tal que

g ()< €

Sendo, assim, existe u € X§(Cq) tal que, a menos de subsequéncia
u, —u em X (Cq) . (3.50)
Como X§(Cq) esta imerso compactamente em L°(Q2) para 1 < s < 2, obtemos
Un(+,0) — u(-,0) em L*(Q),1 < s <28,

de onde decorre que

up(z,0) — u(z,0) q.t.p. em Q

e existe h € L*(Q) ,1 < s < 2} tal que
|t (z,0)] < h(z,0) q.t.p. em Q.
A convergéncia (3.50) implica que

/ yl’o‘(Vun, Vo)drdy — yl’“(Vu, Vo)dedy , V¢ e X5 (Cq) . (3.51)
CQ CQ
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Além disso, estamos em condigoes de aplicar o teorema da convergéncia Dominada de

Lebesgue e com isso concluir que vale a seguinte convergéncia
/Q (il (z,0) + 2 (,0))b(z, 0)dr — /Q (M (z,0) + wP(z,0))$(z, 0)dz ,  (3.52)
para todo ¢ € X§(Cq). De onde segue que
/C y' = (Vu, Vé)drdy = /ﬂ (Au? + uP)pdr , ¥V ¢ € X$(Cq)
o

e, portanto, u é solu¢ao para (Py) quando A = A.

Lema 3.12 Para todo X\ > A, o problema (Py) ndao tem solugao.

Demonstracao: Sabemos que A = supA, onde A = {\ > 0 : (P)) tem solugao }.
Suponha que existe A > A, tal que (P;) tem solucao. Entao A € A o que contradiz o
fato de A = supA.

|



Capitulo 4

Multiplicidade de Solucao para um

Problema do Tipo Coéoncavo e Convexo

Ainda com base no artigo da Brandle, Colorado, Pablo e Sanchez em [11], mos-
traremos a existéncia de uma segunda solugao para o problema (3.1) com relacdo as
solugoes do problema (P), para todo 0 < A < A. Mas, antes disso, veremos que a

solugao encontrado no capitulo anterior ¢ um minimo local do funcional associado, J).

4.1 Lema Preliminar

Seja Ag € (0,A) e considere \g < A\; < A. Tome ¢y = w),, $1 = wy,, as solugdes
minimais para o problema (Py) com A = A\g e A = Ay, j& vimos no capitulo anterior

que ¢y < ¢1 em Cq. Defina
M ={we X§(Cq): 0 <w(x,y) < ¢1(x,y) em Cq e 0 < w(zx,0) < ¢1(z,0) em Q}.

Como mostrado na Proposi¢ao 3.3, M é um subconjunto fechado e convexo de X§(Cq).
Logo M é fracamente fechado. Além disso, Jy, é fracamente semicontinuo inferiormente

e coercivo. Portanto, pelo Teorema C.5, existe wy € M tal que
J>\0 (wo) = 1321{4 J/\o (UJ) :

Seja vy a unica solugdo positiva para o problema (A.3) com A = 1. Para ¢ > 0

suficientemente pequeno, temos que Jy,(evy) < 0, evg € M e entdao wy # 0. Portanto,
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Jro(wg) < 0. Assim como na proposicao (3.3), podemos justificar que wy é solugao de
(Py,)- Se wy # w,y,, entdo o resultado fica provado. Agora, se acontecer wy = wy,,
vamos justificar que wy ¢ um minimo local de J,. Diante disso, enunciaremos o seguinte

lema.

Lema 4.1 A solu¢ao minimal wy € um minimo local de J),.

Demonstragao: Suponha que wy ndo é um minimo local de J, em X§(Cq). Entao,

existe uma sequéncia {v,} C X§(Cq) tal que
|vn — wo| xe(co)— 0 € Jag(vn) < Jxg(wo). (4.1)
Seja wy, = (v, — ¢1)* e 2z, = max{0, min{v,, ¢;}}. Note que, z, € M e
0 , sevy(z,y) <0
(2, y) = {oa(z,y) , se0 <wvu(z,y) < ¢(z,y)

¢1($,y) > Se¢1($,y)§’l}n(l‘,y)

Dai, considere os seguintes conjuntos

T, = {<x7y) € CQ : Zn($ay> = vn(x,y)}, Sn = Supp(wn) )
T,=T,NQ, S,=S5,N0

Note que supt(v;) =T, U S,. Vejamos que
|Sulo = 0 quando 1 — 4oo0. (4.2)
De fato, dado € > 0 e para § > 0, consideramos

E,={z € Q:v,(z,0) > ¢1(2,0) e ¢1(x,0) > wo + 6},

F,={x € Q:v,(2,0) > ¢1(2,0) e ¢1(x,0) < wy+d}
Usando o fato de que

0=z €Q:¢1(x,0) <wo(z,0)}| =| ﬂ{x € Q: ¢1(x,0) < wp(x,0)+ %}|

j=1

1
= lim |[{z € Q: ¢1(x,0) < wp(z,0)+ =}
y—0 ]
obtemos, para jy suficientemente grande, que se § < jio, entao

o €22 01(0,0) £ wofi,0) + )] < 3¢
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e. Desde que [|v, — wol xg(co)— 0 quando n — oo,

- , 1
Assim, concluimos que |F,|q < 5

em particular [|v, — wol|r2@— 0, dai, para n > ng, temos
1
Lste > / (v — wo|2d > / (v — wol2dz > 62| Eyq .
2 Q En

ou seja, |E,|g < %e. Desde que S, C F, U E,, concluimos que |5'n\9 < € para n > ng.
Assim, |S,|q — 0 quando n — 0.

Note que

1
To(v) = /C 1V Pddy — [ By (unl,0))de
Q

1

1
zé/yl—a|v,zn|2da?dy—/FAO(ZR(ZE,O))dZE+5/ ?Jl_a|an|2dxdy
Sn

Tn T,

1
- / Ey, (Un(l'a O))diL‘ + —/ yl_o‘]Vv;\dedy
. 9 o

n

Como, w,, = max{0, w, — ¢}, entdo w, = 0 ou w, = v, — ¢;. Dai,

1 1
Jro(Vn) —§/y1°‘|v,zn\2dxdy - /FAO(Zn(l’,O))dJ?+ 5/ y' "V (wn, + ¢1) [Pdady

Ty T,

1
—/ Fxo(wn(x,o)+¢1(x,0>)dfv+—/ Y Vo [Pdady .
5 2 Jey,

Desde que,

/ yl“”‘IVandxdy:/ yl“"IanIdedy+/ y' V1| dady
Cao

n n

/QFAO(Zn(I,O))M:[ FAo(vn(x,O))dx%—/ Fy,(¢1(x,0))dz ,

n n

temos
Irg (V) = </ yl_a\VznPda:dy —/ yl_a\ngl\zd:vdy) — (/ Fy\,(zn(x,0))dz—

-/ FA0<¢1<x,o>>dx)+§ [ v+ )Py

n n

1
~ [ Bt 0)+ ow0)ds+ 5 [ gV Pdady
Co

Sn

1
= (2n) + 3

5 [ (V@ + 00 = Vo) dady-

n

- /s (Fxo (wn(,0) + ¢1(x,0)) — Fx, (2n(x,0)))dee
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Sendo ¢; uma supersolugao de (Py,), concluimos que

1 1, _
Tao(t) 20 () + 2 e 5 107 s
- /(FAO(MN(Iv O) + ¢1<x7 0)) - FAO(QSI(J:? 0)) - f>\0(¢1($, 0))wn(x7 0))d$
Q
1 2 —112
Z']/\O (wo) + §HwnHX3(CQ)+§HUTL HX(?(Cg])

- / (Fro (1n(2,0) + 61(2,0)) — g (01(2,0)) — foo (61 (2, 0) (. 0))

Por um lado, como 0 < ¢+ 1 < 2, segue da Formula de Taylor com resto de Lagrange

que
1 q 1 q+1 q 1 —w’%("())
0 o (nl 0+ (O™ = g 17 0) = 61, 0pwn (-, 0) < 5o =

Considere vy a solu¢ao para o problema (A.3) com A = Xg. Por comparagio,

temos vy < wy, em Cq, assim

2 2
)\0/ &dxg Ao/ Md;@. (4.3)
o w, ?(z,0) o w(z,0)
Para cada n € N, considere (v, ) C C3°(2 X [0,00)) tal que vy, — w, em X§(Cq),
(Un,k‘)z

quando k — oo. Como € X§(Cq), entao aplique a desigualdade de Picone, ver

Vo
Teorema C.10, com v = vy € U = vy, ;, obtemos

/ yl_a|V(vn’k)|2dxdy2/ yl_a<V<(Unk)) Vug)dxdy
Ca Co Vo

(4.4)
(vn)* (2, 0)
=A : Uz, 0)d
o, ey e s
Segue de (4.3) e (4.4) que
l1-a 2 l-a (Un,k)Q
y UV (vpw)[dady = |y TV , Vo) dady
Cq Cq Vo (4.5)
9 .
Q w/\1 1z, 0)
z,0))? wy,(z,0))? B

Como (;)\1(<’0)))1> i (11()/\1 (;,0))))1f1 q.t.p. em €2, quando k — o0, entao passando

ao limite em (4.5) e usando o Lema de Fatou, segue que

w?(z,0)
A — 2 dr < jw, [ xe :
o [ S < Il



78

Por outro lado, desde que p+1 > 2,

0 < e (10a(,0) 10 = (0" = & O (0
= 7 [+ D(61,0) + a0 (0] = 6, O (-0
= [+ D(61,0)+ 6010, 0) (-, 0) = (p+ 1) Oy - 0)
< I 6,,0) + w00, 0) — 1 (. O, 0)
< o0+ 1w, 0) @awn,0) + 61, 0))
< “B) (0 (. 0) + ™, 0))
onde 0q,0, € (0,1), assim,

[ (G )+ 0007 = it 0.0) = (0,0 (,0)) o
< elp) [ (@8 0k, +up (@, 0o (4.6)

<) (ol [ w0y + [ we,0)

Aplicando a desigualdade de Holder e usando (4.2), obtemos

/wi(x,())dx < (|§n|Q)% (/ wy (;p,O)dx) < 0(1)||wn||§(g(cm. (4.7)
Q Q

Da mesma forma, como p 4+ 1 < 27, temos

25— (p+1)

/prJrl(g: 0)dz < (|Sn]o) 2% (/Q w%(z,O)dm) g < 0(1)HwnH§(g(CQ). (4.8)
Segue de (4.6), (4.7) e (4.8)

/pi = ((wn(,0) + 61 (2,00 = ¢ (2, 0)) do— /¢p 2, 0)w, (, 0)dx

< o(D)]lwnllxg(ca)

Como consequéncia

1 1, _
Irno(Un) > Jxg(wo) + §Hwn||§(g(cg)(1 —q—o(1)) + 5”% ||§<g(cg) (49)

N .
= Jxo (wo) + §Hwn\|§<g(cﬂ)(1 —q—o(1)) +o(1).

Desde que ¢ < 1, resulta de (4.1) e (4.9)
JAo(wO) > ‘])\0<UTL) = J)\o(wo)

para n > ng. Uma contradicao, portanto wy é um minimo local.
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4.2 Estudo De Um Problema Equivalente

No que segue, consideremos A € (0,A). Vamos procurar uma solucao de (Py)
da forma u = uy + v, onde uy é a solugdo encontrada no lema (3.9). Entao, se u for

solugao de (P), temos

—div(y'~*Vu) = 0, em Cg
u =0, sobre 0;,Co (Py).
ﬁ:/\uq—i-u”, u>0em )
ov®
Dai,
—div(y'V (uy +v)) = 0, em Cq
U +v = 0, sobre 8LCQ
M — )\(U)\ + ’U)q + (U)\ + ,U)P’ em
ov®
que é equivalente
—div(y'~*Vv) = 0, em Coq
v =0, sobre 0;,Cq
v q q p_ P
%:A(UA‘FU) —)\U/\+(UA+U) — Uy, em (2
Defina
Aux(+,0) + 5)? — Al (+,0) + (ua(+,0) + 5)P —u5(-,0), ses >0
g(s) = (4.10)

0, ses <0

e observe que u é solucao de (Py) se, e somente se, v é solu¢ao do problema

—div(y'™*Vv) = 0 , em Cq
v= 0 s sobre 8LC’Q . (4.11)
ov

Ba gr(v) , emQ

Como a fungao g, dada em (4.10) é continua, entao a primitiva

6= [ s
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¢ derivavel. Associado ao problema (4.11), temos o funcional
J:X8(Cq) — R
v = T = 3ol [ G0
Pode-se mostrar que J € C*(X¢(Cq),R) e

T = [ o (T0.Tepdndy | glofw0)p(e0)ds
Cq Q
para todo v, ¢ € X§(Cq). Desta forma, se v € X§(Cq), u # 0 é um ponto critico de

J, entao u é uma solu¢do do problema (4.11) e consequentemente u = uy + v é uma

segunda solugao de (Py).
Lema 4.2 v = 0 € um minimo local de J em X§(Cq).
Demonstragao: Seja v™ e v~ a parte positiva e a negativa de v, respectivamente.

Com o intuito de facilitar a leitura, da presente demonstracao, seréa adotada a mesma

notagdo para a fungao e seu trago, ou seja, v =v*(-,0) e v =v7(+,0). Sabemos que

u/\—l—v+
Fluy+v) = / (As? + sP)ds = ——(uy + 01T + ——(uy + )P, (4.12)
0

qg+1 p+1

por outro lado

Gv) = / g(s)ds (4.13)
0
com
Auy+8)T = Auf + (uy+s)P —uf , ses>0
0 , ses <0

Dali,

A A
= T (uy + o)t — q—uiﬂ — Aufot

1
(uy +vT)P — —— 8 Byt

p+1

e consequentemente

A 1
G") = Fluy+v") = ————uf™ — hufot - T“gﬂ —ugv” . (4.14)
q p
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Sendo v = max{v,0} e v~ = min{v, 0}, entdo v = vt — v~ e vale
1||U||2 a(Co) = 1/ y' Vot Pdady + 1/ y' Vo Pdady
o I7IX§(Ca) ™ 9 o 2 Je,

1 L, _
= §||U+||§(g(cg)+§“v Hgfg(cﬂ) :
Agora, considere A; = {z € Q:v(z,0) >0} e Ay = {x € Q:v(z,0) < 0}. Desta

forma,

témmmzlk&mmm+lkhmmw,

mas, para z € A, temos v(x) = v (x), enquanto que para x € Ay, temos G(v) = 0.

Logo,

La@mzéawwm

Donde segue,

~ 1 1, _
T0) =310 Bgicur 3l g~ [ Gt

1 1, _
ol Bt 510 B~ | Flun+vt)ds
2 0 2 0 0
+/ A uq+1+/\uqv++—1 W dbot ) da (4.15)
a\g+17 Mo Tpe1 A A '
1

L,
:§||U+\|§(g(cg)+§’\v H%gg(cﬂ)—/QF(uA#—v*)dx

+/F(u0)d:c+/ Aud +ub)vtde
Q Q

Por outro lado,
1
J(U)\ + U+) :§||U,)\ + UJF”%(@‘(CQ)_ / F(U)\ + qﬁ)da:
Q

1 1 B
:E||UA||§(3(CQ)+§||U+||§(gc(cg)+/C y' = (Vuy, Vo©)dedy

Q

— / F(uy +v")dx
Q

e sendo uy solugao de (P)), obtemos

1
J(ur +07) =5 llur + 0" g (co)— /Q F(ux+v")dz

1 1
25HU>\|’_2>(3(CQ)+§HUJFH?Xg(cQ)‘*'/Q()\Ui+U§)U+dl’ (4.16)

—/F(uA—i-er)dx
Q
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Substituindo (4.16) em (4.15), segue que
~ 1, _ 1
J6) = 3l gicm+Iun +0%) = Sl [ Flusda

= 2 g+ 0%) = ()

Como uy é um minimo local de J em X§(Cg), entao
Tw) = o s> 0 = (0 (417
desde que [[v]|xg(co) < € [
No que segue, vejamos que qualquer sequéncia (PS). (A definigdo de sequéncia
(PS)., pode ser encontrada no Apéndice C) pode ser escolhida como uma sequéncia
nao negativa de fungdes. Para isso, mostraremos que se, {v,} é uma sequéncia (PS).

entdao {v,} é limitada e {v} é também uma sequéncia limitada.

Lema 4.3 Se {v,} uma sequéncia (PS)., ¢ € R, entiao {v,} € limitada.
Demonstracao: Secja {v,,} uma sequéncia (PS)., isto &,
J(vp) = ¢ e J(v,) = 0.

Dai, existe ng € N tal que

T(0n) = = T @) s +5) < T(en) + = 17 @) + )

< M+ —— [T (va) llixg oyl + o7 llxg e
v o 1 el ca | I ca (4.18)

< Mo + || (va)l (xg(ca)yllvnll xg (o)
< My + ||[vnll xg(cq)

para todo n > ng. Agora, observe que

. 1 A A 1
Ten) = henligien= | [ (o it = 2t - wgurs

+1
+)\p+1 1
(e +fr}”1) g luﬁﬂ — uv,; ) dx}
p p

j'(vn)(m\ + o) :/ yl_o‘<an, V(uy +v"))dzdy — /()\(u,\ + v:)‘”ldx
Co Q
- / (N (ux +vf) = (un + 0P+ (us + o) )de
Q
:HU;LFH%(@‘(CQ)—F<U)\7 Un)X(‘)’(CQ) — /;]()\(U)\ + U;{)q+1dl’

+ /()\uiu,\ +udvl — (uy + v+ wbuy + ol )de
Q
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Logo,
- 1 1 || 7er||§(a(c ) <U>\ Un)XO‘(C )
J n S | " + v, N o\~ae) ? o \ba
() =g T ) o+ 08 2 S el -
1 1 1 1
ANl — — —— /(u,\ + o) dr + A | —— — —— /ui“dac
p+1 q+1) Jo p+1 q+1) Jq
1 1
A —— -1 /uiv;fdx— — =1 /u’)’\v:{dx,
p+1 0 p+1 0
assim,
2 2
= 1 5 1 9 HUHHX"‘(CQ) HUAHXO‘(CQ)
J(Un)—mj(ﬂn)(umLU ) 2 5llvallxgica)— p+01 - p+°1 [on]] xg (co) —
1 1 1 1
A - +ja+1 A — — = q+1 N
(o) T+ (i — o ) Tl

1 1
S + = P +
+ (1 — )AIIUAIILOO(CQ)H% 2@+ (1 Y 1) [el[Zoe e 10 1212

Note que

+||q+1

lux + o3 1504y < luallzess @y Hlod e @)™ < 27 luall fai o) Hlvall Fai ),

seque que

1 1

1 T 2
o) = s Tl 460 2 (5= 7 ) lenlBcn =Ml lspicn -

= Mal|uallFis o) = Ma2 [l s o) Hloall T o)) =

— Ms||v,f )= Mallvyf ||

onde M;, 1 = 1,2, 3,4 sao constantes positivas satisfazendo
Ux|| xg 1 1
ay = Blbsgem oy (— - —) ,
p+1 g+1 p+1
1 1
_ _ q - P

usando a imersao Continua X§(Cq) — L°(Q), 1 < s < 2% e colocando os termos

comuns em evidéncia encontramos uma desigualdade do tipo

J(wn) -2 /(”n;(?f;r vf) o

> Allvallxg(coy +BlIvallXs ey ~Cllvnllxgcy=D (419

onde A, B,C e D sao constantes positivas. Combinando (4.18) e (4.19), podemos
concluir que a sequéncia {v,} é limitada.
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Lema 4.4 Se {v,} € uma sequéncia (PS)., entio {v}} € também uma sequéncia
(PS)..

Demonstracao: Sendo {v,} uma sequéncia (PS)., pelo Lema 4.3, {v,,} ¢ limitada e

assim ||v,; || xe ()< ||vnllxg(cq)< M, isto é, {v, } é também limitada, portanto
J'(va)(v;) — 0.
Por outro lado,
J'(vn)(v;)) = / y' "V, Vo, Ydrdy— {/(A(u,\ + v ), — Aulo, +
Cq Q
+(uy + v} )Po, — wboy, )dzx]
entao J'(v,)(v;) = |Jv; |2 &(Cqy)» Assim, obtemos

1o g ey — 0

Além disso, como ||vn||§(€(cﬂ): ||v:||§(g(cn)+||v;||§(g(09), deduzimos que
||Un||§(g(cg): ||U:||§<g(cg)+0n(1) :
Dai,
J(vn) = J(v)) + 0,(1)
e

Consequentemente, se

J(vn) — ce J'(v,) — 0,

entao

JwH) —ceJ () —0,
mostrando que {v;}} é uma sequéncia (PS).. [
Proposicao 4.5 J satisfaz a condigio (PS). para todo c.
Demonstragao:  Seja {v,} € X§(Cq) tal que J(v,) — ¢ e J'(v,) — 0 onde

estamos consideramos v, > 0 para todo n € N. Desde que {v,} é limitada, existe

v € X§(Cq) tal que

v, = vem X§(Cq) . (4.20)



Dali, pela imersao compacta, segue que
v, — v em L*(2)
para 1 <s < 2. Como ¢+ 1<p+1 <2 concluimos que

v, — v em LITH(Q)

v, — v em LPTH(Q)

de onde obtemos, respectivamente

/Q(uA(x,O) + v (2,0)) " dr — /Q(u,\(:c,O) +v(x,0))" dw

/Q (ux(z, 0) + v (z, 0))"Hdz —> /Q (ux(z, 0) + vz, 0))"Hdz

Além do mais, temos

//\(u,\(x,()))qvn(x,())dx—>//\(u,\(x,0))qv(x,0)dx
Q Q

/)\(u)\(x,O))pvn(x,O)da:—>/)\(u)\(x,0))pv(x,0)dx.
Q Q
Seja

An = <Un,U)\>ng(CQ) — |:/ ()\(U,\(Z’,O) + Un(ﬂf,O))q—H — )\U)\(.T,O)q—H—
Q

85

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

—Auy(z,0)0,(z,0) + (ux(z,0) + Vy(z, 0))PH — uy(z, 007" + up(z,0)Pv,(,0)) da]

A= (v,ux) xa(cq) — [/Q (Mur(z,0) + v(z,0))7"" — My (z,0) —

—Auy(z,0)(z,0) + (ua(z, 0) + v(z,0)" — up(z,0)"*! + ur(z,0)Pv(z,0)) dz]

Segue de (4.20), (4.21), (4.22), (4.23) e (4.24) que A,, — A. Mas, observe que

||Un||§cg(cg) =—A, + ||Un\|g(g(cg)+f4n

=—-A, + j’(vn)(uA + ),
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dai,
||Un||§(g(cg)—> —A,
onde

j/(un)(u,\ +v,) :||Un||§(g(09)+<vn7U/)\>X8‘(CQ) — [/ﬂ ()\(U)\(.T,O) + v, (2,0))7 —

= A (2, 0)" = Aux (@, 0)0n (@, 0) + (ua (@, 0) + va (@, 0))"" =

—uy(z,0)"*! + u(z,0)Pv,(z,0)) dx]

Por outro lado

J/("Un)(U)\ + U) = <’Un, UA>X§‘(CQ) + <Un>U>Xg(CQ)_
- {/Q (Mup(z,0) + v, (x,0))(ur(x,0) + v(z,0)) — Adux(z, 0)?(ur(z,0) + v(x,0))+

+(up(z,0) 4+ v, (x,0))P (upr(z,0) + v(z,0)) — uxr(z,0)P(ur(x,0) + v(zx,0))) dx]

e quando tomamos o limite de n — +00, encontramos ||v||§(a(cg): —A, mostrando
0

que

lvnllxg oy — Il ca -

Sendo X§'(Cq) Hilbert, entao ¢ uniformemente convexo, assim v, — v em X§(Cgq).

Teorema 4.6 Seju 0 < g <1 <p< % Entao, para todo A € (0,A) o problema

(Py) tem uma sequnda solugdo vy > uy.
Demonstracao:

Anteriormente, provamos que v = 0 é um minimo local de .J em X§(Cq). Vamos
supor que v = 0 é um minimo local estrito em X§(Cq). Pois, caso contrério, exis-
tiria um ponto critico de J ndo-nulo o qual seria uma solucdo do problema (4.11) e
consequentemente uma segunda solugao de (P,). Sendo assim, existem 7, > 0 tais

que
J(u) > 6> J0)=0 para |ullxgco=T,

ou seja, J verifica a primeira geometria do Teorema do Passo da Montanha.
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Para verificar a segunda geometria do Teorema do passo da Montanha, fixe v €

X§(Cq) uma funcdo nao negativa. Entao, para ¢ > 0 temos

1 1
J(tv) <5 ltvllig ey == I1t0( 0)lEh g

2 p+1
1 9 9 tptl
=5l HvHXg(Cﬂ)—p | |v(+, 0)|| Lr+1()— —00, quando t — oo.

Logo, existe t* > 0 suficientemente grande tal que J(t*v) < 0 e [tV xe(co)> T

Considere v; = t*v e conclua que J(v;) < 0 com v; € (B,(0))°. Se p < NE2 5 a

Proposicio (4.5) garante que J satisfaz a condicao (PS),. para todo c. Seja

— inf J(v(t
¢ = Inf max (v(1)),

onde
I'={y € C([0,1], X5 (Cq)) : 7(0) = 0,7(1) = v }.

Pelo Teorema do passo da Montanha, ver Teorema C.8, segue que, ¢ > 6 > 0 é um
valor critico de J, isto ¢, existe v € X$(Cq), v # 0 tal que J(v) = c e J'(v) = 0, neste
caso v é um ponto critico de J em Xg(Cq).

4.3 Um Resultado de Unicidade

Nesta se¢ao, provaremos um resultado de unicidade para solugoes com uma norma

pequena. Antes disso, estudaremos o seguinte lema

Lema 4.7 Seja z as unica solugao do problema (A.3) com A = 1. Entao, existe uma

constante 5 > 0 tal que
[ p— / S Fdr > Bl (4.25)
para todo ¢ € X§(Cq).

Demonstracao: Uma maneira de se obter z é através do problema de minimizacao

que

i 1 1 1 o
min {3 olB ol v € X5(Ca) -
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Como consequéncia,

IolF3gcoa | 7 '6%da =0 (4.26)
Q
para todo ¢ € X§(Cq). Isto implica que o primeiro autovalor a; do problema lineari-
zado
—div(y'"*Ve¢) = 0 , em Cq
p= 0 , sobre 05,Cq (4.27)
d¢

Il B
o o= arp , emx{0}
¢ nao negativo. A existéncia de solugao do problema (4.27) é analogo ao problema
(A.5), onde podemos supor que ¢ é estritamente positiva em Cq. Suponha que a; = 0,

entao existe ¢ € X§(Cq) com ¢ > 0 tal que

/ y' "V, Ve)drdy = q/ 29¢(z,0)dx (4.28)
Co Q
Por outro lado, como z ¢ solugao de (A.3) com A = 1, temos
/ y' "V, V2)drdy = q/ 29p(x,0)dx (4.29)
Cq Q

para todo ¢ € X§(Cgq). De (4.28) e (4.29), obtemos ¢ = 1. O que é um absurdo.
Entao, a; > 0, o que prova (4.25).
|

Teorema 4.8 Existe no mdzrimo uma solugao para o problema (Py) com norma pe-
quena.

Demonstragao: Considere A > 0 tal que pAP~! < 8, onde 3 ¢ dado em (4.25).
Agora, vamos provar que o problema (Py) tem no maximo uma solu¢ao com norma em
L*> menor que A. Vamos supor por contradigdo que (Py) tem uma segunda solugao

w = uy + v, verificando
[w]| L (ca) < A

Como uy ¢ a solu¢do minimal, segue que v > 0 em €2 x [0, 00). Defina n = )\l%qz, onde

z é a solugao para (A.3) com A = 1. Entao n satisfaz

—div(y'™*Vn)= 0 , em Cq
n= 0 , sobre 9,Cq (4.30)
on = An? , emQ
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Alem disso, uy é supersolucao para o problema acima. Entao, pelo Lema da compara-

¢ao, Lema (3.4), aplicado com f(t) = A\t?, n e uy, obtemos
uy>n= ATz em Q X {0} . (4.31)

Desde que w = uy + v é solugao para (P,), temos em 2 x {0},

O(uy +v)

B Auy +v)? + (uy +v)?

< Ml A+ Aqud o 4 (uy + )P,

onde a desigualdade é uma consequéncia da concavidade da fungao f(t) = t?, isto é,
f(t) < f(a) + f'(a)(t — a) com a,t € R. Como consequéncia da desigualdade acima e

de (4.31), podemos concluir

ov

o < =l — b + Ml + Aqud o+ (uy 4 v)?

< Az Mo —uf + (uy + )P

Ainda da convexidade da func¢do f(t) = AtP, temos

(uy +v)P — b < pluy +v)P v
A

e como ||uy + v||peo(cy) < A, obtemos
(uy +v)P —uf < pAP~ly .
Tomando v como uma fungao teste e ¢ = v em (4.25), chegamos a
6/ v(x,0)%dr < / y' Y Vo2 dody — q/ 27 Yy(z,0)3dr < pAPT? / v(x,0)%dx
Q Ca Q Q

e desde que pAP~! < /3, entao, devemos ter v = 0 em 2, uma contradicao, pois v > 0.

Observacgao 4.8.1 FEsta prova também fornece o comportamento assintotico de uy pro-
1
zimo de A = 0, ou seja, uy = N1z, onde z € a unica solu¢do para o problema (A.3)

com A =1.

Observagao 4.8.2 Da prova do lema (3.6) podemos concluir que M (\) — 0 quando
AN\ 0. Segue dat, que ||ux||recq)— 0, pois sendo uy a solu¢io minimal, temos
|url| oo(co) < CM(X), portanto, para pequenos valores de X a tunica solugdo de (Py)

com ||ul|poo(co) < A € minimal.



Apéndice A

Resultados Auxiliares

Neste apéndice, estudamos a existéncia de solucao de alguns problemas utilizados

no decorrer do texto.

A.1 Um Problema Linear

Seja g € L*(Q), mostraremos que o problema

—div(y'"*Vv) = 0, em Cg

v =0, sobre 9;,Cq (A1)
% =g(x), emQ

tem uma tnica solu¢do. Uma solugao para o problema acima ¢ uma func¢éo v € X§(Cq)

que compre
/ y' Vo, V) drdy = / g(x)(x,0)dx, (A.2)
Co Q
para todo ¢ € X§(Cq). Defina o funcional f : X§(Cq) — R de modo que
10) = | gw)ite.0)de.

Pode-se mostrar que f € (X§(Cq))'. Logo, pelo Teorema da Representacao de Riesz,

existe um tnico v € X§(Cq) tal que

(v, V) xecq) = f(W),

ou seja, vale (A.2).
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A.2 Estudo do Problema Sublinear

Agora, mostraremos a existéncia e unicidade para o problema

—div(y' " *Vw) = 0 , em Cgq
w= 0 , sobre 01,Cq (A.3)
ow

—= Aw?! , w>0em
ov®

onde 0 <g<1, A>0.
Existéncia: Seja ¢ a tnica solugao do problema

—div(y'"*Vg) = 0 , em Cq

g= 0 , sobred;,Cq (A4)
%: 1, em(Q

que existe, basta ver o problema (A.1). Desde que 0 < ¢ < 1 entéo, dado A > 0 fixado,
analogamente a0 que foi feito no Lema 3.6, existe

M = M(X) > 0 satisfazendo
M = AT gL,
ou seja,
M = N||g[l%.

Como consequéncia, a fun¢do Mg serd supersolugdo para o problema (A.3). Além
disso, podemos tomar € > 0 suficientemente pequeno, de modo que €y é subsolugao de
(A.3), onde ¥ ¢ a solucao do problema (3.15), basta ver novamente o Lema 3.6. Entao,

pela Proposigao (3.3), existe uma solugao para (A.3).

Unicidade: Para ver unicidade, basta aplicar a Proposigao (3.4).
Seja w) a solugdo para o problema (1.12). Para ver a regularidade dessa solugao
encontrada, aplicamos a Proposicio 3.5 e obtemos wy € L=(Cq)NCY(Cq). Lembrando

que a fungio f(t) =7 € C%([0,00)) para todo 0 < q < 1, entao
g(z) = f(wx(x,0)) € COM(Q).

Portanto, pelo Teorema de Regularidade 2.13, item i), temos que wy € CY97(Cy).
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A.3 Um problema de autovalor

Considere o seguinte problema

—div(y'"*V¢) =0, em Cq

¢ =0, sobre d.Cq (A.5)

%—a(b:y@, em {2
ove

onde a(x) = Aq(uy(z,0))7 !+ (uy(2,0))?~! e uy é a solugao minimal do problema (Py).
Usaremos o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, ver Teorema C.9, para
provar a existéncia de solu¢do para o problema (A.5) acima. Uma solugao fraca de

(A.5) ¢ uma fungao ¢ € X§(Cq) tal que

/C Y "V, Vi) dady — /Q a(w)¢(, 0)(z, 0)dz = 1, /Q (@, 0)y(z,0)dz (A.6)

para todo ¢ € X§(Cgq). Inicialmente, mostraremos que essa definigdo estd bem posta,

para 1SsO, veremos que

[ a@ste.0pde < Cloliscy . o€ X5(Co) (A7)

Usando a desigualdade Hardy, ver Teorema D.3

¢

ol < A o
‘ d§ LQ(Q) - 1||gb||H02 (Q)
onde d = dist(x,0f2), obtemos que
Lam&msmwm@wmwm (A8)

para todo ¢ € X§(Cgq). De fato, assumiremos que existe uma constante M > 0 tais

que
C1d” < epr <y, para e~ 07,
onde ¢; é a primeira autofungao do operador (—A, Hj(f2)). Dai,

/quug—lﬁdx — /\q/ﬂuq/\ (uii) pda < A(J1||uA||go/Q (C;%) pdx

< A, ¢

— [

ds

161l 2(c)-

L2(Q)
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Pela desigualdade de Hardy, concluimos

[ s < ol Mol < Calldlmlolgen (A9)
Q 0

para todo ¢ € X§(Cgq). Por outro lado, temos

/pu(x,o)p1¢(:c,0) v < pllu, 0)|[7< g / (,0)%dz < Collg(-, 0|72y, (A.10)
0
para todo ¢ € X§(Cq). Como Trq : X§(Cq) — L*(Q2) é continuo, existe C3 > 0 tal
que

/pu(%o)p_ldﬁ(%())zdﬂ? < G390l 2@ |9l xg () (A.11)

Q
Combinando (A.9) e (A.11), obtemos a desigualdade (A.8) e como consequéncia, temos
| a@)tds < Alolis ey

para todo ¢ € X§(Cq). Agora mostraremos que convergéncia fraca

on — ¢ em X5 (Cgq) .

implica na forte

/Q a(z)pn(x,0)2dz —> /Q a(z)¢(z,0)2dz .

De fato, usando a imersao compacta Xg(Cq) — L?*(), temos que, se ¢, — ¢ em

X&(Cq), entao ¢,(-,0) — &(-,0) em L*(9). Logo,

lonll2@—lI0llz2@)| < l|én = dllL2@)— 0, (A.12)

como

/q)\u,\(a:,O)q_lgbn(a:,O)Qda: —/q)\u,\($,0)q_1¢($,0)2dx
0 Q

; qAup(z,0)1 (¢, (z,0)? — ¢(x,0)*)dx
< )\Hu(-,o)Hgo/ [(¢n(,0) = ¢>(w£>)(¢n<x70> )

(.0)
<cif

<cs
Q

On(z,0) + @(x,0)
€1

On(z,0) + ¢(x,0)
doc

]wnxm o(z,0)|dz

‘ |n(z,0) — @(x,0)|d.
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Portanto, pela desigualdade de Hardy D.3 e desigualdade de Holder, obtemos

/ g uy(z,0)1 ¢y, (2, 0)2dr — / g u(z,0)1 ¢ (x, 0)%dx
Q Q
an(’ 0) + ¢(7 0)

<

[fn(+,0) = &(+, 0)[|z2(e)

d? L2(Q)
(A.13)
Concluimos de (A.12) e (A.13) que
/Qq/\u,\(x,O)q_l(bn(x,O)de — /Qq/\u/\(a:,O)q_lgzﬁ(x,O)de ) (A.14)
Por outro lado,
o [ 6= s < plulit, [ @2 - s
< (Y / P2dx — / O dx
e novamente de (A.12)
p/Quﬁl(bid:v —>p/Qup1¢2dx. (A.15)

Agora, iniciaremos a prova da existéncia de solugao para o problema (A.5). Para isso,

defina os seguintes funcionais
= [, #(x,0)dz, para todo ¢ € X§(Q)
(ii) J(¢) = Jo, ¥ IVePdrdy — [, a(x)p(x,0)*dz, para todo ¢ € X(Q)

e a variedade diferencial M = {¢ € X§(Q) : F(¢) = 1}.

No que segue, assumiremos que F,J € C1(X§(Cq),R) e além disso

J(@)() =2 / g

Ca

Vo, V) drdy — 2 / a(2) 6, )0, 0)da

Q

= Q/QQb(ZL’, 0)¢(z,0)dx

para todo ¢ € X§(Cq). Notemos que F'(¢) # 0 para todo ¢ € M, pois

F(¢)p = 2/ﬂ¢(;p, 0)’dr =2+#0.
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Afirmagao: Existe ¢g € M tal que J(¢o) = i]r\14f J(¢) = Jw. De fato, por (A.7),

temos

J(6) = /C y' |V o[2dady — /Q a(2)¢? (z, 0)dz
2 o 2
> 11611 19l e ol 8l 220= 1911 oy —Cll 3o

para ¢ € M. Logo, existe o infimo J,, sobre M. Dai, existe {¢,} C M tal que
J(¢pn) — Joo, quando J. De onde segue que

(g [ awiite. o) < o,
onde M é uma constante positiva. Temos também
0= /Qa(:c)(bi(a:,o)dx < Clignllxgcallonllz@)= Clidnllxg o),

ou seja,

16l g oy —Cllbn | xg oy =M < 0.

Logo, {¢n} ¢ uma sequéncia limitada. Portanto, existe {¢n;} C {dn} € o € X§(Cq)

tal que

¢nj — ¢0 cm X(?(CQ)

Dai,

1pns 1720y — | PollZ2(c)- (A.16)

Ora, como {¢,;} C M, entao H(bnjH%Q(Q): 1, para todo j. Dai, H(bouiz(g): 1, ou seja,
¢o € M. Entao, J(¢y) < Js. Por outro lado,

T(60) = lenlgion— | ale)of,0)ds
< limian%jH_QXg(CQ)—lirnsup/a(x) oi(@,0)dx

0
Sliminf]|gbnj||§(g(cg)+liminf/ —a(z)¢h,;(x,0)dx

0

S lim inf (||¢nj|’§(6x(cn)_/gza(J;)(bij(I;O)d.I) = Joo
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Portanto J(¢g) = Joo. Mostrando a afirmagao. Pelo Teorema dos Multiplicadores de

Langrange, resulta que existe A € R tal que
J'(¢0) = AF(¢o),
ou seja,
J'(¢o)p = AF'(¢o)p, Vi € X5(Cq)
e consequentemente
/C y' = (Vgo, Vip)dudy — /Qa(x)gbo(x, 0)p(z,0)dr = A /Q o(x,0)p(x,0)dx, (A.17)
o

para todo ¢ € X§(Cq). Donde segue que ¢g é uma solugao do problema (A.5) e A é o

auto-valor correspondente. Fazendo ¢ = ¢y em (A.17), obtemos J(¢g) = A, ou seja,

A= min{J(6) : 6 0)l|z2@)= 1} = min J (). (A18)

Agora, seja v um autovalor qualquer de (A.5) e ¢ a auto-fungao associada. Temos

/CQ y' |\ Vo|Pdedy — /Qa(x)<b2(a:, 0)dx = z//ngQ(x,o)_ (A.19)

Se ¢ € M, entao J(¢) = v, que implica

A <.
Por outro lado, se ¢ ¢ M, entao ¢/ = ﬁ € M. Segue de (A.18) que A < J(¢),
L2()
entretanto
N A Tl G R G L R

= f— I/
Portanto, concluimos que A é o primeiro autovalor de (A.5), o qual denotaremos por

vq. Além disso, para todo

., fcﬂ y1*a|V¢|2dxdy—fQ a(z)¢*(z,0)dx
1= )

A.20
$€X§(Ca) 16(-, 0)1122(q) 20

Importante A fungado ¢y pode ser escolhida como sendo nao negativa, pois podemos
trocar por |¢g| € X§(Cq). De fato, basta observar que J(¢g) = J(|¢o|). Pelo principio

do méaximo, ver Teorema D.2, obtemos, na verdade ¢y > 0 em Cq,.



Apéndice B
Um Problema de Valor Inicial

Nesse apéndice, temos como objetivo trabalhar com um problema de valor ini-
cial, este, serd tutil para justificar que o espago H(a/2,€) esté contido na imagem do
operador trago do espago X§(Cgq), que afirmamos na Observagao 2.3.1. Boa parte
dos célculos realizados que serao apresentados foram retirados de [27]. Inicialmente,

listamos alguns resultados que serao frequentemente usados.

Teorema B.1 Seja Q C RY um aberto limitado. Entdo, o problema de autovalor
—Au = pu em Q, u € HY ()

possut um niamero infinito e enumerdvel de autovalores
0<pin <prg < -oo < gy < oo

tais que

Wi — 00 quando i — 00

e autofuncoes p; que constituem uma base ortonormal completa de L*(2).

Demonstragao: Ver Teorema 8.5.1 em [37].

Teorema B.2 (Lei de Weyl) Seja Q C RN um aberto limitado e

0<ﬂ1<"'<,uj<"'
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os autovalores de operador (—A, HY(Y)). Entao,

hr%% 1
i S\~
Ar? (w;;V)

onde wy € o volume da bola unitdria em RN eV € o volume de Q.

Demonstragao: Ver [59], pagina 429.

|
Teorema B.3 A funcao Gamma dada por
[(x) = / e 't at,
0
satisfaz
T
't —x)I'(x) = i
(1= 2)l(x) sin(mx)
Demonstracao: Ver teorema 2.12 em [44)
[ |

Conforme é exposto em ( ), mais precisamente na segao (), a equagao

2

V" (s) + os) v(s)(l + a_) =0

52

é chamada de Equacao de Bessel Modificada, e apresenta como solugoes L.I. as fungoes

= 1 5\ 2rt3
- 8
3 (5) Z ril(a+r+1) \2

r=0

T I _o(s)—1a(s
K;<s>:§< 2<>g 2<>).

sin ( 5 7r)
Essas fungoes sao chamadas de Fungoes de Bessel Modificada. A combinacao linear de

tais funcoes é a solucao geral da equacao de Bessel Modificada.

Teorema B.4 As funcgoes de Bessel modificadas Is e Ka apresentam os sequintes

comportamentos assintoticos

[g x Kg x
lim 2656 ) =1 e lim 2( )
Xr—r00 271-1»




99

Demonstragao: Ver Teorema 4.21 em [10].

Teorema B.5 A funcio de Bessel modificada K2 apresentada a sequinte propriedade,

di‘ly@%(y» Y Ka(y)

para todo n nao necessariamente inteiro.

Demonstragao: Ver Teorema 4.16 em [10]. |

Teorema B.6 A funcao de Bessel modificada Kg, satisfaz a sequinte propriedade,

Demonstracao: Ver Propriedade 9.6.9 em [1]. [

B.1 Um Problema de Valor Inicial

No que segue, vamos explicitar a solu¢ao para o problema

() + L% (y) — Aly) = 0,
q p0)=1, (B.1)
\ Jlim ¢(y) =0

onde a € (0,2) e A > 0. A existéncia e unicidade de solugao para esse problema pode
ser encontrado em [52].

Considere 9 (y) = y>v(A\/%y) para y > 0, onde v é uma funcio a determinar.

Veja que,
o ey 1 o N2\ e o i 1/%
T = SUTO £y DA =y ey + k)|
e
32¢ o ((%)2_%) 1 a "
8_y2(y) =y y?—AU(A ?J)erA%v(A y) + 0" (A y)]



Suponha que 1 satisfaz a primeira condi¢ao do problema (B.1), entao

P (-0

oy vy
—y3A [(((%;—;%)v(/\éy) + y)\%v’()éy) + v”(A%y)) +
#2024 o) ) = oliiy)
O—-ygA[UKA2y)+vKA%y)<yié (1;;a)é> +
=) iy oo (14 2280

com § = /\%y e y > 0. Portanto, obtemos uma equagao de Bessel modificada

U”(S) + U’(S) _ U(S) <1 + (<§))2 > =0,

para s > 0. Sabe-se que as fungoes I%()\%y) e K%(A%y), onde

o

Is(s) = Z ril(a i r+1) (§>2T+g

r=0

Kals) =2 (I—%(S>;I‘;(S)>

sin (271')

sao solugoes linearmente independente da equagao (B.2) e
1 1
01[%()\2y) + CQK%()\Qy),
para todo C7, Cs € R, é a solucao geral. Portanto, as fungoes

y3C1Ia(A2y), yEChKa(Asy) e y3C 12 (A3y) +y3Coka(Ay),

100

(B.3)
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para todo C7, Cy € R, satisfazem a primeira equacao de B.1.
Vejamos que a funcgao y%I%(A%y) nao satisfaz a terceira condi¢ao de (B.1). De

fato, pelo teorema B.4, temos

lim 22— =1
5—00

ou seja, dado € > 0, existe d > 0 tal que se, s > ¢, entao

IQ(S) Ig<8)
l-—2—|<e = 1--"—<c
2ms 2ms
68
= (1—¢) < Ia(s)

\V21s

Tomando € = %, temos que

dai, fazendo s = )\%y, temos

Portanto,

Por outro lado, sabendo que
S$—00 T % —s
(%)7e
dado € > 0, existe 0 > 0 tal que se, s > ¢, entao

Ks(s)

T p—s
256

| Kg (s)]

-1 < e+ 1.

<€

Tome € = =, logo

N[

Fazendo s = )\%y, segue que

a a (3 T L, 2 O (o 1\ _ord
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para y > 2726, Assim,
. 3 L yo
lim y2 Ka(A2y)” =0,

Y—0o0

ou seja, a funcao y2 K g ()\%y)2 cumpre a terceira condi¢ao. Portanto,

Y(y) = y*Cakia (A2y),

onde (5 é uma constante a determinar. Desta forma,

_a 1 op_a

G M) pior $ AN

2sin (¢m)T(1—-2) \ 2 2sin (§m) = rI0(§ +r+1) | 2

1 2r+5
_ Y2 Com 1 Aty
2sin (&) TZ; rill(§+r+1) | 2

- Com MY s 5 1 A\

2 sin (%W)F(l— O‘) 2 2 sin (%’/T) — ril(§ +7r+1) 2

A fim de que v satisfaga

basta considerar

c, — 21-% sin(g@am - g). (B.4)
TA T
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Portanto,
Uly) = y2 CK s (A2y),
onde Cy ¢é dado em (B.4) é a soluc@o para o problema (B.1).

Lema B.7 Dada a fungio uw =" ajp; € L*(Q), seque que

a 00 N 1 0o a N 1
2. D la;Cay®p;(x) Ko (12 y)] = 5y 1022 @i (2) Kg (17 y)],
x] j=1 j=1 J
0? & 1 =, 92 o 1
7 D 0CayF () K (i)l = D = la;Coy? 5 (0) K5 (17 )]
7 j=1 j=1

a 1 > 0 1
o > la;Cay® () Ko (12y)] = > a—y[aﬂzw i) Ke (13 )],
j=1 j=1
0P 1 = 9? o 1
5oz 2_4iC2y e (2) Ky (ufy)] = @[ajozyfwj(w)Kg(ufy)]
7=1 7j=1

Demonstracao: Considerando que as derivadas das autofungoes ¢; sao limitadas

por uma constante M, logo

0 o 1
‘% [a;Coy> j(x) Ka (12 y)]‘ =

J

e 1 o
<Myz|a;||Col[Kg (11])]y>

1
g MK (o) Py

- 2 2

Sendo
21-Sgin (¢7)T (1 — &
o, 2ismlgmr(-g)

Tyt

considere
cp ==

Hy

com




Assim,
1
0 2 - ja;[2 | MPNs|Ks(ijy)lPy
—a;Coy2p; Ka(p? < 2 2V J .
o [ Cart s b)) < e
Como
1
Ka(u?
lim . (ulj v o 1
j—roo 3
Ty e H Y
2;1]2
entao, dado € = 1, existe jo € N tal que
1 2 3
Ks (i)l < | 5 | e para j > jo.
Wiy
Substituindo (B.6) em (B.5), obtemos
1
o 1 a2 M2Name 25 vyt
—[aj02y2goj(x)Kg(u;y)] < ] + —— )
8xj 2 2 2,2 2
Hj
Tome k > 0 e veja que
€f2uj%y
lim y* ™ = =0,
J—00 M; 2
ou seja, dado € = 1, existe j; € N tal que
%
a—1 6_2Mj Y 1 . .
Y — < —, Dbara j > ji.
pp M
Dai, substituindo (B.7) em (B.8), obtemos
8 a 1 Q. 2 Cg
'—[ajc2yz%($)Kg(M§yﬂ’ < | ;’ +M—;§
J

(9.1'3‘
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(B.5)

(B.6)

(B.

7)

(B.8)

(B.9)

com Ca = MQN%TF e j > max{jo,j1}. Dai, pelo Teorema B.2, dado ¢ = %, existe

j2 € N tal que

1
j>G0 = 547#(

=

J

WNV

)

BN

< W
(wy V)™V 1
42 j%
k

(V)& | 1

472 j%

(B.10)
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De (B.9) e (B.10), segue que
la;|? 1
+ Lyoo—r (B.11)

0 o 1
oo lasCan o) ud)] | <
833]-[] 2 J iy } i®

para j > max{jo, j1,j2}, onde LNaQ =Ca (%)

Agora, escolha k tal que % > 1. Logo, os dois termos do lado direito de (B.11)
sao termos gerais de séries convergentes. Pelo teste M. de Weistrass, segue o resultado.
De modo anélogo para os demais.

|
Proposicao B.8 Sejau € H(a/2,Q), entiao o conjunto
M ={w e X§(Cq) : w(z,0) = u(x), q.t.p em 2}
€ nao vazio.
Demonstragao: Dada a func¢ao

0o N )
v(z,y) =Y a;Bjay?p;(x)Ka (u?y),
=1

observe que v(-,0) = u(-) em §2, pois, podemos ver a fun¢do v como

= ap(y)p;(z)

j=1
onde ¢(y) = Bjsy?p;(z)Kg (4?y). Dai,
0) = f:a]w(() Za]gpj =u(r) em €.
j=1
Agora, mostraremos que v € X§(Cq). De fato, veja que

/ yl_a|Vv|2dxdy:/ /|V vl d:zcdy+// vidady. (B.12)
Ca

Pelo Lema anterior, temos

| (9 - ZA 2 " a2K3 (ufy) (B.13)
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Dai, substituindo (B.13), (B.14) em (B.12) e usando o fato de que
o 1 -
U(y) = Bjsy2¢;(x)Kg(puiy), entdo

o9 OO 1 2
| overvepdsdy = [y Y [“J’ (Bisv? K (uiw) +
Cq 0 J=1
+((Bigyi Ks(uiy)),) ] dy

o e (B.15)
:Za?/O v () + ¥ (y)?] dy

— . 2 OO l—a,, 2 * 1—av 1t 2
—;a] [/0 Y u(y) +/0 y Y (y) dy}.

Usando a integracao por partes e o fato de v ser solucao

1-a)dy &%

s oy o — pp =0, y>07
P(0) =1
temos
| vevra = [y
0 0
= lim ' ~*y'(y ‘ —/ P(y) [(1 =)y’ (y) +y' 9" (y)] dy
—blggoy”w ‘—/ W(y) (1 — a)y= Y’ (y)—
1
- [Ty >[ B2 uty) + a0 do
0 Yy
= Jim '’ (y ’ — 1 / y' Y (y) dy.
(B.16)
Substituindo (B.16) em (B.15), obtemos
1 2 C 2 7: 1 b
/C Y Voldrdy = 3 a? lim g () ()| - (B.17)
Q j=1
E ainda
b
Jim y o ()| = lim g (y)ely) — lim g0 (y)d(y).
Agora, note que
hrg)gy “Y(y) = lim Yy (ByayS Ka (u} v),
. . (B.18)
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a _1
Fazendo z = p?y, temos y = p; 2,

" a dy 14
(22 K5(2)), = (22 K5(2)) == = ;2 (22 K5 (2)),
e assim
1. 1 1
(17 9)2 Ke(u3y)), =n; (22 Kg(2))-
- IR 1 (2)
= —p2(n3y)? Ka_1(p2y),
logo,
Bjsp; * ((ny)* K (13y)), = —Bign, "y2 Kg_1(u}y). (B.19)

Substituindo (B.19) em (B.18), obtemos

: l—a, l—a /(N -3 1 lma,1-2 3
Jim gy (Y) = = Bygpy * iy Ty K (ufy).
Mas,
1 27”—%-"-1
a 1 T > 1 )\2 o
-3 2,)) — J 2r—22492
y Ko 1 (ply) =7 = - Yy —
? I 281H(§> ;T!F(—§+T+2) 2
o 1 27"4—%71
1 ’LLJQ 2r
‘Zwr(a+r) 2 Y
r=0 2
ou seja,
A
. _ _1 v ILL a
lim ¢~/ (y) = =Biop. 2 | — v — ko2
y—>o+y Vi) 75 H 2 sin (%TF)F(%) 2 H
Logo,
lin 41 ()6) = Tm () T g (y) = kot
iy (y)uly) = Ty y) Tm oy (y) = ko,
Assim,
b o
Tim g () (y)| = Tim y' e (W) P(y) = Fap
—»00 0 Y—>00



Por outro lado, usando as aproximacoes das func¢oes de Bessel, temos

lim '~ (y)¢(y) = lim y'~*(Bjay? Ka (1]

Yy—0o0 Y—00

Sk S
NS
N—
SN—
<

—~
N
[N]])
o
—~
=
<
~—
~—
<

= lim ylfo‘Bj%

Y—00
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1
Y 1—a a =
= lim " Bj s (= y? Ky (njy)),
1
C Ky i(ufy)
=lim [y1 Bj 7T1 eH Y - 'ul]
Yy—0 2 Qlugy 2
J _ e H5 Y
2u?y
=0
e
1
2
1 o
lim ¢(y) = lim B; ay2Kg(,u?y): lim Bjay? | — 7: e ¥ =0
y—>00 y—00 2\ y—oo 2 3
2uty
Portanto,
11— b 3
My ()o(y)| = —Kap (B.20)
— 00 0
e por fim, dessa igualdade e de (B.17), concluimos que
vl xg(co)= Za aM] = —kallull @20, (B.21)
7j=1

pois, u € H(a/2,9). Portanto, v € X§(Cq).



Apéndice C
Resultados Classicos

Nesse apéndice fizemos uma coletdnea com os principais resultados usados no
decorrer do trabalho. Os resultados envolvendo os espacos LP podem ser vistos em
[13].

Teorema C.1 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,,) uma sequén-
cia de fungoes L' (). Suponha que f,(x) — f(x) q.t.p em Q e, além disso, existe uma
fungdao g € L*(Q) tal que, para todo n, | f,(z)] < g(z) q.t.p em Q. Entao, f € L'(Q) e

| fn = fllzr@y— 0.

Teorema C.2 (Teorema da Convergéncia Mondtona) Seja (f,) uma sequéncia mo-
ndtona crescente de fungdes mensurdveis nao negativas tal que f(x) = lim, o fn(x).
Entao

/Qf(:c)d:v: lim [ f.(x)dz.

n—oo Q
Seja (Qq, My, p1) e (22, Ma, po) dois espagos de medida que sao o- finita. Pode-
se definir de maneira padrao a estrutura do espago de medida (€2, M, u) no produto

cartesiano €2 = Q; x €)s.

Teorema C.3 (Teorema de Tonelli) Seja F : Q1 X Qs — R uma fun¢ao mensurdvel

satisfazendo

|F(z,y)|dus < 0o para todo x € €y,
Qo

/ duy [ |F(z,y)|dps < oco.
o 0

Entdo, F e L1<Ql X Qg)
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Teorema C.4 (Fubim') Assuma que F € L'(Qy x Q). FEntao, para todo v €
F(r,y) € Ly() e [o, Flz,y)dps € Li(Q). Similarmente, para todo © € €y,
F(z,y) € L} Ql fQ (2, y)dps € Ly(Qp). Além disso,

/dul/ F(a:,y)d/@:/ dug/ F(x,y)dm:/ / F(z,y)dudps.
ol 0 Qs ol 01 Js

Teorema C.5 Seja X um espag¢o de Banach reflexivo com norma || - ||, e considere
M C X um subconjunto fracamente fechado de X. Suponha que I : M — R U {oo}
€ coercivo e fracamente semicontinuo em M com respeito a X. Entao, I € limitado

inferiormente em M e o infimo € atingido em M.

Demonstracao: Ver Teorema 1.2 em [56].

Definicao C.6 Seja X um espaco de Banach e [ : X — R um funcional de classe
CHX,R), dizemos que (w,) C X € uma sequéncia (PS) no nivel c € R, denotada por
(PS)., quando

IHw,) —c e I'(w,) —0.

Definicao C.7 Dizemos que I verifica a condicao de Palais-Smale, ou simplesmente
a condi¢ao (PS), quando toda sequéncia (PS). para ¢ € R, admite uma subsequéncia

que converge forte em X, isto é,
I(wy,) = ¢ e I'(w,)—0
implica que eziste (wy;) C (w,) e wy € X tais que
Wpj — wo em X.

Teorema C.8 (Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz) Seja X
um espago de Banach e I : X — R € C*(X,R) verificando a condi¢io (PS). Se I

cumpre as condicoes

i) Ezistem r,p > 20 tais que

I(u) =7 >1(0),  |lull=p

ii) Existem e € X \ B,(0) tal que
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entao,

= inf I(~(t
¢ := Inf max (v(t)),

onde
['={yeC([0,1],X) :4(0) =0, [Iv()||> p e I(v(1)) <7},
€ um valor critico de I.

Demonstracao: Ver Teorema 1.17 em [60].

Observacao C.8.1 O nivel ¢ é conhecido como nivel do Passo da Montanha. Além

disso, as condigoes i), it) sao chamadas de geometria do passo da montanha.

Teorema C.9 (Teorema dos Multiplicadores de Lagrange) Sejam X um espaco de
Banach, J, v : X — R funcionais de classe C'(X,R) e

M={ue X ) =1} =y ({1})
com
' (u) # 0 para todo v € M.
Se J ¢ limitado inferiormente em M e existe ug € M verificando
J(ug) = inf J(w),

entao, existe A € R tal que
J (ug) = M (up).

Em outras palavras, ug € ponto critico de J restrito a M.

Demonstragao: Ver Teorema em [60].

Teorema C.10 (Identidade de Picone) Sejam uw > 0 e v > 0 fungdes diferencidveis,
p>1em QCRY. Entio, L(u,v) = R(u,v) >0, onde

ulP u|P~2 _
Do) = [Vul + (o~ ) [ — p Dy, vy v,
|ul? —2
R(u,v) = |Vulf =V [ — | |Vv[P"*Vu.
pp—1

Além disso, L(u,v) =0=V <E> =0 q.t.p.
v

Demonstracao: Ver Proposigao 3.1 em [26].



Apéndice D

Outros Resultados

Nesse apéndice alguns resultados que eventualmente nao sao conhecidos e que
serao usados no decorrer do trabalho.

Teorema D.1 (Principio do mdzimo) Sejam N > 1, a € (0,2) e Q C RY um dominio
limitado. Considere h € H(—a/2,Q2) e w € H(a/2,Q) uma solugdo para o problema

(—=A)2u = h(z), emQ
u =0, sobre OS2

e seja v a solugao para o problema equivalente

—div(y' " *Vv) = 0 , em Cq
v= 0 , sobre 01,Cq
(38:“ = h(z) , emQ

Seh>0emQQ, entitou>0emQ ev >0 emCq.

Demonstracao: Ver Lema 2.3 em [23].

Teorema D.2 (Principio do mdzimo fraco) Sejam Q C RN e R > 0 arbitrdrio. Con-

sidere v uma fungao localmente integrdvel em ) x (0, R) tal que
/ y' Y Vol ?dody < +oo.
Qx(0,R)

Assuma que

—div(y'™*Vu) = 0 , emQ x (0,R)
v= 0, sobreQx(0,R) (D.1)
% > 0, emQ
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ou seja,
/ y' Vo, V)drdy > 0
Qx(0,R)

para todo ¢ € HY(Q x (0,R),y'=*) tal que o > 0 g.t.p em Q x (0,R) e ¢ = 0 em
((99 X (O,R)) U (Q X {O}) Entao, v = 0, ou para todo subconjunto compacto K C
Q x [0, R), temos

infv| >0.
K

Demonstragao: Ver Lema 2.4 em [23].
[
O proximo Teorema pode ser encontrado em [35], enunciaremos a seguir pra

facilitar a leitura do texto, pois no Apéndice B, fazemos uso desse resultado.

Teorema D.3 (Hardy Sobolev) Para todo p € (1,00) e s € (0,1) os seguintes fatos

sao verdadeiros

i) se sp > 1, entao para todo u € W3*(Q), temos

|u(z)[” - Ju(z) — u(y)[”
/Q dz < C /Q ; dxdy,

dist(x,00Q)®P |z — y|N+ep
onde C' € uma constante positiva que depende apenas de €2, N,p e s.

ii) se sp < 1, entao para todo u € W3*(2), temos

d \ux(xa)!” / / / u(@) — u(y)”
P A < p - 7
/Q stz Q)Spd:v C Q]u\ dz + oo e dzdy | ,

onde C" € uma constante positiva que depende apenas de Q, N,p e s.

iii) se sp =1, entao para todo u € W3*(Q2), temos

|u(z)]” < |u(x) — uly)l”
/Q dx C/Q g dxdy,

dist(x,00Q)  — |z — y|N+sp

onde C" é uma constante positiva que depende apenas de 1, N,p e s.
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