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Resumo

Neste trabalho, estudamos os espaços de Sobolev Fracionário e, através do método

de Subsolução e Supersolução, buscamos mostrar a existência de solução positiva para

um problema do tipo côncavo e convexo envolvendo o Laplaciano Fracionário em um

domínio suave e limitado.

Palavras-Chave: Côncavo e Convexo, Espaços de Sobolev Fracionário, Laplaciano

Fracionário, Método de Subsolução e Supersolução.



Abstract

In this work, we study the spaces of Fractional Sobolev and, through the method

of Subsolution and Supersolution, we seek to show the existence of a positive solution

to a concave and convex type problem involving the Fractional Laplacian in a smooth

and limited domain.

Keywords: Concave and Convex, Spaces of Fractional Sobolev, Fractional Lapla-

cian, Subsolution and Supersolution Method.
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Índice de notações

Segue uma lista das principais notações e siglas utilizadas no texto. Os símbolos

usuais de operadores são admitidos como conhecidos, tais como os símbolos de inclusão,

pertinência, derivação, integração e limite (inferior e superior). Alguns dos símbolos

aqui listados também são definidos no texto.

• Ω ⊂ R
N é um domínio limitado com fronteira suave no R

N ; domínio refere-se a

um conjunto aberto conexo

• R
N+1
+ = R× (0,+∞)

• CΩ = Ω× (0,+∞), ∂LCΩ = ∂Ω× [0,+∞), onde ∂Ω é a fronteira do conjunto Ω

• |A|Ω é a medida de Lebesgue do subconjunto mensurável a Lebesgue A ⊂ Ω

• Dα é a α derivada fraca de u ∈ L1(Ω), onde α = (α1, α2, · · · , αN) é um multiíndice

de ordem |α| = α1 + · · ·+ αN

• Bδ(x) = {y ∈ R
N : |x− y| < δ}

• ωN é a medida de Lebesgue da esfera unitária em R
N .

• u+(x) = max{0, u(x)} e u−(x) = max{0,−u(x)}, onde u : Ω −→ R é uma função

mensurável.

• 〈 , 〉X produto interno de um espaço vetorial X

• ‖ · ‖X norma de um espaço vetorial norma X

• divF denota o divergente do campo F ;



iv

• [u]s,pW (Ω) seminorma de Gagliardo de u em W s,p(Ω)

• Wm,p(Ω), espaços de Sobolev clássicos

• W s,p(Ω) espaços de Sobolev fracionários

• S(RN) espaço de Schwartz

• F transformada de Fourier



Introdução

No estudo de Equações Diferenciais Parciais (E.D.P.), existem duas classes de

operadores, os chamados operadores locais e não locais. Intuitivamente, operadores

locais são operadores cujo seu valor numérico em cada ponto depende apenas de va-

lores suficientemente próximos já os operadores não locais dependem basicamente do

comportamento da função em todo domínio de definição. Um exemplo clássico de

operador local é o Laplaciano. Nos últimos anos, operadores não locais têm recebido

uma atenção significativa, um exemplo é o Laplaciano Fracionário, tais operadores

têm forte conexão com problemas práticos, tendo em vista que constituem uma parte

fundamental da modelagem e simulação de fenômenos complexos.

Os operadores não locais surgem em várias aplicações, como problemas de con-

trole de fronteira, tratados por Duvaut e Lions em [30], finanças, abordados por Carr,

Geman, Madan e Ygor em [24], fluidos eletromagnéticos, estudados por Mccay e Na-

rasimhan em [41], processamento de imagens, abordados por Gilboa e Osher em [33],

ciências materiais, exposto por Bates em [9], otimização, apresentado por Duvaut e

Lions em [30], fluxo de meios porosos, dissertado por Cushman e Glinn em [25], turbu-

lência, vide Bakunin em [5], peridinâmica, conforme apresentado por Silling em [54],

teorias não locais de campos contínuos, tratados por Eringen em [31], entre outros.

Quando trabalhamos com uma E.D.P. envolvendo o Laplaciano, por exemplo,




−∆u = f(u), em Ω ⊂ R

N

u = 0, em ∂Ω
(1)

buscamos através dos métodos variacionais soluções em um espaço rico em funções,

que são os conhecidos espaços de Sobolev Wm,p(Ω), com m ∈ N e p ≥ 1. No caso em
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que se trabalha com o operador Laplaciano Fracionário, introduzimos novos espaços de

Sobolev que podem ser vistos como espaços intermediários entre Wm,p(Ω) e Lp(Ω). Ao

considerar Ω ⊂ R
N um aberto qualquer, s ∈ (0, 1) e p ∈ [1,∞), definimos os espaços

de Sobolev Fracionário, como sendo

W s,p(Ω) :=
{
u ∈ Lp(Ω) :

|u(x)− u(y)|
|x− y|Np +s

∈ Lp(Ω× Ω)
}
.

Assim como os espaços de Sobolev clássicos, estes novos espaços verificam boa parte das

propriedades conhecidas, como por exemplo a de ser um espaço de Banach reflexivo.

O caso especial como era de se esperar é quando p = 2, neste caso os espaços W s,2(Ω)

são Hilbert’s, para todo s ∈ (0, 1).

Na literatura, ao considerar s ∈ (0, 1), o operador Laplaciano Fracionário (−∆)s

atuando em funções em R
N , é definido por

(−∆)su(x) = C(N, s) lim
ǫ→0+

∫

(Bǫ(x))c

u(x)− u(y)

|x− y|N+2s
dy , (2)

para todo x ∈ R
N . O domínio de definição para o operador Laplaciano fracionário

é conhecido como espaço de Schwartz, denotado por S(RN), que são compostos por

funções u ∈ C∞(RN) que tem decrescimento rápido no infinito, ou seja

pk(ϕ) = max
|α|≤k

sup
x∈RN

(1 + ‖x‖2)k|Dαϕ(x)| <∞,

para todo k ∈ R
N . Uma outra maneira de definir o operador Laplaciano através

transformadas de Fourier, isto é,

(−∆)su(x) = F−1
(
| · |2s(Fu)(·)

)
(x), ∀x ∈ R

N . (3)

Devido a densidade do espaço S(RN) em W s,2(RN) ≡ Hs(RN), pode-se estender a

definição (3), para funções atuando emHs(RN). Conforme observamos na definição (2),

o operador Laplaciano fracionário é não local e, devido ao critério não local, problemas

do tipo

(−∆)su = f(u) em R
N , (4)

tornam-se complexos, pois grande parte da teoria de operadores locais não se aplica

neste caso. Afim de contornar esse problema, recentemente, Caffarelli e Silvestre em

[19], mostraram que o operador Laplaciano fracionário está intimamente relacionado
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com a solução de uma equação que tem natureza local na forma divergente. Mais

precisamente, considerando u ∈ S(RN) os autores se puseram a estudar o problema




−div(y1−α∇w(x, y)) = 0, em R

N+1
+

w(x, 0) = u(x), em R
N

. (5)

Foi provado que a solução para esse problema é dado por uma função w : RN+1
+ −→ R

definida por

w(·, y) = u ∗ Pα
2
(·, y) onde Pα

2
(x, y) := cN,α

yα

(|x|2 + z2)
N+α

2

.

Aqui cN,α é uma constante que depende de N e α. E com isso, pode-se provar

−ks(−∆)su(x) = lim
y→0+

y1−αuy(x, y)

onde ks é uma constante que depende de s e s ∈ (0, 1). A solução para o problema

(5) é comumente chamada de extensão α-harmônica. Essa relação com o passar dos

anos foi se mostrando importante para o estudo de problemas envolvendo o Laplaci-

ano fracionário. Muitos resultados que foram sendo apresentados depois disso, como

por exemplo, desigualdade de Hanack, conforme é exposto no trabalho de Caffarelli

e Silvestre em [19], além disso, teorias de regularidade, princípios de máximo, entre

outros. Aqui indicamos alguns trabalhos que ratificam a importância da relação, veja

[16, 17, 19, 20, 45, 21, 29, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 53].

Quando Ω ⊂ R
N é um domínio limitado, a literatura trás diferentes maneiras

distintas de definir a potência fracionária do operador Laplaciano. Uma das maneiras

que adotaremos nesse trabalho toma-se como base [18, 11, 23, 55], onde considera-se

(µj, ϕj), j ∈ N, os autovalores e autofunções do operador (−∆, H1
0 (Ω)), definimos o

Laplaciano fracionário que também será denotado por (−∆)α/2, como sendo o operador

(−∆)
α
2 u : H(α/2,Ω) −→ R

v =
∑

bjϕj 7−→ 〈(−∆)
α
2 u, v〉 =

∞∑

j=1

µ
α
2
j ajbj.

(6)

onde bj =
∫
Ω
vϕjdx. e

u ∈ D((−∆)s) := H(s,Ω) =
{
u ∈ L2(Ω) :

∞∑

j=1

µs
ja

2
j <∞, onde aj =

∫

Ω

uϕjdx
}
.
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Neste caso a caracterização apresentada por Caffarelli e Silvestre sofre algumas adap-

tações. Considerando α ∈ (0, 2) e u ∈ H(α/2,Ω), passamos a estudar o problema




−div(y1−α∇w(x, y)) = 0, em CΩ

w(x, y) = 0, em ∂LCΩ

w(x, 0) = u(x), em Ω

, (7)

onde CΩ := Ω × (0,∞) ⊂ R
N+1
+ e ∂LCΩ = ∂Ω × [0,∞). Assim como no problema (5)

a solução de (7) também será chamada de extensão α-harmônica de u e será denotada

por w = Eα(u). Além disso, w ∈ Xα
0 (CΩ), onde

Xα
0 (CΩ) =

{
w ∈ H1(CΩ, y

1−α) : w = 0 em ∂LCΩ

}
.

Esse problema de extensão tem uma única solução e com isso podemos definir o ope-

rador

H(α/2,Ω) −→ H(−α/2,Ω)

u 7−→ ∂w

∂να
:= lim

y→0+
y1−α∂w

∂y
,

onde w = Eα(u) eH(−α/2,Ω) é o dual topológico de H(α/2,Ω). Esse operador verifica

lim
y→0+

y1−α∂w

∂y
= −kα(−∆)

α
2 u ∈ H(−α/2,Ω). (8)

Como mencionamos no caso em que se define operador atuando em funções defini-

das no R
N , a importância de (8) também se deve pela dificuldade em provar resultados

de regularidade, princípios de máximo, entre outros resultados. Diversos trabalhos en-

volvendo o operador Laplaciano fracionário definido em (6) já foram publicados, como

podemos ver em [11, 22, 23, 18, 6]. Nesta dissertação, nos propomos a estudar, seguindo

o artigo de Brandle, Colorado, Pablo e Sánchez em [11], o problema




(−∆)α/2u = λuq + up, em Ω;

u > 0, em Ω;

u = 0, em ∂Ω;

(P ′
λ)

com 0 < α < 2, 0 < q < 1 < p <
N + α

N − α
, N > α, λ > 0 e Ω ⊂ R

N um domínio suave

e limitado. Tal problema foi motivado pelo problema clássico com não linearidade do
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tipo côncavo e convexo




−∆u = λuq + up, em Ω

u > 0, em Ω

u = 0, em ∂Ω

(9)

que é devido a Ambrosetti, Brézis e Cerami [3], onde se mostra a existência e unicidade

de solução para esse problema. Para seguir as ideias apresentadas em [3], usaremos a

relação (8) para obter um problema equivalente a (P ′
λ), a saber





−div(y1−α∇u) = 0, em CΩ

u = 0, sobre ∂LCΩ

∂u

∂να
= λuq + up, u > 0 em Ω

(Pλ)

Uma solução fraca para o problema (Pλ) será entendida como uma função u ∈ Xα
0 (CΩ)

que verifica

∫

CΩ

y1−α〈∇u(x, y),∇ϕ(x, y)〉dxdy =
1

kα

∫

Ω

(λu(x, 0)q + u(x, 0)p)ϕ(x, 0)dx,

para toda função ϕ ∈ Xα
0 (CΩ). E por sua vez definimos uma solução para o problema

(P ′
λ) como sendo o traço de uma solução para o problema (Pλ). Com isso, deixamos

de trabalhar com (P ′
λ) e passamos a estudar as soluções de (Pλ).

Uma outra maneira de definir um operador não local relacionado ao Laplaciano

fracionário em um domínio limitado é estender adequadamente as funções definidas

em Ω para todo o espaço R
N e usar o operador definido em (2). Neste sentido, alguns

resultados também foram publicados, como por exemplo, Barrios, Colorado, Servadei

e Soria em [7], mostraram a existência e unicidade de solução para o problema




(−∆)α/2u = λuq + u2
∗
α−1, em Ω;

u > 0, em Ω;

u = 0, em R
N \ Ω;

, (10)

onde Ω ⊂ R
N é um domínio suave e limitado, λ > 0, 0 < s < 1 e N > 2s. Esse trabalho

é motivado pelo artigo [6], onde os autores estudaram esse mesmo problema embora

usando o Laplaciano fracionário definido em (6), ou seja, mostraram a existência e
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unicidade para o problema




(−∆)α/2u = λuq + u2
∗
α−1, em Ω;

u > 0, em Ω;

u = 0, em ∂Ω;

, (11)

onde Ω ⊂ R
N é um domínio suave e limitado, λ > 0, 0 < s < 1 e N > 2s. O

interessante é que as soluções de (10) e (11) podem ser diferentes, pois os operadores

são diferentes. O que ocorre na verdade é que a definição espectral dado em (6) depende

do domínio Ω considerado, já o operador não depende do domínio. Essa discussão é

feita por Servadei e Valdinoci em [52].

Tendo levantado todas essas questões, dividimos nosso trabalho em 4 capítulos.

No Capítulo 1 seguindo o artigo da Di Nezza, Palatucci e Valdinoci [29], defini-

remos os espaços de Sobolev fracionários W s,p(Ω) por meio da seminorma de Gagliardo

e em particular, quando p = 2, definiremos também através da transformada de Fou-

rier e mostraremos que quando s ∈ (0, 1) as definições coincidem. Veremos que sob

certas condições W s,p(Ω) é um espaço de Banach e reflexivo e apresentamos as relações

existentes entre W s,p(Ω) e W s′,p(Ω) para diferentes condições de s e s′. Ainda no Ca-

pítulo 1, nos voltamos a focar no espaço Hs(RN) e no operador Laplaciano Fracionário

estabelecendo relações entre eles.

O Capítulo 2 dedicamos ao estudo do operador Laplaciano fracionário em domí-

nios limitados. Seguindo de perto as ideias apresentadas por [23, 11, 18, 55], definimos

o operador Laplaciano Fracionário e justificamos a relação (8). Além disso, apresenta-

mos alguns resultados de regularidade para a solução do problema linear




(−∆)α/2u = g, em Ω;

u = 0, em ∂Ω;
. (12)

Esses resultados são obtidos ao considerar o problema





−div(y1−α∇w) = 0, em CΩ

w = 0, sobre ∂LCΩ

∂w

∂να
= g, em Ω

, (13)

que se torna equivalente a relação (8).
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No Capítulo 3 passamos a estudar a existência de solução para o problema (P ′
λ).

Mais precisamente, mostraremos o seguinte resultado.

Teorema 0.1 Existe Λ > 0 tal que, para o problema (P ′
λ), temos

i) Se 0 < λ < Λ, então existe uma solução minimal. Além disso, a família de

soluções minimais é crescente em relação a λ.

ii) Se λ = Λ, existe pelo menos uma solução.

iii) Se λ > Λ, não existe solução.

Entretanto, afim de mostrar a veracidade desse Teorema, usaremos a relação (8) para

transforma o problema (P ′
λ) no problema





−div(y1−α∇u) = 0, em CΩ

u = 0, sobre ∂LCΩ

∂u

∂να
= λuq + up, u > 0 em Ω

(Pλ)

ou seja, as soluções de (P ′
λ) são definidas como o traço em Ω de soluções de (Pλ). Tendo

essa equivalência, é suficiente mostrar o Teorema 0.1 em termos das soluções de (Pλ).

A demostração será feita através do método de Subsolução e Supersolução conforme é

feito para o caso do Laplaciano em [3].

Destinamos o Capítulo 4 a apresentação dos seguintes teoremas.

Teorema 0.2 Seja 0 < q < 1 < p < N+2
N−α

. Então, para todo λ ∈ (0,Λ) o problema

(P ′
λ) tem uma segunda solução vλ > uλ.

Teorema 0.3 Existe no máximo uma solução para o problema (P ′
λ) com norma pe-

quena.

Assim como no capítulo 3, evitamos trabalhar com o problema (P ′
λ) e mostramos

esses resultados através do problema (Pλ). Destacamos que para mostrar o Teorema

0.2, usamos técnicas variacionais, a saber o Teorema do passo da montanha.

Além dos capítulos, o trabalho conta com 4 apêndices, onde o primeiro deles

destinamos ao estudo de problemas que são usados durante o texto. No segundo,

trazemos um problema de valor inicial que será resolvido usando algumas propriedades

das funções de Bessel. Já o terceiro, listamos alguns resultados clássicos dos espaços Lp
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e outros envolvendo os métodos variacionais. Por fim, no último listamos dois princípios

do máximo e uma desigualdade de Hardy parta os espaços de Sobolev fracionários.

Com o intuito de não ficarmos recorrendo à Introdução e de tornar os capítulos

independentes, nos Capítulos 3 e 4, iremos enunciar novamente os Teoremas.



Capítulo 1

O Espaço de Sobolev Fracionário

Neste capítulo, seguindo Di Nezza, Palatucci e Valdinoci em [29], apresentamos os

espaços de Sobolev fracionário W s,p(Ω), s ∈ R, estes generalizam os espaços de Sobolev

Wm,p(Ω), m ∈ N e p ∈ [1,∞). Provamos ainda algumas propriedades fundamentais

destes espaços, tais como a completude, a reflexividade, além de definirmos o operador

Laplaciano fracionário para funções atuando em R
N .

1.1 Distribuições Temperadas e a Transformada de

Fourier

Nessa seção, listamos algumas definições e alguns resultados envolvendo as dis-

tribuições temperadas e a transformada de Fourier. Todas as demonstrações das afir-

mações feitas nessa seção podem ser encontradas em Júnior e Valéria, [38].

1.1.1 Distribuições Temperadas

Uma função ϕ ∈ C∞(RN) diz-se rapidamente decrescente no infinito, quando

para cada k ∈ N tem-se

pk(ϕ) = max
|α|≤k

sup
x∈RN

(1 + ‖x‖2)k|Dαϕ(x)| <∞,

que é equivalente a dizer que

lim
‖x‖→∞

p(x)Dαϕ(x) = 0
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para todo polinômio p de n variáveis reais e α ∈ N
N .

O espaço das funções rapidamente decrescente no infinito é chamado Espaço de

Schawrtz, o qual denotamos por S(RN). Sobre esse espaço definimos a seguinte noção

de convergência: uma sequência (ϕn) de funções em S(RN) converge para 0, quando

para todo k ∈ N a sucessão (pk(ϕn)) converge para zero em R
N . A sequência (ϕn)

converge para ϕ em S(RN) se, (pk(ϕn − ϕ)) converge para 0 em R para todo k ∈ N.

As transformações lineares T : S(RN) −→ R contínuas no sentido da convergência

definida em S(RN) são denominadas distribuições temperadas. O espaço de todas as

distribuições temperadas será representado por S ′(RN), ou seja, o dual topológico de

S(RN).

Proposição 1.1 O espaço D(RN) := C∞
0 (RN) é denso em S(RN).

Demonstração: Ver [42], página 17.

Observação 1.1.1 A função u(x) = e−‖x‖2 pertence a S(RN) mas não pertence a

D(RN).

Observação 1.1.2 Se S é uma distribuição sobre R
N tal que existe C > 0 e k ∈ N

satisfazendo a condição

|〈S, ϕ〉| ≤ Cpk(ϕ),

para toda ϕ ∈ D(RN), segue-se da densidade de D(RN) em S(RN), que S pode ser

estendida como uma distribuição temperada.

Exemplo 1.1.1 Seja u ∈ L1
loc(R

N) tal que

C =

∫

RN

|u(x)|
(1 + ‖x‖2)k dx <∞

para algum k ∈ N, k > 0. Então |〈u, ϕ〉| ≤ Cpk(ϕ) para toda ϕ ∈ D(RN). Consequen-

temente, u é uma distribuição temperada.

1.1.2 Transformada de Fourier

Dada uma função u ∈ L1(RN), define-se a sua transformada de Fourier como

sendo a função Fu : RN −→ R definida por

Fu(x) = (2π)−
N
2

∫

RN

e−i(x,y)u(y)dy



16

onde (x, y) = x1y1 + · · · + xNyN . A aplicação F̃u(x) = Fu(−x) para todo x ∈ R
N , é

denominada transformada de Fourier inversa de u.

Desde que S(RN) ⊂ L1(RN), para cada ϕ ∈ S(RN), estão bem definidas Fϕ, F̃u
e pode-se ver que ambas são rapidamente decrescente no infinito. Além disso,

F : S(RN) −→ S(RN) e F̃ : S(RN) −→ S(RN)

são isomorfismos contínuos e F−1 = F̃ .

Para todo ϕ, ψ ∈ S(RN), tem-se

(Fϕ,Fψ)L2(RN ) = (ϕ, ψ)L2(RN ) = (F̃ϕ, F̃ψ)L2(RN ).

Agora, dada uma distribuição temperada T , define-se a sua transformada de

Fourier do seguinte modo:

〈FT, ϕ〉 = 〈T,Fϕ〉, para todo ϕ ∈ S(RN)

〈F̃T, ϕ〉 = 〈T, F̃ϕ〉, para todo ϕ ∈ S(RN).

Da continuidade da transformada de Fourier em S(RN), segue-se que FT e F̃T são

distribuições temperadas. Pode-se mostrar que na verdade

F : S ′(RN) −→ S ′(RN) e F̃ : S ′(RN) −→ S ′(RN)

são isomorfismos contínuos sendo F−1 = F̃ .

Seja u ∈ L2(RN) e Fun, n ∈ N as funções

Fun(x) = (2π)−
N
2

∫

‖y‖≤n

e−i(x,y)u(y)dy para todo x ∈ R
N .

Mostra-se que Fun ∈ L2(RN) e que (Fun) é uma sequência de Cauchy em L2(RN).

O limite em L2(RN) da sequência (Fun) é denotado por Fu. Observa-se que Fu e a

transformada de u, u considerada como uma distribuição temperada, coincidem.

Teorema 1.2 (Teorema de Parseval) As aplicações

F : L2(RN) −→ L2(RN) e F̃ : L2(RN) −→ L2(RN)

são isomorfismos tais que

〈Fu,Fv〉L2(RN ) = 〈u, v〉L2(RN ) = 〈F̃u, F̃v〉L2(RN ),

para todo u, v ∈ L2(RN).



17

1.2 O Espaço de Sobolev Fracionário W s,p

Sejam Ω um subconjunto aberto em R
N e s ∈ (0, 1). Para todo p ∈ [1,∞),

definimos os espaços de Sobolev Fracionário, denotado por W s,p(Ω), como sendo

W s,p(Ω) :=
{
u ∈ Lp(Ω) :

|u(x)− u(y)|
|x− y|Np +s

∈ Lp(Ω× Ω)
}
. (1.1)

Pode-se ver facilmente que (1.1) é um espaço vetorial. E mais, veremos que W s,p(Ω)

munido com a norma

‖u‖W s,p(Ω):=

(∫

Ω

|u|pdx+
∫

Ω

∫

Ω

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+ps

dxdy

) 1
p

, (1.2)

é um espaço de Banach. O termo

[u]W s,p(Ω) =

(∫

Ω

∫

Ω

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+ps

dxdy

) 1
p

é conhecido como seminorma de Gagliardo.

Exemplo 1.2.1 A função x 7→ ln x pertence a W s,p((0, 1)), quando sp < 1. Com

efeito, vamos analisar inicialmente a seminorma I = [ln x]W s,p((0,1)) onde sp < 1. Veja

que fazendo a mudança u = x
y
, obtemos

I =

∫ 1

0

∫ 1

0

| ln x− ln y|p
|x− y|sp+1

dxdy =

∫ 1

0

y−sp

∫ 1/y

0

| ln u|p
(1− u)sp+1

dudy

≤
∫ 1

0

y−sp

(∫ 1

0

| ln u|p
(1− u)sp+1

du+

∫ 1/y

1

| ln u|p
(1− u)sp+1

du

)
dy = I1 + I2.

Veja que a primeira integral em u no parênteses é convergente e a integral em y é

convergente quando sp < 1. Sob essa condição garantimos a existência do termo I1.

Pelo teorema de Fubini, o termo I2 pode ser visto como

I2 =

∫ 1

0

y−sp

∫ 1/y

1

| ln u|p
(1− u)sp+1

dudy =

∫ ∞

1

| ln u|p
(1− u)sp+1

(∫ 1

0

y−spdy

)
du.

Portanto, estudar I2 é equivalente a estudar

∫ ∞

1

| ln u|p
(1− u)sp+1

usp−1du,

que é convergente. Portanto, I2 é convergente. O que dá a conclusão desejada.

A seguir, mostraremos que os espaços de Sobolev fracionário são completos com

a norma definida em (1.2).



18

Proposição 1.3 Sejam Ω ⊂ R
N um aberto, s ∈ (0, 1) e p ∈ [1,∞). Então, o espaço

(W s,p(Ω), ‖·‖W s,p(Ω)) é de Banach.

Demonstração: Para ver que (1.2) é norma, basta mostrar a desigualdade triangular,

pois as demais condições são facilmente verificadas. Sejam u, v ∈ W s,p(Ω), vejamos que

a seminorma de Gagliardo satisfaz a desigualdade triangular. De fato, defina

ψ(x, y) =
u(x)− u(y)

|x− y|Np +s
∈ Lp(Ω× Ω)

e

ϕ(x, y) =
v(x)− v(y)

|x− y|Np +s
∈ Lp(Ω× Ω).

Logo,

[u+ v]W s,p(Ω) =

(∫

Ω

∫

Ω

|(u+ v)(x)− (u+ v)(y)|p
|x− y|N+ps

dxdy

) 1
p

=

(∫

Ω

∫

Ω

∣∣∣∣∣
(u+ v)(x)

|x− y|Np +s
+

(u+ v)(x)

|x− y|Np +s

∣∣∣∣∣

p

dxdy

) 1
p

=

(∫

Ω

∫

Ω

|ψ(x, y) + ϕ(x, y)|p dxdy
) 1

p

= ‖ψ + ϕ‖Lp(Ω×Ω)

≤ ‖ψ‖Lp(Ω×Ω)+‖ϕ‖Lp(Ω×Ω)

= [u]W s,p(Ω) + [u]W s,p(Ω).

Assim, concluímos que (1.2) é uma norma. Vejamos que W s,p(Ω) é Banach. Seja

{un}n∈N
uma sequência de Cauchy em W s,p(Ω). Logo, {un}n∈N

é uma sequência de

Cauchy em Lp(Ω). Da mesma forma, definindo a sequência

vn(x, y) =
un(x)− un(y)

|x− y|Np +s
, (x, y) ∈ Ω× Ω .

Temos que, {vn}n∈N é uma sequência de Cauchy em Lp(Ω×Ω), então existem u ∈ Lp(Ω),

v ∈ Lp(Ω× Ω), tais que

un −→ u em Lp(Ω) e vn −→ v em Lp(Ω× Ω).

Tomando w(x, y) =
u(x)− u(y)

|x− y|Np +s
, com x 6= y em Ω×Ω, vamos justificar que v = w,

donde seguirá o resultado. Como un → u em Lp(Ω), então a menos de subsequência

un → u, q.t.p em Ω. Assim, a menos de subsequência vn → w, q.t.p em Ω× Ω. Desde
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que vn → v em Lp(Ω × Ω) então, a menos de subsequência, vn → v, q.t.p em Ω × Ω.

Portanto w = v, q.t.p em Ω× Ω.

Sabemos que os espaços de Sobolev clássicos são reflexivos para 1 < p <∞ e se-

paráveis para 1 ≤ p <∞. A seguir, provaremos que os espaços de Sobolev Fracionários

também satisfazem estas propriedades.

Proposição 1.4 Sejam Ω um subconjunto aberto de R
N e s ∈ (0, 1). Então, o espaço

de Sobolev Fracionário W s,p(Ω) é reflexivo para 1 < p <∞ e separável para 1 ≤ p <∞.

Demonstração: Considere a aplicação

T : W s,p(Ω) −→ Lp(Ω)× Lp(Ω× Ω)

u 7−→ T (u) = (u, v)

onde

v(x, y) =
u(x)− u(y)

|x− y|Np +s
.

Pode-se mostrar facilmente que T é uma isometria sobre sua imagem. Portanto, con-

cluímos que W s,p(Ω) é reflexivo para 1 < p <∞ e separável para 1 ≤ p <∞.

Ao definir os espaços de Sobolev Fracionários, podemos ser levados a nos pergun-

tar, o que ocorre entre os espaços W s′,p(Ω) e W s,p(Ω) quando s ≤ s′ com s, t ∈ (0, 1).

A proposição a seguir, justificará que o espaço W s′,p(Ω) está imerso continuamente em

W s,p(Ω).

Proposição 1.5 Sejam Ω um aberto em R
N , p ∈ [1,∞) e 0 < s ≤ s′ < 1. Então

W s′,p(Ω) ⊂ W s,p(Ω),

e existe uma constante C = C(N, s, p) ≥ 1, tal que

‖u‖W s,p(Ω)≤ C‖u‖W s′,p(Ω).

Demonstração: Seja u ∈ W s′,p(Ω). Nosso objetivo é estimar a seminorma

[u]pW s,p(Ω) =

∫

Ω

∫

Ω∩{|x−y|≥1}

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+sp

dxdy +

∫

Ω

∫

Ω∩{|x−y|<1}

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+sp

dxdy
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Note que, fazendo a mudança z = x− y e aplicando o Teorema de Fubini, obtemos
∫

Ω

∫

Ω∩{|x−y|≥1}

|u(x)|p
|x− y|N+sp

dxdy =

∫

Ω

∫

Ω∩{|x−y|≥1}

|u(x)|p
|x− y|N+sp

dydx

=

∫

Ω

∫

Ω∩{|z|≥1}

|u(x)|p
|z|N+sp

dzdx

=

∫

Ω

(∫

Ω∩{|z|≥1}

1

|z|N+sp
dz

)
|u(x)|pdx

= ‖u‖pLp(Ω)

(∫

Ω∩{|z|≥1}

1

|z|N+sp
dz

)

Como N + sp > N , segue que a função f(z) =
1

|z|N+sp
é integrável, onde |z| ≥ 1. Daí,

∫

Ω

∫

Ω∩{|x−y|≥1}

|u(x)|p
|x− y|N+sp

dxdy = D(N, p, s)‖u‖pLp(Ω). (1.3)

Logo,
∫

Ω

∫

Ω∩{|x−y|≥1}

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+sp

dxdy ≤ 2p−1

(∫

Ω

∫

Ω∩{|x−y|≥1}

|u(x)|p + |u(y)|p
|x− y|N+sp

dxdy

)

= 2pD(N, p, s)‖u‖pLp(Ω).

Por outro lado,
∫

Ω

∫

Ω∩{|x−y|≤1}

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+sp

dxdy ≤
∫

Ω

∫

Ω∩{|x−y|≤1}

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+s′p

dxdy. (1.4)

Combinando (1.4) e (1.5), obtemos
∫

Ω

∫

Ω

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+sp

dxdy ≤ 2pD(N, p, s)‖u‖pLp(Ω)

+

∫

Ω

∫

Ω∩{|x−y|≤1}

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+s′p

dxdy.

(1.5)

Portanto, pela desigualdade (1.6), segue que u ∈ W s,p(Ω), ou seja, W s′,p(Ω) ⊂ W s,p(Ω).

E ainda,

‖u‖W s,p(Ω)≤ C‖u‖W s′,p(Ω),

onde, C = max{(2pD(N, p, s) + 1), 1} ≥ 1.

Proposição 1.6 Sejam Ω um domínio limitado e suave em R
N , p ∈ [1,∞) e

0 < s < 1. Então

W 1,p(Ω) ⊂ W s,p(Ω),

e existe uma constante C = C(N, s, p) ≥ 1, tal que

‖u‖W s,p(Ω)≤ C‖u‖W 1,p(Ω).
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Demonstração: Seja u ∈ W 1,p(Ω). Primeiro, fazendo a mudança de variáveis

z = y − x e aplicando o Teorema de Tonelli, nós obtemos
∫

Ω

∫

Ω∩{|x−y|≤1}

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+sp

dxdy ≤
∫

Ω

∫

B1

|u(x)− u(z + x)|p
|z|N+sp

dxdz

=

∫

Ω

∫

B1

|u(x)− u(z + x)|p
|z|p

1

|z|N+(s−1)p
dxdz

≤
∫

Ω

∫

B1

(∫ 1

0

|∇u(x+ tz)|
|z|Np +s−1

dt

)
dzdx

≤
∫

Ω

∫

B1

∫ 1

0

|∇u(x+ tz)|p
|z|N+p(s−1)

dtdzdx

(1.6)

Pela regularidade do domínio Ω, estenderemos a função u para uma função

ũ : RN −→ R de modo que

ũ ∈ W 1,p(RN) e ‖ũ‖W 1,p(RN )≤ C‖u‖W 1,p(Ω),

para alguma constante C > 0.
∫

Ω

∫

B1

∫ 1

0

|∇u(x+ tz)|p
|z|N+p(s−1)

dtdzdx ≤
∫

RN

∫

B1

∫ 1

0

|∇ũ(x+ tz)|p
|z|N+p(s−1)

dtdzdx

≤
∫

B1

∫ 1

0

‖∇ũ‖p
Lp(RN )

|z|N+p(s−1)
dtdz

≤ C1(N, s, p)‖∇ũ‖pLp(RN )

≤ C2(N, s, p)‖u‖pW 1,p(Ω).

(1.7)

Por (1.6) e (1.7), obtemos
∫

Ω

∫

Ω∩{|x−y|≤1}

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+sp

dxdy ≤ C2(N, s, p)‖u‖pW 1,p(Ω) (1.8)

Segue de (1.3), que

∫

Ω

∫

Ω∩{|x−y|≥1}

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+sp

dxdy ≤ 2pD(N, p, s)‖u‖pLp(Ω). (1.9)

Por fim, comparando (1.8) e (1.9), vemos que

∫

Ω

∫

Ω

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+sp

dxdy ≤ 2pD(N, p, s)‖u‖pLp(Ω)+C2(N, s, p)‖u‖pW 1,p(Ω) . (1.10)
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Portanto, u ∈ W s,p(Ω). Ainda de (1.10),

‖u‖W s,p(Ω)≤ C‖u‖W 1,p(Ω) ,

onde C = max{(2pD(N, p, s) + 1), C2(N, s, p)} ≥ 1 .

Observação 1.6.1 A condição de regularidade da fronteira não pode ser completa-

mente desprezada. Para isso, construiremos uma função u ∈ W 1,p(Ω) que não pertence

a W s,p(Ω). Seja p ∈ (1
s
,+∞). Daí, podemos fixar

k >
p+ 1

sp− 1
(1.11)

e, observe que k > 1. Vamos considerar o cúspide no plano

C := {(x1, x2) ∈ R
2 : x1 ≤ 0 e |x2| ≤ |x1|k}

e tomemos as coordenadas polares em R
2 \ C, isto é, ρ = ρ(x) ∈ (0,∞) e

θ = θ(x) ∈ (−π, π), com x = (x1, x2) ∈ R
2 \ C.

Definimos a função u(x) = ρ(x)θ(x) e o domínio em forma de coração

Ω := (R2 \ C) ∩ B1, onde B1 é a bola unitária centrada na origem. Podemos ver

que Ω não é um domínio C0,1. Portanto, vamos mostrar que u ∈ W 1,p(Ω) \W s,p(Ω).

De fato, note que

∂ρ

∂x1
(x1, x2) =

∂

∂x1

(√
x21 + x22

)
=
x1
ρ
.

Analogamente,

∂ρ

∂x2
(x1, x2) =

x2
ρ
.

Por outro lado, veja que pelas relações das coordenadas polares e as derivadas de ρ,

obtidas acima, segue que

1 =
∂x1
∂x1

=
∂ρ cos θ

∂x1
=
( ∂ρ
∂x1

)
cos θ +

(∂ cos θ
∂x1

)
ρ

=
( ∂ρ
∂x1

)
cos θ − ρ sin θ

∂θ

∂x1

=
( ∂ρ
∂x1

)
cos θ − x2

∂θ

∂x1

=
x1
ρ
cos θ − x2

∂θ

∂x1

=
x21
ρ2

− x2
∂θ

∂x1

= 1− x22
ρ2

− x2
∂θ

∂x1
,
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ou seja,

∂θ

∂x1
(x1, x2) = −x2

ρ2
.

De modo inteiramente análogo, obtemos

∂θ

∂x1
(x1, x2) = −x1

ρ2
.

Portanto,

∂u

∂x1
=
∂ρθ

∂x1
=
( ∂ρ
∂x1

)
θ +

( ∂θ
∂x1

)
ρ =

x2
ρ
θ − ρ

x2
ρ2

= ρ−1(x1θ − x2).

Analogamente, vemos que

∂u

∂x1
= ρ−1(x2θ + x1).

Como consequência

|∇u|2 =
(
∂u

∂x1

)2

+

(
∂u

∂x2

)2

= ρ−2(x1θ − x2) + ρ−2(x2θ + x1)

= θ2 + 1

≤ π2 + 1.

Portanto, desde que Ω é limitado e da estimativa acima, obtemos que |∇u| ∈ Lp(Ω).

Como u ∈ Lp(Ω), então concluímos que u ∈ W 1,p(Ω). O que nos resta mostrar é

u /∈ W s,p(Ω) e, para isso, veremos que a seminorma de Gagliardo não é finita.

Lembrando que k > p+1
sp−1

, fixe r ∈ (0, 1) suficientemente pequeno. Defina para

cada j ∈ N, rj+1 := rj − rkj , onde r0 = r. Por indução, podemos provar que (rj) é uma

sequência estritamente decrescente e rj > 0. Como consequência, rj ∈ (0, r) ⊂ (0, 1).

Assim, podemos definir

l := lim
j→∞

rj+1.

Assim, obtemos pela definição acima

l = lim
j→∞

rj+1 = lim
j→∞

rj − rkj = l − lk = 0.

Mais ainda, note que pela fórmula da Série Telescópica, segue que

∞∑

j=0

rkj = lim
n→∞

n∑

j=0

rkj = lim
n→∞

n∑

j=0

rj − rj+1 = lim
n→∞

r0 − rn+1 = r.
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Agora, considere o subconjunto do R
2 × R

2, definido da seguinte forma

Dj :=
{
(x, y) : x1, y1 ∈ (−rj,−rj+1), x2 ∈

(
|x1|k, 2|x1|k

)
e − y2 ∈

(
|y1|k, 2|y1|k

)}
.

Diante disso, podemos ver que

∞⋃

j=1

Dj ⊂
{
(x, y) : x1, y1 ∈ (−r, 0), x2 ∈

(
|x1|k, 2|x1|k

)
e − y2 ∈

(
|y1|k, 2|y1|k

)}
⊂ Ω× Ω,

e a união é disjunta. Note que

rj+1 = rj − rkj = rj(1− rk−1
j ) ≥ rj(1− rk−1) ≥ rj

2
,

para r suficientemente pequeno. Assim, em particular para (x, y) ∈ Dj ⊂ R
2×R

2, pela

definição dos D′
js temos que x1 ∈ (−rj, rj+1) e também que x2 ∈ (|x1|k, 2|x1|k). Dessa

maneira,

−rj < x1 < rj+1 = rj − rkj ≤ rj.

Isto é,

|x1| ≤ rj ≤ 2rj+1.

Por outro lado, argumentando-se como na prova de que 2rj+1 ≤ 2|y1|, temos que

|x1| ≤ 2rj+1 ≤ 2|y1|.

Pelo mesmo raciocínio, podemos provar que

|y1| ≤ 2|x1|.

Agora, veja que se (x, y) ∈ Dj, então x1 ∈ (−rj,−rj+1). Logo, x1 + xj ≥ 0. Mais

ainda, já que 2rj+1 ≤ 2|y1|, então isto implica que −y1 − rj ≥ 0. Em consequência,

juntando estas duas desigualdades não negativas, conseguimos que rj+1 − rj ≤ x1 − y1.

Do mesmo modo, provamos que x1 − y1 ≤ rj − rj+1, desde que 2rj+1 ≤ 2y1 e que

x1 ∈ (−rj, rj+1). Assim, obtemos que

|x1 − y1| ≤ rj − rj+1 = rkj ≤ 2krkj+1 ≤ 2k|x1|.

Novamente usando a definição de Dj, veja que

|x2 − y2| ≤ |x2|+ |y2| ≤ 2|x1|k + 2|y1|k = 2
(
|x1|k + |y1|k

)

≤ 2
(
2k|x1|k + 2k|y1|k

)

= 2k+2|x1|k.
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Como consequência

|x− y| = sup{|x1 − y1|, |x2 − y2|} ≤ 2k+3|x1|k. (1.12)

Agora, veja também que para cada x, y ∈ Dj, temos θ(x) ≥ π
2

e também θ(x) ≤ −π
2
.

Para verificar afirmação, veja que x1 ∈ (−r, 0) e além disso, x2 ∈ (|x1|k, 2|x1|k).
Assim, segue que θ(x) ≥ π

2
. Analogamente, desde que y1 ∈ (−r, 0) e também que

−y2 ∈ (|y1|k, 2|y1|k), ou seja, θ(x) ≤ −π
2
.

Desse modo, obtemos

u(x)− u(y) = ρ(x)θ(x)− ρ(y)θ(y) ≥ ρ(x)θ(x) + ρ(y)
π

2

≥ ρ(x)θ(x)

=
(√

x21 + x22
)π
2

≥ |x1|
π

2
.

Logo, usando este fato e por (1.12) temos para todo (x, y) ∈ Dj que

|u(x)− u(y)|p
|x− y|2+sp

≥ |x1|p
(π
2

)p 1∣∣2k+3|x1|k
∣∣2+sp = |x1|p−k(2+sp)

(π
2

)p 1

2k+3(2+sp)

= C|x1|p−k(2+sp).

(1.13)

Portanto, pelo teorema de Fubini, obtemos

∫ ∫

Dj

|u(x)− u(y)|p
|x− y|2+sp

dxdy ≤
∫ ∫

Dj

C|x1|p−k(2+sp)dxdy

=

∫ −|y1|k

−2|y1|k

∫ 2|x1|k

|x1|k

∫ −rj+1

−rj

∫ −rj+1

−rj

C|x1|p−k(2+sp)dx1dy1dx2dy2

=

∫ −rj+1

−rj

∫ −rj+1

−rj

∫ 2|x1|k

|x1|k

∫ −|y1|k

−2|y1|k
C|x1|p−k(2+sp)dy2dx2dx1dy1

= C

∫ −rj+1

−rj

∫ −rj+1

−rj

|x1|p−k(2+sp)|x1|k|y1|kdx1dy1.

≥ C2−k

∫ −rj+1

−rj

∫ −rj+1

−rj

|x1|p−kspdx1dy1

≥ C2−k

∫ −rj+1

−rj

∫ −rj+1

−rj

rp−ksp
j dx1dy1

= C2−krp−ksp+2k
j = C2−krk−α

j ,

com α = k(sp− 1)− p > 1, visto (1.11).

Portanto, segue-se que
∫ ∫

Dj

|u(x)− u(y)|p
|x− y|2+sp

dxdy ≥ C2−kr−αrkj .
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Logo, usando o fato de que os D′
js são disjuntos para cada j ∈ N, temos

∫

Ω

∫

Ω

|u(x)− u(y)|p
|x− y|2+sp

dxdy ≥
∫ ∫

⋃
∞

j=0 Dj

|u(x)− u(y)|p
|x− y|2+sp

dxdy

=
∞∑

j=0

∫ ∫

Dj

|u(x)− u(y)|p
|x− y|2+sp

dxdy

=
∞∑

j=0

C2−kr−αrkj

= C2−kr−α

∞∑

j=0

rkj

= C2−kr1−α.

Assim, desde que α > 1, temos 1 − α < 0 e portanto, fazendo r → 0, obtemos

que [u]W s,p(Ω) → ∞, mostrando que u /∈ W s,p(Ω).

Observação 1.6.2 A definição (1.1) não pode ser estendida para o caso quando s ≥ 1.

Pela Proposição 2, em [12], segue que se, u : Ω −→ R é uma função que cumpre

∫

Ω

∫

Ω

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+sp

dxdy < +∞,

então u é constante.

Diante disso, daremos sentido a W s,p(Ω) quando s > 1. Então, seja s ∈ R \ Z

com s > 1, escrevemos s = m + σ, onde m ∈ Z e σ ∈ (0, 1). Nesse caso, o espaço

W s,p(Ω) é formado pelas funções u ∈ Wm,p(Ω) cuja derivada distribucional Dαu, onde

|α| = m, pertence a W σ,p(Ω), ou seja,

W s,p(Ω) = {u ∈ Wm,p(Ω) : Dαu ∈ W σ,p(Ω), para todo α, com |α| = m}.

Pode-se ver facilmente que W s,p(Ω) é um espaço de Banach com a norma

‖u‖W s,p(Ω)=
(
‖u‖pWm,p(Ω)+

∑

|α|=m

‖Dαu‖pWσ,p(Ω)

) 1
p

Corolário 1.7 Sejam Ω um domínio suave e limitado em R
N , p ∈ [1,∞) e s′ ≥ s.

Então

W s′,p(Ω) ⊂ W s,p(Ω).

Demonstração: Consideremos u ∈ W s′,p(Ω). Mostraremos que u ∈ W s,p(Ω). Para

isso, vamos considerar s = k + σ e s′ = k′ + σ′, onde k, k′ ∈ Z e σ, σ′ ∈ (0, 1).
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Desde que u ∈ W s′,p(Ω), temos que u ∈ W k′,p(Ω) e Dαu ∈ W σ′,p(Ω), com |α| = k′.

Sendo s′ ≥ s, podemos ter k = k′ ou k′ ≥ k+1. Suponha que k = k′, então claramente

u ∈ W k,p(Ω). Mais ainda, desde que s′ ≥ s e k = k′, então σ′ ≥ σ. Daí, pela Proposição

1.5, temos que

W σ′,p(Ω) ⊂ W σ,p(Ω).

Mostrando que Dαu ∈ W σ′,p(Ω) com |α| = k′ = k, ou seja, W σ,p(Ω).

Agora, supondo que k′ ≥ k + 1, temos de imediato que

W k′+σ′,p(Ω) ⊂ W k′,p(Ω) ⊂ W k+1,p(Ω).

Veja que W k+1,p(Ω) ⊂ W k+σ,p(Ω). Pois, sendo Ω um aberto suave de R
N , então pela

proposição (1.6), temos que W 1,p(Ω) ⊂ W σ,p(Ω) desde que σ ∈ (0, 1). Assim, se

u ∈ W k+1,p(Ω), em particular u ∈ W k,p(Ω). Por outro lado, Dαu ∈ W 1,p(Ω). Logo,

Dαu ∈ W σ,p(Ω) sempre que |α| ≤ k. Em particular, Dαu ∈ W σ,p(Ω) para |α| = k.

Portanto u ∈ W k+σ,p(Ω).

Assim como no caso clássico em que s é inteiro, as funções do espaço de Sobolev

fracionário W s,p(RN) são aproximadas por funções suaves com suporte compacto.

Lema 1.8 Seja u ∈ W s,p(Ω), então para todo ϕ ∈ C∞
0 (Ω), tem-se uϕ ∈ W s,p(Ω).

Demonstração: Sejam u ∈ W s,p(Ω) e ϕ ∈ C∞
0 (Ω), é imediato que uϕ ∈ Lp(Ω).

Provaremos que
∫

Ω

∫

Ω

|(uϕ)(x)− (uϕ)(y)|p
|x− y|N+sp

dxdy < +∞.

Para isso, escrevemos a diferença como soma de dois termos, ou seja,

(uϕ)(x)− (uϕ)(y) = ϕ(x)(u(x)− u(y)) + u(y)(ϕ(x)− ϕ(y)), ∀x, y ∈ Ω.

O primeira parcela dará uma integral convergente, pois ϕ é limitada. Já a segunda

parcela resulta na seguinte integral

Jp =

∫

Ω

∫

Ω

∣∣∣u(y)(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|s+N
p

∣∣∣
p

dxdy.

Usando a desigualdade do valor médio, obtemos

Jp ≤ ‖ϕ′‖p∞
∫

Bρ

|u(y)|p
[ ∫

Bρ

|x− y|p(1−s)−Ndx
]
dy,
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onde Bρ é uma bola que contém suppϕ. Como

∫

Bρ

|x− y|p(1−s)−Ndx = ωN
ρp(1−s)

p(1− s)
,

e daí,

Jp ≤ Cp(1− s)‖u‖pp,

onde C = ωN‖ϕ′‖p∞
p(1−s)

. Portanto, uϕ ∈ W s,p(Ω).

Agora considere Ω = R
N .

Teorema 1.9 Para todo s > 0, o espaço C∞
0 (RN) é denso em W s,p(RN).

Demonstração: Ver Proposição 4.27 em [28].

Denotamos por W s,p
0 (Ω), o fecho de C∞

0 (RN) segundo a norma ‖·‖W s,p(Ω). Pelo

Teorema (1.9), temos

W s,p
0 (RN) = W s,p(RN).

Em geral, para Ω ⊂ R
N , W s,p

0 (Ω) 6= W s,p(Ω), isto é, C∞
0 (Ω) não é denso em W s,p(Ω).

Além disso, é claro que as mesmas inclusões das proposições (1.5), (1.6) e corolário

(1.9) continuam válidas para o espaço W s,p
0 (Ω).

Observação 1.9.1 Para s < 0 e p ∈ (1,∞), nós definimos W s,p(Ω) como sendo o

dual de W−s,p
0 (Ω) onde 1

q
+ 1

p
= 1.

1.3 O espaço Hs e o operador Laplaciano Fracionário

Nesta seção, daremos foco ao caso em que p = 2, pois os espaços de Sobolev

fracionários W s,2(RN) e W s,2
0 (RN) são espaços de Hilbert. O produto interno definido

nesses espaços é dado por

〈u, v〉W s,2(RN ) =

∫

Ω

uv dx+

∫

Ω

∫

Ω

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+2s
dxdy

Usualmente, denotamos os espaços W s,2(RN) e W s,2
0 (RN) por Hs(RN) e Hs

0(R
N), res-

pectivamente.
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Seja s ∈ (0, 1), definimos o operador (−∆)s para funções u ∈ S(RN) por

(−∆)su(x) = C(N, s) lim
ǫ→0+

∫

(Bǫ(x))c

u(x)− u(y)

|x− y|N+2s
dy, (1.14)

para todo x ∈ R
N e C(N, s) uma constante positiva que depende de N e de s, preci-

samente dada por

C(N, s) =

(∫

RN

1− cos(ζ1)

|ζ|N+2s
dζ

)−1

, (1.15)

com ζ = (ζ1, ζ
′), ζ ′ ∈ R

N−1.

O operador definido em (1.14) é chamado de Laplaciano fracionário. Geralmente,

ao definir (−∆)s, é adotada a abreviação de sentido do valor principal, mais precisa-

mente

P.V.

∫

RN

u(x)− u(y)

|x− y|N+2s
dy := lim

ǫ→0+

∫

(Bǫ(x))c

u(x)− u(y)

|x− y|N+2s
dy.

Daqui por diante vamos escrever

(−∆)su(x) := C(N, s)P.V.

∫

RN

u(x)− u(y)

|x− y|N+2s
dy (1.16)

A escolha da constante C(N, s) será motivada pela Proposição 1.12. Vejamos que

o limite em (1.16) existe para toda função u ∈ S(RN), quando s ∈ (0, 1
2
). De fato, seja

u ∈ S(RN). Sabemos que

|u(x)− u(y)| ≤ |u(x)|+ |u(y)| ≤ ‖u‖∞+‖u‖∞= 2‖u‖∞, ∀x, y ∈ R
N .

Além disso, como |∇u| é uma função limitada em um conjunto limitado de R
N , temos

que u é Lipschitziana, donde existe C > 0 tal que |u(x)− u(y)| ≤ C|x− y|. Assim,
∫

RN

|u(x)− u(y)|
|x− y|N+2s

dy ≤ C

∫

BR(0)

|x− y|
|x− y|N+2s

dy + 2‖u‖L∞(RN )

∫

(Bǫ(0))c

1

|x− y|N+2s
dy

≤ D
(∫

BR(0)

1

|x− y|N+2s−1
dy +

∫

(Bǫ(0))c

1

|x− y|N+2s
dy
)

= D
(∫

BR(x)

1

|y|N+2s−1
dy +

∫

(Bǫ(x))c

1

|y|N+2s
dy
)

Tomando as coordenadas esféricas do R
N , y = rω com r ∈ [0,∞) e ω ∈ SN−1, temos

dy = rN−1drdω. Daí,
∫

BR(x)

1

|y|N+2s−1
dy =

∫

SN−1

∫ R

0

rN−1

|r|N+2s−1
drdω = ωN

∫ R

0

1

|r|2sdr
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e

∫

(Bǫ(x))c

1

|y|N+2s
dy =

∫

SN−1

∫ ∞

R

rN−1

|r|N+2s
drdω = ωN

∫ ∞

R

1

|r|2s+1
dr,

onde ωN é a medida da esfera unitária em R
N . Portanto,

∫

RN

|u(x)− u(y)|
|x− y|N+2s

dy ≤ ωND
(∫ R

0

1

|r|2sdr +
∫ ∞

R

1

|r|2s+1
dr
)
.

Como s ∈ (0, 1
2
), então o lado direto da desigualdade acima é finita.

Agora, vamos reescrever o operador Laplaciano fracionário de forma que esteja

bem definido para todo s ∈ (0, 1).

Lema 1.10 Sejam s ∈ (0, 1) e (−∆)s o operador Laplaciano fracionário definido por

(1.16). Para toda u ∈ S(RN), temos

(−∆)su(x) = −1

2
C(N, s)

∫

RN

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|N+2s
dy , ∀x ∈ R

N . (1.17)

Demonstração: Usando a definição (1.14) e fazendo z = y − x, temos

(−∆)su(x) = C(N, s)P.V.

∫

RN

u(x)− u(y)

|x− y|N+2s
dy

= −C(N, s)P.V.
∫

RN

u(y)− u(x)

|x− y|N+2s
dy

= −C(N, s)P.V.
∫

RN

u(z + x)− u(x)

|x− y|N+2s
dz.

(1.18)

Além disso, substituindo z̃ = −z, temos

∫

(Bǫ(0))c

u(z + x)− u(x)

|z|N+2s
dz =

∫

(Bǫ(0))c

u(x− z̃)− u(x)

|z̃|N+2s
dz̃.

Daí,

2

∫

(Bǫ(0))c

u(z + x)− u(x)

|z|N+2s
dz =

∫

(Bǫ(0))c

u(z + x)− u(x)

|z|N+2s
dz +

∫

(Bǫ(0))c

u(x− z)− u(x)

|z|N+2s
dz

=

∫

(Bǫ(0))c

u(x+ z)− u(x− z)− 2u(x)

|z|N+2s
dz.

(1.19)

Diante disso, renomeando z por y em (1.18) e (1.19), obtemos que

(−∆)su(x) =
1

2
C(N, s)P.V.

∫

RN

u(x+ y)− u(x− y)− 2u(x)

|y|N+2s
dy. (1.20)



31

Agora, nosso objetivo é remover a singularidade próximo da origem. Para isso, usare-

mos o fato de que u ∈ C∞(RN). Logo, podemos tomar a sua expansão de Taylor com

resto de Lagrange, ou seja,

u(x+ y) = u(x) +Du(x)y +
1

2
D2u(x)y2

e

u(x− y) = u(x)−Du(x)y +
1

2
D2u(x)y2,

logo,

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|2 =
D2u(x)y2

|y|2 ,

ou seja,

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x) ≤ D2u(x)y2 + ǫ|y|2 ≤ ‖D2u‖∞|y|2

Portanto,
∫

Bδ(0)

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|N+2s
dy ≤ ‖D2u‖∞

∫

Bδ(0)

1

|y|N+2s−2
dy <∞,

ou seja, sendo u ∈ S(RN), podemos retirar a condição P.V. em (1.20).

1.3.1 Uma abordagem via Transformada de Fourier

Agora, apresentaremos uma maneira alternativa de definir o espaço Hs(RN) via

transformada de Fourier. Para s ∈ (0, 1), defina o seguinte espaço

Ĥs(RN) =

{
u ∈ L2(RN) :

∫

RN

(1 + |ξ|2s)|Fu(ξ)|2dξ < +∞
}
. (1.21)

Mostraremos que o Ĥs(RN) e Hs(RN) são equivalentes. Mas, antes, veremos que o

Laplaciano fracionário (−∆)s pode ser visto como um pseudo operador diferenciável

de símbolo |ξ|2s. Inicialmente, vejamos que o seguinte lema

Lema 1.11 Seja s ∈ (0, 1) e C(N, s) a constante definida em (1.15). Então, para

todo ξ ∈ R
N , temos

∫

RN

1− cos(ξ · y)
|y|N+2s

dy = C(N, s)−1|ξ|2.
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Demonstração: Primeiro, considere ζ = (ζ1, ζ2, · · · , ζN) ∈ R
N , então

1− cosζ1
|ζ|N+2s

≤ |ζ1|2
|ζ|N+2s

≤ 1

|ζ|N−2+2s
,

para ζ suficientemente próximo da origem. Portanto,

∫

RN

1− cosζ1
|θ|N+2s

dζ < +∞.

Ademais,

∫

RN

1− cosζ1
|ζ|N+2s

dζ > 0,

pois a função

f(ζ) =
1− cosζ1
|ζ|N+2s

se anula apenas em um conjunto de medida nula.

Agora, considere a função I : RN −→ R definida por

I(ξ) =

∫

RN

1− cos(ξ · y)
|y|N+2s

dy.

Vejamos qeu I é uma rotação invariante, isso é,

I(ξ) = I(|ξ|e1) (1.22)

onde e1 é o vetor canônico de R
N . De fato, suponha que N = 1, então (1.22) segue do

fato de

I(−ξ) = I(ξ). ( cosseno é um a função par )

Vamos considerar N ≥ 2 e considere a rotação R para a qual R(|ξ|e1) = ξ e denotemos

por RT a sua transposta. Então substituindo ỹ = RTy, obtemos

I(ξ) =

∫

RN

1− cos(R(|ξ|e1) · y)
|y|N+2s

dy

=

∫

RN

1− cos((|ξ|e1) · (RTy))

|y|N+2s
dy

=

∫

RN

1− cos((|ξ|e1) · ỹ)
|ỹ|N+2s

dỹ = I(|ξ|e1).
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Provando (1.22). Como consequência disso, substituímos ζ = |ξ|y e vemos que

I(ξ) = I(|ξ|e1) =
∫

RN

1− cos(|ξ| · y)
|y|N+2s

dy

=
1

|ξ|N
∫

RN

1− cos(ζ1 · y)
| ζ
|ξ| |N+2s

dζ

= |ξ|2s
∫

RN

1− cos(ζ1)

|ζ|N+2s
dζ,

onde dizemos que C(N, s)−1 :=
∫
RN

1−cos(ζ1)
|ζ|N+2s dζ, logo,

I(ξ) = C(N, s)−1|ξ|2s.

Provando o lema.

Proposição 1.12 Sejam s ∈ (0, 1) e (−∆)s o operador Laplaciano fracionário. En-

tão, para todo u ∈ S(RN), temos

(−∆)su = F−1(|ξ|2s(Fu)(ξ)), ∀ξ ∈ R
N . (1.23)

Demonstração: Aqui vamos utilizar a definição de (−∆)s dada no lema (1.10).

Vamos denotar Lu a integral

Lu(x) = −1

2
C(N, s)

∫

RN

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|N+2s
dy,

onde C(N, s) e a constante em (1.15). É fácil ver que L é um operador linear.

No que segue, vamos procurar uma função S : RN −→ R
N tal que

Lu = F−1(S(Fu)).

Vejamos que na verdade

S(ξ) = |ξ|2s, ∀ξ ∈ R
N .

De fato, veja que

|u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)|
|y|N+2s

≤χB1(y)
|u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)|

|y|N+2s
+

+ χ(RN\B1(y))

|u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)|
|y|N+2s

≤4

(
χB1(y)

(
supB1(x) |D2u|

)

|y|N+2s−2
+

+ χ(RN\B1(y))

|u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)|
|y|N+2s

)
∈ L1(R2N).
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Daí, aplicando os Teoremas de Toneli e Fubini, obtemos

S(ξ)(Fu)(ξ) = F(Lu)(ξ) = (2π)−
N
2

∫

RN

Lu(x)e−i(ξ,x)dx

= (2π)−
N
2

∫

RN

[
− 1

2
C(N, s)

∫

RN

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|N+2s
dy
]
e−i(ξ,x)dx

= −1

2
C(N, s)(2π)−

N
2

∫

RN

∫

RN

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|N+2s
e−i(ξ,x)dydx

= −1

2
C(N, s)

∫

RN

[
(2π)−

N
2

∫

RN

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|N+2s
e−i(ξ,x)dx

]
dy

= −1

2
C(N, s)

∫

RN

1

|y|N+2s

[
ei(ξ,y)(Fu)(ξ) + e−i(ξ,y)(Fu)(ξ)− 2(Fu)(ξ)

]
dy

= −1

2
C(N, s)

∫

RN

ei(ξ,y) + e−i(ξ,y) − 2

|y|N+2s
(Fu)(ξ)dy

= C(N, s)

∫

RN

1− cos(ξ, y)

|y|N+2s
dy(Fu)(ξ).

Portanto, pelo Lema 1.11, segue que

S(ξ)(Fu)(ξ) = |ξ|2s(Fu)(ξ),

para todo ξ ∈ R
N . Donde segue o resultado.

Proposição 1.13 Seja s ∈ (0, 1). Então o espaço de Sobolev fracionário Hs(RN)

coincide com o espaço Ĥs(RN). Em particular, para toda u ∈ Hs(RN), temos

[u]2Hs(RN ) = 2C(N, s)−1

∫

RN

|ξ|2s|Fu(ξ)|2dξ. (1.24)

Demonstração: Para cada y ∈ R
N fixado, usando a mudança de variáveis z = x−y,

obtemos

∫

RN

(∫

RN

|u(x)− u(y)|2
|x− y|N+2s

dx

)
dy =

∫

RN

∫

RN

|u(z + y)− u(y)|2
|z|N+2s

dzdy

=

∫

RN



∫

RN

∣∣∣∣∣
u(z + y)− u(y)

|z|N2 +s

∣∣∣∣∣

2

dy


 dz

=

∫

RN

∥∥∥∥∥
u(z + ·)− u(·)

|z|N2 +s

∥∥∥∥∥
L2(RN )

dz

=

∫

RN

∥∥∥∥∥F
(
u(z + ·)− u(·)

|z|N2 +s

)∥∥∥∥∥
L2(RN )

dz,
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onde na última igualdade foi usada a identidade de Plancherel’s. Daí,
∫

RN

∥∥∥∥∥F
(
u(z + ·)− u(·)

|z|N2 +s

)∥∥∥∥∥
L2(RN )

dz =

∫

RN

∫

RN

|eiξ·z − 1|2
|z|N+2s

|Fu(ξ)|2dξdz

= 2

∫

RN

∫

RN

(1− cos(ξ · z))
|z|N+2s

|Fu(ξ)|2dzdξ

= 2C(N, s)−1

∫

RN

|ξ|2s|Fu(ξ)|2dξ.

Portanto,
∫

RN

(∫

RN

|u(x)− u(y)|2
|x− y|N+2s

dx

)
dy = 2C(N, s)−1

∫

RN

|ξ|2s|Fu(ξ)|2dξ. (1.25)

A equivalência dos espaços Hs(RN) e Ĥs(RN), segue de (1.25) e do fato de que

‖u‖L2(RN )= ‖Fu‖L2(RN ) , ∀u ∈ L2(RN).

Pela proposição 1.12, somos levados a definir (−∆)s atuando no espaço Hs(RN),

da seguinte maneira: Para todo u ∈ Hs(RN)

(−∆)su = F−1(|ξ|2s(Fu)(ξ)), ∀ξ ∈ R
N . (1.26)

Tendo conhecimento da definição acima,veremos a relação entre o operador Laplaciano

Fracionário (−∆)s e o espaço de Sobolev Fracionário Hs(RN).

Proposição 1.14 Sejam s ∈ (0, 1) e u ∈ Hs(RN). Então,

[u]2Hs(RN ) = 2C(N, s)−1‖(−∆)
s
2u‖2L2(RN ). (1.27)

Demonstração: A igualdade em (1.27) segue diretamente da definição em (1.26) e

da Proposição (1.13). De fato,

‖(−∆)
s
2u‖2L2(RN )= ‖F(−∆)

s
2u‖2L2(RN )= ‖|ξ|sFu‖2L2(RN )=

1

2
C(N, s)[u]2Hs(RN ).

Observação 1.14.1 Como consequência das proposições 1.12, 1.13 e 1.14 as normas

em Hs(RN), dadas por

‖u‖1 =
(∫

RN

|u|2dx+
∫

RN

∫

RN

|u(x)− u(y)|2
|x− y|N+2s

dxdy

) 1
2

,

‖u‖2 =
(∫

RN

(1 + |ξ|2s)|(Fu)(ξ)|2dξ
) 1

2

‖u‖3 =
(∫

RN

|u|2dx+
∫

RN

|ξ|2s|(Fu)(ξ)|2dξ
) 1

2
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e

‖u‖4 =
(∫

RN

|u|2dx+ ‖(−∆)
s
2u‖2L2(RN )

) 1
2

,

são todas equivalentes.

Tendo em mãos a definição de Hs(RN) via transformada de Fourier, iremos ana-

lisar o traço das funções de Sobolev.

Lema 1.15 Seja u ∈ S(RN) e seja v ∈ S(RN−1). Se Fv a transformada de v com

respeito as primeiras N − 1 variáveis, então

u(x′, 0) = v(x′) ⇐⇒ Fv(ξ′) =
∫

R

F(u)(ξ′, ξN)dξN .

Demonstração: Suponha que u(x′, 0) = v(x′). Então

Fv(ξ′) = 1

(2π)
N−1

2

∫

RN−1

e−i(ξ,x′)v(x′)dx′

=
1

(2π)
N−1

2

∫

RN−1

e−i(ξ,x′)u(x′, 0)dx′.

Por outro lado, nós temos

∫

RN

Fu(ξ′, ξN)dξN =

∫

R

1

(2π)
N
2

∫

R

e−i(ξ′,ξN ).(x′,xN )u(x′, xN)dx
′dxNdξN

=
1

(2π)
N−1

2

∫

RN−1

e−i(ξ′,x′)

[
1

(2π)
1
2

∫

R

∫

R

e−i(ξN ,xN )u(x′, xN)dxNdξN

]
dx′

=
1

(2π)
N−1

2

∫

RN−1

e−i(ξ′,x′)[u(x′, 0)]dx′.

Portanto, segue a implicação. A implicação contrária é imediato.

Observação 1.15.1 No lema anterior, usamos o fato

u(x′, 0) =
1

(2π)
1
2

∫

R

∫

R

e−i(ξN ,xN )u(x′, xN)dxNdξN ,

o qual é verdadeiro, pois, defina ϕ tal que ϕ(xN) = u(x′, xN). Como F(1) = δ0, daí

ϕ(0) = 〈δ0, ϕ〉 = 〈F(1), ϕ〉 = 〈1,F(ϕ)〉 =
∫

R

F(ϕ) dξN .

Proposição 1.16 Seja s > 1
2
, então a função u ∈ Hs(RN) tem um traço v no hiper-

plano {xN = 0}, de modo que v ∈ Hs− 1
2 (RN−1). Além disso, o operador traço T é uma

sobrejeção entre Hs(RN) e Hs− 1
2 (RN−1).
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Demonstração: Inicialmente, vamos justificar que a aplicação

T̃ : S(RN) −→ Hs− 1
2 (RN−1)

u 7−→ T̃ u = v,

onde

v : RN−1 −→ R

x′ 7−→ v(x′) = u(x′, 0),

é contínua, isto é, existe uma constante c > 0 tal que

‖v‖
Hs− 1

2 (RN−1)
≤ c‖u‖Hs(RN ).

Usando a densidade de C∞
0 (RN) em Hs(RN), podemos estender o operador T̃ ao ope-

rador T : Hs(RN) −→ Hs− 1
2 (RN−1) é a extensão de T̃ ao espaço Hs(RN). Tal extensão

seguirá por densidade.

Pelo Lema 1.15, temos

F(v)(ξ′) =

∫

R

F(u)(ξ′, ξN)dξN , ∀ξ ∈ R
N−1.

Daí, usando Cauchy-Schawarz, obtemos

|F(v)(ξ′)|2 ≤
(∫

R

(1 + |ξ|2)s|F(u)(ξ′, ξN)|2dξN
)(∫

R

dξN
(1 + |ξ|2)s

)
. (1.28)

Fazendo a mudança de variável ξN = t
√
1 + |ξ′|2, concluímos

∫

R

dξN
(1 + |ξ|2)s =

∫

R

(1 + |ξ′|2) 1
2(

(1 + |ξ′|2)s(1 + t2))s
dt =

∫

R

(1 + |ξ′|2) 1
2
−s

(1 + t2)s
dt

= c(s)(1 + |ξ′|2) 1
2
−s,

(1.29)

onde c(s) =
∫
R

dt
(1+t2)s

. Por (1.28) e (1.29), obtemos

∫

RN−1

(1 + |ξ′|2)s− 1
2 |F(u)(ξ′)|2dξ′ ≤

∫

RN−1

∫

R

(1 + |ξ|2)s|F(u)(ξ′, ξN)|2dξNdξ′.

Mostrando que

‖v‖
Hs− 1

2 (RN−1)
≤ c‖u‖Hs(RN ),

para todo s > 1
2
.
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Agora, mostraremos que o operador T é sobrejetivo. Para isso, mostremos que

para toda função v ∈ Hs− 1
2 (RN−1), a função u definida por

F(u)(ξ′, ξN) = Fv(ξ′)ϕ
( ξN√

1 + |ξ′|2
) 1√

1 + |ξ′|2
, (1.30)

com ϕ ∈ C∞
0 (R) e

∫
R
ϕ(t)dt = 1, é tal que u ∈ Hs(RN) e Tu = v. De fato, integrando

(1.30) com respeito a ξN ∈ R e substituindo ξN = t
√
1 + |ξ′|2, obtemos

∫

R

Fu(ξ′ξN)dξN =

∫

R

Fv(ξ′)ϕ
( ξN√

1 + |ξ′|2
) 1√

1 + |ξ′|2
dξN

=

∫

R

Fv(ξ′)ϕ(t)dt = Fv(ξ′)

e pelo Lema 1.15, temos que v = Tu.

Por fim, vamos mostrar que u ∈ Hs(RN). De fato, de (1.30), para todo ξ′ ∈ R
N−1,

segue que
∫

R

(
1 + |ξ|2

)s|F(u)(ξ′, ξN)|2dξN =

∫

R

(
1 + |ξ|2

)s|F(v)(ξ′)|2
∣∣∣ϕ
( ξN√

1 + |ξ′|2
)∣∣∣

2 1

1 + |ξ′|2dξN

= c(s)(1 + |ξ′|2)s 1
2 |F(v)(ξ′)|2,

(1.31)

onde usamos a mudança de variável ξN = t
√

1 + |ξ′|2 e a constante

c(s) =
∫
R
(1 + t2)s|ϕ(t)|2. Finalmente, obtemos que u ∈ Hs(RN) integrando (1.31)

e ξ′ ∈ R
N−1.

Quando Ω ⊂ R
N um aberto limitado e suave, também podemos definir um ope-

rador traço.

Teorema 1.17 Sejam Ω ⊂ R
N um aberto limitado e suave e 1

2
< s < 1. Então, existe

uma aplicação linear e contínua

Tr : Hs(Ω) −→ Hs− 1
2 (∂Ω)

u 7−→ Tr(u) = u
∣∣
∂Ω

Demonstração: Ver Teorema 4.7.1 em [58].



Capítulo 2

Laplaciano Fracionário em Domínios

Limitados

Com base nos artigos [11, 23, 18], dedicamos esse capítulo ao estudo do operador

Laplaciano fracionário em Domínios limitados e apresentaremos dois resultados de

imersões e com isso, adaptamos a relação de Caffarelli e Silvestre [19], para o operador

mencionado. Por fim, através da relação obtida, fazemos alguns comentários sobre a

regularidade de um problema de um problema linear envolvendo o operador Laplaciano

fracionário.

2.1 Laplaciano Fracionário em Domínios Limitados

Sejam {µj} e {ϕj} os autovalores e as autofunções, respectivamente, do operador

(−∆, H1
0 (Ω)), isto é 



−∆ϕj = µjϕj em Ω

ϕj = 0 em Ω
, (2.1)

para todo j ∈ N. Defina o espaço

H(α/2,Ω) =
{
u ∈ L2(Ω) :

∞∑

j=1

µ
α
2
j |〈u, ϕj〉L2(Ω)|2 <∞

}
,

com norma

‖u‖H(α/2,Ω)=
( ∞∑

j=1

µ
α
2
j |〈u, ϕj〉L2(Ω)|2

) 1
2

(2.2)
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e H(−α/2,Ω) o seu dual topológico. Para todo u ∈ H(α/2,Ω), u =
∑∞

j=1 ajϕj com

aj =
∫
Ω
uϕjdx, definimos o Laplaciano fracionário que também será denotado por

(−∆)α/2, como sendo o operador

(−∆)
α
2 u : H(α/2,Ω) −→ R

v =
∑

bjϕj 7−→ 〈(−∆)
α
2 u, v〉 =

∞∑

j=1

µ
α
2
j ajbj.

(2.3)

e bj =
∫
Ω
vϕjdx.

Note que (−∆)
α
2 está bem definido, pois

∞∑

j=1

µ
α
2
j |ajbj| ≤

∞∑

j=1

µ
α
2
j |aj|2 +

∞∑

j=1

µ
α
2
j |bj|2 = ‖u‖Xα

0 (CΩ)+‖v‖Xα
0 (CΩ),

para todo u, v ∈ H(α/2,Ω).

Lema 2.1 Os autovalores e as autofunções de (−∆)
α
2 em Ω com condições de Dirichlet

na fronteira são dadas por µ
α
2
j e ϕj, respectivamente, para todo j ∈ N.

Demonstração: Pela definição do operador é imediato que µ
α
2
j são autovalores e ϕj

são autofunções correspondentes. Agora, mostraremos que são os únicos autovalores e

autovetores. Sejam u =
∑∞

j=1 ajϕj ∈ H(α/2,Ω) e λ > 0. Suponha que

(−∆)
α
2 u− λu = 0.

Então, para todo j ∈ N, temos

〈(−∆)
α
2 u, ϕj〉 − 〈λu, ϕj〉 = 0 ⇒ µ

α
2
j − λ = 0.

Portanto, λ = µ
α
2
j .

2.2 Imersões Contínuas e Compactas

Introduzimos um espaço que desempenhará um papel importante ao longo do

trabalho para tratar com um problema envolvendo o operador (−∆)
α
2 , em um domínio

limitado. Seja Ω um domínio limitado e suave em R
N . Denotamos o cilindro de Ω por

CΩ = Ω× (0,∞)
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e sua fronteira lateral por

∂LCΩ = ∂Ω× [0,∞).

Os pontos no cilindro serão denotados por (x, y) ∈ CΩ = Ω× (0,∞).

Dado α ∈ (0, 2), definimos L2(CΩ, y
1−α) como o espaço de todas as funções men-

suráveis definidas em CΩ tal que

‖w‖L2(CΩ,y1−α)=

∫

CΩ

y1−αw2dxdy <∞.

De forma similar, definimos o espaço de Sobolev

H1(CΩ, y
1−α) =

{
w ∈ L2(CΩ, y

1−α) : |∇w| ∈ L2(CΩ, y
1−α)

}
,

onde ∇w é o gradiente distribucional de w. Equipamos H1(CΩ, y
1−α) com a norma

‖w‖H1(CΩ,y1−α)=
(
‖w‖L2(CΩ,y1−α)+‖∇w‖L2(CΩ,y1−α)

)
. (2.4)

Note que, tomando α = 0, obtemos o espaço H1(CΩ) clássico.

Proposição 2.2 O espaço H1(CΩ, y
1−α) equipado com a norma (2.4), é um espaço de

Hilbert. Além disso, o conjunto C∞(CΩ) ∩H1(CΩ, y
1−α) é denso em H1(CΩ, y

1−α).

Demonstração: Ver teorema 1, em [34].

Agora, defina

Xα
0 (CΩ) = {w ∈ H1(CΩ, y

1−α) : w = 0 em ∂LCΩ}.

Sob esse subespaço de H1(CΩ, y
1−α), vale uma desigualdade do tipo Poincaré que pode

ser encontrada em [43], que nos fornece

∫

CΩ

y1−αw2dxdy ≤ CΩ

∫

CΩ

y1−α|∇w|2dxdy,

onde CΩ é uma constante positiva que depende apenas de Ω. Outra maneria de ver

o espaço Xα
0 (CΩ) é sugerido por Brandle, Colorado, Pablo e Sánchez, em [11], nesse

artigo, esse espaço é definido como

Xα
0 (CΩ) = C∞

0 (Ω× [0,∞))
‖·‖Xα

0 (CΩ)
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O próximo passo que daremos é no sentido de provar a existência de um operador

traço envolvendo os espaços Xα
0 (CΩ) e H

α
2 (Ω), ou seja, o operador

TrΩ : Xα
0 (CΩ) −→ H

α
2 (Ω)

w 7−→ TrΩ(w) = w(·, 0)

está bem definido e é contínuo.

Proposição 2.3 Existe um operador traço de Xα
0 (CΩ) em H

α
2 (Ω). Além disso, esse

operador é contínuo.

Demonstração: Considere α 6= 1. Partimos de um resultado da seção 5 de J. L.

Lions em [39], onde mostrou-se que existe uma constante C > 0 tal que

‖w(·, 0)‖2
H

α
2 (RN )

≤ C

∫

RN×(0,∞)

y1−α(|w|2 + |∇w|2)dxdy, (2.5)

sempre que o lado direito na desigualdade acima for finito.

Seja v ∈ Xα
0 (CΩ). Defina w : RN × (0,+∞) −→ R tal que

w(x, y) =




v(x, y), (x, y) ∈ CΩ

0 , (x, y) /∈ CΩ

. (2.6)

Pela desigualdade de Poincaré, temos

∫

RN×(0,∞)

y1−α(|w|2 + |∇w|2)dxdy =

∫

CΩ

y1−α|v|2dxdy +
∫

CΩ

y1−α|∇v|2dxdy <∞.

Agora, veja que

‖w(·, 0)‖2
H

α
2 (RN )

=

[
‖w(·, 0)‖L2(RN )+

(∫

RN

∫

RN

|w(x, 0)− w(y, 0)|2
|(x, 0)− (y, 0)|N+2α

dxdy

) 1
2

]2

=

[
‖v(·, 0)‖L2(RN )+

(∫

Ω

∫

Ω

|v(x, 0)− v(y, 0)|2
|(x, 0)− (y, 0)|N+2α

dxdy

) 1
2

]2

= ‖v(·, 0)‖2
H

α
2 (Ω)

.

(2.7)

Então, usando (2.5), (2.7) e a desigualdade de Poincaré, temos que

‖v(·, 0)‖2
H

α
2 (Ω)

≤ C

∫

CΩ

y1−α|v|2dxdy + C

∫

CΩ

y1−α|∇v|2dxdy

≤ C̃

∫

CΩ

y1−α|∇v|2dxdy <∞.
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Assim, v(·, 0) ∈ H
α
2 (Ω) e

‖v(·, 0)‖
H

α
2 (Ω)

≤ C̃‖v‖Xα
0 (CΩ). (2.8)

Portanto, fica bem definido o operador traço. Além disso, de (2.8) que

TrΩ(X
α
0 (CΩ)) ⊂ H

α
2 (Ω).

O caso em que α = 1 é imediato do Teorema 2.71 em [42], quando Ω = R
N
+ . Pois,

basta tomar a extensão por 0 fora do cilindro.

Observação 2.3.1 Conforme apresentado em Capella, Davilla, Dupaigne e Sire, o

espaço H(α/2,Ω) é na verdade

H(α/2,Ω) =





Hα/2(Ω) = H
α/2
0 (Ω), se α ∈ (0, 1)

H
1/2
00 (Ω) , se α = 1

H
α/2
0 (Ω) , se α ∈ (1, 2)

.

onde o espaço H
1/2
00 (Ω) é definido por

H
1/2
00 (Ω) =

{
u ∈ H1/2(Ω) :

∫

Ω

u(x)2

d(x)
dx <∞

}

e d(x) = dist(x, ∂Ω).

Portanto, para o caso α ∈ (0, 1), a Proposição anterior, já nos diz que

TrΩ(X
α
0 (CΩ)) ⊂ H(α/2,Ω).

Agora, sendo α ∈ (1, 2), considere v ∈ Xα
0 (CΩ), então existe vn ∈ Xα

0 (CΩ) tal que

vn −→ v em Xα
0 (CΩ). Como existe C > 0 tal que

‖vn(·, 0)− v(·, 0)‖
H

α
2 (Ω)

≤ C‖vn − v‖Xα
0 (CΩ),

então vn(·, 0) −→ v(·, 0) em H
α
2 (Ω). Como vn(·, 0) ∈ C∞

0 (Ω), então u ∈ H
α/2
0 (Ω).

Portanto, v(·, 0) ∈ H(α/2,Ω), ou seja

TrΩ(X
α
0 (CΩ)) ⊂ H(α/2,Ω).

. O caso em que α = 1 é estudado em [18].
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Então, podemos concluir que

TrΩ(X
α
0 (CΩ)) ⊂ H(α/2,Ω),

para todo α ∈ (0, 2). A inclusão H(α/2,Ω) ⊂ TrΩ(X
α
0 (CΩ)) pode ser vista no Lema

B.8 do Apêndice B. Portanto, podemos concluir que

TrΩ(X
α
0 (CΩ)) = H(α/2,Ω).

Agora, mostraremos algumas imersões envolvendo o espaço Xα
0 (CΩ).

Lema 2.4 O operador TrΩ : Xα
0 (CΩ) −→ Lq(Ω) para 1 ≤ q < 2N

N−α
é contínuo.

Demonstração: Pela Proposição 2.3, o operador TrΩ : Xα
0 (CΩ) −→ H

α
2 (Ω) é

contínuo, por outro lado, segue do Teorema 6.7, em [29], temos que o operador inclusão

i : H
α
2 (Ω) −→ Lq(Ω) é contínuo para [1, 2N

N−α
]. Portanto, TrΩ : Xα

0 (CΩ) −→ Lq(Ω) é

compacto, para todo [1, 2N
N−α

].

Lema 2.5 O operador TrΩ : Xα
0 (CΩ) −→ Lq(Ω) para 1 ≤ q < 2N

N−α
é compacto.

Demonstração: Segue do Teorema 4.54 em [28] que o operador inclusão

i : H
α
2 (Ω) −→ Lq(Ω) é compacto, para todo 1 ≤ q < 2N

N−α
. Como

TrΩ : Xα
0 (CΩ) −→ H

α
2 (Ω) é contínuo, então, TrΩ : Xα

0 (CΩ) −→ Lq(Ω) é compacto,

para todo
[
1, 2N

N−α

)
.

2.3 A Extensão α-Harmônica

Motivados por Caffarelli e Silvestre em [19], o intuito dessa seção é mostrar que

o operador definido em (2.3), está relacionado com um problema do tipo divergente.

Para mostrar a relação, seguimos os artigos do Cabré e Tan em [18] e do Capella,

Dacila, Dupaigne e Sire em [23], além de [11].

Dado u ∈ H(α/2,Ω), considere o problema de extensão




−div(y1−α∇w) = 0 em CΩ

w = 0 sobre ∂LCΩ

w = u em Ω

. (2.9)
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Uma solução fraca para o problema (2.9) é uma função w ∈ M , onde

M = {v ∈ Xα
0 (CΩ) : v(x, 0) = u(x) em Ω} e verifica

∫

CΩ

y1−α〈∇w,∇ϕ〉dxdy = 0, (2.10)

para toda função ϕ ∈ C∞
0 (CΩ). Mais adiante, veremos que existe um único w ∈ M

que verifica (2.10).

Definição 2.6 Seja u ∈ H(α/2,Ω). A solução fraca para o problema (2.9) é chamado

extensão α-harmônica de u, a qual, denotamos por w = Eα(u).

Agora, mostremos que de fato a extensão α-harmônica é única. Para isso, prova-

remos o seguinte teorema.

Teorema 2.7 Seja u ∈ H(α/2,Ω), existe uma única função w = Eα(u), extensão α-

harmônica de u em CΩ, isto é, existe um único w ∈ Xα
0 (CΩ) tal que w é solução fraca

de 



−div(y1−α∇w) = 0 em CΩ

w = 0 sobre ∂LCΩ

w = u em Ω

, (2.11)

e esta é dada por

Eα(u)(x, y) =
∞∑

j=1

ajϕj(x)ψ(µ
1/2
i y), (2.12)

onde ψ resolve o problema





φ′′(s) +
1− α

s
φ′(s)− φ(s) = 0, s > 0

φ(s) = 1

− lim
s→∞

s1−αφ′(s) = kα

. (2.13)

Demonstração: Considere o funcional energia associado ao problema (2.11)

F : Xα
0 (CΩ) −→ R

w 7−→ F (w) =

∫

CΩ

y1−α|∇w|2dxdy.

Pode-se mostrar que F ∈ C1(Xα
0 (CΩ),R) e

F ′(w)(ϕ) =

∫

CΩ

y1−α〈∇w,∇ϕ〉dxdy,
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para todo ϕ ∈ Xα
0 (CΩ). Vamos ver que F assume um único mínimo sobre o conjunto

M e daí, temos a única solução para o problema (2.11).

Para cada w ∈M , temos

|F (w)| =
∫

CΩ

y1−α|∇w|2dxdy = ‖w‖2Xα
0 (CΩ)

≥ ‖w(·, 0)‖2
H

α
2 (Ω)

= ‖u‖2
H

α
2 (Ω)

,

ou seja, F é limitado inferiormente em M . Tome m = inf{F (w) : w ∈M} e (wn) ⊂M

tal que F (wn) −→ m. Logo,

‖wn‖2Xα
0 (CΩ)

= F (wn) ≤ m,

pois, {F (wn)} é uma sequência limitada. Assim, {wn} é uma sequência limitada em

Xα
0 (CΩ), logo possui uma subsequência wnj ⇀ w0 ∈ Xα

0 (CΩ) e daí, wnj(·, 0) −→ w0(·, 0)
em L2(Ω), consequentemente,

‖u− w0(·, 0)‖2L2(Ω)= ‖wnj(·, 0)− w0(·, 0)‖2L2(Ω)−→ 0.

Portanto, u(x) = w0(x, 0), q.t.p em Ω e assim, w0 ∈M . Então, F (w0) ≥ m. Por outro

lado, pelas propriedades de convergência fraca, temos

lim inf
n→∞

‖wnj‖2Xα
0 (CΩ)

≤ ‖w0‖2Xα
0 (CΩ)

.

Portanto, F (w0) ≤ m, dai, obtemos F (w0) = m e como w0 ∈ M , segue que F admite

um mínimo em M .

Agora, mostraremos que F possui um único mínimo. Então, sejam v1, v2 ∈ M

pontos de mínimo para o funcional F, veja que

0 ≤F (v1 − v2
2

)

=
1

4

∫

CΩ

y1−α|∇v1 −∇v2|2dxdy

=
1

4

∫

CΩ

y1−α(|∇v1|2 + |∇v1|2 − |∇v1|2 − 2〈∇v1,∇v2〉+ |∇v2|2 + |∇v2|2 − |∇v2|2)dxdy

=
1

4

∫

CΩ

y1−α(2|∇v1|2 + 2|∇v2|2)dxdy +
1

4

∫

CΩ

y1−α(−|∇v1|2 − 2〈∇v1,∇v2〉)dxdy−

− 1

4

∫

CΩ

y1−α|∇v2|2dxdy

=
1

2

∫

CΩ

y1−α|∇v1|2dxdy +
1

2

∫

CΩ

y1−α|∇v2|2dxdy −
∫

CΩ

y1−α |∇v1 +∇v2|2 dxdy

=
1

2

∫

CΩ

y1−α|∇v1|2dxdy +
1

2

∫

CΩ

y1−α|∇v2|2dxdy −
∫

CΩ

y1−α

∣∣∣∣
∇v1 +∇v2

2

∣∣∣∣
2

dxdy

=
F (v1)

2
+
F (v2)

2
− F

(
v1 + v2

2

)
≤ m

2
+
m

2
−m,
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então

F (
v1 − v2

2
) = 0.

Logo, v1 = v2, ou seja, F possui um único mínimo em M .

Mostraremos que w0, mínimo de F em M , é a única solução do problema (2.11).

Para este fim, vamos considerar

f(t) = F (w0 + tγ) com γ ∈ Xα
0 (CΩ) e γ(·, 0) = 0 q.t.p. Ω.

Logo, t = 0 é um ponto de mínimo para f , então

f ′(0) = 0.

Assim,

0 = f ′(0) = lim
t→0

f(t)− f(0)

t
= lim

t→0

F (w0 + tγ)− F (w0)

t

= lim
t→0

∫

CΩ

y1−α

( |∇w0|2 − 2〈∇w0,∇(tγ)〉+ |∇(tγ)|2 − |∇w0|2
t

)
dxdy

= lim
t→0

∫

CΩ

y1−α(−2〈∇w0,∇γ〉+ t|∇γ|2)dxdy

e portanto,
∫

CΩ

y1−α〈∇w0,∇γ〉dxdy = 0,

para todo γ ∈ Xα
0 (CΩ) e γ(x, 0) = 0 q.t.p. em Ω.

Agora, veremos que se, w é solução fraca de (2.11), então w é mínimo de F , sobre

M . De fato, se w é solução fraca de (2.11), então w ∈ Xα
0 (CΩ), w(x, 0) = u(x) q.t.p.

em Ω e
∫

CΩ

y1−α〈∇w,∇ϕ〉dxdy = 0, (2.14)

para toda função ϕ ∈ Xα
0 (CΩ) tal que ϕ(·, 0) = 0 q.t.p em Ω. Suponha que w0 é

mínimo de F , então por (2.14), temos
∫

CΩ

y1−α〈∇(w − w0),∇ϕ〉dxdy = 0, (2.15)

para toda função ϕ ∈ Xα
0 (CΩ) tal que ϕ(·, 0) = 0 q.t.p em Ω. Daí, tome

ϕ = w − w0 ∈ Xα
0 (CΩ) e veja que ϕ(·, 0) = w(·, 0) − w0(·, 0) = u(·, 0) − u(·, 0) = 0.

Então,
∫

CΩ

y1−α|∇(w − w0)|2dxdy = 0 ⇒ ‖w − w0‖Xα
0 (CΩ)= 0 ⇒ w = w0.
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Por fim, para ver a relação (2.12), vamos provar que a função

v(x, y) = ϕj(x)ψ(µ
1
2
i y)

é a extensão α-harmônica de ϕj. De fato, é imediato que v(x, 0) = ϕj(x) para todo

x ∈ Ω e v(x, y) = 0 em ∂LCΩ. Além disso, como ψ é solução de (2.13), segue que

−div(y1−α∇v(x, y)) = 0 em CΩ. (2.16)

Então, para todo ϕ ∈ C∞
0 (CΩ), temos por (2.16)

∫

CΩ

div(y1−αϕ∇v)dxdy =

∫

CΩ

div(y1−α∇v)ϕdxdy +
∫

CΩ

y1−α〈∇v,∇ϕ〉dxdy

=

∫

CΩ

y1−α〈∇v,∇ϕ〉dxdy

Pelo Teorema do Divergente, segue que

∫

CΩ

y1−α〈∇v,∇ϕ〉dxdy = 0, (2.17)

ou seja, v é solução fraca. Donde concluímos que v = Eα(ϕj). Para o caso geral,

considere u ∈ H(α/2,Ω) e

v(x, y) =
∞∑

j=1

ajEα(ϕj)(x, y).

Por cálculos simples, usando o Lema B.7 e (2.17), mostramos que

−div(y1−α∇v(x, y)) = 0 em CΩ.

Novamente, pelo Teorema do Divergente, garantimos que v é uma solução fraca. Por-

tanto,

Eα(u)(x, y) = v(x, y).

Corolário 2.8 Para todo u ∈ H(α/2,Ω), temos

‖(−∆)α/4u‖L2(Ω)= ‖u‖Hα
2
(Ω)= k−1/2

α ‖Eα(u)‖Xα
0 (CΩ).
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Demonstração: Basta ver (B.21) e as definições das normas envolvidas.

Agora, definimos um operador que será fundamental para trabalhar com proble-

mas envolvendo o Laplaciano fracionário em domínios limitados. Dado u ∈ H(α/2,Ω),

considere w = Eα(u), temos que limy→0+ y
1−α ∂w

∂y
∈ H(−α/2,Ω) onde

lim
y→0+

y1−α∂w

∂y
: H(α/2,Ω) −→ R

ϕ 7−→ 〈 lim
y→0+

y1−α∂w

∂y
, ϕ〉 = kα

∫

CΩ

y1−α〈∇w,∇ϕ̃〉dxdy,

w = Eα(u), ϕ̃ = Eα(ϕ) e

kα =
21−αΓ(1− 1

2
α)

Γ(1
2
α)

.

Proposição 2.9 Seja u ∈ H(α/2,Ω), então

(−∆)
α
2 u = − 1

kα
lim
y→0+

y1−α∂w

∂y
, (2.18)

onde w = Eα(u), no sentido fraco, ou seja,

〈− 1

kα
lim
y→0+

y1−α∂w

∂y
, ϕ〉 = 〈(−∆)

α
2 u, ϕ〉,

para todo ϕ ∈ H(α/2,Ω).

Demonstração: Sejam u =
∞∑

j=1

ajϕj, ϕ =
∞∑

j=1

bjϕj e sejam w, ϕ̃ as suas respectivas

extensões α-harmônica dadas por

w(x, y) =
∞∑

j=1

ajϕj(x)ψ(λ
1/2
j y) e ϕ̃(x, y) =

∞∑

j=1

bjϕj(x)ψ(λ
1/2
j y).

Pela ortogonalidade das autofunções, temos

∫

CΩ

y1−α〈∇w,∇ϕ̃〉dxdy =
1

kα

∞∑

j=1

ajbj

∫ ∞

0

y1−α[λjψ(y)
2 + (ψ′(y))2]dy.

Assim,

〈− 1

kα
lim
y→0+

y1−α∂w

∂y
, ϕ〉 = 1

kα

∞∑

j=1

ajbj

∫ ∞

0

y1−α[λjψ(y)
2 + (ψ′(y))2]dy, (2.19)

então de (2.19) e da identidade (B.16), segue que

〈− 1

kα
lim
y→0+

y1−α∂w

∂y
, ϕ〉 = 1

kα

∞∑

j=1

ajbj

[
lim
b→∞

y1−αψ′(y)ψ(y)
∣∣b
0

]
.
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Portanto, segue de (B.20) que

〈− 1

kα
lim
y→0+

y1−α∂w

∂y
, ϕ〉 =

∞∑

j=1

λ
α
2
j ajbj = 〈(−∆)

α
2 u, ϕ〉.

Assim,

〈(−∆)
α
2 u, ϕ〉 = 〈− 1

kα
lim
y→0+

y1−α∂w

∂y
, ϕ〉,

para todo ϕ ∈ H(α/2,Ω).

Usando essa caracterização envolvendo o Laplaciano fracionário, estudaremos um

problema linear que será necessário para o desenrolar dos próximos capítulos.

2.4 Um Problema Linear

Seja g uma função regular e considere os problema



(−∆)

α
2 u = g(x), em Ω

u = 0, sobre ∂Ω
. (2.20)

Uma solução fraca de (2.20) é uma função u ∈ H(α/2,Ω) satisfazendo

∫

Ω

(−∆)
α
4 u(x)(−∆)

α
4ϕ(x)dx =

∫

Ω

g(x)ϕ(x)dx, (2.21)

para todo ϕ ∈ H(α/2,Ω).

Usaremos a extensão α-harmônica e a relação (2.18) para reformular o problema

(2.20) em um problema do tipo divergente. Para isso, considere o problema





−div(y1−α∇w) = 0, em CΩ

w = 0, sobre ∂LCΩ

∂w

∂να
(x) = g(x), em Ω

, (2.22)

onde

∂w

∂να
(x) = − 1

kα
lim
y→0+

y1−α∂w

∂y
(x, y).

Uma solução fraca para (2.22) é uma função w ∈ Xα
0 (CΩ) que verifica

∫

CΩ

y1−α〈∇w(x, y),∇ϕ(x, y)〉dxdy = kα

∫

Ω

g(x)ϕ(x, 0)dx, (2.23)
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para toda função ϕ ∈ Xα
0 (CΩ). Ora, sendo w a solução fraca de (2.22), é sabido que

w(·, 0) ∈ H(α/2,Ω), além disso, pela Proposição 2.9 segue que a função u := w(·, 0)
é solução fraca de (2.20). Por outro lado, é fácil verificar que se u é solução de (2.20)

então u é o traço em Ω de uma solução de (2.22), isso se justifica usando novamente a

Proposição 2.9 e o fato que TrΩ(Xα
0 (CΩ)) = H(α/2,Ω).

Portanto, o conceito de solução para o problema (2.20), daqui por diante, será

dado através das soluções de (2.22), para não sobrar dúvidas, enunciaremos a seguir.

Definição 2.10 Dizemos que u ∈ H(α/2,Ω) é uma solução fraca para (2.20) se, u é

o traço em Ω da função w que é solução fraca para o problema (2.22).

No que segue, vamos assumir, sem perda de generalidade, que kα = 1, pois basta

alterar a função g.

A seguir usaremos a conhecida técnica de interação de Moser para provar que a

solução de (2.22), que existe, basta ver (A.1), é limitada, desde que g satisfaça uma

condição de integrabilidade.

Teorema 2.11 Seja w uma solução para (2.22). Se g ∈ Lr(Ω), r > N
α
, então

w(·, 0) ∈ L∞(Ω).

Demonstração: Vamos supor sem perda de generalidade que w ≥ 0, o caso geral

é obtido de forma similar. Considere β ≥ 1 e K ≥ k (k a ser escolhido) e defina as

funções ψ ∈ C1([k,∞)) dado por

ψ(t) =





tβ − kβ, t ∈ [k,M ]

βKβ−1(t−K) + (Kβ − kβ), t > M
. (2.24)

e v = w + k, ν = v(·, 0). Escolha como função teste

ϕ = G(v) =

∫ v

k

|ψ′(s)|2ds, com ∇ϕ = |ψ′(v)|2∇v = |ψ′(v)|2∇w.

Observe que |ψ′(v)| ≤ βKβ−1, assim

∫

CΩ

y1−α|∇ϕ|2dxdy <∞.



52

Então, ϕ ∈ Xα
0 (CΩ). Daí, por um lado, obtemos
∫

CΩ

y1−α〈∇w,∇ϕ〉dxdy =

∫

CΩ

y1−α〈∇v, |ψ′(v)|∇v〉dxdy

=

∫

CΩ

y1−α|∇v|2|ψ′(v)|2dxdy

=

∫

CΩ

y1−α|∇ψ(v)|2dxdy

≥ C

(∫

Ω

|ψ(ν)| 2N
N−αdx

)N−α
N

= C‖ψ(ν)‖2
L

2N
N−α (Ω)

.

(2.25)

onde a contante C > 0, surge do Lema 2.4. Por outro lado, desde que ψ′ é crescente ,

temos

G(t) =

∫ t

k

|ψ′(s)|2ds ≤ t|ψ′(t)|2 = tG′(t),

assim
∫

Ω

g(x)ϕ(x, 0)dx =

∫

Ω

g(x)G(ν)dx

≤
∫

Ω

g(x)νG′(ν)dx

≤ 1

k

∫

Ω

g(x)ν2|ψ′(ν)|2dx.

(2.26)

Portanto, a desigualdade (2.25) junto com (2.26), leva a

C‖ψ(ν)‖22N
N−α

≤ 1

k

∫

Ω

g(x)ν2|ψ′(ν)|2dx. (2.27)

Pela desigualdade de Holder, obtemos

‖ψ(ν)‖ 2N
N−α

≤
(

1

Ck
‖g‖r

) 1
2

‖(νψ′(ν))2‖
1
2
r

r−1
= ‖νψ′(ν)‖ 2r

r−1
.

Considere k = C−1‖g‖r. Fazendo M → +∞ na definição de ψ, temos pela

desigualdade (2.27) que

‖ν‖ 2Nβ
N−α

≤ ‖ν‖ 2rβ
r−1
. (2.28)

Como consequência, para todo β ≥ 1, a inclusão ν ∈ L
2rβ
r−1 (Ω) implica a inclusão mais

forte ν ∈ L
2Nβ
N−α (Ω), uma vez que 2Nβ

N−α
> 2rβ

r−1
, pois r > N

α
. O resultado agora, segue da

interação de Moser, partindo de

β =
N(r − 1)

r(N − α)
> 1 e ν ∈ L

2N
N−α (Ω).
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Dado m ∈ N, temos por (2.28)

‖ν‖βm2∗α≤ ‖ν‖βm−12∗α
≤ ‖ν‖βm−22∗α

≤ · · · ≤ ‖ν‖2∗α .

Como m é qualquer, então

sup
Ω
ν ≤ ‖ν‖2∗α .

Portanto, ν ∈ L∞(Ω).

Corolário 2.12 Ainda sob as hipóteses do Teorema 2.11, vale w ∈ L∞(CΩ).

Demonstração: Basta adaptar a demonstração do Teorema 8.16 em [32] e usar o

Teorema 2.11.

Agora, será listado um resultado de regularidade que pode ser encontrado em

[22], (Ver Lema 2.3), que será utilizado no decorrer do texto.

Teorema 2.13 Sejam σ ∈ (0, 1), Ω um domínio regular e limitado de R
N , g ∈

H(α/2,Ω) e w ∈ Xα
0 (CΩ) uma solução de (2.22).

i) Se g ∈ L∞(Ω), então w ∈ Cσ(CΩ).

ii) Se g ∈ Cσ(Ω) e g
∣∣
∂Ω
≡ 0, então w ∈ C1,σ(CΩ)

iii) Se g ∈ C1,σ(Ω) e g
∣∣
∂Ω
≡ 0, então w ∈ C2,σ(CΩ).



Capítulo 3

Um Problema Elíptico do Tipo

Côncavo e Convexo

Neste capítulo, mostraremos a existência de solução para um problema envol-

vendo o Laplaciano Fracionário apresentado no artigo de Brandle, Colorado, Pablo e

Sánchez em [11]. Mais precisamente, consideramos o problema




(−∆)α/2u = λuq + up, em Ω;

u > 0, em Ω;

u = 0, em ∂Ω;

(3.1)

com 0 < α < 2, 0 < q < 1 < p <
N + α

N − α
, N > α, λ > 0 e Ω ⊂ R

N um domínio suave,

mostraremos que vale o seguinte teorema.

Teorema 3.1 Existe Λ > 0 tal que, para o problema (3.1), temos

i) Se 0 < λ < Λ, então existe uma solução minimal. Além disso, a família de

soluções minimais é crescente em relação a λ.

ii) Se λ = Λ, existe pelo menos uma solução.

iii) Se λ > Λ, não existe solução.

Usando a caracterização do Laplaciano fracionário apresentada no Capítulo 2,

podemos escrever o problema (3.1) na forma divergente, assim como foi feito no pro-

blema linear apresentado no capítulo 2. Então, entendemos por uma solução fraca para
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o problema (3.1) uma função u(·, 0) > 0 que é o traço de u em Ω × {y = 0} de uma

função u a qual é solução fraca para o problema





−div(y1−α∇u) = 0, em CΩ

u = 0, sobre ∂LCΩ

∂u

∂να
= λuq + up, u > 0 em Ω

(Pλ)

onde
∂u

∂να
:= − 1

kα
lim
y→0+

y1−α∂u

∂y
. (3.2)

Portanto, provaremos o Teorema 3.1 em termos da solução fraca de (Pλ). Aqui, enten-

demos por solução fraca para o problema (Pλ), uma função u ∈ Xα
0 (CΩ) tal que

∫

CΩ

y1−α〈∇u(x, y),∇ϕ(x, y)〉dxdy =
1

kα

∫

Ω

(λu(x, 0)q + u(x, 0)p)ϕ(x, 0)dx,

para toda função ϕ ∈ Xα
0 (CΩ).

Observação 3.1.1 Como comentamos no Capítulo 2, omitiremos a constante kα.

Além desse fato, destacamos que por vezes denotaremos o traço da função u por u

ou u(·, 0).

Associado ao problema (Pλ), temos o funcional energia

Jλ(u) =
1

2

∫

CΩ

y1−α|∇u|2dxdy − λ

q + 1

∫

Ω

u(x, 0)q+1dx− 1

p+ 1

∫

Ω

u(x, 0)p+1dx,

para todo u ∈ Xα
0 (CΩ). Pode-se mostrar que Jλ ∈ C1(Xα

0 (CΩ),R), ainda mais,

J ′
λ(u)(ϕ) =

∫

CΩ

y1−α〈∇u,∇ϕ〉dxdy −
∫

Ω

(λu(x, 0)q + u(x, 0)p)ϕ(x, 0)dx, (3.3)

para todo ϕ ∈ Xα
0 (CΩ).

O problema (Pλ) é um caso particular do problema





−div(y1−α∇u) = 0, em CΩ

u = 0, sobre ∂LCΩ

∂u

∂να
= f(u), u > 0 em Ω

, (3.4)

onde f é contínua e satisfaz a condição de crescimento

0 ≤ f(s) ≤ C(1 + |s|p) para algum 1 ≤ p < 2∗α − 1. (3.5)
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Uma solução para o problema (3.4) é uma função u ∈ Xα
0 (CΩ) tal que

∫

CΩ

y1−α〈∇u(x, y),∇ϕ(x, y)〉dxdy =

∫

Ω

f(u(x, 0))ϕ(x, 0)dx,

para toda função ϕ ∈ Xα
0 (CΩ). Diante disso, associado ao problema (3.4), temos o

funcional energia

J(u) =
1

2

∫

CΩ

y1−α|∇u|2dxdy −
∫

Ω

F (u(x, 0))dx, (3.6)

para todo u ∈ Xα
0 (CΩ), onde

F (s) =

∫ s

0

f(t)dt.

Por simplicidade, vamos considerar f(s) = 0 para s ≤ 0. Vale lembrar que o traço

u ∈ Lr(Ω) para todo 1 ≤ r ≤ 2N
N−α

se N > α e 1 < r ≤ ∞ se N ≤ α. Em particular,

se p ≤ N+α
N−α

e f verifica a condição de crescimento (3.5), então F (u) ∈ L1(Ω), e o

funcional é bem definido e limitado por baixo. Além disso, J ∈ C1(Xα
0 (CΩ),R) e

J ′(u)(ϕ) =

∫

CΩ

y1−α〈∇u,∇ϕ〉dxdy −
∫

Ω

f(u(x, 0))ϕ(x, 0)dx, (3.7)

para toda função ϕ ∈ Xα
0 (CΩ). Assim, pontos críticos para o funcional J são soluções

para o problema (3.4).

Observação 3.1.2 Quando f satisfaz o crescimento (3.5) o problema (3.4) pode ser

visto como um problema variacional. Assim, como o caso clássico em que α = 1,

podemos usar o teorema dos multiplicadores de Lagrange para provar que, abaixo do

expoente crítico, o ínfimo do conjunto
{∫

CΩ

y1−α|∇u|2dxdy : u ∈ Xα
0 (CΩ),

∫

Ω

F (u(x, 0))dx = 1

}
, (3.8)

é atingido. Isso fornece uma solução não negativa de maneira padrão.

Seguindo de perto as ideias apresentadas por [3], mostraremos o Teorema 3.1

através do método de subsolução e supersolução.

3.1 Método de Subsolução e Supersolução

Definição 3.2 Dizemos que u ∈ Xα
0 (CΩ) é uma subsolução de (3.4) se verifica

∫

CΩ

y1−α〈∇u,∇ϕ〉dxdy ≤
∫

Ω

f(u(x, 0))ϕ(x, 0)dx (3.9)

para toda função ϕ ∈ Xα
0 (CΩ) com ϕ ≥ 0 em CΩ e ϕ(x, 0) ≥ 0 para todo x ∈ Ω.

Analogamente, temos a definição de supersolução.
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O primeiro resultado que apresentamos é um procedimento clássico de subsolução

e supersolução para obter uma solução para o problema (3.4). Para a sua prova,

adaptamos a demonstração do Teorema 2.4 em [56].

Proposição 3.3 Sejam u1 uma subsolução e u2 uma supersolução para o problema

(3.4). Assuma que existam c1, c2 ∈ R verificando −∞ < c1 ≤ u1 ≤ u2 ≤ c2 < ∞ em

CΩ. Então, existe uma solução u ∈ Xα
0 (CΩ) para o problema (3.4) tal que

u1 ≤ u ≤ u2 em CΩ . (3.10)

Demonstração: Considere o conjunto

M = {u ∈ Xα
0 (CΩ) : u1 ≤ u ≤ u2 em CΩ e u1(·, 0) ≤ u(·, 0) ≤ u2(·, 0) em Ω}.

Veja que M é fechado. De fato, considere (un) ⊂M e suponha que

un → u em Xα
0 (CΩ).

Recorde que Xα
0 (CΩ) está imerso continuamente em L2(CΩ, y

1−α) e operador

trΩ : Xα
0 (CΩ) −→ L2(Ω) é contínuo, então a menos de subsequência un(x, y) → u(x, y),

q.t.p em CΩ e un(x, 0) → u(x, 0), q.t.p em Ω. Assim, u ∈ M . A convexidade do

conjunto M é imediata. Logo M é fracamente fechado. Além disso, J é fracamente

semicontínuo inferiormente. Portanto, pelo Teorema C.5, existe u0 tal que

J(u0) = inf
u∈M

J(u).

Agora, vejamos que J ′(u0) = 0. De fato, para ǫ > 0 e ϕ ∈ C∞
0 (Ω× [0,∞)), defina

vǫ = min{u2,max{u1, u0 + ǫϕ}} ∈M.

Podemos ver que vǫ = u0 + ǫϕ− ϕǫ + ϕǫ, onde

ϕǫ = max{0, (u0 + ǫϕ− u2)} e ϕǫ = max{0, (u1 − (ǫϕ+ u0)}.

Segue da convexidade de M que para t ∈ (0, 1), temos u0 + t(vǫ − u0) ∈M , e daí

J ′(u0)(vǫ − u0) = lim
t→0+

J(u0 + t(vǫ − u0)− J(u0)

t

= lim
t→0+

J((1− t)u0 + tvǫ)− J(u0)

t
≥ 0.
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Sendo assim,

0 ≤ J ′(u0)(vǫ − u0) = ǫJ ′(u0)ϕ− J ′(u0)(ϕ
ǫ) + J ′(u0)(ϕǫ)

desta forma,

J ′(u0)ϕ ≥ 1

ǫ
[J ′(u0)(ϕ

ǫ)− J ′(u0)(ϕǫ)] .

Agora, tendo em vista que u2 é supersolução de (3.4), temos

J ′(u0)(ϕ
ǫ) = J ′(u2)(ϕ

ǫ) + [J ′(u0)− J ′(u2)] (ϕ
ǫ)

≥ [J ′(u0)− J ′(u2)](ϕ
ǫ)

=

∫

Cǫ
Ω

y1−α〈∇(u0 − u2),∇(u0 + ǫϕ− u2)〉dxdy

−
∫

Ωǫ

(f(u0(x, 0))− f(u2(x, 0)))(u0 + ǫϕ− u2)(x, 0)dx

≥ ǫ

∫

Cǫ
Ω

y1−α〈∇(u0 − u2),∇ϕ〉dxdy

− ǫ

∫

Ωǫ

|f(u0(x, 0))− f(u2(x, 0))||ϕ(x, 0)|dx

onde

Cǫ
Ω = {(x, y) ∈ CΩ : u0(x, y) + ǫϕ(x, y) ≥ u2(x, y) > u0(x, y)}

e

Ωǫ = {x ∈ Ω : u0(x, 0) + ǫϕ(x, 0) ≥ u2(x, 0) > u0(x, 0)}.

Como |Cǫ
Ω| −→ 0 e |Ωǫ| −→ 0 quando ǫ −→ 0, temos pela continuidade absoluta da

integral de Lebesgue que

J ′(u0)(ϕ
ǫ) ≥ o(ǫ),

onde o(ǫ)
ǫ

→ 0 quando ǫ→ 0.
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Analogamente, como u1 é subsolução de (3.4),

J ′(u0)(ϕǫ) = J ′(u1)(ϕǫ) + [J ′(u0)− J ′(u1)] (ϕǫ)

≤ [J ′(u0)− J ′(u1)](ϕǫ)

=

∫

Cǫ
Ω

y1−α〈∇(u0 − u1),∇(u1 − u0 − ǫΦ)〉dxdy

−
∫

Ωǫ

(f(u0(x, 0))− f(u1(x, 0)))(u1 − u0 − ǫϕ)(x, 0)dx

≤ −ǫ
∫

CΩǫ

y1−α〈∇(u0 − u2),∇(ϕ)〉dxdy

− ǫ

∫

Ωǫ

|f(u0(x, 0))− f(u2(x, 0))||ϕ(x, 0)|dx,

onde

CΩǫ = {(x, y) ∈ CΩ : u0(x, y) + ǫϕ(x, y) ≤ u1(x, y) < u0(x, y)}

e

Ωǫ = {x ∈ Ω : u0(x, 0) + ǫϕ(x, 0) ≤ u1(x, 0) < u0(x, 0)}.

Como |CΩǫ| → 0 e |Ωǫ| → 0 quando ǫ −→ 0, temos pela continuidade absoluta da

integral de Lebesgue que

J ′(u0)(ϕǫ) ≥ o(ǫ) ,

onde o(ǫ)
ǫ

→ 0 quando ǫ→ 0. Recordando que

J ′(u0)ϕ ≥ 1

ǫ
[J ′(u0)(ϕ

ǫ)− J ′(u0)(ϕǫ)] ,

temos

J ′(u0)ϕ ≥ 0,

para todo ϕ ∈ C∞
0 (Ω× [0,∞)). Portanto, J ′(u0) = 0.

O próximo resultado que será apresentado é um resultado de comparação para

não linearidades concavas. A sua demonstração foi descrita em [11] e foi baseada em

[14].

Proposição 3.4 Assuma que
f(t)

t
é decrescente para t > 0 e considere

w1, w2 ∈ Xα
0 (CΩ) uma subsolução e supersolução positiva, respectivamente, para o

problema (3.4). Então w1 ≤ w2 em CΩ.
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Demonstração: Por definição de sub e supersolução, temos
∫

CΩ

y1−α〈∇w1,∇ϕ1〉dxdy ≤
∫

Ω

f(w(x, 0))ϕ1(x, 0)dx

e ∫

CΩ

y1−α〈∇w2,∇ϕ2〉dxdy ≥
∫

Ω

f(w(x, 0))ϕ2(x, 0)dx,

para todas as funções testes ϕ1 e ϕ2 não negativas. Seja θ uma função suave não

decrescente tal que θ(t) = 1 para t ≥ 1 e θ(t) = 0 para t ≤ 0. Defina

θǫ(t) = θ
( t
ǫ

)
.

Note que θǫ(t) ≥ 0 para todo t ∈ R. Daí, considere

ϕ1 = w2θǫ(w1 − w2), ϕ2 = w1θǫ(w1 − w2).

Facilmente, vemos que ϕ1, ϕ2 ∈ Xα
0 (CΩ) e ϕ1, ϕ2 ≥ 0. Logo, substituindo nas defini-

ções acima, obtemos

∫

Ω

w1w2

(f(w2)

w2

− f(w1)

w1

)
θǫ(w1 − w2)dx ≤

∫

CΩ

y1−α〈∇w2,∇(w1θǫ(w1 − w2))〉dxdy −

−
∫

CΩ

y1−α〈∇w1,∇(w2θǫ(w1 − w2))〉dxdy

=

∫

CΩ

y1−α〈∇w2,∇(w1θǫ(w1 − w2))〉w1θǫ(w1 − w2)dxdy −

−
∫

CΩ

y1−α〈∇w1,∇(w1θǫ(w1 − w2))〉w2θǫ(w1 − w2)dxdy

=

∫

CΩ

y1−α〈∇w2,∇(w1 − w2)〉w1θ
′
ǫ(w1 − w2)dxdy −

−
∫

CΩ

y1−α〈∇w1,∇(w1 − w2)〉w1θ
′
ǫ(w1 − w2)dxdy −

−
∫

CΩ

y1−α〈∇w1,∇(w1θǫ(w1 − w2))〉w2θǫ(w1 − w2)dxdy +

+

∫

CΩ

y1−α〈∇w1,∇(w1 − w2)〉w1θ
′
ǫ(w1 − w2)dxdy

=

∫

CΩ

y1−α〈∇(w2 − w1),∇(w1 − w2)〉w1θ
′
ǫ(w1 − w2)dxdy +

+

∫

CΩ

y1−α〈∇w1,∇(w1 − w2)〉(w1 − w2)θ
′
ǫ(w1 − w2)dxdy

=−
∫

CΩ

y1−α‖∇(w2 − w1)‖2w1θ
′
ǫ(w1 − w2)dxdy +

+

∫

CΩ

y1−α〈∇w1,∇(w1 − w2)〉(w1 − w2)θ
′
ǫ(w1 − w2)dxdy.
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Veja que

−
∫

CΩ

y1−α‖∇(w2 − w1)‖2w1θ
′
ǫ(w1 − w2)dxdy ≤ 0,

daí,
∫

Ω

w1w2

(f(w2)

w2

− f(w1)

w1

)
θǫ(w1 − w2)dx ≤ I1,

onde

I1 =

∫

CΩ

y1−α〈∇w1,∇(w1 − w2)〉(w1 − w2)θ
′
ǫ(w1 − w2)dxdy.

Afirmamos que vale a seguinte igualdade

(w1 − w2)θ
′
ǫ(w1 − w2)(∇w1 −∇w2) = ∇[γǫ(w1 − w2)], (3.11)

onde γǫ(t) =
∫ t

0
sθ′ǫ(s)ds. Supondo que (3.11) ocorre, segue

∫

Ω

w1w2

(f(w2)

w2

− f(w1)

w1

)
θǫ(w1 − w2)dx ≤ I1 =

∫

CΩ

y1−α〈∇w1,∇γǫ(w1 − w2)〉dxdy

≤
∫

Ω

f(w1)γǫ((w1 − w2))dxdy.

Desde que 0 ≤ γǫ ≤ ǫ, então
∫

Ω

w1w2

(f(w2)

w2

− f(w1)

w1

)
θǫ(w1 − w2)dx ≤ ǫ

∫

Ω

f(w1)dx = cǫ.

Logo,
∫

[w1≤w2]

w1w2

(f(w2)

w2

− f(w1)

w1

)
θǫ(w1 − w2)dx+

+

∫

[w1>w2]

w1w2

(f(w2)

w2

− f(w1)

w1

)
θǫ(w1 − w2)dx ≤ cǫ.

Observe que em [w1 ≤ w2] temos θǫ(w1 − w2) ≡ 0. Assim,
∫

[w1>w2]

w1w2

(f(w2)

w2

− f(w1)

w1

)
θǫ(w1 − w2)dx ≤ cǫ.

Em [w1 > w2] temos

w1w2

(f(w2)

w2

− f(w1)

w1

)
θǫ(w1 − w2) ≥ 0,

além disso, quando ǫ→ 0, obtemos

w1w2

(f(w2)

w2

− f(w1)

w1

)
θǫ(w1 − w2) −→ w1w2

(f(w2)

w2

− f(w1)

w1

)
.
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Então, pelo teorema da convergência Monótona, segue que
∫

[w1>w2]

w1w2

(f(w2)

w2

− f(w1)

w1

)
dx ≤ 0.

Sendo f(w2)
w2

− f(w1)
w1

≥ 0 em [w1 > w2], temos med[w1 > w2] = 0. Então,

w1 ≤ w2, em Ω. (3.12)

Por fim, sendo w1 e w2 sub e supersolução, segue que
∫

CΩ

y1−α〈∇(w1 − w2),∇ϕ〉dxdy ≤
∫

Ω

(
f(w1)− f(w2)

)
ϕ dx ≤

∫

Ω

∣∣f(w1)− f(w2)
∣∣ϕ dx

para toda função ϕ ∈ Xα
0 (CΩ) com ϕ ≥ 0. Em particular, para ϕ = (w1 −w2)

+, temos

‖(w1 − w2)
+‖Xα

0 (CΩ) =

∫

CΩ

y1−α〈∇(w1 − w2),∇(w1 − w2)
+〉dxdy

≤
∫

Ω

∣∣f(w1)− f(w2)
∣∣(w1 − w2)

+ dx = 0. ( ver (3.12))

Portanto, (w1 − w2)
+ ≡ 0, ou seja, w1 − w2 = −(w1 − w2)

− ≤ 0 em CΩ.

3.2 Regularidade do Tipo Brézis e Kato

Agora, apresentamos um resultado de regularidade para não linearidades que

satisfazem o crescimento dado por (3.5).

Proposição 3.5 Suponha que f satisfaz (3.5) com p < N+α
N−α

e considere u ∈ Xα
0 (CΩ)

uma solução energia para o problema (3.4). Então u ∈ L∞(CΩ) ∩ Cγ(CΩ) para algum

0 < γ < 1.

Demonstração: Assumiremos que u ≥ 0, pois, a parte negativa segue o mesmo

raciocínio. Consideremos a função teste ϕ = uβ−p ∈ Xα
0 (CΩ), para β > p + 1. Então,

sendo u solução de (3.4), temos
∫

CΩ

y1−α〈∇u,∇(uβ−p)〉dxdy =

∫

Ω

f(u(x, 0))uβ−p(x, 0)dx.

Pelo crescimento (3.5), temos
∫

CΩ

y1−α〈∇u,∇(uβ−p)〉dxdy ≤ C

∫

Ω

uβ−p(x, 0)
(
1 + up(x, 0)

)
dx

≤ C

∫

Ω

uβ−p(x, 0)dx+

∫

Ω

uβ−p(x, 0)dx

≤ C ′
∫

Ω

uβ−p(x, 0)dx.

(3.13)
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Por outro lado,
∫

CΩ

y1−α〈∇u,∇(uβ−p)〉dxdy = (β − p)

∫

CΩ

y1−αuβ−p−1|∇u|2dxdy

= (β − p)

∫

CΩ

y1−α|uβ−p−1
2 ∇u|2dxdy

Como

∇uβ−p+1
2 =

β − p+ 1

2
u

β−p−1
2 ∇u,

então
∫

CΩ

y1−α〈∇u,∇(uβ−p)〉dxdy = 2(β − p)(β − p+ 1)

∫

CΩ

y1−α|∇(u
β−p+1

2 )|2dxdy

≥M

(∫

Ω

u(β−p+1) N
N−α (x, 0)dx

) N
N−α

,

(3.14)

onde M > 0. Comparando (3.13) e (3.14), obtemos

(∫

Ω

u(β−p+1) N
N−α (x, 0)dx

) N
N−α

≤M ′
∫

Ω

uβ(x, 0)dx,

onde M ′ > 0 Essa estimativa nos permite obter o seguinte processo interativo

‖u(·, 0)‖Lβj+1 (Ω)≤ ‖u‖βj/(βj−p+1)

Lβj (Ω)
,

com βj+1 =
N

N−α
(βj + 1− p). Para ter βj+1 > βj e precisamos ter βj >

(p−1)N
α

.

Desde que u(·, 0) ∈ L2∗α(Ω), partimos de β0 = 2N
(N−α)

e como p < N+α
N−α

, obtemos

βj >
(p−1)N

α
. Diante de um número finito de passos, conseguimos para g(x) = f(u(x, 0)),

a regularidade g ∈ Lr(Ω) para algum r > N
α
, visto que, podemos fazer o processo ite-

rativo e f tem crescimento subcrítico. Agora, o resultado segue como consequência do

Teorema 2.11 e do item i) do Teorema 2.13.

3.3 Existência de Solução

Nesta seção, mostraremos o Teorema 3.1 em termos da solução de (Pλ). Para

facilitar a leitura, dividiremos a sua demonstração em lemas.

Lema 3.6 Seja Λ definido por

Λ = Sup{λ > 0 : o problema (Pλ) tem uma solução} .

Então, 0 < Λ <∞.
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Demonstração: Sejam µ
α
2
1 e ϕ1 o primeiro autovalor e a autofunção associada do

operador (−∆)
α
2 , isto é




(−∆)α/2ϕ1 = µ

α
2
1 ϕ1 , em Ω

ϕ1 = 0 , em ∂Ω
.

Consideremos ψ a única solução positiva do problema





−div(y1−α∇ψ) = 0 , em CΩ

ψ = 0 , sobre ∂LCΩ

∂ψ

∂να
= µ

α
2
1 ϕ1 , em Ω

(3.15)

isto é,

∫

CΩ

y1−α〈∇φ,∇ψ〉dxdy = µ
α
2
1

∫

Ω

φ(x, 0)ϕ1(x)dx, (3.16)

para todo φ ∈ Xα
0 (CΩ). Seja λ tal que (Pλ) tem solução u, então

∫

CΩ

y1−α〈∇u,∇ϕ〉dxdy =

∫

Ω

(λ(u(x, 0))q + (u(x, 0))p)ϕ(x, 0)dx, ∀ϕ ∈ Xα
0 (CΩ) ,

em particular,

∫

CΩ

y1−α〈∇u,∇ψ〉dxdy =

∫

Ω

(λ(u(x, 0))q + (u(x, 0))p)ϕ1(x, 0)dx . (3.17)

Fazendo φ = u em (3.16), obtemos

∫

CΩ

y1−α〈∇u,∇ψ〉dxdy = µ
α
2
1

∫

Ω

u(x, 0)ϕ1(x, 0)dx. (3.18)

Substituindo (3.18) em (3.17), ficamos com

∫

Ω

(λ(u(x, 0))q + (u(x, 0))p)ϕ1(x, 0)dx = µ
α
2
1

∫

Ω

u(x, 0)ϕ1(x, 0)dx. (3.19)

Desde que existem constantes c, δ > 0 tais que

λtq + tp > cλδt , ∀ t > 0. (3.20)

Então, comparando (3.19), (3.20), obtemos

cλδ < µ
α
2
1 ⇒ λ <

δ

√
µ

α
2
1

c
.
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Portanto, Λ < +∞.

Mostraremos que Λ > 0. Seja g a única solução do problema




−div(y1−α∇g) = 0 , em CΩ

g = 0 , sobre ∂LCΩ

∂g

∂να
= 1 , em Ω

, (3.21)

que existe, basta ver (A.1). Afirmamos que existe λ0 > 0 tal que, para todo 0 < λ ≤ λ0,

podemos encontrar M =M(λ) > 0, satisfazendo

M ≥ λM q‖g‖qL∞(Ω)+M
p‖g‖pL∞(Ω). (3.22)

De fato, a desigualdade acima é equivalente a

1 ≥ λM q−1‖g‖qL∞(Ω)+M
p−1‖g‖pL∞(Ω),

daí, defina

f : (0,∞) −→ R

M 7−→ f(M) = λM q−1‖g‖qL∞(Ω)+M
p−1‖g‖pL∞(Ω) .

Sendo assim, desejamos f(M) ≤ 1. O mínimo de f ocorre num ponto M dado por

M(λ) :=M = λ
1

p−q

(
1− q

p− 1

) 1
p−q

‖g‖−1
L∞(Ω) .

Além disso,

f(M(λ)) −→ 0 quando λց 0 .

Logo, existe λ0 > 0 tal que para todo λ ∈ (0, λ0], temos f(M(λ)) ≤ 1. Como con-

sequência, vemos que Mg é uma supersolução para (Pλ). De fato, sabemos que

∫

CΩ

y1−α〈∇g,∇ψ〉dxdy =

∫

Ω

ψ(x, 0)dx, ∀ψ ∈ Xα
0 (CΩ) ,

pois g é solução de (3.21), assim, de (3.22)
∫

CΩ

y1−α〈∇Mg,∇ψ〉dxdy =

∫

Ω

Mψ(x, 0)dx

≥
∫

Ω

(λ(Mg)q(x, 0) + (Mg)p(x, 0))ψdx

≥
∫

Ω

λ(Mg)q(x, 0)ψ(x, 0)dx

(3.23)
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para todo ψ ∈ Xα
0 (CΩ) com ψ ≥ 0. Provando que Mg é supersolução de (Pλ).

Por outro lado, ainda por (3.16)
∫

CΩ

y1−α〈∇ψ,∇v〉dxdy =

∫

Ω

µ
α
2
1 ϕ1(x, 0)v(x, 0)dx , ∀ v ∈ Xα

0 (CΩ). (3.24)

Então, considere ǫ > 0 tal que

ǫ1−qϕ1−q
1 ≤ ǫ1−q‖ϕ1‖1−q

L∞(Ω)≤
λ

µ
α
2
1

.

Logo,

µ
α
2
1 ǫ

1−qϕ1−q
1 ≤ λ ,

ou seja,

µ
α
2
1 ǫϕ1 ≤ λǫqϕq

1 .

Portanto,
∫

CΩ

y1−α〈∇ǫψ,∇v〉dxdy =

∫

Ω

µ
α
2
1 ǫϕ1(x, 0)v(x, 0)dx

≤
∫

Ω

λǫqϕq
1(x, 0)v(x, 0) dx

≤
∫

Ω

(λǫqϕq
1(x, 0) + ǫpϕp

1(x, 0))v(x, 0) dx

(3.25)

para todo v ∈ Xα
0 (CΩ) com v ≥ 0. Donde, concluímos que ǫψ é subsolução de (Pλ).

Diminuindo ǫ > 0 se necessário, vemos que ǫψ ≤ Mg. De fato, por (3.25) e (3.23)

segue que ǫψ e Mg são subsolução e supersolução, respectivamente, para o problema

(3.4) com f(s) = λsq. Então pela Proposição 3.4, segue que ǫψ ≤ Mg em CΩ. Pela

Proposição 3.3, concluímos que existe uma solução uλ de (Pλ) tal que ǫψ ≤ uλ ≤Mg,

para λ ≤ λ0. Da definição de Λ, segue que 0 < λ0 ≤ Λ.

Lema 3.7 Para todo 0 < λ < Λ, o problema (Pλ) tem uma solução.

Demonstração: Da definição de Λ segue que existe uma sequência (λk) de parâme-

tros reais tal que λk ր Λ e (Pλk
) tem uma solução. Dado λ < Λ, existe k ∈ N tal que

λ < λk < Λ. Seja uλk
a solução de (Pλk

), então
∫

CΩ

y1−α〈∇uλk
,∇ϕ〉dxdy =

∫

Ω

(λk(uλk
(x, 0))q + (uλk

(x, 0))p)ϕ(x, 0)dx

≥
∫

Ω

(λ(uλk
(x, 0))q + (uλk

(x, 0))p)ϕ(x, 0)dx

(3.26)
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para todo ϕ ∈ Xα
0 (CΩ) com ϕ ≥ 0. Portanto, uλk

é uma supersolução de (Pλ). Análogo

ao lema (3.7), existe ǫ > 0 tal que

ǫψ ≤ uλk
em CΩ

e ǫψ é uma subsolução de (Pλ). Então, pelo proposição (3.3) o problema (Pλ) tem uma

solução.

Definição 3.8 Dizemos que u ∈ Xα
0 (CΩ) é solução minimal de (Pλ) se, u ≤ v em CΩ

para toda solução de (Pλ).

Lema 3.9 Para todo 0 < λ < Λ, o problema (Pλ) tem uma solução minimal.

Demonstração: Dado λ ∈ (0,Λ), considere vλ a única solução positiva do problema

(A.3), em particular, é subsolução para (3.4), com f(t) = λtq. Agora, considere uλ uma

solução de (Pλ) para todo λ ∈ (0,Λ). Nota-se que uλ é supersolução para (3.4) também

com f(t) = λtq, segue da Proposição 3.4 que vλ ≤ uλ em CΩ. Vamos considerar v1

uma solução do problema




−div(y1−α∇v) = 0 , em CΩ

v = 0 , sobre ∂LCΩ

∂v

∂να
= λvq0 + vp0 , em Ω

(3.27)

onde v0 = vλ. Segue do princípio de comparação que v0 ≤ v1 em CΩ. Construímos

indutivamente uma sequência {vn} que satisfaz




−div(y1−α∇vn) = 0 , em CΩ

vn = 0 , sobre ∂LCΩ

∂vn
∂να

= λvqn−1 + vpn−1 , em Ω

(3.28)

para todo n ∈ N com

v0 ≤ v1 ≤ v2 ≤ · · · ≤ vn ≤ · · · ≤ uλ em CΩ (3.29)

e
∫

CΩ

y1−α〈∇vn,∇ϕ〉dxdy =

∫

Ω

(λvn−1(x, 0)
q + vn−1(x, 0)

p)ϕ(x, 0)dx
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para todo ϕ ∈ Xα
0 (CΩ). Fazendo ϕ = vn, obtemos

∫

CΩ

y1−α|∇vn|2dxdy =

∫

Ω

(λvn−1(x, 0)
q + vn−1(x, 0)

p)vn(x, 0)dx. (3.30)

Por (3.29) e (3.30), temos que

∫

CΩ

y1−α|∇vn|2dxdy =

∫

Ω

λuλ(x, 0)
q+1 + uλ(x, 0)

p+1dx ≤ C

onde C é uma constante positiva. Portanto, (vn) é uma sequência limitada em Xα
0 (CΩ),

então a menos de subsequência, existe v ∈ Xα
0 (CΩ) tal que

vn ⇀ v em Xα
0 (CΩ) e vn(·, 0) → v(·, 0) em Lr(Ω)

para 1 ≤ r < 2N
N−α

. Por construção v > 0 em Ω × [0,∞). Agora, mostraremos que

v é solução para o problema (Pλ). Segue da convergência fraca e das propriedades de

produto interno que

∫

CΩ

y1−α〈∇vn,∇φ〉dxdy −→
∫

CΩ

y1−α〈∇v,∇φ〉dxdy (3.31)

para todo φ ∈ Xα
0 (CΩ).

Por outro lado, como vn(·, 0) → v(·, 0) em Lr(Ω) para todo 1 ≤ r ≤ 2∗α, a menos

de subsequência, existe h ∈ Lr(Ω) tal que

vn(x, 0) −→ v(x, 0) e |vn(x, 0)| ≤ h(x, 0) q.t.p. em Ω . (3.32)

Portanto, para todo φ ∈ Xα
0 (CΩ), temos

(λvqn(x, 0) + vpn(x, 0))|φ(x, 0)| −→ (λvq(x, 0) + vp(x, 0))|φ(x, 0)| q.t.p. em Ω

e

(λvqn(x, 0) + vpn(x, 0))|φ(x, 0)| ≤ (λhq(x, 0) + hp(x, 0))|φ(x, 0)|

= λhq(x, 0)|φ(x, 0)|+ hp(x, 0)|φ(x, 0)| ,

como g(x) = λhq(x, 0)|φ(x, 0)|+hp(x, 0)|φ(x, 0)| ∈ L1(Ω), segue do teorema da conver-

gência dominada

∫

Ω

(λvqn(x, 0) + vpn(x, 0))|φ(x, 0)|dx −→
∫

Ω

(λvq(x, 0) + vp(x, 0))|φ(x, 0)|dx . (3.33)
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Sabendo que
∫

CΩ

y1−α〈∇vn,∇ψ〉dxdy =

∫

Ω

(λvqn−1 + vpn−1)|ϕ(x)|dx (3.34)

então, segue de (3.31), (3.33) e (3.34) que v é solução para o problema (Pλ). Pela

arbitrariedade de uλ, concluímos que v é minimal.

Daqui por diante, denotaremos a solução mínima de (Pλ) por uλ.

Lema 3.10 As soluções são crescentes com relação a λ.

Demonstração: Sejam 0 < λ1 < λ2 < Λ e uλ1 a solução minimal de (Pλ1), então
∫

CΩ

y1−α〈∇uλ1 ,∇ψ〉dxdy =

∫

Ω

(λ1u
q
λ1

+ upλ1
)ψ(x, 0)dx ≥

∫

Ω

(λ2u
q
λ1

+ upλ1
)ψ(x, 0)dx,

ou seja, uλ1 é uma supersolução para (Pλ2). Como no Lema 3.6, encontramos ǫ > 0

suficientemente pequeno, tal que ǫψ é subsolução, onde ψ é solução para o problema




−div(y1−α∇ψ) = 0 , em CΩ

ψ = 0 , sobre ∂LCΩ

∂ψ

∂να
= µ

α
2
1 ϕ1 , em Ω

.

Pela Proposição 3.3, existe uma solução v para o problema (Pλ2) tal que

ǫψ ≤ v ≤ uλ1 .

Sendo uλ2 a solução minimal de (Pλ2), segue que

uλ2 ≤ v ≤ uλ1 .

Pelo princípio do máximo, ver Teorema D.2, segue que uλ2 < uλ1 , ou seja, as soluções

minimais são crescente com relação a λ.

Seguindo as ideias de Huang [36], estudaremos a existência de um mínimo para

o funcional

Jλ(u) =
1

2

∫

CΩ

y1−α|∇u|2 − λ

q + 1

∫

Ω

uq+1dx− 1

p+ 1

∫

Ω

up+1dx.
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no conjunto

Gλ = {u ∈ Xα
0 (CΩ) : 0 ≤ u ≤ uλ em CΩ e 0 ≤ u(·, 0) ≤ uλ(·, 0) em Ω}

e λ ∈ (0,Λ). A existência do dito mínimo é comprovada conforme feito na Proposição

3.3. Digamos que ūλ seja esse mínimo.

Considere v0 a única solução positiva para o problema




−div(y1−α∇v0) = 0 , em CΩ

v0 = 0 , sobre ∂LCΩ

∂v0
∂να

= vq0 , em Ω

.

Para ǫ > 0 suficientemente pequeno, temos que Jλ(ǫv0) < 0 e ǫv0 ∈ Gλ, ou seja ūλ. Do

mesma maneira que é feita na Proposição 3.3, temos que ūλ é uma solução para (Pλ).

Como uλ é minimal, então uλ ≤ ūλ. Portanto uλ = ūλ.

Desde que uλ ∈ Gλ, para todo φ ∈ C∞
0 (Ω × [0,∞)) com φ ≥ 0, existe γ > 0 tal

que, para todo 0 < ǫ < γ, temos uλ − ǫφ ∈ Gλ e com isso

Jλ(uλ − ǫφ)− Jλ(uλ) ≥ 0.

Para ver que tal escolha pode ser feita, basta notar que

uλ − ǫφ =




uλ − ǫφ, em K

uλ , em CΩ \K

onde K = Supt φ e ǫ < γ =
min
K

uλ

max
K

φ
, logo 0 ≤ uλ−ǫφ ≤ uλ. Expandindo em ǫ, obtemos

0 ≤ Jλ(uλ − ǫφ)− Jλ(uλ) = ǫJ ′
λ(uλ)φ− ǫ2

2
J ′′
λ(uλ)φ

2 + o(ǫ2) =
ǫ2

2
J ′′
λ(uλ)φ

2 + o(ǫ2).

Consequentemente, J ′′
λ(uλ)φ

2 ≥ 0 para todo φ ∈ C∞
0 (Ω × [0,∞)), com φ ≥ 0. Agora,

escrevendo φ = φ+ − φ− para todo φ ∈ C∞
0 (Ω × [0,∞)), temos que J ′′

λ(uλ)φ
2 ≥ 0. O

que implica
∫

CΩ

y1−α|∇φ|2dxdy ≥
∫

Ω

(qλuq−1
λ + pup−1

λ )|φ|2dx, (3.35)

para todo φ ∈ Xα
0 (CΩ).

Lema 3.11 O problema (Pλ) tem pelo menos uma solução quando λ = Λ.
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Demonstração: Seja λn uma sequência tal que λn ր Λ. Denotamos por un = uλn
a

solução minimal do problema (Pλn
). Vejamos que Jλn

(un) < 0. De fato, recorde que

Jλn
(un) =

1

2
‖un‖2Xα

0 (CΩ)
− λn
q + 1

‖un(·, 0)‖q+1
Lq+1(Ω)−

1

p+ 1
‖un(·, 0)‖p+1

Lp+1(Ω) (3.36)

Sendo, un solução minimal de (Pλ), temos

∫

CΩ

y1−α〈∇un,∇φ〉dxdy =

∫

Ω

(λnu
q
n(x, 0) + upn(x, 0))φ(x, 0)dx . (3.37)

para todo φ ∈ Xα
0 (CΩ). Daí,

‖un‖2Xα
0 (CΩ)

= λn‖un(·, 0)‖q+1
Lq+1(Ω)+‖un(·, 0)‖p+1

Lp+1(Ω) . (3.38)

Obtemos de (3.35), para φ = un, a seguinte desigualdade

‖un‖2Xα
0 (CΩ)

−λn‖un(·, 0)‖q+1
Lq+1(Ω)−‖un(·, 0)‖p+1

Lp+1(Ω)≥ 0 . (3.39)

Substituindo (3.38) em (3.36), obtemos

Jλn
(un) =

1

2

(
λn‖un(·, 0)‖q+1

Lq+1(Ω)+‖un(·, 0)‖Lp+1(Ω)

)

− λn
q + 1

‖un(·, 0)‖q+1
Lq+1(Ω)−

1

p+ 1
‖un(·, 0)‖p+1

Lp+1(Ω)

(3.40)

Agora, combinando (3.38) e (3.39), ficamos com

λn‖un(·, 0)‖q+1
Lq+1(Ω)+‖un(·, 0)‖p+1

Lp+1(Ω)−λnq‖un(·, 0)‖
q+1
Lq+1(Ω)−p‖un(·, 0)‖

p+1
Lp+1(Ω)≥ 0 ,

isto é,

λn(1− q)‖un(·, 0)‖q+1
Lq+1(Ω)−(p− 1)‖un(·, 0)‖p+1

Lp+1(Ω)≥ 0 . (3.41)

Assim,

‖un‖p+1
Lp+1(Ω)≤ λn

(1− q)

(p− 1)
‖un‖q+1

Lq+1(Ω); . (3.42)

De (3.40) e (3.42), temos

Jλn
(un) ≤ λn

(
1

2
− 1

q + 1

)
‖un(·, 0)‖q+1

Lq+1(Ω)+λn

(
1

2
− 1

p+ 1

)(
1− q

p− 1

)
‖un(·, 0)‖q+1

Lq+1(Ω).

(3.43)

Veja que

λn

(
1

2
− 1

q + 1

)
‖un(·, 0)‖q+1

Lq+1(Ω)+λn

(
1

2
− 1

p+ 1

)(
1− q

p− 1

)
‖un(·, 0)‖q+1

Lq+1(Ω)< 0

(3.44)
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se, e somente se,

λn

(
1

2
− 1

p+ 1

)(
1− q

p− 1

)
< λn

(
1

2
− 1

q + 1

)
, (3.45)

que é equivalente
1

p+ 1
<

1

q + 1
. (3.46)

O que é verdadeira pelo fato de que 0 < q < 1 < p. Portanto, Jλn
(un) < 0. Desde que

‖un‖2Xα
0 (CΩ)

−λn‖un(·, 0)‖q+1
Lq+1(Ω)−‖un(·, 0)‖p+1

Lp+1(Ω)= 0 . (3.47)

então, substituindo (3.47) em (3.36), obtemos

(
1

2
− 1

p+ 1

)
‖un‖2Xα

0 (CΩ)
−λn

(
1

q + 1
− 1

p+ 1

)
‖un(·, 0)‖q+1

Lq+1(Ω)< 0 . (3.48)

Da imersão contínua Xα
0 (CΩ) →֒ Lq+1(Ω) e da convergência λn ր Λ, temos

(
1

2
− 1

p+ 1

)
‖un‖2Xα

0 (CΩ)
−ΛM

(
1

q + 1
− 1

p+ 1

)
‖un‖q+1

Xα
0 (CΩ)

< 0 . (3.49)

Portanto, existe C > 0 tal que

‖un‖2Xα
0 (CΩ)

< C

Sendo, assim, existe u ∈ Xα
0 (CΩ) tal que, a menos de subsequência

un ⇀ u em Xα
0 (CΩ) . (3.50)

Como Xα
0 (CΩ) está imerso compactamente em Ls(Ω) para 1 ≤ s < 2∗α, obtemos

un(·, 0) −→ u(·, 0) em Ls(Ω) , 1 ≤ s < 2∗α ,

de onde decorre que

un(x, 0) −→ u(x, 0) q.t.p. em Ω

e existe h ∈ Ls(Ω) , 1 ≤ s < 2∗α tal que

|un(x, 0)| ≤ h(x, 0) q.t.p. em Ω .

A convergência (3.50) implica que

∫

CΩ

y1−α〈∇un,∇φ〉dxdy −→
∫

CΩ

y1−α〈∇u,∇φ〉dxdy , ∀ φ ∈ Xα
0 (CΩ) . (3.51)
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Além disso, estamos em condições de aplicar o teorema da convergência Dominada de

Lebesgue e com isso concluir que vale a seguinte convergência

∫

Ω

(λnu
q
n(x, 0) + upn(x, 0))φ(x, 0)dx −→

∫

Ω

(Λuq(x, 0) + up(x, 0))φ(x, 0)dx , (3.52)

para todo φ ∈ Xα
0 (CΩ). De onde segue que

∫

CΩ

y1−α〈∇u,∇φ〉dxdy =

∫

Ω

(Λuq + up)φdx , ∀ φ ∈ Xα
0 (CΩ)

e, portanto, u é solução para (Pλ) quando λ = Λ.

Lema 3.12 Para todo λ > Λ, o problema (Pλ) não tem solução.

Demonstração: Sabemos que Λ = supA, onde A = {λ > 0 : (Pλ) tem solução }.
Suponha que existe λ̃ > Λ, tal que (Pλ̃) tem solução. Então λ̃ ∈ A o que contradiz o

fato de Λ = supA.



Capítulo 4

Multiplicidade de Solução para um

Problema do Tipo Côncavo e Convexo

Ainda com base no artigo da Brandle, Colorado, Pablo e Sánchez em [11], mos-

traremos a existência de uma segunda solução para o problema (3.1) com relação as

soluções do problema (Pλ), para todo 0 < λ < Λ. Mas, antes disso, veremos que a

solução encontrado no capítulo anterior é um mínimo local do funcional associado, Jλ.

4.1 Lema Preliminar

Seja λ0 ∈ (0,Λ) e considere λ0 < λ1 < Λ. Tome φ0 = wλ0 , φ1 = wλ1 , as soluções

minimais para o problema (Pλ) com λ = λ0 e λ = λ1, já vimos no capítulo anterior

que φ0 ≤ φ1 em CΩ. Defina

M = {w ∈ Xα
0 (CΩ) : 0 ≤ w(x, y) ≤ φ1(x, y) em CΩ e 0 ≤ w(x, 0) ≤ φ1(x, 0) em Ω}.

Como mostrado na Proposição 3.3, M é um subconjunto fechado e convexo de Xα
0 (CΩ).

LogoM é fracamente fechado. Além disso, Jλ0 é fracamente semicontínuo inferiormente

e coercivo. Portanto, pelo Teorema C.5, existe w0 ∈M tal que

Jλ0(w0) = inf
w∈M

Jλ0(w) .

Seja v0 a única solução positiva para o problema (A.3) com λ = 1. Para ǫ > 0

suficientemente pequeno, temos que Jλ0(ǫv0) < 0, ǫv0 ∈ M e então w0 6= 0. Portanto,
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Jλ0(w0) < 0. Assim como na proposição (3.3), podemos justificar que w0 é solução de

(Pλ0). Se w0 6= wλ0 , então o resultado fica provado. Agora, se acontecer w0 ≡ wλ0 ,

vamos justificar que w0 é um mínimo local de Jλ0 . Diante disso, enunciaremos o seguinte

lema.

Lema 4.1 A solução minimal w0 é um mínimo local de Jλ0.

Demonstração: Suponha que w0 não é um mínimo local de Jλ0 em Xα
0 (CΩ). Então,

existe uma sequência {vn} ⊂ Xα
0 (CΩ) tal que

‖vn − w0‖Xα
0 (CΩ)→ 0 e Jλ0(vn) < Jλ0(w0). (4.1)

Seja wn = (vn − φ1)
+ e zn = max{0,min{vn, φ1}}. Note que, zn ∈M e

zn(x, y) =





0 , se vn(x, y) ≤ 0

vn(x, y) , se 0 ≤ vn(x, y) ≤ φ1(x, y)

φ1(x, y) , se φ1(x, y) ≤ vn(x, y)

Daí, considere os seguintes conjuntos

Tn = {(x, y) ∈ CΩ : zn(x, y) = vn(x, y)}, Sn = supp(wn) ,

T̃n = T n ∩ Ω, S̃n = Sn ∩ Ω

Note que supt(v+n ) = Tn ∪ Sn. Vejamos que

|S̃n|Ω → 0 quando n→ +∞. (4.2)

De fato, dado ǫ > 0 e para δ > 0, consideramos

En = {x ∈ Ω : vn(x, 0) ≥ φ1(x, 0) e φ1(x, 0) > w0 + δ},

Fn = {x ∈ Ω : vn(x, 0) ≥ φ1(x, 0) e φ1(x, 0) ≤ w0 + δ}

Usando o fato de que

0 = |{x ∈ Ω : φ1(x, 0) < w0(x, 0)}| = |
∞⋂

j=1

{x ∈ Ω : φ1(x, 0) ≤ w0(x, 0) +
1

j
}|

= lim
y→0

|{x ∈ Ω : φ1(x, 0) ≤ w0(x, 0) +
1

j
}|

obtemos, para j0 suficientemente grande, que se δ < 1
j0

, então

|{x ∈ Ω : φ1(x, 0) ≤ w0(x, 0) +
1

j
}| ≤ 1

2
ǫ
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Assim, concluímos que |Fn|Ω ≤ 1
2
ǫ. Desde que ‖vn − w0‖Xα

0 (CΩ)→ 0 quando n → ∞,

em particular ‖vn − w0‖L2(Ω)→ 0, daí, para n ≥ n0, temos

1

2
δ2ǫ ≥

∫

Ω

|vn − w0|2dx ≥
∫

En

|vn − w0|2dx ≥ δ2|En|Ω ,

ou seja, |En|Ω ≤ 1
2
ǫ. Desde que S̃n ⊂ Fn ∪ En, concluímos que |S̃n|Ω ≤ ǫ para n ≥ n0.

Assim, |S̃n|Ω → 0 quando n→ 0.

Note que

Jλ0(vn) =
1

2

∫

CΩ

y1−α|∇vn|2dxdy −
∫

Ω

Fλ0(vn(x, 0))dx

=
1

2

∫

Tn

y1−α|∇zn|2dxdy −
∫

T̃n

Fλ0(zn(x, 0))dx+
1

2

∫

Sn

y1−α|∇vn|2dxdy

−
∫

S̃n

Fλ0(vn(x, 0))dx+
1

2

∫

CΩ

y1−α|∇v−n |2dxdy

Como, wn = max{0, wn − φ1}, então wn = 0 ou wn = vn − φ1. Daí,

Jλ0(vn) =
1

2

∫

Tn

y1−α|∇zn|2dxdy −
∫

T̃n

Fλ0(zn(x, 0))dx+
1

2

∫

Sn

y1−α|∇(wn + φ1)|2dxdy

−
∫

S̃n

Fλ0(wn(x, 0) + φ1(x, 0))dx+
1

2

∫

CΩ

y1−α|∇v−n |2dxdy .

Desde que,
∫

CΩ

y1−α|∇zn|2dxdy =

∫

Tn

y1−α|∇vn|2dxdy +
∫

Sn

y1−α|∇φ1|2dxdy

e
∫

Ω

Fλ0(zn(x, 0))dx =

∫

T̃n

Fλ0(vn(x, 0))dx+

∫

S̃n

Fλ0(φ1(x, 0))dx ,

temos

Jλ0(vn) =

(∫

CΩ

y1−α|∇zn|2dxdy −
∫

Sn

y1−α|∇φ1|2dxdy
)
−
(∫

Ω

Fλ0(zn(x, 0))dx−

−
∫

S̃n

Fλ0(φ1(x, 0))dx

)
+

1

2

∫

Sn

y1−α|∇(wn + φ1)|2dxdy−

−
∫

S̃n

Fλ0(wn(x, 0) + φ1(x, 0))dx+
1

2

∫

CΩ

y1−α|∇v−n |2dxdy

=Jλ0(zn) +
1

2

∫

Sn

y1−α(|∇(wn + φ1)|2 − |∇φ1|2)dxdy−

−
∫

S̃n

(Fλ0(wn(x, 0) + φ1(x, 0))− Fλ0(zn(x, 0)))dx
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Sendo φ1 uma supersolução de (Pλ0), concluímos que

Jλ0(vn) ≥Jλ0(zn) +
1

2
‖wn‖2Xα

0 (CΩ)
+
1

2
‖v−n ‖2Xα

0 (CΩ)

−
∫

Ω

(Fλ0(wn(x, 0) + φ1(x, 0))− Fλ0(φ1(x, 0))− fλ0(φ1(x, 0))wn(x, 0))dx

≥Jλ0(w0) +
1

2
‖wn‖2Xα

0 (CΩ)
+
1

2
‖v−n ‖2Xα

0 (CΩ)

−
∫

Ω

(Fλ0(wn(x, 0) + φ1(x, 0))− Fλ0(ϕ1(x, 0))− fλ0(φ1(x, 0))wn(x, 0))dx .

Por um lado, como 0 < q + 1 < 2, segue da Fórmula de Taylor com resto de Lagrange

que

0 ≤ 1

q + 1
(wn(·, 0) + φ1(·, 0))q+1 − 1

q + 1
φq+1
1 (·, 0)− φq

1(·, 0)wn(·, 0) ≤
1

2
q
w2

n(·, 0)
φ1−q
1 (·, 0)

.

Considere v0 a solução para o problema (A.3) com λ = λ0. Por comparação,

temos v0 ≤ wλ1 em CΩ, assim

λ0

∫

Ω

w2
n(x, 0)

w1−q
λ1

(x, 0)
dx ≤ λ0

∫

Ω

w2
n(x, 0)

w1−q(x, 0)
dx. (4.3)

Para cada n ∈ N, considere (vn,k)k ⊂ C∞
0 (Ω × [0,∞)) tal que vn,k → wn em Xα

0 (CΩ),

quando k → ∞. Como
(vn,k)

2

v0
∈ Xα

0 (CΩ), então aplique a desigualdade de Picone, ver

Teorema C.10, com v = v0 e u = vn,k, obtemos

∫

CΩ

y1−α|∇(vn,k)|2dxdy ≥
∫

CΩ

y1−α〈∇
(
(vn,k)

2

v0

)
,∇v0〉dxdy

= λ0

∫

Ω

(vn,k)
2(x, 0)

v0(x, 0)
v0

q(x, 0)dx

(4.4)

Segue de (4.3) e (4.4) que

∫

CΩ

y1−α|∇(vn,k)|2dxdy ≥
∫

CΩ

y1−α〈∇
(
(vn,k)

2

v0

)
,∇v0〉dxdy

= λ0

∫

Ω

(vn,k)
2(x, 0)

w1−q
λ1

(x, 0)
dx .

(4.5)

Como
(vn,k(x, 0))

2

(wλ1(x, 0))
1−q

→ (wn(x, 0))
2

(wλ1(x, 0))
1−q

q.t.p. em Ω, quando k → ∞, então passando

ao limite em (4.5) e usando o Lema de Fatou, segue que

λ0

∫

Ω

w2
n(x, 0)

φ1
1−q(x, 0)

dx ≤ ‖wn‖2Xα
0 (CΩ)

.
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Por outro lado, desde que p+ 1 > 2,

0 ≤ 1

p+ 1
(wn(·, 0) + φ1(·, 0))p+1 − 1

p+ 1
φ1(·, 0)p+1 − φp

1(·, 0)wn(·, 0)

=
1

p+ 1
[(p+ 1)(φ1(·, 0) + θ1wn(·, 0))pwn(·, 0)]− φ1(·, 0)wn(·, 0)

=
1

p+ 1
[(p+ 1)(φ1(·, 0) + θ1wn(·, 0))pwn(·, 0)− (p+ 1)φ1(·, 0)wn(·, 0)]

≤ (p+ 1)

2
[(φ1(·, 0) + wn(·, 0))pwn(·, 0)− φ1(·, 0)wn(·, 0)]

≤ 1

2
p(p+ 1)w2

n(·, 0)(θ2wn(·, 0) + φ1(·, 0))p−1

≤ c(p)

2
(φp−1

1 (·, 0)w2
n(·, 0) + wp+1

n (·, 0)) ,

onde θ1, θ2 ∈ (0, 1), assim,
∫

Ω

(
1

p+ 1
(wn(x, 0) + φ1 (x, 0))

p+1 − 1

p+ 1
φp+1
1 (x, 0)− φp

1(x, 0)wn(x, 0)

)
dx

≤ c(p)

∫

Ω

(φp−1
1 w2

n(x, 0) + wp+1
n (x, 0))dx

≤ c(p)

(
‖φ1‖p−1

∞

∫

Ω

w2
n(x, 0)dx+

∫

Ω

wp+1
n (x, 0)dx

)
.

(4.6)

Aplicando a desigualdade de Holder e usando (4.2), obtemos
∫

Ω

w2
n(x, 0)dx ≤ (|S̃n|Ω)

α
N

(∫

Ω

w
2N

N−α
n (x, 0)dx

)N−α
N

≤ o(1)‖wn‖2Xα
0 (CΩ)

. (4.7)

Da mesma forma, como p+ 1 < 2∗α temos
∫

Ω

wp+1
n (x, 0)dx ≤ (|S̃n|Ω)

2∗α−(p+1)

2∗α

(∫

Ω

w2∗α
n (x, 0)dx

) 1
2∗α

≤ o(1)‖wn‖2Xα
0 (CΩ)

. (4.8)

Segue de (4.6), (4.7) e (4.8)
∫

Ω

1

p+ 1

(
(wn(x, 0) + φ1(x, 0))

p+1 − φp+1
1 (x, 0)

)
dx−

∫

Ω

φp
1(x, 0)wn(x, 0)dx

≤ o(1)‖wn‖2Xα
0 (CΩ)

Como consequência

Jλ0(vn) ≥ Jλ0(w0) +
1

2
‖wn‖2Xα

0 (CΩ)
(1− q − o(1)) +

1

2
‖v−n ‖2Xα

0 (CΩ)

= Jλ0(w0) +
1

2
‖wn‖2Xα

0 (CΩ)
(1− q − o(1)) + o(1).

(4.9)

Desde que q < 1, resulta de (4.1) e (4.9)

Jλ0(w0) > Jλ0(vn) ≥ Jλ0(w0)

para n ≥ n0. Uma contradição, portanto w0 é um mínimo local.
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4.2 Estudo De Um Problema Equivalente

No que segue, consideremos λ ∈ (0,Λ). Vamos procurar uma solução de (Pλ)

da forma u = uλ + v, onde uλ é a solução encontrada no lema (3.9). Então, se u for

solução de (Pλ), temos





−div(y1−α∇u) = 0, em CΩ

u = 0, sobre ∂LCΩ

∂u

∂να
= λuq + up, u > 0 em Ω

(Pλ).

Daí,





−div(y1−α∇(uλ + v)) = 0, em CΩ

uλ + v = 0, sobre ∂LCΩ

∂(uλ + v)

∂να
= λ(uλ + v)q + (uλ + v)p, em Ω

que é equivalente





−div(y1−α∇v) = 0, em CΩ

v = 0, sobre ∂LCΩ

∂v

∂να
= λ(uλ + v)q − λuqλ + (uλ + v)p − upλ, em Ω

.

Defina

gλ(s) =




λ(uλ(·, 0) + s)q − λuqλ(·, 0) + (uλ(·, 0) + s)p − upλ(·, 0), se s ≥ 0

0, se s < 0
(4.10)

e observe que u é solução de (Pλ) se, e somente se, v é solução do problema





−div(y1−α∇v) = 0 , em CΩ

v = 0 , sobre ∂LCΩ

∂v

∂να
= gλ(v) , em Ω

. (4.11)

Como a função gλ dada em (4.10) é contínua, então a primitiva

G(t) =

∫ t

0

gλ(s)ds
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é derivável. Associado ao problema (4.11), temos o funcional

J̃ : Xα
0 (CΩ) −→ R

v 7−→ J̃(v) =
1

2
‖v‖2Xα

0 (CΩ)
−
∫

Ω

G(v(x, 0))dx.

Pode-se mostrar que J̃ ∈ C1(Xα
0 (CΩ),R) e

J̃ ′(v)(ϕ) =

∫

CΩ

y1−α〈∇v,∇ϕ〉dxdy −
∫

Ω

g(v(x, 0))ϕ(x, 0)dx

para todo v, ϕ ∈ Xα
0 (CΩ). Desta forma, se v ∈ Xα

0 (CΩ), u 6= 0 é um ponto crítico de

J̃ , então u é uma solução do problema (4.11) e consequentemente u = uλ + v é uma

segunda solução de (Pλ).

Lema 4.2 v = 0 é um mínimo local de J̃ em Xα
0 (CΩ).

Demonstração: Seja v+ e v− a parte positiva e a negativa de v, respectivamente.

Com o intuito de facilitar a leitura, da presente demonstração, será adotada a mesma

notação para a função e seu traço, ou seja, v+ = v+(·, 0) e v+ = v−(·, 0). Sabemos que

F (uλ + v+) =

∫ uλ+v+

0

(λsq + sp)ds =
λ

q + 1
(uλ + v+)q+1 +

1

p+ 1
(uλ + v+)p+1 , (4.12)

por outro lado

G(v) =

∫ v

0

g(s)ds (4.13)

com

gλ(s) =




λ(uλ + s)q − λuqλ + (uλ + s)p − upλ , se s ≥ 0

0 , se s < 0

Daí,

G(v+) =

∫ v+

0

[λ(uλ + s)q − λuqλ + (uλ + s)p − upλ]ds

=
λ

q + 1
(uλ + v+)q+1 − λ

q + 1
uq+1
λ − λuqλv

+

+
1

p+ 1
(uλ + v+)p+1 − 1

p+ 1
up+1
λ − upλv

+

e consequentemente

G(v+)− F (uλ + v+) = − λ

q + 1
uq+1
λ − λuq0v

+ − 1

p+ 1
up+1
0 − up0v

+ . (4.14)
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Sendo v+ = max{v, 0} e v− = min{v, 0}, então v = v+ − v− e vale

1

2
‖v‖2Xα

0 (CΩ)
=

1

2

∫

CΩ

y1−α|∇v+|2dxdy + 1

2

∫

CΩ

y1−α|∇v−|2dxdy

=
1

2
‖v+‖2Xα

0 (CΩ)
+
1

2
‖v−‖2Xα

0 (CΩ)
.

Agora, considere A1 = {x ∈ Ω : v(x, 0) ≥ 0} e A2 = {x ∈ Ω : v(x, 0) ≤ 0}. Desta

forma,
∫

Ω

G(v)dx =

∫

Ω

χA1G(v)dx+

∫

Ω

χA2G(v)dx ,

mas, para x ∈ A1, temos v(x) = v+(x), enquanto que para x ∈ A2, temos G(v) = 0.

Logo,
∫

Ω

G(v)dx =

∫

Ω

G(v+)dx .

Donde segue,

J̃(v) =
1

2
‖v+‖2Xα

0 (CΩ)
+
1

2
‖v−‖2Xα

0 (CΩ)
−
∫

Ω

G(v+)dx

=
1

2
‖v+‖2Xα

0 (CΩ)
+
1

2
‖v−‖2Xα

0 (CΩ)
−
∫

Ω

F (uλ + v+)dx

+

∫

Ω

(
λ

q + 1
uq+1
λ + λuqλv

+ +
1

p+ 1
up+1
λ + upλv

+

)
dx

=
1

2
‖v+‖2Xα

0 (CΩ)
+
1

2
‖v−‖2Xα

0 (CΩ)
−
∫

Ω

F (uλ + v+)dx

+

∫

Ω

F (u0)dx+

∫

Ω

(λuq0 + up0) v
+dx

(4.15)

Por outro lado,

J(uλ + v+) =
1

2
‖uλ + v+‖2Xα

0 (CΩ)
−
∫

Ω

F (uλ + v+)dx

=
1

2
‖uλ‖2Xα

0 (CΩ)
+
1

2
‖v+‖2Xα

0 (CΩ)
+

∫

CΩ

y1−α〈∇uλ,∇v+〉dxdy

−
∫

Ω

F (uλ + v+)dx

e sendo uλ solução de (Pλ), obtemos

J(uλ + v+) =
1

2
‖uλ + v+‖2Xα

0 (CΩ)
−
∫

Ω

F (uλ + v+)dx

=
1

2
‖uλ‖2Xα

0 (CΩ)
+
1

2
‖v+‖2Xα

0 (CΩ)
+

∫

Ω

(λuqλ + upλ)v
+dx

−
∫

Ω

F (uλ + v+)dx

(4.16)
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Substituindo (4.16) em (4.15), segue que

J̃(v) =
1

2
‖v−‖Xα

0 (CΩ)+J(uλ + v+)− 1

2
‖uλ‖2Xα

0 (CΩ)
+

∫

Ω

F (uλ)dx

=
1

2
‖v−‖Xα

0 (CΩ)+J(uλ + v+)− J(uλ)

Como uλ é um mínimo local de J em Xα
0 (CΩ), então

J̃(v) ≥ 1

2
‖v−‖2Xα

0 (CΩ)
≥ 0 = J̃(0) (4.17)

desde que ‖v‖Xα
0 (CΩ)≤ ǫ.

No que segue, vejamos que qualquer sequência (PS)c (A definição de sequência

(PS)c, pode ser encontrada no Apêndice C) pode ser escolhida como uma sequência

não negativa de funções. Para isso, mostraremos que se, {vn} é uma sequência (PS)c

então {vn} é limitada e {v+n } é também uma sequência limitada.

Lema 4.3 Se {vn} uma sequência (PS)c, c ∈ R, então {vn} é limitada.

Demonstração: Seja {vn} uma sequência (PS)c, isto é,

J̃(vn) → c e J̃ ′(vn) → 0.

Daí, existe n0 ∈ N tal que

J̃(vn)−
1

p+ 1
J̃ ′(vn)(uλ + v+n ) ≤ J̃(vn) +

1

p+ 1
|J̃ ′(vn)(uλ + v+n )|

≤M1 +
1

p+ 1
‖J̃ ′(vn)‖(Xα

0 (CΩ))′‖uλ + v+n ‖Xα
0 (CΩ)

≤M2 + ‖J̃(vn)‖(Xα
0 (CΩ))′‖vn‖Xα

0 (CΩ)

≤M2 + ‖vn‖Xα
0 (CΩ)

(4.18)

para todo n ≥ n0. Agora, observe que

J̃(vn) =
1

2
‖vn‖2Xα

0 (CΩ)
−
[∫

Ω

(
λ

q + 1
(uλ + v+n )

q+1 − λ

q + 1
uq+1
λ − λuqλv

+
n+

+
(uλ + v+n )

p+1

p+ 1
− 1

p+ 1
up+1
λ − upλv

+
n

)
dx

]

e

J̃ ′(vn)(uλ + v+n ) =

∫

CΩ

y1−α〈∇vn,∇(uλ + v+)〉dxdy −
∫

Ω

(λ(uλ + v+n )
q+1dx

+

∫

Ω

(λuqλ(uλ + v+n )− (uλ + v+n )
p+1 + upλ(uλ + v+n ))dx

=‖v+n ‖2Xα
0 (CΩ)

+〈uλ, vn〉Xα
0 (CΩ) −

∫

Ω

(λ(uλ + v+n )
q+1dx

+

∫

Ω

(λuqλuλ + uqλv
+
n − (uλ + v+n )

p+1 + upλuλ + upλv
+
n )dx
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Logo,

J̃(vn)−
1

p+ 1
J̃ ′(vn)(uλ + v+n ) ≥

1

2
‖vn‖2Xα

0 (CΩ)
−
‖v+n ‖2Xα

0 (CΩ)

p+ 1
−

〈uλ, vn〉Xα
0 (CΩ)

p+ 1
+

+ λ

(
1

p+ 1
− 1

q + 1

)∫

Ω

(uλ + v+n )
q+1dx+ λ

(
1

p+ 1
− 1

q + 1

)∫

Ω

uq+1
λ dx

− λ

(
1

p+ 1
− 1

)∫

Ω

uqλv
+
n dx−

(
1

p+ 1
− 1

)∫

Ω

upλv
+
n dx ,

assim,

J̃(vn)−
1

p+ 1
J̃ ′(vn)(uλ + v+n ) ≥

1

2
‖vn‖2Xα

0 (CΩ)
−
‖vn‖2Xα

0 (CΩ)

p+ 1
−

‖uλ‖2Xα
0 (CΩ)

p+ 1
‖vn‖Xα

0 (CΩ)−

− λ

(
1

q + 1
− 1

p+ 1

)
‖uλ + v+n ‖q+1

Lq+1(Ω)λ

(
1

q + 1
− 1

p+ 1

)
‖uλ‖q+1

Lq+1(Ω)−

+

(
1− 1

p+ 1

)
λ‖uλ‖qL∞(CΩ)

‖v+n ‖L1(Ω)+

(
1− 1

p+ 1

)
‖uλ‖pL∞(CΩ)

‖v+n ‖L1(Ω).

Note que

‖uλ + v+n ‖q+1
Lq+1(Ω)≤ [‖uλ‖Lq+1(Ω)+‖v+n ‖Lq+1(Ω)]

q+1 ≤ 2q+1[‖uλ‖q+1
Lq+1(Ω)+‖vn‖q+1

Lq+1(Ω)],

seque que

J̃(vn)−
1

p+ 1
J̃ ′(vn)(uλ + v+n ) ≥

(
1

2
− 1

p+ 1

)
‖vn‖2Xα

0 (CΩ)
−M1‖vn‖Xα

0 (CΩ)−

−M2‖uλ‖q+1
Lq+1(Ω)−M22

q+1[‖uλ‖q+1
Lq+1(Ω)+‖vn‖q+1

Lq+1(Ω)]−

−M3‖v+n ‖L1(Ω)−M4‖v+n ‖L1(Ω),

onde Mi, i = 1, 2, 3, 4 são constantes positivas satisfazendo

M1 =
‖uλ‖Xα

0 (CΩ)

p+ 1
, M2 = λ

(
1

q + 1
− 1

p+ 1

)
,

M3 = λ

(
1− 1

p+ 1

)
‖uλ‖qL∞(Ω) e M4 =

(
1− 1

p+ 1

)
‖uλ‖pL∞(Ω) .

usando a imersão Contínua Xα
0 (CΩ) →֒ Ls(Ω), 1 ≤ s ≤ 2∗α e colocando os termos

comuns em evidência encontramos uma desigualdade do tipo

J̃(vn)−
J̃ ′(vn)(uλ + v+n )

p+ 1
≥ A‖vn‖2Xα

0 (CΩ)
+B‖vn‖q+1

Xα
0 (CΩ)

−C‖vn‖Xα
0 (CΩ)−D (4.19)

onde A,B,C e D são constantes positivas. Combinando (4.18) e (4.19), podemos

concluir que a sequência {vn} é limitada.
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Lema 4.4 Se {vn} é uma sequência (PS)c, então {v+n } é também uma sequência

(PS)c.

Demonstração: Sendo {vn} uma sequência (PS)c, pelo Lema 4.3, {vn} é limitada e

assim ‖v−n ‖Xα
0 (CΩ)≤ ‖vn‖Xα

0 (CΩ)≤M , isto é, {v−n } é também limitada, portanto

J̃ ′(vn)(v
−
n ) −→ 0 .

Por outro lado,

J̃ ′(vn)(v
−
n ) =

∫

CΩ

y1−α〈∇vn,∇v−n 〉dxdy−
[∫

Ω

(λ(uλ + v+n )
qv−n − λuqλv

−
n+

+(uλ + v+n )
pv−n − upλv

−
n )dx

]
,

então J̃ ′(vn)(v
−
n ) = ‖v−n ‖2Xα

0 (CΩ)
, assim, obtemos

‖v−n ‖2Xα
0 (CΩ)

−→ 0 .

Além disso, como ‖vn‖2Xα
0 (CΩ)

= ‖v+n ‖2Xα
0 (CΩ)

+‖v−n ‖2Xα
0 (CΩ)

, deduzimos que

‖vn‖2Xα
0 (CΩ)

= ‖v+n ‖2Xα
0 (CΩ)

+on(1) .

Daí,

J̃(vn) = J̃(v+n ) + on(1)

e

J̃ ′(vn) = J̃ ′(v+n ) + on(1) .

Consequentemente, se

J̃(vn) −→ c e J̃ ′(vn) −→ 0 ,

então

J̃(v+n ) −→ c e J̃ ′(v+n ) −→ 0 ,

mostrando que {v+n } é uma sequência (PS)c.

Proposição 4.5 J̃ satisfaz a condição (PS)c para todo c.

Demonstração: Seja {vn} ⊂ Xα
0 (CΩ) tal que J̃(vn) −→ c e J̃ ′(vn) −→ 0 onde

estamos consideramos vn ≥ 0 para todo n ∈ N. Desde que {vn} é limitada, existe

v ∈ Xα
0 (CΩ) tal que

vn ⇀ v em Xα
0 (CΩ) . (4.20)
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Daí, pela imersão compacta, segue que

vn −→ v em Ls(Ω)

para 1 ≤ s < 2∗α. Como q + 1 < p+ 1 < 2∗α concluímos que

vn −→ v em Lq+1(Ω)

e

vn −→ v em Lp+1(Ω)

de onde obtemos, respectivamente
∫

Ω

(uλ(x, 0) + vn(x, 0))
q+1dx −→

∫

Ω

(uλ(x, 0) + v(x, 0))q+1dx (4.21)

e
∫

Ω

(uλ(x, 0) + vn(x, 0))
p+1dx −→

∫

Ω

(uλ(x, 0) + v(x, 0))p+1dx (4.22)

Além do mais, temos
∫

Ω

λ(uλ(x, 0))
qvn(x, 0)dx −→

∫

Ω

λ(uλ(x, 0))
qv(x, 0)dx (4.23)

e
∫

Ω

λ(uλ(x, 0))
pvn(x, 0)dx −→

∫

Ω

λ(uλ(x, 0))
pv(x, 0)dx . (4.24)

Seja

An = 〈vn, uλ〉Xα
0 (CΩ) −

[∫

Ω

(
λ(uλ(x, 0) + vn(x, 0))

q+1 − λuλ(x, 0)
q+1−

−λuλ(x, 0)qvn(x, 0) + (uλ(x, 0) + Vn(x, 0))
p+1 − uλ(x, 0)

p+1 + uλ(x, 0)
pvn(x, 0)

)
dx
]

e

A = 〈v, uλ〉Xα
0 (CΩ) −

[∫

Ω

(
λ(uλ(x, 0) + v(x, 0))q+1 − λuλ(x, 0)

q+1−

−λuλ(x, 0)qv(x, 0) + (uλ(x, 0) + v(x, 0))p+1 − uλ(x, 0)
p+1 + uλ(x, 0)

pv(x, 0)
)
dx
]

Segue de (4.20), (4.21), (4.22), (4.23) e (4.24) que An −→ A. Mas, observe que

‖vn‖2Xα
0 (CΩ)

= −An + ‖vn‖2Xα
0 (CΩ)

+An

= −An + J̃ ′(vn)(uλ + vn) ,
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daí,

‖vn‖2Xα
0 (CΩ)

−→ −A ,

onde

J̃ ′(vn)(uλ + vn) =‖vn‖2Xα
0 (CΩ)

+〈vn, uλ〉Xα
0 (CΩ) −

[∫

Ω

(
λ(uλ(x, 0) + vn(x, 0))

q+1−

− λuλ(x, 0)
q+1 − λuλ(x, 0)

qvn(x, 0) + (uλ(x, 0) + vn(x, 0))
p+1−

−uλ(x, 0)p+1 + uλ(x, 0)
pvn(x, 0)

)
dx
]

Por outro lado

J̃ ′(vn)(uλ + v) = 〈vn, uλ〉Xα
0 (CΩ) + 〈vn, v〉Xα

0 (CΩ)−

−
[∫

Ω

(λ(uλ(x, 0) + vn(x, 0))
q(uλ(x, 0) + v(x, 0))− λuλ(x, 0)

q(uλ(x, 0) + v(x, 0))+

+(uλ(x, 0) + vn(x, 0))
p(uλ(x, 0) + v(x, 0))− uλ(x, 0)

p(uλ(x, 0) + v(x, 0))) dx]

e quando tomamos o limite de n −→ +∞, encontramos ‖v‖2Xα
0 (CΩ)

= −A, mostrando

que

‖vn‖2Xα
0 (CΩ)

−→ ‖v‖2Xα
0 (CΩ)

,

Sendo Xα
0 (CΩ) Hilbert, então é uniformemente convexo, assim vn −→ v em Xα

0 (CΩ).

Teorema 4.6 Seja 0 < q < 1 < p < N+2
N−α

. Então, para todo λ ∈ (0,Λ) o problema

(Pλ) tem uma segunda solução vλ > uλ.

Demonstração:

Anteriormente, provamos que v = 0 é um mínimo local de J̃ em Xα
0 (CΩ). Vamos

supor que v = 0 é um mínimo local estrito em Xα
0 (CΩ). Pois, caso contrário, exis-

tiria um ponto crítico de J̃ não-nulo o qual seria uma solução do problema (4.11) e

consequentemente uma segunda solução de (Pλ). Sendo assim, existem r, δ > 0 tais

que

J̃(u) ≥ δ > J̃(0) = 0 para ‖u‖Xα
0 (CΩ)= r,

ou seja, J̃ verifica a primeira geometria do Teorema do Passo da Montanha.
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Para verificar a segunda geometria do Teorema do passo da Montanha, fixe v ∈
Xα

0 (CΩ) uma função não negativa. Então, para t > 0 temos

J̃(tv) ≤1

2
‖tv‖2Xα

0 (CΩ)
− 1

p+ 1
‖tv(·, 0)‖p+1

Lp(Ω)

=
1

2
t2‖v‖2Xα

0 (CΩ)
− tp+1

p+ 1
‖v(·, 0)‖Lp+1(Ω)−→ −∞, quando t→ ∞.

Logo, existe t∗ > 0 suficientemente grande tal que J̃(t∗v) < 0 e ‖t∗v‖Xα
0 (CΩ)> r.

Considere v1 = t∗v e conclua que J̃(v1) < 0 com v1 ∈ (Br(0))
c. Se p < N+2

N−α
, a

Proposição (4.5) garante que J̃ satisfaz a condição (PS)c para todo c. Seja

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J̃(γ(t)),

onde

Γ = {γ ∈ C([0, 1], Xα
0 (CΩ)) : γ(0) = 0, γ(1) = v1}.

Pelo Teorema do passo da Montanha, ver Teorema C.8, segue que, c ≥ δ > 0 é um

valor crítico de J̃ , isto é, existe v ∈ Xα
0 (CΩ), v 6= 0 tal que J̃(v) = c e J̃ ′(v) = 0, neste

caso v é um ponto crítico de J̃ em Xα
0 (CΩ).

4.3 Um Resultado de Unicidade

Nesta seção, provaremos um resultado de unicidade para soluções com uma norma

pequena. Antes disso, estudaremos o seguinte lema

Lema 4.7 Seja z as única solução do problema (A.3) com λ = 1. Então, existe uma

constante β > 0 tal que

‖φ‖2Xα
0 (CΩ)

−q
∫

Ω

zq−1φ2dx ≥ β‖φ‖2L2(Ω) (4.25)

para todo φ ∈ Xα
0 (CΩ).

Demonstração: Uma maneira de se obter z é através do problema de minimização

que

min

{
1

2
‖w‖2Xα

0 (CΩ)
−1

q
‖w‖q+1

Lq+1(Ω): w ∈ Xα
0 (CΩ)

}
.
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Como consequência,

‖φ‖2Xα
0 (CΩ)

−q
∫

Ω

zq−1φ2dx ≥ 0 (4.26)

para todo φ ∈ Xα
0 (CΩ). Isto implica que o primeiro autovalor a1 do problema lineari-

zado 



−div(y1−α∇φ) = 0 , em CΩ

φ = 0 , sobre ∂LCΩ

∂φ

∂να
− qzq−1φ = a1φ , em Ω× {0}

(4.27)

é não negativo. A existência de solução do problema (4.27) é análogo ao problema

(A.5), onde podemos supor que φ é estritamente positiva em CΩ. Suponha que a1 = 0,

então existe φ ∈ Xα
0 (CΩ) com φ ≥ 0 tal que

∫

CΩ

y1−α〈∇φ,∇z〉dxdy = q

∫

Ω

zqφ(x, 0)dx (4.28)

Por outro lado, como z é solução de (A.3) com λ = 1, temos
∫

CΩ

y1−α〈∇ϕ,∇z〉dxdy = q

∫

Ω

zqϕ(x, 0)dx (4.29)

para todo ϕ ∈ Xα
0 (CΩ). De (4.28) e (4.29), obtemos q = 1. O que é um absurdo.

Então, a1 > 0, o que prova (4.25).

Teorema 4.8 Existe no máximo uma solução para o problema (Pλ) com norma pe-

quena.

Demonstração: Considere A > 0 tal que pAp−1 < β, onde β é dado em (4.25).

Agora, vamos provar que o problema (Pλ) tem no máximo uma solução com norma em

L∞ menor que A. Vamos supor por contradição que (Pλ) tem uma segunda solução

w = uλ + v, verificando

‖w‖L∞(CΩ)≤ A.

Como uλ é a solução minimal, segue que v > 0 em Ω× [0,∞). Defina η = λ
1

1−q z, onde

z é a solução para (A.3) com λ = 1. Então η satisfaz




−div(y1−α∇η) = 0 , em CΩ

η = 0 , sobre ∂LCΩ

∂η

∂να
= ληq , em Ω

, (4.30)
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Alem disso, uλ é supersolução para o problema acima. Então, pelo Lema da compara-

ção, Lema (3.4), aplicado com f(t) = λtq, η e uλ, obtemos

uλ ≥ η = λ
1

1−q z em Ω× {0} . (4.31)

Desde que w = uλ + v é solução para (Pλ), temos em Ω× {0},

∂(uλ + v)

∂να
= λ(uλ + v)q + (uλ + v)p

≤ λuqλ + λquq−1
λ v + (uλ + v)p,

onde a desigualdade é uma consequência da concavidade da função f(t) = tq, isto é,

f(t) ≤ f(a) + f ′(a)(t− a) com a, t ∈ R. Como consequência da desigualdade acima e

de (4.31), podemos concluir

∂v

∂να
≤ −λuqλ − upλ + λuqλ + λquq−1

λ v + (uλ + v)p

≤ λqzq−1v − upλ + (uλ + v)p

Ainda da convexidade da função f(t) = λtp, temos

(uλ + v)p − upλ ≤ p(uλ + v)p−1v

e como ‖uλ + v‖L∞(CΩ)≤ A, obtemos

(uλ + v)p − upλ ≤ pAp−1v .

Tomando v como uma função teste e φ = v em (4.25), chegamos a

β

∫

Ω

v(x, 0)2dx ≤
∫

CΩ

y1−α|∇v|2dxdy − q

∫

Ω

zq−1v(x, 0)2dx ≤ pAp−1

∫

Ω

v(x, 0)2dx

e desde que pAp−1 < β, então, devemos ter v ≡ 0 em Ω, uma contradição, pois v > 0.

Observação 4.8.1 Esta prova também fornece o comportamento assintótico de uλ pró-

ximo de λ = 0, ou seja, uλ ≈ λ
1

1−q z, onde z é a única solução para o problema (A.3)

com λ = 1.

Observação 4.8.2 Da prova do lema (3.6) podemos concluir que M(λ) −→ 0 quando

λ ց 0. Segue daí, que ‖uλ‖L∞(CΩ)→ 0, pois sendo uλ a solução minimal, temos

‖uλ‖L∞(CΩ)≤ CM(λ), portanto, para pequenos valores de λ a única solução de (Pλ)

com ‖u‖L∞(CΩ)≤ A é minimal.



Apêndice A

Resultados Auxiliares

Neste apêndice, estudamos a existência de solução de alguns problemas utilizados

no decorrer do texto.

A.1 Um Problema Linear

Seja g ∈ L2(Ω), mostraremos que o problema




−div(y1−α∇v) = 0, em CΩ

v = 0, sobre ∂LCΩ

∂v

∂να
= g(x), em Ω

(A.1)

tem uma única solução. Uma solução para o problema acima é uma função v ∈ Xα
0 (CΩ)

que compre
∫

CΩ

y1−α〈∇v,∇ψ〉dxdy =

∫

Ω

g(x)ψ(x, 0)dx, (A.2)

para todo ψ ∈ Xα
0 (CΩ). Defina o funcional f : Xα

0 (CΩ) −→ R de modo que

f(ψ) =

∫

Ω

g(x)ψ(x, 0)dx.

Pode-se mostrar que f ∈ (Xα
0 (CΩ))

′. Logo, pelo Teorema da Representação de Riesz,

existe um único v ∈ Xα
0 (CΩ) tal que

〈v, ψ〉Xα
0 (CΩ) = f(ψ),

ou seja, vale (A.2).
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A.2 Estudo do Problema Sublinear

Agora, mostraremos a existência e unicidade para o problema




−div(y1−α∇w) = 0 , em CΩ

w = 0 , sobre ∂LCΩ

∂w

∂να
= λwq , w > 0 em Ω

(A.3)

onde 0 < q < 1, λ > 0.

Existência: Seja g a única solução do problema





−div(y1−α∇g) = 0 , em CΩ

g = 0 , sobre ∂LCΩ

∂g

∂να
= 1 , em Ω

(A.4)

que existe, basta ver o problema (A.1). Desde que 0 < q < 1 então, dado λ > 0 fixado,

analogamente ao que foi feito no Lema 3.6, existe

M =M(λ) > 0 satisfazendo

M ≥ λ
1

1−q ‖g‖
q

1−q
∞ ,

ou seja,

M ≥ λq‖g‖q∞.

Como consequência, a função Mg será supersolução para o problema (A.3). Além

disso, podemos tomar ǫ > 0 suficientemente pequeno, de modo que ǫψ é subsolução de

(A.3), onde ψ é a solução do problema (3.15), basta ver novamente o Lema 3.6. Então,

pela Proposição (3.3), existe uma solução para (A.3).

Unicidade: Para ver unicidade, basta aplicar a Proposição (3.4).

Seja wλ a solução para o problema (1.12). Para ver a regularidade dessa solução

encontrada, aplicamos a Proposição 3.5 e obtemos wλ ∈ L∞(CΩ)∩Cγ(CΩ). Lembrando

que a função f(t) = tq ∈ C0,q([0,∞)) para todo 0 < q < 1, então

g(x) = f(wλ(x, 0)) ∈ C0,qγ(Ω).

Portanto, pelo Teorema de Regularidade 2.13, item ii), temos que wλ ∈ C1,qγ(CΩ).
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A.3 Um problema de autovalor

Considere o seguinte problema





−div(y1−α∇φ) = 0, em CΩ

φ = 0, sobre ∂LCΩ

∂φ

∂να
− aφ = ν1φ, em Ω

(A.5)

onde a(x) = λq(uλ(x, 0))
q−1+(uλ(x, 0))

p−1 e uλ é a solução minimal do problema (Pλ).

Usaremos o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, ver Teorema C.9, para

provar a existência de solução para o problema (A.5) acima. Uma solução fraca de

(A.5) é uma função φ ∈ Xα
0 (CΩ) tal que

∫

CΩ

y1−α〈∇φ,∇ψ〉dxdy −
∫

Ω

a(x)φ(x, 0)ψ(x, 0)dx = ν1

∫

Ω

φ(x, 0)ψ(x, 0)dx (A.6)

para todo ψ ∈ Xα
0 (CΩ). Inicialmente, mostraremos que essa definição está bem posta,

para isso, veremos que

∫

Ω

a(x)φ(x, 0)2dx ≤ C‖φ‖2Xα
0 (CΩ)

, ∀φ ∈ Xα
0 (CΩ). (A.7)

Usando a desigualdade Hardy, ver Teorema D.3
∥∥∥∥
φ

d
α
2

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ A1‖φ‖
H

α
2
0 (Ω)

onde d = dist(x, ∂Ω), obtemos que

∫

Ω

a(x)φ2dx ≤ C‖φ‖L2(Ω)‖φ‖Xα
0 (CΩ) (A.8)

para todo φ ∈ Xα
0 (CΩ). De fato, assumiremos que existe uma constante M > 0 tais

que

C1d
α ≤ ǫϕ1 ≤ uλ, para ǫ ≈ 0+,

onde ϕ1 é a primeira autofunção do operador (−∆, H1
0 (Ω)). Daí,

∫

Ω

λquq−1
λ φ2dx = λq

∫

Ω

uqλ

(
φ

uλ

)
φdx ≤ λC1‖uλ‖q∞

∫

Ω

(
φ

dα

)
φdx

≤ A2

∥∥∥∥
φ

d
α
2

∥∥∥∥
L2(Ω)

‖φ‖L2(Ω).
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Pela desigualdade de Hardy, concluímos

∫

Ω

λquq−1
λ φ2dx ≤ C1‖φ‖

H
α
2
0 (Ω)

‖φ‖L2(Ω)≤ C3‖φ‖L2(Ω)‖φ‖Xα
0 (CΩ), (A.9)

para todo φ ∈ Xα
0 (CΩ). Por outro lado, temos

∫

Ω

pu(x, 0)p−1φ(x, 0)2dx ≤ p‖u(x, 0)‖p−1
L∞(Ω)

∫

Ω

φ(·, 0)2dx ≤ C2‖φ(·, 0)‖2L2(Ω), (A.10)

para todo φ ∈ Xα
0 (CΩ). Como TrΩ : Xα

0 (CΩ) −→ L2(Ω) é contínuo, existe C3 > 0 tal

que ∫

Ω

pu(x, 0)p−1φ(x, 0)2dx ≤ C3‖φ‖L2(Ω)‖φ‖Xα
0 (CΩ) (A.11)

Combinando (A.9) e (A.11), obtemos a desigualdade (A.8) e como consequência, temos

∫

Ω

a(x)φ2dx ≤ A‖φ‖2Xα
0 (CΩ)

,

para todo φ ∈ Xα
0 (CΩ). Agora mostraremos que convergência fraca

φn ⇀ φ em Xα
0 (CΩ) .

implica na forte ∫

Ω

a(x)φn(x, 0)
2dx −→

∫

Ω

a(x)φ(x, 0)2dx .

De fato, usando a imersão compacta Xα
0 (CΩ) →֒ L2(Ω), temos que, se φn −→ φ em

Xα
0 (CΩ), então φn(·, 0) −→ φ(·, 0) em L2(Ω). Logo,

|‖φn‖L2(Ω)−‖φ‖L2(Ω)| ≤ ‖φn − φ‖L2(Ω)−→ 0 , (A.12)

como
∣∣∣∣
∫

Ω

qλuλ(x, 0)
q−1φn(x, 0)

2dx −
∫

Ω

qλuλ(x, 0)
q−1φ(x, 0)2dx

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫

Ω

qλuλ(x, 0)
q−1(φn(x, 0)

2 − φ(x, 0)2)dx

∣∣∣∣

≤ λ‖u(·, 0)‖q∞
∫

Ω

|(φn(x, 0)− φ(x, 0))(φn(x, 0) + φ(x, 0))|
uλ(x, 0)

dx

≤ C4

∫

Ω

∣∣∣∣
φn(x, 0) + φ(x, 0)

ǫϕ1

∣∣∣∣ |φn(x, 0)− φ(x, 0)|dx

≤ C5

∫

Ω

∣∣∣∣
φn(x, 0) + φ(x, 0)

dα

∣∣∣∣ |φn(x, 0)− φ(x, 0)|dx.
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Portanto, pela desigualdade de Hardy D.3 e desigualdade de Holder, obtemos
∣∣∣∣
∫

Ω

qλuλ(x, 0)
q−1φn(x, 0)

2dx −
∫

Ω

qλuλ(x, 0)q−1φ(x, 0)2dx

∣∣∣∣

≤ C1

∥∥∥∥
φn(·, 0) + φ(·, 0)

d
α
2

∥∥∥∥
L2(Ω)

‖φn(·, 0)− φ(·, 0)‖L2(Ω).

(A.13)

Concluímos de (A.12) e (A.13) que

∫

Ω

qλuλ(x, 0)
q−1φn(x, 0)

2dx −→
∫

Ω

qλuλ(x, 0)q−1φ(x, 0)2dx . (A.14)

Por outro lado,
∣∣∣∣p
∫

Ω

up−1
λ (φ2

n − φ2)dx

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣p‖u‖

p−1
L∞(Ω)

∫

Ω

(φ2
n − φ2)dx

∣∣∣∣

≤ C2

∣∣∣∣
∫

Ω

φ2
ndx−

∫

Ω

φ2dx

∣∣∣∣

e novamente de (A.12)

p

∫

Ω

up−1
λ φ2

ndx −→ p

∫

Ω

up−1φ2dx . (A.15)

Agora, iniciaremos a prova da existência de solução para o problema (A.5). Para isso,

defina os seguintes funcionais

(i) F (φ) =
∫
Ω
φ(x, 0)dx, para todo φ ∈ Xα

0 (Ω)

(ii) J(φ) =
∫
CΩ
y1−α|∇φ|2dxdy −

∫
Ω
a(x)φ(x, 0)2dx, para todo φ ∈ Xα

0 (Ω)

e a variedade diferencial M = {φ ∈ Xα
0 (Ω) : F (φ) = 1}.

No que segue, assumiremos que F, J ∈ C1(Xα
0 (CΩ),R) e além disso

J ′(φ)(ψ) = 2

∫

CΩ

y1−α〈∇φ,∇ψ〉dxdy − 2

∫

Ω

a(x)φ(x, 0)ψ(x, 0)dx

e

F ′(φ)ψ = 2

∫

Ω

φ(x, 0)ψ(x, 0)dx

para todo ψ ∈ Xα
0 (CΩ). Notemos que F ′(φ) 6= 0 para todo φ ∈M , pois

F ′(φ)φ = 2

∫

Ω

φ(x, 0)2dx = 2 6= 0 .
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Afirmação: Existe φ0 ∈ M tal que J(φ0) = inf
M
J(φ) = J∞. De fato, por (A.7),

temos

J(φ) =

∫

CΩ

y1−α|∇φ|2dxdy −
∫

Ω

a(x)φ2(x, 0)dx

≥ ‖φ‖2Xα
0 (CΩ)

−C‖φ‖Xα
0 (CΩ)‖φ‖L2(Ω)= ‖φ‖2Xα

0 (CΩ)
−C‖φ‖Xα

0 (CΩ)

para φ ∈ M . Logo, existe o ínfimo J∞ sobre M. Daí, existe {φn} ⊂ M tal que

J(φn) −→ J∞, quando J∞. De onde segue que

(
‖φn‖2Xα

0 (CΩ)
−
∫

Ω

a(x)φ2
n(x, 0)dx

)
≤M,

onde M é uma constante positiva. Temos também

0 ≤
∫

Ω

a(x)φ2
n(x, 0)dx ≤ C‖φn‖Xα

0 (CΩ)‖φn‖L2(Ω)= C‖φn‖Xα
0 (CΩ),

ou seja,

‖φn‖2Xα
0 (CΩ)

−c‖φn‖Xα
0 (CΩ)−M ≤ 0.

Logo, {φn} é uma sequência limitada. Portanto, existe {φnj} ⊂ {φn} e φ0 ∈ Xα
0 (CΩ)

tal que

φnj ⇀ φ0 em Xα
0 (CΩ).

Daí,

‖φnj‖2L2(Ω)−→ ‖φ0‖2L2(Ω). (A.16)

Ora, como {φnj} ⊂ M , então ‖φnj‖2L2(Ω)= 1, para todo j. Daí, ‖φ0‖2L2(Ω)= 1, ou seja,

φ0 ∈M . Então, J(φ0) ≤ J∞. Por outro lado,

J(φ0) = ‖φ0‖2Xα
0 (CΩ)

−
∫

Ω

a(x)φ2
0(x, 0)dx

≤ lim inf‖φnj‖2Xα
0 (CΩ)

− lim sup

∫

Ω

a(x)φ2
nj(x, 0)dx

≤ lim inf‖φnj‖2Xα
0 (CΩ)

+ lim inf

∫

Ω

−a(x)φ2
nj(x, 0)dx

≤ lim inf

(
‖φnj‖2Xα

0 (CΩ)
−
∫

Ω

a(x)φ2
nj(x, 0)dx

)
= J∞.
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Portanto J(φ0) = J∞. Mostrando a afirmação. Pelo Teorema dos Multiplicadores de

Langrange, resulta que existe λ ∈ R tal que

J ′(φ0) = λF ′(φ0),

ou seja,

J ′(φ0)ϕ = λF ′(φ0)ϕ, ∀ϕ ∈ Xα
0 (CΩ)

e consequentemente

∫

CΩ

y1−α〈∇φ0,∇ϕ〉dxdy −
∫

Ω

a(x)φ0(x, 0)ϕ(x, 0)dx = λ

∫

Ω

φ(x, 0)ϕ(x, 0)dx, (A.17)

para todo ϕ ∈ Xα
0 (CΩ). Donde segue que φ0 é uma solução do problema (A.5) e λ é o

auto-valor correspondente. Fazendo ϕ = φ0 em (A.17), obtemos J(φ0) = λ, ou seja,

λ = min{J(φ) : ‖φ(·, 0)‖L2(Ω)= 1} = min
M

J(φ). (A.18)

Agora, seja ν um autovalor qualquer de (A.5) e φ a auto-função associada. Temos

∫

CΩ

y1−α|∇φ|2dxdy −
∫

Ω

a(x)φ2(x, 0)dx = ν

∫

Ω

φ2(x, 0). (A.19)

Se φ ∈M , então J(φ) = ν, que implica

λ ≤ ν.

Por outro lado, se φ /∈ M , então φ′ =
φ

‖φ‖L2(Ω)

∈ M . Segue de (A.18) que λ ≤ J(φ′),

entretanto

λ ≤ J(φ′) =

∫
CΩ
y1−α|∇φ|2dxdy −

∫
Ω
a(x)φ2(x, 0)dx

‖φ(·, 0)‖2L2(Ω)

=
ν
∫
Ω
φ(x, 0)dx

‖φ(·, 0)‖2L2(Ω)

= ν.

Portanto, concluímos que λ é o primeiro autovalor de (A.5), o qual denotaremos por

ν1. Além disso, para todo

ν1 = min
φ∈Xα

0 (CΩ)

∫
CΩ
y1−α|∇φ|2dxdy −

∫
Ω
a(x)φ2(x, 0)dx

‖φ(·, 0)‖2L2(Ω)

. (A.20)

Importante A função φ0 pode ser escolhida como sendo não negativa, pois podemos

trocar por |φ0| ∈ Xα
0 (CΩ). De fato, basta observar que J(φ0) = J(|φ0|). Pelo princípio

do máximo, ver Teorema D.2, obtemos, na verdade φ0 > 0 em CΩ.



Apêndice B

Um Problema de Valor Inicial

Nesse apêndice, temos como objetivo trabalhar com um problema de valor ini-

cial, este, será útil para justificar que o espaço H(α/2,Ω) está contido na imagem do

operador traço do espaço Xα
0 (CΩ), que afirmamos na Observação 2.3.1. Boa parte

dos cálculos realizados que serão apresentados foram retirados de [27]. Inicialmente,

listamos alguns resultados que serão frequentemente usados.

Teorema B.1 Seja Ω ⊂ R
N um aberto limitado. Então, o problema de autovalor

−∆u = µu em Ω, u ∈ H1
0 (Ω)

possui um número infinito e enumerável de autovalores

0 < µ1 ≤ µ2 ≤ · · · ≤ µi ≤ · · ·

tais que

µi → ∞ quando i→ ∞

e autofunções ϕi que constituem uma base ortonormal completa de L2(Ω).

Demonstração: Ver Teorema 8.5.1 em [37].

Teorema B.2 (Lei de Weyl) Seja Ω ⊂ R
N um aberto limitado e

0 < µ1 < · · · < µj < · · ·
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os autovalores de operador (−∆, H1
0 (Ω)). Então,

lim
j→0

µj

4π2
(

j
ωNV

) 2
N

= 1

onde ωN é o volume da bola unitária em R
N e V é o volume de Ω.

Demonstração: Ver [59], página 429.

Teorema B.3 A função Gamma dada por

Γ(x) =

∫ ∞

0

e−ttx−1dt,

satisfaz

Γ(1− x)Γ(x) =
π

sin(πx)
.

Demonstração: Ver teorema 2.12 em [44]

Conforme é exposto em ( ), mais precisamente na seção ( ), a equação

v′′(s) +
v′(s)

s
− v(s)

(
1 +

α2

s2

)
= 0

é chamada de Equação de Bessel Modificada, e apresenta como soluções L.I. as funções

Iα
2
(s) =

∞∑

r=0

1

r!Γ(α + r + 1)

(s
2

)2r+α
2

e

Kα
2
(s) =

π

2

(
I−α

2
(s)− Iα

2
(s)

sin
(
α
2
π
)

)
.

Essas funções são chamadas de Funções de Bessel Modificada. A combinação linear de

tais funções é a solução geral da equação de Bessel Modificada.

Teorema B.4 As funções de Bessel modificadas Iα
2

e Kα
2

apresentam os seguintes

comportamentos assintóticos

lim
x→∞

Iα
2
(x)
ex√
2πx

= 1 e lim
x→∞

Kα
2
(x)

(
π
2x

) 1
2 e−x

= 1.
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Demonstração: Ver Teorema 4.21 em [10].

Teorema B.5 A função de Bessel modificada K
α
2 apresentada a seguinte propriedade,

d

dy
(ynKn(y)) = −ynKn−1(y)

para todo n não necessariamente inteiro.

Demonstração: Ver Teorema 4.16 em [10].

Teorema B.6 A função de Bessel modificada Kα
2
, satisfaz a seguinte propriedade,

lim
x→0

Kα
2
(x)

1
2
Γ(α

2
)
(
1
2
x
)−α

2

= 1.

Demonstração: Ver Propriedade 9.6.9 em [1].

B.1 Um Problema de Valor Inicial

No que segue, vamos explicitar a solução para o problema




φ′′(y) +
1− α

y
φ′(y)− λφ(y) = 0,

φ(0) = 1,

lim
y→∞

φ(y) = 0

, (B.1)

onde α ∈ (0, 2) e λ > 0. A existência e unicidade de solução para esse problema pode

ser encontrado em [52].

Considere ψ(y) = y
α
2 v(λ1/2y) para y > 0, onde v é uma função a determinar.

Veja que,

∂ψ

∂y
(y) =

α

2
y

α
2
−1v(λ

1
2 ) + y

α
2 v′(λ

α
2 )λ

1
2 = y

α
2 λ

[
α

2yλ
v(λ

1
2y) +

1

λ
1
2

v′(λ
1
2y)

]

e

∂2ψ

∂y2
(y) = y

α
2 λ

[
((α

2
)2 − α

2
)

y2λ
v(λ

1
2y) +

α

yλ
1
2

v′(λ
1
2y) + v′′(λ

1
2y)

]
.
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Suponha que ψ satisfaz a primeira condição do problema (B.1), então

0 =
∂2ψ

∂y2
+

(1− α)

y

∂ψ

∂y
− λψ

=y
α
2 λ

[(
((α

2
)2 − α

2
)

y2λ
v(λ

1
2y) +

α

yλ
1
2

v′(λ
1
2
j y) + v′′(λ

1
2y)

)
+

+
(1− α)

y

(
α

2yλ
v(λ

1
2y) +

1

λ
1
2

v′(λ
1
2y)

)
− v(λ

1
2y)

]

0 = y
α
2 λ

[
v′′(λ

1
2y) + v′(λ

1
2y)

(
α

yλ
1
2

+
(1− α)

yλ

1
2

)
+

+
(1− α)

y

α

2yλ
v(λ

1
2y)− v(λ

1
2y)

(
1 +

α
2
− (α

2
)2

y2λ

)]

=y
α
2 λ

[
v′′(λ

1
2y) +

v′(λ
1
2y)

yλ
1
2

− v(λ
1
2y)

(
1 +

(
α
2

)2

y2λ

)]

=y
α
2 λ

[
v′′(λ

1
2y) +

v′(λ
1
2y)

yλ
1
2

− v(λ
1
2y)

(
1 +

(
α
2

)2

(yλ
1
2 )2

)]

=y
α
2 λ

[
v′′(s) +

v′(s)

s
− v(s)

(
1 +

(
α
2

)2

(s)2

)]
,

com s = λ
1
2y e y > 0. Portanto, obtemos uma equação de Bessel modificada

v′′(s) +
v′(s)

s
− v(s)

(
1 +

(
α
2

)2

(s)2

)
= 0, (B.2)

para s > 0. Sabe-se que as funções Iα
2
(λ

1
2y) e Kα

2
(λ

1
2y), onde

Iα
2
(s) =

∞∑

r=0

1

r!Γ(α + r + 1)

(s
2

)2r+α
2

e

Kα
2
(s) =

π

2

(
I−α

2
(s)− Iα

2
(s)

sin
(
α
2
π
)

)

são soluções linearmente independente da equação (B.2) e

C1Iα
2
(λ

1
2y) + C2Kα

2
(λ

1
2y), (B.3)

para todo C1, C2 ∈ R, é a solução geral. Portanto, as funções

y
α
2C1Iα

2
(λ

1
2y), y

α
2C2Kα

2
(λ

1
2y) e y

α
2C1Iα

2
(λ

1
2y) + y

α
2C2Kα

2
(λ

1
2y),
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para todo C1, C2 ∈ R, satisfazem a primeira equação de B.1.

Vejamos que a função y
α
2 Iα

2
(λ

1
2y) não satisfaz a terceira condição de (B.1). De

fato, pelo teorema B.4, temos

lim
s→∞

Iα
2
(s)
es√
2πs

= 1,

ou seja, dado ǫ > 0, existe δ > 0 tal que se, s > δ, então
∣∣∣∣∣1−

Iα
2
(s)
es√
2πs

∣∣∣∣∣ < ǫ ⇒ 1−
Iα

2
(s)
es√
2πs

< ǫ

⇒ (1− ǫ)
es√
2πs

< Iα
2
(s).

Tomando ǫ = 1
2
, temos que

1

2

es√
2πs

< |Iα
2
(s)|,

daí, fazendo s = λ
1
2y, temos

1

2

eλ
1
2 y

√
2πλ

1
2y

< |Iα
2
(λ

1
2y)|.

Portanto,

lim
y→∞

y
α
2 |Iα

2
(λ

1
2y)| = ∞,

Por outro lado, sabendo que

lim
s→∞

Kα
2
(s)

(
π
2s

) 1
2 e−s

= 1,

dado ǫ > 0, existe δ > 0 tal que se, s > δ, então
∣∣∣∣∣
Kα

2
(s)

√
π
2s
e−s

− 1

∣∣∣∣∣ < ǫ ⇒
|Kα

2
(s)|

√
π
2s
e−s

< ǫ+ 1.

Tome ǫ = 1
2
, logo

|Kα
2
(s)| < 3

2

√
π

2s
e−s.

Fazendo s = λ
1
2y, segue que

y
α
2 |Kα

2
(s)|2 < y

α
2

(
3

2

√
π

2λ
1
2y
e−λ

1
2 y

)2

=
9π

8
y(

α
2
−1)e−2λ

1
2 y,
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para y > λ−
1
2 δ. Assim,

lim
y→∞

y
α
2Kα

2
(λ

1
2y)2 = 0,

ou seja, a função y
α
2Kα

2
(λ

1
2y)2 cumpre a terceira condição. Portanto,

ψ(y) = yαC2Kα
2
(λ

1
2y),

onde C2 é uma constante a determinar. Desta forma,

ψ(y) =y
α
2C2Kα

2
(λ

1
2y)

=y
α
2
π

2

(
I−α

2
(λ

1
2y)− Iα

2
(λ

1
2y)

sin
(
α
2
π
)

)

=
y

α
2C2π

2 sin
(
α
2
π
)




∞∑

r=0

1

r!Γ(α
2
+ r + 1)


λ

1
2
j y

2




2r−α
2

−
∞∑

r=0

1

r!Γ(α
2
+ r + 1)

(
λ

1
2y

2

)2r+α
2




=
y

α
2C2π

2 sin
(
α
2
π
)
Γ
(
1− α

2

)
(
λ

1
2y

2

)−α
2

+
y

α
2C2π

2 sin
(
α
2
π
)

∞∑

r=1

1

r!Γ(α
2
+ r + 1)


λ

1
2
j y

2




2r−α
2

−

− y
α
2C2π

2 sin
(
α
2
π
)

∞∑

r=0

1

r!Γ(α
2
+ r + 1)


λ

1
2
j y

2




2r+α
2

=
C2π

2 sin
(
α
2
π
)
Γ
(
1− α

2

)
(
λ

1
2

2

)−α
2

+
y

α
2C2π

2 sin
(
α
2
π
)

∞∑

r=1

1

r!Γ(α
2
+ r + 1)

(
λ

1
2y

2

)2r−α
2

−

− y
α
2C2π

2 sin
(
α
2
π
)

∞∑

r=0

1

r!Γ(α
2
+ r + 1)

(
λ

1
2y

2

)2r+α
2

Assim,

ψ(0) =
πC2λ

−α
4

21−
α
2 sin(α

2
π)Γ(1− α

2
)
.

A fim de que ψ satisfaça

ψ(0) = 1,

basta considerar

C2 =
21−

α
2 sin(α

2
π)Γ(1− α

2
)

πλ
−α
4

. (B.4)
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Portanto,

ψ(y) = y
α
2C2Kα

2
(λ

1
2y),

onde C2 é dado em (B.4) é a solução para o problema (B.1).

Lema B.7 Dada a função u =
∑∞

j=1 ajϕj ∈ L2(Ω), segue que

∂

∂xj

∞∑

j=1

[ajC2y
α
2ϕj(x)Kα

2
(µ

1
2
j y)] =

∞∑

j=1

∂

∂xj
[ajC2y

α
2ϕj(x)Kα

2
(µ

1
2
j y)],

∂2

∂x2j

∞∑

j=1

[ajC2y
α
2ϕj(x)Kα

2
(µ

1
2
j y)] =

∞∑

j=1

∂2

∂x2j
[ajC2y

α
2ϕj(x)Kα

2
(µ

1
2
j y)]

para j = 1, · · · , N ,

∂

∂y

∞∑

j=1

[ajC2y
α
2ϕj(x)Kα

2
(µ

1
2
j y)] =

∞∑

j=1

∂

∂y
[ajC2y

α
2ϕj(x)Kα

2
(µ

1
2
j y)],

∂2

∂y2

∞∑

j=1

[ajC2y
α
2ϕj(x)Kα

2
(µ

1
2
j y)] =

∞∑

j=1

∂2

∂y2
[ajC2y

α
2ϕj(x)Kα

2
(µ

1
2
j y)].

Demonstração: Considerando que as derivadas das autofunções ϕj são limitadas

por uma constante M , logo
∣∣∣∣
∂

∂xj

[
ajC2y

α
2ϕj(x)Kα

2
(µ

1
2
j y)
]∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ajC2y
α
2
∂ϕj

∂xj
(x)Kα

2
(µ

1
2
j y)

∣∣∣∣

≤My
α
2 |aj||C2||Kα

2
(µ

1
2
j )|y

α
2

≤|aj|2
2

+
M2|C2|2|Kα

2
(µ

1
2
j y)|2yα

2
.

Sendo

C2 =
21−

α
2 sin

(
α
2
π
)
Γ
(
1− α

2

)

πµ
−α

4
j

,

considere

C2
2 =

Nα
2

µ
−α

2
j

,

com

Nα
2
=

22−α sin2
(
α
2
π
)
Γ2(1− α

2
)

π2
.
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Assim,

∣∣∣∣
∂

∂xj

[
ajC2y

α
2ϕj(x)Kα

2
(µ

1
2
j y)
]∣∣∣∣ ≤

|aj|2
2

+
M2Nα

2
|Kα

2
(µ

1
2
j y)|2yα

2λ−α
j

. (B.5)

Como

lim
j→∞

Kα
2
(µ

1
2
j y)

(
π

2µ
1
2
j

y

) 1
2

e−µ
1
2
j y

= 1,

então, dado ǫ = 1, existe j0 ∈ N tal que

|Kα
2
(µ

1
2
j y)|2 <


 2π

µ
1
2
j y


 e−µ

1
2
j y para j > j0. (B.6)

Substituindo (B.6) em (B.5), obtemos

∣∣∣∣
∂

∂xj

[
ajC2y

α
2ϕj(x)Kα

2
(µ

1
2
j y)
]∣∣∣∣ ≤

|aj|2
2

+
M2Nα

2
πe−2µ

1
2
j yyα−1

2µ
1
2
−α

2
j

. (B.7)

Tome k > 0 e veja que

lim
j→∞

yα−1 e
−2µ

1
2
j y

µ
1
2
−α

2
−k

j

= 0,

ou seja, dado ǫ = 1, existe j1 ∈ N tal que

yα−1 e
−2µ

1
2
j y

µ
1
2
−α

2
j

<
1

µk
j

, para j > j1. (B.8)

Daí, substituindo (B.7) em (B.8), obtemos
∣∣∣∣
∂

∂xj

[
ajC2y

α
2ϕj(x)Kα

2
(µ

1
2
j y)
]∣∣∣∣ ≤

|aj|2
2

+
Cα

2

µk
j

(B.9)

com Cα
2
= M2Nα

2
π e j > max{j0, j1}. Daí, pelo Teorema B.2, dado ǫ = 1

2
, existe

j2 ∈ N tal que

j > j2 ⇒ 1

2
4π2

(
j

ωNV

) 2
N

< µj

⇒ 1

µj

<
(ωNV )

2
N

4π2

1

j
2
N

⇒ 1

µk
j

<

[
(ωNV )

2
N

4π2

]k
1

j
2k
N

.

(B.10)
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De (B.9) e (B.10), segue que
∣∣∣∣
∂

∂xj

[
ajC2y

α
2ϕj(x)Kα

2
(µ

1
2
j y)
]∣∣∣∣ ≤

|aj|2
2

+ LN,α,Ω
1

j
2k
N

(B.11)

para j > max{j0, j1, j2}, onde LN,α,Ω = Cα
2

(
(ωNV )

2
N

2π2

)
.

Agora, escolha k tal que 2k
N
> 1. Logo, os dois termos do lado direito de (B.11)

são termos gerais de séries convergentes. Pelo teste M. de Weistrass, segue o resultado.

De modo análogo para os demais.

Proposição B.8 Seja u ∈ H(α/2,Ω), então o conjunto

M = {w ∈ Xα
0 (CΩ) : w(x, 0) = u(x), q.t.p em Ω}

é não vazio.

Demonstração: Dada a função

v(x, y) =
∞∑

j=1

ajBj,α
2
y

α
2ϕj(x)Kα

2
(µ

1
2
i y),

observe que v(·, 0) = u(·) em Ω, pois, podemos ver a função v como

v(x, y) =
∞∑

j=1

ajψ(y)ϕj(x),

onde ψ(y) = Bj,α
2
y

α
2ϕj(x)Kα

2
(µ

1
2
i y). Daí,

v(x, 0) =
∞∑

j=1

ajψ(0)ϕj(x) =
∞∑

j=1

ajϕj(x) = u(x) em Ω.

Agora, mostraremos que v ∈ Xα
0 (CΩ). De fato, veja que

∫

CΩ

y1−α|∇v|2dxdy =

∫ ∞

0

y1−α

∫

Ω

|∇xv|2dxdy +
∫

Ω

∫ ∞

0

y1−αv2ydxdy. (B.12)

Pelo Lema anterior, temos
∫

Ω

|∇xv|2dx =
∞∑

j=1

λjB
2
j,αy

αa2jK
2
α
2
(µ

1
2
i y) (B.13)

e

∫

Ω

∫ ∞

0

y1−αv2ydxdy =

∫

Ω

∫ ∞

0

y1−α



( ∞∑

j=1

ajBj,α
2
y

α
2ϕj(x)Kα

2
(µ

1
2
i y)

)

y




2

dxdy

=

∫ ∞

0

y1−α

∞∑

j=1

aj((Bj,α
2
y

α
2Kα

2
(µ

1
2
i y))y)

2dy.

(B.14)
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Daí, substituindo (B.13), (B.14) em (B.12) e usando o fato de que

ψ(y) = Bj,α
2
y

α
2ϕj(x)Kα

2
(µ

1
2
i y), então

∫

CΩ

y1−α|∇v|2dxdy =

∫ ∞

0

y1−α

∞∑

j=1

a2j

[
µj

(
Bj,α

2
y

α
2Kα

2
(µ

1
2
i y)
)2

+

+
((
Bj,α

2
y

α
2Kα

2
(µ

1
2
i y)
)
y

)2]
dy

=
∞∑

j=1

a2j

∫ ∞

0

y1−α
[
µjψ(y)

2 + ψ′(y)2
]
dy

=
∞∑

j=1

aj
2

[∫ ∞

0

y1−αµjψ(y)
2 +

∫ ∞

0

y1−αψ′(y)2dy

]
.

(B.15)

Usando a integração por partes e o fato de ψ ser solução




(1− α)

y

∂ψ

∂y
+
∂2ψ

∂y2
− µjψ = 0, y > 0

ψ(0) = 1

,

temos∫ ∞

0

y1−αψ′(y)2dy =

∫ ∞

0

y1−αψ′(y)ψ′(y)dy

= lim
b→∞

y1−αψ′(y)ψ(y)
∣∣∣
b

0
−
∫ ∞

0

ψ(y)
[
(1− α)y−αψ′(y) + y1−αψ′′(y)

]
dy

= lim
b→∞

y1−αψ′(y)ψ(y)
∣∣∣
b

0
−
∫ ∞

0

ψ(y)(1− α)y−αψ′(y)−

−
∫ ∞

0

y1−αψ(y)

[
−(1− α)

y
ψ′(y) + λjψ(y)

]
dy

= lim
b→∞

y1−αψ′(y)ψ(y)
∣∣∣
b

0
− µj

∫ ∞

0

y1−αψ(y)2dy.

(B.16)

Substituindo (B.16) em (B.15), obtemos
∫

CΩ

y1−α|∇v|2dxdy =
∞∑

j=1

a2j lim
b→∞

y1−αψ′(y)ψ(y)
∣∣∣
b

0
. (B.17)

E ainda

lim
b→∞

y1−αψ′(y)ψ(y)
∣∣∣
b

0
= lim

y→∞
y1−αψ′(y)ψ(y)− lim

y→0+
y1−αψ′(y)ψ(y).

Agora, note que

lim
y→0+

y1−αψ′(y) = lim
y→0+

y1−αy1−α
(
Bj,α

2
y

α
2Kα

2
(µ

α
2
j y)
)
y

= lim
y→0+

y1−αy1−αBj,α
2
µ
−α

4
j

(
(µ

1
2
j y)

α
2Kα

2
(µ

α
2
j y)
)
y
.

(B.18)
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Fazendo z = µ
α
2
j y, temos y = µ

− 1
2

j z,

(
z

α
2Kα

2
(z)
)
z
=
(
z

α
2Kα

2
(z)
)
y

dy

dz
= µ

− 1
2

j

(
z

α
2Kα

2
(z)
)
y

e assim

(
(µ

1
2
j y)

α
2Kα

2
(µ

1
2
j y)
)
y
=µ

1
2
j (z

α
2Kα

2
(z))z

=− µ
1
2
j (z

α
2Kα

2
−1(z))

=− µ
1
2
j (µ

1
2
j y)

α
2Kα

2
−1(µ

1
2
j y),

logo,

Bj,α
2
µ
−α

4
j

(
(µjy)

α
2Kα

2
(µ

1
2
j y)
)
y
= −Bj,α

2
µ
− 1

2
j y

α
2Kα

2
−1(µ

1
2
j y). (B.19)

Substituindo (B.19) em (B.18), obtemos

lim
y→0+

y1−αy1−αψ′(y) = −Bj,α
2
µ
− 1

2
j lim

y→0+
y1−αy1−

α
2Kα

2
−1(µ

1
2
j y).

Mas,

y1−
α
2Kα

2
−1(µ

1
2
j y) =

π

2 sin
(
α
2

)




∞∑

r=0

1

r!Γ
(
−α

2
+ r + 2

)


λ

1
2
j

2




2r−α
2
+1

y2r−2α
2
+2 −

−
∞∑

r=0

1

r!Γ
(
α
2
+ r
)


µ

1
2
j

2




2r+α
2
−1

y2r




ou seja,

lim
y→0+

y1−αψ′(y) = −Bj,α
2
µ
− 1

2
j


−

π

2 sin
(
α
2
π
)
Γ
(
α
2

)


µ

1
2
j

2




α
2
−1

 = kαµ

α
2
j .

Logo,

lim
y→0+

y1−αψ′(y)ψ(y) = lim
y→0+

y1−αψ′(y) lim
y→0+

y1−αψ(y) = kαµ
α
2
j .

Assim,

lim
b→∞

y1−αψ′(y)ψ(y)
∣∣∣
b

0
= lim

y→∞
y1−αψ′(y)ψ(y)− kαµ

α
2
j .
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Por outro lado, usando as aproximações das funções de Bessel, temos

lim
y→∞

y1−αψ′(y)ψ(y) = lim
y→∞

y1−α
(
Bj,α

2
y

α
2Kα

2
(µ

1
2
j y)
)
y

= lim
y→∞

y1−αBj,α
2

(
y

α
2Kα

2
(µ

1
2
j y)
)
y

= lim
y→∞

y1−αBj,α
2

(
− y

α
2Kα

2
−1(µ

1
2
j y)
)
y

= lim
y→∞


y

2+α
4 Bj,α

2


− π

2µ
1
2
j y




1
2

e−µ
1
2
j y







Kα
2
−1(µ

1
2
j y)

(
− π

2µ
1
2
j y

) 1
2

e−µ
1
2
j y




=0

e

lim
y→∞

ψ(y) = lim
y→∞

Bj,α
2
y

α
2Kα

2
(µ

1
2
j y) = lim

y→∞
Bj,α

2
y

α
2


− π

2µ
1
2
j y




1
2

e−µ
1
2
j y = 0.

Portanto,

lim
b→∞

y1−αψ′(y)ψ(y)
∣∣∣
b

0
= −kαµ

α
2
j (B.20)

e por fim, dessa igualdade e de (B.17), concluímos que

‖v‖Xα
0 (CΩ)=

∞∑

j=1

a2j
(
− kαµ

α
2
j

)
= −kα‖u‖H(α/2,Ω), (B.21)

pois, u ∈ H(α/2,Ω). Portanto, v ∈ Xα
0 (CΩ).



Apêndice C

Resultados Clássicos

Nesse apêndice fizemos uma coletânea com os principais resultados usados no

decorrer do trabalho. Os resultados envolvendo os espaços Lp podem ser vistos em

[13].

Teorema C.1 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Seja (fn) uma sequên-

cia de funções L1(Ω). Suponha que fn(x) → f(x) q.t.p em Ω e, além disso, existe uma

função g ∈ L1(Ω) tal que, para todo n, |fn(x)| ≤ g(x) q.t.p em Ω. Então, f ∈ L1(Ω) e

‖fn − f‖L1(Ω)→ 0.

Teorema C.2 (Teorema da Convergência Monótona) Seja (fn) uma sequência mo-

nótona crescente de funções mensuráveis não negativas tal que f(x) = limn→∞ fn(x).

Então ∫

Ω

f(x)dx = lim
n→∞

∫

Ω

fn(x)dx.

Seja (Ω1,M1, µ1) e (Ω2,M2, µ2) dois espaços de medida que são σ- finita. Pode-

se definir de maneira padrão a estrutura do espaço de medida (Ω,M, µ) no produto

cartesiano Ω = Ω1 × Ω2.

Teorema C.3 (Teorema de Tonelli) Seja F : Ω1 × Ω2 −→ R uma função mensurável

satisfazendo
∫

Ω2

|F (x, y)|dµ2 <∞ para todo x ∈ Ω1,

e ∫

Ω1

dµ1

∫

Ω2

|F (x, y)|dµ2 <∞.

Então, F ∈ L1(Ω1 × Ω2).
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Teorema C.4 (Fubini) Assuma que F ∈ L1(Ω1 × Ω2). Então, para todo x ∈ Ω1,

F (x, y) ∈ L1
y(Ω2) e

∫
Ω2
F (x, y)dµ2 ∈ L1

x(Ω1). Similarmente, para todo x ∈ Ω2,

F (x, y) ∈ L1
x(Ω1) e

∫
Ω1
F (x, y)dµ1 ∈ L1

y(Ω2). Além disso,

∫

Ω1

dµ1

∫

Ω2

F (x, y)dµ2 =

∫

Ω2

dµ2

∫

Ω1

F (x, y)dµ1 =

∫

Ω1

∫

Ω2

F (x, y)dµ1dµ2.

Teorema C.5 Seja X um espaço de Banach reflexivo com norma ‖ · ‖, e considere

M ⊂ X um subconjunto fracamente fechado de X. Suponha que I : M −→ R ∪ {∞}
é coercivo e fracamente semicontínuo em M com respeito a X. Então, I é limitado

inferiormente em M e o ínfimo é atingido em M .

Demonstração: Ver Teorema 1.2 em [56].

Definição C.6 Seja X um espaço de Banach e I : X −→ R um funcional de classe

C1(X,R), dizemos que (wn) ⊂ X é uma sequência (PS) no nível c ∈ R, denotada por

(PS)c, quando

I(wn) → c e I ′(wn) → 0.

Definição C.7 Dizemos que I verifica a condição de Palais-Smale, ou simplesmente

a condição (PS), quando toda sequência (PS)c para c ∈ R, admite uma subsequência

que converge forte em X, isto é,

I(wn) → c e I ′(wn) → 0

implica que existe (wnj) ⊂ (wn) e w0 ∈ X tais que

wnj → w0 em X.

Teorema C.8 (Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz) Seja X

um espaço de Banach e I : X −→ R ∈ C1(X,R) verificando a condição (PS). Se I

cumpre as condições

i) Existem r, ρ > z0 tais que

I(u) ≥ r > I(0), ‖u‖= ρ

ii) Existem e ∈ X \Bρ(0) tal que

I(e) < r,
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então,

c := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)),

onde

Γ = {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = 0, ‖γ(1)‖> ρ e I(γ(1)) < r},

é um valor crítico de I.

Demonstração: Ver Teorema 1.17 em [60].

Observação C.8.1 O nível c é conhecido como nível do Passo da Montanha. Além

disso, as condições i), ii) são chamadas de geometria do passo da montanha.

Teorema C.9 (Teorema dos Multiplicadores de Lagrange) Sejam X um espaço de

Banach, J, ψ : X −→ R funcionais de classe C1(X,R) e

M = {u ∈ X : ψ(u) = 1} = ψ−1({1})

com

ψ′(u) 6= 0 para todo u ∈M.

Se J é limitado inferiormente em M e existe u0 ∈M verificando

J(u0) = inf
u∈M

J(u),

então, existe λ ∈ R tal que

J ′(u0) = λψ′(u0).

Em outras palavras, u0 é ponto crítico de J restrito a M .

Demonstração: Ver Teorema em [60].

Teorema C.10 (Identidade de Picone) Sejam u ≥ 0 e v > 0 funções diferenciáveis,

p > 1 em Ω ⊂ R
N . Então, L(u, v) = R(u, v) ≥ 0, onde

L(u, v) = |∇u|p + (p− 1)
|u|p
vp

|∇v|p − p
|u|p−2

vp−1
〉∇u,∇v〉|∇v|p−2,

R(u, v) = |∇u|p −∇
( |u|p
vp−1

)
|∇v|p−2∇v.

Além disso, L(u, v) = 0 ⇒ ∇
(u
v

)
= 0 q.t.p.

Demonstração: Ver Proposição 3.1 em [26].



Apêndice D

Outros Resultados

Nesse apêndice alguns resultados que eventualmente não são conhecidos e que

serão usados no decorrer do trabalho.

Teorema D.1 (Princípio do máximo) Sejam N ≥ 1, α ∈ (0, 2) e Ω ⊂ R
N um domínio

limitado. Considere h ∈ H(−α/2,Ω) e u ∈ H(α/2,Ω) uma solução para o problema
{
(−∆)

α
2 u = h(x), em Ω

u = 0, sobre ∂Ω

e seja v a solução para o problema equivalente




−div(y1−α∇v) = 0 , em CΩ

v = 0 , sobre ∂LCΩ

∂v

∂να
= h(x) , em Ω

.

Se h ≥ 0 em Ω, então u ≥ 0 em Ω e v ≥ 0 em CΩ.

Demonstração: Ver Lema 2.3 em [23].

Teorema D.2 (Princípio do máximo fraco) Sejam Ω ⊂ R
N e R > 0 arbitrário. Con-

sidere v uma função localmente integrável em Ω× (0, R) tal que
∫

Ω×(0,R)

y1−α|∇v|2dxdy < +∞.

Assuma que 



−div(y1−α∇v) = 0 , em Ω× (0, R)

v ≥ 0 , sobre Ω× (0, R)

∂v

∂να
≥ 0 , em Ω

, (D.1)
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ou seja,

∫

Ω×(0,R)

y1−α〈∇v,∇ϕ〉dxdy ≥ 0

para todo ϕ ∈ H1(Ω × (0, R), y1−α) tal que ϕ ≥ 0 q.t.p em Ω × (0, R) e ϕ = 0 em(
∂Ω × (0, R)

)
∪
(
Ω × {0}

)
. Então, v ≡ 0, ou para todo subconjunto compacto K ⊂

Ω× [0, R), temos

inf v
∣∣∣
K
> 0.

Demonstração: Ver Lema 2.4 em [23].

O próximo Teorema pode ser encontrado em [35], enunciaremos a seguir pra

facilitar a leitura do texto, pois no Apêndice B, fazemos uso desse resultado.

Teorema D.3 (Hardy Sobolev) Para todo p ∈ (1,∞) e s ∈ (0, 1) os seguintes fatos

são verdadeiros

i) se sp > 1, então para todo u ∈ W s,p
0 (Ω), temos

∫

Ω

|u(x)|p
dist(x, ∂Ω)sp

dx ≤ C

∫

Ω

∫

Ω

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+sp

dxdy,

onde C é uma constante positiva que depende apenas de Ω, N, p e s.

ii) se sp < 1, então para todo u ∈ W s,p
0 (Ω), temos

∫

Ω

|u(x)|p
dist(x, ∂Ω)sp

dx ≤ C ′
(∫

Ω

|u|pdx+
∫

Ω

∫

Ω

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+sp

dxdy

)
,

onde C ′ é uma constante positiva que depende apenas de Ω, N, p e s.

iii) se sp = 1, então para todo u ∈ W s,p
0 (Ω), temos

∫

Ω

|u(x)|p
dist(x, ∂Ω)sp

dx ≤ C ′′
∫

Ω

∫

Ω

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+sp

dxdy,

onde C ′′ é uma constante positiva que depende apenas de Ω, N, p e s.
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