Universidade Federal da Paraiba
Universidade Federal de Campina Grande
Programa Associado de Pés-Graduagao em Matematica

Doutorado em Matematica

Equacoes Integrais Envolvendo
Operadores de Dispersao Nao-Local

por

Natan de Assis Lima

Campina Grande - PB
Margo/2019



Equacoes Integrais Envolvendo
Operadores de Dispersao Nao-Local

por

Natan de Assis Lima T
sob orientacao do

Prof. Dr. Marco Aurélio Soares Souto

Tese apresentada ao Corpo Docente do Programa
Associado de Pos-Graduacao em Matematica -
UFPB/UFCG, como requisito parcial para obtencao do

titulo de Doutor em Matematica.

Campina Grande - PB
Margo/2019

"Este trabalho contou com apoio financeiro da UEPB

i



Universidade Federal da Paraiba
Universidade Federal de Campina Grande
Programa Associado de Pds-Graduacao em Matematica

Doutorado em Matematica

Area de Concentracio: Anilise

Aprovada em:

| /%Me/l @ﬁw A MA
:‘ @I r. Claudianor Oliveira Alves
\

eI

—

Prof. Dr. Pedro Ed#ardo Ubilla Lépes

Prof. Dr. arco Aurélio Soares Souto

QOrientador

Tese apresentada ao Corpo Docente do Programa Associado de Pés-Graduagio
em Matematica - UFPB/UFCG, como requisito parcial para obtencio do titulo de

Doutor em Matemaética.

Margo /2019

iii




Resumo

Neste trabalho, estudaremos duas equagoes integrais envolvendo um operador de dis-

persdo nao-local Ly : C(2) — C(€2) dado por

Liu(z) = / K (. y)u(y)dy,

que surge a partir do estudo de equagoes de reagao-difusao. Usaremos métodos de Ana-
lise Funcional Nao-Linear para determinar existéncia de solucoes para estes problemas.
Mais precisamente, no primeiro problema utilizaremos o Método de Bifurcacao, para
mostrar a existéncia de solucao positiva, enquanto no segundo problema, utilizare-
mos Métodos de Sub-Super Solucao e o grau para aplicagoes y-condensantes, que é
uma extensao do grau de Leray-Schauder para uma classe maior de perturbacoes da

identidade, para obtermos um resultado do tipo Ambrosetti-Prodi.

Palavras-chave: Estimativa a Priori; Operadores Integrais de Dispersao Nao-Local;
Equacoes de Reacao-Difusao; Teoria de Bifurcacao; Grau Topologico; Equacoes Inte-

grais;
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Abstract

In this work, we will study two integral equations involving a non-local dispersion

operator Ly : C(§2) — C(2) given by

Liu(z) = / K (. y)u(y)dy,

that arises from the study of reaction-diffusion equations. We will use Nonlinear Func-
tional Analysis methods to determine solutions for these problems. More precisely, in
the first problem we will use the Bifurcation Method to show the existence of a positive
solution, while in the second problem we will use Sub-Super Solution Methods and the
degree for ~-condensing applications, which is an extension of the degree of Leray-
Schauder for a larger class of identity perturbations, to obtain an Ambrosetti-Prodi

result.

Keywords: Estimate a Priori; Integral Operators of Non-Local Dispersion; Reaction-

Diffusion Equations; Bifurcation Theory; Topological Degree; Integral Equations;
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Introducao

A proposta deste trabalho é estudar resultados de existéncia de solugoes para
dois problemas envolvendo um operador de dispersao nao-local, ou seja, problemas

envolvendo o operador Lk : C(£2) — C(£2) dado por

Lw@zAmemM%xeﬂ 1)

onde Q C RN, N > 1, é um dominio suave e limitado, cujo nicleo K : Q x Q - R &
uma funcao continua, simétrica e nao-negativa. O mecanismo de dispersao ¢ um foco
de interesse tedrico que tem recebido muita atencao recentemente. A maioria desses
modelos de dispersao continua sao baseados em equacoes de reacao-difusao, que sao
ricamente estudadas em [6], [7], [8], [15], [16], [22], [23], [31], [32], [34], [35], [44] e
[46]. Este tipo de processo de difusdo tem sido amplamente utilizado para descrever
a dispersao de uma populacdo (de células ou organismos) através do meio ambiente,
como indicado em [28], [29] e [33], se u(y) ¢ considerado como uma densidade em um
local y, K(x,y) como a distribuigao de probabilidade de saltar de um local y para um
local z, entao a taxa na qual os individuos de todos os outros lugares estao chegando
na localizagao x é
| Kty

A presencga do termo de rea¢do nao-local (1) significa, do ponto de vista biologico,
que o efeito de aglomeracao depende nao apenas de seu proprio ponto no espago, mas
também depende de toda a populagdo em um habitat N-dimensional, ver [30]. Em
muitos problemas em biologia (e ecologia), por exemplo em [10], Berestycki, Coville e
Hoang-Hung estao interessados em encontrar critérios de persisténcia para uma espécie

que tenha uma estratégia de dispersao de longo alcance. Para uma espécie modelo tao



especifica, podemos pensar em arvores das quais sementes e polens sao disseminados em
uma ampla faixa. A possibilidade de uma dispersao de longo alcance é bem conhecida
na ecologia, onde numerosos dados, agora disponiveis, suportam essas suposicoes, ver
[14], [19] e [45]. Para outros problemas de dispersao com esta formula¢ao de dispersao
de individuos, ver também [39] e [40].

A escolha deste operador, surgiu do estudo de existéncia de solugdo estacionaria

para o seguinte problema de evolugao

u(z,t) = K(z —y)u(z, t)dy — u(x,t) + f(z,u(x,t)), emx €, t>0
RN

u(x,t) =0, emzxr € RV\Q, t>0

u(z,0) = up(x), em r € RY

onde a condicdo de fronteira RY \ Q significa que o habitat  estd rodeado por um
ambiente hostil. Sua versao estacionaria tem sido considerada recentemente para varios
tipos de nao-linearidades f. Citamos, por exemplo, 7], [8], [10] e [22].

No nosso primeiro problema, estudamos a existéncia de solugoes positivas para a

seguinte equacao de dispersao

Licu=1u (A - @(x,ynu(y)\pdy) Cem © (P)

onde Q C RN, N > 1, é um dominio suave e limitado, p > 0, A é um parametro real,
Q@ : Q2 x Q — R é uma funcdo ndo-negativa com Q € C(Q x Q) satisfazendo algumas
hipoteses que serao detalhadas posteriormente. Neste contexto, A é um parametro que

representa a taxa de crescimento intrinseca da espécie, e o termo nao-local

/ Q(, y)luly)Pdy
Q

pode ser interpretado como uma média ponderada de u em todo o dominio.
A motivagao para estudar (P), surge da necessidade de modelar o comportamento
de uma espécie que habita um dominio limitado de contorno suave 2 C RY, cuja

equacao logistica classica é dada por
—Au=u(A—b(x)uP), em Q @
u =0, sobre 02

onde b(z) descreve o efeito limitador de aglomeragido da populagao, u(z) (como dito

antes) é a densidade populacional no ponto z € Q e A € R é a taxa de crescimento da



espécie. Em (2), considera-se que 2 é cercado por areas inospitas, devido as condigoes
homogeéneas de fronteira de Dirichlet. Observe que a equacdo em (2) é uma equagao
local e, portanto, o efeito de aglomeracao da populacao v em x depende apenas do
valor da populagdo no mesmo ponto . Em [18], Chipot considerou que o efeito de
aglomeracao depende também do valor da populagao em torno de z, ou seja, o efeito
de aglomeragao depende do valor de u em uma vizinhanga de x, por exemplo em B,.(x),
a bola centralizada em x de raio » > 0. Para ser mais preciso, Chipot considerou o

problema nao-local

—Au=u ()\ — mer(m) b(y)up(y)dy> ., em )
u =0, sobre 02

(3)

onde b é uma func¢do continua, nao-negativa e nao-trivial. Depois disso, uma atencgao

especial foi dada ao problema

—Au=u(A— [ Qz,y)uP(y)dy), em Q
u =0, sobre J2

(4)

que é uma formulacao mais geral para tal problema populacional, supondo diferentes
condigbes em @), veja por exemplo [1], [2], [17], [20], [21], [37], [46] e suas referéncias.
Em [17], Chen e J. Shi consideraram o caso p = 1 e o ntcleo Q(x,y) sendo uma

funcdo continua e ndo-negativa em Q x ) com o operador integral de Fredholm

L($)(x) = / Q. y)o(y)dy

estritamente positiva em C(Q2), onde C(2) é 0 espaco das fung¢des continuas e posi-

tivas, no sentido em que

L(C( )\ {0}) € €1 () \ {0}

Nesse trabalho foi provado a existéncia de A\* > \; tal que (4) possui pelo menos uma
solugdo positiva para A € (A, \*]. Aqui, A\; é o primeiro autovalor de (—A, HJ(f2)).
Observemos que, o resultado mostrado neste artigo é um resultado de bifurcacao local,
ou seja, existe uma componente conexa de solugoes positivas para o problema (4)
sempre que A > A; estd proximo de \*.

Em [1], Allegretto e P. Nistri mostraram que (4) possui uma solu¢do positiva

tinica quando A > A1 e Q(z,y) = Qs(|r — y|) ¢ uma fungao molificadora em RY | isto
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¢, Qs(|x — y|) € C(Q), / Qs(|z — y|)dy = 1 para qualquer = com
RN

Qs(lx —yl) =0se fx —y| >4

Qs(|z — y|) limitada longe do zero, se |z —y| < p < 0.

Observemos que, neste caso, () se anula longe da diagonal de 2 x €.
Em [46], Sun, Shi e Wang investigaram a existéncia de solu¢oes positivas para
(4) com Q(z,y) = Q1(|]r —y|) e @ = (—1,1), onde @, : [0,2] — (0,00) ¢ uma fungao

continua nao-decrescente, satisfazendo

/o Q1(y)dy > 0.

Quando Q(z,y) é de variaveis separaveis, isto é, Q(x,y) = g(x)h(y) com h > 0;
h #0e g(xz) > 0, Corréa, Delgado e Suarez |20] estudaram (4) e provaram a existéncia
e unicidade de solucdo positiva. Além disso, em Coville [21] e Leman, Méléard e
Mirrahimi [37], supondo g = 1, p > 1 e condi¢des de fronteira homogéneas de Neumann,
os autores provaram que a solucao positiva de (4) atrai todas as possiveis solugdes da
equagao parabolica correspondente, associada a (4). Quando g >0, g #0e g =0 em
Qo C Q, entao (4) possui uma tunica solu¢ao positiva para A € (A, Ag) onde Xy é o
autovalor principal do (—A, H}(Q)) em Qq, para maiores detalhes ver [20].

Finalmente, em [2]|, Alves, Delgado, Souto e Suarez consideraram a existéncia e
inexisténcia de solugdo para (4). Nesse artigo, os autores estudaram um problema mais

geral do que os anteriores. Mais precisamente, consideraram () satisfazendo:
(Q1) Q € L*(Q2xQ)eQ(x,y) >0 para todos x,y € §;

(Q,) Se w é mensuravel e Q(z,y)|w(y)[P|w(z)|*dzdy = 0, entdo w = 0 q.t.p. em
QxQ
Q.

Usando Teoria de Bifurcacao, o seguinte resultado foi provado:

Teorema 0.0.1 O problema (4) tem uma solug¢io positiva se, e somente se, A > A,

onde \1 € o primeiro autovalor do problema

—Au= M u, em £
u=0, sobre 0.



Motivado por [2], consideramos o problema (P) e obtemos resultados de existéncia
de solucao positiva via Teoria de Bifurcacao. Uma observacao importante é que, o
problema em [2] utiliza o operador —A cujo inverso, (—A)™!, ¢ um operador compacto,
enquanto, no problema (P), o operador em questdo é Lx cujo inverso nao pode ser
compacto. Mais ainda, sabemos através da literatura que (Lx — M)~! nao é compacto
para nenhum M > 0 suficientemente grande. Com esta diferenga, a bifurcacao aqui
utilizada ¢ feita de maneira diferente da usual.

Para obtermos os resultados de existéncia, consideramos K satisfazendo:
(K,) K(z,y) = K(y,z) para todos z,y € ;
(K3) Existe § > 0 tal que K(x,y) > 0 para todos 2,y € Q e |z —y| < 4.

Com isso, podemos definir a aplicacdo k : Q — R dada por

k(z) = /QK(% y)dy,

que sera de grande importancia para o desenvolvimento deste trabalho. As condigoes
(K1) e (K3) acima sao hipoteses geralmente consideradas para o niicleo K do operador
Ly, como podemos ver em [8], [31] e [32].

Ja para a funcao (), vamos considerar como sendo uma aplicacao continua e

nao-negativa, que satisfaz:
(Q2) Existem r, o > 0 tais que Q(x,y) > o para todos z,y € Qe |z —y| <.
Se a desigualdade acima ocorrer para todos os z,y em €2, dizemos que @ satisfaz (Q5),
isto é,
(Q4) Q(z,y) > o para todos z,y € Q.
Gostariamos de salientar que a hipotese (Q2) implica em (Q5).

Definicao 0.0.2 Para cada Q : Q x Q@ — R definimos a oscilacdo de QQ em z,

uniformemente em y, por

[Q] = Ssup ’Q(xuy) _Q(Zay>|

z,Yy,2€0

Com as hipo6teses acima, temos o nosso primeiro resultado que estabelece a exis-

téncia de bifurcacao local.



Teorema 0.0.3 Suponha que p > 0, [Q] > 0, (K;) — (K3) e (Qf) ocorrem. FEntao
10

@]

o problema (P) tem uma solu¢do positiva para todo A € (A1, \1 + ), onde \; € o

autovalor principal de L.

Observe que este resultado se parece com o resultado mostrado em [17]. Aqui
conseguimos determinar o que é 0 nosso \*.

E um corolario da prova do Teorema 0.0.3 que se [@Q] = 0, entdo temos solugao
para qualquer A\ > \;. Provaremos tal fato no Apéndice B.

A fim de obter um resultado global de bifurcagdo, vamos assumir a seguinte

hipotese em Q:

(Q3) Existem 7y € Q e uma funcio ndo-negativa a : Q — R, tais que a=* € LI(f)

onde ¢ = max{1,p} e Q(xo,y) > Q(z,y) + a(z) para todos z,y € .

Observe que, (Q3) implica em Q(xg,y) > Q(x,y), para todos z,y € Qe a(zg) = 0.

Um exemplo de fungao @) que satisfaz a condigao (Q3) é dada abaixo:
Qz,y) = h(y)IM — |z — 21|" [z — 2o |2 — 2| ™] + g(y)

onde z; € Q, ¢ < —, M > 0 é grande suficiente, h e ¢ sio funcdes continuas e
positivas em . E fé]?:il ver que (@3) funciona para xy sendo qualquer z; e a(x) =
m|x — z1|M |z — x2|2...|x — x)|%, para m > 0 pequeno o suficiente.

O proximo resultado garante a existéncia de uma componente conexa de solucoes
positivas, que contém a solugao para nosso problema (P), qualquer que seja A > A;.

Teorema 0.0.4 Suponha quep >0, (K;)— (K3) e (Q2) — (Q3) ocorrem. Entao, eriste

uma componente conexa CT de solugoes positivas de (P) saindo de \y > 0, de maneira

que CT N ({A} x C(Q)) # 0, para todo X > ;.

Sob uma condicao mais fraca em (), podemos resolver o problema para todo
A > )\, mas nao podemos garantir a existéncia de uma componente conexa de solugoes

positivas para (P). Aqui consideramos () satisfazendo:
(Q4) Existe zo € Q tal que Q(xg,y) > Q(z,y) para todos z,y € Q.

O principal resultado em relagdo ao problema (P) é o seguinte:

Teorema 0.0.5 Suponha que p > 0, (K1), (Ks), (Q2) € (Q4) ocorrem. Entao, o pro-

blema (P) tem uma solugao positiva para todo X\ > A;.

6



No segundo problema, vamos considerar (P) com condigao de fronteira nula, ou

seja,
Lxu=u(XA— [, Qz,y)u(y)|Pdy) em Q,
u =0, sobre 0f2,

(5)

onde Q C RY, N > 1, é um aberto conexo e limitado, com nticleo continuo e nao-

negativo K : Q x  — R que satisfaz (K,), e as condicdes abaixo:
(K%) Dado zg € 2, existe § = d,, > 0 tal que K(z¢,y) > 0 para todo y € Bs(x) N Q.

) ey ) = 0

(K,) Para todo aberto A C Q tal que A C Q, existem 6y > 0 e C' > 0 tal que
K(z,y)dy > C | K(z,y)dy, V0<8<0b,
A By

e todo x € By, onde By = {z € Q; dist(x,00) < 0}.

Aqui, dizer que u = 0 sobre 012, significa dizer que 11%1Q u(z) = 0, diferentemente de
T—
u=0em RV \ Q.
Veja abaixo, um exemplo de aplicagdo que satisfaz as condicoes (K3), (K3) e (K,):
Exemplo 0.0.6 Considere K(z,y) = b(x)b(y)J(x —y), onde b: Q — R ¢ uma funcao

continua que satisfaz b >0 em Q e b= 0 sobre 09, e a funcio J : RN — R € continua
e limitada tal que J(2) > o, para todo z € RY.

Veremos que (K3) é uma condigdo necessaria para obter uma solugao positiva de

(5). O principal resultado em relagao ao problema (5) é:

Teorema 0.0.7 Suponha que K verifica (K1), (K}), (K3) e (Ky), e que Q verifica as
condigoes (Q2) — (Q3). Entao, existe uma componente conexa C de solugoes positivas
para (5) saindo de Ay > 0, de maneira que Ct N ({\} x C(Q)) # 0, para todo X\ > ;.

Por fim, o nosso terceiro problema, tem como objetivo a obtencao de resultados

de existéncia de solugoes para a seguinte equacao de dispersao
Liu = f(z,u) +g(x), em O (P)

onde g € C(Q) e f: QxR — R sio funcdes satisfazendo algumas hipoteses que serdo

detalhadas posteriormente.



A motivagao para estudar (P’') vem do conhecido resultado de Ambrosetti-Prodi
[5], que & um resultado muito interessante sobre o estudo de existéncia e inexisténcia

de solucoes para o seguinte problema de Dirichlet,

~Au = f(u) + glx), em ©
uw =0, sobre 0f2

(6)

onde Q é um dominio limitado em RY, com fronteira 02 de classe C>®. A néo-
linearidade ¢ dada por uma fungao f : R — R de classe C? tal que f”(s) > 0 para todo
seRe

0< lim f'(s) <\ < Sginoo f'(s) < X\ (7)

s——00
onde \; e Ay sdo0 autovalores de (—A, H}(€2)). Sob essas hipoteses, eles provaram a
existéncia de uma variedade M de classe C' em C%*(Q) que divide este espaco em
dois conjuntos abertos Uy e U, com a seguinte propriedade: (i) se g € Uy, o problema
(6) nao tem solugao; (ii) se g € M, o problema (6) tem exatamente uma solugao; (7i7)
se g € U, o problema (6) tem exatamente duas solugoes. Em [5], o método utilizado
é baseado em teoremas de inversao para aplicagoes diferenciaveis com singularidades
em espacos de Banach. Esse método é bastante interessante e geométrico, mas parece
depender muito do fato de que f é uma funcao convexa. Além disso, o trabalho de
Ambrosetti e Prodi tem o inconveniente de nao dar condi¢oes necessarias ou suficientes
para que (i), (i7) e (i4i) ocorram.

Em 1975, Berger e Podolak [11], deram um grande passo no estudo do problema
(6) e obtiveram uma estrutura cartesiana para a variedade M nos espacos de Hilbert.
Os autores decompuseram as funcdes g € C%%(Q) na forma g = t¢; + g1, onde ¢, é
uma autofungao positiva e normalizada (em L?(£2)) associada ao primeiro autovalor A\

de (—A, H}(Q)) e com g1 € {¢1}* no sentido L*(Q), isto &,

/le ()1 (z)dx = 0.

Assim, eles escreveram a equagao (6) na forma

—Au = f(u) +té1(x) + g1(z), em Q
u =0, sobre 0f2.

(8)

Usando o método de Lyapunov-Schmidt, para cada g; definido como acima, eles en-

contraram um ntmero real t = t(g;) dependendo continuamente de ¢, tal que: ()

8



g € Up (i.e. (8) ndo tem solugdo), se t > t(g1); (it) g € M, (i.e. (8) tem exatamente
uma solugao), se t = t(g1); (iii) g € Us, (i.e. (8) tem exatamente duas solugoes), se
t <t(g1).

Também em 1975, Kazdan e Warner [36] publicaram um longo artigo tratando
de operadores uniformemente elipticos de segunda ordem com condi¢des de Dirichlet

ou Newmann. Eles trabalharam substituindo as hipoteses (7) pelas hipoteses

—o0o < lim sup @ <A < liminfE < 400 (9)

so—00 S s=o+oo S
que nao envolve a derivada de f. Eles encontraram uma subsolu¢ao e uma supersolucao
para t suficientemente negativo e, usando o método da iteragdo monotonica, provaram
a existéncia de uma solucao. Mesmo removendo a convexidade da funcao f, provaram
a existéncia de uma fungao ¢ : {¢;}+ — R tal que: (7) (8) ndo tem solucdo, se t > t(g;);
(77) (8) tem pelo menos uma solugdo, se t < t(g).

Posteriormente, Amann e Hess [4], e, concomitantemente, Dancer [25], melho-
raram o trabalho de Kazdan e Warner encontrando pelo menos duas solugoes para
t < t(g1), e pelo menos uma solugao para t = t(g;). Eles usam argumentos de teoria
do grau de Leray-Schauder para obter este resultado.

Observa-se que, a convexidade estrita da funcao f implica na possibilidade de

obter em cada caso o ntimero exato de solucoes. Por outro lado, a posicao dos limites
. f(s
lim 105

[s|=+o00 S

limites passam) influencia o nimero de solu¢oes que podemos obter. Por exemplo,

em relagao ao espectro de (—A, H}(2)) (por quantos autovalores esses

se além das hipoteses pertinentes ao problema (6) supusermos a convexidade acima
e a hipotese de que sginoo@ < Ao, uniformemente em x € (2, entdao para cada
g1 € {¢1}+, existe um nimero t = t(g;) tal que: (i) (8) ndo tem solugao, se t > t(g1);
(i7) (8) tem exatamente uma solucdo, se ¢ = t(g1); (ii) (8) tem exatamente duas
solugdes, se t < t(g1).

A demonstracao desse resultado estd muito proxima da ideia desenvolvida por
Berestycki [9] e estd em Figueiredo [27].

Em outro exemplo, se considerarmos as hipoteses

limsup® <A < Ay < lim & < A,

s—>—o0 S s—too S
entdo podemos encontrar um 7 € R, tal que (8) possui pelo menos trés solucoes se

t<T.



Com o relato acima, nosso objetivo é mostrar a existéncia de um resultado do
tipo Ambrosetti-Prodi para o problema (P’). Os problemas do tipo Ambrosetti-Prodi
sdo caracterizados pela determinagao das fun¢oes g para as quais a equagao (P’) tem
solu¢do ou ndo e, em caso afirmativo, o nimero minimo (ou, se possivel, 0 namero
exato) de solugoes, ver [27] para mais detalhes.

Observe que, podemos reescrever o problema (P’) da seguinte maneira

Lxu = f(x,u) +tp; + ¢1(x) em Q, (P,

onde g € C(Q2) esta decomposto na forma g(z) = to1(z) + g1(x),x € Q, ¢ é uma
autofungao positiva e normalizada em L?(Q), associada ao autovalor principal A;, do

operador dispersdo Ly, e g1 € {¢1}+ no sentido L?(Q), isto é,

/le (x)p1(z)dz = 0.

Para obtermos os resultados de existéncia de solugoes para o problema (P’),
consideramos K satisfazendo novamente (K;) e (K3), e supomos que a aplicacao f :

Q x R — R & localmente Lipschitz, crescente com respeito a variavel ¢t € R e satisfaz:

(f1) Existem A > ||k||oo € C' > 0 tais que f(z,s) > As — C para todo s > 0 e todo

z € Q.

Com esta hipotese, encontramos um ntmero m > 0 para o qual o problema (P’);
nao tem solugao positiva se t > m.

Além disso, se assumirmos que f também verifica

f(@,s) = a, para todo = € Q,

(f2) Existe um nimero 0 < a < A; tal que lim
S§—>—00 S

encontramos um nimero m > 0 no qual o problema (P’); ndo tem solugdo (positiva,

negativa e nem nodal) se ¢ > m.

f(z,s)

Observe que, toda funcao que satisfaz lim inf > [|k]|s € um exemplo de
oo

n—

funcao que satisfaz a hipotese (f1).
Com as hipoteses acima, temos o primeiro resultado que estabelece a existéncia
de pelo menos uma solugao positiva para a equacao (P’');. Para afirmacao de existéncia

ser demonstrada, fazemos uso do método de iteracao monotonica.

10



Teorema 0.0.8 Suponhamos que (K1) e (K3) ocorrem, e que f é uma fun¢io local-
mente Lipschilz, crescente com respeito a varidvel t € R e satisfaz (f1). Entdo, para

todo g1 € {¢1}*, existe um nimero real t(gy) tal que
(1) o problema (P'); nao tem solu¢do, set > t(g1);

(i7) o problema (P'); tem pelo menos uma solugao, se t < t(gy).

Para obtermos uma segunda solugao para o problema (P’), assumimos a seguinte

hipotese sobre f:
f([L‘,S) — f(I,t)

(f3) Para todo compacto K C R existe um nimero o > 0 tal que " >0
S j—

para todos s,t € K e todo z € Q.

Observe que toda fungdo que satisfaz f/(x,t) > 0, para todo x € Q, é um exemplo de
fungao que satisfaz a hipotese (f3).

Com as hipo6teses acima, podemos enunciar o seguinte resultado

Teorema 0.0.9 Suponha que (K;),(K2), (f1), (f2) e (fs) ocorrem. Entdo, para todo

g1 € {1}, existe um nimero real t(g1) tal que
(1) o problema (P'); tem pelo menos duas solugoes, se t < t(gy);

(i7) o problema (P'); tem pelo menos uma solugdo, se t =t(gy).

Como visto anteriormente, a diferenca entre o problema com Lg e o problema
com —A é que (—A)~! é um operador compacto, enquanto (Lx — M)~ nao é compacto
qualquer que seja M > 0 suficientemente grande. Com isso, nao podemos usar a teoria
do grau de Leray-Schauder como no trabalho de Figueiredo [27]. Diante desse problema,
faremos uso da teoria do grau para aplica¢oes y-condensantes (veja [13], [41] e [42]),
que é uma extensao do grau de Leray-Schauder, para uma classe maior de perturbacoes
da identidade, definida em termos de medidas para nao compactos (i.e., medidas de
nao compacidade de Kuratowski), uma vez que existem vérios tipos interessantes de
equacoes funcionais que nao podem ser tratadas por operadores compactos, mas precisa
da estrutura dessa classe maior.

Uma observagao importante é que, se f satisfaz a condicao (f1) e a condi¢ao
(f1) |f(x,8) — f(x,t)] > ||kllsc|s — t|, para todos s,t € R, uniformemente em x € Q,
entao o problema (P’); tem no maximo uma soluc¢ao para cada t € R.
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Observacao 0.0.10 Uma interessante observacao € que se substituirmos ¢, pela fun-

cao constante ¢y = 1 e considerarmos o problema

Lixu= f(x,u) +t+ ¢1(x) in Q, (P"),

ondet € R, g1 € C(Q) é uma fungao tal que / g1(z)dr = 0 e [ satisfaz hipdteses con-
Q
venientes, as demonstracoes dos Teoremas 0.0.8 e 0.0.9 sequem-se de maneira andloga

ao do problema (P');.

Este trabalho divide-se em quatro capitulos e dois apéndices que estao distribuidos
como descritos a seguir.

No Capitulo 1, dedicamo-nos a apresentar fatos e resultados fundamentais so-
bre o operador L, tais como um resultado do tipo Krein-Rutman e um principio do
maximo.

No Capitulo 2, demonstramos em detalhes os Teoremas 0.0.3, 0.0.4 e 0.0.5,
que tratam-se dos primeiros resultados obtidos com nosso estudo e que formam o corpo
teorico do nosso primeiro trabalho [3| submetido para publicagao, e ja esta disponivel
em arXiv:1711.08202, desde Agosto de 2018. Neste capitulo, utilizamos constantemente
o que foi provado e discutido no Capitulo 1.

No Capitulo 3, estudamos a existéncia de uma solugao positiva para o problema
(P) com condicao de contorno homogéneo. Mais precisamente, estudamos o problema
(5) e encontramos condicoes para a demonstragao do Teorema 0.0.7.

No Capitulo 4 demonstramos em detalhes os Teoremas 0.0.8 e 0.0.9, que
tratam-se dos resultados de existéncia de solu¢ao para o problema (P’). Neste capitulo,
utilizamos constantemente o que foi provado e discutido no Capitulo 1 e no Apéndice
A Esses resultados formam o corpo teérico do nosso segundo trabalho submetido para
publicacao, onde ja esti disponivel em arXiv: 1902.00365, desde Janeiro de 2019.

No Apéndice A apresentamos uma extensao do grau de Leray-Schauder para
uma classe maior de pertubacoes da identidade em termos da medida de nao compaci-
dade de Kuratowski.

No Apéndice B apresentamos o corolario do Teorema 0.0.3, isto é, verificamos a
existéncia de solugao para o problema (P) quando [@] = 0, ou seja, a fun¢ao Q(z,y) =

Q(y) depende apenas da variavel y.
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Notacao e terminologia

e RY denota o espaco euclidiano N —dimensional.

e O C RY denota um dominio suave e limitado.

e X denota um espaco de Banach qualquer.

e B,(x) denota a bola aberta centrada em x com raio 7 > 0 em R".
e O simbolo — significa convergéncia em norma.

e O simbolo — significa convergéncia fraca.

e Se A C RY & um conjunto mensurével a Lebesgue, entao |A| denota a medida de

Lebesgue de A.
e A expressao ¢.t.p. é uma abreviacao para quase todo ponto.

e Se u é uma funcao mensuravel, denotamos por u™ e u~ a parte positiva e negativa

de u respectivamente, que sao dadas por

u" = max{u,0} e u~ = min{u,0}.

e C(Q) denota o espaco das fungdes continuas de Q em R.

o [5(2), para 1 < s < 0o, denota o espaco de Lebesgue com norma usual denotada

por ||ulls.
e o(Lg) denota o conjunto de autovalores reais do operador Lg : C(Q) — C(Q).

e (L) denota o conjunto de autovalores reais do operador Ly : L?(Q) — L*(Q).



e K (€2) denota o espago das fungoes compactas de 2 em X.
e (., (Q) denota o espaco das fungbes y-condensantes de €2 em X.

o SC,(2) denota o espago das funcdes y-contracao estrita de 2 em X.
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Capitulo 1

O Operador Dispersao Ly

Neste capitulo, estamos interessados em estudar as propriedades do operador
dispersao Lg. Além disso, destacaremos dois resultados de grande importancia para
os demais capitulos desta tese. Estamos nos referindo ao resultado do tipo Krein-
Rutman, o qual garante que o operador Lx possui um tnico autovalor principal que
é simples e suas autofuncgoes associadas sao continuas, positivas e tem sinal definido.
Também nos referimos ao Principio do Méximo, resultado que generaliza o principio

do maximo encontrado em [31], que faz referéncia ao artigo [22].

1.1 O autovalor principal de Ly

Nesta secao, consideramos alguns fatos preliminares relacionados ao autovalor

principal de L. Vamos considerar o operador de dispersao Lg : C(£2) — C(£2) dado

por
Liu(z) = / K (. y)u(y)dy,

onde o nicleo K é uma fungdo continua, simétrica e nao-negativa, que satisfaz (K).

Observe que, Ly é um operador linear, compacto e que Lx(C(Q),) C C(Q),, onde

C(Q)4 é o cone positivo em C(Q), isto &,
C(Q)y ={uecCQ);ulr)>0VreQ}

Além disso, também podemos considerar L : L*(Q) — L*(Q) que, além de estar bem

definido, ¢ linear, compacto e simétrico, com L (L?*(Q)) € C(Q). O resolvente de Ly



é definido por
p(Li) ={X € R; Lx — Al é bijecao}
e o seu espectro é definido por o(Lgk) = R\p(Lg). Pela teoria espectral de operadores

compactos, temos que para A # 0
AN€o(Lg) <= N(Lg— M) # {0} ou R(Lx — M) = (Lg — M)(C(Q)) #C(Q).
Aqui, AV (Lk) denotara o conjunto dos autovalores de Ly definido por
AV (L) ={X € R: N(Lx — \I) # {0} }.

Por outro lado, denotaremos por &(Lg) o espectro de Ly : L2(2) — L3(Q) e AV (Lg)

o conjunto de seus respectivos autovalores. Observe que, o(Lg) = 6(Lk), ou seja
A€ AV(Lg) < Xe AV(Lg).

De fato, como C(Q) € L*(Q) temos que AV (Lg) C AV (Lg), e a condicio suficiente
estd demonstrada. Agora, suponha que A é um autovalor de Ly : L*(Q) — L*(Q),

entao existe um w € L*(Q) \ {0} tal que
Mo = Lgw € Lg(L*(Q)) c C(Q) = AV(Lk) C AV (Lg).
Como Ly é um operador simétrico em L?(Q), isto é,
(Lgu,v) = {u, Lgv), Yu,v € L*(),

onde (u,v) = [ uvdr & o produto interno de L*(2), sabemos que 6(Lg) C [mg,m],

onde

my = in —— Lt em= sup ————-r-.
0 weL2(2)\{0} fQ |u|?dx weL2(Q\{0} fQ |u|?dx

Mais ainda, mg,m € 6(Lk) (ver Brézis [12, Proposition 6.9, pg 165]), e assim, m =
sup & (Lg). Pela defini¢do de m e a positividade de K, segue-se que
foQ K (z, y)u(z)u(y)dedy
0<m=  sup 5
ueL2(2)\{0} fg |ul*dx
e existe um w € L*(Q) \ {0} tal que

_ foQ K(I7 y)w(x)w(y)da:dy
Jo, [w]?dx

Logo, m € A~V(LK) e w é uma autofungao de Ly associada ao autovalor m.
O proximo resultado vai estabelecer que se w € L?(£2) é uma autofungao associada

ao autovalor m, entao w nao muda de sinal.
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Lema 1.1.1 Suponhamos que w € L*()) € tal que

_ foQ K(z,y)w(z)w(y)dzdy
fQ |w|?dz

Entao, w € continua e Ligw = mw, isto é, m é um autovalor de Li. Além disso, desde
7 J 7 )

que ) € um conjunto conexro, devemos ter w > 0 em Q ou w < 0 em Q (w nao muda

de sinal).

Demonstragao. Inicialmente, vamos mostrar que Lxw = mw. Com efeito, pela

defini¢ao de m, para qualquer t € R e v € L*(2), devemos ter
(Li(w +tv),w+tv) <m / (w + tv)*dz
Q
ou seja,

(Lgw,w) + 2t(Lgw,v) + t*{Lgv,v) < m/ w?dx + 2mt/ wudz + mt? / vidx
Q Q 0

2t(Lgw,v) + t*{Lgv,v) < 2mt/

wodz + mt? / vidr,
Q

Q

o que implica em

t t
(Lxkw,v) + =(Lgv,v) < m/ wodz + = / v?dr, set >0
2 Q 2 Ja

t t
(Lgw,v) + §<LKU,U> > m/ wvdr + m7 / v?dr, set < 0.
Q Q

Passando ao limite quando ¢ — 0, obtemos (Lxw,v) = me wvdx, para todo v €
L?(€2), e assim concluimos que, Lxw = mw.

Como Lxw é uma funcao continua, a igualdade Lxw = mw nos diz que w é uma
funcéo continua em €.

Na sequéncia, vamos mostrar que se w # 0 e w > 0 em (), entdao w > 0 em ().
De fato, fixe C' = w1 ({0}) = {z € Q: w(xz) = 0}, logo C ¢ um conjunto aberto em ¢,

pois se z € C', temos que

0< / o, K Gy < / K (2 y)w(y)dy = mu(z) =0,

implicando que w(x) = 0 para todo x € QN Bs(z), ou seja, 2N Bs(z) C C. Isso prova

que C' é um conjunto aberto em 2. Por outro lado, da continuidade de w, é facil ver
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que C' é também um conjunto fechado em Q. Recordando que Q é conexo e 2\ C é
nao-vazio, concluimos que w > 0 em (2.
Para finalizar esta demonstracao, devemos mostrar que w nao muda de sinal.

Com este objetivo, fixemos dois subconjuntos
A={reQ:w(x)>0eB={zxeQ:w(r) <0}

Se w muda de sinal, ambos os conjuntos A e B devem ter medida de Lebesgue positiva.

Com isso, podemos ver que

K(z, y)w(z)w(y)dzdy = K(z,y)w(zr)w(y)dzdy

QAxQ AxA

+ K(z,y)w(z)w(y)dzdy

BxB

+ ’ BK(x,y)w(x)w(y)d!de

+ ; AK(x,y)w(m)w(y)dxdy.

Se K(z,y) nao é zero em A X B, obtemos que

K(z,y)w(z)w(y)dedy = K(z,y)lw(@)| |w(y)|dedy,

AxA AxA

; BK(:v,y)w(fv)w(y)d:vdy: ; BK(fv,y)lw(x)l lw(y)|dxdy

A BK(I,y)w(x)w(y)dl“dy <0< ; BK(%y)Iw(w)l lw(y)|dzdy

K(z,y)w(r)w(y)dedy < 0 < K(z,y)|w(z)| |w(y)|dxdy.

BxA BxA

Com essas informacoes

Joxo K (@ y)u(@)wly)dedy  Jo.o Kz, y)|w(@)| [wly)ldedy _
Jowidz Jo lwldz -

m =

o que é impossivel, entdao w > 0 em 2 ou w < 0 em (2.
Agora, suponhamos que K(x,y) =0 em (A x B)U (B x A). Logo,

ay = K(z, y)w(z)w(y)dzdy,
AxA

as = K(z,y)w(z)w(y)dzdy,

BxB
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b = / w?dz e by = / w?dz.
A B

a+as a a
m = ! 2,—1§me—2§m.
by +by by by

Consequentemente,

Logo, como as < bym temos que
(b1 +bo)m=a; +ay <a;+bom=bm<a; <bm

ou seja, vemos que a; = mby, e assim, a fun¢do wt = max{w, 0} satisfaz

_ foQ K(z,y)w* (z)w™ (y)drdy
fQ(w+)2dx '

Usando a primeira parte desta demonstracao, devemos ter wt > 0 em €, ou equiva-

m

lentemente, w(z) > 0 em 2, contradizendo o fato que |B| > 0, finalizando assim esta

demonstracao. m

Corolario 1.1.2 Se w ¢ uma autofuncao de Ly associada ao autovalor m, entdao w

deve ser uma autofuncao positiva (ou negativa). Mais ainda, dim N(Lxg —mlI) = 1.

Demonstragao. Se Lxw = mw, entdo (Lxw,w) = m/ w? e w # 0. Pelo Lemma
1.1.1, w deve ser uma autofunc¢ao positiva (ou negativa)%2 Para a segunda parte do
corolario, suponhamos que existam duas autofuncoes w e ¢, associadas ao autovalor m
que sao linearmente independentes. Entao, sem perda de generalidade, podemos supor

que / wedr = 0. Contudo, isto é impossivel, pois w e ¢ tem sinais definidos em (2,
Q

logo/u@dm#O. ]
Q

Corolario 1.1.3 Sob as condigoes (K1) — (Ks), se w é uma autofuncao de Ly associ-
ada ao autovalor m, entdo w € positivo em ) (ou negativo em ﬁ) Consequentemente,
w € descontinua em O se definirmos w =0 em RN \ Q.

Demonstragao. Com efeito, se 2o € 92 é tal que w(zg) = 0, entao

0< / K (20, y)uly)dy < / K (20, y)w(y)dy = (o) = 0
QN|zo—y|<8 Q

o que ¢ um absurdo, mostrando o resultado. m
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Aqui, gostariamos de salientar que em [31, 32|, Garcia-Melian e Rossi considera-

ram um problema de autovalor nao-local do tipo

Kz —y)u(y)dy —u = —Au(z), inQ
RN (1.1)
u =0, in RM\Q

com o niicleo K € C*(RY), K > 0 em B (a bola unitaria centrada na origem), K = 0
em RV\B;, K(—z) = K(z)e | K(z)dr = 1. Eles provaram que este problema admite
um tdnico autovalor principal siiiples A1 > 0, cujas as autofuncdes associadas ¢, € C(9Q)
sao positivas. Além disso, 0 < A;(2) < 1. Desta forma, a primeira autofuncao ¢; deste
problema ¢ estritamente positiva em  (com uma extensio continua positiva em ) e
que se anula fora de 2. Portanto, uma descontinuidade ocorre em 0f2 e o valor desta
fungao na fronteira nao é usado no sentido usual, para mais detalhes veja [44]|. Desta

forma, a condicao na fronteira que eles consideraram nao ¢ natural. No Capitulo 3,

consideraremos uma condicao de fronteira nula mais natural, isto é, consideraremos
u=0 sobre 02

que significa dizer hrgﬂu(m) = 0, diferentemente de u = 0 em RV \ €.
T—r
Com o estudo feito até o momento, temos o seguinte resultado do tipo Krein-
Rutman, que continua o estudo feito nos artigos [31, 32|, para outra classe de proble-

mas nao-locais.
Proposicao 1.1.4 O problema de autovalor
Lxu=Au, em )

tem um tnico autovalor \y > 0 cuja autofuncdo associada € continua em Q e tem sinal
definido. Além disso, dim N(L — A1) =1 onde A\ = m = supo(Lk).

Este autovalor m = Ay é chamado de autovalor principal do operador dispersao
L.

Antes de provarmos nosso proximo resultado, é necessario lembrar que as hipo-

teses sobre K implicam que, para cada v € C(£2), com u > 0 em ), apenas uma das

possibilidades abaixo ocorre:
Lxu>0em Qouu=0em .
Consequentemente, temos o seguinte lema:

20



Lema 1.1.5 Suponhamos queu € C(Q), u >0, u# 0 em Q e c(x) dado pela igualdade

Lxu = c(x)u, entio ||c||e > M. Fssa desigualdade torna-se igualdade apenas quando
clx) =\

Demonstracao. Considere ; uma autofungao positiva associada ao principal auto-

valor A\;. Portanto, Lxyp; = A e

Al/ugoldx:/uLKgpldx:/gplLKudx:/c(a:)ugoldx§ HcHoo/ugoldx.
Q Q Q Q Q

Desde que / uprdr > 0, a desigualdade acima leva a ||c[|o > A;.

Agora,Qvamos mostrar que a igualdade ||c||oc = A1 ocorre se, e somente se, ¢(x) =
A1 para todo x € Q.

Com efeito, se ¢(xr) = A\, para todo = € Q, temos de imediato que ||c||cc = A1.

Por outro lado, como c¢(x) satisfaz a igualdade
Liu(z) = c(x)u(z), em z €

segue-se que ¢ € C(Q). Suponha que ||c||c = A1, logo existe algum zy € Q tal que

c(zg) = ||¢|lec = A1. Além disso,

A1 / uprdr = / c(z)uprde = /()\1 — c(z))ugprdx =0
Q Q Q

o que implica em
A —c(x)=0 qt.p. emQ
pois, up; > 0 em Q. Como existe algum xy € Q) tal que c¢(z) = ||¢]|c = A1, temos que

c(xr) = A\ paratodo z €. m

Lema 1.1.6 Seja u € L'(Q)) wma func¢do nao-negativa e seja ¢ € C(Q) uma funcdo
satisfazendo
Liu(z) = c(x)u(x), q¢.t.p. em Q.

Entao, se u # 0 temos que u € continua e positiva em ). Além disso, ¢ € positiva em
Q.

Demonstragdo. Claramente temos Lxu € C(2), e assim, c(-)u € C(Q2). Considere

0s seguintes conjuntos,

V = {x € Q; existe uma bola B centrada no ponto x tal que « = 0 q.t.p. em BN}
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e W = {x € Q; Lgu(x) > 0}. Ambos os subconjuntos V e W sio abertos em Q. Vamos
mostrar que WNV =0eV =Q\ W.
Com efeito, se z ¢ W temos Lxu(z) = 0. Assim,
0= Liu(z) = [ Kty [ Kguldy =0
Q Bs(2)NQ
desde que K(z,y) > 0 para todo |z — y| < d, obtemos u(y) = 0 q.t.p. em Bs(z) N Q,
ou seja, z € V. Logo, V =Q\ W.

Agora, suponha que V NW # (). Logo, existe z € V N, ou seja, existe € > 0
tal que u = 0 q.t.p. em B.(z)NQ e Lxu(x) > 0. Assim, como Lk é continua, segue-se
que 0 < Lru(x) = c¢(x)u(z) = 0 em = € B(z) N2, o que é um absurdo. Com isso,
devemos ter VNIV = (.

Sendo € conexo, devemos ter V = 0 e W = Q. Além disso, ¢ é positiva e
_ Lgu(x)

c(x)

Lema 1.1.7 (Regularidade das solucées) Considere f : Q x R — R uma funcdo

é continua e positiva em ). =

u(z)

localmente Lipschitziana e crescente com relagao a varidvel t € R. Se u € L>®(Q)
satisfaz
Lxu(z) = f(z,u(x)), para todo x € S,

entdo u € C(Q).

Demonstragao. Sabemos que, v(z) = Liu(z) é continua em x € €2, pois o operador

Lk élinear e compacto, com nicleo continuo, simétrico e nao-negativo K. Fixemos xg €

2 e consideremos (x,,) C €2 de maneira que lim z,, = zg. Assim, como |u(z,)| < ||u|/
n—o0

para todo n € N, por Bolzano-Weierstrass, existe subsequéncia (u(z,,)) C (u(x,))

convergente, digamos que
u(zn,) = 5 € [=lullss, [luloc].

Consequentemente, como v(z,,) = Lxu(z,,) = f(zn,,u(x,,)) tomando o limite de

k — oo, obtemos v(xg) = f(xg, s). Por outro lado,
f (o, u(z0)) = Lxu(wo) = v(wo) = f(wo, s)-

Portanto, desde que f ¢ crescente, temos s = u(xg), ou seja, u(z,, ) — u(zy) em C(Q).

Concluimos que, u € C(Q).
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Lema 1.1.8 Se g(z) > A\ em Q, entdo Lxu = g(x)u ndo admite uma solu¢do positiva.

Demonstrac¢ao. Suponha que Lxu = g(x)u admite uma solugdo positiva u e considere

1 uma autofuncao positiva associada ao autovalor \;. Logo,

A / wprdr = / uLgprdx = / o1 Lgudr = / g(x)uprde
Q ) Q )
isto é,
[ 6w = 2pupnde =0,
)
como up; > 0 temos g(x) — A\ =0, g.t.p. em €2, o que é um absurdo.

Lema 1.1.9 Seja Ay o autovalor principal de L. Entio, \y = k(x) ou ||k||ec > A1 >
inf k(z). Recorde que, k(x) = / K(z,y)dy.
0

ze
Demonstracao. De fato, como (Li¢1,1) = (¢1, Lix1) pela simetria do operador Ly,

temos
A / 61 (2)dz — / k() n (2)da
Q Q
logo,
/()\1 — k(x))¢p1(x)dz = 0.
Q
Com isso, o resultado segue.

1.2 Um principio de maximo

Nesta secao, mostraremos um principio de maximo, que é uma versao do resultado
encontrado no artigo de Garcia-Melian e Rossi [31], que ¢ baseado nos artigos de Coville

[22] e [24]. Garcia-Melian e Rossi demonstram o seguinte resultado

Teorema 1.2.1 Seja u € L2(RY) verificando
Liu(z) — (1 + M)u(z) <0, emQ
com u > 0 emRN\Q e M >0. Entao, u>0ouu=0 em Q.

Antes de apresentarmos a nossa versao do Principio de Maximo, que serd de
grande importancia para o estudo de solu¢do para o problema (P’), iniciamos com a

definicao de uma funcao que é muito importante para este principio de maximo.
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Observacao 1.2.2 Considere a funcio k : Q — R definida por

= /Q K(z,y)dy

| Kaawidsy = [ ko,

Q

E fdcil ver que

e que
(Licv,v) < [kl llv]l3

onde (u,v) = / uvdz € o produto interno usual do espagco L*(Q). Sendo K simétrico,
0

também temos que

K(z,p)lole) — v(y)Pdady =2 [ blz)o(aPda

QxQ Q

-2 K(z,y)v(z)v(y)dzdy
QxQ

Uma observagao importante é que, em [22], [24] e [31], a funcao

= /QK(:L",y)dy =1.

O que torna nosso resultado mais geral. Ou seja, temos entao:

Lema 1.2.3 (Principio de Mdzimo) Suponha que K satisfaz (K1), (K2) e Q é um

conjunto aberto e conezo. Seja u € C(Q) verificando
Liu(z) — c(z)u(x) <0,

para todo x € Q, onde ¢ € uma fun¢ao limitada satisfazendo c(x) > k(x) q.t.p. em .
Entao u >0 ouu=0 em .

Demonstracao. Seja u~ (x) = min{w,0}. Note que, v~ (z) < 0, para todo z € €.
Desde que Lyu(z) — c(z)u(z) <0 em §2,

/ (/ K(wy)uly)dy = (v )u(f’f)) u”(x)dz > 0,

/Q QK(az,y)u(y)u_(x)dyde/Qc(ac)u(x)u_(x)dx,

K(z,y)u(y)u™ (z)dydx > /Qc($)u_(x)2dx

QxQ

/Q QK(m,y)u+(y)u_(x)dydx+ K(z,y)u (y)u (x)dydz > /Qc(x)u_(;v)de.

QxQ
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Como

K(z, y)u™ (y)u” (z)dydz < 0
QxQ

temos

K(x,y)u_(y)u_(x)dydxz/c(x)u_(x)Qd:L“.

QxQ Q

Da Observacao 1.2.2, temos

5 | Ko @) - @) dyds + [

QxQ Q

k(:c)u(x)zde/c(x)u(x)Qd:c

0
ou
1
0> L [ Koy (@) - u () dyde > / e(a) — k(@)u~ (2)%dz > 0,
2 QxN Q
Assim, devemos ter v~ = 0 in €, isto é, u > 0 em ().

Além disso, se u(xy) = 0 para algum z; € €, entao

/QK(:rl,y)U(y)dy =0

o que implica v = 0 em uma vizinhanga de x;. Como o argumento usado no Lema
1.1.1, obtemos que u = 0 in €2, concluindo a prova.

Observacao 1.2.4 Como coroldrio do Principio de Mdximo, se w € C(Q) satisfaz
Lxw — c(x)w = 0, onde c(x) > k(z) ¢.t.p. em Q, entdo w = 0. Assim, para toda f €

L%(Q), o problema Lxu — c(x)u = f,em Q admite no mdrimo uma solucdo u € C(£2).

25



Capitulo 2

Existéncia de solucao para um modelo
de dispersao nao-local com termo

nao-local via teoria de bifurcacao

O objetivo central deste capitulo é o estudo de fatos fundamentais para a de-
monstragao dos Teoremas 0.0.3, 0.0.4 e 0.0.5, ou seja, estudaremos a existéncia de

solucao positiva para a seguinte classe de problemas nao-locais

Licu=1u (A - Q(sc,ynu(y)\pdy) Cem © (P)

onde p > 0, X\ é um parametro real, () : 2 x Q@ — R é uma func¢ao nao-negativa com

Q € O(Q x Q) satisfazendo:
(Q) Existem r, o > 0, tais que Q(z,y) > o para todos z,y € Qe |z —y| <.

Sob estas condicoes, mostraremos um resultado local de bifurcacao, mais precisamente,
demonstraremos o Teorema 0.0.3.
Posteriormente, a fim de obter um resultado global de bifurcacao, isto é, obtermos

o Teorema 0.0.4, vamos admitir a seguinte hipotese em Q:

(Q3) Existem zy € Q e uma funcio nio negativa a : Q — R, tais que a=* € L9(Q),

onde ¢ = max{1l,p} e Q(xo,y) > Q(z,y) + a(z), para todos z,y € .

Por fim, sob uma condicao mais fraca em (), podemos resolver o problema para

todo A > A\, mas nao garantimos a existéncia de uma componente conexa de solugoes



positivas para (P), ou seja, demonstraremos o Teorema 0.0.5. Para isso, considera-

remos () satisfazendo:

(Q4) Existe zo € Q tal que Q(x¢,y) > Q(z,y) para todos z,y € Q.

2.1 Um resultado local de bifurcacao

Nesta secdo vamos considerar, para cada w € C(Q), a funcio ®, : @ — R

definida por
Bo(x) = / Q) [w(y)Pdy,

onde p > 0 e @) é uma funcdo continua satisfazendo (Qs).
A funcao @, estd bem definida pois () e w funcdes limitadas. Além disso, as

propriedades abaixo serao usadas:

(®,) t?®,, = By, para todo w € C(Q);

(®2) [|ullos < 1Qllcllwl%]€2, para todo w € C(€);

(®3) [P0 — Pulloc < [ Qllsslllwl” — [v]7]|]€2, para todas w, v € C(Q);

(®,) @:C(Q) — C(Q), dada por ®(w) = ®,,, ¢ uniformemente continua em C(€2).

A partir de agora, provaremos a existéncia de uma solu¢do positiva para (P)
usando um Teorema Global de Bifurcagao. Tendo isso em mente, é muito importante
observar que, se (A, u) é uma solugao de (P), entdo, do Lema 1.1.6, segue que A > &, ()
para todo x € Q (veremos que esta tltima ¢ uma condicdo necessaria para obtermos

uma solucao positiva) e assim

Lru _ o, (z)Lgu
Lgu=(\—, == ——— = u=\"'L _
Ku = ( (2))u U=y B (7) u KU+ O — By (@)
Para v = A%, segue que
2
v*®,(x)Lgu
— ] T P\ L) KUY
R e NS

ou, equivalentemente,

u="7yLgu+ G(y,u),
V2P, (z)Lyu

onde G(vy,u) = =, (1)

se 7, (1) # 1.
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Além disso, para 0 < a < b fixados,

G(v,v)

020 [|v]|oo

=0, uniformemente em ~y € [a,b]. (G)

Em seguida, lembramos a definicao de operador compacto quando o dominio
nao é um espaco vetorial. Este tipo de operador tem um papel importante em nossa

abordagem.

Definicao 2.1.1 Sejam X um espaco de Banach e A um conjunto aberto em R x X.
Um operador nao linear G : A — X € dito ser compacto, se G € continuo e para
cada B C A tal que B ¢é limitado e dist(B,0A) € positiva, entao G(B) € relativamente

compacto em X. Dizemos também que o operador G é completamente continuo em X.
Observagao 2.1.2 O operador G estd bem definido em
A= {(7,v) € (0,+00) x C(Q); Y|Pyl < 1}.

Além disso, A é um conjunto aberto que contém (A\[*,0). E facil ver que G é compacto
em cada conjunto Uy ,nr, onde Up par = {(7,v) € (0,400) x C(Q); ||v]|e < M, A7t <
vel—9Pl > p} e Unpm CA.

Usando as notagoes acima, vemos que (A, u) resolve (P) se, e somente se,
Lgu+ @,(z)u = My,

ou equivalentemente, u = F(v,u) := vLgu + G(v,u), onde v = A71.
Na continuagdo, aplicaremos um resultado de Bifurcagao encontrado em [26, The-
orema 29.1], que melhora o conhecido Teorema de Bifurca¢ao Global encontrado em

143].

Teorema 2.1.3 (Bifurca¢do Global) Sejam X um espago de Banach, U C R x X
uma vizinhanca de (7,0), G : U — X completamente continua e G(v,u) = of||lul x)
quando u — 0, uniformemente em 7, em compactos de R. Sejam T € L(X) um
operador compacto, vy um valor caracteristico de multiplicidade impar de T, F(y,u) =
u—"T+G(7,u) e

Y ={(v,u) € U; F(vy,u) = 0,u # 0}.

Entao a componente C = C, de 3, contendo (79,0), satisfaz pelo menos uma das
sequintes propriedades:

(i) CNOU # ()

(ii) C contém um nidmero impar de zeros triviais (7;,0) # (70,0), onde v; € um

valor caracteristico de T com multiplicidade impar.
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Recordemos a definicao de ponto de bifurcacao

Definicao 2.1.4 Um ponto de bifurcagao para F(vy,u) = 0 é um nimero v* € R tal
que (v*,0) pertence ao fecho de 3. Em oulras palavras, v* € um ponto de bifurcagio

se, existem sequéncias (v,) C R e (u,) C X \ {0} tais que
(1) F(vYp,un) =0 para todo n € N;
(i4) (s ) = (77,0), quando n — 0.
Do Capitulo 1, sabemos da existéncia de uma primeira autofuncao positiva ¢,
associada ao A\;. Mais ainda, A\; é um autovalor de Lx com multiplicidade igual a 1.
Do Teorema 2.1.3, existe uma componente conexa C = CA1—1 de solugoes para (P) que

satisfaz (7) ou (i7). Vamos mostrar que (i) ndo ocorre. Para isto, precisaremos do

lema abaixo:

Lema 2.1.5 Eziste § > 0 tal que, se (y,u) € C com |y — A\['| + |Julloo < § e u # 0,

entao u tem sinal definido, isto é€,

u(z) >0, YoreQ ou ulr)<0, Vrel

Demonstracdo. E suficiente provar que, para quaisquer duas sequéncias (u,) C C(€)

e Yn — A[ ' com

u, tem sinal definido para n suficientemente grande.

Defina w, = ty,/||tin]|o0, Obtemos que (w,) C C(Q) e

G(Vn, Un)

- ’YnLK(wn) + On(]-)7
[t [l oo

onde usamos (G) na ultima igualdade.
Da compacidade do operador Ly, podemos assumir que (Lg(w,)) é convergente

para alguma subsequéncia. Entao,
w, — w em C(Q),
para algum w € C(Q) com ||w||s = 1. Assim,

w = A\ ' Lg(w)
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ou, equivalentemente,

Lgw = \w em €.

Com isso, w # 0 é uma autofuncao associada ao autovalor principal A;, da Pro-

posicao 1.1.4 e do Corolario 1.1.3,
w(r) >0, VreQ ou w)<0, Vre.

No que segue, sem perda de generalidade, vamos supor que w é positivo em €. Sendo
w limite uniforme de (w,) em C(), devemos ter w, > 0 para todo v € Q e n
suficientemente grande. Como u,, e w, tem mesmo sinal, u, é também positivo, que é
a conclusao desejada.

Observacao 2.1.6 Temos que, (y,u) € X se, e somente se, (y,—u) € X. Logo,

considerando os conjuntos

Ct ={(y,u) €C:u(z) >0, Ve € QYU {(\{},0)}

C={(y,u) €C:u(x) <0, Vo € Q} U{(\},0)},

temos

c=CctucC . (2.1)
Além disso, C~ = {(v,u) €C: (y,—u) €C*} eCTNC™ = {(A\[',0)}.

De fato, no que segue, fixemos
C* = {(y,u) €C:u* #0}
isto &, C* ¢ o subconjunto de C das funcdes que mudam de sinal. Desde que
C=CtucC ucH,

deduzimos que, para provarmos (2.1), basta mostrarmos que C* = (). Supondo por
contradi¢io que CE # (), como C é um conjunto conexo em (0, +00) x C(Q) e CT UC™

¢ um conjunto nao vazio e fechado, com (CTUC~)NC* = (), devemos ter

(CrucT)nCE#£0.
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Assim, existem uma solugao (v,u) € C, sequéncias (Y, u,) C CtUC™ e (s,,w,) C C*

tais que
YorySn —7y em R, wu,—u em C(Q) e w,—u em C(Q).

Consequentemente u > 0 em Q ou u < 0 em Q e u # 0. Sem perda de generalidade,
supomos que u > 0 em Q. Como (vy,u) verifica u = yLgu + G(y,u), Lgu > 0 e
G(v,u) > 0, segue-se que u > 0 em Q. Logo, w, é positivo para n grande o suficiente,

obtendo assim uma contradi¢io. Portanto, C* = (), terminando a prova de (2.1).

Observagao 2.1.7 O Lema 1.1.8 mostra que a componente conexa que sai de (A1, 0),
ndo tem pontos de acumulacdo na forma (X,0) com A > Ay.
De fato, se u> 0 e ||ul|o € suficientemente pequeno de maneira que X — ®,(x) >

A1, do Lema 1.1.8, (A, u) ndao pode pertencer a esta componente.

Agora, consideremos U C A como na Observacao 2.1.2 ou seja, U := Uy p u.

Entao,

Lema 2.1.8 CT NoU # 0.

Demonstracao. Suponhamos por contradicao que CT N OU = (). Entao, do Teorema
2.1.3, existe (4,0) € C , onde 4 # X' e 4 é um valor caracteristico de Lx com
multiplicidade impar.

Consequentemente, existem (u,) in C(Q) e 7, — 4 tais que
Un 0, |tnllw =0 € uy = F(yn, up).

Considerando w,, = ty,/||tin]|se, obtemos que (w,) C C(Q) é limitada e

G(Vn, Un)

= ’VnLK(wn) + On(1)7
|20 ][00

onde usamos (G) na ultima igualdade. Além disso, como na demonstragdo do Lema

2.1.5, passando para uma subsequéncia se necessario, temos que (w,) converge para

um v € C(Q), que é uma solugdo nao-trivial do problema
Lov=\v in Q,

onde A = 471, mostrando que v é uma autofuncio associada ao autovalor A. Como

A # A1, v muda de sinal. Entao, para n suficientemente grande, w, muda de sinal,
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implicando que u,, também muda de sinal, o que é um absurdo, pois (\,,u,) € CT ou
(A, uy) €C.
[ ]

O proximo resultado estabelece mais algumas propriedades das solucoes positivas

de (P).

Lema 2.1.9 Se (y,u) € uma solugio de w = F(v,u) := vLgu + G(y,u) com u > 0
em €2, entao
v®,(x) <1, para todo x € Q,

isto €, (v,u) € A={(7,v) € (0,400) x C(Q2); || Py||cc < 1}. Isso também afirma que
Ct C A

Demonstragao. Note que, u = F(y,u) := yLgu + G(7,u) é equivalente a
Lxu+ ®,(x) = Au,
onde v = A7%. Sendo u > 0 em €, temos
0< Lgu=(A—,(x))u

o que implica

A—®,(x) >0, paratodo z € Q.

Portanto, A™'®,(x) < 1 para todo x € Q e assim,
7®,(x) < 1,para todo z € Q,

isto é (y,u) € A. =
Sendo € um compacto, podemos cobri-lo com um nimero finito de bolas centradas

em alguns pontos de e raio 7 > 0, ou seja, existem 1, ..., z,, € Q e m € N tais que
m
Q= JBypalz) N9,
j=1

onde 7 > 0 foi dado na condigdo (Q2). O inteiro m aparecera no préoximo lema.

Lema 2.1.10 Seja A > 0 e suponhamos que (A, u) € tal que Lxu+ O, (x)u = Au para

AN 7

algum X € (0,A]. Entao |jull, < (m_) , isto é, u € uniformemente limitado em
o

LP(Q).
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Demonstracao. Pela cobertura acima, considere E; = QN B,.(z;), assim

o [y < [ QP < au(e,),

do Lema 2.1.9 temos,
o [ luto)rdy <A
Ej

Logo,
7 [ fut)lry <ma
Q

1
) mA\ »
ou seja, flull, <(— ) . =
o
Como consequéncia desta dltima demonstragao, temos:

Corolario 2.1.11 Sobre a condigio (Qf). ®,(x) > o||v|[2, para todo v € C(Q), z € Q.

2.1.1 Demonstracao do Teorema 0.0.3

Com as informagoes acima, estamos prontos para demonstrar o Teorema 0.0.3.
Vamos encontrar um p > 0 de maneira que, se u ¢ uma solucao positiva de Lxu +
®,(x)u = Au para algum ), entdo A — ®,(x) > p para todo z € Q. Com efeito,
seja 7, € Q tal que ®,(z.) < ®,(7) para todo x € Q. Do Lema 1.1.5 temos que

IA = Pulloo > A1, consequentemente
A= Dy (x,) > A,
ou equivalentemente, A — A\; > &, (z,). Além disso, do Corolario 2.1.11
A=A > @y (x) > oflullh. (2.2)

Por outro lado,

ou
A=, (x) > N — [Py(x) — Dy(zy)] (2.3)
Agora, de (2.2) obtemos

(A=)

|Pu () — Py (2.)] < /Q |Q(x, y) — @z, y)|July)[Pdy < [Q]||ull; < Q) (2.4)
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)\1_0
@]
— €. Logo, de (2.3) e (2.4),

Observe que, se \; < A < A\ + — €, para um numero pequeno fixo € > 0,

Mo

@]

temos 0 < A — A\ <

A= Bu(a) > A — [Q A=)

g

e entao,

A= (z) > [Qle > () para todo z € Q.
o

Portanto, com o estudo acima obtemos que, para cada € > 0, existe um ntimero p > 0

A
(p=1[Qlec™) tal que A\ — ||®, || > p, para todo A € (A1, A + ﬁ — €. Além disso,
L L K|, _
lu(x)] < J\_K;ff;’) < | KZ(HS)’ < LS |lull,, para todo x € €,

1
onde usamos Holder na tltima desigualdade e — + ~ = 1. Do Lema 2.1.10, [[ul|, é
p
limitado, entao existe M > 0 tal que |ul|o < M.

Reunindo todas as informagoes acima, fixando € > 0 e considerando A = A\ +

Ao
[6] — €, encontramos p > 0 e M > 0 tais que, para U = U g 2y temos CtNoU #
(0, assim (A\,u) € C™ e uma das seguintes condi¢oes ocorrer: A — || ®,]|cc = g ou

|l = 2M ou A = A. Mas vimos que, sob as condigées acima, A — ||[®,|lc > p e
|u]lo < M, isto &, deveriamos ter A = A e a componente conexa de solugbes para (P)

cruza o hiperplano {A\} x C(Q), para todo A € (A1, A]. Completando a demonstracgao
do Teorema 0.0.3.

2.2 Um resultado global de bifurcacao

Nesta secao, vamos estudar a bifurcacao para todos os A\ > A;. Desta forma,
como na ultima demonstracao, queremos encontrar um nimero positivo p > 0 tal que,
seja qual for o A > A, se u é uma solugdo positiva de Lxu + ®,(x)u = Au para
algum A € (A, A], entdo A — ||®, ||« > p. Para obter este namero, precisamos de mais

informacoes sobre @ e p.

Lema 2.2.1 Suponhamos que p > 0 e (Q2) — (Q3) ocorrem. Entao existem p > 0 e
M > 0 tais que A— || Pyl = p € ||tu]loe < M para todos (A, u) tais que Lxu+ P, (z)u =
Au, u>0e e (A, Al
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Demonstragao. Para comecar, provaremos primeiro a existéncia de p, depois mos-
traremos a de M. Se nao existe p, entdo podemos encontrar uma sequéncia (\,, u,)
tal que Liu, + Dy, (2)u, = Nptin, up > 0, Ay = A € (A, A] e ||y, ]|cc = A No que
segue, dividimos em dois casos o nosso estudo, a saber: p > 1ep € (0,1).

Caso 1: p > 1. Pelo Lema 2.1.10, (u,) é uma sequéncia limitada em LP(2), e como
p > 1, existe alguma subsequéncia (u,), que serd denotada de mesma forma, tal que

u, —u em LP(Q). Como (Lgu,) e (®,,) sdo uniformemente convergentes em C'(£2),

supomos que Lgu, — w e &, — vem C(), respectivamente. Mas, como Lx é um

operador linear compacto, temos

Liwn(a) = [ K(eg)u oy~ [ Koty = Liata) om0

e assim, Lxu, — Liuem C(2). Em seguida, vamos mostrar que ¢, — &, em C(£2),
no entanto como ® nao ¢é linear o argumento acima nao funciona, e precisamos usar
outros argumentos. Do limite ®,, — v em C(Q), sabemos que ®,, (z) — v(z), para
todo # € Q. Agora, sendo A\, — @, (z) > 0, temos A — v(z) > 0. Passando o limite

fraco no sentido LP(Q)) em Lgu, + ®,, (z)u, = A\ u,, obtemos
Lxu= (A—v(z))u q.t.p. em Q.

Na continuacao, vamos considerar os casos u = 0 e u # 0, nos dois casos, chegaremos
a uma contradicao. Isso prova a existéncia de p.
O caso u = 0: Neste caso, u, — 0 em LP(2) e como u, > 0, temos que u, — 0 em

LY(Q) e Lgu, — 0 em C(Q). Isso produz u, — 0 em LP(Q). De fato, por (Q3),
A > @, (T0) = @y, (7) + a()[Ju,|/f para z € Q

logo,
An = @y, () > a(z)||u,|b, para z € Q. (2.5)

(I ey

o que implica
p+1 1
unypdy) <||L ungo/ dy < oo.
([t ILewlt [

Passando ao limite e usando o fato de que ||Lxuy|/cc — 0, encontramos ||u,||, — 0.

Daf,

Portanto, u, — 0 em C(£2), que contradiz o limite ||®,, | — A > 0.
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O caso u # 0: Do Lema 1.1.6, u > 0 e A — v(z) > 0 em . Por outro lado, argu-
mentando como acima, u,, — u em LP(Q2). Consequentemente, ®, — ®, em C(Q),
[®Pu, llooc = [|Pulloc € A — @u(z) > 0 para todo # € Q. Entdo, A\ — ||®,]|c > 0, que
contradiz || Dy, [|oc — A

Agora, vamos provar a existéncia de M. Observe que

A= Dy(x) P

lu(x)] < para todo = € Q,

onde usamos Holder na tultima desigualdade e ! + L 1. Do Lema 2.1.10, ||ul|, é
limitado, entdo existe um M > 0 tal que ||u|l. < M.

Caso 2: p € (0,1]. Como no primeiro caso, podemos supor que u?, 4 0 em L'(Q), caso
contrario vamos conseguir ®,, — 0 em C(Q), que contradiz o limite ||®,,, ||cc — A > 0.
Na sequéncia, como (uf) é limitado em L'(), para alguma subsequéncia, podemos
supor que u? — p em M(2) para algum p € M(Q2), onde M(2) denota o espago de

medidas finitas positivas sobre 2. Logo,

/ oub de — / ¢dp, para todo ¢ € C(Q),
Q Q

e assim,

o, () = /QQ(:Z;y)qu dx — /QQ(SL’, y)dp = v(z), para todo z € Q.

Como p € M(Q), com uma simples conta obtemos v € C(Q) e v(x) > 0 para todo
z € Q. Usando (Q3) obtemos

An — Dy, () > a(x) /Q ub dx, (2.6)

e tomando o limite n — +00, encontramos
A —v(x) > a(x)W, para todo z € Q

onde W = [, du > 0. Aqui sabemos que W > 0, pois estamos supondo que u? /4 0 em
LY(2). Desde que a é uma fungido nao negativa e a=! € L'(), temos que o conjunto

O ={zeQ : a(r) =0} tém medida nula, assim

A—wv(x) >0, q.t.p.em Q.
Afirmacgao 2.2.2 A sequéncia (u,) € limitada em L'().
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Com efeito, suponhamos por contradi¢ao que ||u,|[; — +oo e defina w,, =

[l
Usando o fato que (\,,u,) ¢ uma solucdo de (P), obtemos

Lxw, + ®,, w, = \w,

assim,
LKwn

Como (w,) é limitada em L'(Q), para alguma subsequéncia, temos Lxw, — w, em

Wn,

C'(f2), consequentemente

wy () —

wy(z) — 3= o(n) =w(z) qt.p.em Q.

Da definicdo de w, vemos que w € C(Q\O) e w(x) > 0 q.t.p. em Q. Ademais, também

temos

QHLKwnHoo —
n —— = qg.t.p. em €.
() < a(2) q.t.p. e

Desde que a™! € L!(Q), as informagoes acima asseguram que
w, —»w em L'(Q),

entao ||w||; = 1. Por outro lado, também temos

u u
Ly (—n) + @y, ()W = Ap—
ln 7 R 7

entao @, w, — 0 em L'(Q), logo pelo Lema de Fatou

/Q /Q Q(z, y)w” (y)w?(z) dzdy = 0.

Da condigao (Q)2) obtemos w = 0, o que é um absurdo. Isso prova que (u,) é limitado
em L'(Q). Argumentando como acima, substituindo w, por u,, podemos provar que
u, — uem L'(Q), e o lema segue repetindo os mesmos argumentos explorados no Caso

1.

2.2.1 Demonstracao do Teorema 0.0.4

Vamos demonstrar agora, o Teorema 0.0.4. Com as informagoes acima, para todo

A > )\; encontramos p > 0 e M > 0 tais que, para U = Up, 2,21 temos CtNnou # 0,
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assim (A\7!,u) € C* e uma das seguintes condigdes ocorre: A\ — || P, || = g ou ||ul|e =
2M. Mas vimos que, sob as condi¢oes acima, A — || Dy|loc = p € |[t]le < M, isto é, a
componente conexa de solugdes para (P) cruza o hiperplano {A} x C(Q) qualquer que
seja A > Aq.

Para concluir a prova, mostraremos a inexisténcia de solucao para A < ;. De
fato, suponha que (A, u) satisfaz u > 0, A > 0 e Lxu + ®,u = Au. Entdo, para todo
v e L*Q),

(Lu,v) + (Pyu, v) = M u,v).

Tomando v = ¢1, a autofuncao associada ao principal autovalor \; de Ly, encontramos
(Liu, 1) + (Puu, 1) = Mu, ¢1).

Pela simetria de Lx em L%(Q), segue-se que

A1, u) + (Puu, 1) = Mu, ¢1).

Agora, usando o fato que (®,u, 1) > 0, temos

)‘1<9017 u> < >‘<9017 u)

ie.,
(A=) / prudr < 0,
Q

mostrando que A\; < .

2.3 Demonstracao do Teorema 0.0.5

Nesta segao, vamos fixar A > A\; e mostrar que o problema (P) tem uma solugao
positiva que é limite uniforme de solucées dadas pelo Teorema 0.0.4.

. . N
Primeiro, consideremos 0 < € < ¢y = 2 e defina
P

Qe(xw y) = Q(ZE, y)(2 - a€(x))

onde

() |z — x0l¢, se|x— x| <1
a.(z) =
1, se|z—xo >1.
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Note que, 2Q(z,y) = Qc(z,y) = Q(z,y) = 0 para todos z,y € Qe Qclz,y) = 0

quando |z — y| < r, e assim, @, verifica ((Q)3). Além disso,
Q&(xOJ y) - QE(‘I? y) = 2@(1307 y) - Q(l’, y)(2 - CLE(.T)) > QQ(LL’, y) - Q(l’, y>(2 - CLE(.Z‘))
isto é,

Qc(x0,y) — Qc(z,y) > Q(z,y)ac(x) > =Qc(r,y)ac(r), paratodos z,y € Q. (2.7)

N —

Relacionado a a, temos: a.(x) < 1 para todo z € €.

Vamos considerar a seguinte familia de problemas auxiliares:
Ligu+ @ (z)u = Au, em €. (P.)

Lema 2.3.1 Suponhamos que (Qs2), (Q4) ocorrem e fizemos € > 0. Entao, se (\,u) é

uma solugao positiva de (P.) com X > A\ e u > 0, temos
A —®¢(x) > Oac(x), para todo x € ), (2.8)
onde = min{ A\, A — \1}.

Demonstracao. Note que, (@Q2), (Q4) e (2.7) implicam em ®¢(z) > D¢ (z), para todo

x €Qe,

A= (e 2 (o) — B5le) 2 ala) [ Qo puldy > Ja()Bia). (29

Assim, se O (z) < Ag, temos A — @ (x) > A — Ay > (A — A\p)ac(z). Por outro lado, se
Q¢ () > Ap, de (2.9) temos que A — P (x) > Aac(z). De qualquer forma, desde que
0 = min{\, A — \;} temos

A —®¢(x) > Oa(x), paratodo z € .

O Lema 2.3.1 serve o mesmo proposito do Lema 2.2.1 para o problema auxiliar

(Fe)-

Lema 2.3.2 Suponhamos que 0 < € < €y € fizrado, p > 0, (Q2) e (Q4) ocorrem. Entao,
existem p > 0 e M > 0 tais que A — ||P||cc = p € ||u]l < M para todos (A, u)
satisfazendo (P.), com u >0 e XA € (A, Al.
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Demonstracao. Procedemos exatamente como na prova do Lema 2.2.1. Aqui subs-
tituimos (2.5) por (2.8), no caso p > 1, e substituimos (2.6) por (2.8) para o caso
p<1

]

Usando o Lema 2.3.2 e seguindo todos os passos da demostragao do Teorema

T associada

€ )

0.0.4, para qualquer € € (0, ] fixado, temos uma componente conexa C

para a equagao de bifurcacao (F,), que atravessa os hiperplanos {\} x C'(§2) para todo

A > A

Observacao 2.3.3 Retomamos esta ultima observagao da seguinte forma: para qual-

quer X > A\ e todo € € (0,€] temos uma solugdo positiva u € C(§2) satisfazendo
(F)-

Agora estamos prontos para provar o Teorema 0.0.5.
Demonstracdo. (Teorema 0.0.5) Fixemos novamente A > \; e consideremos a

funcoes g, : © — R definidas por

i) = [ Quep)lunlo)d,

onde u,, ¢ dado pela Observacao 2.3.3, com ¢ = %, que verifica Ly, + g, (2)u, = A,.
A prova consiste em provar que o problema (P) tem uma solu¢ado que é um limite de
uma subsequéncia (u,) quando n vai para o infinito.

Sabemos que (||u,l||,) é limitada e que (g,) é limitada em L*(€2). Além disso,

(9,) é uniformemente convergente em partes compactas de Q \ {zo}. De fato,

1 1
19n(2) = g (2)] < 2Qlcllunllp|lz — ol — & — zo| |, se |z —zo| <1

|gn(7) = gm(2)| =0, se |z — x| > 1.

Em seguida, dividimos o nosso estudo em dois casos, a saber: p > 1ep € (0,1).
Case 1: p > 1. Pelo Lema 2.1.10, (u,) ¢ uma sequéncia limitada em LP(Q2), e como
p > 1, existe alguma subsequéncia de (u,), que denotaremos da mesma forma, tal que
u, = u em LP(Q). Como na prova do Teorema 0.0.4, (Lxu,) converge para Lyu
uniformemente em Q. Denotemos por v o limite uniforme de (g,) em partes compactas

Q\ {zo}. Vamos mostrar que, (u,) converge para u em LP(Q). Pelo Lema 2.3.1 temos

A= gn(z) > 0ai(x) > OR=, paraz € Q\ Bg(zg), (R<1)

1
n
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isto &, A — gn(z) converge uniformemente para A — v(x) em Q\ Bg(zo) o que implica

A —ov(x) >0 em Q\ Bgr(xg), consequentemente

_ Lguy(o) Lgu(x)
A —ga(2) - A —v(x)

uniformemente em 2\ Br(7o). (2.10)

Além disso, v(x) < X para = # xy. Agora, numa vizinhanca de xg, temos

L P L p 1
/ un(y)dy = / l—KU"(y) } ay < ILxctnlls / dy
Bu(z0) Br(zo) LA — 9n(Y) or Br(ao) @1 (Y)?

ou seja,

| Lkt |[Bon RN~
un(y)Pdy < = : (2.11)
/BR(zo) or(N —Z)

A convergéncia LP(€2) de (u,) segue de (2.10) e (2.11).

Agora, ¢ claro que (g,) converge para ®, em . De fato, desde que (u,) converge
em LP(Q)), passando para uma subsequéncia se necessario,temos que (u,) ¢ uma fun¢ao

dominada por algum h € LP(Q) e

Q1 (@, y)un(y)” < 2[|Qllch(y)".

A afirmacao decorre da convergéncia dominada.
Sendo g,(x) < A, temos ®,(x) < A. Passando para o limite fraco no sentido

LP(Q2) em Lgu, + gn(x)u, = Au,, obtemos
Lxu=(\—®,(x))u q.t.p. em Q.

Na sequéncia, vamos considerar os casos u = 0 e u # 0.

O caso u = 0: Nao podemos ter u = 0, pois g,(z) < 2||Q|lscllunl} e assim (gy)
converge uniformemente para 0 em ., que contradiz o Lema 1.1.8 por que teriamos
A — gu(x) > A\ em Q para n suficientemente grande.

O caso u # 0: Pelo Lema 1.1.6, u > 0 e A — v(z) > 0 em Q. Por outro lado, argu-
mentando como acima, u, — u em LP(Q2). Consequentemente, g, — ®, em C(Q),
gnlloe = [[Pullos € A — ®y(x) > 0 para todo x € Q. Entdo u ¢é a solucio positiva que
procuramos.

Case 2: p € (0,1]: Como no primeiro caso, podemos supor que u? /4 0 em L'(Q).

No que segue, como (u?) é limitada em L'(f2), para alguma subsequéncia, podemos
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assumir que u? — p em M() para algum p € M(), onde M(2) denota o espago

de medida finita positiva sobre ). Logo,

/ pul dy — / ¢dp, para todo ¢ € C(Q),
Q Q

e assim,

o) = [ Qyeyitdy > [ Qeydn=v(a). para todox € 1
Q " Q

Desde que g € M(£), com uma simples conta obtemos v € C(2) e v(z) > 0 para todo

z € Q. Usando o fato que

A — gn(z) > Oas(x), para x # xg

1
n

tomando o limite de n — 400, encontramos
A—wv(z) >6>0, paratodoxe Q\ {x}

Consequentemente, A\ — v(x) > 6 > 0, ¢.t.p. em Q.

Afirmacgido 2.3.4 A sequéncia (u,,) € limitada em L*().

Unp,

Com efeito, suponhamos por contradigao, que ||u,||; — +oo e defina w, = W
Un |1

Usando o fato que (A, u,,) é uma solucao de (P), obtemos
Lxw, + gn(z)w, = Aw,

e assim,
LKwn

An = gn() '
Como (w,) é limitada em L'(Q2), para alguma subsequéncia, temos que Lgw, — w,

Wy =

em C({2), consequentemente

wn(x)%;uj—gjx(l) w(r) q.t.p. em Q.

Da defini¢io de w, vemos que w € C(Q2) e w(x) > 0 q.t.p. em Q. Além disso, também
temos

2||L n|loo a
M q.t.p. em .

wy(x) <
As informagoes acima asseguram que

w, —w em L'(Q),
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entdo ||w|; = 1. Por outro lado, também temos que

L ( o >+(I>’ll (x)w, = A n
o | —2— —\_m
lunl 5/ |
onde

i, (z /@ () [ () Pdy.

Logo @wnwn — 0 em L'(Q), e assim, pelo Lema de Fatou

u//@xywp Jw?(z) dudy = 0,

da condigao (Q)2) obtemos w = 0, o que é um absurdo. Isso prova que (u,) é limitada
em L'(Q2). Argumentando como antes, substituindo w, por u,, podemos provar que
u, — u em L'(Q), e o resultado segue repetindo 0s mesmos argumentos explorados no
Caso 1.

[ ]

Os resultados da bifurcagao neste trabalho permanecam validos para condicoes
mais fracas em (), por exemplo, que os resultados da bifurcacao sejam validos sem as
premissas (Q3) e (Qq4).

Para concluir este capitulo, gostariamos de observar que o mesmo resultado desta
secdo se mantém sob a condicao de (@), isto é:

(@Q,) Existe uma decomposigao ) = UE]-, x1 € By, vy € FEs,... x,, € E,, tal que

j=1
Q(zj,y) > Q(z,y) para todos x € E;, y € Q.

E facil verificar que se considerarmos (), substituindo a, por

|z — 21| — x|, se |z — x| <1

1

ac(r) =
‘ se |z —xo| > 1,

Y
entao a prova funciona com os seguintes ajustes. A convergéncia uniforme de (g, ) esta
nas partes compactas de Q\{x1, ..., x,,}. Nocaso 1, p > 1, (u,) converge uniformemente

em

Q\ U Bg(z;), para pequeno R >0
j=1
e para qualquer j =1,2,....m

g 4 P N-Z
[ = [ [ Ml [y, < Ml
Br(x;) Br(z;) A — gn(y) or Ba(e;) a%(y)p v (N — ﬁ)

A demonstracao do resultado segue de maneira analoga a prova do Teorema 0.0.5.
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Capitulo 3

O problema com condicao de fronteira

Neste capitulo, estudaremos o problema do Capitulo 2, com condicao de fronteira
nula, ou seja, estamos interessados em verificar a existéncia de solugao positiva para o

problema
Lru=u (X~ [ Qz,y)lu(y)[’dy) em Q,
u=0, em 01,
onde Q C RY, N > 1, é um aberto conexo e limitado, com nticleo continuo e nao-

negativo K : Q x Q — R que satisfaz (K)), e as hipoteses abaixo:

(K%) Dado zg € §, existe § = d,, > 0 tal que K(z¢,y) > 0 para todo y € Bs(xg) N Q.

(K3) lim  k(x) =0;

dist(z,00Q)—0

(K4) Para todo aberto A C € tal que A C Q, existem 6y > 0 e C' > 0 tal que

/K(%y)dyz(f K(z,y)dy, Y 0<86 <6,
A Bo

e todo x € By, onde By = {x € Q; dist(z,00Q) < 0}.

3.1 Prova do Teorema 0.0.7

Comecamos esta secao mostrando uma condicao necesséiria para a existéncia de
solucao.
Lema 3.1.1 Se u for uma solucao positiva do problema (5), entao K satisfaz

(K3) lim  k(z) =0.

dist(z,000)—0



Demonstracao. Fixe ¢ > 0. Para qualquer § > 0 denote Qy = {x € Q : dist(z,0) >
0}. Podemos fixar # > 0 de maneira que ||K|||Q2 \ Q| < €. Seja p > 0 tal que
u(z) > p, para todo = € {y. Entao,
o[ Ky < [ Kaputia= oo (A~ [ Q@)
Q Q Q

assim, como

/ K(o,y)dy = [ K(e,y)dy + / K (2, y)dy
(9] Qo O\ Qg

temos que

[ K < uo) (3= [ Qelutra ) + 1K l2\ 2

de onde se segue que

lim sup /Ka: y)dy < e.
dist(z,00)—0

Como € foi tomado arbitrariamente, a prova esta feita.

Lema 3.1.2 Se (K3) for satisfeita, entdo para qualquer v € C(Q) temos que Lgv(€) =
0, para todo & € 0N). Isto é,

lim / K(z,y)v = 0.
dist(z,00)—0

Demonstracao. Da condigao (K3),

/Kwy dy‘<||v||oo/Kwyd

Logo,

lim
dist(xz,00)—0

/K x,y)v dy‘ < o] lim /K(az,y)dy =

dist(x,00)—0 Jo

No exemplo abaixo, temos uma classe de fungoes que verifica as condigoes (K3), (K3)

e (K4)I

Exemplo 3.1.3 Consideremos K(z,y) = b(z)b(y)J(z — y), onde b : Q@ — R é uma
funcdo continua tal que b > 0 em Q e b = 0 sobre 99, e a funcio J : RV — R

é continua e limitada que satisfaz J(z) > o, para todo z € RY. Entio K satisfaz
(£3), (Ks3) e (K4).
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Vamos mostrar apenas (Ky), porque os outros sao faceis de mostrar. Seja A CC
Q, entao

/A Iz — y)bly)dy > o / b(y)dy.

A
Por outro lado, dado 8 > 0 temos

[ 9= bty < 171 lcl ol
0
Assim, existe 0y > 0 tal que

[ =y < 17 plelBil < 7 [ by < [ T = bty

A

para todo 0 < 0 < 6y. Consequentemente, existem 6y > 0 tais que

/ K(z,y)dy > K(z,y)dy, para todo 0 <6 < 6
A By

e todo x € ), onde C' > 0 ¢ independente de 0y pequeno o suficiente.

Para a demonstracao do Teorema 0.0.7, seguiremos todos os passos como na prova
do Teorema 0.0.4 e vamos apontar algumas pequenas modificagoes. Analogamente ao
Capitulo 2, (A, u) resolve (5) se, e somente se, u = F(v,u) = yLgu + G(v,u), onde
v=A"L

Temos também que, pelo Lema 3.1.2, Lxu(§) = 0, para todo £ € 0S.

Aqui, precisamos de um resultado semelhante ao Lema 2.1.5, sobre (K3), (K3) e

(K4). Mais precisamente, temos:

Lema 3.1.4 Eziste 6 > 0 tal que, se (y,u) € C com |y — A\ + |Jullc < & e u # 0,

entao u tem sinal definido, isto ¢,

u(z) >0, Vre ou u(zx)<0, Vel

Demonstracao. Consideremos a sequéncia w, como na prova do Lema 2.1.5. Entao,

para uma subsequéncia, w,, — w em C(£2) onde w # 0 é uma autofungio associada ao

autovalor principal A;. Consequentemente,
w(x) >0, Ve ou wx) <0, Vrell

Além disso, w,, satisfaz o seguinte problema

Lxw, = (A, — [|un |2 Pu,, )Wy, em €

w, =0, sobre 02
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No que se segue, assumimos que w(zx) > 0 para todo x € Q. Entao, w, > 0 em cada
compacto de €. No entanto, queremos mostrar que w, > 0 em {2 para n grande.

Primeiro de tudo, note que
Ao = [t |2 @, >0, em Q para n grande.

No que se segue, observemos que a fun¢ao z,(z) = Lxw,(x) = [, K(z,y)w,(y)dy tem o
mesmo sinal de w,, para n grande, entao, para obter os resultados desejados, é suficiente
provar que z,(z) > 0 em €2, para n grande. Recordemos que w(z) > 0 para todo x € Q
e w(z) = 0 sobre 0.

} e seja e > 0 tal que

Agora, considere o conjunto A = {x € Q;w(z) > %

B. = {x € Q;dist(x,00) < e} C Q\A
e |w,(z)| < w(x) + € para todo z € Q com n grande. Observe que
zn () = / K(z, y)wa(y)dy + / K (2, y)wn(y)dy +/ K (z, y)wa(y)dy.
A (\A)\B:

(N\A)NBe

Desde que w, > 0 em (2\A)\B. para n grande, temos que

/ K(z,y)w,(y)dy >0
(Q\A)\B.

o que leva a

ale) > 5 [ Koy [ Ky

Por outro lado, combinando a desigualdade abaixo
g K (x, y)wn(y)dy = — : K (2, y)lwn(y)|dy
com o fato que |w,(x)| < w(x) + € para todo x € €, obtemos
i Kz, y)lwa(y)ldy < i K(z, y)w(y)dy + ¢ i K(z,y)dy < (o + ) g K(z,y)dy,

onde a, = max |w(x)| — 0 quando ¢ — 0. Portanto,
rEbe

1
ala) > 5 [ Ky —(a+) [ Koy
2 Ja B.
Da condigao (K4), podemos assumir que

K:Uydy>C K(x,y)dy,
Be
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para alguma constante C' > 0 independente de € suficientemente pequeno. Logo

) > € [ Ky = (. +2) [ K(wv)dy
B B
isto é,
ala) > (C == 2) [ Ky 20
B
Entdo z,(z) > 0 para todo = € Q) e para n suficientemente grande.

Agora, usando o fato de que ||u, |2 ®,, € suficientemente pequeno para n sufici-

entemente grande, segue-se que
A — ||un]|Z @, >0, em Q.
Lembrando que
zn(7) = (A — [[unl[ Pu, () )wn(z), em Q,

podemos garantir que w, > 0 para todo x € 2. Como u,, e w, tem o mesmo sinal, u,
também é nao-negativo, o que é a conclusao desejada.
[ ]

Temos uma observagao analoga a Observacao 2.1.6, isto é

Observacao 3.1.5 Temos que (v,u) € ¥ se, e somente se, (v, —u) € ¥. Logo, consi-

derando os conjuntos

Ct ={(y,u) €C:u(z) >0, Vr € QYU {(\{',0)}

C™ ={(y,u) €C:u(z) <0, Vz € Q}U{(\[',0)},

temos

C=CctucC . (3.1)
Além disso, C~ = {(y,u) €C: (y,—u) €C*} eCTNC™ = {(A\[',0)}).

Considerando U C A como na Observagao 2.1.2, temos que

Lema 3.1.6 CT N oU # 0.

Demonstracao. Suponhamos por contradicao que CT N OU = (). Entao, do Teorema

2.1.3, existe (4,0) € C , onde 4 # A[' e 4 é um valor caracteristico de Lx com

multiplicidade impar. Consequentemente, existem (u,) C C(£2) e v, — 7, tais que
Un 0, |tnlloo =0 € uy = F(vn, up).
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Assim, Liu, = (A, — @, (2))u, € Dy, () — 0 em ©, onde \, = 7, *. Logo do Lema

1.1.5, temos que
An — Dy, (x) > A\ para todo n suficientemente grande.

Portanto, do Lema 1.1.8, (¥,0) ndo pode pertencer a esta componente, o que ¢ um
absurdo.

Observacao 3.1.7 Os Lemas 2.1.9, 2.1.10 e 2.2.1 servem para nosso propdsito neste
Capitulo.

Com isso, estamos prontos para demonstrar o Teorema 0.0.7:
Demonstracao. (Teorema 0.0.7) Analogamente ao Capitulo 2, para todo A > X\,
encontramos p > 0 e M > 0 tais que, para U = Uy 2 oy temos CTNOoU # (), assim
(A1 u) € CT e uma das seguintes condigoes ocorre: A — || @, |loo = g ou ||ullee = 2M.
Mas vimos que, sob as condi¢oes acima, mostra-se que A— || P, || > pe ||ulloo < M, isto
¢, a componente conexa de solugdes para (5) cruza o hiperplano {A} x C(Q2) qualquer

que seja A > A\;. =
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Capitulo 4

Um resultado do tipo
Ambrosetti-Prodi

O objetivo central deste capitulo é a demostracdo de um resultado do tipo
Ambrosetti-Prodi para o problema (P’), ou seja, estaremos interessados em obter-
mos informagoes que nos ajudem na demonstracao dos Teoremas 0.0.8 e 0.0.9. Mais

precisamente, estudaremos a existéncia de solugao para o problema nao-local
Lxu= f(z,u) +to1(z) + g1(x), emaz e

onde ¢; ¢ uma autofuncao positiva e normalizada associada ao autovalor principal )\,
de Lg, e g1 € {¢1}4, ie., /gl(x)¢1(x)dx =0.

Em todo o capitulo [s(z : Q0 x Q — R é uma funcio continua, ndo-negativa que
satisfaz as condigoes (K1) — (K3).

Sob estas condicoes e considerando f satisfazendo

(f1) Existem A > ||k||o € C' > 0 tais que f(z,s) > As — C para todo s > 0 e todo

xeﬁ.

mostraremos a existéncia de um namero t(g;) > 0 tal que o problema (P’); ndo tem
solugdo positiva se t > t(g1) e tem pelo menos uma solucgao positiva se t < t(g;).

Posteriormente, sob as hipoteses acima e adicionando a f as condi¢oes

f(@s) = a, para todo = € Q,

(f2) Existe um nimero 0 < a < A; tal que lim
s——00 S



- t
(f3) Para todo compacto K C R existe um nimero o > 0 tal que f(@:s) {(x, ) >0
S —

para todos s,t € K e todo z € Q.

encontramos um numero t(g;) > 0 tal que o problema (P’); ndo tem solugao (positiva,
negativa e nem nodal) se t > ¢(g1), tem pelo menos duas solucoes se t < t(g;) e pelo
menos uma solucao se t = t(gy).

Além disso, se f satisfaz (f;) e a hipotese
(f1) |f(x,8) — f(x,t)] > ||kllsc|s — t|, para todos s,t € R, uniformemente em z € Q,

mostramos que o problema (P’); tem no maximo uma solugao para cada t € R.

4.1 A nao existéncia de solucao
Nesta secao provaremos que o problema

Lgu = f(x,u) +té1 + gi(x) em €, (P'):

nao possui solugdo para t suficientemente grande. Lembramos que, g € C(f2) esta
decomposto na forma g(z) = té1(z) + g1(z), z € 2, onde ¢; é uma autofuncao positiva
e normalizada em L?(Q), associada ao autovalor principal \;, do operador dispersao

L, e g1 € {¢1}+ no sentido L?(9), isto &,

/le ()1 (z)dx = 0.

Primeiro, mostraremos a nao existéncia de solucao positiva.

Lema 4.1.1 Se (f1) € satisfeita, entio existe um nimero m > 0, independente de

g1 € {o1}* tal que, para todo t > m, o problema (P'); nao tem solugdo positiva.

Demonstrac¢ao. Suponhamos que o problema (P’); tem uma solugao positiva u, assim
Lxu = f(xz,u) +tp; + g1 em Q. Multiplicando a equacao por ¢; e integrando sobre €,

obtemos

¢1Ludr = | ¢y f(z,uw)de+t | ¢2de+ | drgide
Q Q Q Q

/¢1LKUd$=/¢1f(x,u)dx+t
Q Q

logo
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da condigao (f1) temos

/gblLKuda:2A/¢1udx—0/¢1d$+t
Q Q Q

desde que Lg é simétrico,

/\l/gbludm > A/¢1udx—0/q51dm+t.
Q Q Q

Consequentemente,

Portanto, a existéncia de solugdo positiva u para o problema (P); necessariamente
implica que

tgm::C/(bld:B,
Q

isto é, se t > m o problema (P); ndo tem solugao positiva.

[ ]

Este resultado nao esta afirmando que, para ¢t < m, o problema (P’); tem solugao
positiva. Também nao podemos concluir, através deste resultado, que, parat > m o
problema (P’); ndo possui solu¢ao negativa ou nodal.

Agora, supondo que f também satisfaca (f3), podemos encontrar um m > 0 tal
que o problema (P’); ndo tem solucao (positiva, negativa ou nodal) para ¢t > m. Antes

disso, precisaremos da seguinte estimativa

Observacao 4.1.2 Suponhamos que (f1) e (f2) ocorrem. Entdo eriste um nimero
Cy > 0 tal que, para todo x € Q,

f(z,8) > As—C4y, paratodo se R e f(x,s)>(a+e)s—C, paratodo s € R.

(4.1)
Com efeito, de (fs), para todo € > 0 eziste so > 0 tal que, para todo x € Q
x,S
M <a-+e€ para todo s < —sg
S

o que implica
f(z,8) > (a+e€)s, para todo s < —sq.
Além disso, existe Cy > 0 tal que f(x,s) > —Cy para todo —so < s < 0. Conse-

quentemente, f(x,s) > (a+ €)s — Cy, para todo s < 0. Da condi¢io (f1) seque-se que
f(z,s) > As — C, para todo s > 0.
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Lema 4.1.3 Suponhamos que (f1) e (f2) ocorrem. Entdo existe um nimero m > 0,
independente de g1 € {¢1}* tal que, para todo t > m, o problema (P'); ndo tem solugdo

(positiva, negativa ou nodal).

Demonstragao. Analogamente ao Lema 4.1.1, usando (4.1) temos

t< (M —A) / oudr + C / ordr < Oy / ¢rdr,  se /u¢1dx >0
Q Q Q Q

t< (M —(a+te) / orudx + Cy / ordx < C4 / ¢rdx,  se /ugbldx <0,
) ) Q 0

em que C; = max{C,Cy}. Portanto, a existéncia de solu¢ao u para (P’); necessaria-

mente implica em
t<m:= Cl/ ¢1dl’,
Q
isto é, se t > m o problema (P’); ndo tem solugao.

4.2 Prova do Teorema 0.0.8

Nesta secao, demonstraremos o Teorema 0.0.8. Aqui, estamos assumindo que f é
uma fungao localmente Lipschitziana, crescente com relacao a varidvel ¢ € R e satisfaz
a condicao (f1).

E bem conhecido que o método de sub e supersolucdo tem sido amplamente
utilizado para a determinacao de solucao para equagoes de reacao-difusao com termo
nao-local. O que nao é diferente para o operador de dispersao L. Para este proposito,

consideramos a seguinte equagcao

Ligu = f(x,u) em Q (4.2)

onde f : O x R — R é uma funcio localmente Lipschitz e crescente com relacio a
variavel t € R.

Primeiro, damos a definicao de sub e supersolucao para a equacao acima.

Definigao 4.2.1 Uma fungao positivau € C(2) € dita ser uma Supersolugao de (4.2),
se
Lxu < f(z,u), in Q.

Uma fungdo positiva u € C(Q) é dita ser uma Subsolugio de (4.2) revertendo a desi-

gualdade acima.
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Lema 4.2.2 Suponhamos que (4.2) tém uma supersolucao positiva @ e uma subsolugao
positiva u definida em Q tais que u < u. Além disso, suponhamos que f: QxR — R é

uma funcgao localmente Lipschitziana e crescente com respeito a varidvel t € R. Entao

(4.2) tém uma solugio u € C(§2) que satisfaz u < u < 7.

Demonstragao. Defina o seguinte conjunto ¥ = {u € C();u < u < @}. Do Lema
1.2.3, Lgv(z) — fv(z) = 0 admite no maximo uma solugao, se 8 > k(x) q.t.p. em €.
Além disso, desde que t — f(x,t) é crescente com respeito a variavel t € R, temos que
t — f(xz,t) — St é decrescente em t € R, se considerarmos [ > k(x) suficientemente
grande.

Da Observacao 1.2.4, para cada u € C(Q) o problema

Lgv(z) — pu(z) = f(z,u(z)) — pu(z), para todo x € Q

admite no maximo uma solugao v € C().

Agora, se wy,wy € 3 sdo tais que wy; < wsy €

Licvi(z) — Bor(a) = f(w.wn(2)) — Bun(x), para todo o € 0

Liva(z) — Bva(x) = f(z, w2(x)) — Bwa(x), para todo z € Q,

entao

f(z,we(x)) — Pwa(x) < f(x,wi(x)) — Pwi(x), para todo z € Q.

Isso implica que
Livy(z) = Bva(x) < Livi(z) — Pri(z), para todo x € €,

ou seja,

Lk (va(x) —v1(x)) — B(v2(z) — vi(x)) <0, para todo z €

pelo principio de méximo (Lema 1.2.3), segue-se que vy(x) < vy(x) para todo z € Q.

Consideremos a sequéncia {u, }5°,; C ¥ dada por
Liuy(z) — pus(z) = f(x,u(x)) — fu(x), para todo z € 2

Lxus(z) — Pus(z) = f(x,ui(x)) — Bui(x), para todo z € Q
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Liuy(x) — Bup(x) = f(z,up_1(z)) — Pu,—1(x), para todo z € )

que é uma sequéncia monétona decrescente. Analogamente, obtemos uma outra sequén-

cia {v,}r2, C ¥ dada por
Lgvi(z) — pui(z) = f(x,u(x)) — Bu(x), paratodo z € Q

Lgvy(x) — Pue(z) = f(z,v1(x)) — Pvi(x), paratodo x €

Lxv,(x) — oy (z) = f(z,v,-1(x)) — Pv,_1(x), para todo z € Q

que é uma sequéncia monotona crescente. Além disso,
u<v <...<w
entao, existem funcoes u*, v* tais que

u*(z) = nh—>nolo up(z) e v*(z) = nh_)rglo v,(z) pontualmente em €.

Segue-se que, u < v* < u* < u. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim Lgu,(z) = Lrgu*(z),

n—oo

lim Lgv,(z) = Lgv*(x).

n—oo
Por outro lado, (Lxu,) e (Lkv,) sdo uniformemente convergentes em C(€).

Como Lk é um operador linear e compacto, temos

Lgu,(x /Ka:yun dy—>/Ka:y y)dy = Lgu*(x) em €,

Lo, (x /nyvn dy—>/ny (y)dy = Lgv*(z) em €,
assim, Lru, — Lgu* em C(Q) e Lgv, — Lgv* em C(Q).
Da continuidade de f,

lim [f (2, un(2)) + Bun(2)] = f(z, 0" (2)) + fu” (x),

n—oo

lim [f (2, vn(2)) + Bon(2)] = (2,0 () + Bv*(2).

n—o0
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Consequentemente,
Liu*(z) — pu*(z) = f(x,u*) — pu*(z), para todo z € )
Lgv*(x) — fv*(z) = f(x,v*) — fv*(z), para todo z € )

isto é, u* e v* sdo solugdes do problema (4.2). Portanto, do Lema 1.1.7, obtemos que
u*,v* € C(Q) e a demonstracio esta feita.

|

Com o resultado acima, o nosso proximo objetivo é encontrar uma supersolucao

e uma subsolucdo para o problema (P’) tal que u <@ em . O lema abaixo garantira

a existéncia de uma supersolucao para (P').

Lema 4.2.3 Suponhamos que (f1) ocorre. Entao, para todo g € C(Q2), o problema (P')

tem uma supersolugdo positiva w € C(Q2). Além disso, qualquer subsolug¢io u € C(S)
de (P') € tal que u < w em (0.

Demonstracgdo. Seja w € C(Q) a tinica solu¢do de
Lixw — Aw = —||g|lcc — C, em ,
onde A e C sao as constantes da propriedade (f1). Logo,

Lgw = Aw — ||gllc — C < f(z,w) +g(z), em Q

isto &, w € C(Q) é uma supersolucao de (P’). Desde que A > ||k||« temos do Lema
1.2.3 que, w > 0 em Q.

Agora, suponhamos que u € C(Q) seja uma subsolucio de (P'), ou seja
Lxu> f(z,u) + g(z), em Q.
Assim,
Lic(w —u) < 4w — |gle = C — f(z,u) — g(x)

ou,

Lg(w —u) < A(w —u) = [|gllec — 9(x) < A(w —u)

o que implica

Lig(w—u)—A(w —u) <0.

Consequentemente, novamente pelo Lema 1.2.3, obtemos que w > u em €.
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Corolario 4.2.4 Suponha (f1). Sejam g1 € {¢1}+ et € R dados, entdo existe R > 0

tal que, se u € C(Q) € uma fungao positiva que satisfaz
Lxu(z) = f(z,u) + to1(z) + g1(x), para todo x € Q,
devemos ter ||ull < R.

Demonstragdo. Pelo Lema 4.2.3, existe uma supersolucio positiva w € C(Q) de (P'),

tal que 0 < © < w em (. Consequentemente,
ulloo < llw]loo := R.

Portanto, existe R > 0 tal que ||[u]l < R. ®

Observagao 4.2.5 Se (P') tem solugdo para g € C(Q), entio para qualquer h € C(9Q)
tal que h < g em ), o problema

Lxv = f(z,v) + h(z), em Q (4.3)

também tem solucao.
De fato, considere v € C(Q) uma solucio de (P') para um dado g € C(Q). Entdo,

v € uma subsolucao de (4.3) pois

Lgv — f(z,v) =g(x) > h(z), =€l

Do Lema 4.2.3, o problema (4.3) tem uma supersolugio w € C(Q) tal que, v < w em
Q. Consequentemente, do Lema 4.2.2, o problema (4.3) tem uma solucio U € C(Q)
tal que v < U < w.

Com esta observagao, fica demonstrado o seguinte lema:

Lema 4.2.6 Seja g1 € {¢1}+. Suponhamos que, o problema (P'); tem uma solugdo

para ty € R. Entdo o problema (P'); tem uma solu¢do para qualquer t < to.

Para demonstrarmos o Teorema 0.0.8, precisamos obter a existéncia de subsolucao

para (P');. O proximo lema vai garantir a existéncia desta subsolucao.

Lema 4.2.7 Suponha (f,). Dado g, € {¢1}*, existe t € R tal que, o problema (P');

tem uma subsolucao.
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Demonstragao. Escolha ¢t de maneira que —f(z,0) > t¢1(x) + g1 (z) para todo x € (.

Considere z = e¢q, logo
Li(epr) — f(z,e1) —td1 — g1 = €Ay — fx,€1) — td1 — g1 > 0,
para € ~ 0" e para todo z € (Q, isto é
Likz> f(x,2) +tp1 + g1, em

concluindo que z é uma subsolugao positiva para (P’),.

]
Demonstracao do Teorema 0.0.8

Seja g1 € {¢1}+. Pelo Lema 4.2.7, existe t € R suficientemente grande tal que, o
problema Lyxu = f(x,u) + t¢; + g1(x) para todo x € 2, tem uma subsolugao positiva
z € C(Q). Por outro lado, para estes g, e ¢, do Lema 4.2.3, temos uma supersolucio
positiva w € C(Q), além disso z < w em Q. Assim, do Lema 4.2.2, o problema (P'),

tem uma solugdo positiva u € C(Q2) tal que z < u < w.

Com o estudo feito acima, o conjunto
Y = {t € R;(P’), tem solugao positiva}

¢ nao vazio, do Lema 4.1.1 é limitado superiormente e do Lema 4.2.6 este conjunto é
uma semi-reta. Ou seja, tomando t(g;) como o supremo de ¥. Segue-se que, para todo
t > t(g1) o problema (P’); nao tem solucao e que para cada ¢t < t(g;) o problema tem
pelo menos uma solucao positiva. Portanto, fica demonstrado o Teorema 0.0.8.

Para finalizarmos esta demonstracao, precisamos mostrar a existéncia de solucao
para t = t(g1). Consideremos a sequéncia t,, < t(g;) tal que t,, — t(g1). Segue-se das

informagoes acima que o problema (P'); tem uma solucao u, € C(f2) para a funcao

dada ¢; e cada t,, ou seja,
Lxu, = f(z,u,) + thd1 + g1, em Q. (4.4)

Como (u,) é limitada em C(f), entdo (u,) é limitada em L?*(Q). Logo, existe sub-
sequéncia de (u,), ainda designada por (u,), tal que u,, — v em L*(Q2). Como (Lxu,)

¢ uniformemente covergente em C(€2), podemos assumir que Lxu, — w. Mas, sendo

Lk linear e compacto, devemos ter

Liewn(a) = [ K(e)u oy — [ Koty = Liata) om0
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assim, Lgu, — Lxu em C(Q). Por outro lado, de (4.4) obtemos
f(z,u,) = Lgu, — tp,dr — g1 — Lgu — tody — g1 := z uniformemente em €.

Do Corolario 4.2.4, existe um nimero R > 0 tal que |lu,|« < R, para todo n € N.
Agora, sendo f uma funcao crescente na variavel t € R, segue-se que existe o > 0 tal
que, se Uy, () # uy(z) temos

e > |f (@, un () = f (2, um(@))]
— R<uy (@) um (0)<R | () — Uy ()]

Consequentemente,

|f (2, un () = f (2, um ()

[tn () = um ()]

Wun—umm{)swunnm>—f@umwm

o ||t — U |loo < <

o que implica

Ollun = tmlloo < [FCoun) = FCtum)lloo < NFCoun) = 2lloo + 12 = (. um)lloo
Portanto, (u,) é uma sequéncia de Cauchy em C(Q). Logo,
flu) = f(,u) em C(Q).
Claramente u ¢ uma solugao positiva para o problema (P’); com ¢y e t = t(g1). Por-

tanto, a prova do Teorema 0.0.8 esta completa.

Observagao 4.2.8 Considerando f satisfazendo as hipdteses (f1) e (fi), podemos

mostrar a existéncia de no mdzimo uma solu¢ao para o problema (P'), para cadat € R.

Com efeito, considere u,w € C(Q) fungdes positivas tais que

Lxu(z) = f(z,u) +t1(x) + g1(x), para todo x € Q

Lrw(z) = f(zx,w) +to1(x) + g1(x), para todo x € Q.

Consequentemente, se u(x) # w(z) temos

Lilute) = w(e) = flo.u(0) - . u() =

assim

L (u(z) — w(x)) = a(z)(u(r) — w(z)) =0,

onde

f o, u(z) = £z, w())
a(z) = u(z) —w(x) » se u(z) # w(z)

2[[klloc, se u(z) = w(z),
Além disso, da condi¢do (fs) temos a(z) > k(x) para todo x € Q. Pelo Lema 1.2.3,

devemos ter u = w em ).
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4.3 Demonstracao do Teorema 0.0.9

Nesta se¢ao, para obtermos uma segunda solu¢do para o problema (P’), temos
de admitir hipoteses adicionais sobre a funcao f. Aqui vamos supor que ela satisfaz
nao somente (f;), mais também (f2) e (f3). Além disso, para provar o Teorema 0.0.9
faremos uso da teoria do grau para aplicagoes y-condensantes, que é uma extensao do
grau de Leray-Schauder para uma classe maior de perturbagoes da identidade, definida
em termos de medidas para ndo compactos, (veja Deimling [26] e Nussbaum [41], [42]).

Comecamos com o teorema que estabelece uma estimativa a priori:

Teorema 4.3.1 (Estimativa a priori) Dado g € C(Q), existe um nimero R > 0 tal

que, se u é uma solugdo de (P'), ou seja, u € uma solugdo da equagao
Lxu= f(xz,u) 4+ g(x), emQ

entdo || < R.

Demonstracao. Sabemos que a condicdo (f;), garante a existéncia de uma funcao
w € C(Q) tal que todo solucio de (P') satisfaz u < w em . Suponhamos que exista

uma sequéncia (u,) C C () tal que,
|tn|[oc —> 00 € Lty = f(x,u,) + g(x), em Q.

Temos que u, < w em £, qualquer que seja n € N. Considere v, = , entao (vy,)

[t oo
¢ uma sequéncia limitada em C(Q) C L?*(Q). Sem perda de generalidade, podemos
supor que existe v € L*(Q) tal que v, — v em L*(Q). Como (Lxv,) é uniformemente

convergente em C'(£2), e sendo Lx um operador linear e compacto, temos

Lieva(o) = [ Klayunloidy = | Koty = Livla) in 0

e assim, Lyxv, — Lxv em C(€).
Agora, da condigao (fs), para todo € > 0 existe uma constante C, > 0 tal que,

para todo z € Q
(a—€)s+Cc > f(z,s) > (a+€)s — C,, paratodo s < ||w|co.

Logo, (a — €)u, + g(x) + Cc > f(z,8) > (a+ €)u, + g(x) — C. 0 que implica
g(ﬂ?) - Ce

g(x) + C,

(a —€)v, +
[t lo

> [, s) = (a+€)vn +
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Desde que ||t,]|sc — 00 € u,, < w para todo n € N, entdo existe x,, € 2 tal que

—tn(Zn) = [tn(2n)] = [[tn -
Consequentemente,
(=€) = (a—vallso = (@~ )on(za)| = —(a— vn(za) < ~Licva(za) + %
isto é,
gl + C.

(a—¢€) < || Lrvnlleo +
[l ] oo

Escolhendo € = g e passando ao limite, vemos que ||Lgv|/s > %. Portanto, [|v]|s > 0,
v#0e Lgv =av em €. Por outro lado, temos
up(z) _ w(z)

Un(x) =

— 0, quando n — oo, para todo x € ),

o que implica v(z) = nh_}rgo v(z) < 0 para todo x € Q. Assim, v(z) < 0 para todo
x € §2, ou seja, v teria sinal definido e a0 mesmo tempo seria autofuncao associada ao
autovalor a < A1, o que é um absurdo.

n

Agora, para cada t € R definamos o operador F; : C(Q) — C(Q) dado por

1 1 1
Fou = MLKU +u— Mf(a:, u) — M(tqﬁl + g1(x)), para algum M > 0. (4.5)

Note que, ponto fixo para este operador é solugdo para o problema (P’),. Com efeito,

se u € C(Q2) é tal que Fiu = u temos

1 1 1
u= Fu= MLKU +u— Mf(ffyu) — M(t% + g1(x))

ou

Lxu= f(z,u) +t¢1 + gi1(x), em Q

isto é, u & uma solugao de (P’);.

Com as informacoes acima, definimos uma aplicacao continua F;, que nao é com-
pacta. Além disso, temos das informagoes anteriores que as solucoes do nosso problema
(P'); sdo precisamente os zeros de I — F;. Para obtermos nosso resultado, precisamos

mostrar que a funcao F; ¢ v-condensante.
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Observacao 4.3.2 Pelo Teorema 4.3.1, temos a exiténcia de um numero R > 0 tal
que, se u € uma solucdo para (P'); entdo ||u|le < R. Por outro lado, desde que f é
uma fungao localmente Lipschitz, podemos tomar um nimero M > 0 de maneira que

f(x’ 3) B f(ZL‘,t)

s—1

M>T= sup (

) . para todo x € Q.
—R<s,t<R

Da condigao (fs3), existe o > 0 tal que

f(ZL‘,S) — f(l‘,t)

; <T, para todo — R<s,t<R, e todo x € Q.
S —

O<o<

Com o estudo acima, obtemos para todo x € €,

0< (1 _ f(:lij,\f[)(s__fgc’t)) <1-— %, para todo — R < s,t < R. (4.6)

Lema 4.3.3 Suponhamos que (f1), (f2) € (f3) ocorrem. Entao o operador F; é uma

aplicacao y-condensante, para todo t € R.

Demonstracao. Se B C C(£2) é um limitado, vimos no Apéndice A que v(F;(B)) <
v(Lk(B)) +v(G(x, B)) onde G(z,s) = s — %f(x, s) em x € Q. Mas, desde que Ly é
um operador compacto, devemos ter y(Lx(B)) = 0. Por outro lado, G é uma contracgao
para todo s € K C R e todo = € Q.

De fato, consideremos —R < s,t < R para alguma constante R > 0. De (4.6),

para todo z € Q

o
<1— —, para s #t.

0<|1-—
M(s—1) M

Consequentemente,
Gz, 8) — Ga, )| = |s — f(x,8) —t+ fz,t)], 2€Q
ou

f([E,S) —f(:L‘,t)
M(s —1t)

|G(z,s) — G(x,t)| < |1 — ls—t], z€Q

o que implica

G(z,s) — Gla,t)] < (1 — %)|s—t|, zeq.

Para esta tltima desigualdade, estamos usando (4.6). Portanto, G é uma contragao,

para todo r € €, assim G é uma 7-contracio estrita (ver Lema A.5 no Apéndice
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A). Como toda aplicacdo y-contracio estrita é também uma aplicagdo y-condensante,
temos que v(G(x, B)) < v(B), para B = Br(0) C C(Q) limitado.

Com o estudo acima, obtemos v(Fi(B)) < v(B) onde B = Bgr(0) C C(Q) e
v(B) > 0, i.e., F}; é uma aplicagdo y-condensante, qualquer que seja t € R.

]

Agora determinaremos o grau de I — F} para um certo subconjunto de C(€).

Lema 4.3.4 Suponhamos que (f1), (f2) e (f3) ocorrem. Sejam g, € {¢d1}+ ety < t(g1).

Entao existe um nimero R > 0 tal que

d(I — Fy,, Br,0) =0,

onde Bp = {u € C(Q); ||u]|«~ < R}.

Demonstracao. Do Teorema 0.0.8 o problema (P’); ndo tem solucao se t > t(g;).
Com isso, escolha um t; > t(g;). Segue-se do Teorema 4.3.1 que existe uma constante
R > 0 tal que ||u||o < R para todo eventual solugdo de (P’)y, com g; fixado. Do Lema
4.2.6, segue-se que essa desigualdade ocorre para toda solucao de (P’); para qualquer
t € [to,t1]. Desde que F, com t € [to,t1], constitui uma homotopia admissivel entre

Fy, e F;,, pois
(I — F)u # 0, para todo ||u|l« = R e todo t € [tg,t1],

temos que d(I — Fy,, Bg,0) = d(I — F,, Bg,0). Mas d(I — F},, Bg,0) = 0 pois o
problema (P’); nao tem solucdo para t = ;. Portanto, d(I — F},, Bg,0) = 0.

Lema 4.3.5 Suponha que (f1), (f2) e (f3) ocorrem. Sejam g, € {¢1}+ e to < t(g1).

Entao, existem um nidmero M > 0 e um aberto W C C(2) tais que

d(I — F,,,W,0) = 1.

Demonstracao. Segue do Teorema 0.0.8 que existe v € C(£2) solugdo positiva de
(P')y,, com ty < t; < t(gy). Além disso, v é uma subsolucao de (P'); quando t = t,, ou
seja

Ligv — f(z,v) = tip1 + g1 > todr + g1, em

ou

Lygv > f(.??, U) + t0¢1 + g1, em Q (47)
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Por outro lado, do Lema 4.2.3, existe w € C(Q) supersolucio de (P'),,, ou seja
Lrw < f(z,w) + todr + g1, em Q (4.8)

Ademais, v < w em €.
Agora, escolha M > 0 de maneira que, M > ||k||o, f(x,s) — Ms ¢ uma funcao

decrescente em 0 < s < ||w|| € que

1 1 1 _
Fou:= MLKU +u— Mf(x,u) - M(tqbl + ¢g1(x)), paraz € Q)

seja uma aplicacao y-condensante.
Defina W = {u € C(Q);v < u < w em Q}, temos que W & um aberto, limitado

e convexo em C((2).
Afirmacgdo 4.3.6 F, : W — C(Q) ¢ tal que F,,(W) C W.
De fato, se u € W entdo v < u < w em €. Seja z = Fy(u), dai

Mz = Lgu+ (Mu — f(z,u)) — top1 — g1, em .
Agora, observe que

Lgv— Mv > f(x,v) — Mv+tgp1 + g1, em €

o que implica

Mv < Lgv+ (Mv — f(z,w)) — to¢1 — g1, em €.

De maneira analoga, Mw > Lxw+(Mw— f(z,w))—top1—g1 em €. Consequentemente,
M(z = v) > Li(s — ) + [(Mu— f(z,u)) — (Mo — f(z,0))], em .

Desde que v < u, temos Lxv < Lgue (Mv—f(z,v)) < (Mu—f(x,u)), logo M (z—v) >
0 o que implica que v < z em Q. Similarmente, demonstra-se que z < w em €.
Portanto, z € W.

Com o exposto acima, concluimos que, se u € W entdo u # Fy,(u), pois se

u€ W eu= Fy(u) devemos ter u € W.

Com o estudo feito, d(I — Fy,, W, 0) esta bem definido. Vamos entdo calcular o
vt w

temos v < ¥ < w, i.e. Y € W. Defina Hy(u) =
(1 —0)F;,(u) + 60¢. Para 0 <0 <1 temos Hy: W — W.

seu valor. Considere ¢ =
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Com efeito, sabemos que se u € W entdao Fy (u) € W. Logo, v < Fj (u) < w
e como v < ¢ < w temos Hy(W) C W, isto é, Hy é uma homotopia admissivel para
todo 0 < 6 < 1.

Desde que u # Hp(u) para todo u € 0W e todo 6 € [0, 1], concluimos
d(I — Hy,W.0) = D(I — Hy, W, 0),

Mas, Hy é independente de 6 € [0,1] e d(I — H,, W,0) = 1 pois ¢ € W. Consequente-
mente, d(I — Hy, W,0) = 1 e o lema esta provado.

|
Prova do Teorema 0.0.9

(i) Sejam gy € {¢1}+ ety < t(g1). Do Lema 4.3.5, existem uma constante M > 0
e um aberto limitado W tal que d(I — Fi,, W,0) = 1. Assim, I — F}, tem um zero em
W, isto é, o problema (P’);, tem uma solugao u; € W.

Agora, escolha R > 0 tal que W C Bg(0). Pelo Lema 4.3.4, segue-se que d(I —
F,,, Br,0) =0, logo

d(I — F,,, Bg\ W,0) = —1.

Consequentemente, o problema (P');, tem outra solu¢do us € Br \ W. Além disso,

Uy # Us.
(17) Considere a sequéncia t, < t(gy) tal que ¢, — t(g1). Segue-se do Teorema
0.0.8 que o problema (P'), tem pelo menos uma solucdo u, € C(Q) para cada t,, ou
seja
Lxu, = f(z,u,) + tad1 + g1, em Q. (4.9)

Como (u,) é limitada em C(f), entdo (u,) ¢ limitada em L2(Q2). Logo, existe uma

subsequéncia de (u,), que iremos denotar por ela mesmo, tal que u,, — u em L*(Q).

Como (Lguy,) é uniformemente convergente em C(€)) e como Ly é um operador linear

e compacto, temos

Lietnla) = [ K(e.o)ua(w)dy ~ [ K(ag)ulwdy = Liua) in 9
Q Q
assim, Lxu, — Lgu em C(Q). Por outro lado, de (4.9) obtemos

f(z,u,) = Lgu, — tpadr — g1 — Lgu — tody — g1 := z uniformemente em €.
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Da condigao (f3) segue-se que
Olltn = tmlloe < [f (@, un()) = f(2, um(@)] < (o un) = 2lloo + 12 = f( um)llse
Portanto, (u,) é uma sequéncia de Cauchy em C(Q). Dai,
fC un) — f(.,u) em C(Q).

Claramente u é uma solugdo do problema (P'), para estes g; e t = t(g;). E assim, a

prova do Teorema 0.0.9 esta completa. H
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Apéndice A
O grau para aplicacoes y-condensantes

Neste apéndice apresentamos uma teoria que foi desenvolvida por R. Nussbaum
(ver [13], [41] e [42]), com colaboracao de F. Browder, que trata de uma extensao
do grau de Leray-Schauder para uma classe de pertubacoes da identidade definidas
em termos da medida de nao compacidade de Kuratowski. A teoria que serd aqui

apresentada, pode ser encontrada em Deimling [26] pp. 71.

A.1 Medidas de nao compacidade de Kuratowski

Nesta primeira secao tratamos da definicao e propriedades das medidas de nao
compacidade de Kuratowski para conjuntos limitados. Vamos considerar B a familia
de todos os subconjuntos limitados de um espaco de Banach X. Recordamos que
B C X ¢ dito ser limitado, se B esta contido em alguma bola. Dizemos que B € B
é relativamente compacta quando existe ¢ > 0 tal que B é coberto por um ntimero
finito de bolas de raio ¢, e também podemos cobrir B com uma quantidade finita de
conjuntos de didmetro menor que € (recorde que, diam(B) = sup{|x — y|;z,y € B} é
chamado de diametro de B ).

Com estas informacoes vamos definir as medidas de nao compacidade de Kura-

towski

Definicao A.1 Sejam X um espa¢o de Banach e B o conjunto de seus limitados.
Entao a: B — Ry, definida por

a(B) = inf{d > 0; B admite uma cobertura finita de conjuntos com diagmetro < d},



¢ chamada de medida de Kuratowski para nao compactos, e §: B — R, definida por
B(B) = inf{r > 0; B pode ser coberta por uma quantidade finita de bolas de raio < r},

€ chamada de medida de bolas para nao compactos.

Agora, vamos listar algumas propriedades destas medidas, que serao utilizadas
no capitulo 4.
Proposicao A.2 Sev: B — R, € uma das medidas o ou 3 acima definidas, entao

(a) v(B) =0, se e somente se, B € um compacto;

b) v € uma seminorma, i.e., Y(AB) = |\|y(B) e v(B1 + Bs) < v(B1) + v(Bs);

(b)
(¢) Se By C By entio v(B1) < v(B2) e v(By U By) = max{~v(B),7(B2)};
(d)

d) v(convB) = ~(B).

Vamos exibir um exemplo para podermos nos familiarizarmos mais com essas
medidas. Vamos calcular a medida da seguinte bola B,(xg) = z¢ + rB1(0). Evidente-

mente,
V(B (wo)) = ry(B1(0)) e ¥(B1(0)) = 7(S), para S = 9B;(0).

Além disso, a(S) < 2 e B(S) < 1. Suponha que «(B) < 2. Entao S = CJM’
onde M; sdo conjuntos fechados com diam(M;) < 2. Considere X, subespagés n-
dimensionais de X. Logo, SN X, = CJ(Mz N X,) é a fronteira da bola unitaria em
X, e portanto um dos conjuntos M; ﬂan contém um par de pontos antipodais, z e
—z. Consequentemente, diamM; > diam(M; N X,,) = 2 para este i, o que é uma
contradi¢do. Assim, a(S) =2e 1= %a(S) < B(S) <1, ou seja, em dimensao infinita
devemos ter a(B,(zg)) = 2r e B(B,(xp)) = 7.

Uma outra definicao que precisaremos é dada abaixo

Definicao A.3 Seja X um espaco de Banach. Dizemos que A C X é um retrato de
X, se existe uma aplicacao continua R : X — A tal que Rx = x, para todo x € A.
Em outras palavras, A é um retrato de X se I |4 tem uma extensao continua em X.

A aplicacao R é chamada de retracao de X sobre A.

Exemplo A.4 Sejam X um espaco de Banach e R: X — B,(x9) C X definida por,
x, se |r—mxo| <7

Raj‘: T — X9

xo+r’x 2ol se |z —xo| >
— T

A aplicacao R é um exemplo de retragao.
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A.2 O grau para aplicacoes y-condensantes

Nesta secao trataremos inicialmente da definicao e propriedades das aplicacoes
v-condensantes. Num segundo momento, estaremos trazendo a construcao do grau
para estas aplicacoes. No que segue X serd um espaco de Banach e v : B — R, serd
uma das medidas de Kuratowski o ou [, definidas anteriormente.

Definicao A.1 Sejam I' C X e F : T' — X uma aplica¢io continua e limitada (i.e.,

leva limitada em limitado). Dizemos que F é uma aplicagdo ~y-Lipschitz se
v(FB) < ¢y(B), para alguma constante ¢ > 0 e todo limitado B C T

Se ¢ < 1 dizemos que F' € uma aplicagcao ~y-contracao estrita. Por fim, dizemos que F

€ uma aplicagao y-condensante se,
v(FB) <~v(B), sempre que B C I'é limitado e v(B) > 0,

em outras palavras, se y(FB) > ~(B) entao v(B) = 0.

Denotaremos por SC,(I') o conjunto de todas as v-contracoes estritas, por C(I')
o conjunto de todas as aplicagoes y-condensantes e por K(I') o conjunto de todas as
aplicagoes compactas. Obviamente que, F' € C,(I") é y-Lipschitz com constante ¢ = 1.

Mas ainda, SC,(I') c C,(I).

Exemplo A.2 Se F': I' — X ¢é Lipschitz com constante ¢ > 0, entao F' é a-Lipschitz
com a mesma constante c, isto seque da definicao de a. Se G : I' — X é Lipschitz com

constante ¢ > 0, entao F' + G é a-Lipschitz com constante c + c.

Exemplo A.3 Suponhamos, por exemplo, que queremos encontrar uma solucao u €

C(J) de t
u(t) = p(t, u(t)) +/0 o(t,s,u(s))ds, forte J=10,da,

onde ¢ e ¢ sao funcoes continuas. Entao a parte da integral define uma funcao G :
C(J) — C(J) completamente continua, mas este nao € o caso para F definido por

(Fu)(t) = o(t,u(t)), a menos que ¢ seja independente de u. Entretanto, se
ot u) = p(t )] < clu—vl, forteJeuveR

entao I € a-Lipschitz com constante ¢, e 0 mesmo € verdade para F + G.

Em seguida, mostramos um exemplo de funcdo a-condensante que nao é a-

contracao estrita. Este exemplo pode ser encontrado em Nussbaum [41].

70



Exemplo A.4 Seja ¢ :[0,1] — [0,1] uma funcdo continua, estritamente decrescente,
©(0) =1 e seja F : B1(0) — B1(0) C X com dimX = oo, definida por, Fx = o(|z|)x.
Temos que, F' € uma aplicacao a-condensante, mas nao € uma aplicacao a-contracao
estrita.

Com efeito, desde que F'B C conv(BU{0}) temos que, a(FB) < a(B) para todo
B C By(0). Por outro lado, OB,y (0) C FB,(0) para r € [0,1] e portanto

a(FB,(0)) > a(0Bry((0)) = 2ro(r) = a(B,(0))p(r).
Como o(r) — 1 quando v — 0, F' ndao pode ser a-contragdo estrita.
d _
Agora, suponhamos que a(B) = d > 0, e sejam 0 < r < 2 By, = BN B,(0) e

By, = B\ B,(0). Entdo,
a(FBy) <2r < a(B)

a(FBy) <a({dx:0< A< ¢(r), ex € By}) < alconv[p(r)B U {0}])

o que implica,
a(FB;) < ¢(r)a(B) < a(B).

Consequentemente, a(F B) = max{a(FB;),a(FBy)} < a(B).
Lema A.5 Sejam X um espaco de Banach e F : X — X uma contracdo com constante
c <1, entao F é uma ~y-contracao estrita.

Demonstracao. Seja B C X um limitado tal que v(B) = d. Entao, dado € > 0 temos
B =S ediam(S;) < d+e.

i=1
m
Assim, F(B) = UF(S,) e como F' é uma contragao com constante ¢ < 1,

i=1

devemos ter, diamF'(S;) < ¢(d + €). Sendo € > 0 arbitrario, obtemos
V(F(B)) < cd = ey(B).

Portanto, F' é uma 7y-contracao estrita. m

Agora, apresentaremos algumas propriedades das aplicacoes y-Lipschitz

Lema A.6 Sejam I' C X um fechado limitado e F € C,(I'). Entdo, I — F ¢é propria

e leva subconjunto fechado de I' em conjunto fechado de X.

Demonstragdo. Se A = (I — F)"'(K) com K compacto, entao A é fechado desde que
F é continuo e K é fechado. Além disso, (I —F)(A) = K o que implica, A = F(A)+ K.
Logo,

1(A) <A(FA) +7(K) =v(FA)
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portanto, v(A) = 0. Assim, da Proposi¢ao A.2, F' é propria.

Para finalizarmos esta demonstragao, mostramos que I — F é uma aplicacao
fechada. De fato, considere A C X um fechado e seja (x,) C A tal que z, — = em
A. Defina y, = ¢(z,) = ©, — Fx,. Como ¢ é continua, segue-se que y, — y em X.

Agora, temos que
Fx, =x, —y, o que implica Fx, - —y:= 2z, em X.

Por outro lado, x, = y, + Fz, = y + 2z em X. Mas, como (z,) C A e A é fechado,
devemos ter y + z € A. Logo, y = ¢(y + z) € p(A), ou seja, ¢ é fechada.

Definigao A.7 Um conjunto C é chamado de convexo se \x + (1 — N)y € C sempre
que x,y € C e A € [0,1]. O fecho convero de C, denotado por convC' é a intersegio de

todos os converxos que contém C, ou seja,

com)C':{Z)\xxEC/\E()l Z/\—l}

O proximo resultado é uma generalizacao do Teorema de ponto fixo de Schauder.

Teorema A.8 Sejam C' C X um convexro nao-vazio, limitado e fechado ¢ F : C' — C

uma aplica¢ao v-condensante. Entao, F' tem um ponto fizo.

Demonstracao. Primeiramente, vamos supor que 0 € C. Agora, suponha que o
teorema é valido para y-contragoes estritas. Entao, escolhendo (k,) € R de maneira
que, k, < 1 para todo n € N e que k, — 1 quando n — oo, temos que k,F' : C' — C

tem um ponto fixo x,,. Assim,
z, — Fz, = (k, — 1)Fz, =0

e portanto x — Flx = 0 para algum z € C.
Agora, considere F' uma ~-contracao estrita com constante £k < 1. Defina a

sequéncia (C,,) C X decrescente dada por,
Co=CeC, =conv(FC,_,), paran > 1. (A.1)

Temos que, v(C,,) < vk(Cph-1) < ... < k™y(Cy) — 0 quando n — oo. Consequen-

temente, C' = ﬂCn é nao vazio e compacto. Além disso, C' é convexo e F' é uma

n
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aplicacao de C em C. Portanto, pelo Teorema de ponto fixo de Schauder F' tem um
ponto fixo em Ccc.

]

Antes de falarmos sobre o grau para aplica¢oes y-condensantes, vamos comecgar

definindo terna admissivel

Definigao A.9 (Terna Admissivel) Sejam X um espaco de Banach, I' C X um aberto
limitado e F € C.(T). Sey ¢ (I — F)(0T), dizemos que a terna (I — F\T,y) € Z ¢

uma terna admissivel.

Seja M o conjunto de todas as ternas admissiveis. Definiremos uma aplicacao
d: M — Z que, posteriormente, chamaremos de grau para aplicacoes y-condensantes,

que satisfaz as seguintes trés condicoes:
(dy) (Normalizagao) d(I,T',y) = 1 para y € I;

(dy) (Aditividade) d(I — F\T',y) = d(I — F,T'1,y) +d(I — F, Ty, y) sempre que I'; e I'y

sdo subconjuntos disjuntos, abertos e ndo vazios de I' tais que, y ¢ (I — F)(I" \

(I uTly));

(d3) (Invariancia por Homotopia) d(I — H(t,.),T',y(t)) é independente de t € [0, 1]
sempre que H € C([0,1] x T') e y(H([0,1] x B)) < v(B) para todo B C T com
v(B) > 0, y : [0,1] — X é continua e y(t) # x — H(t,z) para todo x € I e
te0,1].

Como consequéncia da defini¢ao, se essa funcao d existe, também satisfaz as

seguintes propriedades:
(dy) d(I,T,y) # 0 implica em (I — F)~!(y) # 0;

(d5) d(I—-G,I',y) =d(I—F,I',y) para G € C,(I')NB.(F) e d(I — F,T',.) é constante
em B, (y), onde r = o(y, (I — F)(9T")). Mais ainda, d(I — F,T',.) é constante sobre
toda componente conexa de X \ (I — F)(9T").

(d¢) d(I — G,T',y) =d(I — F,T",y) sempre que G |sr= F |sr;

(d7) d(I—F,T,y) =d(I—F,T',y) para todo aberto I'y C T tal que y # (I—F)(T\T).
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Vamos observar que d é determinado por seus valores nas ternas admissiveis, se
F & uma ~-contragao estrita pois, de (d3), considerando H(t,z) = (1 — t(1 — k))Fz

para k < 1 e 1 — k suficientemente pequeno, temos
d(I — F\T,y) =d(I — kF,T,y).

Com isso, vamos considerar F' uma ~y-contracao estrita com k < 1.

Observe que, (I — F)7'(y) = 0 entao d(I — F,T,y) = 0. Assim, vamos assumir
que (I — F)~'(y) £ 0.

Considere
Co =conv(F(T)+y) e C, =conv(F(TNC,_1)+y) paran > 1. (A.2)

Como na prova do Teorema A.8, (C,,) é uma sequéncia decrescente de conjuntos conve-

xos fechados tais que y(C,) — 0 quando n — +o0. Consequentemente, Cy, = ﬂ C,
n>0
é um convexo compacto (ver [41]). Pela definicdo de C,,, temos que

(I-F)'y) cCounl e FINCy)+yC Cx.

Agora, seja Cy # 0 e R : X — C, uma retragao. Entao, R~(I')NT é um aberto
e (I —F)'(y) c R°YT)NT. Consequentemente, (ds) implica que

d([_F7F7y):d([_F7R71(F)mF7y>

mas, note que, esse inteiro ¢ igual a d(I — FR,R"'(T) N T,y). Considere H(t,z) =
Fz +t(FRx — Fz) em [0,1] x R~1(I") N I[". Temos que, H é continuo e pela defini¢do
dos conjuntos C,,, z — H(t,x) = y implica que

r=(1-t)(Fr+y)+t(FRx +y) € convo(F(I' N C,) +y), para todo n > 0.

Logo, 1 € Coo, Rt =x ex— H(t,x) =2 — Fr =y. Mas, ([ — F)"'(y) c RYT)NT
e portanto z ¢ (R~ (') NT). Desde que, R € K(X), temos também que

v(H(J x B)) < y(conv(FBU FRB)) =~v(FBUFRB) <~(FB) < ky(B).

Portanto, aplicando (d3) a afirmacao estd demonstrada.
Vamos verificar que, d é definido, em particular, nas ternas admissiveis quando

F € K(T'). Mas, neste subconjunto existe apenas uma funcio satisfazendo (d;) — (d3),
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que é o grau de Leray-Schauder denotado por dpg. Assim, como F é continua e R é

compacta, podemos definir

d(I — F,T,y)=dis(I — FR,R"YT)NT,y), se(I—F)(y)#0 (A3)
d(I — F,T,y)=0, se(I—F)(y)=0.

Podemos observar que o lado direito da primeira igualdade de (A.3) ndo muda se
substituirmos R por E, a retracao de X sobre qualquer conjunto fechado e convexo C
tal que Oy, C O, F(TNC) 4y C Ce F(T'NC) é relativamente compacto. (Este tal C
é dito ser admissivel.)

De fato, sejam 'y = R-YT)NT, Ty = RYT)NT e 'y = 'y NTy. Entdo, das

propriedades do grau de Leray-Schauder, temos
d(] - FRJ Flay) = d(‘[ - FR7 F37y) d(‘[ - Fﬁ? F27y) = d<I - Fﬁa F3ay)‘

Vamos ver que, d(I — FR,T'3,y) = d(I — FR, ['s,y). Para isso, considere H(t,.) =
tFR+ (1 —t)FR que é continua em [0,1] x T5. Além disso,

H(J xT3) Cconv(F(TNCy)UFTNC))

é relativamente compacto e © — H(t,z) = y implica em = € Cy, ou seja, Rz = Rz = x
e assim, x € (I — F')~!(y) C I's. Portanto, por (d3) do grau de Leray-Schauder, temos
mostrado o que queriamos.

Agora, note que comecamos a construgao de d com a condi¢ao necessaria (A.3).
Para finalizarmos esta construgao, apresentaremos o seguinte Teorema que pode ser

encontrada em Deimling [26].
Teorema A.10 Sejam X um espaco de Banach e

M ={(I — F,T,y);T C X aberto limitado ,F € C,(T) ey # (I — F)(9I')}.
Entao,

(a) Eziste uma dnica funcao d : M — Z satisfazendo (dy) — (d3), chamada "o grau

; A .
para aplicacoes v-condensantes”;

(b) Seja F € SC,(T). Entio d(I — F,T',y) = dps(I — FR,R™(T) N T,y) se existe
um convexo fechado C C X tal que Coo C C, FTNC)+y C C e F(TNC)

¢ relativamente compacto. Aqui, Cs = m C, ¢ definido (A.1) e R € qualquer
n>0
retracao em C. Em particular, se Cs # 0, entdo C' = C, é admissivel. Se ndo

existe tal C', entao d(I — F,T',y) = 0;
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(¢) Se F' ¢é apenas condensante, entio d(I — F,T",y) =d(I —kF,T,y), onde k € [0,1)
e (1 —k)sup{|Fa|;z € T} < o(y, (I — F)(r)).

Demonstracdo. Como de costume, (dy) — (d7) segue de (dy) — (d3), desde que, em
particular, H(t,z) = tFx + (1 — )Gz com x € J = [0,1] e F,G € C,(Q) ¢ admissivel
para (ds). Além disso, (dy) é 6bvio e (dy) segue das propriedades do grau de Leray-
Schauder.

Para (d3) é suficiente considerar uma ~y-contragao estrita H com constante k < 1 e

y : J — X continua, tal que y(t) # x — H(t,x) sobre J x dI'. Sejam, Cy = conv(H (J x
) +y(J)), C, = conv(H(J x T NC, ) +y(J) paran > 1 e Cou(H) = m Ch.

n>0
Entdo, Co(H) é compacto e convexo, e x = H(t,x) + y(t) implica em z € C(H).

Consequentemente, C,(H) = () implica em

d(I —H(t,.),T,y(t)) =0 sobre J.

Sejam Co(H) # 0 e R a retragao para Co(H). Observe que, Coo(H) é um

conjunto C' admissivel para todo H(t,.), e portanto
d(I — H(t,.),T,y(t)) =d(I — H(t,.), R (T)NT,y(t)) sobre J por defini¢io.

Mas, y(H(J x R(R™YT)NT))) = 0. Consequentemente, das propriedades do grau de
Leray-Schauder, temos que d(I — H(t,.),I",y(t)) é constante em J.
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Apéndice B

O Caso [Q] =0

O objetivo deste apéndice é mostrar o corolario do Teorema 0.0.3, ou seja, verificar
a existéncia de solugdo para o problema (P) quando [@Q] = 0. Dizer que [Q] =0 ¢é a
mesma coisa que considerar Q(z,y) = Q(y), isto é, a fun¢do @) depende apenas da
variavel y.

Considere para cada w € C(Q), a funcdo ®,, : Q — R definida por

2= [ Qule)Pdy = [l

onde p > 0 e @ ¢ uma funcao continua, ndo-negativa satisfazendo (Q}), isto é, existe
um o > 0 tal que Q(y) > o para todo y € Q.

Temos o seguinte resultado:
Lema B.1 Suponha que existe uma sequéncia (A,, u,) de solugdes para
Lxuy(x) + @, (2)u, = Muy,
com u, >0 e N\, = \. Entao existe p > 0 tal que A — ||y, || > p-
Demonstragao. Pelo Lema 2.1.10, (u,,) ¢ uma sequéncia limitada em LP(£2), e como
p > 1, existe alguma subsequéncia (u,), que serd denotada de mesma forma, tal que
U, —u em LP(Q). Como (Lxuy) e (®,,) sdo uniformemente convergentes em C(Q),

supomos que Liu, — w e ®,, — v em C(Q) respectivamente. Mas, como L é um

operador linear compacto, temos

Lgu,(x /Ka:yun dy—>/ny y)dy = Lgu(z) em



e assim, Lgu, — Lgu em C(Q). Em seguida, vamos mostrar que ®,,, — @, em C(Q),
no entanto como ® nao é linear o argumento acima nao funciona bem, e precisamos usar
outros argumentos. Do limite ®,, — v em C(Q), sabemos que ®,, (r) — v(z), Va € Q.
Agora, sendo \,, — @, () > 0, temos A —v(z) > 0. Passando o limite fraco no sentido

LP(Q2) em Lgu, + ®,, (z)u, = A\yu,, obtemos
Lxu=(A—v(x))u q.t.p. em €.

Assim, temos duas possibilidades: © =0 e u # 0.
Se u # 0, entdo do Lema 1.1.6 temos que, A — v(z) > 0 em x € Q e o resultado
esta demonstrado.

Agora, se u = 0, para x € §) temos que
Lxu, + Dy, (x)u, = M\u, = Liu, + ||un\|ip(Q;Q)un = AUy

ou seja,

Lgun = (A — ||un||]£p(Q;Q))um em ).

Sendo u,, > 0 para todo n € N devemos ter
un(z) = tad1(z) e An— llunllfr g = A1 para todon € Ne todo z € Q2

onde ¢; é autofuncao positiva associada ao autovalor principal A;. Dali,

L (tndr) = (A — tﬁH(blHﬁp(Q;Q))(tngbl) para todon € N
o que implica em

tadip1 = (A — tp||gz§1||Lp Q) )(tnél) para todo n € N
consequentemente,
A1 — tllé1ll7r g paratodon €N

Portanto, o resultado segue, isto é,

A — Py, () = A1 >0, paratodon €N etodox € Q.
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