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Resumo

Estudos recentes da Teoria dos Pontos Criticos tém como aspecto principal o
desenvolvimento de métodos variacionais para funcionais que nao sao de classe C!, es-
tudo que tem implicito a generalizacao da nocao de ponto critico como sendo um ponto
u € X, tal que I'(u) = 0, com X um espago de Banach e I € C'(X,R) (vide [8], [7] e
[25]). Nosso trabalho é devotado a estudar a generalizagao de ponto critico proposta
por Szulkin em [25]. Apresentamos a definigdo de ponto critico generalizado para fun-
cionais I : X — (—00,00], com I = ® + ¥, com ® € C*(X,R) e ¥ : X — (—00, o0
¢ um funcional semicontinuo inferiormente, convexo e préprio (ndo ocorre ¥ = 00);
estudamos alguns resultados do tipo minimax para esses funcionais e concluimos com

aplicagoes desses resultados.

Palavras-Chave: métodos variacionais, generalizacao de ponto critico, funcional se-

micontinuo inferiormente, minimax.
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Abstract

Recent studies on the Critical Point Theory has as main goal the development of
variacional methods for functionals that are not of C*! class. These studies have impli-
citly the generalization of the notion of critical point as being a point u € X, such that
I'(u) = 0, with X a Banach space and I € C'(X,R) (see [8], [7] and [25]). Our work is
devoted to study the generalized critical point theory which was proposed by Szulkin
in [25]. We present the definition of generalized critical point for a class of functional
I:X — (—o0,00], with I =®+ ¥, & € CH(X,R) and ¥ : X — (—o0,00] is a
convex, proper (do not occur ¥ = o0) and is a lower semicontinuous functional; we also
study some minmax type results for those functionals and we finish with aplications of

these results.

Keywords: variational method, generalized critical point, lower semicontinuous func-

tional, minmax.
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pertinéncia, derivacao, integracao e limite (inferior e superior). Alguns dos simbolos

aqui listados também sao definidos no textos.

e X' - Dual topoldgico de um espaco de Banach X;

|| - || - Norma dum espago normado;

o B.(u) = {=; |lz —ul| <e}

e int(B) - Interior de um conjunto;

e B - Fecho topolégico de um conjunto;

o [ 1(B)={z€ A;I(x) € B} para uma fungao I : A — C e B C C;
o [ ={reX; I(u) <c}paral: X — (—o0.00];

e K. - Conjunto dos pontos criticos de um funcional no nivel ¢;

o [u<Al={xeQ; u(r)< A} parau:Q — Re A€ R; analogamente defini-se

[u> Al;
e |B| - Medida de Lebesgue de um conjunto mensurdvel;
e C(A,B):={f:A— B; f écontinua}; C(A) := C(A,R).
e C'X,R)={f: X —R, feCX,R)e f € C(X,X")}.

e C*(Q) = {f : Q@ — R;f etodas as suas derivadas sao continuas}, para

Q C RY;
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Id| 4 - Fungao identidade do conjunto A;
0,(1) - Uma sequéncia convergindo para zero;
D.D.P. - Desigualdades Diferenciais Parciais;
E.D.P. - Equacoes Diferenciais Parciais;
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sci - Semicontinuo inferiormente.



Introducao

Em seu “approach” mais convencional, o método variacional na Teoria dos Pontos
Criticos consiste em determinar a solu¢ao de uma Equacao Diferencial Parcial (E.D.P.)
encontrando pontos criticos de um funcional, usualmente denominado funcional energia

associado ao problema. Para exemplificar isto, consideremos o problema de Dirichlet:

—Au+u= f(x), Q
(1)
u=0, 0f.
Uma solugao fraca de (1) é, por defini¢ao, uma funcao u € Hy () tal que

/Vqudx+/uvdx:/fvdx, Vv € HE(Q) ([5,Secdo 9.5]). (2)
Q Q Q

Se J : H}(2) — R ¢ dado por

1 1
J(u) = —/ |Vu|2dx+—/ |u|2dx—/fuda:, (3)
2 Ja 2 Ja Q
entdo, sob condigoes adequadas a f (e.g. f € L*Q)), vale J € C'(H}(Q),R) (veja
Proposigao D.1) com
J'(u)(v):/Vqudx—f—/uvdm—/fvdx, v e Hy(Q).
Q Q Q

Se u € H}(Q) é um ponto critico de J, entao J'(u) = 0. Dai,

/Vqud$+/uvdx—/fvdx:0, Yo € Hy (),
Q Q Q

assegurando que u satisfaz (2) e, com isso, fica estabelecido que u € H} () é uma
solugao fraca de (1) se, e somente se, é um ponto critico de J. Em resumo, para
garantir que (1) possui solugao (fraca), é suficiente garantir a existéncia de pontos
criticos para J. Textualmente podemos dizer que a sentenca em (2) - defini¢do de

solugao fraca de (1) - é modelada pela identidade variacional
J'(u)(v) =0, Vv € Hy(S).

Xiv
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Assim sendo, poderiamos nos indagar - ainda que numa potencial ingenuidade
nedfita - sobre a existéncia de problemas que fossem transliterados numa desigualdade
variacional. Isso nao ¢é tao distante do que ja discutimos, se considerarmos o fato de

que, por ser J'(u) um funcional linear, a identidade J'(u) = 0 equivale a
J'(u)(v) >0, Vv € Hy(Q), (4)

De modo que podemos dizer que as solugoes fracas de (1) sdo também modeladas
pela tdltima desigualdade. Resta entao o questionamento sobre problemas que sejam
expressos por desigualdades variacionais, que nao sejam tao artificiais (e.g., quando
ve K C HJ(Q) em (4)), e de uma ferramenta com a qual se poderia abordar tais pro-
blemas. Seguindo a abordagem dada ao problema (1), poderiamos nos perguntar sobre
uma nocao de ponto critico que fosse traduzida em uma desigualdade. Nessa direcao
aponta o que podemos chamar de Nonsmothing Analysis. Em 1981, Chang (veja
[8]), iniciou o que podemos intitular de generalizagdo da Teoria dos Pontos Criticos.
Neste trabalho, foram desenvolvidos os conceitos de derivada direcional generalizada
e gradiente generalizado (vide [9, Capitulo 2] e [8, Secao 1]), que estendem o conceito
de derivada e gradiente para funcionais localmente lipschitzianos. Estas noc¢oes nos
permitem aplicar método variacional a funcionais nao necessariamente diferenciaveis.

Fixemos ao longo da introducao X como um espaco de Banach, X’ seu dual
topoldgico e ¢ : X — R um funcional localmente lipschitziano. A derivada direcional
generalizada ¢ no ponto x na direcao v é definida como

#°(z,v) = limsup o(w + tv) — P(w)

w—x, t—01 t

e o gradiente generalizado de ¢ no ponto x por
0"d(x) ={f € X'; ¢(x,v) > f(v), Vv € X}. (5)

Sob hipdteses convenientes, quando ¢ € C'(X,R), entao ¢°(x,v) e 9*¢(x) coincidem
com a derivada direcional usual de ¢ (e.g., [9, Proposic¢ao 2.2.7]). Um ponto zo € X é

dito um ponto critico de ¢ se satisfaz 0 € 9*¢p(x), i.e.,
" (z0,v) >0, Vo€ X. (6)

Com isso, concluimos que garantir a existéncia de pontos criticos para ¢ implica resolver

uma desigualdade. Exemplos explicitos de derivadas direcionais podem ser encontrados



Xvi

em [9, Capitulo 2] e resultados que asseguram a existéncia de pontos criticos, no sentido
descrito em (6) constam em [8, Segao 3.

Neste trabalho estudaremos outra generalizacao de ponto critico, proposta por
Szulkin em [25] para uma classe de funcionais semicontinuos inferiormente. Os fun-
cionais que estudaremos sao um tipo de perturbacao semicontinua de funcionais de
classe C'', mais precisamente, estenderemos a nocao de ponto critico para funcionais
da forma I : X — (—o0,00], com [ = &+ ¥, & € CY(X,R) e ¥ : X — (—00, 0]
é convexo, semicontinuo inferiormente e préprio (nao vale ¥ = o0o). Um ponto critico

de I satisfaz, por definicao,
O (u)(v—u) +¥(v) — ¥(u) >0, Vo e X, (7)

com ¥(u) < co. Se ¥ =0, entao [ = & € C'(X,R). Dado u € X ponto critico de I,
no sentido de (7), temos

O (u)(v—u) >0, YveX, (8)

assim, fixado w € X, escolhendo v = w + u em (8) obtemos, pela arbitrariedade de w,
' (u)(w) > 0= d'(u) =0,

garantindo que u é um ponto critico de I no sentido usual. Portanto, a defini¢ao de
ponto critico de I dada em (7) generaliza a definigdo habitual.

O subdiferencial de um funcional convexo ¥ no ponto u € X é definido como o
conjunto

OV(u)={feX's U(v)—V(u)> f(v—u), Yve X},

entao dizer que u é um ponto critico de I significa que ¥(u) < oo e —®'(u) € OV (u).
Quando ¥ : X — R é localmente lipschitz e convexo, vale que 0*W(u) = 0¥(u)
(Propriedade I-1 do Capitulo 1), isto motiva a definigdo de ponto critico dada a [
como uma generalizagdo do caso em que [ é localmente lipschitziano (& = 0 e ¥
localmente lipschitziano).

A definigao de ponto critico registrada em (7) nos permite resolver inequagdes em
espagos de fungoes (vide Capitulo 3), que podem ser entendidas como Desigualdades

Diferenciais Parciais (D.D.P.). Como exemplo sejam ®, ¥ : Hj(Q2) — R dados por

1
B(u) :—§/Q|Vu]2dx
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W(u) = /Q ulda.

Se I := & + ¥, entao um ponto critico u de I resolve a inequacao

/(|v| — |u|)dz > / VuV (v —u)dz, Yv e Hi(Q).
Q Q

Se o estimado leitor partilha da visao de que conceitos matemaéaticos tem uma
beleza individual intrinseca, a proposta do trabalho ja lhe incita empolgacao e se mostra
relevante. Nao obstante, para ilustrar que o estudo que faremos pode servir como
ferramenta para aplicacoes praticas, mencionamos que existem problemas de Fisica
que se expressam por D.D.P’s. Em [13] o leitor poderd encontrar um estudo sobre
desigualdades em problemas fisicos.

Para ilustrar o que foi dito no ultimo paragrafo, apresentamos o problema exposto

em [13, p. XVIII].

Problema 1: Suponha que u(x,t) represente a pressao no ponto x no, instante t, em
um fluido contido numa regiago Q C R? delimitado por uma membrana, representada
por 02 que é semipermedvel, i.e., permite que o fluido penetre em ) mas evita que ele

vaze completamente. Entao, u satisfaz

/ (%(U —u) 4+ VyuVo + g(v — U)) dx > 0,Yv € H'(Q),
Q

onde g € uma funcao previamente prescita, satisfazendo uma condicao de fronteira.
Do mesmo modo que o estudo do gradiente generalizado para funcionais local-
mente lipschitziano, o estudo de pontos criticos & luz da teoria exposta em [25] per-
mite resolver problemas elipticos nos quais a nao-linearidade nao é, necessariamente,
continua. Recentemente, em 2018, Alves e de Morais Filho, em [2], estudaram a

existéncia de solucao positiva para uma equacgao logaritmica de Schrondiger

—Au+ V(ex)u = ulogu?, em RY )
9
u e HY(RY).

Uma solugao fraca (ou solugao simplesmente) de (9) é, por defini¢ao ([2][Definigao 1.1]),

uma fungao u € HY(RY), que cumpre u?logu? € L*(RY),

/ V(ex)udz < o
RN
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e
/ (VuVov + V(ex)uv)dr = / uvlog u*dz, Vv € Cg°(RY). (10)
RN RN
O funcional energia associado a (9) é dado por (vide Sentenca (1.4) em [2])
1 1
Je(u) = —/ (|Vul? + V(ex)|u* + |u*)dz — —/ u? log u’dzx. (11)
2 RN 2 RN

Observamos que a abordagem variacional convencional encontra impasses em ser
aplicada ao funcional J., porquanto o funcional J, ¢ C*(H'(RY),R), uma vez que a
a 2log u*dx na 1 bem definid is pod 2log u?dx =
expressao |y u°logudx nao estd bem definida, pois pode ocorrer [,y u*logu®dr = oo.
Ainda assim, podemos escrever J. = ®. + ¥, com &, € C'(E,R) e ¥ é convexo e

semicontinuo, onde
o {u c H(RY): / V (ex)|ul2dz < oo} (vide [2, Seciio 2))
RN

Podemos entao estudar pontos critico de J. no sentido estabelecido em (7), o Lema 2.1
em [2] assegura que um ponto critico de J. é uma solugao de (10). Segue-se entao que
encontrar pontos criticos de J. implica em encontrar solugoes de (9). Mediante esse
fato, os autores de [2], para resolver o problema (9), aplicam a teoria exposta em [25].

Outro exemplo de aplicacao do estudo de pontos criticos que faremos é o trabalho
desenvolvido por Mancini e Musina, [21], no qual se estuda um problema de obstaculo

com crescimento critico

—Au=u*"1, Q-C
u<y, D (12)
u>0
com ) € H}(Q)NC(Q), v >0, e C e D sio fechados com C C D e D C Q com fronteira

suave. A estratégia dos autores é provar a existéncia de solugao para a desigualdade
/ VuV(v —u)dx > / > (v —u)dr, Yo € Ky, (13)
Q Q
onde Ko = {u € H}(Q); u>0, ulp <v}. Com este fim, estuda-se o funcional
1 9 1 o
— [ |[Vul*de — — [ |ul]” dz, ueK,y
_ )2 2%
flu) =4 2o @

oo, u € H () — K.

Podemos estudar pontos criticos (no sentido de (7)) para o funcional f, ademais,

um ponto critico de f satisfaz (13) (vide Observacao 1.9). Na Se¢ao 2 de [21] prova-se
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a existéncia de pontos criticos para f a partir dos resultados de [25] e, na Secao 3
de [21], Mancini e Musina provam que uma solugao de (13) é uma solugao fraca de
(12). Esta aplicagdo é de notével relevancia, porquanto, é bem conhecido na Teoria
do Pontos Criticos, que problemas envolvendo expoente critico nem sempre possuem
solugao nao-trivial, o que ocorre, e.g., quando consideramos o problema de crescimento

critico com a condic¢ao de contorno usual de Dirichlet e 2 dominio estrelado,

2*—1 0

)

—Au = |u

u=20, 0N

(veja [24, Segao 1, Capitulo I11]). Concluimos entao que a condigao u < 1, no problema
de obstaculo, é uma condicao crucial para a resolugao de (12). Fica entao ilustrada a
aplicabilidade da teoria desenvolvida por Szulkin em [25] a problemas relevantes de
E.D.P's.

H& uma generalizagao de ponto critico que concatena o estudo feito em [8] por
Chang e o feito por Szulkin em [25]. Trata-se do estudo de pontos criticos para
funcionais da forma I, = ®; + ¥, com ®; : X — R localmente lipschitziano e
U : X — (—00,00] é semicontinuo inferiormente, convexo e préprio. Neste caso,

dizemos que u € X é ponto critico de I; se satisfaz
O (u,v —u) + Vi(v) — ¥y (u) >0, Vo X,

Um estudo sobre a existéncia de pontos criticos para esta classe de funcionais pode ser
encontrado em [7, Secao 2.5.3].

Passemos a descri¢ao do trabalho. Diremos que I : X — (—o00, 00| satisfaz a
condicao (Hy) para significar que [ = ® + ¥, com ® e ¥ na forma descrita anterior-
mente. Nosso objetivo geral é estabelecer resultados do tipo minimax para funcionais
satisfazendo (Hy), i.e., garantir que existem pontos criticos u € I7!({c}) em niveis ¢
da forma

= inf sup I
o= Rsm )

com ' uma colegao prescrita de subconjuntos de X. Nesse caso, o niumero ¢ é dito um
valor critico de I.
Comparando com o estudo classico da Teoria dos Pontos Criticos (quando I €

C*(X,R)), os resultados minimax estao baseados num Lema de Deformagao (veja o
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Teorema 1.17). Este tipo de resultado figura em muitos dos teoremas minimax do caso
classico, a exemplo dos consagrados Teorema do Passo da Montanha e Teorema de
Link (vide Segao 1.4 e [26, Segao 2.3]).

O Capitulo 1 do presente trabalho se dedica a estabelecer uma versao do Lema
de Deformagao para os funcionais da forma (H). Na versao cldssica do Lema de De-
formacao ([10, Teorema 2.1, Capitulo 3]) faz-se necessario a regularidade do funcional
para o qual se deseja aplicar o Lema. Um funcional que satisfaga (Hy) é semicontinuo
inferiormente, portanto, nem mesmo continuo precisa ser e isso inviabiliza a reprodugao
imediata do Lema de Deformagao classico para os funcionais dessa classe. Contudo,
Szulkin, em [25, Se¢ao 2|, apresenta um elegante resultado, que assume o papel de
Lema de Deformacao para os funcionais da forma (Hy). Em nosso texto, registramos

esse resultado como o seguinte teorema:

Teorema 1.23 (Lema de Deformagao):Suponhamos I : X — (—oo, 0], [ = & + ¥
satisfazendo (Hy) e (PS). Sejam ¢ € R e N uma vizinhan¢a de K.. Dado gy > 0

existe € € (0,&q) tal que para cada subconjunto compacto A C X — N satisfazendo

c<supl(u) <c+e
ucA

¢ possivel determinar W C X fechado, com A C int(W), e uma deformacio o €

C([0, so] x W, X) satisfazendo
1. ||as(u) — ul| < s,Vu € W,
2. Ias(u)) — I(u) < 2s,YVu e W;
3. I(as(u)) — I(u) < —2es,Yu e WNI[c—e,0));

ademais, se Wy C X € fechado sem pontos criticos podemos construir a verificando
4. I{as(u)) — I(u) <0,Yu € WNW,.
Por fim, vale a sequinte estimativa
sup I (as(u)) — sup I(u) < —2es. (14)
u€A u€A

As notagoes indicadas no texto sao descritas no Capitulo 1. Além do Lema de

Deformacao para funcionais que satisfazem (Hy), o Capitulo 1 introduz a linguagem
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da Teoria dos Pontos Criticos para esta classe de funcionais: discutimos as condicoes
de compacidade do tipo (PS) e apresentamos dois resultados de minimizagao.

No Capitulo 2 aplicamos o Lema de Deformagao para provar alguns resultados
do tipo minimax. Os resultados sao releituras de teoremas minimax classicos. Apre-
sentamos uma versao do Teorema do Passo da Montanha (com e sem a condicao (PS))
(Teoremas 2.3 e 2.7) e dois resultados, via Teoria do Género, que asseguram multipli-
cidade de pontos criticos. O leitor ird perceber que a demonstragao do Teorema do
Passo da Montanha é mais laboriosa que a da versao classica, que é uma aplicacao
imediata do Lema de Deformagao na versao cléssica (vide [26][Teorema 2.10]). Isso é
ocasionado pela perca de continuidade dos funcionais da forma (Hj).

No Capitulo 3 os teoremas minimax estudados no Capitulo 2 sao aplicados para
resolver desigualdades variacionais. As aplicacoes apresentadas estao baseadas no tra-
balho desenvolvido por Szulkin, [25, Secao 5|. Sao feitas trés aplica¢oes principais
mais dois corolarios. Em um dos corolarios assegura-se um resultado de regularidade
para uma das desigualdades resolvidas, combinando um resultado de Brezis em [6] com
uma das aplicagoes em [25, Secao 5] (veja o Coroldrio 3.5); no outro ¢ registrado uma
versao mais geral, que percebemos ser possivel, de uma das desigualdades apresentadas
na Segao 5 de [25] (veja o Corolério 3.3).

Além dos capitulos, o trabalho conta com cinco apéndices nos quais fazemos
uma exposi¢ao sucinta de conceitos e resultados importantes no desenvolvimento dos
capitulos. Os titulos de que versam cada apéndice podem ser encontrados no sumario.
Estes apéndices tem carater meramente complementar, de modo que, pressuposta a
experiéncia do leitor, a leitura dos capitulos podem ser feitas de maneira independente.
Para corroborar isto, procuramos registrar defini¢oes e propriedades fundamentais nos
proprios capitulos.

Por fim, seguem algumas observacoes praticas para leitura do texto:

12 - Alguns fatos, de carater mais técnicos, sao omitidos ao longo dos capitulos por
terem sido reputados como excessiva digressao ao momento de suas mencoes, tais re-
sultados estarao registrados no Apéndice A;

22 - Procuramos descrever do modo mais claro possivel todos os argumentos, expondo

em detalhes os passos feitos, sempre que possivel referenciando resultados classicos.
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Excetuam-se, claro, aqueles fatos e propriedades que julgamos ser pré-requisito para a
leitura do texto. Estara sendo admitido um conhecimento béasico de Analise Funcional
e Teoria da Medida, de modo que alguns resultados sao utilizados quase tacitamente;
32 - O simbolo “ W7 indica o fim de demonstracoes, enquanto que “ [1” a conclusao
de exemplos ou de argumentos intermediarios nas demonstragoes;
42 - Todas as figuras contidas no texto sao de elaboragao prépria do autor e nao va-
lem como argumentos formais logicos, o papel das ilustracoes é apenas auxiliar na
interpretacao de alguns argumentos.

Esperamos que o texto deste trabalho possa configurar-se como uma referéncia
para alunos de mestrado interessados no estudo de pontos criticos para funcionais semi-
continuos, por isso buscamos, ao maximo, diante do que se urge uma dissertagao, seguir
um padrao cumulativo dos conceitos apresentados, sempre buscando fazer a correlacao
com o exposto e o estudo classico da teoria em desenvolvimento. As referéncias e resul-
tados enunciados nesta introducgao que figuram no texto principal serao restabelecidas,
assim o leitor nao deve estar preocupado em retornar a introdugao para conferir tais

itens.



Capitulo 1

Funcionails semicontinuos
inferiormente e lemas de

deformacao

Nosso estudo, sumariamente, tem como objetivo principal estabelecer resultados
minimax para funcionais do tipo I : X — (—00, 0c|, onde X denota um Espa¢o de Ba-
nache I = ®+¥, com ® € C'(X,R) e ¥ : X — (—00, 0] semicontinuo inferiormente
(sci), convexo e préprio (nao ocorre ¥ = 00). Isto posto, surge a necessidade inicial de
estabelecer, em linguagem matematica formal, o que seria um Ponto Critico do funci-
onal I, bem como conceitos relativos a uma abordagem variacional para os funcionais
da forma supracitada, tarefa esta que sera desenvolvida no capitulo corrente. O estudo
a seguir estd essencialmente baseado na Teoria apresentada por Szulkin em [25], neste
momento nos concentramos especificamente nas Segoes 1 e 2 de [25], acrescendo alguns
comentarios e exemplos que pressupoem clarificar os conteidos discorridos.

Neste capitulo introduziremos conceitos, notagoes e resultados fundamentais que
figurarao durante todo o trabalho, constituindo a linguagem basica utilizada em nosso
estudo. Apresentaremos os primeiros elementos que nos permitem considerar a teoria
por ser exposta como uma generalizagao da teoria classica dos pontos criticos, a saber,
a definicao de ponto critico para a classe de funcionais a ser estudada, as condicoes de
compacidade (nogao de sequéncias (PS)) e os Lemas de Deformagao.

Um estudo que generaliza a Teoria dos Pontos Criticos foi apresentando por
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Chang, em [8], para funcionais localmente lipschitizianos, que sdo, portanto, funcionais
ainda continuos; o estudo que serd apresentado ¢ uma generalizagao de resultados da
Teoria dos Pontos Criticos para funcionais que nao sao necessariamente continuos e nos
possibilita uma via para garantir solugoes para inequacoes variacionais. Isto mostra a
relevancia e beleza do estudo sobre o qual o leitor esta prestes a se debrucar, porquanto
tem o perfil de generalizar uma teoria matematica e se mostra como uma ferramenta
para garantir solucoes de problemas que sejam modelados por inequagoes variacionais.
Problemas da Fisica que podem ser modelados por inequagoes podem ser encontrados
em Duvaut, [13].

Precipuamente, a fim de propiciar fluidez a leitura (para nao dizer em tez de
desencargo de consciéncia), iniciamos com uma sucinta discussao sobre funcionais se-

micontinuos inferiormente.

1.1 Funcionais semicontinuos inferiormente

Excetuando-se mencao contréria, ao longo do capitulo, X denotara um espacgo de
Banach e X’ seu dual topolégico. O simbolo || - || denotard indistintamente as normas

de X e X'.

Definicao 1.1 Seja X um espaco de Banach. Dizemos que o funcional ¥ : X —>
(—o0, 00| € semicontinuo inferiormente (sci) quando, dado a € R, temos V~!((a,o0))

aberto em X.

Observacao 1.2 1. A Definicao 1.1 pode ser entendida numa perspectiva mais ge-
ral, onde X denota um espago topoldgico (vide [24, Secao 1, Capitulo 1]). Regis-
tramos ainda que a Definicao 1.1 e os resultados referentes a funcionais sci que
serdao apresentados no capitulo também sao vdlidos num sentido mais amplo que

o exposto: quando X denotar um espaco métrico completo.

2. Afirmar que ¥ : X — (—o0,00] € sci, com X espago de Banach, equivale a
assequrar que para toda sequéncia (u,) em X tal que limwu, = uy € X tem-se

liminf W(u,) > ¥(ug).

Neste momento cedemos a digressao de justificar o Item 2 da observacao anterior:

se W é sci, entdo, por defini¢do, escrevendo a = ¥(uy) temos ¥~ ((a — €,00)) aberto
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em X, para € > 0 arbitrério. Considerando (u,) em X com u, — ug, por propriedade

de convergeéncia,concluimos que existe ng € N tal que
u, € U ((a—¢e,00)),¥n > ny,
porquanto ~!((a — ¢,00)) é aberto contendo ug. Segue, entao
U(u,) >a—e=WV(uy) —e,¥n>ng,n € N=
= liminf ¥(u,) > U(ug) — «.
Pela arbitrariedade de € obtemos
liminf W(w,) > ¥(ug).

Reciprocamente, suponhamos que valha liminf ¥(u,,) > uy quando ocorrer u,, —

up em X. Mostremos que vale a seguinte proriedade:
Propriedade I-1: Para uy € X fixado, dado € > 0, existe § > 0 tal que
|z —wol| <0 = ¥(z)> ¥(up) — ¢,
equivalentemente,
x € Bs(ug) = V(x) > U(ug) — e.

Suponhamos que Propriedade I-1 nao seja valida. Existem, pois, ug € X eeg > 0

tal que, para cada n € N, existe u, € By/,(up) cumprindo
qj(””) S ‘I/<'LL0) - 807

e assim

lim inf W(u,) < U(up) — o < ¥(up).

Como u,, — wug, vale, por nossa presente admissao, liminf W(u,) > ug. Uma con-
tradigao. Isso atesta a validade da assercao registrada na Observacao 1.2.

A Propriedade I-1, por sua vez, implicard a semicontinuidade de ¥ conforme a
definicao 1.1. Para ver isto, seja a € R. Devemos mostrar que ¥~!((a, c0)) é aberto em
X. Sev € ¥!((a,00)), entao b := ¥(v) > a. Fixemos g9 > 0 tal que b = ¥(v)—¢y > a.

Diante da Propriedade I-1, garantimos que existe 6 > 0 satisfazendo

z € Bs(v) = ¥Y(z) > b > a,
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O que nos fornece

B;(v) € ¥7((a,0)).

com isso, concluimos que v é ponto interior de ¥~'((a, 00)). Segue entao que ¥~ (a, c0)
¢ aberto e W ¢é sci.

A propriedade indicada na Observacao 1.2 faculta-nos um método pratico para
verificar se um dado funcional é sci; nos permite concluir, por exemplo, que a classe dos
funcionais semicontinuos inferiormente é maior (no sentido de inclusao) do que a classe
dos funcionais diferenciaveis, em verdade mostramos a partir disso que todo funcional
continuo é sci. Apresentamos agora alguns exemplos para ilustrar propriedades dos

funcionais sci.

Exemplo 1.3 Todo funcional ® : X — R com ® continuo (logo também funcionais
Cl) € sci. De fato, se u, — ug em X, entdo, por continuidade, liminf ®(u,) =

lim @ (u,) = P(ug). O
Exemplo 1.4 (Um exemplo de funcional descontinuo que € sci): Consideremos a
funcao f: R — R dada por

0, se = —00,0
fla) - = (el

1, se =€ (0,00).
Temos [ descontinua (f é descontinua em 0), mas sci. Temos trés casos.
1. Caso 1. a > 1: nesse caso, temos f~'((a,0)) = &.
2. Caso 2. a < 0: nesse caso, f~1((a,00)) =R.
3. Caso 3. 0 < a < 1: nesse caso, f~*((a,00)) = (0,00).

Em todos os casos, f~'(a,00) é um conjunto aberto e, portanto, f € sci. O

Exemplo 1.5 Consideremos K C X convezxo e fechado. Definindo ¥ : X — (—o00, o0]

dado por

0, se uwekK
U(u) =
00, se ué¢K
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Temos W sci. Para mostrarmos isso consideramos u, — ug em X. Se ug € K

entao, sendo W > 0,
U(up) < ¥(u,) = Y(up) < liminf U(u,).

Caso contrdrio, se ocorre uy ¢ K, entdo, como estamos supondo K fechado,
X — K € aberto. Isso acarreta que, por ser limu, = ug, temos u, € X — K para n

suficientemente grande. Com isso
U(u,) =00,Yn >ng, ne€N

de onde concluimos
lim inf W(u,) > ¥(ug),
assequrando o desejado.

Observacao: Para efeito de mencgoes futuras, o funcional ¥ definido desta forma serd

cognominado funcional indicador de K. [J

Exemplo 1.6 Seja F' : R — R uma fung¢ao convezra, par e sci com F(0) = 0.

Consideremos X = LP(Q). Definamos I : X — (—o0, 00] dada por

/F(u)dw, se u€ D(F)
I(u) = Q

oo, se u ¢ D(F)
onde D(F) :={ ue X;F(u) € L'(Q)} . Mostremos que I € sci. Para tanto, conside-

remos u, — ug em X e, para cada n € N,

ay = /Q F(up)dz.

Do fato de ser F' convezxa, par, com F(0) = 0 deduzimos F' > 0. Para concluir

isto, lembremos que F ser convexa significa que, para x,y € R arbitrdrios,
F(te+ (1 —t)y) <tF(x)+ (1—-1t)F(y),vt € [0,1].
Dai, obtemos, sendo F' par,
F(tr + (1 —t)(—2)) <tF(z)+ (1 —t)F(—2) = F(z),Vt € [0,1],z € R =

= F((2t—1)z) < F(x),Vt € [0,1],z € R.



1.1. FUNCIONAIS SEMICONTINUOS INFERIORMENTE 8

FEscolhendo ty = 1/2, concluimos entdo
0=F(0)=F((2tp — 1)x) < F(x),Vz € R.
Das propriedades de limite inferior, para alguma subsequéncia (an,)jen,
lim a,, = liminf a,, € [0, o0].

Como lim u,; = ug em LP(Q2), para alguma subsequéncia (que denotaremos ainda
por (uy;)), temos

limuy, (z) = ug(x), ¢.t.p. em €,

por resultados de teoria da medida (vide [5, Teorema 4.9]). Segue, por ser F semi-

continua inferiormente, que
F(uo(x)) < liminf F(un, (7)), ¢.t.p. em 2.
Como F >0, do Lema de Fatou([3, Lema 4.8]), seque que

I(ug) = /QF(uo)dx < lim inf/QF(unj)dx = lima,, = lim inf/QF(un)dx =

= I(up) < liminf I'(u,).

Concluindo o resultado. O

Observacao 1.7 Para registrar que o conjunto de funcoes satisfazendo as hipoteses do
Ezemplo 1.6 € nao-vazio considere F : R — R dada por F(t) = |t|*>. Por verifica¢ao
direta, temos F' par com F(0) = 0. Por fim, F € sci e convera. Isto seque porque
F € duas vezes diferencidvel, logo F € C(R), e assim sci. Vale ainda F" = 2 > 0,
acarretando a convexidade de F (vide [17, Teorema 11, Capitulo VIII]).

Na notacao do Exemplo 1.6 , temos

/|u|2dx, se u€ D(F)
I(u) = ¢ /@

o0, se u ¢ D(F)
nesse caso D(F) = LP(Q2) N L*(Q).

Os Exemplos 1.3 e 1.4 ilustram o fato supracitado de que a classe dos funcio-

nais sci contém a classe dos funcionais diferenciaveis, fidedignamente, o Exemplo 1.4
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mostra que existem funcionais sci que nem mesmo continuos sao. Diante disto, uma
generalizacao de conceitos inerentes a colecao dos funcionais de classe C* para os fun-
cionais sci - como é o caso de resultados do tipo minimax - constitui efetivamente uma
generalizacao abrangente.

Quanto aos Exemplos 1.5 e 1.6, eles aludem aos modelos que discorreremos em
capitulos posteriores, quando forem apresentadas as aplicacoes dos resultados estuda-
dos.

Nosso estudo versa sobre funcionais I = ® 4+ ¥, definidos num espaco de Banach

X, com ® € C' e ¥ sci, isto implica que I é sci, pois se u, — uy em X, entdo

D (up) = lim D(uy,)

U(up) < liminf U(u,)

0 que nos permite obter, por propriedades de limite inferior,
I(ug) < lim ®(uy,) + liminf ¥(u,) < liminf(®(u,) + ¥(u,)) = iminf I (u,),

mostrando que I é sci. Uma primeira dificuldade em se trabalhar com essa classe
de funcionais é, portanto, a perca de propriedades relativas a continuidade. Algumas
dessas propriedades, contudo, sao preservadas, ainda que parcialmente, a exemplo da

que registramos a seguir encerrando a sec¢ao:

Propriedade I-2: Se [ : X — (—00,00] é sci e I(ug) > A, entao existe r > 0 tal
que I(u) > A para u € B, (uy).

A justificativa da Propriedade I-2 é imediata da Observacao 1.2: se, porventura,
a Propriedade fosse falsa, existiria u,, € By, (uo) com I(u,) < A para cada n € N, mas
isso acarreta u, — ug, enquanto que I(ug) > A > liminf /(u,), contradizendo o fato
de I ser sci e mostrando a validade da Propriedade. No caso em que [ é continuo vale

o mesmo resultado, mutatis mutandis, com I(ug) < A e, vez de I(ug) > A.

1.2 Definicao de ponto critico e sequéncias (PS)

Nesta secao introduzimos os primeiros conceitos e notacoes relativos a Teoria dos

Pontos Criticos. Iniciamos registrando a seguinte defini¢ao:
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Defini¢ao 1.8 Consideremos X um espaco de Banach e I : X — (—o0,00]. Diremos

que

1. I cumpre a condi¢ao (Hy) para indicar que I : X — R € da forma I = & + VU,
com ® € CY(X,R) eV : X — (—o00,00] € convezo, sci e préprio (ndo ocorre

U =o00);
2. Um ponto ug € X € um ponto critico de I cumprindo (Hy) se

up € D(V) :={ue X;¥(u) < oo}

O (uo) (v — up) + T(v) — T(ug) > 0,¥v € X. (1.1)

Apresentamos a seguir duas observagoes que nos possibilitam, sob condigoes es-
pecificas, restringir o espago das fungoes testes (v na Sentenga (1.1)) para verificar que

um dado elemento uy € X é ponto critico de um funcional que cumpre (Hp).

Observagao 1.9 1. A Sentenga (1.1) s6 precisa ser verificada para v € D(V). De

fato, se v & D(V), temos V(v) = oo e a sentenca estd verificada.

2. Se K C X € convexo e fechado e U € seu funcional indicador, como no Exemplo
1.5, entao, se I = ® +V cumpre (Hy), um ponto ug € X € ponto critico de I se,
e somente se,

P (ug)(v — ug) > 0,Vv € K.

Isto ocorre por ser D(V) =K e U =0 em K.

Segue um exemplo, em dimensao finita, no qual mostramos a existéncia de ponto
critico para um funcional que satisfaz (Hy) a fim de proporcionar um primeiro contato
com a Definicao 1.8. Outros exemplos ficam reservados ao capitulo em que apresenta-

mos as aplicacoes, quando resolveremos desigualdades variacionais.

Exemplo 1.10 Consideremos X = R, ®(t) = At + B, ¥(t) = Alt|, onde A, B € R,
A>0,el: P+ V. Temos ® € CY(X,R) e ¥ um funcional sci, pois ¥V € C(R,R).

Ainda, para qualquer t,s € R vale que

(1 —r)t+rs| < (1 —nr)|t|+rls|,Vr €]0,1],
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mostrando que ¥ é convera. Concluimos, entdo, que I satisfaz (Hy). Um ponto ty é

um ponto critico de I se, e somente se,
(I)/(t(]>(5 — to) + \I’(S> — \Ij(t()) > O,VS S ]R,

0 que equivale a

A(s —tg) + Als| — Alto] > 0,Vs € R.
Se tg <0, entdo ty < |tg| = —to e assim
s> —|s[,Vs e R =
o A(s— 1) 2 A(—Is] + o) =
= A(s —to) + A|s| — Alto| > 0,Vs € R,

0 que prova que ty € ponto critico de I. []

Consideremos I = ® + ¥ nos moldes da Defini¢ao 1.8. Se ¥ = 0, entao, pelo item

2 dessa definicao, um ponto u € X é ponto critico de I se
O (u)(v —u) >0,Vv € X.
Dado w € X, fazendo v = w + u, segue que
P’ (u)(v —u) = ®'(u)(w) > 0.

Como w foi escolhido arbitrariamente, depreendemos ®'(u) = 0, pois fixado w € X,

em vista da ultima desigualdade, ocorre
0> - (u)(w) =9 (u)(—w) > 0= & (u) =0,

mostrando que u é ponto critico de I no sentido classico. Assim a definicao de ponto
critico dada no Item 2 da Definicao 1.8 generaliza a definicao do caso usual. Segue
também que os exemplos de pontos criticos de funcionais do caso classico constituem
exemplos imediatos de pontos criticos de funcionais da forma (Hy).

Na literatura de estudo da generalizacao da Teoria dos Pontos Criticos, por vezes

intitulada Nonsmooth Analysis, (vide [8], [9], [7] e [25]), o conjunto

OV(u):={ fe X V() —¥(u) > flv—u),Vve X}
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é denominado subdiferencial de ¥ no ponto u. Nessa linguagem, dizer que ug € um ponto
critico de um funcional I que cumpre (Hp) significa afirmar que —®'(ug) € 0V (up). A
defini¢cao de ¥ é motivada pelo seguinte fato: quando ¢ : X — R é um funcional

localmente Lipschitziano, i. e., para cada xy € X, existe My > 0 tal que
|¢(,U) - ¢(U)| S MOHU - UH, \V/U,U € NO?

com Ny uma vizinhanga de xg, definimos a derivada direcional generalizada de ¢ em x

na direcao de v como

¢°(z,v) = limsup ¢(w +tv) — (b(w)

w—x, t—01 t

O gradiente generalizado de ¢ no ponto x é definido como
0"d(x) ={f € X'; ¢(x,v) > f(v), Vv € X}.

Os conceitos de derivada direcional generalizada e gradiente generalizado constitui uma
extensao do conceito usual de derivada. Sob algumas hipdteses adicionais podemos
mostrar que ¢°(z,v) e 9*¢(z) coincidem com a derivada direcional, %(m), usual de ¢
(vide [9, Proposigoes 2.2.1 e 2.2.4]). A propriedade relativa a gradientes generalizados

que apresentamos a seguir motiva a definicao do subdiferencial de um funcional convexo

como uma generalizacao do conceito de gradiente generalizado:

Propriedade I-3: Se ¢ : X — R ¢é localmente Lipschitziano e convexo, entao
o(u) = 0p(u), Yu e X.

A prova da Propriedade I-3 pode ser encontrada em [9, Proposicao 2.2.7].
Em resumo, a definicao de 0¥ pode ser entendida como uma generalizacao do

conceito de derivada direcional usual.

Defini¢ao 1.11 (condi¢cio (PS)): Seja I : X — (—o00, 00| satisfazendo (Hy). Dire-
mos que I satisfaz a condigio (PS) no nivel ¢ € R se, para cada sequéncia (u,) em X

tal I(u,) —ce
D' (1) (v —up) + U(v) = V(u,) > —enl|lv —uy||, Vo€ X (1.2)

com £, — 0, possui subsequéncia convergente em X.
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Para indicar que uma sequéncia (u,) em X cumpre a Sentenga (1.2) com I (u,) —
¢ € R diremos que (u,) é uma sequéncia (PS) no nivel ¢; quando [ satisfizer a condi¢ao
(PS) para todo nivel ¢ € R diremos simplesmente que I satisfaz a condi¢ao (PS). A
proposicao seguinte registra uma propriedade interessante relativa as sequéncias (P.S),
similar ao que ocorre no caso cléssico.

Fixaremos agora algumas notagdes. Consideremos [ : X — (—o00, 00| satisfa-
zendo (Hy) e ¢ € R, entdo
i) I..={uwe X;I(u) <c} =T"(—00,d);
it): K.:={ u e X;ué ponto critico de [ e I(u) = c}

Proposicao 1.12 Suponha que I : X — (—o00, 00|, = ® + U, satisfaz as condi¢oes
(Hp) e (PS). Se (u,) € uma sequéncia (PS) no nivel ¢ e possui subsequéncia conver-

gente para u € X, entao u € K.. Em particular, K. ¢ compacto.

Demonstragao. Por simplicidade denotaremos a subsequéncia convergente para u
ainda por (u,). Da condigdo (Hy) temos W funcional sci, segue-se, portanto,
U(u) < liminf ¥(u,), considerando uma subsequéncia de (u,) se necessério podemos,

entao, admitir que ocorre

U(u) < lim U(u,).

Passando ao limite a Sentenga (1.2) (definigao de sequéncia (PS)), obtemos
O (u)(v—u) +V(v) — ¥(u) > D'(u)(v—u) + ¥(v) — lim ¥(u,) > 0,Vv € X.
Com isso u é ponto critico de I. Ainda da sentenga (1.2) temos, fazendo v = u,
O (up)(u—uy) + V(u) — U(u,) > —c,l|u — uy,||, Vn €N
Como ® € CY(X,R) e u, — u obtemos
U(u) —lim U(u,) > 0= V(u) > lim V(u,),
garantindo que lim ¥ (u,,) = ¥(u). Logo, sendo I(u,) — ¢,
c=1imI(u,) =lim (P(u,) + V(u,)) = P(u) + V(u) = I(u),

implicando u € K..
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A compacidade de K. segue diretamente do que ja foi obtido. De fato, se u,, € K.
para todon € N, entao I(u,) = ce (u,) é uma sequéncia (PS) com ¢, = 0. Do precipu-
amente exposto, e por [ satisfazer (PS), concluimos que (u,,) possui uma subsequéncia

Up; —> Up € K. nm

Da tltima proposigao decorre que a existéncia de sequéncias (P.S) no nivel ¢ para
um funcional I, que cumpre a condigao (PS), garante que K. # &. Dizemos entdo
que ¢ é um valor critico de I. Esse fenomeno mostra que a nocao de sequéncia (P.S)
apresentada na Definicao 1.11 concorda com o que ocorre no caso classico, quando
I € CYX,R). Efetivamente, nesse caso, uma sequéncia (PS) é definida com uma

sequéncia (u,,) que satisfaz
I(u,) = ¢ e I'(u,) — 0.

Da regularidade de I, se (u ossui subsequéncia convergente para algum wu, entao
) n Y

I(u) = ce I'(u) = 0 (¢ é valor critico). Na proxima secdo mostraremos que outra

propriedade vélida no caso classico se preserva em nosso estudo: minimos locais sao

pontos criticos.

Observacao 1.13 Como no Item 2 da Observagao 1.9, a defini¢ao de sequéncias (PS)
pode ser reformulada quando consideramos K C X convexo e fechado e ¥ seu funcional
indicador. Se [ = @+ cumpre (Hy), entao, I satisfaz a condi¢io (PS) se, e somente

se, cada sequéncia (u,) em K tal que
D (un) (v — up) > —enl|lv — uy||, Yo €K, (1.3)

possui subsequéncia convergente. Isso seque notando que, pela definicao de ¥V, a sen-
tenga em (1.3) equivale a Sentenca (1.2) da definicao de condi¢ao (PS), pois ¥ = 0
emKeW =00 em X —K.

1.3 Resultados de minimizacao

Aflora no amago dos amantes da Teoria dos Pontos Criticos - ou simplesmente in-
teressados em geral - o questionamento sobre a existéncia de resultados de minimizacao.

Na perspectiva de contemplar tal anseio, seguem dois resultados que apresentam a
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relacao existente entre pontos de minimo e Pontos Criticos de um funcional que cum-
pre (Hp). Reiteramos que u € X é dito um minimo local de I quando I|p, ) > I(u)

para algum r > 0.

Proposicao 1.14 Seja [ : X — R, [ = & + U, satisfazendo (Hy). Se u € X € um

ponto de minimo local de I, entao u é um ponto critico de I.

Demonstragao. Suponha u ponto de minimo local de I. Existe, portanto, § > 0
tal que, se v € Bs(u), temos I(v) > I(u). Se t ~ 07, fixado v € X, concluimos que
(tv + (1 — t)u) € Bs(u). De fato, temos, para ¢t ~ 07,

||(tv + (1 — t)u) — ul| = t||jv —u|| <.
Segue da convexidade ¥ que
0<I(tv+(1—t)u)—I(u)=(P(tv+ (1 —t)u) —P(u)) + (V(tv+ (1 —t)u) — U(u)) <

<(P(tv+ (1 —t)u) — P(u)) + (¥ (v) + (1 — )V (u) — V(u)) =

(P(tv+ (1 —t)u) — D(u)) +t(V(v) — ¥(u)) =

|

=0< —(Pu+tlv—u))—Pu)+ (¥(v) — ¥(u)).

Logo, fazendo t - 0 e w = v — u,

mostrando que u é um ponto critico de I. m
Para o proximo resultado utilizaremos o teorema a seguir cuja demonstracao

consta em [14, Teorema 1] ou [24, Teorema 5.1]:

Teorema 1.15 (Principio Variacional de Ekeland): Suponhamos que (Y, d) denote um
espago métrico completo Y com métrica d e que ¢ 1Y — (—00,00] seja um funcional

sci, limitado inferiormente e proprio. Entao, dados 6, A > 0, x € Y tais que

_
p(x) < ylg; o(y) +9

existe z € Y com
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1. p(z) <p(x) e d(z,x) <1/
2. p(y) — ¢(z) 2 —0Ad(y, 2).

Quando estudamos resultados de minimizacao para funcionais de classe C! o
Principio Variacional de Ekeland (P.V.E.) é de extrema relevancia, porquanto nos
permite associar ao nivel ¢ := igl(f[ , ao considerarmos I € C'(X,R), uma sequéncia
(PS). Para ver isto, suponha I € C'(X,R) seja limitado inferiormente. Segue do

P.V.E. que, para cada n € N, supondo 6, = 1/n? N\, =ne
_ 1
I(u,) < 1§f] + mt

existe v, € X tal que

1
c<I(v,) < I(up) <c+ —

— n27
e, para w € X,
I(vp +w) —I(vn) = ——[[(w +vp) — vn[ = ——||w]| =
I(v, +w) — I(vy,) < 1
[|wl] n

Fazendo w — 0 e n — oo obtemos
I(v,) = ¢ e I'(v,) =0,

mostrando o que afirmamos no inicio do paragrafo.
O préximo resultado ressalta que o mesmo P.V.E. também permite associar ao
nivel ¢ := inf/ de um funcional que cumpre (Hy) uma sequéncia (PS), com mais
X

acuracia, nos possibilita provar o resultado seguinte.

Proposicao 1.16 Suponha I : X — (—o0,00],1 = @+, um funcional que satisfaca
(Hyp) e (PS) limitado inferiormente. Entdo

c:=inf/
X
¢ um valor critico de I, isto €, K. # &.
Demonstragao. Consideremos (v,) uma sequéncia tal que

1
[(UTL> §C+ﬁ7
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que existe pela defini¢ao de infimo. Do P.V.E., fazendo A, = n, existe (u,) tal que

1
c < I(uy) < I(vy) §C+ﬁ

1
I(v) = I(un) = ——||lv = un||, Vv € X.
n

Temos, diante disso, I(u,) — c e, para t € (0, 1], pela convexidade de ¥,
(D(tv + (L = t)un)) — P(un)) + ¥ (0) + (1 = )V (uy) — V(un)) >

> ((tv + (1 = t)un)) = (un)) + ((tv + (1 = D) = ¥(un)) > —%t\lv — U]

Dividindo por ¢ a ultima expressao obtemos

S0+ (1= 1) — B(n)) + (B(0) — V() > — o — |
Fazendo t — 0,
' (1) (v — 1) + U () — U(uy) > —%Hv ||,V € X.

Logo, (u,) é uma sequéncia (PS) no nivel ¢. Como I cumpre a condi¢ao (PS), existe
subsequéncia (u,;) de (u,) convergente. Digamos, u,, — ug. Pela Proposicao 1.12,

temos ug € K. e ¢ é um valor criticode I. m

1.4 Lemas de deformacao

Nos resultados do tipo Minimax para funcionais de classe C' os denominados
Lemas de Deformacgdao desempenham papel fundamental. Esses resultados sao assim
denominados por nos assegurar a existéncia de uma aplicagdo a € C([0,1] x X, X)
com a propriedade de que pontos de um nivel de maior energia de um funcional
I € C'(X,R) sdo associados a (“deformados em”) niveis de menor energia - ener-
gia aqui, como corriqueiro na Teoria dos Pontos Criticos, refere-se ao valor assumido
pelo funcional, por vezes denominado funcional energia. Numa linguagem mais formal,
temos a(1, I.,.) C I._.. Clarificadamente, temos o seguinte resultado circunstante em

Costa, [10, Teorema 2.1, Capitulo 3.
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Teorema 1.17 (Lema de Deformagao Cldssico - releitura): Suponhamos I € C1(X,R)

ec,0,e e R, AC X, com d,e > 0 tais que

4
we I V(e — 2¢, ¢+ 2]) N Ags = ||I'(w)]] > §

Entao, existe o € C([0,1] x X, X)) tal que
1. aft,.) € C(X,X) é homeomorfismo para todo t € [0, 1];
2. a1, L NA) C I_. N Ay

Observacao 1.18 Considerando A = X no dltimo resultado temos (1, loye) C o

no Item 2.

A importancia do Lema de Deformacao pode ser evidenciada, por exemplo, na
demonstracao do Teorema do Passo da Montanha, que se configura elegantemente
sucinta como consequéncia do Teorema 1.17 [26, p. 12-13]; outras versdes do Lema
de Deformacao também sao utilizadas nas demonstragao de resultados minimax que
utilizam Teoria do Género (e.g.,[10, Teorema 3.5] e [22, Teorema 5.14]), ilustrando
a importancia de resultados do perfil do Teorema 1.17 em resultados minimax. O
Lema de Deformacao, por sua vez, faz o uso de um conceito conhecido como Campo
Pseudogradiente ([10, Definigao 1, Capitulo 3]) associado a um funcional I de classe
C! em sua demonstracao, fazendo-se crucial, portanto, a hipétese de regularidade do
funcional para o qual se deseja aplicar as propriedade advindas de tal resultado. Isto
torna invio a reproducao desse resultado para a classe dos funcionais que cumprem
(Ho).

Essa discussao preliminar soergue uma justificativa sobre a relevancia de uma
versao alternativa do Lema de Deformacao para a classe dos funcionais que satisfazem
(Hp), dado que um funcional satisfazendo a condi¢do (Hy) nem mesmo continuo é
necessariamente. Tais aspectos sustentam a imprescindibilidade desta secao, na qual
apresentaremos a colecao de resultados que estao para os teoremas do tipo minimax
que desejamos provar do mesmo modo que o Lema de Deformagao (Teorema 1.17) esta
para os resultados minimax no caso classico. O resultado principal dessa se¢ao assegura
a existéncia de uma aplicacao o € C([0, so] x W, X)), com W C X fechado, tal que, se

I satisfaz (Hy) e (PS), entao I(a(s,-)) cumpre estimativas que nos permitirdo provar
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as versoes minimax do tipo Passo da Montanha e da Teoria do Género para funcionais
sci da forma (Hp).

Seguimos agora no proposito de provar o resultado principal da presente secao.
Embora esbarremos no dissabor de nao obtermos as mesmas propriedades validas no
caso I € C'(X,R), em virtude das implicagdes mencionadas no pardgrafo anterior, o
resultado principal da secao sera denominado Lema de Deformacao. Iniciamos com

alguns resultados que nos auxiliam na demonstracao do teorema principal.

Proposicao 1.19 Sejam I : X — (—o0,00], I = & + ¥ um funcional que satisfaz
(Hp) e (PS), c € R e N uma vizinhanga de K.. Para cada gy > 0 existe € € (0,¢) tal

que, se ug & N e ug € I"'([c — €,c+€]), entdo existe vg € X satisfazendo
(I)/(Uo)<vo - UQ> + \IJ(U()) - \I/(Uo) < —36HUO — U0|| (14)

Demonstracao. Se o resultado nao é valido, para cada n € N com % < g¢ existiria
u, € X — N tal que
1 1

c——<1I(u,) <c+—
n n

@ () (0 — ) + W) () > || — ]| Y0 € X.

Como 1/n < ey exceto para uma quantidade finita de indices n € N, segue-se que
I(u,) — c e, por I satisfazer (PS), que (u,) possui subsequéncia convergente para
algum wug. Pela Proposicao 1.10, ug € K., das propriedades de convergéncia, ocorre

u, € N para uma infinidade de indices n, isso contradiz u, ¢ N. ®

Corolario 1.20 Sejam [ : X — (—o0,00], N e € como na proposi¢ao anterior.

Entdo, se u € X € um ponto critico de I tal que uw € [7'([c — &,c + €]) entdo u € N.

Demonstragao. Se u ¢ N, entao estao verificadas todas as hipéteses da proposigao

anterior e assim existe vy € X tal que (1.4) ocorre e u nao seria ponto critico. m

Lema 1.21 Suponhamos que I : X — (—oo,00], I = & + ¥, satisfaz (Hy) e (PS).
Consideremos ¢ € R, N e € > 0 satisfazendo (1.4). Para cada ug € I.oc — N ezistem

vg € X e Uy vizinhanca de ug tais que

1. @' (u)(vg — u) + V(vg) — ¥(u) < ||vg — ul|, Vu € Uy;
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2. @ (u)(vg — u) + ¥(vg) — ¥(u) < —3|vg — uol|, Yu € Uy N I ([c — €, 0)).

Mais ainda, se ug € ponto critico de I podemos escolher ug = vy no Item 1. Caso
contrdrio, podemos escolher vy ¢ Uy de modo que 1 pode ser reformulado do sequiste
modo:

O (ug)(vg — u) + W(vg) — ¥(u) < —3d||vg — ul|, Yu € Uy, (1.5)

para algum oy > 0.

Demonstracao. Motivados pelo enunciado, separamos a demonstracao em dois casos:
1. ug € ponto critico de I:

Pela definigdo de ponto critico (veja (1.2)) wug satisfaz
O (up)(u — ug) + ¥(u) — ¥(ug) >0, Yue X.
Segue disso que, para d &~ 07, escrevendo Uy = Bjs(ug), temos

&' () (o — 1) + V() — W(u) < & (u)(up — u) — D(u)(tig — ) =
= (®'(u) = @' (uo))(uo — u) <
< 19 (u) = @ (uo)|[|uo — ul| <
< |luo —ul], Vu € Uy,

pois ||®'(u) — P’ (ug)|| < 1 se § =~ 0F. Isso mostra o Item 1 com vy = ug e Uy = Bs(ug).
Como das hipéteses ug € I.4. — N, temos I(ug) < ¢ — ¢, do contrério, seria ¢ — & <
I(ugp) < ¢+ ¢ e concluirfamos, pelo Corolario 1.18, ug € N, o que contradiz a hipdtese

vigente. Se porventura ocorre
I(u) <c—e,YuelU

para alguma vizinhanca U de ug redefinimos Uy como U N Bs(ug) e o Item 2 nao pre-
cisa ser verificado porquanto UyN I~} ([c—¢,00)) = @. Admitamos agora que qualquer
vizinhanga de uy possua pontos u tais que I(u) > ¢ —e. Diante disso, temos o seguinte

resultado:

Resultado 1: Existe A > 0 tal que V(u) —V(ug) > A para todo u tal que I(u) > c—e
e ||u— ug|| = 0.

Prova: De fato, se nao fosse verdadeira a assercao do Resultado 1, para cada n € N,
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existiria u, € Bi/m(ug) e I(up) > c—ee ¥(u,) — ¥(up) < 1/n. Assim, temos u, — ug
e liminf (W(u,) — ¥U(up)) < 0. Podemos entao assumir que, considerando uma sub-
sequéncia de (u,) se necessario (e nao mais nos preocuparemos em registrar essa su-
tileza novamente, apenas para evitar inoportuna inconveniéncia na leitura, a exemplo

deste surpreendente aposto),
lim (¥ (u,) — U(up)) < 0= lim ¥(u,) < U(up).

Como V¥ é sci, segue entao lim W(u,) > W(ug), por conseguinte, lim W(u,) = W(ug).

Isso nos fornece, sendo ¢ continua,
c—e < I(uy) = P(un) + V(uy) = P(ug) + V(ug) = I(ug) < ¢ —e,

que é uma contradi¢ao. Logo, o resultado é valido. [

Diante do Resultado 1, temos
O () (uo — u) + ¥(uo) — U(u) < || (w)]|[[(uo — u)|| = A <
< =3el|lug —ul], Yue Uy, I(u)>c—ce.
A dltima desigualdade é valida, pois, sendo ® € C1(X,R), temos ||®’(u)|| limitada
numa vizinhanga de ug, digamos ||®'(u)|| < B, implicando, se § = 07,

(|| (w)|] + 3¢)||uo — u|] < (B+3¢)d < A,Vu € Uy,

concomitantemente,

19 (w)][[[uo — ul] = A <
< —3€||U0 — u||

Isso termina o primeiro caso.
2. u, nao € ponto critico de I:

Nao sendo ug ponto critico de I existe vy € X tal que
O (ug) (v — ug) + ¥(vg) — ¥(up) < 0.
Escrevendo w = tvg + (1 — t)ug, 0 < t < 1, segue da convexidade de U,
" (ug)(w — up) + ¥(w) — ¥(up) <

< (P (o) (vo — uo)) + (¥ (vo) — U(ug)) =
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= (D' (uo)(vo — uo) + V(vg) — V(ug)) <0, 0<t<1.

Assim, como ||w — up|| = t||vg — ug||, podemos assumir que ocorre ||vg — ug|| = 07,
basta substituir vy por w com t ~ 0.
Suponhamos I(ug) < ¢ — e. Podemos entao aplicar o Resultado 1 e concluir que

existe A > 0 tal que
U(u) — W(ug) > A, VYue Uy, I(u)>c—e.

Se ||lvg — uo|| = 0 e Uy é suficientemente pequena (i.e., 6 ~ 07), entdao, como

W(vg) — W(ug) < —P'(uo)(vo — o),
W) — W() = (U(wo) — V() + (V(ug) — V() <
< 119 (o) |[|vo — uo|| — A < %A . —%A,Vu € U
Concluimos, com isso,
@' (u) () + W (o) — W(ar) < [[9(a) (o —~ w)]| ~ 3A <
< —3ellug—ul, VueUy, Iw)>c—e,

mostrando o Item 2 do Lema.

Como v, satisfaz
(I)/(UO)(UO — UO) + \I’(’Uo) — \II(U()) <0

temos vy # g, e podemos entdo escolher § = 0% tal que vy ¢ Uy. Temos, para algum
50 > O,
(I)/(Uo)<1}0 — Uo) + \I[(Uo) — \I’(Uo) < _6OHUO — U0||

Com isso, pela continuidade de ®’ e por ¥ um funcional sci existe § > 0, Uy = Bs(ug),

satisfazendo
O (u)(vg —u) + ¥(vg) — ¥(u) < —dg||lve — ul|, Vu € Uy,
doutro modo, para cada n € N, existiria u,, € Bl/n(uo) de tal modo que
@' (un)(vo — un) + ¥(vo) — ¥(un) > —do|lve — unll
por passagem ao limite,

D' (ug) (vo — up) + W (vg) — U (ug) >
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O (ug) (v — ug) + ¥(vg) — Um W (uy,) > —do||vo — uoll,

uma contradigao.
Suponhamos agora que I(ug) > ¢ — e. Podemos entao aplicar a Proposigao 1.19

e concluir que existe vy € X tal que
O (ug)(vo — ug) + ¥ (vg) — ¥ (ug) < —3¢||vg — wol|-

Como feito anteriormente, podemos concluir que para algum § > 0 a vizinhanca Uy
satisfaz

Q' (u)(vg — u) + U(vg) — ¥(u) < —3¢||vg — ul|, Vu € Uy
e temos o resultado com 0y = 3¢.

Rigorosamente, esta omitido que se verifica o Item 1 da tese. Isso nao se faz

necessario, conquanto é consequéncia imediata de valer
O (u)(vg —u) + ¥(vg) — ¥(u) < —dg||lve — ul|, Vu € Uy,

uma vez que —do||vg — ul| < [|vg — ul].
Esta encerrada a demonstracao. m
Apenas para efeito de mencao sucinta a posteriori estabelecemos a seguinte de-

finigao:
Definicao 1.22 Dizemos que uma colecao de aplica¢oes
as()i=a(s,) : WX — X,0<s < s,

para algum sy > 0, € uma deformagao se o € C([0,s9] x W, X)) com oy = Idw, onde

Idy denota a aplicagao identidade em W.
Apresentamos agora o resultado principal da secao.

Teorema 1.23 (Lema de Deformagao): Suponhamos I : X — (—o0,00], I = ® + U
ec € R, N como no lema anterior. Dado €y > 0 existe € € (0,g¢) tal que para cada
subconjunto compacto A C X — N satisfazendo
c<supl(u) <c+e
uceA
¢ possivel obter W C X fechado, com A C int(W), e uma deformacio o € C(|0, so] X
W, X) satisfazendo
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1. ||as(u) —ul| <s, YueW;
2. I(as(u)) — I(u) <2s, YueW;
3. I(as(u)) — I(u) < —2es, Yu e WNI c—e,00));

ademais, se Wy C X € fechado sem pontos criticos podemos construir o verificando
4. Iag(u)) — I(u) <0, Yue W N W,.
Por fim, vale a sequinte estimativa

sup I (as(u)) — sup I(u) < —2es. (1.6)
ucA u€A

Demonstragao. Ao longo desta demonstracao denotaremos por K o conjunto dos
pontos criticos de I. Consideremos W, C X fechado tal que Wy N K = & e fixemos
e € (0,e9) como no lema anterior. Dado ug € A temos

I(uo) <supl(u) < c+e,
ucA

o que acarreta ug € I.,. — N, uma vez que A C X — N. Podemos aplicar entao o
Lema 1.21 e considerar U, vizinhanga de u, satisfazendo a tese do lema. O conjunto
Uy pode também ser escolhido satisfazendo a seguinte propriedade: se ug € K, entao
podemos admitir que UyNWy = @, pois, se o contrario ocorresse, sendo X — W, aberto
e ug € X — Wy, para algum ' > 0, vale Bl.(uy) C X — Wy. Outrossim, existe " > 0
com B, (ug) C Uy, sendo r := min{r’, 7"}, temos B, (ug) C U; N (X — W) e, entao,
redefinimos Uy = B, (ug). Esse procedimento pode ser aplicado a cada ponto u € A
e obtemos, portanto, uma cobertura de A da forma (U;);e; onde U; é vizinhanca de
u; € A satisfazendo o Lema 1.21. Da compacidade de A podemos considerar uma
subcobertura finita (U;)1<j<n,. Ainda no Lema 1.21 é assegurado a existéncia de um
v relativo a Uy cumprindo os itens dispostos na tese, vamos entao, para cada j € J,
considerar que u;, v; e U; conforme, respectivamente, ug, vg e Uy no Lema 1.21.
Podemos ainda admitir que se u; € K, entao d(u;,U;) > 0, para j # i (d denota
a func@o distancia). De fato, se nao for esse o caso, se u; € Uj, para algum j # i,
consideramos V; C U;NU; um fechado contendo u; de modo que u; ¢ V;. Substituimos,
em nossa cobertura, U; por U; — V; (veja a Figura 1.1). Essa construgao preserva a

propriedade de cobertura porque a parte V; retirada de U; esta contida em Us;.
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Figura 1.1: rearranjo da cobertura (U;),ec.

Para cada ¢ € J, definamos
ur— Bi(u) = d(u, X = U;).

Vale o seguinte resultado:

Resultado 1: A funcao [; satisfaz *:

I fi € O(X,R)
2. Bi(u) >0, para u € U;, e f;(u) =0, caso contrdrio.

A prova do Resultado 1 consta em Apéndice A (Proposigao A. 1).

Diante do Resultado 1, definamos
ng
oi(u) = Bi(w)/ (D Bi(w), Yue U :=|JU;.
Jj=1 J
Temos 0 < 0; < 1 e 0; continua, por ser 3; > 0 continua. Vamos definir nossa
deformagao « por caso. Definimos
u+s(u; —u)/|ju—wl], 0<s<|lu—ull;

ag(u) = (1.7)
Ui, s> ||u—ull,

*A funcdo B; poderia ser substituida por qualquer funcao continua satisfazendo os itens 1 e 2

listados.
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para u € U; — (UUj), u; € AN K. Para os demais pontos u € U, definimos
J#

—U+SZ% w)/[|v; = ul]. (1.8)

A expressao (1.8) estd bem definida, porquanto no Lema 1.21, quando u; ¢ K, podemos

escolher v; ¢ Uj;, assim ||v; — u|| # 0, para u € U;. Ademais, quando u € U; — (UU]'),
J#
u # u; e s < ||lu—u|, as Sentengas (1.7) e (1.8) coincidem. De fato, nesse caso, temos

oi(u) =1leoj(u) =0, j # i, assim
U+SZ% u)/llvj = ull =+ oi(u)(v: — ) /[|vi — ul| =

= u+ s(u; —u)/|[u; — ull,
pois v; = u; quando u; € K. Isso auxiliard na demonstragao de que o € C(]0, so] x U, X)
(Proposigao A.2). Notemos que oy = Idy e se a é como em (1.7)

[levs(u) = ul| = ||8

Se a é dada por (1.8), entao

no

[levs (w) = wll = 1Is(D_ o (w) (v; —w)/[v; —ulD]| <

Jj=1

< sZaj(U)H(vj —u)/[Jv; = ulDll =

pois Zaj(u) = 1. Estad entao mostrado o Item 1 do teorema em qualquer caso.

Mostraremos os demais itens considerando as duas possibilidades para «.
1. « € dada por (1.8):

Podemos considerar que, sucintamente, as(u) = u + sw. Segue entao que
I(as(u)) = I{u+ sw) = ®(u+ sw) + ¥(u+ sw).
Sendo ® € C'(X,R), podemos escrever

P(u+ sw) = D(u) + s (u)(w) + r(s),



1.4. LEMAS DE DEFORMACAO 27

onde 7 satisfaz lir%(r(s)/usH) = 0, o que nos fornece
s—
I{as(u)) = ®(u) + sP' (u)(w) + r(s) + U(u+ sw),

Vale ainda que, pelo Teorema do Valor Médio ([17, Teorema 7, CapituloVIII]), aplicado

A funcio o(t) == ®(u + tw), 0 < t < s, concluimos
r(s) + 5@/ (u)(w) = (u) (1 + sw) — D(u) = B (u + fow)(w)(s — 0),
para algum to € [0, s]. Assim,
r(s) = s(@(u + tow) — @(u))(w) =
= r(s)] < s sup [|9/(u+ tw) — ' (w)]||u]].

0<t<s

Consideremos 6 > 0 tal que
30 < I]zaezaflx{l,e,éi}, (1.9)
com 0; satisfazendo para U; e v;
D' (uy) (v — u) + ¥(v;) — W(u) < =30;[|v; —ul|, YueUj,

como no Lema 1.21. Temos, entao, o seguinte resultado:
Resultado 2: Ezistem W C X fechado contendo A e sy > 0 tais que:

I7(s)] < s sup ||®'(u+ tw) — D' (u)|| < sd, Vs < s,
0<t<s

paraw € W ew € X, com ||w|| = 1.
Prova: Para justificarmos a validade do resultado raciocinamos do seguinte modo: por

continuidade, para cada u € A existe 9, > 0 tal que
[|®'(v) — ®'(u)|| < 6/2,Yv € Bs, (u).

Se [|lw|| = 1, entao ||(u 4 tw) — u|| = t||w]| = t. Com isso, se t &~ 0T entdo u + tw €
Bs,(u). Ora, como A é, por hipétese, compacto, existem uy,...,u,, € A tais que

AC U Bs, (u;). Podemos escolher uy, ..., u, de modo que se ratifique
1<i<m

AN By, (w) # 2,i € {1,..m},
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pois excluindo os fndices i com AN Bs, (u;) = & em (Bs, (u;))i<i<m temos ainda

AC U Bs, (u;). Logo, definindo W = U Bs, (u;) temos W fechado, A C W e,
1<i<m 1<i<m
dado u € W, se u € Bs, (u;), entdo, supondo t < §,,, segue que

19" (u+ tw) = " (u)]| < [|O(u + tw) = & (u;)]| 4[| (ui) — ¥ (u)]] <

< 25/2 =4

Entao escolhendo 0 < sg = 1mln 0y, concluimos o resultado. [
Z m

Seguimos com a demonstracao. No caso em que « é dado por (1.8), temos v; ¢ U;

e, assim, para u € U; arbitrario, ||v; — u|| > d(v;,U;) > 0. Depreendemos desse fato e
0
de Zai =1 que
i=1
oj(u)|lv; — || < M,

Jj=1

para algum M > max d(v;, Uj)_l. Isso nos permite assegurar que, para algum s; > 0
J no

tem-se que 0 < SZUJ Nv; —ul| ™" < sM < 1, desde que 0 < 5 < 5y. Com isso,

j=1
escrevendo (1.8) como

1—520] vy — wl| ™ u + SZUJ Nv; = ull ™y,

da convexidade de ¥ concluimos que, para u € W, s < min{sg, 1},
I{as(u)) = ®(u) + s’ (w) + V(u+ sw) 4+ r(s) <

)+ Zoj u)l[v; = ul| 7 () (v; — u)+
1—82@ oy —ull ¥ (u)+
+sZa] )lv; = ul| ™) () + b5 =

+5s+sZaj ey — ull ™ (@ (u) (0 — w) + V(o) — W(w).

Pelo Ttem 1 do Lema 1.21, temos ¢’ (u)(v; —u) +¥(v;) — ¥(u) < ||lv; —ul|, para u € U

acarretando entao que

SZ% g = ull (@' (u) (v) — u) + P(v;) - <SZ%
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e assim, se s ~ 0T,

I{as(u)) < I(u) + s+ s,Vu € W.

Segue que

I(os(u) — I(u) < (14 0)s < 2s,

dado que ¢ foi escolhido menor do que 1 (30 < 1). Isso mostra o Item 2.

Como feito acima, considerando a desigualdade
no L
I(es(u)) < I(u) + 85+ 5 o(u)|fo; — |7 (P'(u) (05— u) + ¥ (v;) — U(u)),
j=1
pelo Lema 1.21, Item 2, concluimos
I(as(u)) < I(u) —3es +6s,Yu € WN I ([c—¢e,00))

e isso implicard no Item 3. Uma vez que a admissao em vigor é 30 > ¢, temos e —d > 0,

assim (—3¢ + d)s < —2es, pois, para s > 0,
s(—2e — (—3e+6)) =s(e —9) > 0.
Diante disso, para u € W N I~!([c — €,00)), obtemos
Ias(u)) — I(u) < (=3¢ +9)s < —2es,

mostrando o Item 3. Para Item 4 consideramos que se u € WNW, entao u € U; apenas
quando u; ¢ K, logo é vélida a estimativa (1.5) do Lema 1.21 e ent@o concluimos, pelo

mesmo procedimento dos itens anteriores,
Ios(u)) < I(u) = o558 + ds,
como da escolha de 0 temos —30 > ¢; para qualquer j € J, obtemos
I(as(u)) — I(u) < =36s + 0s < 0,Yu € W N W. (1.10)

2. « € dada por (1.7):

Escrevendo, para s < ||u; — ull,

as(u) = (1= sllu; — )| )+ (sl — ull s,
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—1 . .
temos s||lu; —u||”" < 1 e podemos, portanto, repetir o argumento do caso anterior

concluindo
I{os(u)) < I(u) +6s+s,YVue W
e
I(ag(u)) < I(u) —3es+6s,Yu € WN I ([c—¢,00)),
implicando a validade dos itens 2 e 3 da tese. Se s > ' := ||u; — u|| temos a,(u) =
ag(u) =u; = (1 — 1)u+ lu,, dai, se u # u;, podemos escrever s'/||u; — u|| = 1, entdo

as(u) = (L= 8| |u; — w)|| ™ u+ (| [ — ul| s,

0 que nos permite repetir as manipulagoes feitas e concluir que

Ias(u)) < I(u) + 68" + 8 <

IN

I(u) +0s+s <
< I(u)+2s,YVu e W,

pois mesmo quando u = wu; vale I(as(u)) = I(u;) = I(u), verificando a tltima desi-
gualdade e o Item 2.

A prova do Item 3 segue de valer I(ag(u)) = I(u;) < c—e, para s > s = |Ju; —ull.
Se nao fora esse caso, se I(u;) > ¢ — €, obterfamos uma contradi¢ao: estamos sob a
condigao u; € AN K e das hipoteses estipuladas, I(u;) < ¢+ ¢, com isso u; cumpriria
as hipoteses do Corolario 1.20 implicando que u; € N e isso contradiz A C X — N. E

possivel entao escrever, para algum & > 0,
I(as(u)) = I(u;) = (c—¢) — €.
Entao, se I(u) > c¢—e e s = 07, obtemos, novamente pela imposicao feita a 4,
Iog(u) = I(u) < I(u;) = (c—¢) <
<(c—¢e)—e' —(c—¢e)=
=—&' < (-3e+)s < —2es,

Esta provado o Item 3.
O Item 4 nao precisa ser arguido, porquanto, nesse caso, « esta definida em U,

com u; € K, logo nao existe u € U; "Wy = .
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O resultado abaixo encerra a demonstracao:

Resultado 3: Os itens 2 e 3 garantem a validade de
sup I (as(u)) —sup I(u) < —2es, s~ 0"
ucA u€A

Prova: Se sup/(a,(u)) < ¢ — /2, entao se s < 1/4 temos o resultado. De fato, das
ucA
hipéteses sup/(u) > ¢, entao
ucA

sup I (as(u)) —supl(u) < —2es <c—¢/2 —c= —g/2 < —2es.
ucA u€A

Suponhamos agora que sup/(a,(u)) > ¢ — ¢/2. Definindo
ucA

B={ue A;I(u) >c—c¢}

temos sup/ (as(u)) = sup I(as(u)). Para assegurarmos isso consideramos primeiro que
u€A u€B

supl (as(u)) > sup I(ag(u)), por ser B C A. Basta agora mostrarmos que, dado &' > 0,
ucA ueB

existe u € B tal que I(a,(u)) > supl(ay(u)) —¢e'. E suficiente mostrar isso para &’ com
u€A

supl(ag(u)) — ' > c—¢g/2.
ucA

Pela definicao de supremo, podemos assegurar que existe u € A tal que

I(as(u)) > ilellj[(as(u)) —& >c—¢/2.

Pelo Item 2, temos I(u) > I(as(u)) — 2s, se s < /4, obtemos
I(u) > I(as(u)) —2s >c—¢/2 =25 > ¢ —¢,
mostrando que u € B como desejavamos. Segue entao, pelo Item 3,

sup I(as(w)) — sup I(u) < sup ey (w)) — sup I(u) <

u€A u€A ueB ueB
< sup(I{a,(u)) — () < —2es,
u€eB

utilizando a propriedade de supremo

sup I(au, (1)) — sup I(u) < sup(I(as(w) — I(w)). O

ueB ueB ueB

Escolhendo 0 < 5 ~ 0" de modo a cumprir todas as estimativas feitas nas ar-
guigdes anteriores, encerramos a demonstragao com «y definida em W para s € [0,73].
|

A Observagao seguinte é um escoélio do teorema acima e nos sera 1til na prova do

préximo resultado
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Observacao 1.24 Diante das hipoteses fixadas no Teorema 1.23, escolhendo 6 como

em (1.9), a deformagdo « satisfaz
1. Ias(uw)) —I(u) < s+ ds,Yu € W;
2. I(ag(u)) — I(u) < —3es+ds,Yu € WN I [c—e,0)).

Essas estimativas sequem diretamente da argumentacao explicitada na demons-

tracao do Teorema 1.23 e sao o que viabilizam a obtencao dos Itens 2 e 3 do teorema.

Encerramos a se¢ao com o corolario a seguir que é um caso particular do teorema
anterior, no qual I é um tipo especifico de funcional par. Isto nos permitira aplicar
o Lema de Deformacao para obtermos resultados de multiplicidade de Pontos Criticos
via Teoria do Género, como veremos em capitulos posteriores.

Em carater de revisao, registramos antes do corolario os conceitos a seguir:

1° - Um subconjunto Y C X ¢€ dito simétrico quando
—rxeY, VeeY.

2° - Sejam Y C X um conjunto simétrico e Z um Espaco Vetorial arbitrdrio, dizemos

que uma aplicagao T 1Y — Z € par quando

e impar quando

Corolario 1.25 Sob as mesmas hipoteses do Teorema 1.23, suponhamos que ® e W
sao pares e que A € simétrico, entdo a deformacao a pode ser construida de tal modo

que ag € impar.

Demonstragao. Consideremos o, : W — X, como no Lema de Deformagao. Sendo
A simétrico, consideraremos W também simétrico (isto é possivel por ser W uma

vizinhanca de A). Definimos entao

1) = 5(03() — a(~).
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Temos

1

ns(—u) = 5las(—u) — as(u)) = —ns(u)

e, com isso, 1 ¢ impar. Se mostrarmos que a aplicacao 7, cumpre os itens 1, 2, 3 e 4 do
Teorema 1.23 poderiamos considerar 17 como a deformagao do teorema e isto encerra a
prova do Corolario.

A Sentenga (1.6) é consequéncia dos itens 2 e 3, conforme garante o Resultado 3

na demonstragao do teorema anterior. Mostremos que se verificam tais itens. Vale que

175 (w) = ul] = H%(%(U) —as(—u)) —ul| =
1 1 1 1

—|(= — ) — (=a.(— “u)l| <
I(5es(w) = 5u) = (Gas(—u) + su)l| <
1 1
< llas(u) = ull + Sllas(—u) = (-u)l} <
1 1
< Z Zg—

_2$+23 s,Yu € W,

mostrando o Item 1.
Escrevendo ag(u) = u + hg(u) obtemos ns(u) = u + (hs(u) — hs(—u))/2 e, pela
diferenciabilidade de ®,

(as(u)) = D(u) + () (he(u)) + ¥ (u+ ho(u)) +ri(s), (1.11)

do mesmo modo que
1

I(ns(u)) = ®(u) + 5@ (u) (hs (u) = ho(—u)) +ro(s)+
(1.12)

F Wt o)) + 5 (0= (=),

com |r;i(s)| < ds, i € {1,2}, para s = 07 e 0 como em (1.9). Como ® e ¥ foram

supostos pares e ¥ é convexa, segue que ®’ é impar e, por conseguinte,

I(ns(u)) < =(®(u) + D' (u)(hs(u)) + U(u + hs(u)))+

N o) —

+ 5(2(—u) + ' (—u)(hs(—u)) + ¥(hs(—u) —u)) + Js,

que nos fornece entao, por (1.11),

1, (w) < 5(I(0u(u)) — ra(5)) + 5 (I(@s(w) = ra(s)) + 5 <

< %I(as(u)) + %I(as(—u)) 1 26s.

(1.13)
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Logo, pelos itens 1 e 2 da Observacao 1.24 e por ser I = & + ¥ par, concluimos

I(ns(uw)) < =(I(u) +s+4ds) + %(I(—u) + s+ 0s) + 20s

2
= I(u) +s+3ds < I(u) + 2s,Yu € W,

pois § é tal que 30 < 1, também, para u € W NI ([c — €, 0)),
I(ns(u)) < I(u) — 3es + 3ds < I(u) — 2es.
A 1ltima desigualdade se ratifica, porquanto
(—2es — (—=3e +30)s)) = (¢ — 30)s > 0,

diante de § cumprir 30 < € e, entao, —2es > —3es+ 30s. Para verificar o Item 4, basta
repetirmos as estimativas feita no teorema anterior, bastando s6 considerar o caso em

que « é dada por (1.8), nesse caso, por (1.10),
Iags(u)) < I(u) —20s,Yu € W N Wy,
por (1.13), seguindo o raciocinio dos itens anteriores,
I(ns(u)) < I(u) —2ds +2d8s < I(u),Yu € W N Wy,

implicando o Item 4. Esta encerrada a demonstracao. m



Capitulo 2

Teoremas minimax

Este capitulo, sem surpresas antitéticas ao titulo, serd dedicado as provas de
teoremas do tipo minimax para a classe funcionais I : X — (—o00, c0| que satisfazem
(Hp) e (PS); serao apresentados resultados do tipo Passo da Montanha e da Teoria
do Género. Ao longo do Capitulo preservaremos as notacoes fixadas no Capitulo 1, no
qual X denota um espaco de Banach com norma e X’ seu dual topolégico, ambos com
norma || - ||.

Em sentido lato, na Teoria dos Pontos Criticos, um resultado do tipo Minimax
assegura que valores da forma

= inf sup [
°=Rsm i

sao valores criticos do funcional I, onde I' denota uma colegao particular de subcon-
juntos de X. Resultados desse tipo permeiam a teoria classica de pontos criticos para
funcionais de classe C!, a exemplo dos Teoremas do Passo da Montanha de Ambrosetti-
Rabinowitz, do Ponto de Sela e de Linking de Rabinowitz (|26, Teoremas 2.10, 2.11
e 2.12]). O argumento utilizado na prova desses resultados, conforme se pode ates-
tar em [26], baseia-sa no Lema de Deformacao na sua versao cldssica (Teorema 1.17).

[lustrativamente, consideremos o seguinte resultado

Teorema 2.1 (Teorema do Passo da Montanha - Ambrosetti Rabinowitz): Suponha-
mos que I : X — R seja um funcional de classe C' que satisfaz a condigdo (PS). Se

existem v > 0 e um elemento e € X tais que

1. a:= inf I(u) > I(0) > I(e);

[[wll=r

35



36

2. |le|]| >r el(e) <a.

Entao, o nimero

c = inf sup I(f(¢)),

Fel tefo,1]

I'= {f S O([()? 1]’X);f(0) =0, f(l) = 6}7

é um valor critico de 1.

A prova deste teorema consta em [26, Teorema 2.10]. Recordemos, para ve-
tar eventuais confusoes, que quando I € C'(X,R) a condigao (PS) significa que as
sequéncias (u,,) com I(u,) — ¢ e I'(u,) — 0 possuem subsequéncia convergente.

A ideia da demonstracao consiste em raciocinar por contradi¢ao. Ao supor que
¢, conforme descrito no teorema, nao é valor critico de I podemos aplicar o Teorema
1.17 e concluir que, dado £ > 0, existe uma deformagao « tal que a(1,1.4.) C I._. e
a(l,u) =u, seu ¢ I71([c—2¢,c+2¢]) (vide [10, Teorema 2.2, Capitulo 3]). Fixemos ¢
satisfazendo ¢ — 2 > 1(0), I(e), isso é possivel porque as condigoes 1 e 2 indicadas no
Teorema 2.1 asseguram que ¢ > a > [1(0), I(e). Pela definigdo de infimo, existe n € T’
tal que

sup I(n(t)) <c+e.
te(0,1]

Segue que 7(t) € I.i.. Definindo B(t) = «(1,n(t)) temos 5 € I' e a propriedade
a(l,1..) C I._. nos fornece 3(t) € I._.. Nés concluimos assim
c < sup I(B(t)) <c—e¢,
te(0,1]
uma contradigao.

O argumento que acabamos de expor nao pode ser reproduzido para os funcio-
nais que cumprem (Hy), uma vez que a propriedade «(1, I..) C I._. nao ¢ satisfeita
pela deformacao «, dada no Teorema 1.23. Ademais, estd implicito nos argumentos a
regularidade de I, necessaria até mesmo para a obtencao da deformacao.

Dentre os resultados que serao apresentados neste capitulo estda um analogo do
Teorema 2.1, o argumento de contradicao que sera utilizado é combinacao do P.V.E.
(Teorema 1.15) e da Sentenga (1.6) do Lema de Deformacao. Em linhas gerais, a

estrutura de tal argumento é a seguinte: considere Z um espago topoldgico e que
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B(Z, X) denote o conjunto das fungdes continuas e limitadas de Z no espago de Banach

X. Definimos em B(Z, X) a métrica

d(f,9) = jlelng(Z) —9(2)][- (2.1)

Temos (B(Z, X),d) um espago métrico completo, a ideia para mostrar isso é andloga

ao feito para que o espago das fungoes continuas, (C([0,1],R),][| - || ¢ um espago

max)’

de Banach, (ver, e.g., [4, Exemplos 1.1.2 e 1.1.2]). Vale o seguinte resultado:

Proposicao 2.2 Se [ : X — (—o00,00| € um funcional sci, entdo o funcional ¢ :
B(Z,X) — (—o0,00] dado por
o(f) =supI(f(2))
z2€Z

é sci.

Demonstracao. Suponha que f, — fo em (B(Z,X),d). Como para cada z € Z

tem-se
1fn(2) = fo(2)|] < Sup 1fa(2) = fo(2)I| = d(fn, fo),

concluimos que f,(z) = fo(z) e, com isso,

I(fo(2)) <liminf I(f,(2)) < liminfsup I(f.(z)) =: B.

z€Z

Segue entao,

¢(fo) = sup I(fo(2)) < B = liminfsup I(f,(2)) = liminf ¢(f,),

z2€Z z€Z
encerrando a demonstracao. m
Voltando a explanagao do argumento, consideremos I' a cole¢ao conforme definida

no Teorema 2.1. Admitamos, por um momento, que (a o f) € I" para qualquer f € I'.
Podemos escolher, pela definicao de infimo, f € I' satisfazendo

sup I(f(t)) <c+e.

t€(0,1]
A 1ltima proposicao viabiliza aplicar o P.V.E. ao funcional

o(h) = sup I(h(t)), heT,

te(0,1]
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aplicando-o entado com 6 = e A =1, sendo g = (a0 f), obtemos d(f,g) < s e

©(g) —o(f) > —ed(f,g) > es.

Pelo Lema de Deformagao, aplicado com A = f([0, 1]), a Sentenca (1.6) assegura-nos

que

—2es > Sup I(as(f(2))) — Sup I(f(t) = ¢(g) — o(f) = —es,

um absurdo e, portanto, devemos concluir que ¢, dado no Teorema 2.1, é um valor
critico de I. Ora, ocorre que as propriedades de o, asseguradas no Lema de Deformagao
nao garantem (a o f) € ', a estratégia serd definir uma colegao I'y com a propriedade
(aso f) € T'y tal que

¢y = inf sup I(f(t)) =c=inf sup I(f(t)) =:c
1= Jof sup (f(t)) jaf. sup (f(2))

e repetir a argumentacao anterior com I'y em vez de I'. As passagens omitidas serao
feitas em detalhes ao demonstramos a versao Teorema do Passo da Montanha para a
classe dos funcionais da forma (Hy).

A escolha de incorrer na prolixidade de expor o argumento do ultimo pardgrafo se
justifica a medida em que a discussao desse argumento expoe a diferenca da abordagem
feita no caso classico, ao passo que destaca a ideia central do argumento feito nos
resultados expostos no presente capitulo. Os resultados da Teoria do Género recaem

numa similar contradicao.

2.1 Teoremas do tipo passo da montanha

Iniciamos com a versao do Teorema do Passo da Montanha para os funcionais da

forma (Hy).

Teorema 2.3 (Passo da Montanha): Suponhamos que o funcional I : X — (—o0, 00|,
I = &+, satisfaca as condi¢oes (Hy) e (PS). Se existem r > 0 e um elemento e € X

tais que

1. a:= inf I(u) > I(0) =0;

[ful|=r
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Entao, o nimero

c=inf sup I(f(t)),

fel tefo,1]

I'={feC([0,1],X); f(0) =0, f(1) =e},

€ um valor critico de I.

Demonstracgao. Iniciamos a prova registrando que ¢ > a > 0. De fato, seja f € . A

funcao definida por

g:10,1] —R
t = g(t) =[f @l
¢ continua. Como g(0) = [|f(0)]] = [[0]] = 0 <7 e g(1) = |[f(DI] = [le]| > r, pelo
teorema do Valor Intermedidrio, existe o tal que ||f(to)|| = g(to) = r. Com isso, vale

que

sup I(f(t)) = I(f(to)) = a

tel0,1]

e, pela arbitrariedade de f,
¢=inf Sup I(f(t)) = a.
Suponhamos entao que ¢ nao é valor critico de I, isto é, K, = @. Podemos entao
considerar no Lema de Deformagao (Teorema 1.23) N = &, g9 = ce e € (0,)
satisfazendo as propriedades descritas no Lema. Fixemos algumas notacoes: Wy, W,
denotam, respectivamente, as componentes conexa por caminho contendo 0 e e em
I._.;y *. As componentes Wy e W, devem ser disjuntas, porquanto, do contrario,
existiria fy € C([0,1], Io—ca), com fo(0) = 0 e fo(1) = e. Assim, I(fo(t)) < c—¢/4
para todo t € [0,1] e fo € I'. Concluirfamos entao
c=inf sup I(f(t)) < sup I(fo(t)) <c—e/4,
f€l tef0,1] te[0,1]
o que é um absurdo. Fica, portanto, mostrado que as componentes Wy e W, sao

distintas. Definamos a agora a seguinte colecao:

I ={feC(0,1],X); f(0) e Wo N I._cppe f(1) € We N I.—cpo}.

*A decomposicao de um conjunto em componentes conexas por caminho segue um processo anélogo

a de decompd-lo em componentes conexas [18, p. 96].
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A respeito dessa colecao, valem os resultados que seguem.
Resultado 1: I' C I';.
Prova: Se f € T, entao f(0) = 0 e f(1) = e. Como, pelo Item 2 das hipéteses,
I(e) < I(0) =0 < c—¢/2, temos f(0) € WoNI.cppe f(1) € WeN I._./5. Logo,
rcry. O
Resultado 2: Vale a igualdade.

¢ = inf Sup I(f(t)) = inf Sup I(f(t) = c.
Prova: Pelo Resultado 1 temos I' C I'y, consequentemente, ¢; < ¢. Suponha que
¢; < c. Pela definigao de infimo obtemos f € I'y tal que sup I(f(¢)) < ¢. Como, pela

te(0,1]

definicao de I'y, vale f(0) € Wy e f(1) € W, existem g1, g» € C([0,1], I.—./4) com

91(0) = 0;

91(1) = £(0).
Também

92(0) = f(1);

w(1) =e.

Isso nos permite definir g € C([0, 1], X) com ¢(0) = 0, g(1) = e satisfazendo
sup I(g(t)) < ¢, contradizendo a definigao de ¢ (para uma ilustracdo, veja Figura

te[0,1]
2.1). Mostremos que existe tal fungao g. Consideremos bijegoes crescentes e continuas

hi s [0,1/3] = [0,1], ho : [1/3,2/3] — [0,1] e hy : [2/3,1] — [0,1] T. Dai, definimos
g:10,1] — X por
g1(hq(t)), se0 <t < 1/3;

g(t) =< f(ha(t)), se1/3 <t <2/3:;

ga(hs(t)), se2/3 <t <1

Como as fungoes f, g; e h;, 1 <i <2, 1 < j <3 sao todas continuas, também

por

f(ha(1/3)) = f(0) = g1(ha(1/3))

92(h3(2/3)) = g2(0) = f(1) = f(h2(2/3)),

"Defina hy fun¢io afim com h;(0) = 0 e hy(1/3) = 1. Analogamente construimos hs e hs.
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Figura 2.1: construcao da funcao g.

temos g bem definida e continua. Ainda, como I(g;(t)) < c¢—¢/4d e sup I(f(t)) < ¢,
te(0,1]
entao

sup I(g(t)) <,
te(0,1]

conforme desejado. [J
Resultado 3: T'; € um subespaco métrico completo de C([0, 1], X).
Prova: Suponha que (f,,) em C(][0, 1], X) satisfaz f,, — f conforme a métrica definida
em (2.1). Entao, para cada t € [0, 1], temos f,(t) — f(t) e, por ser I um funcional sci,
I(f(t)) < liminf I(f,(¢)). Em particular, se u, := f,,(0) e u = f(0), temos u, — u em
Xe

I(u) <liminf I(u,) < c—¢/2,
por ser f,,(0) < ¢ —e/2, uma vez que f, € I'1. Decorre entdo u € I._.js.

Como ® é uma funcao continua, se definimos

6, = sup |P(tu, + (1 —t)u) — ®(u)],
te(0,1]

entdo 9/, — 0. Para assegurar isto, considere dado ¢’ > 0. Da continuidade de ® existe
0" > 0 tal que
|®(v) — @(u)| < &', Vv € By(u),

desde que u,, — u, para algum ny € N vale
Hun - U’|| < 6/7n 2 Ny,

1Sso acarreta
|[(tun, + (1 = t)u) — ul| = t[u, —ul| <

<|Jun, —ul|| <d',Vt €[0,1],n > ny,
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e, concomitantemente,

by, = sup [P(tun + (1 —t)u) — (u)| < €',n = n,
te(0,1]

mostrando que 9§/, — 0. Se 0/ = |®(u,) — ®(u)|, entdo, também pela continuidade de

®, temos ¢/ — 0. Escrevendo, pois, 9, = max{0d,,,d"'} vale 6, — 0 e
O(tu, + (1 —1)) — O(u) < |P(tuy, + (1 — t)u) — @(u)| < dp,
que, por sua vez acarreta,
D (tu, + (1 —t)u) < ®(u) + 0, < D(u) + 0, + (0, + H(P(uy,) — (1)),

porquanto
B+ (1) — D)) > |B(u,) — B(w)] + H(O(u,) — D(u)) >
> P (un) — P(u)] + t(P(u,) — ®(u)) >0,V € [0,1].
Dos argumentos expostos até entao concluimos
O(tu, + (1 —t)u) < td(uy,) + (1 —t)P(u) + 26,
e, por ser ¥ uma funcao convexa, vale que
U(tu, + (1—-)u) < tW(u,) + (1 —t)¥(u), vt € [0,1],Vn € N,
Concluimos, por fim,
I(tu, + (1 — t)u) = (tu, + (1 — t)u) + ¥(tu, + (1 —t)u) <
< tP(uy) + (1 — )P (u) + t¥(uy) + (1 — )W (u) + 20, =
=tI(up) + (1 —t)I(u) + 24,
como [(u,) <c—¢/2el(u) <c—eg/2, ed, — 0 obtemos, para algum ny € N
I(tu, + (1 —=tu) <c—¢e/2+420, < c—¢e/d,n > ny.
(Basta escolher ny com §,, < &/8 para n > ng). Diante desse fato, concluimos que
g(t) = tu, + (1 — t)u,n > ng,

¢ um caminho em I._.;4 com g(0) = u e g(1) = u,. Assim, u pertence a mesma

componente conexa por caminho de u,, ou seja, u € Wy. Como ja foi mostrado que
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uw € I._./9, temos u € Wy N I._c/5. Sendo v, = fu(1) e v = f(1), por um argumento
analogo deduzimos que v € W, N I._./5 e entao f € I'y, mostrando que I'; é completo.
O
Sendo I'y um espago métrico completo o funcional
o(f) = sup I(f(t)), feTh
te(0,1]

é sct e limitado inferiormente por c¢. Pelo P.V.E., podemos fixar f € I'; tal que

o(f)<c+e

©(g) —(f) = —ed(f, g).

(Aqui escolhemos 0 = ee A = 1 no P.V.E.). Definindo A = f([0, 1]), temos A compacto,
por ser a imagem de um compacto por uma funcao continua, AC X—-N=X—-g =X

e

c<supl(u)= sup I(f(t)) <c+e.
ucA t€l0,1]

Podemos entao aplicar o Lema de Deformacao e obter a, conforme o Lema. Se
g := (aso f), entdao g € T'y, 0 < s < 50, desde que sy =~ 07. Mostremos que I(g(0)),
I(g(1)) < ¢ —¢/2. Temos as seguintes possibilidades:
L. I(f(0)) > c—e.

Pelo Item 3 do Lema de Deformacao, temos

1(g(0)) = I(f(0)) = I(as(f(0))) = I(f(0)) < —2es <0

e assim

1(g(0)) < I(f(0)) <c—e/2<c—¢e/4,

pois f(0) € Lo—syo.
2. I(f(0)) < c — <.

Nesse caso, pelo Item 2 do Lema,
1(g(0)) = I(as(F(0))) < T(f(0)) +25 <c—=+ 25 <c—2/2,

para s < 1/4.
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Em todo caso I(g(0)) € I.—./2. O mesmo argumento se aplica a I(g(1)). Resta
concluir ¢(0) € Wy e g(1) € W,. Como a5 é continua e I(g(0)) < c—¢/2 < c—¢e/4,
entao g(0) = as(f(0)) pertence a mesma componente conexa por caminho de f(0) em
I.—c/s (h(s) = as(f(0)) pode ser escolhido como o caminho que atesta tal propriedade),
isto é, g(0) € Wy. Similarmente, concluimos que g(1) € W,. Logo, pelo P.V.E. e pela

Sentencga (1.6) no Lema de Deformagao

—2es > p(g) — p(f) > —es,

o que é um absurdo. Esta contradicao foi obtida sob a admissao K. = &, logo, ocorre

K. # @ e ¢ é um valor critico de /. m

Observacao 2.4 1. O numero c dado no Teorema do Passo da Montanha € referido

por nivel do Passo da Montanha.

2. No Teorema 2.3 a propriedade 1(0) = 0 € admitida apenas por simplicidade, de
modo que os itens 1 e 2 podem ser modificados para
1. a:= Hiﬂi](u) > 1(0);
2. |le|]| > r e I(e) < I(0).

Para garantirmos a validade do Item 2 da Observacao precedente consideramos
B :=1(0) e o funcional J(u) = I(u) — B = (®(u) — B) + ¥(u). O funcional J satisfaz
(Hy), pois ®; = (® — B) € CY(X,R) e ¥ é sci, convexo e préprio. Além disso, se

u € X é um ponto critico de J entao
O (u)(v —u) + ¥(v) — V(u) >0,Vv € X,

Sendo ¢ = ¢/,
O (u)(v —u)+V(v) —V(u) >0,Vv € X,

e entao u é um ponto critico de I. Se [ verifica os itens 1 e 2 na versao da presente
Observacgao, entao J satisfaz

3. a:= Hiﬂi«](u) > J(0) = 0;

4. |lel]| > r e J(e) <0=J(0).

Se o funcional I satisfaz a condigdo (PS), o funcional J também a satisfaz,

porquanto a condi¢ao J(u,) — ¢ equivale a I(u,) — ¢ + B. Logo, se (u,) é uma
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sequéncia (PS) no nivel ¢ para o funcional J é uma sequéncia no nivel ¢ + B para
I, assim (u,) deve possuir uma subsequéncia convergente, por satisfazer I a condigao
(PS). Isso mostra que J satisfaz a condi¢ao (PS). Aplicando o Teorema do Passo da

Montanha ao funcional J concluimos que

¢ =inf sup J(f(t))

feltefo)

¢ um valor critico de J e, portanto,

c=inf sup I(f(t)) = + B

Felefo,1]
¢ um valor critico de 1.

Apresentamos a seguir dois corolarios do Teorema do Passo da Montanha.

Corolario 2.5 Suponhamos que o funcional I : X — (—o0,00], I = &+ ¥V, satisfaca
as condigoes (Hy) e (PS). Se 0 é um minimo local de I e v € X — {0} satisfaz
I(v) < I(0), entao I tem um ponto critico u € X — {0,v}.

Demonstracao. Podemos supor que I(0) = 0, caso nao se verifique isto definimos
J =1—-1(0) e, conforme a justificativa do Item 2 da Observagao 2.4, os pontos criticos
de J sao também pontos criticos de I e basta seguirmos a demonstracao com J, que

verifica J(0) = 0. Caso existam r,a > 0 tal que

[(u) > a > 0 = I(0),Yu € 3B,(0)

e ||v|| > r estao verificadas as hipdteses do Teorema do Passo da Montanha e existiria
u € K., onde ¢ é o nivel do Passo da montanha. Obtemos u ponto critico de I e
u € X —{0,v}, pois

Iu)=c>a>0=1(0) > I(v).

Consideramos agora o caso em que nao existem a,r > 0 verificando as hipdteses
do Passo da Montanha. Fixemos entao 0 < ' < r < ||v|| tal que I > 0 em B,(0),

basta escolher 7 de modo que I(0) = 0 é minimo em B,(0). Vale entdo que

inf I(u) =0,

ueaBT/(O)
porquanto a negacao da identidade acima acarreta, em virtude de valer I > 0 em

0B,.(0), que para algum a > 0,

I(u) >a>0=1(0),Y € 9B,(0),
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contraditando a admissao em vigéncia. Como I é sci com min I(u) = 0 podemos
u€B;-(0)

aplicar o P.V.E. a I|p, (o), escolhendo 6, = 1/n* e \,, = n, para obtermos v, € 9B,.(0)
e u, € B,(0) tal que

1 1
< Tu) < T(0) S0+~ lun = vll <
e
1 —
I(v) = I(u,) > —=||v — u,l|, Yv € B,(0).
n
Vale a seguinte implicacao
1 1
[un|| = [lvnl] < [lun = vnll < == unl] < lvall + —,
n n

com isso, para algum ng € N, como ||v,|| =1 <,
1
lunll < fJoall + — < 7,0 2 1o,

Concluimos entao que u, € B,(0) para n > ng. Fixemos n > ng e escrevamos, para
ve X, w=tv+(1—1t)u,. Fazendot — 0 temos w — u, e entao ||w|| — ||u,||. Assim
para algum ¢, € (0, 1),

w € B,(0),t € (0,t,).
Das estimativas obtidas do P.V.E. para I|p, () obtemos

1
— = I(u,) =0

0 < I(uy) < =

e que para t € (0,t,)

o~ | < () ~ T,
Utilizando I = & + ¥ e a convexidade ¥ concluimos que
—%tHv Cul| < I(tv+ (1 = tuy) — I(uy) <
< (P(tv+ (1 — t)uy) — P(uy)) + (U (v) — U(uy,)),
dividindo os membros da tultima desigualdade por t e fazendo ¢ — 0 concluimos entao

B (1) (0~ )+ T(0) ~ () > |0~ |

Pela arbitrariedade de n e v podemos concluir que (u,) (precisamente (uy)n>n,), €

uma sequéncia (PS) no nivel 0. Como [ satisfaz a condicao (PS), existe entao (u,,)
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subsequéncia de (u,) com wu,, — u. Pela Proposicao 1.12 u é um ponto critico de
I, resta concluir que u € X — {0,v}. Consideramos que (u,) foi obtida satisfazendo
l|un, — vn|] < 1/m com [|v,]| = r'. Segue que
1 1
[on, || = lun, || < W [on, || < [fun, || + ny’
das propriedades de limite,

r' < lull

Como também vale ||uy, || < [|vn,|| 4+ 1/n; temos
[Juf] < o'

e, por conseguinte,

0 <7’ =|lul] <7 <|ll],

mostrando u #0eu #v. m

Corolario 2.6 Suponhamos que o funcional I : X — (—o0, 00|, I = &+, satisfaca
as condigoes (Hy) e (PS). Se I tem dois pontos de minimo locais, entao I possui ao

menos trés Pontos Criticos.

Demonstragao. Sejam ug e u; os dois minimos locais da hipétese. Suponhamos, sem
0 )
prejuizo em generalidade, I(u;) < I(up). Como uy é um minimo local de I entao é
ponto critico. O resultado segue entao imediatamente do Corolério anterior com uy no
lugar de 0 e u; no lugar de e. De fato, consideremos que I(ug) = 0, se assim nao for
) Y
substituimos I po J = I — I(up) cujos os Pontos Criticos sdo também Pontos Criticos
de I. Analogamente a demonstracao do Corolario anterior, consideramos dois casos:

primeiro que existem existam a,r > 0, ||ug|| < r < ||u1]|, tal que

I(u) > a>0=1I(uy),Yu € 9B, (up).

Nesse caso podemos repetir a demonstracao do passo da montanha e concluir que

c=inf sup I(f(t)),

fel tefo,1]

com

I'={fecC(0,1],X); f(0) =u, f(1)=w},
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¢ um valor critico de I. Existe entao u ponto critico de I com
Iu)=c>a>0=1I(ug) > I(u),

mostrando que u € X — {ug,u1} e que I possui ao menso trés ponto criticos. Se nao
existem a,r > 0 conforme o primeiro caso, o argumento ¢ o mesmo dado no Corolario
anterior. m

Em Willem, [26, Teorema 1.15], esta registrada uma versdo do Teorema do
Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz (Teorema 2.1) na qual nao se assume a
condicao (PS) para o funcional I € C'(X,R). Nao se pode concluir, nesse caso, que o
nivel do Passo da Montanha é um valor critico de I, nao obstante, o resultado assegura
que ao nivel do Passo da Montanha estd sempre associado uma sequéncia (PS). No
caso dos funcionais que satisfazem (Hy), Szulkin, [25], ndo registra uma versao do
Teorema 2.3 sem a condigao (P.S), isso foi feito por Alves e de Morais Filho em |2,
Teorema 3.1].

Na introducao do capitulo descrevemos as etapas do argumento de contradicao
que nos viabilizou demonstrar a versao do Teorema do Passo da Montanha para fun-
cionais que satisfazem as condigoes (Hp) e (PS)*. Uma leitura mais atenciosa do
argumento exposto (segue a sugestao implicita a fazé-la) mostra que a condigao (PS)
nao foi utilizada diretamente na contradicao obtida, se fazendo necessaria somente para
assegurar a aplicabilidade do Teorema 1.23, o Lema de Deformacao para os funcionais
da forma (Hy). O Teorema 1.23 é consequéncia das estimativas obtidas no Lema 1.21,
este 1ltimo que é consequéncia da Sentenga (1.4) na Proposi¢ao 1.19, segundo a qual

a condicao (PS) implica que, para cada gy > 0 existem ¢ € (0,¢,) e v, € X tais que
Q' (u)(vg — u) + ¥(vg) — ¥(u) < —3el|vg — ul],

para u ¢ N cumprindo ¢ —e¢ < I(u) < ¢+ ¢, onde N denota uma vizinhanga de
K.. Mediante o exposto, concluimos que a condigao (PS) foi utilizada para garantir
a validade da Sentenga (1.4), que por sua vez implica subsequentemente o Lema 1.21,
o Teorema 1.23 e a contradigdo indicada na introdugao obtida na demonstracao do
Teorema 2.3. Isso é o que foi observado por Alves e de Morais Filho culminando no

resultado que apresentamos agora:

1O argumento também foi exposto em detalhes na demonstracio do Teorema 2.3.
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Teorema 2.7 (Passo da Montanha sem a condi¢ao (PS)): Suponhamos que o funcio-
nal I : X — (—o00,00|, I = ® + VU, satisfaca (Hy). Se existem r > 0 e um elemento

e € X tais que

1. a:= inf I(u) > I(0) =0;

llull=r

2. |le|]| >r el(e) <0=1(0).

Entao, definindo

c=inf sup I(f(t)),
af sup. (f(2))

['={feC([0,1],X); f(0) =0, f(1)=e},

concluimos que existe €y > 0 tal que para cada € € (0,g0) existe ue € I ([c —&,c+¢])

satisfazendo
O (ue)(v —ue) + V(v) — V(u.) > —3¢lv — u||, Vv € X.

Demonstragao. A prova do teorema segue da discussao imediatamente anterior ao
seu enunciado: suponha que a tese nao seja valida. Dado g9 > 0 deve entao existir

e € (0,e0) tal que para u € I ([c — &, ¢ + €]) existe vy € X satisfazendo
D' (u)(vo — u) + U(vg) — ¥(u) < —3¢l|vg — ul]

que ¢ a tese da Proposicao 1.19 e portanto implica a contradicao obtida na demons-

tragao do Teorema 2.3 (Teorema do Passo da Montanha). m

Coroléario 2.8 Suponhamos que o funcional I : X — (—o0, 0], I = &+ W, satisfaca
as condigoes (Hy) e (PS) e verifique as hipdteses do teorema anterior. Existe entdo

um sequéncia (PS) associada ao nivel do Passo da Montanha

c = inf sup I(f(t)).

feltelo)

Demonstragao. No teorema anterior, escolhendo €, = 1/n temos, para algum ng € N,

en € (0,e9), para n > ng. Para cada n > ng existe u, tal que

1
O (un) (v — up) + V(v) — ¥(uy,) > _3ﬁHU — u,||,Yv € X
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comc—1/n < I(u,) < c+1/n. Assim I(u,) — c e (u,) é uma sequéncia (PS) no
nivel c. m
Na Segao 3 de [25] sdo ainda registrados mais dois resultados tipo Passo da

Montanha que apresentaremos a seguir.

Teorema 2.9 (Passo da Montanha Generalizado): Suponhamos que o funcional I :
X — (—o0,00], I = &+ U, satisfaga as condigoes (Hy) e (PS). Seja X = X; @ Xy

com dim X; < co. Se
1. Existem a,r > 0 tais que I|pp, 0)nx, = a;

2. Ezistem R > r e ey € Xo, |leo]| = 1, tais que I|sp < 0, onde B = Br(0) ®
{ten; 0 <t < R}.

Entao, o nimero

c = inf sup I (u),
fel“ueg ()

com
I'={feC(B,X); flo = Idop},

€ um valor critico de I.

A prova deste resultado segue um processo analogo ao do Teorema 2.3. A propri-
edade flop = Idypp que caracteriza os elementos de I' nos permite, via argumentos do
grau topolégico de Brower ®, concluir que ¢ > a > 0 (vide [22, Teorema 4.1]). Supo-
mos entao que ¢ nao é valor critico de I e aplicamos o Lema de Deformacao escolhendo

e € (0,¢), obtendo a deformagdo a. Definimos entao a colegao
I'={feC(B,X); floap = Idop emI._.;4, (Lo f)lop <c—e/2}.
Mostramos que I'y é subespago métrico completo de C'(B, X), com I' C T'y, satisfazendo

¢y = inf sup I(u) = inf sup I (u) = c.
! ferlueg ( ) fel“ueg ( )

A colecao I'; cumpre ainda a, 0o f € I'y para f € I'; e s & 07, procedendo de modo
similar ao feito no Teorema do Passo da Montanha, obtemos uma contradi¢ao utilizando

concatenadamente o P.V.E. e a Sentenca (1.6) do Lema de Deformagao.

$Para um estudo das propriedades do grau topolégico de Brower indicamos [11, Capitulo 1].
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Teorema 2.10 (Ponto de Sela): Suponhamos que o funcional I : X — (—o0, 0],
I =&+ ¥, satisfaca as condi¢oes (Hy) e (PS). Seja X = X7 ® X5 com dim X; < co.
Se

1. Existem r >0 e a € R tais que 1|y, @0)nx, < a;
2. Existe a’ > a tal que I|x, > d'.

Entao, o nimero

¢ = inf sup I(u),
fGFueg ()

com B=B,.(0)NX; e
I'={f e C(B,X) flop = Idsp},

é um wvalor critico de I.

A prova deste tltimo teorema segue uma ideia similar & do anterior. A omissao
das demonstragoes dos Teoremas 2.9 e 2.10 se deve ao fato de que, no capitulo re-
ferente as aplicacoes, nao apresentaremos aplicagoes destes resultados, nao nos sendo
entao crucial estuda-los em inteireza de detalhes; corroborando a agilidade da leitura
e, como ¢é natural pressupor, a amenizacao do labor inerente a um trabalho como o

aqui desenvolvido.

2.2 Resultados minimax via Teoria do Género

Esta secao se dedica aos resultados minimax utilizando a Teoria do Género, que
nos fornece resultados de multiplicidade de pontos criticos. Uma discussao sucinta, com
mencoes as referéncias bibliograficas que apresentam um estudo da Teoria, constara em
Apéndice B. O conteddo a ser exposto tem como diretriz a Secao 4 de [25], desenvolvido
por Szulkin.

Nao ¢ dificil concordar com o incomodo da leitura de uma se¢ao que nao registre
os elementos minimos para a compreensao do que se pretende expor. A fim de nao
culminar no infortinio de uma forgosa leitura, com transito entre apéndices e capitulo,
apresentamos a definicao do género de um conjunto e um resumo das propriedades

utilizadas nos resultados arrolados.
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Considere ¥ a colegao de todos os subconjuntos de X — {0} que sdo fechados e

simétricos. Definimos o Género de um conjunto A € ¥ como segue.
Definicao 2.11 Seja A € X, Definimos

1. A # & tem género n € N, se n é o menor inteiro positivo tal que existe f €

C(A,R™ —{0}) impar. Denotamos v(A) = n;

2. se A # @ e nao existem n € N e f como no item anterior dizemos entdo que A

tem género infinito, y(A) = co;
3. se A=, entdo y(A) := 0.

Listamos agora as principais propriedades relativas ao género de um conjunto:

Fixemos A, B € X, valem:

(G1): Se existe f: A — B continua e impar, entao v(A) < ~(B).

(G2): Se A C B, entao y(A) < ~(B).

(G3): (AU B) <~(A) +~(B).

(G4): Se 4(B) < oo, entao y(A — B) = v(A) — 7(B).

(G5): Se A é homeomorfo a S"!, onde S"! := {z € R";|z| = 1} denota a esfera
unitaria de R", entao y(A) = n.

(Gg): Se 2 € R™ é aberto, limitado e simétrico, com 0 € €, entao v(9Q) = n.

(G7): Se A é compacto, entdo y(A) < oo e existe §y > 0 tal que v(Ns(A)) = v(A) para

5 €(0,09), onde Ns(A) :={u € X;d(u, A) <d}.

As referéncias para a prova das propriedades consta no Apéndice B. Denotemos
por C a colecao de todos os subconjuntos nao-vazios, fechados e limitados de X. Defi-
nimos em C a métrica, denominada métrica de Hausdorff,

di(A, B) = max{supd(a, B),supd(b, A)}. (2.2)

acA beB
O par (C,d;) constitui um espago métrico completo (vide [20, p. 279]). Denotando
agora por I' C C a colegao dos subconjuntos nao-vazios, compactos e simétricos de X,

temos (I', dy) um subespago métrico completo (Proposi¢ao A.3). Definindo entao

T, :={AeT:0¢ AA(A) =) (2.3)
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concluimos que (I';, d;) é um espago métrico completo, por ser I'; um subespago fechado
de I', que, por sua vez, é completo. Antes de enunciarmos os teoremas principais da

secao apresentamos alguns resultado auxiliares.

Proposicao 2.12 Se A, — A em (C,d;), entdo para cada u € A existe uma sequéncia

(un), com u, € A,, tal que u, — u em X.

Demonstragao. Seja u € A. Para cada n € N, da definicao de distancia, existe
u, € A, tal que
1
|lun — ul| < d(u, A,) + -

Com isso, pela defini¢ao de d; em (2.2),

1 1 1
|lun —ul] < d(u, An) + = <supd(a, A,) + — < di (A, 4,) + —.
n acA n n

Como, por hipdtese, A, — A, entao di(A, A,) = 0 e ||u, —ul| = 0, isto é, u, = u. ®

Corolario 2.13 Suponhamos I : X — (—o0, 00] um funcional sci. Entao o funcional

¢ :T'; — (—o0, 00] definido por

p(A) = sup I(u),

ueA

¢ um funcional sci.

Demonstracao. Suponha que A, — A em I';. Dado u € A, segue da proposicao

anterior que existe (u,) com u, € A, e u, — u. Do fato de I ser sci segue entao que

I(u) < liminf I(u,) < liminf sup I(u) = liminf p(A4,,),
UGAn

das propriedades de supremo,

©(A) =sup I(u) < liminf ¢(A4,),

u€A

mostrando que ¢ é sci. ®

Antes da proposicao seguinte estabelecemos a notacao:
Ny(B) = {u € X; d(u, B) < 4},

onde B denota um subconjunto arbitrario de X.
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Proposigao 2.14 Se Ael'; e0 ¢ A, entdo y(A) > j.

Demonstracao. Suponha A € I';. Existe entdo A, € I' com y(A,) > je A, - Aem
(', dy). Disso e da definigao de d; em (2.2), dado 6 > 0 existe ng € N com

sup d(u, A) < di(A, A,) < d,n > no,

u€EAn

dado entao u € A,, temos

d(u, A) < sup d(u, 4) < 6,0 > no,
u€EAn

o que garante que A, C Ns(A), para n > ny. Como A € I'; C I' temos A compacto,
assim, pela propriedade (G7), existe 0y > 0 tal que y(A) = v(Ns(A)), § € (0, ).
Escrevendo § = /2, para algum n; ocorre A,, C Ns(A) e, por (G3), obtemos

V(A) = v(N5(A)) = v(Ang) 2 J-

Apresentamos o primeiro resultado que assegura multiplicidade de Pontos Criticos.

Teorema 2.15 Suponhamos que o funcional I : X — (—o0, 00|, I = ®+V, satisfaca

as condigoes (Hy) e (PS) e que I(0) =0 com ®, ¥ pares. Se o nimero

e SR

satisfaz c; € (—00,0), j € {1,...,k}, entdo I tem, ao menos, k pares de Pontos Criticos.

Demonstracao. Dado j € {1,...,k} podemos escrever ¢ := ¢; = c¢j;, para algum
p > 0 natural (no caso mais simples p = 0 e ¢; # ¢;, quando j < 4, i € {1,...,k}).
Temos 0 ¢ K., pois, das hipéteses, ¢; < 0 = I(0) para j € {1,...,k} arbitrdrio. Ainda,

K. é simétrico, porquanto sendo ®, ¥ par, temos [ par e entao, se u € K., vale que

também, sendo ¢’ impar, por ser ¢ par, e u ponto critico de I,
' (—u)(v— (—u)) + ¥(v) — ¥(—u) = ¢ (u)(—v —u) + ¥(—v) — ¥(u) > 0,Vv € X,

mostrando que —u € K. e, concomitantemente, que K, é simétrico. Concluimos entao

que K. € ¥ e podemos calcular y(K.). Nosso objetivo é assegurar que v(K,.) > p+ 1,
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isso implicard no resultado desejado. Suponhamos, por contradigao, que valha v(K,.) <
p, isto é, y(K.) < p. Sendo K. compacto (Proposigao 1.12), por (G7), nés podemos
escolher ¢’ > 0 tal que y(Nay (K.)) = v(K.). Definamos ¢ : I'; — (—00, 00| por

p(A) = sup I (u),
u€A
pelo Corolario 2.13 ¢ ¢ sci e limitado inferiormente por ¢ = ¢; € (—00,0).
Definamos agora N = Ng(K,.) e g = min{1,4’, —c¢}. Aplicamos entao o Lema

de Deformacao e escolhemos ¢ € (0,g9) conforme o Lema. Pela definigdo de ¢ = ¢; =

... = Cjt+p, podemos escolher A; € I';;, satisfazendo

¢ < sup I(u) < c+e?<c+e<0.
ucA
(As duas ultimas desigualdades se justificam por ser 0 < € < &g, g9 < 1 e g9 < —c,

assime? < eec+e <c—c=0). Comisso, 0 ¢ A; e, pela Proposicio 2.14, concluimos

que y(Ay) > j+p. Sendo Ay := (A; — Nog(K.)) C A; temos, por propriedade supremo
sup (u) < sup I(u) < ¢+ &2
u€As u€A;

e, por (G4), como nossa hipétese de contradigao garante v(Nog (K.)) = v(K.) < p,

Y(A2) > (j+p) —p=J.

Isso entao nos garante que Ay € I'; e p(A) < c+¢e? < c+e. Aplicando o PV.E. a ¢

com § =e? e A = 1/e, concluimos que existe A € T'; com

c<p(A) <p(Ay) <cte, di(AAy) <e

QD(B) — QO(A) > —€d1(B,A),\V/B S Pj.

Como ¢ < g9 < ¢, temos € + & = ¢, para algum ¢ > 0. Dado u € A, por ser A
compacto como elemento de I';, existe uy € Ay tal que d(u, Ay) = ||us — ul|, para ver

isto considere (u,) em Ay com
[lun = ul| = d(u, A),

o que é possivel por ser d(u, Ay) = inj ||lv — ul|, dai, a compacidade de A implica que
vEA2

(u,) possui subsequéncia (u,;) convergente para algum uy € As e, entao,

|[ug — | = lim ||u,, —u|| = d(u, As).
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Ante ao exposto, segue-se que, dados u € Aewv € K,

[lu =l = ffuz = ][] = [[u = ],

sendo Ay = Ay — Noy(K.)), temos
llu—v|| >20 —e=8§+¢& >0,

pela arbitrariedade de v € K, concluimos que d(u, K.) > ¢’ para u € A qualquer e
entdo ANN = ANNy(K,) =@, istoé, A C (X —N) =X — Ny (K.), mostrando que A
satisfaz as hipéteses do Lema de Deformacao (Teorema 1.23) com N = Ny (K,.). Pelo
Corlario 1.25, sendo I = &4+ V¥ com ¢ e ¥ pares, podemos considerar uma deformacao
cumprindo os itens do Teorema 1.23, a, : A — X, com a4 impar. Definindo B =
as(A) temos B compacto (como imagem de um compacto por uma aplicagao continua)
e simétrico. De fato, seja v = as(u) € B, assim —v = a,(—u), por ser A simétrico e ag

fmpar. Se s ~ 0T, pelo Item 2 do Lema de Deformacao,
Iag(u)) < I(u)+2s < (c+¢)+2s <0,Vu € A,
assim, por 1(0) =0, temos 0 ¢ B e B € T', analogamente

supI(u) =p(A) <c+e<0
ucA

e concluimos que 0 ¢ A, pela Proposicao 2.14, v(A) > j, por (G;), obtemos v(B) >
v(A) > j. Isso acarreta que B € T'; e, dado v = a4(u) € B, pelo Item 1 do Lema de

Deformacao, ||as(u) — ul|| < s, acarretando, pela defini¢ao de distancia
A, 4) < [Jas(u) — ]| < 5

e, do mesmo modo,
d(u, B) < |las(u) —ul| < s,
segue-se, portanto,
di(B, A) = max{supd(u, B),supd(v, A)} < s.
ucA veB
Das estimativas obtidas pelo P.V.E. e pela Sentenga (1.6) no Lema de Deformagao

obtemos

—2es > sup I (as(u)) —sup I(u) >
u€A u€A

> p(B) —p(A) = —es,
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que é uma contradi¢do. Devemos entao concluir que v(K.) > p + 1. Mostremos que
isso implica no resultado.

Sendo v(K,.) > p+ 1, em particular, v(K.) > 1 e, da arbitrariedade de j, vale
v(K) > 1, j € {1,..,k}. Diante disto, temos K., # &, pois K., = & implica
v(K.;) = 0. Como K., é simétrico nao-vazio, pelo menos dois elementos, u; e —u;,

pertencem a K.,. Se ¢; # ¢; para i # j, entao u; # u;, para i # j, pois
I(w;) = ¢; # ¢j = I(uy),

assim [ possui ao menos k pares de pontos criticos, (u;, —u;)1<;j<k, as condigdes ¢; < 0
e 1(0) = 0 acarretam u; # 0. Caso ¢ = ¢; = ¢j4, para algum p > 0, entao y(K,;) > 1
e K, ¢ infinito (Proposigdo B.3) e I tem uma infinidade de pontos criticos.
Observagao 2.16 Se I = O+ satisfaz (Hy), com ®, U par, entao " € impar e entao
—9’(0) = '(—0) = P'(0), assim '(0) = 0. Vale também que ¥(0) é um minimo de
U (vide Exemplo 1.6). Assim,

O’ (0)(v—0)+ ¥(v) — ¥ (0) =¥(v) —¥(0) >0, YveX,

mostrando que 0 é um ponto critico de I. Fica entao registrado que o Teorema 2.15

assequra a existéncia de Pontos Criticos além do nao-trivial para 1.

Antes de enunciar o préximo resultado faz-se necessario recordarmos o conceito

de fungoes homotdpicas:

1°- Sejam B € X e f,g € C(B,X). Uma aplicagio h € C([0,1] x B, X) tal que

h(0,-) = f e h(l,-) = g € dita uma homotopia das fungoes f e g.

2°- Duas fungoes f,g € C(B, X) sdo ditas homotdpicas se existe um homotopia de f
e g; escrevemos f = g para indicar que f e g sdo homotopicas

A nocao de fungoes homotépicas pode ser entendida num aspecto mais am-
plo, quando B e X denotam espacos topoldgicos arbitrarios (vide Subsegao A.2.1 do
Apéndice A). Para o sentido que empregaremos aqui ¢ suficiente considerar B € X,

com X espaco de Banach.

”

Observagao 2.17 A relagao "~"¢ de equivaléncia.
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As propriedades e uma discussao sucinta sobre fun¢oes homotépicas consta no

Apéndice A.

Teorema 2.18 Suponhamos que o funcional I : X — (—o0, 00|, I = ®+V, satisfaca
as condigoes (Hy) e (PS) e que 1(0) = 0 com ®, ¥ pares. Suponhamos que existam X, e
Xy subespacos fechados de X com X = X1 Xy, dim Xy < oo e dim Xy < dim Xy < o0.
Se

1. existem a,r > 0 tais que I|aBT(O)ﬁX1 > ay
2. I(u) — —o0 se ||ul]| = o0, u € Xo,
entao I possui, ao menos, k = dim Xy — dim X, pares distintos de pontos criticos.

Demonstracao. Iremos supor que I nao possui pontos criticos em I_,, para algum
b > 0. Se isso nao ocorresse, entao para cada b > 0 existira u; ponto critico de I e isso
nos fornece um infinidade de Pontos Criticos para I, basta considerar u; € I_; ponto
critico de I; definimos by = —I(u;) + 1 > 0 e consideramos entdo uy € I_p, ponto

critico de I, temos ug # uy por ser
](UQ> = —by = ](Ul) —-1< ](U1>

Indutivamente, definimos b, = —I(u,_1) + 1 e obtemos wu, ponto critico de I. Pela
construcao feita temos

I(ups1) < I(uy),¥n € N,

mostrando que {u,;n € N} é conjunto de infinitos pontos criticos de I.
Fixemos R > r tal que, sendo B := Br(0)N Xy, temos |55 < —b, 0 que é possivel
em virtude do Item 2 das hipdteses registradas. Escrevamos agora kK = m —n > 0,

onde m := dim X5 e n := dim X e definamos, para j € {1, ..., m},
H={feC(B,X); féimpar, flop =~ Idsp em I_;, por homotopia impar}, (2.4)

Ny ={f(B=V);f € H,V C Baberto em B,VNIB = @,7(Y) <m—j,Y CV,Y € ¥}
(2.5)

com V C B simétrico e, por fim,

Aj={ACX;AcTese ACU, comU aberto, existe Ay € A}, Ag CU}.  (2.6)
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Recordemos que I' denota a colecao dos Compactos, simétricos, nao-vazios de
X. Temos Idg € H, pois Idg é continua, impar, Idsp ~ Idyp e, por construcao,

Idyp(0B) = 0B C 1. Seja j € {1,...,m}, escolhendo V = & em (2.5) temos
B=1Idg(B—2)=1Idg(B-V),

ainda V = @ C B é aberto e se Y C V temos Y = &, com isso, y(Y) =0 < m — j,
consequentemente, B € A’. Disso segue também que, como B é compacto, que B € A,
basta considerarmos A = Ay = B em (2.6). Estd entao posto que H, A}, A; # .

Ainda, temos A; fechado de I', isto é assegurado no resultado abaixo:

Resultado 1: (Aj,d;) € um espago métrico completo.

Prova: De fato, consideremos que A, — A conforme d;, com A, € A;. Como I' é
completo, temos A € I' e A é compacto e simétrico. Consideremos U aberto de X com
A C U. Existe 09 > 0 tal que Ns,(A) C U, caso contrario, para cada n € N, existiria

u, € X —U com u, € Ny/,(A), isto é, d(u,, A) < 1/n. Por ser A compacto, existe

vy, tal que ||u, — v,|| = d(u,, A) (andlogo ao feito com As no Teorema 2.15). Segue-se
entao que
1
|un — val| < —,
n

novamente pela compacidade de A, uma subsequéncia (v,,) converge para vy € A,

decorre que

1
+ [lon, = vol| < — + [vn, — woll,
n;

Hum - UUH < Hunz — Up,

isto mostra que w,, — vy, como X — U ¢é fechado e u,, € X — U concluimos que
v € AN (X —U), o que contradiz A C U. Entao ocorre Ny (A) C U para algum

0o > 0. De A,, — A obtemos, para algum ng € N,
A, C N(;O(A) Cc U,Yn > ng 1.

Como A, € Aj e A, C U, pela definicio de A;, existe Ay € A’ com Ay C U. U

Definimos agora o niimero

cj = Alél/{j 21615 I(u) (2.7)

9Isso foi feito na demonstracio da Proposicio 2.15.
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Antecedendo a conclusao do teorema apresentaremos dois resultados técnicos necesséarios

a demonstracao:

Resultado 2: Sen+1 < j <m, entdo c; > a.

Prova: Suponhamos, por contradicao, que ¢; < a. Pela definicao de c¢;, existe
A € Aj com supl(u) < a, dai AN 9B,(0) N X; = &, em virtude da hipdtese
IoB,(0) > a. Isngmostra entdo que A C X — (0B,(0) N X;), ora X — (0B,(0) N X3)
é aberto como complementar do fechado 0B,(0) N X;. Da definicdo de A;, existe
A= f(B-V) e, C X—(9B,(0)NX;), de modo que, por ser V simétrico, podemos
obter Y C VcomY € 3, v(Y) < m —j e satisfazendo f(B—Y) C X — (0B,(0)N X;)
, Le.,

FB=Y)N(0B,(0)N X)) = 2. (2.8)

(o cojunto Y pode ser obtido por homotetia de 9V, veja a Figura 2.2).

Figura 2.2: representacao do conjunto Y.

Consideremos h € H a homotopia impar entre f|gp e Idgp em I_;, digamos com

h(0,-) = flag e h(1,-) = Idyp, definamos Y; = (1/2)Y e para cada (s,y) € [0, R] X 9B,

f(2s,y), 0<s %R
fl(say) =
h(2s/R — 1,vy), —R< < R.

Podemos identificar cada ponto v € B com um par (s,y) € [0, R] x OB (coordenadas

polares de u: (s,y) — sy). Vale que

fi(B=Y1)N(0B.(0) N Xy) = 2. (2.9)
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Dois casos: se s < R/2, ocorre fi(s,y) = f(2s,y), uma vez que (s,y) € Y} quando
(2s,y) €Y, entdo, se (s,y) € B — Y7, temos (s,y) ¢ Y1, (2s,y) ¢ Y e, por (2.8),

fils,y) = f(2s,y) € f(B-Y) C X = (9B:(0) N Xy).

Se for s > R/2, entdo fi(s,y) = h(2s/R —1,y) € I_, e ndo existe (s,y) € B —Y com
fi(s,y) € (0B,(0)NXy), pois, do Item 1 das hipdteses, terfamos —b > fi(y,s) > a > 0,
um absurdo, pois —b < 0.

Consideremos W a componente conexa f; '(B,(0)) contendo a origem, sendo f;
fmpar temos f1(0) = 0 € B,(0) e entdao W é nao-vazio. Vamos agora pontuar alguns

fatos concernentes ao conjunto W.

12 - Como f; é continua, entdo o conjunto f;*(B,(0)) é um conjunto aberto em B
(i. e, fi'(B.(0)) = UN B para algum U aberto de X,). Assim, as componentes
conexas de f; '(B,(0)) sdo conjuntos abertos. Particularmente, temos W aberto de B.
Suponhamos W = U’ N B, com U’ aberto em Xo;
2° - Se © € 0B = 0Bg(0), entdo ||z|]| = R > r e, fi(r) = h(l,z) = Idgp(x) =
xr ¢ B,(0). Segue-se, portanto, que W C Bgr(0) N X, e, consequentemente, que W =
U’ N (Bgr(0) N X3) é um aberto limitado de Xo;
3° - Como f; é impar (por serem f e h) temos W simétrico, pela propriedade (Gg),
concluimos que v(OW) =m 1.

Denotemos C' = f; '(0B,(0)). Mostremos que OW C C e y(C) > m. Seja x €
oW, Se ||fi(x)|| > r, por continuidade, temos ||fi(u)|| > r parau € B, := XoNBs, (x),
algum 0, > 0. Ora, sendo = € W existe y € W N B, mas isso implica pela definigao
de W que r < ||fi(y)|| < r, uma contradigdo. Se for ||fi(x)|| < r concluimos que
x € OW NW, o que nao pode ocorrer por ser W aberto. A tnica possibilidade é entao
||fi(z)|]| = r e x € C, mostrando que W C C. Novamente por ser f; impar, temos
C' simétrico. Como 0 € W e W NC =@, vale 0 ¢ C e assim C € X, de (G2) com
Y(C) > v(0W) = m **. Vamos ao argumento final do Resultado 2.

Sendo Y; = (1/2)Y, aplicando (G;) para f € C(Y,Y1) e g € C(Y1,Y) dadas por

Il Aqui estamos considerando a identificacio Xo = R™ (veja Observacao B.5.)
**Vale v(C') < m, basta considerar g; C — 0B1(0) N X5 dada por g(x) = x/||z||, que é continua e

fmpar, e aplicar (G1) e (G5). Logo, v(C) = m.
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fly) = (1/2)y e g(y1) = 2y1, temos (Y1) = y(Y) < m — j, daf,
Y(C=Y1) > 9(C) —v(Y1) =m — (m —j) =]

Sendo X = X; @ Xy, com dim Xy < oo e X fechado, estd bem definida Fy, a projecao
de X em Xj ([5, Teorema 2.10]). Por construgao, temos fi(B — Y1)N(0B,.(0)NX,) = &
e f1(C' —Y1) C 0B,(0), segue entdo que, definindo

Z = Ry(fi(C =)

temos Z simétrico, pois f; e Py sdo impares (Fy é linear e entdo fmpar). A propri-
edade f1(B — Y1) N (0B,(0) N X;) = @ garante f1(C — Y1) N X; = @ e assim, dado
T € fl(m), escrevendo * = x1 + x9, com 1 € X7 e 19 € X, temos sempre
zo # 0, dai 0 ¢ Py(f1(C —Y,) = Z. Por fim, da continuidade (P o f1), temos Z
fechado como imagem de C' — Y7, que é um compacto de B. Asim Z € ¥ e, por (Gy),
Y(Z) > v(C' —=Y;) > j. Ora, sendo Z C Xy com dim Xy = n, temos v(Z) < n < j
(mesmo argumento usado na nota v(C') < m). Essa contradicdo garante a afirmagao

do resultado 2. O

Resultado 3: A; satisfaz as sequintes propriedades:
1. Aj_|_1 C Aj, Vj S {1, 77’”}7

2. Se Ae Nj, W C X € fechado e simétrico com A C int(W) ea : W — X
¢ continua, mpar com o|lwnr_, = Idwni_, por uma homotopia impar, entdo

Oé(A) € Aj y

3. Se Z € X é compacto com y(Z) < p e I|z > —b, entdao, para 6 ~ 0T, temos
A —int(Ns(Z)) € A, sempre que A € Ajiy.

Prova: 1): Suponhamos A € Aj;; e U aberto com A C U. Pela defini¢do de A4,
existe Ag = f(B —V) € A, com Ay C U. Agora, pela definicio de A}, ,, para cada
Y CVeomY €%, temos y(Y) <m —(j +1) <m—jeentdo Ay € A; com Ay C U,
Pela arbitrariedade de U, temos A € A;, logo, Aj,; C A; 1.

2): Sejam A € A;j e a(A) C U com U aberto. Como « é continua e A compacto, temos

tMostramos na argumentacao que também vale A;. 1N A;.
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a(A) compacto, também, por « ser impar e A simétrico, temos «(A) simétrico. Resta
agora exibir Aj € A} satisfazendo Ay C U. Considere Wy aberto com A C Wy C W
e (W) C U. Para construir W, procedemos ao seguinte modo: dado u € A existe

0y > 0 com Bs, (a(u)) C U. Como « é continua, a aplicagao h, : W — R, dada por
hu(v) == |la(v) — a(u)l],

¢ também continua. Como vale
lla(u) — a(u)]] = 0 < by,

pela continuidade de h,, podemos escolher §,, > 0 com By (u) C W de modo que
hy(v) < 6u, Yv € By, (u)

equivalentemente,

|a(v) — a(u)|] < 6, = a(v) € Bs,(a(u)) C U, Vv € By (u).

Considerando, para cada u € A, o nimero 0!, construido conforme procedimento ante-

rior, basta definirmos

Wy = | J B, ().

u€A

Da hipétese A € A; decorre que existe A9 = f(B — V) € A} com f fmpar,
VNoB =@ e f(B—-V) C W,. Consideramos entdo uma extensao de a a uma
aplicagao continua e impar

a: f(B)UW — X,

(notemos que f(B) é simétrico, pois a f obtida no argumento é impar). Conforme
construimos e por ser f € H vale que f(0B) C f(B—V) C W e f(0B) C I, dai,
f(OB) C W NI e entao a aplicacao:

h(t,z) =t(@o f)(x)+ (1 —t)f(x),t € [0,1],z € B,
define uma homotopia impar entre f|sp e (@ o f)|op em I_p, assim

(@o f)lop = flos = Idas,
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em [ e (aof)eC(B,X) éimpar. Com isso temos (@ o f) € H, assim, denotando
Ay = (@o f)(B—-V), temos Ay € A e

Ay = (@(f(B=V)) = a(f(B—=V)) Ca(A) C a(W1) CU.

3): Pela propriedade (G7), podemos escolher 6y > 0 tal que 7(Ns(Z)) = v(Z), para d €
(0,dp). Fixemos § € (0,6y) e definamos Zy = Ns(Z). Consideremos A — int(Zy) € U,
com U aberto. Temos A —int(Zy) = AN((int(Zy))°), onde (int(Zp))¢ = (X —int(Z)).
Assim, A —int(Zy) é um compacto, pois é fechado como interseccao de fechados e esté
contido no compacto A. Precisamos entao mostrar que existe Ay € A’ satisfazendo
Ay C U. Seja Uy := U Uint(Z), temos entdo A C U,. Por hipétese A € A, existe,

portanto, Ay = f(B —V) € A}, com Aj C Up. Segue que

Ay —int(Zo) = f(B = V) —int(Zo) = f(B — (VU f~'(int(Z)))). (2.10)

Vamos mostrar que Ag := Ay — int(Zy) € A}, disso seguird o resultado, uma vez que
Aj C Uy e assim

AO = A6 - iIlt(Z(]) - U() - int(Zo) cU.
Devemos mostrar que V U f~!(int(Z,)) satisfaz

i): VU f~1(int(Zy)) é aberto em B e simétrico;
i): VU f(int(Zy)) N OB = &;
ii1): Para cadaY C V U f~1(int(Z)) tal que Y € X tem-se v(Y) < m — j.

Estamos supondo |z > —b com Z conjunto compacto, podemos escolher § > 0
cumprindo I|inzy) > —b. De fato, temos Z contido em I~*((—b,0)), que é um
conjunto aberto como consequéncia de ser I um funcional sci, logo, para algum ¢ > 0
temos int(N3(Z)) C N5(Z) C I71((—b, 00)). Disso se segue que f~*(int Zy) N OB = &,
porquanto e f € H implica I|spp) < —b. Lembrando que f(B —V) = Ay € A}, ,
pela definigao de A%, , podemos concluir que o conjunto V' U f ~!(int Zy) é aberto em
B como uniao de abertos, simétrico pela simetria de V' e por ser f impar e cumpre a
relagao (V' U f~!(int Zp)) N 9B = &, uma vez que V N OB = &. Estao mostrados os
itens 7) e #1). Suponha Y C V U f~!(int(Zy)) com Y € ¥. Podemos definir Y3, Y3 € &

comY; CVeY,C fH(int(Zy)) e Y =Y; UY;. Definimos

Vi={yeVYidly,B-V)>d(y,B— f'(int Z))}
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Yo={yeY;d(y,B-V) <d(y, B~ f(int Z)}.

Para cada y € Y uma das desigualdades que definem os conjuntos Y;, Y5 ocorrem,
assim Y =Y, UY,. Agora, sejay € Y, CY, comoY C VU f~!(int(Z,)) deve ocorrer
yeVouye f~(int(Zy)). Sey ¢ V,i. e,y € B—V, entdaoy € f~1(int(Zp)) e assim,
como f~1(int(Zy)) é aberto,

d(ya B - V) =0< d(ya B — f_1<int(ZO)))a

isso contradiz y € Y7, portanto, y € V e Y; C V. Pelo Resultado 1 da demonstragao
do Teorema 1.23, as aplicagoes 31 (y) = d(y, B —V) e Ba(y) = d(y, B — f~'(int(Z)))

sao continuas. Podemos escrever

Vi = (51— B2)"1([0,00)),

mostrando que Y; é fechado como imagem inversa de um conjunto fechado por uma
funcao continua. De Y7 C Y € ¥ concluimos que Y; € ¥. Analogamente, mostramos
Y, C fH(int(Zp)) e Y € ¥. Das relagoes Ay = f(B—V) € A}, e Yy C V, temos
(Y1) <m— (j+p); de Yo C f71(int(Zy)) temos f : Yo — Zy continua e fmpar, pela
propriedades (G1), 7(Y2) < v(Zy) < p. Por (G3) concluimos

1Y) <y(Y1) +9(Ya) Sm = (j+p)+p=m—j.

Estd mostrado 7). O.
De posse dos Resultados 2 e 3, passamos a conclusao da demonstracao: pelo Item

i) do Resultado 3, das propriedades de infimo,
< ... < ¢,

pelo Resultado 2,

a<c1<...<c¢c

— ~m-

Consideremos j € {n + 1,...,m} e suponhamos ¢; = ¢;4, = ¢ para algum p > 0.
Vamos mostrar que vy(K.) > p + 1, analogamente ao Teorema 2.15 isso fornece o
resultado (reveja a conclusao do Teorema 2.3). A hipétese 1(0) = 0, o fato de I ser par

junto a propriedade a < ¢;, j € {n+1,...,m}, acarretam que K, é simétrico e 0 ¢ K,
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também K. ja foi mostrado compacto quando I satisfaz a condigao (PS), assim K, € X.
Suponhamos agora y(K.) < p, fixemos ¢’ > 0 de modo que y(Nos(K,.)) = v(K.) e
denotemos Ny (K.) = N e g = min{1,¢'}. Consideramos ¢ € (0,¢0) dado pelo Lema
de Deformacao, definimos em A; o funcional

@(A) = sup I(u),

ucA
e escolhemos A; € Aj, C A; tal que
(A1) =sup I(u) <c+e* <c+e.
u€A1
Seja Ay = Ay — int(Ng (K.), pelo Item i) do Resultado 3 temos para ¢’ ~ 07 temos

Ay € Aj, ainda, por ser Ay C Ay,
o(Az) < p(Ar) <c+e”

Agora aplicamos o P.V.E. a ¢ (o que é possivel por ser A; completo) com § = £2 e

A = 1/e para obter A € A; tal que

C S SO(A) S C+827 dl(AaAQ) S €

QO(B) - gO(A) > —€d1(B,A>,VB S Aj.

Como € < g9 < ¢ e di(A, Ay) < g, é valido que AN Ny (K.) = @ (analogo ao feito
no Teorema 2.15 para A e Ay). Isso assegura que cumpre as hipéteses do Lema de
Deformacao e existe, portanto, uma deformagao ay : W — X com A C int(WW) e,
pelo Corolario 1.25, podemos considerar impar. Consideremos B := «a,(A), como [ é
sci o conjunto Iy é fechado (I_, = X — I"*((—b,0))), por nossa admissao inicial,
I_, ndo possui Pontos Criticos, aplicando o Item 4 do Lema de Deformagao (Teorema
1.23), temos
Ias(uw) < I(u) < =b,Yu e W N1,

Isso mostra que a; cumpre as hip6teses do Item i) do Resultado 3, com isso deduzimos

que B = a4(A) € A;. Ainda, pelo Item 1 do Lema de Deformacao,

llas(u) = ul] < s,Yu e W,
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pela defini¢do de d; em (2.2) temos d;(B, A) < s. Logo, combinando a Sentenca (1.6)

e a estimativa do P.V.E. obtemos
—2es > gO(B) - SO<A) > _€d1<BJA> > —€S,

uma contradic¢ao e entdao y(K.) > p + 1, concluindo a demonstracao. m
Apresentamos agora uma observacao para encerrar o capitulo que é, em verdade,

um Corolario imediato do teorema precedente:

Observacao 2.19 Nas condicoes do teorema anterior, se para cada k € N existe Xo

subespaco de X de dimensao k tal que
I(u) = —o0, |lu|| = oo,

entdo I possui uma infinidade de Pontos Criticos. Basta aplicar o teorema recursiva-

mente, para cada k > dim Xj.



Capitulo 3

Aplicacoes dos teoremas minimax

Este é o capitulo no qual exemplificamos a utilidade dos resultados obtidos nos
Capitulos 1 e 2, evidenciando a relevancia destes resultados para além de sua beleza
intrinseca e ilustrando a abordagem variacional para problemas que recaem na obtencao
de pontos criticos de funcionais da forma (Hy). As aplicagoes aqui apresentadas figuram
na Secao final de [25]. Como exemplo de outras aplicacoes da teoria exposta até
aqui indicamos os trablhos de Alves e de Morais Filho, 2|, Mancini e Musina
[21], ¢ Squassina e Szulkin, [23]. Nestes trabalhos os resultados que estudamos sao
utilizados para resolver problemas elipticos. No primeiro, é apresentada uma versao
do Teorema do Passo da Montanha sem a condi¢ao (PS), [2, Teorema 3.1], como
registrada na Secao 2.1 do Capitulo 2; no segundo é aplicado o Lema de Deformacao
para se obter um ponto critico do tipo Ponto de Sela, [21, p. 338] e, no 1ltimo, obtém-se
multiplicidade de solugoes utilizando os resultados da Teoria do Género da Secao 2.2,
[23, Teorema 1.1].

De modo geral, os exemplos que apresentaremos aqui consistem de inequagoes
variacionais cuja resolucao pode ser transliterada em se determinar um ponto critico

x

de um funcional I = ® 4+ ¥ satisfazendo (Hy), na linguagem de subdiferenciais *, os

exemplos consistem em determinar v € D(¥) com
—®'(u) € 0V (u).

O pré-requisito implicito no capitulo é, além do conhecimento das ferramentas da

Anélise Funcional, uma nogao introdutéria dos espacos LP(2) e dos espagos de Sobolev

*Vide Segao 1.2.

68
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WhP(Q) (um estudo desses espagos pode ser encontrado em [1], [3], [5] e [15]). Um
resumo das principais propriedades de espagos de Sobolev aqui utilizadas constam no
Apéndice C. No sentido de atribuir mais independéncia ao capitulo e nao tornar tacita
todas as nogoes pressupostas estabelecemos a seguir algumas notagoes: ao longo do

capitulo € RY denota um aberto limitado com fronteira suave, registramos entao:

i): O espago LP(2) é definido como o conjunto das fun¢des mensurdveis a Lebesgue

/|u|pdx < 00.

O espago LP(£2) é um espaco de Banach com a norma

[ (/Q |u]pdx> " (3.1)

i): O espago H'(Q) = W?(Q) ¢ definido por

u: 2 — R tais que

HY(Q) = {u c L*(Q); g—;fi € LQ(Q)} ,

ou
ox;

onde denota a derivada fraca de u (vide Observagao C.3 no Apéndice C). Temos

H'(Q) um espago de Hilbert com produto interno dado por

(u,v) :/VuVUda:+/uvdx
Q Q

1/2
| = </ ]Vu|2dx+/ |u]2dx) | (3.2)
Q Q

Ainda, o subespago H}(Q) = {u € HY(); u|sq = 0} T é um espaco de Hilbert. Em

€ norma

H{ () consideramos como produto interno usual
(u,v) = / VuVudz,
Q
que induz a norma (equivalente a definida em (3.2))

| = (/Q |vu\dx) " (3.3)

No que segue, as normas em LP(Q), H'(Q) e Hy' () serdo denotadas conforme

as notagoes estabelecidas em (3.1), (3.2) e (3.3), de modo que || - || indistintamente as

A identidade u|sn = 0 é entendida no sentido do traco [15, Secdo 5.5].
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normas de H*(Q) e Hj(). Fixamos ainda a notagao

2N
—) N2>3

o= { N =2 (3.4)
oo, N2
que é o expoente critico de Sobolev em H'(), i. e., H'(Q) < LP(2) compactamente

para p € (1,2*) (vide Teorema C.5). Por fim, economicamente, denotamos para f :

Q—R
Afzﬁﬂmm.

Antes de apresentar as aplicagoes registramos uma propriedade do espago H'(Q)
concomitantemente H{(Q)) e uma propriedade de espacos de Hilbert que nos serao,
0

reiteradamente, 1til em argumentos posteriores:

Propriedade III-1: Seja p € (1,2*). Se (u,) é uma sequéncia limitada em H'(Q)
(respectivamente H}(2)), entao existem uy € H'(Q) (respectivamente uy € H}(1)),

uma subsequéncia (u,;) de (u,) e a € R tais que

i): U, — up em H'(Q) (respectivamente em H;(12));

i): Un; — up em LP(§2);

i1): ||un, || = a;

) Un, (T) = up(x), q.t.p. em Q.

A prova da validade da Propriedade III-1 é assegurada pela reflexividade de HJ () e
da imersdo compacta Hj(Q) < LP(Q), os detalhes estdao registrados no Apéndice C

(Proposicao C.11).

Propriedade III-2: Se H é um espaco de Hilbert e u,, — uy com ||u,|| — ||uol|, entéao
Uy — Ug.

A Propriedade III-2 é vélida de modo mais geral, quando H é uniformemente con-
vezo (vide [5, Proposigao 3.32]), como espagos de Hilbert sdo também uniformemente
convexos, vale o resultado indicado na Propriedade I1I-2.

As aplicacoes apresentadas serao enunciadas na forma de proposicao, a fim da

preservarmos o padrao dos capitulos anteriores e para efeito de citacao.
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3.1 Aplicacao do Teorema do Passo da Montanha

A aplicacao apresentada nessa secao € a resolucao de uma desigualdade variacional
no convexo K = {u € H}(Q); v > 0, q.t.p. em Q}. Inicialmente, apresentamos um

resultado auxiliar que é consequéncia imediata das imersoes de Sobolev.

Proposicgao 3.1 O conjunto K = {u € H}(Q); u>0, ¢.t.p. em Q} é um subconjunto

convezo e fechado em H}(S2).
Demonstracao. Dados u,v € K e t € [0,1] temos
tu+ (1 —t)v >0, q.t.p. em

e entdo tu + (1 —t)v € K, mostrando que K é convexo. Se (u,) é um sequéncia em K
com u, — u em H}(Q), entdao, como H}(Q) — L*(2), temos u, — u em L*(2) e, por

consequéncia, por resultados de teoria da medida (vide [5, Teorema 4.9]),
0 < limuy, (7)) = u(z), q.t.p. em,

para alguma subsequéncia (uy,) de (u,), mostrando que u € K. Logo, K é fechado. m

Segue agora resultado principal dessa secao.

Proposigao 3.2 Consideremos K = {u € H}(Q); u>0, ¢q.t.p. em Q}. Sejam X € R,

pe(1,2*—1) ege L*) com g <0 q.t.p. em Q, entio a desigualdade variacional

/QVUV(U—U)—)\/Qu(v—u)—/gup(v—u)Z/Qg(v—u), ek  (3.5)

possui uma solucao nao-trivial u € K.

Demonstragao. Seja I : Hj(Q2) — (—00,00], [ = ® + ¥, com
\V4 2__/ 2 / p+1 /
o) =5 [ 19aF =5 [P = — [ 1u
e
0,se uek
U(u) =
o0, se u ¢ K.

Como p € (1,2* — 1) temos ® € C'(H},R) (Proposicoes D.1 e D.3) com

:/VUVU—)\/UU—/|U|pluv—/gv, v e Hy(Q)
Q Q Q Q
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Temos ¥ convexo, pois dados u, v € K, como K foi mostrado convexo temos
U(tu+ (1 —t)v) =0 =t¥(u) + (1 — t)¥(v)
e, se u ¢ Kouwv ¢ K, entao
U(tu+ (1 —t)v) < oo =tW(u) + (1 —t)¥(v).

Ainda, como K é fechado em H}(Q2) (Proposi¢ao 3.1), o Exemplo 1.5 assegura que ¥
é sci. Assim, I satisfaz (Hp), pelo Item 2 da Observagao 1.9, temos u € H}(Q) um

ponto critico de I se, e somente se, u € K e
' (u)(v —u) >0, Vo € K,

isso equivale a

/QVUV(v—u)—)\/Qu(U—u)—/Qup(v—u)—/gg(v—u)ZO, Vv e K

e com isso depreendemos que u é solugao de (3.5) se, e somente se, é um ponto critico
de I. No intento de provar a proposicao corrente iremos mostrar que I possui um
ponto critico via Teorema do Passo da Montanha (Teorema 2.3). Isto serd feito em

duas etapas.

12 etapa: [ satisfaz a condi¢ao (PS).
Suponhamos (u,) uma sequéncia (PS). Pela Observagao 1.13, Sentenga (1.3),

podemos considerar u,, € K satisfazendo
D' (up)(v — up) > —enl|lv — uy||, Yo € K, (3.6)

com &, — 0 e ®(u,) - c € R. Fixando A € (p+1)7',1/2) e v, := 2u, € K, temos

Q' (uy)(un) > —enlluy|| e entao, para algum ng € N,
— A (u)(un) < Aeplunl] < [Junll, n > no,
assim como, de ®(u,) — ¢, existe n; € N com

O(u,) <c+1, n>ny.
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Segue que para n > max{ng, n, } vale

¢ 1 [fun]| > ®(un) — AP (uy) (un) =

= (1—A> y|un||2+A<A—3)/|un|2+
<A—m>/|un|p+1+(A—1)/gun—.
= (5= 4) ol + 1.

._ _1 2 _ p _
In.—)\(A 2)/Q|un| ++(A p+1>/|un| +1+ (A 1)/gun

Mostremos que (I,,) é limitada inferiormente. Primeiramente, como A < 1, u, > 0 e

N}

onde

g <0 temos (A —1) [, gu, >0, do que segue

Iz A (A - 1) / a2 + (A - L) / =

basta entdo mostramos que (J,,) é limitada inferiormente. Fixemos R > 0, temos

1 1
2) Jlun<n PH1/ Jnsn)
1 1
2) JiunsR) P+1) Ju,>g

= J+ J?

( 1 1
o A(A——)/ |, | + (A——)/ [u,|, VneN;
2) Jiuu<ny pH1) Sz
2 1 2 1 +1
Ji=AA=-= lup|*+ (A — —— [, [P, Vne N.
\ 2 [un>R] p+1 [un>R

Ora, (J}) satisfaz

1 1
(A=) [ wPei(A- )1 <
2} Jiun<r) P+1) Jua<r)

1
<\ <A ) QIR + | (A— F) IQ|RF = B =

com

el
Il

= J!'>-B, VneN.
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Para (J2) fazemos

1 1
J,%:A(A__)/ fun? + (A__>/ [P+ =
2) Juasn] P+1) Ju.>g
1 1
— /[ . ()\ (A — 5) ]un’2 + (A — p—+ 1) \un|p+1) ’
Un >

definindo h(t) = AM(A — $)t* + (4 — Iﬁ)tp“, como (A—1/(p+1))>0ep+1>2,
temos h(t) — oo, com isso existe R > 0 satisfazendo h(t) > 0 para t > R. Segue-se,

portanto, que para tal R vale

2 = / (A (A _ 1) fun|? + (A - L) |un|p+1> - / h(uy) > 0.
[un>R] 2 p+1 [un>R]

Concluimos entao
I,>J,=J+J2>-BVneN,
consequentemente,
(e 1)+ = (5 = 4) ol - 5.
isso implica que (u,) ¢ limitada, caso contrario, se existisse (u,,) uma subsequéncia

ilimitada de (u,), como

-B 1 1 1
B (L )e et
un, |~ \2 n, || [|un, ||

1
A<
(3-4) <o

obtemos uma contradigao, pois (1/2 — A) > 0. Estd posto que (u,) é limitada, pela

fazendo j — oo,

Propriedade I1I-1, podemos considerar uma subsequéncia, ainda denota por (uy), ug €

H} () e a € R com

i) Up — Up;
i) ||un|| = a;
i): U, — U, em LPYH(Q), L2(Q) ¥
i) u, — up(x), q.t.p. em Q.
Como K é convexo fechado, o Item i) assegura que ug € K ([4, Teorema 6.2.11]),

iremos provar que ocorre limu,, = ug. Agora, definimos para u € Hj(Q)

1 A 1
®1() = 0w) — 3llull = =3 [ P = — [ = [ g,

tEventualmente, para tal propriedade precisamos passar a subsequéncias mais de um vez, estamos

preservando a notacao (uy,).
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temos ®; € C*(Hj(2),R) com

<I)’1(u)(v):—)\/qu—/glu\p_luv—/ggv:

= &' (u)(v) — (u,v), veE HHQ).

Vamos mostrar o seguinte resultado:

Resultado 1: @) (u,) — @) (ug) em (HL(Q))'.
Prova: Inicialmente, para cada v € HJ (), ||v|| = 1, utilizando o fato de que ug > 0

por ser ug € K,

B (1) (1) — ¥ (110) (v) = —A /

(tn — o) — / (@ — ),
Q Q
dai,

(@ (1) — @ (1)) (0)] < | / b — ol o] + / o]

Como H{(Q) — LPH(Q), temos u,, ug € LPT1(Q) e assim u?, uf € LPHI/P(Q). Visto

que
1 1

+ -
(p+1D/p p+1
e v € LPTH(Q) N L3(), temos pela desigualdade Holder ([5, Teorema 4.6]),

1

[(®1(un) = @1 (u0)) (V)] < [Allfun = wolla[vllo + ([, = w[[ssa][0]],11,
ainda, das imersoes H}(Q2) — LPTH(Q) e HL(Q) — L*(Q), existem C;, Cy > 0 com
lv]l2 < C1 e [o]fpsr < Collvl],

acarretando que
(@3 (un) = @1 (u0)) (0)] < [AC[un = wolly[[0]] + Colluf; = w?|[esa [Jv]] <
< NCrllun = uoll, + Colfuy; — u?[[osr.
Por iii), sabemos que ||u, — uo||l, = 0 e ||u, — wo||p41 — 0. Utilizaremos isso para
mostrar que ||[u? — u8||pr — 0.

Fixemos (u,,) subsequéncia de (u,), vale ainda que ||u,, —ugl| ,, — 0, assim

pt1
como, de (i), limu,;(r) = up(r) q.t.p. em 2. Podemos entao escolher uma sub-
sequéncia, que denotaremos por (uy, ), tal que, existe h € LPT(Q) com |u,, (x)] < h(z).

(Vide [5, Teorema 4.9]). Segue-se disso

[t (2) = ub(2)] < [, (2)I” + Jug(2)|” < (h(x)’ + uf(x)) € LPTVP(Q), q.t.p. em Q
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lim |uf, (z) — uf)’(:v)|pﬂ%1 =0, q.t.p. emQ,
pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue ([3, Teorema 5.6]), concluimos
||[u? —ug||,., — 0. O argumento exposto no paragrafo corrente foi: dada uma sub-
sequéncia (upn]) de (un), existe (vi) subsequéncia de (uy,,) com |[v; — ug ||pr1 — 0, isto
prova que, em verdade, ||uf — uf)’H% — 0.

Voltando ao Resultado 1, por (3.7), dado ¢ > 0, existe ng € N cumprindo
[ (un) = P (uo)| < [AChlun = uoll, + Colluf; = w[[oer <&, n > no,
por consequéncia

195 (un) — @ (uo)|| = sup [®)(un) — P (uo)| < e.

|lvf|=1
Logo, @) (uy) — P} (up). O

Podemos agora concluir a 1* etapa. Considerando v = uy em (3.7) obtemos
(U, uo — wp) + P (un) (ug — uy) = D' (un)(ug — un) > —enluo — wnll.
Fazendo n — oo, utilizando i) e i), por ser ||ug — u,|| limitada e €, — 0, obtemos
uol)* — a2 = 1im (un, ug) — Him(u,, uy, ) + P (uo)(0) > 0,

de onde concluimos a = lim ||u,|| < |Jug||. Como w, — wug, a Propriedade III-2
asseguram que lim u,, = uy € K.
Vamos agora mostrar que [ satisfaz a geometria do Passo da Montanha (Teorema

2.3).
22 etapa: [ satisfaz os Itens 1 e 2 do Teorema 2.3.

1. Verificagcao de 1:
Raciocinamos por contradi¢ao. Suponhamos entao que nao existam a,r > 0 tais

que g%f( )I(u) > a > I1(0) = 0. Para cada n € N podemos escolher u,, € 0B;,,(0) e
u€dBy (0

I(uy)

[lunl[> —

)

S|

se assim nao fosse, para algum ng terfamos I(u)/||ul|> > 1/ng para todo u € ABy y, (0),
o que implica

1
1) > [Jull’— = = ¥u € 9B1n, (0)
0

o
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e entao
1
inf I(u) > — >0,
u€OB /1, (0) No
mas isso é exatamente o que estamos negando. Como [ = ® + ¥, temos u, € K, do

contrario, I(u,) = co. Temos assim

D(un)  I(up

llnl* Tunl > =

Definimos entao v,, = u,/||u,||. Como (v,) ¢ limitada, analogamente ao feito na etapa
anterior, podemos considerar que v, — vo em H}(Q) e v, — vy em L*(Q), ainda, da

imersao Hg(€2) < LP*1(Q), temos (||vp]l,,,) limitada. Pela definigao de ® temos

Bu,) _ 1 J
) =53 w/m? [t - |un||2/gun—
fuall? ™2 bl
1

1
S <1
R e N [T I

Temos duas possibilidades: se vy = 0, entao

A
—/|vn|2—>0.
2 Jo

p—1
HunH /|Un|p+1_>0

p+1

pois ||us|| = 0 € (||vn||p+1) é limitada. Como g < 0 por hipdtese e v,, > 0, temos

—||un||—1/ngn >0,

utilizando estes fatos em (3.8) obtemos

1
P (uy, 1 /l val? — Huan /| VP!
|mm =3 p+1

o
lim inf 2% > 179

|un2_

(3.8)

o} I

também,

e entao

mas a desigualdade ®(u,)/||[un||* < 1/n acarreta liminf ®(u,)/||u,||* < 0. Isso é uma
contradicao.
Agora, se vy # 0, como v, — vy, com v, em K, que é convexo e fechado, temos

vo > 0. De g <0 e v, — vy em L*(Q),

/gvn—>/9%<07
Q Q
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Nluall™ [ g > o0

Q

A A

> Lo =5 [ P
Q Q

pelo que concluimos

e, junto aos fatos

© 1
|un||p /|Un’p+1 N 0
p+1
obtemos
D (uy,
lim inf (u g = 00,
|||

que novamente é uma contradicio com ®(u,)/||u.||* < 1/n. Esté, portanto, verificado

o Item 1 do Teorema 2.3.

2. Verificagao de 2:
Para verificar o Item 2 devemos provar que existe e € HJ(2) tal que |le|| > r e

I(0) > I(e). Ora, fixando u € K — 0, temos

t? A trHl
= —/ |Vul? — —t2/ |u|? — / lu|Ptt — t/ gu, t>0
2 Ja 2 Jg p+1Jg Q

Como p+ 1 > 2, fazendo t — oo, temos ®(tu) — —oo, basta entdo escolher e = tgu

com tg suficientemente grande. Esta, portanto, verificado os itens do Teorema do Passo
da Montanha. Logo, existe u € K. N K, onde ¢ é o nivel do Passo da Montanha. Na
demonstracao do Teorema 2.3 é provado também que ¢ > a > I(0), isso assegura que
u#0. m

Facamos um sintese da relacao entre as hipdteses da Proposicao 3.2 e o espago

H ():

1° - A hipédtese p € (1,2*—1) é crucial para garantir compacidade na imersao VVO1 2(Q) =
H}(Q) — LPTH(Q). Isto se fez necessdrio para se assegurar que I satisfaz a condigao
(PS). O fato p+1 > 2 também ¢ utilizado nas estimativas para se garantir a limitagao
das sequéncias (PS).

- As hip6teses g € L*(Q2) e g < 0 foram necessérias para se assegurar a limitagao das
sequéncias (PS) e na verificagao da geometria do Passo da Montanha para o funcional
I, o aspecto crucial, além do sinal de g, é o fato de g pertencer ao espago L9(f)

conjugado ao das fungdes HZ () 8.

$Lembre que dois expoentes p e ¢ sdo ditos conjugados quando 1/p+ 1/q = 1.
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Em adicao aos pontos supracitados, foi também de fundamental importancia o
fato de que H(Q) é um espaco reflexivo ¥ e, no argumento final da primeira etapa,
o de que H}(Q) é uniformemente convexo, nao sendo em verdade imprescindivel que
H} () seja um espaco de Hilbert. Diante destes aspectos, percebemos a possibilidade
de enunciar uma versao mais geral da desigualdade (3.5), fazé-mo-lo em forma de
corolario. Antes de enunciar o coroldrio, registramos a validade da imersao compacta

Wy (Q) = L¥(Q), s € [1,p*), onde p* = pN/(N — p) (vide Teorema C.5).

Corolario 3.3 Consideremos K = {u € W, ?(Q); u >0, ¢.t.p. em Q}, p > 1. Sejam
AeR,re(p—1,pr—1)ege LYQ) comg<0 qtp. emQ, 1/p+1/qg=1, entdo a

desigualdade variacional

/ |VulP2VuV (v — u) — )\/ uP v —u) — / u (v —u) > /g(v —u), Yv e K
Q Q Q Q
possui uma solugcao nao-trivial u € K.

Demonstracio. Consideremos o funcional ® : W, (Q) — R dado por

W= [V =2 [y - — [rv = [ gu 0 ewir@)

Diante das hipéSteses fixadas, temos ® € C'(W,?,R) (veja Exemplo D.6)) com

V@ = [ [9up2vuve - [wo [wne [ g vewio@)
Q Q Q Q

Diante da hipétese feita a r, vale a imersao compacta VVO1 P(Q) — L™(Q), podemos

entao reproduzir o argumento feito na Proposi¢ao 3.1 e concluir que K ¢ fechado, seja
entdo U o funcional indicador de K, segue que I = & + VU satisfaz (Hy). Como na

Proposicao 3.2, temos u € K ¢é solugao de

/Q|Vu\p_2VuV(v—u)—/\/Qup(v—u)—/ﬂur(v—u) Z/Qg(v—u), W € K,

se, somente se, u é ponto critico de I. Reproduzindo ipsis litteris os passos feitos
na primeira etapa da Proposicao 3.2., podemos concluir que as sequéncias (PS) do
funcional I sao limitadas, porquanto essa propriedade depende somente da hipdtese

€ (1,2* — 1), substituida, em nosso caso, por r € (p — 1,p* — 1).

YIsso é utilizado na prova da Propriedade III-1.
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Como p > 1, entdo Wy () é reflexivo, vale um resultado similar & Propriedade
I11-1, substituindo-se HE(Q) por Wy (Q) e 2* por p*. Assim, dada (u,) uma sequéncia

(PS), temos (uy,) limitada e podemos, entio, supor que existe uy € Wy (Q) com

i): wy, — ug em WyP(Q);

i1): u, — ug em LP(Q), L™(Q).

Isso nos permite concluir, definindo

1 A 1 r+1
010 = 0(w) Ll = =5 [ - [t [

e repetindo os argumentos do Resultado 1 da demonstragao do Teorema 3.2, que

) (uy,) — P (up). Uma sequéncia (PS) satisfaz
O (up) (v —up) > —enl|v — u,l], YveK,
com g, — 0. Fazendo v = uy (uy € K, em virtude de 7)), temos
/Q [V, P2V, V (ug — ) + @) (1) (ug — un) > —p|to — nl|,
que equivale,
/Q IVt 2V ¥ (1 — t10) < Enllto — thnl] + B} () (1 — ).

Nesse ponto, no caso do Teorema 3.2, a convexidade uniforme de H} () nos fornecia o
resultado. Nao podemos aplicar esse argumento aqui, tendo em vista que VVO1 P(Q)) nao é
necessariamente uniformemente convexo. Para concluirmos utilizaremos a desigualdade
de Tartar ([12, Lema 4.4, Capitulo I]), segundo a qual, para z, y € RY, (z,y) # (0,0),

Clz —yl?, sep>2;

P=2,. _ |,|P—2 _ >
(|2~ — [y|" "y, 2 — y)ry > . |a:—y|2

—, se l <p <2
(lz| + ly[)>=»

onde (-,-)gnv denota o produto interno usual de RY e C' = C, > 0. Vamos entdo

analisar separadamente cada caso.

1. p>2.

A sequéncia (u,,) foi mostrada cumprindo

/ IVt P2V 1 (11 — 1) < [t — thn]| + © (2 (11, — 110),
Q
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aplicando a desigualdade de Tartar com z = Vu,, e y = Vug, obtemos
C/Q \Vu, — Vugl? + /Q Vo [P 2VuoV (u, — ug) < /Q Vi, P2V, V (u, — ug) <
< enlluo = unl] + P (n) (un — uo),
que, por sua vez, implica
C/Q 'V, — Vug|P < /Q (Vuo[P2VueV (u, — ug) + enl|to — || + @ (tn) (tn — ug).
Diante disto, se mostrarmos que
/Q IV aolP Va0V (1 — tt6) + nllt — ] + B (1) (1t — 10) = 00 (1)

concluimos que
C’/ |Vu, — Vug|P — 0,
Q
mostrando que u, — uy em WyP(€). Nés vamos argumentar em verdade que

(a): enllug — un|| — 0;
(b): D (un)(uy, — ug) — 0;
(c): Jo | VuolP">VuV (u, — ug) — 0.

Prova de (a):

Ora, (||ug — uy||) é limitada, entdo, como &, — 0, concluimos &, ||uy — u,|| — 0.
Isso prova (a). O
Prova de (b):

Pela definicao de &,

& (un) (v) = —A / P — / v, v € WEP(Q)
Q Q
temos, pela desigualdade de Hélder e por ii)
|4 () (= )| < I |2l — ol + [Jup | e [Jun = ol
Sendo (uy,) limitada em Wy (1), das imersdes

Wo(Q) = L™H(Q)

Wy ?(Q) < LP(9),
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temos (|[un|lp) € (|[unl]r+1) limitadas, como [[uh ™| 2. = [Jua|[F~" e [[up[[ 2 = [[unll74,
existe M > 0 tal que

e, e < M,
dai, por i),
| () (wn — wo)| < [ Juh ™ ||z en — wollp + [y |22 [[etn — woll <
< (AIM|lun = wollp + Mfun — uollrr1 — 0.
provando (b). O

Prova de (c):

Consideremos o funcional J, dado por
Jo(v) = /Q Vo2 Ve Vo, v € Wi(Q).
Temos Jy linear e, pela desigualdade de Holder,
o) < [ 90l 190] < 111Vl L1901 1, = Balol
com By := || [Vu,|P~! ||p%1 Isso assegura que Jy é um funcional linear continuo. Como
Jo(un — ug) = /Q |VuoP2VuoV (u, — uo)

e, por 1), vale (u, —up) — 0, das propriedades de funcionais lineares concluimos ([4,

Proposigao 7.2.2; Proposicao 7.2.8]) concluimos
/ (Vuo|P2VuV (U, — ug) = Jo(t, — ug) — 0,
Q

mostrando o Item (¢). O

2. 1 <p<.

Como no caso anterior, aplicando a desigualdade de Tartar, concluimos que

|Vun — VU0|2 / 9 /
C < Vo2V V (1, — . || () (1, —100).
/Q (V| + [Vuo|)2? = Q| U wV (U, — ug) +En |0 — tn || + P (wn) (ty, — ug)

Utilizando (a), (b) e (¢), obtemos

|Vun - VU0|2
C =0,(1).
/Q<|Vun| TV - oW

Podemos escrever

|V, — Vug|P 2-p)/2
J 190 =Vl = [ G eVl + [Vl
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com
|Vun - Vu0|p
(IVtn| + [Vug[p-r)/2

€ L*7(Q)

(IVun| + [Vue|)PEP/2 e LHEP)(Q).

Como 2/p e 2/(2 — p) s@o expoentes conjugados, pela desigualdade Holder, obtemos

|Vun - VUO|p 2_5)/2
/Q Vi = Vel = /Q (|Vu,| + |Vuo|)p(2—p)/2<|vu”| + |Vu0|)p( <

|Vu, — Vug|P )p/2 </ )(2p)/2
= Vu, Yual)P ‘
B (/Q(|Vun!+yvu0|)2p Q(| Up| + |Vl

Ora, como (u,) é limitada em W, () temos

[0Vl + 1Vul? < B [ (1Vu,l + [Fuop) | < 31
Q Q

para algum M > 0, dai se segue

|Vt — Vugl? )m (/ )(2_p)/2
Vu,, — Vgl < Vu,| + [Vug|)?P <

Vi, — Vel \?? @2-p)/2 _
§<AOV%MHVWWP MEE = 0u1),

mostrando que u,, — 1o em Wy () e, portanto, que I satisfaz a condicao (PS).

A verificacao de que I cumpre as Hipdteses do Teorema do Passo da Montanha
¢ andlogo ao feito na segunda etapa da demonstracao da Proposicao 3.2, pois isso
depende somente das imersdes compactas W, (Q) < LP(Q) e Wy P(Q) — L™t1(Q)

(vide Teorema C.5). m

3.2 12 Aplicacao da Teoria do Género

Um autovalor do operador (—A, H}(€2)) é um nimero A que satisfaz, para algum
u € Hy(€) — {0},
—Au = lu, Q

’LL|3Q = O, 89,

INessa passagem utilizamos a desigualdade (|a| + [b])* < 27(|a|? + [bP) (ver a prova do Teorema

4.7 em [5]).
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no sentido fraco, i. e.,

/ VuVe = / Aug, Vo € HL(Q).
Q Q

Um resultado classico relativo aos espagos de Sobolev assegura que o conjunto dos

autovalores de (—A, H}(2)) é uma sequéncia ()\;) tal que A\, — oo com
0< A\ < )\k+17 Vk € N.

(Veja a Observagao C.8). Nesta e na préxima segdo Ay denota o k-ésimo autovalor
de (—A, H}(€)), correspondente ao autovetor eg; o conjunto {ex; k € N} pode ser

suposto um sistema ortonormal, i.e., suporemos {e;; k € N} satisfazendo

1, k=

(ek’ ej) =

Segue agora o resultado central desta se¢ao, que é uma aplicagao do Teorema

2.18.

Proposigao 3.4 Consideremos I : H} () — (—o00,00], I = ® + ¥ dado por

v =5 [l v = el + [ (9] (3.9)

Se A\ < X\ < A\gy1, entao I possui, pelo menos, k pares distintos de pontos criticos.

Demonstragao. Temos ® € C'(H}(Q),R) (Proposi¢ao D.3) com

D' (u)(v) = —)\/qu, v € Hy(Q),

ademais, como L?*(Q) — L'(f2), por ser || < oo, e a funcdo v = |Vu| € L*(Q),
temos ¥ continuo com ¥ < oo, assim, ¥ é um funcional sci. Por fim, como a fungao

F(t) = |t|* é convexa (veja a Observagao 1.7) temos, para t € [0,1],
W(tu+ (1 — o /|tVu—|—(1—t)Vv )2 + /|tVu+(1—t)Vv)| <
<t /yw (1)t /|w +t/\Vu\+ (1-1) /jw

=tU(u) + (1 —t)¥(v), Yu,v € H(Q)

Isso mostra que I satisfaz a condigdo (Hp). Vamos mostrar o resultado garantindo

que [ satisfaz as hipoteses do Teorema 2.18. Provaremos, inicialmente que satisfaz a
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condigao (P5S).
12 etapa: [ satisfaz a condi¢ao (PS).
Seja (u,) uma sequéncia (PS), digamos

D (1) (v — up) + U(v) — U(u,) > —enl|lv — un||, Yo € Hy(Q), (3.10)

com ¢, — 0 e I(u,) = ¢ € R, devemos mostrar que (u,) possui subsequéncia con-
vergente. Mostremos que (u,) é limitada. Suponhamos que (u,) fosse ilimitada e
denotemos ainda por (u,) uma subsequéncia com ||u,|| — oo, assim u,, # 0 para todo
n suficientemente grande e podemos entao definir v, = u,/||u,||. Sendo v, limitada,
pela Propriedade III-1, podemos assumir que existe vy € HJ(2) tal que v, — vy em

H}(Q) e v, — vy em L*(Q). Notemos que

I(u,) 1 )\/ 2 —1/
=——— [ |ua|" 4+ ||un V.

Consideremos que fosse vy = 0. Nesse caso, temos

A
—/|vn|2—>0.
2 Jo

Também, da imersdo L2(2) < L'(Q) e por ser ||v,|| = 1, para alguma constante C' > 0

1/2
/|an\ go(/\wm) <c
Q (9]

||un||1/ IVv,| — 0.
Q

temos

de [|uy|] = o0

Segue-se entao que

I(u,) 1 X _ 1
) =———/|vn|2+||un|| 1/|wn|+,
ual|” 2 2 Ja Q 2

por outro lado, como I(u,) — ¢ € R e ||u,|| — oo,

I(uy)

2
[[un]| ’

uma contradigdo. Agora, seja vy # 0. Substituindo v = w, + ¢ em (3.10), com

¢ € Hy(Q) arbitréaria, obtemos

A o 50l + 01 = el )+ [ (9 +0)] = Vi) = =2, ]
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utilizando que

|, ‘|“¢||2 - ||un||2 = (Up + @, U + @) — (Un, Up) =
= (Un, Un) + 2(Un, @) + (¢, ) — (Un, upn) =
= 2(un, ¢) + [|9]]7,

segue que
1
A [t S+ )+ [ (Vi + 0)] = [Vaal) 2 2ol
Q Q
dividindo por (u,),
11 _ _
—A/Qvn¢+||un|| 1§||¢||2+(Umcb)+||un|| 1/Q(|V(un+¢)|—IVun|) > —fun|| " enllgl]
(3.11)
Vamos analisar separadamente cada termo da ultima desigualdade. Como esta-
mos supondo ||u,|| = co, entdo [[u,||” = 0 e
—1 il 2
= [unl["enl[0]], unll™ 5 110]]" = 0. (3.12)

Agora, notamos o seguinte:

‘ [ 190+ ) = ¥l

sA||v<un+¢>|—|vUn|| <
s[2<|v<un+¢>—vUn|=

- [ 1vel.

/ (It + 6)] — V|
Q

dai,

[

<l [ 1] =0
Q

em particular,

laall ™ [ (¥ + ) = [F0a]) = . (313)
Usando (3.12) e (3.13), considerando que v, — vy em HJ(2) e v, — vo em L*(Q), em
(3.11) obtemos

A [+ (,0) 2 0. V6 € HY(@),

Q

ou seja,

/VUOng—)\/UogbZO, Vo € HL(Q).
Q Q
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Isso é uma contradicao pelo seguinte fato: definindo

£(6) = /Q ViV — A /Q 006 = (v, 8) — At )y,

com
(U(]a ¢)2 = / UO¢
Q
o produto interno usual em L?(2), temos f um funcional linear em H} () com f(¢) >

0, para ¢ arbitrario. Por propriedade de linearidade, isso acarreta que f =0, i.e.,

/Q ViV = A /Q 006,

o que nos faz concluir que A é um autovalor de (—A, H}(Q)), isso é um absurdo,

*%

porquanto nossa hipdtese em vigor é A\, < A < Ag11 € A nao pode ser um autovalor
Esta contradigao nos faz concluir que (u,) é limitada.

Dado que (u,) é limitada, pela Propriedade III-1, podemos assumir que existe
a€Reuye HH Q) com
i) Uy — ug;
i) U, — up, em L*(Q);
ii1): ||uy|| — a.

Fazendo v = uy em (3.10), decorre que

1
A / ot — ) + (il = [l ) + / (Vo] — [Vatnl) = —enlltto — wal]. (3.14)

O funcional dado por
Uy (u) = / |Vul|, ue Hy(Q),
Q
é convexo e continuo. Logo, por resultados de Anédlise funcional ([5, Corolario 3.9]), o

fato de u,, — up implica que
Uy (up) < liminf Wy (u,),

equivalentemente,
/ Vo < liminf / V. (3.15)
Q Q

Reescrevendo (3.14) temos

1
lim inf —)\/un(uo—un)+—(||uo||2—||un||2)—|—/|Vuo| >
Q 2 Q

**Na introdug@o da secdo consta uma justificativa para este fato
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> lim inf (—5n||u0 — Uy +/ |Vun|> :
Q

considerando que u, — ug e (u,) é limitada temos

_)\/un(uo_un)a _EHHUO_U’HH _>07
Q

assim, por propriedades de limite inferior e por (3.15), segue-se

i 3 (aal* = [feal )+ | (Vo] = [ [P,
Q Q
implicando
i (ol = [ ) 2 0,
por i) concluimos ||ug|| > a = lim||u,]|| e isso, junto i), garante que w, — uo em
H{ (), pela Propriedade I11-2.

22 etapa: [ satisfaz os Itens 1 e 2 do Teorema 2.18.

Inicialmente, notemos que ® e Psi, como definidos em (3.9), sdo pares e

10) = #(0) + ¥(0) = =5 [ o + 3110 + [ V0] =o.

1. Verificagcao de 1.
Devemos mostrar, na notagao do Teorema 2.18, que existem X; um subespaco

fechado de H}(€2) de codimensao finita e r,a > 0 satisfazendo

inf  I(u) > a.
u€dB, (0)NX1

Isso sera feito com X; = HJ(f2) e, nesse caso, Xy = {0}. Supondo que tais 7, a nao

existem, entdo, para cadan € N existe u, € 9B1,(0) e I(u,)/||un|” < 1/n. Definamos

I(uy,) 1 / )\/ 9
-+ |lup, Vu,| — = Upl”.
otz =gl [ 9l =5

Como (vy,) ¢ limitada em H}(Q2) podemos assumir, mais uma vez pela Propriedade

Up, = Up/||un||. Temos

[I1-1, que existe vy € H} () com v, — vy em HJ () e v, — vy em L*(Q). Se vy = 0,

A 2
3 [l =0
T(u,) ) :
|hMt/WA——/|A ———/wa,
funl® 2

entao

e assim
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acarretando que

lim inf [(un) —hmmf(1 —|——_/‘ Uy ) — liminf I(uy) _ 1.

[[ual I [l 2

Mas (u,) foi escolhida tal que I(u,)/||un||* < 1/n, pelo que concluimos

I(uy)

lim inf 5 <0,
|||

culminando numa contradigao. Se for vy # 0, temos

A A
5 Lol =5 [ Il
Q Q

Por (3.15), para alguma subsequéncia (v,;) vale a manipulagao

O</|Vvo| Sliminf/|an|:1im/|anj|,
Q Q Q

sendo ||u,|| = 1/n — 0 é vélido que

] / V| = oo,

que nos garante

A (uny) _
lim inf T I = lim inf —l— HunJH |V’Unj‘ — \ nj = 00,
U,

0 que novamente contradita I(u,)/||u,||> < 1/n. Esta portanto verificado o Item 1.

2. Verificacao de 2.

n
Definamos Xy := (e, ..., ) = {Zajej; a;j € R, n € N}. Como os vetores sao
j=1
autovetores ortonormais de (—A, H}(Q2)) satisfazem

1—/V€]V€J = /eje], Vie{l,.., k},

particularmente,

/Q|ej|2 =\, Ve {1, k).

)\j/ €je; = / VejVei = (ej,ei) =0,
Q Q

mostrando que {ey, ...e;} é um conjunto ortogonal em L?(€2).

Ainda, vale para j # i,
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Seja u = Zajej € X, temos
j=1
Zajej + Zajej +/ \V(Z aje;j)l. (3.16)
j=1 9 j=1 L

Por ortogonalidade, podemos escrever

2
n _1 n ) 1 n )
E a;e; —§§ [aje;l| —§§ a;
=1 =1 =1

1
2

n
E a;€;
j=1

decorre disso e (3.16) que

I(u) = — ;\Z 2_1+ Za +/|V a]e] =

7=1

IR _
= 5 Z(l — )\)\j 1)@? + /Q IV(Z ajej)],
j=1 j=1

2 n n
= Mlaje;|l3 =D azr
, -l i=1

considerando que \; ' < )\j_l, j < k, e que, pela imersao L*(Q)) — L'(Q), existe C' >0

com

/|v| <C (/ |v|2) 2, Yo € L*(Q),

n

I(u) = ;Z(l—/\)\ )a; +/|V aje;)| <

j=1

1/2
11—M Za +C</|Vzajej> =

obtemos

Hl\D

2(1—)\/\ Yl P + Cllul|, Yu € Xa.

Com (1/2)(1 — AA\;") < 0, em virtude da hipétese Ay < A, entdo ||u|| — oo em X

acarreta I(u) — —o0. Logo, estd verificado o Item 2 e, pelo Teorema 2.18, o funcional

I possui ao menos k pares distintos de pontos criticos. m

O 1ltimo teorema garante multiplicidade de solugao para a inequacao:

%(/Q|W|2—/Q|Vul2) [ = [ =0 [ o=, voe Hj@)

u € Hy (),
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esta desigualdade também pode ser expressa na linguagem de subdiferencial como

Au € OV (u); "
u € Hy ().
O corolario a seguir pode ser entendido como um resultado de regularidade para

a desigualdade anterior; o resultado que apresentaremos é consequéncia dum resultado

devido a Brezis em [6] combinado com a ultima proposicao.

Corolario 3.5 Se A\, < A\ < A\py1, entao existem ao menos k patres distintos de pontos

criticos nao-triviais para a desigualdade

/( Au)(v — u) /|W| /|Vu|>)\/ u(v —u), Yo € HL(Q); )
u € H*(Q) N Hy(Q). |

Demonstracao. Consideremos o funcional ¥ definido em (3.9). Estendemos ¥ a

L?(2) do seguinte modo:

_— /|v 2 +/|Vu| seu € HL(Q):
oo, seu ¢ Hy(Q)

Temos entdo V| i) =V < oo Como U > 0, aplicando o Lema de Fatou, repetindo
as ideias do Exemplo 1.6, concluimos que W e sci. Sendo ¥ convexo, concluimos que

U ¢é também convexo. De fato, se u,v € H}(Q) e t € [0,1], entdo a relagio

U(tu+ (1 —t)v) <t (u) + (1 —t)U(v)

é uma consequéncia da convexidade de W. Se for u ¢ H}(Q2) ou v ¢ H} (), entao

Y(tu+ (1 —t)v) < oo =t (u) + (1 —)¥(v),
mostrando que ¥ é convexo. Diante das propriedades de ¥, se ® é como no proposicao
anterior (Sentenca (3.9)), entdo o funcional J(u) = ®(u) + V(u), para u € L*(Q)
satisfaz (Hy) .

O resultado de Brezis, [6, Teorema 15, p. 118], assegura que:

A notacdo Au identifica a aplicacdo f(v) = (Au,v)s.
HNote que ® em (3.9) estd bem definida em L2(().
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Resultado (Brezis): f € 0V (u) se, e somente se, u € H*(2) N H(Q) e satisfaz

/Q(—Au)(v—u)—l—/QWM—/Q\Vu\ 2/Qf(v—u), v € HY(Q).

Ora, f € O¥(u) significa que

T(0) — T(u) > /Qf(v—u), Vo € L2(Q),

como D(¥) = H}(9), pela Observacio 1.9, isto equivale a

T(v) — T(u) > /Qf(v —u), Vo HA(Q).
Dado que @Hé(ﬁ) = W, concluimos que f € OV (u) se, e somente se,

U(v) — V(u) > /Qf(v —u), Yv € Hj(Q).
Em particular, fazendo f = \u, para u € H}(2), temos

M € OU(u) & \u € ¥ (u).

Fica entao posto, pelo Resultado do Brezis, que uma solugao de Au € 0W(u) é solugao

de (3.17). Pela Proposigao 3.4 o problema

Au € 0V (u);
u € Hy ()

possui ao menos k distintos pares de solucoes nao-triviais. O resultado esta, portanto,

assegurado. m

3.3 2% Aplicagao da Teoria do Género

Nesta secao apresentaremos uma aplicacao do Teorema 2.15 que figura como

resultado final do capitulo. Registraremos, primeiramente, as hipoteses gerais sobre os

tipos de nao-linearidades com as quais trabalharemos em esta secao.

Consideremos F': R — [0, 00] e G : R — R verificando as seguintes hipdteses:

(F1): F é sci, par e convexa com F(0) = 0;

(91): G € C'(R) é par com G(0) = 0;
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(92): G'(t) = g(t) com |g(t)| < Cy + Colt|P e p € [1,2* — 1). Diante dessas hipoteses,
definindo

D (u) = —/QG(U), u € Hy(9).

temos, pela Proposicao D.3, ® € C*(H{(f2)) com

Também, definindo

Ll + [ P, se P(u) € LY(Q):
2 Q Q

00, se F(u) ¢ L'(9),

U(u) =

temos, seguindo as mesmas ideias do Exemplo 1.6, ¥ um funcional sci e, pela convexi-
dade de F (hipétese (F)), fazendo um argumento andlogo ao feito para ¥ no Corolario
3.5, concluimos que ¥ é convexo. Segue entao que I = ¢ + U satisfaz (Hy), nesse caso

D(V) ={u € H}Q); F(u) € L'(Q)}. Apresentamos agora nosso resultado principal.

Proposicao 3.6 Seja [ = @+ o funcional definido no ultimo pardgrafo. Assumindo

(F1)7 (gl> - (92>; se
Fi)—G(t) M

11‘t1|n%101}>ft—2 > = (3.18)
(&
liminf 20 =GO M (3.19)

t—0 t2 2’

entao I possui ao menos k pares de pontos criticos nao-triviais.

Antecedendo a prova da proposicao, apresentamos exemplos de funcgoes nao-
triviais F' e G, cumprindo as hipdteses (F}), (91) — (g2) e as estimativas (3.18) e
(3.19).

Exemplo 3.7 1° ) Sejam F, G : R — [0,00) dadas por F(t) = [t|* e G(t) = C|t|?,
onde C > 0 a ser escolhida adequadamente. Temos F, G pares com F(0) = G(0) = 0.
Ainda, temos F fung¢do sci, por ser continua, continua, e convera por ser F"(t) =
12|t|> > 0. Entdo (Fy) € satisfeita. Sendo g(t) := G'(t) = 2Ct também se verificam
(91) — (g2), com Cy =0, Cy =2C e p=1. Resta verificar (5.18) e (5.19). Como

F(t)-G@®) _ |t"—C|t?
2 - 2

=t} -C, t#0,
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vale que
fm FO GO _
[t|—o00 12
o que mostra (3.18). Se |t| ~ 0T, entdo |t|* — C < —C/2, dai
F(t) — F(t) —
—(t) G) < —g = liminf —(t) Gl) < —g
12 2 t—0 12 2

e (8.19) € satisfeita escolhendo —C < —\j.

2°) Mais geralmente, as hipdteses sio verificadas quando definimos F(t) = [t|*, s > 2,
e G(t) =C|t|9, q € [2,2%), C > 0 adequado, basta repetir um processo andlogo ao feito

no primeiro exemplo.

Passamos a prova da proposicao.
Demonstracao. Seguindo o padrao das proposicoes apresentadas no presente capitulo,

a prova serd feita em duas etapas.

12 etapa: I satisfaz a condi¢ao (PS). Por propriedades de limite inferior, dado & > 0,
podemos fixar R > 0 tal que

F =G | M, —h+2
- 2

. .2
> > V|t >R (3.20)

Para estimativas futuras, vamos fixar € tal que —\; +2¢ < 0. Para u € D(¥) podemos

escrever

=g+ [ Fa—a)+ [ Fw-ce). @

lul<R

Vamos mostrar que f|u|<R(F(u) — G(u)) é limitado. Por (gs), temos |G(t)| < Ch|t| +
C2|t‘p+1, dai

/ |G (u)] < / Chlu| + ColuP™™ < |Q|(CLR + CLRPTY) = A. (3.22)
lul<R [ul[<R
Por (F}) temos F' convexa com F(0) = 0, se t € [0, R] podemos escrever
t=sR+(1-s)0,
para algum s € [0, 1], disso decorre
[F@)] < s|F(R)[ + (1 = 5)[F(0)| = s[F(R)| < |F(R)|. (3.23)

De (3.22) e (3.23) segue que

/ IRGORED)

< /M IF(u)] + /MSR G(u)| < [QF(R) + A= B,
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dai
%'QJF@o—cxw>z—B,

substituindo esta desigualdade em (3.21), deduzimos

1 9 .
Iw) 2 llP+ [ (P - 6w) - B

|lu|>R

por (3.20), obtemos

1 —A1 + 2¢
) 2 gl + (<55 [ e p -
lul<R

1
=3 (Hu\|2+(—)\1+2€)/ uz) — B.
lul<R

Pela desigualdade de Poincaré (Proposi¢ao C.9):

1 1
/ ul> < —/ Vul* = —[[ul|]?, Yu € Hy(Q),
O A1 Ja A1

concluimos assim

f<u>z§(y| ||2+(—)\1+25)/|<Ru2> B>
1A )
> (1= 2Y|ul]? =
> 20 I - B

onde A := A\; —2¢ > 0, tendo em vista a escolha de €. Segue-se portanto que (1/2)(1 —

MY > 0e I(u) — oo, se ||u|| — oo, mostrando que I é coercivo.

Suponhamos agora (u,) uma sequéncia (PS), entao I(u,) - c € Re

O (un) (v = un) + %(Ilvll = luall) + /Q(F("U) = F(uy)) > —eallv — un|, Vv € Hy(Q),

(3.24)

onde &, — 0. A sequéncia (u,) ¢ limitada, do contrario existira (u,;) subsequéncia

ilimitada de (u,), dai, pelo coercividade de I valeria I(u,;) — oo, contradizendo

I(u,) — c. Diante disto, podemos supor, pela Propriedade III-1, que existe ug € H}(Q)

e a € R com
i): up — ug em Hg(9Q);
i) U, — ug em LPT(Q);

i1): ||unl| — a.

Podemos ainda incluir um quarto item a lista de propriedades de (u,,), que é

w): ' (u,) — D' (up).
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(O Item iv) pode ser provado analogamente ao feito no Resultado 1 da demonstragao
da Proposicao 3.2, considerando o crescimento da fungao g suposto em (gz)).
Conforme feito no Exemplo 1.6, a hipdtese (F}) assegura que F' > 0, pelo Item

ii) up, — ug em LPTH(Q) e entdo, para uma subsequéncia (preservando a notacao u,,),
lim u,(x) = ug(x),, q.t.p. em €,

(vide [5, Teorema 4.9]) pelo Lema de Fatou ([3, Lema 4.8]), e pela semicontinuidade

de F', obtemos
/F(uo) < / liminf F'(u,) < lim inf/ F(uy),
Q Q Q

aplicando esta relacao em (3.24), pelos Itens i) - iv) deduzimos
o1
0+t 5 (ol = [l ) + | Fluo) 20+ [ Fluo)
Q Q
de onde concluimos que ||ug|| > a = lim ||u,|| 0 que, junto a ¢), implica u,, — ug em

H}(€), novamente pela Propriedade IT1-2.

22 etapa: [ satisfaz as hipoteses do Teorema 2.15
Como F' e G foram supostas pares, temos I par e, da condi¢ao F'(0) = G(0) = 0,
admitida nas hipdteses, temos
Lo
1(0) = = [ G(0)+ 5 l[0[" + [ F(0) =0,
Q 2 Q
com isto nos resta provar que, sendo

¢; = inf sup I(u)
J )
A€l yeA

ocorre —oo < ¢; < 0, 7 € {1,...,k}, com I'; definido como no Teorema 2.15. No sentido

de mostrar isso, temos um primeiro resultado:

Resultado 1: I € limitado inferiormente.

Prova: Na primeira etapa da prova mostramos que [ é coercivo, sendo assim, existe
R > 0 com I(u) > 1 para ||u|| > R, basta entao provar que I|p,() ¢ limitado in-
feriormente. Suponhamos nao ser esse o caso. Para cada n € N poderiamos obter
un, € Bg(0) com I(u,) < —n. Ora, como (u,) é limitada, podemos supor, por ser

H} () reflexivo, como um espago de Hilbert, que u, — ug, para algum vy € H}(Q).
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Por motivo andlogo ao que se dd com ¢’ em iv), vale que ®(u,) — ®(up). Como ¥ > 0,

concluimos que
D(uy,) < P(uy) + VY(u,) = I(u,) < —n, ¥Yn €N,
Logo, fazendo n — oo, sendo ®(ug) € R,
—00 < P(ug) < —o0.

Esta contradicao garante a validade do Resultado 1. [
Do resultado se segue imediatamente que —oo < ¢;. Para mostrar que ¢; < 0

definimos

A= {u € <€17 "'>€j>; HuH = p}a

J
onde (ey, ..., e;) denota o espaco gerado pelos autovetores ey, ..., €. Se for u = Zaiei,

i=1
pela ortonormalidade dos {ey, ..., €;}, temos para u € A

J J
PP =l = 1) ael? =) af.
i=1 i=1
O conjunto (e, ..., €;), pela propriedade (G5) da Secao 2.2, temos y(A) = j e
entdo, da definicao de I'; em (2.3), A € T';.
Para a conclusao da prova nas langaremos mao de um fato classico sobre as

autofuncoes (e;) e sobre o espaco (ey, ..., e;): as fungdes ey, ..., e; sdo todas continuas em
J

Q e limitadas (vide Proposigao C.10), sendo assim qualquer fungio u = Zaiei cA¢
i=1

continua e limitada. Agora, como (e, ..., e;) é um espaco de dimensao finita, quaisquer

duas normas sao equivalentes. Vamos denotar por || - ||, a norma do espago L>(£2).

Existe, portanto, C' > 0 tal que
lulloe < Cllull, Yu € (e1, ..., ;).

Mediante o exposto, por (3.19), dado existe r > 0 tal que

F(t) — G(t) )\k _)\k — 2¢
L SPA P A <
definindo A = A\, 4+ 2¢ > Ay podemos escrever
F(t)—G(t —A
M < —, W <. (3.25)

12 12
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Fixando p ~ 07 de modo que, para u € A valha ||u||« < Cp < r, obtemos de (3.25),

parau € A

A

I) = 3llell+ [ (Pl = G < 5lhull =5 [ o2

considerando que cada e; satisfaz

/ &= Af/ Ve = A,
9] Q

segue que, para u € A,

1 A 1< A
< |l = = 2< - — 2 )at<
I(U)_2||U|| 2/Qu _QE (1 )\)az_

[\
DN | —
7 N

|
>/|>/
"

=

o

Il
DN | —
|l

[S—y

|
>
~_

bl\)

A

VO

Logo,
1
¢; = inf sup I(u) < supI(u) < 3 (1 — —> p? < 0.

Bel'; yeB u€EA

A proposicao esta provada. m



Apeéendice A
Resultados técnicos

Para efeito de completeza do trabalho, registraremos neste apéndice alguns fatos
omitidos ao longo dos capitulos por terem sidos reputados como prolixos ao momento.
A ordem dos resultados aqui listados segue a ordem de aparigao no texto, por fim,
ressaltamos que algumas notagoes dos enunciados podem nao ter seu significado expli-

citado, conquanto o presente apéndice tem a leitura dos capitulos pressupostas.

A.1 Resultados referentes ao Capitulo 1

No Capitulo 1 os resultados omitidos, todos concentram-se na demonstracao do

Teorema 1.23.

Proposicao A.1 Definindo

ur— fi(u) = d(u, X = U;),
entao
1. B; € C(X,R);
2. Bi(u) >0, para u € U;, e B;(u) =0, caso contrario.
Demonstragao. Para o Item 1, considere u,, — ug. Dado &’ > 0 existe ng € N tal que

||, — upl| < €'/2,¥n > ny.

99
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Por defini¢gdo de distancia, temos d(ug, X — U;) := (i)?fU)HU — upl||. Existe, entao
ve(X—=U;

ve X —U; tal que
||U0 — ’U|| +d(U07X — Uz> +€//2.

Segue entdo que, para n > ny,
d(tn, X = U;) < ||un —v|| < |Jun — uol| + |Juo — v|] < d(ug, X —U;) +€',=

= (d(up, X —U;) — d(ug, X — U;)) < €',Yn > ny.

Analogamente, para cada u,, podemos escolher v, € X — U; tal que
llun — val] < d(un, X —U;) + 1/n.
Escolhendo ng tal que 1/ng < & obtemos
d(ug, X — U;) < ug — val] < ug — wn| + ||ttn — vnl| < d(un, X —U;) +1/n+€/2,=

= (d(UO,X — Uz) — d(un,X — Uz)) < 5',‘v’n > ng.

Logo,
|d(wn, X — U;) — d(ug, X — U;)| < €',¥n > ny,

garantindo que d(u,, X — U;) — d(ug, X — U;) e o Item 1 estd mostrado.
Para o Item 2, segue que, das propriedades de distancia, d(u, X — U;) = 0 para
ue X —U e seue U, existe &g > 0, tal que Bs,(u) C U;. Assim, se v € X — U;

temos ||v — u|| > dy > 0, o que nos garante f;(u) = d(u, X —U;) > §p. =
Proposicao A.2 A aplicagio o definida por (1.7) e (1.8) € continua.
Demonstracao. As expressoes de a em (1.7) e (1.8) sdo dadas respectivamente por

U+ s ,
[ — wi| (1.7)

as(u) =

Uiy S > ||U—UZ||,

(Quando u € U; — (UU]-), u € ANK)e
JFi

)

as(u) =u+ slzoaj(u)fvj—, (1.8)
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caso contrario.

Conforme mostrado no Teorema 1.23, quando ha intersec¢ao nos dominios de
defini¢ao de a, entao as expressoes (1.7) e (1.8) sado coincidentes. Ademais, lembremos
que, no caso de (1.8) v;, no Lema 1.21, é escolhido com v; ¢ Uj, segue-se entdo que
g; :=d(v;,U;) > 0. Logo, |[v; —ul|| > ¢; > 0 para u € U;. Das propriedades de limite,

se (Sn, Un) — (s,u), no dominio em que « é dado por (1.8), temos

as, (Uy) = (un—i—ana] Up,) |Zj :Z:h) — <u+320](u)ﬁ> = as(u),

mostrando a continuidade de « nesse caso.

Resta o caso a dado por (1.7). Suponhamos (s,,u,) — (s,u) no dominio de
definigao de o dada por (1.7). Vamos considerar dois casos.
Los < |lu—ull

Das propriedades de limite, como lims,, = s < ||u — w;|| = lim ||u,, — w;|| ocorre
Sp < ||un - uz||7 n > no,

para algum ng € N. Dali, para n > ny,

[l — ] [lu — ]
2. 5> ||lu—uyl
Temos 2 possibilidades:
12 - s, < ||un — w;]|, para infinitos indices n;
-3 ng €N; s, < lun — wil|, n > ng;

Para a primeira possibilidade temos

%J%ﬁz(%ﬁﬁﬁi:ﬂa (u+&ﬁiﬁﬁ)—u+wm—uy=m:a4m.

[l = ] [ = |

No segundo caso, como estamos assumindo que s > ||u — u;|

assim lim ag, (u,) = as(u). Mostramos que, em todo caso, quando (S, u,) — (s,u),

vale v, (un,) = as(u) para alguma subsequéncia de (o, (un)). Acabamos de provar
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o seguinte: Quando (s,,u,) — (s,u), cada subsequéncia de (as,(u,)) possui sub-

sequéncia convergente para (as(u)). Fica entao provado que
(Sn, Up) = (8,u) = as, (u,) = ag(u).

Esta provada a continuidade oc. m

A.2 Resultados referentes ao Capitulo 2

Na Secao 2.2 foi omitida a prova da afirmacao de que (I, d;) é um espago métrico
completo. Este fato é de fundamental importancia, porquanto nos permite aplicar o
P.V.E. nos resultados mostrados na secao. Diante disto, a prova da completeza de I" é

de relevancia ao estudo realizado, inserimos-no-la aqui.

Proposicao A.3 (I',dy) é um espago métrico completo (a métrica dy conforme defi-

nida em (2.2)).

Demonstracao. Consideremos que 4,, — A, com A, € I'. Temos A # &, pois A € C,
uma vez que (A,) é um sequéncia em I' C C e (C,d;) é completo. Resta mostrar duas

coisas: que A é simétrico e que A é compacto, faremos isso separadamente.

12 etapa: A ¢ simétrico.
Basta mostrar que A = —A. Como A, € I', entao A, = —A,, para todo n € N.
Segue-se que, se —A, — —A, entao A, = —A,, — —A, implicando que A = —A por

unicidade de limite. Suponhamos a € A e a™ € A,,, vale que

la —a™[| = [la"™ —al| =] = (=a"™) — ]|,
dai,
sup inf |la—a™| = sup inf || — (—a™) — al],
acA a(MeA, —ae—A—aMe—A,

isto significa que

di(An, A) = di(— A, —A), ¥n e N
Logo, di(—A,,—A) = 0, ou seja, —A,, — —A e, assim, A = —A.

22 etapa: A € compacto.
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Um subconjunto de um espaco métrico é compacto se, e somente se, é fechado
e totalmente limitado (vide [19, Proposigao 7, Capitulo 8]). Como A € C, entao A
¢ fechado. Relembremos que um subconjunto Y dum espago métrico é totalmente
limitado quando, dado € > 0, existem aq,...,a, € Y com
Yc |J Bea)~
1<i<n

Seja ¢ > 0. Definamos

U= B:pla).

acA
De A,, — A temos, para algum ng € N,

dl(An,A) < %, n > ng. (Al)

Dado entao a, € A, segue-se, pela definicao de d; e por (A.1),

d(a™, A) < dy(A,, A) < g, n > ng.

Como A é compacto, existe ag € A com ||a™ — ag|| = d(a™, A) < /2 1. Assim, temos
a'™ € B.jy(ap) C U,

pela arbitrariedade de a(™,

A, Cc U, n>nyg. (A.2)

Considerando n = ny em (A.2), pela compacidade A,,, existem ay, ..., a,, € A tais que
Ano - U Ba/?(ai)‘ (AS)
1<i<m
Se a € A, analogamente ao feito para a(™, utilizando (A.1), concluimos que existe
uy € Ay, com

l|la — uol| < g/2.

Por (A.3), existe ig € {1,...,m} com uy € B,/s(a;,), com isso, obtemos
€

lla — ag,|| < [la — || + [Juo — az|| < 22

:87

mostrando que
Ac |J Bia).
1<i<m

Isso prova o que desejamos. m

*Isto equivale a existirem X, ..., X, com didmetro menor que ¢ e ¥ C U1<;<,nX;, [19].
tIsso j4 foi feito vérias vezes no texto, e. g., Resultado 1, na demonstracao do Teorema 2.18.
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A.2.1 Funcoes homotépicas

Esta secao registra as nogoes homotopicas requeridas na Secao 2.2. Apresentamos
somente a definicao e um resultado que utilizamos em nosso texto. Para um estudo

mais completo, indicamos [20].

Definigao A.4 Sejam Y e Z espagos topoldgicos e f,g € C(Y,Z). Uma aplicagio
h e C(0,1] x Y, Z) tal que h(0,-) = f e h(1,:) = g € dita uma homotopia das fung¢oes
feg

Observacao A.5 As funcoes f e g nas condicoes da definicao anterior sao ditas ho-
motopicas e h uma homotopia entre f e g. Denotamos f =~ g para indicar que f e g

sao funcoes homotopicas.
Proposigao A.6 A relagcio ‘=7 definida da Observagao A.5 € de equivaléncia.

Demonstragao. [20, Lema 1.1, Capitulo 8] m



Apendice B
Teoria do Género

Vamos fazer uma sucinta exposicao sobre os conceitos e propriedades da Teoria
do Género que utilizamos em nosso texto. Os resultados que apresentaremos podem

ser encontrados em [22].

B.1 Definicao e propriedades do género

Seja X um espaco de Banach real, denotemos por ¥ = (X)) a cole¢ao de todos
os subconjuntos A de X — {0} que s@o fechados e simétricos com respeito a origem (i.e,

se x € A entdo —x € A)
Definigao B.1 Seja A € ¥, Definimos

1. A # @ tem género n € N, se n é o menor inteiro positivo tal que existe f €

C(A,R" —{0}) @mpar. Denotamos v(A) = n;

2. se A # @ e nao existemn € N e f como no item anterior dizemos entdo que tem

Género infinito, y(A) = oo;
3. se A=, entio y(A) := 0.

Exemplo B.2 Se B C E € fechado e BN (—B) = (), tomando A = BU (—B), temos
que ¥(A) = 1. De fato, observe que, A € ¥, pois A C X — {0} € fechado e simétrico
em X. Além disso, definindo a aplica¢ao f: A — R — {0} por

1, xze€eB

-1, r€—-B

fx) =

105
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temos f continua e impar. Portanto, v(A) = 1. Em particular, se B € finito, B C

X — {0}, temos y(A) = 1.
Proposicao B.3 Se A€ X ey(A) > 1, entao A € infinito.

Demonstragao. Se A for finito, definimos f como no Exemplo B.2 e dai seria v(A) =

1, o que contradiz a hipétese. m

Proposicao B.4 Suponhamos que A, B € %, entao

~

. Se existe f : A — B continua e impar, entdao y(A) < y(B).
2. Se A C B, entao y(A) < ~(B).
3. 4(AUB) < 7(4) +~(B).

4. Se y(B) < o0, entdo y(A — B) > v(A) —v(B).

5. Se A é homeomorfo a S"7', onde S"' := {z € R"|z| = 1} denota a esfera

unitdaria de R", entdao v(A) = n.
6. Se Q € R™ ¢ aberto, limitado e simétrico, com 0 € Q, entdo v(02) = n.

7. Se A é compacto, entao y(A) < oo e existe 6y > 0 tal que v(Ns(A)) = v(A) para
5 €(0,09), onde Ns(A) :={u € X;d(u, A) <}.

Demonstracao. [22, §5| m

Observacao B.5 Podemos substituir R™ por um espaco vetorial real de dimensdao n
qualquer. De fato, se E é uma espago de dimensao n, fitamos {uy, ...,u,} base de E e

definimos
T :FE — R"”

v = Zul — T'(v) = (a, ..., an).
i=1

Temos T wm homeomorfismo impar, assim, a cada aplicacio f € C(A,RF — {0})
impar, com A € %(R") corresponde uma aplicac¢do impar f € C(B,R —{0}), definida
por f=(foT), B=T""A) € 2(E).



Apéndice C
Espacos de Sobolev

Neste apéndice discorremos em brevidade sobre os espacos de Sobolev, ressal-
tando as principais propriedades que utilizamos no texto. Iniciamos com a definicao

do espagos de Sobolev. Os conceitos e resultados discutidos aqui sdo baseados em [1],

[5] e [15].

Definicao C.1 Sejam Q C RY um conjunto aberto e p € R tal que 1 < p < 0o. O
espago de Sobolev W1P(Q) é definido por
ue P

WP (Q) = N / 0
- %
Q ua$i

Observacao C.2 A identidade

391,92, ... 9n € LP(Q) tal que
Z—/gz-cpvsoeCSO(Q), Vi=12,...,N
Q

dyp
=— [ g o (()
Quaxi /ngw, Vo € C5°(Q)

significa que as funcoes g; sao as deriwadas parciais fracas de u. Quando ocorre que
ue CHQ)NLP(Q) e 24 € LP(Q) as funges g; coincidem com as derivadas parciais de
u no sentido usual, g—; ([5, p. 264]). Isto nos permite entender o conceito de derivada

fraca como um generalizacao do sentido usual de derivada.

Estabelecemos como norma nos espagos W'?(Q)

N
iy = lfull, +
=1

No caso especial p = 2 denotamos

ou
8[EZ‘

p

HY(Q) = W2(Q)
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e definimos o produto interno

1/2
(u,v) = (/ Vqud:L‘—l—/uvdx)
Q Q

com a norma induzida por (-, -)

llul| = (/ IVl dx+/]u| dx)

Os espagos (WP(Q), ||-[l1p) € (2),1]]-]]) sdo, respectivamente, um espago de Banach
e de Hilbert.

Por fim, para p € [0, c0) definimos o subespaco W, (€) como
o (@) = Cge@) .

Os espacos (Wy™(Q), || - |]1,) sdo espacos de Banach ([5, p. 287]). No caso de H}(Q) =
Wy (), temos HE () espaco de Hilbert como produto interno

- ( /Q ww)
lull = (u0) (/vaﬁ

(Vide [5, Proposicao 9.19]).

€ norma

Observacao C.3 Os espagos Wol’p(Q) podem ser caracterizados por
WoP(Q) = {u € Wg™(Q); ulao = 0},

onde a identidade ulsq = 0 € dada no sentido do trago. O operador trago em W1P(Q)

¢ um operador linear continuo
T : W (Q) — LP(0Q)
tal que
T(u) = ulpa, Yu € W'P(Q) N C(Q).

FEstabelecemos entao a notagao T(u) = ulsq. Assim, dizer que u|sq = 0 no sentido do

traco significa que u € kerT'. Podemos entao escrever
WyP(Q) =ker T.

Um estudo sobre o operador traco, que discorra sobre os fatos registrados nessa ob-

servagao, pode ser encontrado em [15, Se¢ao 5.5].
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Observagao C.4 Os espacos WIP(Q) podem ainda ser generalizados. Se m € N,

m > 2, definimos

W™P(Q) = {u € WP (Q); gs c WmtP(Q), i € {1, ...,N}}

. O espago W™P(Q) munido da norma

lulling =Y 1D ullp,

0<am

onde a = (ay,...ay) € (NU{0}", e
a|a|u

D = ————~
‘ aq apn
a.fEl c a.CEN

la| :=a1 + ... + an.

C.1 Teoremas de Imersoes

Nesta secao apresentamos os resultados de imersoes dos espagos de Sobolev que

foram utilizados no trabalho.

Teorema C.5 (Imersoes continuas): Seja @ um dominio reqular, m € N el < p <

0o. Entdo, para qualquer j € NU {0}, as imersdoes abaixo sao continuas.

N
1. Sem < —:
P N

WJ"F"%P O) — WH(Q .

@ = W) g€ p ]
2. Sem:ﬁ:
p

) . 1 m
WItme(Q) — W(Q) | para q € [p,+00) se — — N =0;
p

N
3. Sem > E
W) o CH(0);

N
4. Sem—1<5<m:

. . N
WItmP(Q) — C7*(Q) , a € (O,m — 5) :

onde C’é(Q) ¢ o subespaco de C7(Q) formado pelas fungdes que juntamente com suas

derivadas até a ordem j sdao limitadas em €.



C.1. TEOREMAS DE IMERSOES 110

Demonstracao. [1][Teorema 5.4] m

Como consequéncia podemos listar as seguintes imersoes:

i): Se N > 3, é continua a seguinte imersao

2N
HI(Q) — LS(Q> ) Vse [2,2*] ,Onde ¢ = —
N —2
Consequentemente
HY Q) B L), Vs € [2,27].
ii): Se ‘Q‘ < 00
2N
HY(Q) — L*(Q), Vs €[1,2*] ,onde 2" = ——
N -2
e
2N
Hy(Q) = L'(), Vs € [2,27] ,onde 2' = ——,

pois, quando || < co e r < s temos L*(2) < L"(Q2) (vide [3][p. 62] e [5][p. 118]).

Teorema C.6 (Imersoes de Rellich-Kondrachov): Sejam Q um dominio regqular e

limitado, j € NU {0}, m € N el < p < oco. FEntio as sequintes imersoes sao

compactas

N

1. Sem < —:
p ’ )

Wj-i-m,P(Q) N W]’Q(Q> ,q € [Lp*) )

N

2. Sem=—:
p

p

N

3. Sem > —:

p ) 4
WHTR(Q) < C(Q);

N
4. Sem—1< — <m;
p

WItmP(Q) — C7(Q) , a € (O,m — E) :
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Demonstracao. ([1][Teorema 6.2]) m

Em particular, valem as seguintes imersoes compactas:
i): Sejam N > 3 e 2 ¢ limitado, temos

Comp.

HY(Q) — L*(Q), Vsell,2%);

se N =1ou N =2, entao

Comp.

HY(Q) = L¥(Q), Vsl +oo),

por conseguinte
Comp.

Hy(Q) — L(Q), Vsel,2%);

se N =1ou N = 2, entao

Comp.

Hi(Q) — L%(Q), Vsell,+o0).

C.2 Alguns resultados sobre espacos de Sobolev

Listamos aqui alguns resultados dos espagos de Sobolev que nos foram tuteis du-

rante o desenvolvimento dos capitulos.

Proposigao C.7 (desigualdade de Poincaré): Se p € [1,00) e Q € limitado (basta

limitado em uma dire¢ao), entao existe C' = C(2,p) > 0 tal que

lully < ClVulllp, Yu € Wy (Q).

Em particular || |Vul ||, define uma norma W,*(Q) equivalente a usual.

Demonstragao. [5, Corolario 9.19]. =

Observagao C.8 Dizemos que A é um autovalor do operador (—A, H(Q)) quando

existe solucao fraca nao nula de

—Au = Au, Q
U’ag = O, of.
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Isto significa que u satisfaz

/ VuVeo = / \ug, Vo € HL(Q).
Q Q

A fungdo € dita uma autofuncio do operador (—A, HY(Q)). O conjunto dos autovalores

de (—A, H} () é uma sequéncia crescente (),
D<A <A< <A <---
e A\ — 00. (vide [5, Secao 9.8] e [16, Teorema 8.5.1]).

Enunciamos a seguir duas proposicoes relativas as autofuncgoes e autovalores do

operador (—A, H}(Q)).

Proposigao C.9 (Desigualdade Poincaré em H}(Q)): Considerando H}(Q) na Pro-
posicao C.7, vale
1
[lullz < -1V ul[l2, Vu € Hy(w),

onde A\, denota o primeiro autovalor do operador (—A, H}(Q)).
Demonstracao. Veja [24, p.15] e [16, Se¢ao 8.5]. =

Proposigao C.10 As autofuncies (ex) do operador (—A,HL(Q)) sio de classe

C>(Q) e ex € L>®(Q) para todo k € N. Se Q tem fronteira suave, entao ex € C*(1Q).

Demonstracao. Veja [5, Teorema 9.31] e [5, Observagao 29, Capitulo 9. =

Encerramos com a seguinte proposicao.

Proposigao C.11 Seja r € (1,p*), se (u,) € uma sequéncia limitada em WP(Q),
1 < p < oo, (respectivamente Wy () ), entdo existem ug € W'P(Q) (respectivamente

uy € Wo?(R)), uma subsequéncia (u,,) de (u,) e a € R tais que

i): Uy, — ug em WHP(Q) (respectivamente em WyP(Q));
i) Up, — ug em LP(Q2);
i) |[tn,|[1p — a;

W) un, (x) = up(x), q.t.p. em €.
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Demonstragao. Suponha que (u,) é limitada em W'?(Q). Como p > 1, entao
WhP(Q) é reflexivo ([5, Proposicao 9.1]). Logo, existem (u,,) subsequéncia de (u,) e
ug € WH?(Q) com

Up, — ug, em WP(Q).

J

Das imersoes de Rellich-Kondrachov, vale a imersao compacta
WP(Q) — L"(Q).

Vale entao que

Up, — ug, em L"(Q).

Por propriedades dos espacos L"(€2), deve existir subsequéncia de (uy,) (para a qual

mantemos a notacao (u,,)) com
U, () = up(z), q.t.p. em €.

(Vide [5, Teorema 4.9]). Por fim, como (u,) é limitada por hipétese, a sequéncia de

nimeros reais (||un,||1,) ¢ limitada. Por Bolzano-Weistrass, podemos considerar que
||UNj||1,p — a,

para algum a € R. Estao mostrados os itens i) - iv). ®



Apeéendice D
Diferenciabilidade de funcionais

Apresentaremos agora alguns resultados abstratos que nos permitem calcular deri-
vadas de funcionais. Os resultados aqui expostos justificam as expressoes das derivadas

utilizadas no Capitulo 3.

D.1 Calculo de derivadas

Proposicao D.1 Seja (H,(-,-)) um espago de Hilbert, com || - || sendo a norma asso-

ciada ao produto interno (-,-). Entao, o funcional

F: H — R

uo e Flu) = gl

pertence a C'(H,R) com

F'(u)v = (u,v), Yu,v € H.

oF
Demonstracgao. Inicialmente, mostraremos que () existe para todo u,v € H.
Para t € R — {0}, observe que:
Flut+tv) = F(w) 1 [|lut+tol> = Jlu?
t 2 t
(1,0) + o]
= (u,v) + =||v
’ 2
Consequentemente,
F tv) — F
lim (u+ o) (W) _ (u,v),
t—0 t
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mostrando que,

OF (u)
()

Agora, mostraremos que corresponde a F’(u). Devemos entao provar que

Fu+wv)— F(u) — (u,v)

lim = 0.
lof|—0 o]l
Como
Flutv) - Flu) - (w,v) slu+ol> = 3llull = (u,v)
o]l o]l
1
= Sl

segue-se que

lim F(u+v) — F(u) — (u,v)

=0
lof|—0 vl

e, assim, concluimos que F' é Fréchet diferenciavel com
F'(u)(v) = (u,v).

Mostraremos agora que F' é C'(H,R). Considere u, —u em H. Temos, para

ol =1,

|F'(un) (v) = F'(u)(0)] = |(un, v) = (u,0)]
= [(un = u,v)]
< lun = wll - [lo]]

= s [F()0) = P00 <l ol

consequentemente
|F'(u,) — F'(u)||gr — 0 quand w, - u em H,

Assegurando a continuidade de F” e, concomitantemente, que F € C'(H,R). =

Na tultima proposicao, nossa candidata a derivada no ponto foi a aplicagao

OF (u)
()

H — R,

F(u)
ov

enunciamos a seguir e nos auxiliard no proximo resultado.

que a cada v € H associa . Isso ocorre devido a uma propriedade geral, que
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Lema D.2 (Método prdtico para cdlculo de derivadas): Seja (X, || -||) um espago nor-
mado e I : X — R um funcional verificando:

0I(u)
a(:)
I(u)
()

3. Seu, = u em X, entdo

1.

: X — R existe para todo u € X.

&)

2.

€ X' para todo u € X.

Entdo I € C*(X,R) com

Demonstragao. [26, Proposi¢ao 1.3]. =

Proposicao D.3 Suponhamos que Q C RN ¢ um dominio limitado e f : Q x R = R

uma fungao continua verificando:
|f(z,t)| < A+ B|t]P, uniformemente em x (D.1)
comp € (0,2 —1] se N >3 epe (0,00) se N =1,2. Definamos

F@@:A}@@@

Hw:AF@wm

entao I € C*(H*(Q2),R) com

waO:AﬂmeLveH%H

Demonstracgao. Seguindo O Lema E.2, faremos a prova seguindo trés etapas.

a1 (u)
a(-)

Pela definicao de derivada direcional, devemos calcular

1? etapa: : X — R existe para todo u € H' ().

oIt _ | I+ to)~ I(w)
v 50 t
~ lim {F(x,u%—tv) — F(x,u) i,
t—=0 Jqo t
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Defina

() = F(m,u—i—tvt)—F(x,u), 40,

Pelo Teorema do Valor Médio, existe § = 6(x) € [u(z),u(x) + tv(z)] ou
0 € [u(x) + tv(z), u(x)] tal que

hi(x) = f(z,0)v(x).

Vale que,
(@) < [f(@,0)] - [v(z)]
< (Ar+ Bil0]P)[o(z)],
como,
0] < 2u(z)| + [v(z)], te[0,1],
dai,

1017 < Aslul?lo] + AgJv[P =,

Segue-se que

[he(2)] < Asfo(@)] + Aslul|v] + Ao € LN(9),

porquanto |v| € LPT(Q) pela imersao H'(Q2) < LP(Q). Pela continuidade de f temos
hi(x) = f(x,u(z))v(xz), quando t — 0,
logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
/th(x)d:p — /Qf(x, u(z))v(zr)dr, quando t— 0,

e entao

o1(u) _
5 —/Qf(x,u(x))v(x)dx. (D.2)

Esta provado o Item 1 do Lema D.2.

22 etapa: 88[((?;) c (HY(Q)), Yu e HY(Q).

Pela primeira etapa, para cada u € H'(Q),temos

/fa:uvda:

*Aqui utilizamos a desigualdade (|a| + |b])? < C(|a|? + |b|F), veja a prova do Teorema 4.7 em [5]
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or(u)
a(-)

e assim é linear. Além disso, para v € H*(Q) com |[v|/ (o) < 1,

Pg@ < [ 1wl olds
< [Z(A1+Bl|u|p) [v]dz
< A1/|v\dx+B1/!u|p\U\dx’
Q Q
acarretando
“92(:) <Alvllzy@) + Billuller [0]lp+1-

Usando as imersoes continuas,
HY(Q) = LYQ) e HY(Q)— LPTH(Q),
existem constantes C, Cy > 0 tais que

Il < Cilloll, Vv e HY(Q)

[Vllpe1 < Cefloll, Vo € HY(Q),

implicando que, se ||v|| =1,

’ I (u)
ov

01 (u)

ov

< (4G + Bidglullen ) o] =

IN

é ‘

A1C'1 ‘|‘ BlA;gHu”%,
0l (u)
a()
1 I
32 etapa: Se u, — u em H'(Q), entdo 88((11),1) — 88(@?’ em (HY(Q)).
Pela desigualdade Holder,

€ (H'(Q)).

mostrando que

ol (u,) 0I(u)
' o v

n) ; d—
SAU@w) f(x,u)| - Joldz <
< 1) = F) s o], =

nos fornecendo
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Por hipotese
[f(D)] < A+ BJt|”,
assim, utilizando um argumento analogo ao do Resultado 1 da demonstragao da Pro-
posicao 3.2, concluimos que

p+1

flz,u,) = f(z,u) em L » (Q). (D.4)

De (D.3) e (D.4) segue que

Ol (u,)  OI(u)

Ov ov =0

a¢) o)

Pelo Lema E.1, concluimos que I € C'(H'(Q2),R), com

sup
H'UHHI(Q)Sl

e H 0I(u,)  OI(u)

'u)(v) = /Q f(a, wode, Yo e H(Q),
| |

Corolario D.4 Consideremos Q@ C RN limitado. Supondo F : Q x RV — R com

flx,u) = F'(z,u) € (RNY, para u € RY, tal que
|f(z,u)(v)] < A+ Bl
com p € (0,2* — 1] e definindo
I(u) = /QF(:E,Vu)d:U

temos I € C'(H'(Q),R) com

'u)(v) = /Q (@, V) (Vo)dz, ve H'(Q)

Demonstragao. Basta notar que todos os argumentos da proposi¢ao anterior podem
ser reproduzidos, porquanto dependem somente do crescimento de f(z,u)(:) e das

imersoes de Sobolev. =

Observacao D.5 1. A Proposicao D.3 e o Corldrio D.4 anterior vale com HJ(£2)
no lugar de H'(Q)), porquanto os arqumentos dependem do crescimento da f e

da imersao H' () — LP(Q), a qual vale para H} ().



D.1. CALCULO DE DERIVADAS 120

2. Por motivo andlogo ao item anterior, substituindo H'(Q) por WP (Q) (idem para
WyP(R)) e supondo
[f(O)] < A+ B,

com 1 € (0,p* — 1], concluimos que I € CY(W(Q),R) (ou I € CY(Wy"(Q),R))
com

I/(u)(v)—/gf(x,u)vdx.

Exemplo D.6 Consideremos I : H}(Q) — R dado por

1 1
) = 3llull = 5 [ [Vude

Pela Proposi¢io D.1 temos I € CY(H}(Q),R) com

I'(u)(v) = /QVqudx, v € Hy(Q).

0
Exemplo D.7 Definamos I : WP(Q) — R, r € (0,p* — 1],
1 1 r+1
I(u) == [ |Vulffde — —— [ |u|"""dx.
P Jo r—+1 Q
1
As fungoes F(v) = [vfP, v € RN e G(t) = ——|t|"™" satisfazem as hipdteses do

r+1
corolario. Temos

F'(w)(v) = plwf(w,v), w,veRY

G'(t) = [t|"'t.

Seque-se entao,

I'(u)(v) = / VulP?VuVuds — / u| " Muvde, v e WHP(Q).
& Q
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