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Resumo

Neste trabalho, temos como objetivo provar a existéncia de solucao positiva para alguns
problemas elipticos nao-locais via Teoria de Bifurcagao, mais precisamente pelo Teorema
Global de Bifurcagao devido a Rabinowitz, onde tais problemas estao relacionados a

modelagem do comportamento de espécies num determinado ambiente.

Palavras-chave: Problemas logisticos nao-locais; Estimativas a priori; Solucoes positi-

vas.
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Abstract

In this work, we aim to prove the existence of positive solution for some nonlocal elliptic
problems via bifurcation theory, more precisely by the Global Bifurcation Theorem due
to Rabinowitz, where such problems are related to modeling the behavior of specie in a

given environment.

Keywords: Nonlocal logistic equations; A priori bounds; Positive solutions.
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Notacao e terminologia

e Nesta tese, C' denota uma constante positiva genérica, a qual pode mudar de linha

para linha.
e RY denota o espaco euclidiano N —dimensional.
e wy ¢ o volume da bola unitaria em RY.
e I' ¢ a solucao fundamental da equacao de Laplace em RV,
e Y ¢ a funcao caracteristica de B.
e B,(z) denota a bola aberta centrada em z com raio r > 0 em R,
e O simbolo — significa convergéncia em norma.
e O simbolo — significa convergéncia fraca.

e Se Q C RY é um conjunto mensuravel a Lebesgue, entao |A| denota a medida de

Lebesgue de A.
e A expressao ¢.s. é uma abreviagdo para quase sempre ou quase todo ponto.
e supp(u) denota o suporte da fungao wu.

e Se u é uma funcao mensuravel, denotamos por u* e u~ a parte positiva e negativa

de u respectivamente, que sao dadas por

ut = max{u,0} e wu  =max{—u,0}.
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C(RY) denota o espaco das fungoes continuas de R em R.
Ck(RY) denota o espaco das funcoes continuas k—vezes continuamente diferencidveis.

L¥(RY), para 1 < s < 0o, denota o espaco de Lebesgue com norma usual denotada

por |uls.

L%(RY) denota a classe de fungoes reais u que sao mensurdveis a Lebesgue tais que
/ P(z)|u(x)|?dx < oco.
RN
L% (RY) é um espago de Hilbert munido com o produto interno
(u,v)2.p = /N P(z)u(z)v(z)dz, Yu,v € LH(RY).
R
A norma associada a tal produto interno serd denotada por | - |3 p.
DY2(RY) denota o espago de Sobolev munido com o produto interno
(u,v)12 = /N VuVudz, Yu,v € DY?(RY).
R
A norma associada a tal produto interno serd denotada por || - ||1 2.
0(A) denota o conjunto de autovalores reais da matriz A.
0(9S) denota o conjunto de autovalores reais do operador S.

o(—A) denota o conjunto de autovalores do operador (—A, Hj(f2)), que possui

notacoes e propriedades bem conhecidas.

Os termos da forma U = (u,v), sempre que for conveniente, serd escrito em forma

u
de matriz coluna U = . Além disso, —AU = (—Au,—Av) ou —AU =
v
—Au
—Av

z = (z,y) > 0se z,y > 0. Analogamente, para os casos <", "<"e ">".



Introducao

Neste trabalho, estudamos a existéncia de solugao para dois problemas de equagoes
elipticas nao-locais, via Teoria de Bifurcacao. O primeiro trata-se da classe de proble-

mas

—Au= (M(2) = [on K(z,y)|u(y)|"dy) u, em RN

lim w(z)=0, w>0 em RY
|z|—+o0

(P)

onde N >3, A >0,v € [1,2), f: R — R é uma fungio continua positivae K : R¥ xRY —
R é uma funcao nao-negativa. As funcoes f e K satisfazem algumas condig¢des que nos

permitem usar a Teoria de Bifurcacao.

A segunda classe de problemas, trata-se de uma classe de sistemas de equacoes, dadas

por
—Au = (a— fQK T,y f(u,v)dy) u+bv, em
—Av=(d— [,T( (w,v)dy) v+ cu, em Q (@)
u=wv=0, sobre 0f)

onde Q C RY ¢ um dominio limitado com fronteira suave, N > 1, e K,I': Q x Q — R

sao fungdes nao-negativas verificando algumas hipéteses e a, b, c,d € R. As fungoes f e g

também satisfazem algumas condi¢oes que nos permitem usar a Teoria de Bifurcagao.

A motivacao para o estudo destes problemas, surge da necessidade de modelar o com-

portamento de uma espécie habitando em um dominio limitado Q C RY com fronteira



suave, cuja equagao logistica classica ¢ dada por

—Au =u(A —b(z)uP), em
u=0, sobre 0N

(1)

onde u(z) é a densidade populacional num ponto x € 2, A € R é a taxa de crescimento

da espécie e b(z) descreve o efeito limitador de aglomeragao da populagao.

Em (1), estamos assumindo que €2 é cercado por areas indspitas, devido as condigoes
de contorno de Dirichlet homogéneas. Desde que (1) é um problema local, o efeito da
aglomeracao da populacao u em x s6 depende do valor da populacao no mesmo ponto
xz. Em [8], para obter uma situagdo mais realista, Chipot considerou que o efeito da
aglomeracao depende também do valor da populacao em torno de z, isto é, o efeito
da aglomeracao depende diretamente da integral envolvendo a fungdo w na bola B,.(x)
centrada em x de raio r > 0. Mais precisamente, em [8] foi estudado o seguinte problema

nao-local
—Au = ()\ - fQﬁBT(a:) b(y)up(y)dy> u, em £
u=0, sobre 02

(2)

onde b é uma funcgao continua nao-negativa e nao-trivial. Uma formulagao mais geral para

tal problema populacional é dada por

—Au= (A= [, K(z,y)u"(y)dy) u, em
u=0, sobre 0.

(3)

Existem muitos trabalhos, considerando diversas condigoes sobre K. Por exemplo, quando

K tem variaveis separaveis, ou seja,
K(z,y) =g(x)h(y), h>0, h#0 e g>0 em Q (Ko.)

Corréa, Delgado e Sudrez em [9], provam que (3) possui uma tnica soluc¢ao positiva para
A > \j. Além disso, Coville em [12] e Leman, Méléard e Mirrahimi em [17], supondo g = 1,
p > 1 e sob condi¢oes de contorno de Neumann homogénea, provaram que a solucao
positiva de (3) atrai todas as solugbes possiveis da equacao parabdlica correspondente
associada a (3). Quando g > 0, g # 0 em Qg C €2, entao (3) possui uma unica solucao

positiva para A € (A1, \g), onde \g é o autovalor principal do laplaciano em g, ver [9].
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Em [1], Allegretto e Nistri provam um resultado semelhante para K (z,y) = Ks(|z—y|)
onde Ks(|z —y|) € C°(RY) e / Ks(|Jz — y|)dy = 1 para todo x com
RN

Ks(lr—yl) =0 se |r—y|>46 (Ko2)

Ks(|lx —y|) limitada longe de zero, sendo |z —y| < pu < 4. (Koz3)

Observe que neste caso, K se anula longe da diagonal de €2 x €.

No caso em que
K(z,y) > Ky >0 paratodo (z,y)€ Qx (Ko.4)

em [17] é provada a existéncia de solucao positiva de (3) se, e somente se, A > \j, ver

também [12].

Chen e Shi em [7], para o caso p =1 e K € C(Q x ) sendo uma fungao ndo-negativa

tal que para todo ¢ > 0,
| Koy >0 (Kos)
Q

mostram a existéncia de \* > \; tal que (3) possui, pelo menos, uma solugao positiva

para A € (A1, \*].

O caso N = 1, também tem sido estudado. De fato, em [17] a existéncia de solugao

positiva é provada se
K(z,z) > Ky >0 paratodo z €. (Kog)

Sun, Shi e Wang em [20] provam a existéncia de solugao positiva para K (z,y) = K1 (|x—y|)
e Q= (—=1,1), onde K; : [0,2] — (0,00) é uma aplicagdo continua por partes e nao-
decrescente com

/0 Ki(y)dy > 0. (Ko.7)

Em [2], Alves, Delgado, Souto e Sudrez provaram um resultado de existéncia e nao-
existéncia de solugao para o problema (3). Neste trabalho, os autores introduziram uma

classe IC formada pelas fungoes K : 2 x 2 — R tais que:

4



(1) K € L*(Q x Q) e K(x,y) > 0 para todo z,y € .
(#1) Se w é mensuravel e [, o, K(z,y)|w(y)[’|w(z)|*dzdy = 0, entdo w = 0 g.s. em Q.

Usando Teoria de Bifurcagao e supondo que K pertence a classe K, o seguinte

resultado foi provado:

Teorema 0.1. O problema (3) tem uma solugdo positiva se, e somente se, A > Ay, onde

A1 € o primeiro autovalor do problema

—Au=Mu, em
u=0, sobre Of).

O Teorema 0.1 implica que (2) tem uma solugao positiva se, e somente se, A > Aq,
visto que a funcdo K (z,y) = b(y)Xs, () (y) pertence a K, uma vez que b é positiva em €.
Além disso, tal teorema também melhora os resultados acima, uma vez que é permitido
que K se anule em alguma parte de ) x {2 em geral, nao somente em uma parte simétrica

como em (Kos) e (Ky3)

Motivado por [2], surgem duas perguntas bem interessantes: 1) E possivel provar a
existéncia de solucdo para (P), que trata-se da versao em RN de (3)? 2) E possivel
modelar o comportamento de duas espécies em um dominio limitado 2 e fazer um estudo

analogo ao feito em [2]?

Para responder a primeira pergunta, da mesma forma que em [2], temos a intengao
de usar a Teoria de Bifurcagao. No entanto, devemos ter cuidado, porque em [2], {2
¢ um dominio limitado com fronteira suave, o que possibilita utilizar imersoes compactas
conhecidas dos espacos de Sobolev e de Schauder. Como o problema se encontra em RY
é necessario provar novas estimativas, e para este fim, nossa inspiracao veio de alguns
artigos devido a Edelson e Rumbos [13, 14], onde a Teoria de Bifurcagao foi utilizada

para estudar a existéncia de uma solucao para um problema do tipo

—Au+u=Af(z)(u+h(u) em RY,

lim w(z)=0 e u>0 em R",
|z| =400



onde f e h sao fungoes continuas que satisfazem algumas condigoes técnicas. E muito
importante destacarmos que, diversas estimativas feitas para responder a pergunta 1) sdo
completamente diferentes daquelas obtidas em [13, 14], porque o presente problema (P)

é nao-local, enquanto o problema (P;) é local.

Para responder ao questionamento 1), em relacdo a K e f, devemos ter K : RN xRY —

R uma funcao continua que verifica as condicoes abaixo:

(K,) Existe P e C'

+ (RN R) N LYRY) tal que
0< K(z,y) < f(x)P(y)”*/QQ(x,y), V(z,y) € RY x RY,

onde @ : RY x RY — R é uma funcao mensuravel que verifica

(Ql) M = sup ’Q(x,-)|22 < 4o00.

zCRN -

(Q2) Dado e > 0, existem R, L > 0 tais que

Qz,y)”* Vdy < e, Va € B4(0).

ly|<L

Aqui, CF

rad

(RV,R) = {g € C(RV,R) : g ¢ positiva e radialmente simétrica}.

(K1) Se w é mensuravel e [y oy K(2,y)|w(y)|w(z)|*dzdy = 0, entdo w = 0 g.s. em

RV,

E importante destacar que K € L*(RY x RY) em virtude da propriedade (Kp).
Relacionada a funcao f, assumimos que

(f1) f:RY — R é uma fungao continua tal que 0 < f(z) < P(z), Vx € RY.

(f2) Existe ¢ > N/2 tal que

sup | flra(By(a)) < +00.
zeRN

Tomando P € CT

rad

(RNuR) n Ll(RN) e Q(xu y) = XB,;(O)(‘T - y)7 a fun(;é’o

K(z,y) = f(z)P(y)"*Q(z,y)

6



verifica as condigoes (Kp) e (K7).

O nosso primeiro resultado principal, o qual responde em detalhes a pergunta 1), estd

enunciado abaixo:

Teorema 0.2. Assumindo (Ky) — (K1) e (f1) — (f2). Entao, o problema (P) tem uma

solugao positiva se, e somente se, X > A, onde Ay € o primeiro autovalor do problema

linear
—Au = \f(x)u, em RY
(AP)
lim wu(z) =0.
|| =400

Em relagao a segunda pergunta, propomos modelar como descrito no sistema (@Q). No
entanto, o estudo sobre a existéncia de solugao positiva para (@) requer um estudo técnico
adicional envolvendo matrizes, devido a forma matricial em que o problema se transforma.
A inspiragao para fazer o estudo através de matrizes vem dos artigos de Corréa e Souto
[10, 11] e Souto [19], onde, por exemplo, em [19] é feito um estudo de existéncia de solugao

via indice de ponto fixo em cones para sistemas do tipo

—AU,:mll(fﬁ)u‘f‘m12<$)v+f($,u,7}), em ()
—Av = moy (x)u + mag(z)v + g(z,u,v), em (Q1)
u=v=0, sobre O}

onde Q C RY é um dominio limitado com fronteira suave e M(z) = (my;(x)), f e g
verificam algumas condi¢oes para utilizar as técnicas empregadas necessarias. E muito
importante destacarmos que as estimativas que faremos, assim como os problemas, sao
completamente diferentes dos estudados em [10, 11] e [19], pois o presente problema (Q)

¢ nao-local, enquanto os problemas estudados nestes artigos sao locais.

Para fazermos o estudo do problema (@), suporemos que K, I" € K, onde K é 0 mesmo

conjunto definido em [2], isto é, K é formado pelas fungoes K : Q x Q — R tais que:
(1) K € L*(Q x Q) e K(x,y) > 0 para todo z,y € .
(#) Se w é mensuravel e [, o, K(x,y)|w(y)[’|w(z)|*dzdy = 0, entdo w = 0 g.s. em Q.

7



Relacionadas as fungoes f e g, assumiremos que existe v > 0 tal que
(g0) f,9:[0,00) x [0,00) — R sao fungdes continuas.
(g1) Existe € > 0 tal que f(t,s) > €|t|" e g(t,s) > €|s|”, para todo ¢, s € [0, 0).

(92) f(&t,§s) =71 (t,5) e g(&t,&s) = £7g(t, s), para todo t, s € [0,00) € £ > 0.
Exemplo 0.1. As fung:oes f(t,s) = [t +|s|7"t|* e g(t,s) = cr|t|" +eals|, pam c1,Cy >
k

0, assim como f(t,s) H|t|%+| [ H 1 e gt s) H|t|73+| |77, onde Z% v >0
7j=1
e >0, sao exemplos que verificam (go) — (g2)

Antes de enunciarmos os proximos teoremas, destacamos que as constantes a, b, ¢, d €

a b
R, que aparecem no sistema (Q), formam a matriz A = , que frequentemente

c d
aparece no estudo do sistema (Q).

Os resultados que obtemos no estudo citado, sao:

a b
Teorema 0.3. Considere K.I' € K e (go) — (g2) vdlidos. Seja uma matriz A =
c d
com a,b,c,d >0 e X >0 seu maior autovalor. Entao, temos que o sistema
(
—Au=(a— [,K(z, y)f(u,v)dy)u+bv, em
—Av=(d— [,T(z,y)g(u,v)dy) v+ cu, em
(£,)

u,v >0, em €

u=v=0, sobre OS2

\
tem solucao se, e somente se, A\ > Ay, onde A\i € o primeiro autovalor do problema

(—A, Hy(2)).

No caso em que f =¢ge K =T, temos:

a b
c d

tal que: existe um maior autovalor positivo de A que € o unico autovalor positivo X com

Teorema 0.4. Considere K € K e (go) — (g2) vdlidos. Seja uma matriz A =

8



um autovetor z > 0 e dimN (A — A) = 1. Entao, temos que o sistema

(

—Au=(a— [,K(z,y)f(u,v)dy)u+bv, em Q
—Av=(d— [ K(z,y)f(uw,v)dy)v+cu, em Q

u,v >0, em

()

u=v=0, sobre OS2

\

tem solugdo para todo X > A1, onde \y € o primeiro autovalor do problema (—A, H} ().

Este trabalho divide-se em cinco capitulos e trés apéndices que estao distribuidos como

descritos a seguir.

No Capitulo 1, nos dedicamos a apresentar fatos e resultados fundamentais para
demonstracao do Teorema 0.2, tais como propriedades do termo nao-local, um estudo da
funcao peso P e a construcao e propriedades de operadores solucao que sao fundamentais

para cumprir nosso objetivo.

No Capitulo 2, demonstramos em detalhes o Teorema 0.2, que trata-se do primeiro
teorema principal da tese. Neste capitulo, utilizamos constantemente tudo que foi provado

e discutido no Capitulo 1.

Destacamos que os resultados dos Capitulos 1 e 2 desta tese originaram um artigo
de pesquisa, o qual foi aceito para publicacao na revista Proceedings of the Edinburgh

Mathematical Society no ano de 2016 (ver [3]).

No Capitulo 3, nos dedicamos a apresentar fatos e resultados fundamentais para as
demonstracoes dos Teoremas 0.3 e 0.4, tais como propriedades dos termos nao-locais e
formulagao matricial do problema, alguns resultados técnicos do problema homogéneo e

construcao de operadores solucao.

No Capitulo 4, demonstramos em detalhes os Teoremas 0.3 e 0.4, que sao dois teo-
remas principais da tese. Neste capitulo, utilizamos constantemente tudo que foi provado

e discutido no Capitulo 3.

No Capitulo 5, o qual é um capitulo adicional, fazemos um estudo que visa responder
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um questionamento natural apds o estudo dos capitulos anteriores. O questionamento se-
ria relacionado a possibilidade de termos um resultado andlogo aos do Capitulo 4, porém
trocando o dominio Q por R, ou seja, um resultado que relacione os resultados encontra-
dos nos Capitulos de 1 a 4. Destacamos que esse capitulo pode ser visto como uma leitura
opcional da tese, pois os resultados contidos nele sao em sua grande maioria releituras

dos resultados dos capitulos anteriores.

Por fim, para deixarmos o texto mais completo, no Apéndice A temos a demonstracao
da imersdao compacta de D¥2(RY) em L%(RY), no Apéndice B temos um estudo sobre
as propriedades espectrais de alguns operadores de solugao que aparecem no decorrer do
texto e no Apéndice C temos a apresentacao de uma estimativa na norma de L>(R”) de
uma solugao para determinado problema eliptico. Os resultados provados nos apéndices

sao essenciais para as demonstragoes dos teoremas centrais do texto.
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Capitulo 1

Estudo fundamental relacionado ao

problema (P)

Este capitulo é dedicado ao estudo de fatos fundamentais para a demonstracao do
Teorema 0.2. Tal teorema estabelece que, para K : RY x RV — R uma funcdo continua

que verifica as condigoes abaixo:
(Ky) Existe P € C (RN, R) N LY(RY) tal que
0< K(z,y) < f(2)P(y)*Q(w,y), V(x,y) € RY x RY,

onde @ : RY x RY — R ¢ uma funcdo mensuravel que verifica

(Q1) M = sup |Q($>-)|23 < +00.

zeRN v

(Q2) Dado e > 0, existem R, L > 0 tais que

Qz,y)**Vdy < e, Va € B5(0).

ly|<L

(K1) Se w é mensurdvel e |, K(z,y)|w(y)|"|w(z)|*dzdy = 0, entdao w = 0 q.s. em

RN xRN
RN

Claramente, K € L*(RY x RY) em virtude da propriedade (Kj).
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Em relagao a funcao f, assumindo que
(f1) f: R — R é uma funcdo continua tal que 0 < f(z) < P(z), Vr e RY.

(f2) Existe ¢ > N/2 tal que

Sup | f|Le(m, (@) < +0o0.
zeRN

Entao, o problema

—Au= (M(@) = fox K@ plu@m)dy) u, em RY

lim u(z)=0, >0 em RY
|z|—+o0

(P)

onde N > 3 e~ € [1,2), tem uma solugao positiva se, e somente se, A > A;, onde A\ é o
primeiro autovalor do problema linear
—Au = \f(z)u, em RY
. (AP)
lim wu(z)=0.
|x| =400
E muito importante destacarmos que, devido as caracteristicas impostas a funcao peso

P, temos a imersao compacta
DY2(RN) — LL(RY). (1.1)

Esta imersao é essencial em nosso estudo e estd demonstrada de forma detalhada no
Apéndice A. Além disso, como o problema (P) situa-se em RY faz-se necessario saber
o comportamento das solugoes no infinito, para tal introduzimos o espaco de Banach

E = {u € O(RM); lim u(z) = o} :

|| =00

munido da norma | - |. Um célculo simples nos mostra que a imersio F < L%4(RY) ¢

continua.

Podemos dividir o estudo de tais fatos em trés topicos: propriedades do termo nao-
local, estudo do peso P e construcao de operadores solugao. Claro que, no decorrer deste

capitulo estaremos supondo as hipoteses dadas acima.
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1.1 O termo nao-local

No que segue, mostraremos algumas propriedades do operador ¢ : L%(RY) — L'(RY)

dado por ¢(u) := ¢, onde
oue) = [ Klzpluty)ldy
O operador ¢ esta bem definido, devido as hipéteses (Kp) e (K7), pois
ou@l = [ Kyl
RN
< [ P@PW Q) ) dy
RN
= Pl) [ POYIQG ) )l dy

donde, pela desigualdade de Holder,

@l = [ Kty

< Pl plQG )l 2
= gu@)] < MP@)ul, (12
desta forma,
[ 10ut@lds < 1Pl (13

ficando assim estabelecida a boa definicao do operador ¢.

Usando a definigao de ¢, vemos que u € D'?(RY) é solugdo fraca de (P) se, e somente

se, ¢ uma solucao fraca e positiva da equagao

—Au+ ¢y (z)u = Af(z)u, em RY. (EP)

O lema a seguir, mostra algumas importantes propriedades do operador ¢. Tais pro-

priedades serao essenciais para referéncias futuras.

Lema 1.1. O operador ¢ satisfaz as sequintes propriedades:

(le) ¢tu = t7¢u; V(“,t) € b x [0, +OO)
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(¢2)
|pu ()| < MP(:L')|u|;p Y(u,x) € LARM)XRY e |¢u(x)] < MP(2)|u|l, Y(u,z) € ExRY.
(¢3) Para todo u € L%L(RY),

Pu(T) _

(¢4)
[bult < MIPL|ul3p Yu€ LERY) e |puls < MIPhlull, Vue€ E.

(¢5) & : E — LYRYN) € continua, isto ¢,
U, »u em E= ¢, — ¢, in LYRY).

(¢6) Seja (un,) C LHRYN) uma sequéncia e u € E tal que u,(z) — u(z) ¢.s. em RY.
Entao,

liminf ¢, (v) > ¢, (v), VreRY.

n——+0o0
(¢7) Seja (u,) C E uma sequéncia e uw € E tal que u, — u em E. Entao, dado € > 0,

existe ng € N tal que
|pu, () — ¢u(z)| < eP(z), Vn>ng e VreRY.
(¢g) Seu e CHRN)NDL2(RY) é uma solugio nao-trivial de (EP) eu > 0 (resp. u < 0),

entdo u >0 (resp. u <0).

Demonstragao.
(¢1): Esta propriedade é uma consequéncia imediata da defini¢ao de ¢,.

(¢2): De (1.2), segue que
6u(@)] < MP@ullp V(n,2) € LHRY) x RY.

Da desigualdade acima juntamente com a imersao continua E < L%(RY), concluimos
que

|pu(z)] < MP(2)|u]l, YueE e VrcRY.
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(¢3): Repetindo os mesmos argumentos explorados em (¢s), temos

pu@l = [ Kty

< [ F@PE)Q y)luy)dy

- / v)?1Q(, y)luly)"dy

= [ |<L (9)"1Q (., y)luly)|"dy + /| . P(y)7/2|Q(x,y)Hu(y)de}
< [ |y|<LQ r,y)* vdy> uly p+ M <A;>L P(y)|u(y)] dy) ]

para todo z € RY e L > 0. Combinando o fato que u € L%L(RY) com (Q3), dado € > 0,

existem R, L > 0 tais que

|ou(z)| < ef(x) para [z > R,

e assim (¢3) fica estabelecida.
(¢4): Esta propriedade segue de (¢), pois P € L*(RY).

(¢5): Se u, — u em E, entdo u, — u em L%4(RY), assim
Un(z) — u(x) q.s. em RY e P(y)"*u,(y)| < h(y) para h € L*(RN).

Por outro lado, fixando z € RV,

P(y)un(y)? | Qz,y)**
2/ 2/(2—-7)

K(z,y)[un(y)]” < P2)P(y)"*|un(y)]"Qa,y) < P(x) {

assim,

h(y)? L Q y)2E
2/ 2/(2-7)

desta forma, como K (z,y)|u,(y)|” — K(x,y)u(y)|” para quase todo y € RY, usando o

K(e,y)lun(y)]" < P(a) [ ] e I}(RY)

Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos
bu, (¥) — ¢u(x), para todo r € RV,
Sendo assim, como
|fu, (2)] < Mlun|LP(z) < C.P(z) € L'(RY)

15



usando, novamente, o Teorema da Convergéncia Dominada, concluimos que

bu, — ¢y em LYRYN).

(¢6): Como K(z,y) é ndo-negativa, esta propriedade segue imediatamente do Lema de
Fatou.

(¢7): Usando (f1) e as defini¢oes de ¢y, € ¢, obtemos

60, (&) — bu(2)| < P(a) / P)} Q. y)] - llun)[" — [uy)[|dy.

RN

e assim,
(b, () — bu(@)] < MP@)| P2 [Jun]” = |u] |, Vo €RY ¢ VYneN.
Como u,, — u em E, temos que
[lun]” — u"|oc = 0 quando n — +oo.
Portanto, dado € > 0 existe ng € N tal que
|pu,, (2) — u(z)| < eP(x), Yz eRY e n>n,.

(¢s): Consequéncia imediata dos principios de méximo, encontrados no capitulo 8 de

[15]. u

1.2 O peso P

O objetivo desta secao é estudar a existéncia e a regularidade de alguns problemas

lineares, que serao utilizados na prova de alguns lemas mais adiante.

Inicialmente, se P € C

*+ (RY.R) e ¢ é a solugdo fraca do problema abaixo

—Au = P(z), em RY

lim wu(z) =0,
|z| =400
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entdo ¢ € D2 (RN) N C*(RY) e

rad

—(rN Y (r)) =N TEP(r), parar > 0e lim ¢(r) = 0. (1.4)

T—00

O lema abaixo mostra o comportamento de ¢ no infinito. Um resultado semelhante

foi provado em [5] porém com um argumento diferente.

Lema 1.2. A funcdao ¢ € decrescente, positiva e

dm e ) = wNszr'_l_ %)’
Demonstracao.
Com efeito, por (1.4),
—rV Y (r) = /T sN1P(s)ds, Vr > 0.
0

Como P é positivo, fica claro que ¢'(r) < 0 para r > 0, entdo ¢ é decrescente. Além

disso,
. N—1, e N-1 _ |P|1
lim —r® 7' (r) = s" T P(s)ds = ——
r—>00 0 (,QN
e
OO |P|1 /Oo 1-N |P|1 2—-N
0< =— '(s)ds < —— ds = —————— :
o)== [ s < DL [T Vas -
Desta forma
. Pl
lim sup ¥V "2p(r) < |— 1.5
Por outro lado, dado £ > 0 existe ry > 0 tal que
Pl —
—rNh () > [Ph—e 8, para T > Tq.
WN
Sendo assim,
o0 P _
o(r) = —/ ¢'(s)ds > —’ i 87‘2_N, para 1 > 1.
r wN
Como € > 0 é arbitrario, fica garantido que
P
minf V20 > P :
lminfr00) 2 SR ) o
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Portanto, o lema segue combinando (1.5) e (1.6). n
Agora, pelos fatos acima, temos a afirmacao abaixo:
Afirmacao 1.1.
o(x) = —/ [(x —y)P(y)dy, Vo cRY, (1.7)
RN
Esta afirmacao serd de grande importancia mais adiante, por isso se faz necessario
uma demonstragao para ela.

Demonstragao. (Afirmagao 1.1)

Como ¢ é solugao cldssica do problema —Ap = P(z) em R, para cada R > 0

consideremos o problema abaixo, com Bg := Bg(0),

—Av = P(z), em Bpg

(1.8)
v(z) = ¢(x), sobre O0Bg.
Este problema tem uma tnica solucao vg, dada por
R? — |z? ¢(y)
vr(x) = — G x,yPydy—i——/ ————do,, 1.9
we) == [ GatePway+ T [ e, )

onde
e —y) ~T (Ble-71), se y#0
D(lel) = T(R), se y=0,

Ggr(z,y) =

sendo ¥ = (R?/|y|*)y se y # 0. Também ¢é importante destacarmos que

y’2—N

Nz —y)=T(z—y|) = |z — , para x #,

N(2 — N)U.)N
é a solugio fundamental da equacio de Laplace em RY para N > 2. Note que, Gr(z,y)

¢ a fungao de Green associada com a bola Bg.

Pela unicidade de solugao para o problema de Dirichlet (1.8), temos que vg(x) = ¢(x)

para |z| < R e todo R > 0.
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Fixando z € RY e escolhendo R > 0 tal que R > 2|z|, entao

©(y) 1 / o(y)
Yy = — iy
/y|—R o —y|N RN Jiy=r Ig — 51N

Y g
|

R w|=1 ‘% - w’N N
2N
S E w(Rw)daw,

|w|=1
recordando que a média esférica de ¢, denotada por p, é dada por

_ 1 1
P(R) = Non RN T /IwIR p(w)do, = Noow /w1 p(Rw)do,

chegamos que,

R? —|z]? o(y) N |z |?
—_— — 2 __d 2 1—— | 2(R).
NowhR /y|:R o=y N < ( R2 ) PR

Portanto, pelo Lema 1.2,

R2—W/ o)
|

NowR Jyn 2 y|Nd0y—>0 quando R — o0. (1.10)
yl=R I* ™

Agora, para cada x # y, Gr(z,y) — I'(x — y) quando R — oo. Também, para R
grande e x # ),

02 ~Grle) = It~ | (We =) | < It - )

Observe que,

[ re—pipway < 5 [ pPian < o

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

—/B Gr(e,9)Py)dy = = | Tz =y)Py)dy (1.11)

quando R — oo, e assim de (1.8), usando (1.9) e (1.10), obtemos
o(r) = — /RN [(z —y)P(y)dy, YrecRY. (1.12)
u

A demonstracao acima, trata-se de uma adaptacao de alguns argumentos encontrados

em [13, pags. 225-226].
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1.2.1 Alguns resultados de regularidade

Seja F': RV — R uma funcio continua satisfazendo a condicdo seguinte:
|F(2)] < coP(x), Vo eRY, (H)
para alguma constante positiva cg.

Desde que w(z) =1 € L%(RY), podemos garantir que o funcional ¥ : DM?(RY) — R

dado por
U(v) ::/ F(x)vdx
RN

¢ continuo, pois

U(v) = /N F(z)vdx < co/ P(z)vwdz < colvlo.p|P|Y* < CIPY?|v]1a:
R

RN

Usando o Teorema da Representagao de Riesz, existe um tnico u € DV?(RY) tal
que

VaVuds = [ Flajds, Woe DR e fulh < 1P

RN RN
Além disso, por Teoria de Regularidade, v € D"2(RN) N W2"(RY) N CY(RN) para

loc

todo p > 1 e trata-se de uma solucao forte do problema abaixo

—Au=F(z), em R".

Usando a notagao acima, podemos provar o seguinte resultado:

Proposicao 1.1. Assumindo que F satisfaz a condigio (H). FEntdo, um existe unico

u € CY(RY) N DY2(RYN) com

VuVudr = / F(x)vdr, Yv € DY*(RY)

RN RN

co| Py 2-N N
< T = v R™Y.
)| € SOl e

Ademais,
12R

N_QHFHO(BgR) , VR>0.

N
IVl < | gl +
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Demonstracao.

No que segue, denotamos por p : RY — R a funcdao dada por

1
eleP=1 se |z <1,

0, se |z|>1

E bem conhecido que p € C3°(RY) com suppp C B1(0). Usando a funcgdo p, para cada

n € N definimos
un(z) 1= / pn(T — y)u(y)dy,
RN

onde p,(z) = Cn™p(nz) com C = ([un p( . Aplicando alguns resultados encon-

trados no capitulo 4 de [4], sabemos que (un) e

Up, .
5 convergem uniformemente em
X

respectivamente, para todo i € {1,...,N}.

conjuntos compactos de RY para u e

8!@‘

Além disso, fixando
Fu(x) =/ pol(z —y)F(y)dy,
RN

concluimos que u, verifica a equagao abaixo no sentido classico
—~Au, = F,(r), em R".

Pelas estimativas a priori encontradas capitulo 8 de [15], para cada R > 0 temos que

12R

N_QMHM&my Vn € N.

N
IVl < | Fllunlecs +

Como (F,,) converge uniformemente para F' em compactos, passando ao limite n — +o0

na tultima desigualdade, deduzimos que

N 12R
Vet < | Gl + 57 1Pl

Usando a func¢do de Green G da bola B com R > |z|, sabemos que

_ (72 —[2]*) un(§)
U () = —/BR Gr(z,y)Fa(y)dy + NowR /aBR |x_€|NdUg

Passando ao limite n — +o00, segue que

_ (R? — |z?) u(§)
u(x) = /BR Gr(z,y)F(y)dy + NonR /aBR 7 _§|Nd05, para R > |z|.
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Procedendo como na Afirmagao 1.1, obtemos

ua) == [ TPy

Pela ultima igualdade e por (1.7), concluimos que

@) < [ E-pIF0l < o [ I0E-IPO)d = ale@)] < -0l

Completando assim a demonstracao. [ ]

1.3 Um operador solucao linear

Nesta secao estudamos a existéncia e propriedades de um importante operador, que

serd usado para provar a existéncia de solugdo para o problema (P).

No que segue, fixemos f € C(RY) com 0 < f(z) < P(z). Entdo, para cada
v € LEL(RY), pela imersao compacta DM?(RY) — L% (R") juntamente com o Teorema
da Representagao de Riesz, temos que existe uma tinica solucao u € DV2(RY) do

problema

—Au = f(zr)v, em RN
(WLP),
lim wu(xz)=0.
|| —=+o0

Desta forma, podemos definir um operador solu¢io S : LL(RY) — L% (RY) tal que
S(v) = u, onde u é a unica solu¢do do problema linear com peso (WLP),. Usando
argumentos bem conhecidos, S é um operador autoadjunto e compacto. Entao, pela Te-
oria Espectral, existe uma base ortonormal completa {u,} de L%(RY) e uma sequéncia

correspondente de nimeros reais positivos {\,} com A, — oo quando n — oo, tal que

O<)\1§)\2§§)\n§ .....

—Auy, = M f(2)u,, em RY.
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Usando o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, ¢ possivel provar a seguinte
caracterizagcao para \;

Jen [Vv]2da
1mn .
veDV2®RN\(0} [on f(2)]v(x)]?dz

)\1:

Ainda é possivel mostrar que A\; é uma autovalor simples e que a correspondente auto-

funcdo ¢, pode ser escolhida positiva em R,

Estes fatos, com a finalidade de deixarmos a tese o mais completa possivel, estao

provados no Apéndice B.
Ademais, temos a propriedade seguinte

liminf |2|Y 2, (z) > 0. (1.13)

|z|—o00

O limite acima é uma consequéncia do lema abaixo:

Lema 1.3. Seja u € EN DY2(RY) uma fungdo positiva e R > 0 tal que

VuVidr >0 Vi€ DYRY), supp o € B4(0) e ¢ > 0.

RN
Entao,

%;gi% 2|V 2u(x) > 0.
Demonstracgao.
Primeiramente, como u é uma funcao continua e positiva, existe € > 0 tal que
u(z) >e >0, Vae Bg(0).
Definindo w(z) = u(z) — L2 |z>N e

0, se |z|<R

w(x), se |z|>R,

temos que w € DY3(RY), supp @ C B%(0) e w > 0. Entao, devemos ter

VwVw dx = / VuVwdx > 0,

RN RN
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desta forma,

—/ |Vw™ [2dz > 0.
RN\BR(0)

Entdo, w™ = 0 em RY \ Bg(0), de onde segue que

6}§V72
2

u(z) > lz|* N for |z|>R.

Completando assim a demonstracao. [ ]

Desde que E C L%(RY), temos a intencio de provar que S : E — E estd bem definido
e trata-se de um operador linear compacto. Para demonstrar tal fato, vamos considerar
o subespaco Ey de E dado por
Ey = {u c C*RY);  sup [|z|V2u(x)] < oo} :
zeRN

munido com a seguinte norma
ul| = sup {|z["?|u(z)| : z € RV} .

Afirmacao 1.2. S(E) C E.

Com efeito, para cada v € E definimos F(x) = f(x)v(x). Entao, a Proposigao 1.1
1,2

garante a existéncia de uma tnica u € C*(RY) N DV2(RY) tal que

VuVwdr = f(x)vwdr, VYw e DY*(RY) (1.14)
RN

RN

Pl

Portanto, S(v) = u € Ey. Como v € E é arbitrario, podemos garantir que S(FE) C FEy.

V| |z|>™Y, V2 eRY. (1.15)

A seguir, mostramos um resultado importante de convergéncia das sequéncias, que

usaremos para provar que S : ' — E é compacto.

Lema 1.4. Seja (u,) sequéncia limitada em Ey. Se para cada compacto A C RY a
sequéncia (||uy||c1(ay) € também limitada, entio (u,) admite uma subsequéncia conver-

gente em E.
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Demonstracgao.

Pela limitacao de (u,) em Ejy, temos a existéncia de C, R; > 0 tal que
un (2) — U (7)] < Clz|* M <1, para |2/ >Ry e Vn,meN.
Por outro lado, usando a hipdtese de (u,) ser limitada em C*(Bpg, (0)), segue que
U (1) —un(y)| < Clz —y|, Vo,y€ Br, e VYneEN.

Aplicando o Teorema de Arzelad-Ascoli, existe Ny C N, tal que (u,)nen, é uma

sequéncia de Cauchy em C(Bg,) com
|un(z) — um(x)| <1, para |z|>R; e n,méeNy.
Repetindo os argumentos acima, temos a existéncia de Ry > Ry, tal que
[ (1) — um (2)] < Clzf N <1/2, para |z| >Ry e Vn,m e Nj.
Uma vez que (u,) é limitada C'(Bg,(0)), obtemos que
U (1) —un(y)| < Clz —y|, Vo,y € Br, e n €N

Aplicando novamente o Teorema de Arzela-Ascoli, existe Ny C Ny tal que (uy)nen, €

uma sequéncia de Cauchy em C(Bg,(0)) e
|un(x) —um(x)] <1/2, para |z|> Ry e n,m € Ns.

Repetindo o argumento acima, vamos encontrar uma sequéncia crescente (R;) C R com

R; — +00 e conjuntos N D N; D Ny D ... DN, D ... tais que
[un () — upm(x)| < 1/k, sempre que |z| > Ry, com n,m € Ny.

Portanto, existe uma subsequéncia de (u,), ainda denotada por (u,), tal que dado € > 0,

existem R > 0 e ng € N verificando
|un(x) —um(x)| <e, para |z >R e n,m > ny.
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Por outro lado, a limitacdo (u,) em C'(Bg(0)) nos permite assumir que, alterando a

subsequéncia se necessario, temos a desigualdade abaixo
|Un(z) — upm(7)| <&, para n,m>ng e x€ Bg(0).
Concluimos assim que,
|ty — Um|oo < €, para todo n,m > ny,

donde, segue que (u,) é uma subsequéncia de Cauchy em E. Uma vez que E é um espago

de Banach, (u,) é convergente em FE, concluindo assim a demonstragao. |

Com os resultados acima, estamos em condigao de demonstrar a compacidade do

operador S:

Lema 1.5. O operador S : E — E € compacto.

Demonstracgao.

Considere (v,) uma sequéncia limitada em E e u, = S(v,). Por (1.15), temos que

(un) C Ep e

Além disso, considerando F,(z) = f(z)v,(x) e fixando R > 0, a Proposigao 1.1 nos
garante que

N 12R
IVunllewn = | lunllown + =5 Fallom | Y €N

Usando (f,) e argumento bootstrap, sabemos que (u,,) é também limitada em C(Byz(0)).
Como (F,,) é também limitada em C(Byg(0)), visto que (v,) é limitada em E, o lado
direito da ultima desigualdade é limitado. Sendo assim, podemos aplicar o Lema 1.4 e

concluirmos que (u,) possui uma subsequéncia convergente em FE, e o lema segue. [ ]
A seguir, mostramos um resultado que sera utilizado na prova do Teorema 0.2.
Lema 1.6. Seja u € E uma fun¢ao positiva tal que uw = A\ S(u) e o, R > 0 satisfazendo
lz|V2u(z) > o, para |x| > R.
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Seja v € E uma solucao fraca de
~Av+b(x)v = Af(z)v, em RY

onde b € uma fungao continua. Portanto, eziste € > 0 tal que: se [A — M|+ |u —v|w < €
e |b(z)] < eP(z) para todo x € RY, entdo a fungdo v é positiva e 2|x|N"2v(x) > o para
|z[ > R.

Demonstracao.

De fato, para w = u — v temos que

/ VwVipdz :/ F(z)ydx, Yy € D1’2(RN),
RN

RN
onde

F(x) = (M — N f(@)v+ A\ f(2)w — b(@)w + b(x)u, YoeRY.

Usando as hipdteses, chegamos que
|F(z)| < CeP(x), VYrecRYN.

Desta forma, escolhendo € > 0 suficientemente pequeno, a Proposigao 1.1 nos garante

que
C€|P|1 o
N-2 <——< = Vre RY
o )| € s <G Ve e R
e assim,
2z|¥?|lw(z)] <o, VzeRM.
Consequentemente,

2|V 20(x) > |2V Pu(x) — |2V Pw(x) > %7 para |z| > R,

donde segue que v é positiva para |r| > R. Agora, para |r| < R, decrescendo ¢ se
necessario, a positividade de u nos garante que v é também positivo para |z| < R. Com-

pletando assim a demonstracao. [ ]
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1.3.1 Um operador compacto nao-linear

Nesta subsecao, vamos estudar as propriedades de outro operador compacto, que apa-

recera em nosso estudo.

Para cada v € F, usando as notagoes e propriedades da secao anterior, existe C' > 0
tal que
| — ¢u(z)v(2)| < Cl|[1F P(x), VzeRYN.

Sendo assim, aplicando a Proposicao 1.1 com F(z) = —¢,(z)v(z), existe um tdnico

u € Eg N DY2(RY) tal que

VuVwdr = —¢u(x)vwdr, Yw € DY(RY) (1.16)

RN RN

ou seja, u € By N DM?(RY) ¢ a unica solucao do problema

—Au = —¢,(z)v, em RN

. (V)
lim wu(x) = 0.
|z|—o0
Além disso, também temos
@) < [ 10 = )lIFGldy < Clol? [ T = )Py < Clul ot
onde ¢ foi dada em (1.7). Uma vez que ¢ é limitada, obtemos
lu(x)| < Clv|Ft, Vo eRY. (1.17)

Da analise feita acima, podemos definir o operador nao-linear G : £ — Ey C E dado

por G(v) = u, onde u € Ey N DY2(RY) é a tinica solucao de (N),.
Observagao 1.1. O operador G definido acima € impar, ou seja, G(—v) = —G(v) para
todo v € E.

Esta observacao é uma simples aplicacao da definicao de G e do fato de ser ¢ uma

funcao par, fato esse que segue claramente pela propria definicao de ¢.
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O lema abaixo estabelece que GG é um operador compacto. A demonstracao desse fato
segue os mesmos tipos de argumentos explorados na prova do Lema 1.5. Logo, omitimos

a demonstracao.

Lema 1.7. O operador G : E — E ¢é compacto.

Como ultimo resultado do capitulo, temos:

Observagao 1.2. G(v) = o(|v]wo)-

De fato, usando a definigdo de G, (1.17) nos garante que

IG(v)]oe < Cl0[2F!, Vv € E,

(o ol

donde segue que,

| Jim ij”) =0, (1.18)
ou seja,
G(v) = o(|v|so)- (1.19)

Esta observacao, parece um pouco desnecessaria no momento. Porém, no capitulo

seguinte, veremos que ela é fundamental para cumprir com os nossos objetivos.

Todos os fatos apresentados neste capitulo, serao de fundamental importancia no
proximo capitulo. Nele, demonstraremos o Teorema 0.2, um dos principais resultados

desenvolvidos neste trabalho.
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Capitulo 2

Demonstracao do Teorema 0.2

Neste capitulo, como fica claro pelo proprio titulo, nos dedicamos a demonstrar o Teo-
rema 0.2. A forma de demonstra-lo sera via Teoria de Bifurcagao, como foi destacado
na introdugao, por isso fizemos todo o capitulo anterior dedicado a pré-requisitos. Desta

maneira, usaremos livremente as notagoes e propriedades provadas anteriormente.
Recordemos o enunciado do teorema a ser provado:
Assumindo (Kj) — (K1) e (f1) — (f2). Entao, o problema
—Au= (Af(z) = [en K(z,y)|u(y)|"dy) u, em RN

lim w(z)=0, u>0 em R
|z| =400

(P)

onde N >3 e v € [1,2), tem uma solugao positiva se, e somente se, A > \;, onde

A1 é o primeiro autovalor do problema linear

—Au = \f(z)u, em RV

lim wu(z)=0.
|z| =400
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A observagao abaixo nos da meios de comecar a demonstracao:

Observacao 2.1. Usando a definicao de S e G, definidos no Capitulo 1, € facil observar

que (\,u) € R x DV2(RYN) € solugio de (P) se, e somente se,

u=F(\u):=\S(u) + G(u). (2.1)

Na sequéncia, aplicaremos o resultado abaixo devido a Rabinowitz [18], pega funda-

mental para a demonstragao:

Teorema 2.1. (Bifurcagdo Global) Seja E um espago de Banach. Suponhamos que
S € um operador compacto e X' € o(S) tem multiplicidade algébrica impar. Se G € um

operador compacto com
G (u)

lul =0 [Jul]

I

entao, o conjunto

Y={(\u) eRx E:u=AS(u)+ G(u),u # 0},
tem uma componente conexa fechada C = Cy, tal que (A\,0) € C e
(i) C € ilimitado em R X E, ou
(ii) existe X # X, tal que (X,0) € C e A\™! € o(S).
Pelos resultados anteriores, sabemos que existe uma primeira autofuncao positiva ¢,
associada a A;. Além disso, A;' é um autovalor de S com multiplicidade igual a 1. Pelo

Teorema de Bifurcagao Global, existe uma componente conexa fechada C = C,, de

solugoes para (P) que satisfaz (i) ou (7).

Com a finalidade de alcangar nossos objetivos, o primeiro passo sera demonstrar a

afirmacgao abaixo:

Afirmagao 2.1. (i1) nao pode ocorrer.

Para mostrar esta afirmacao, necessitamos de alguns lemas que se seguem:
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Lema 2.1. Eziste § > 0 tal que, se (A, u) € C com |A — \i| + |u]oo < e u# 0, entdo u

tem sinal definido, isto €,

u(z) >0, VYo eRY ou wu(z) <0, VoecRY

Demonstracgao.

Para demonstrar o lema, claramente, é suficiente provar que para quaisquer duas

sequéncias (u,) C E e A, — A; com
Un 0, |uploo =0 € uy,=F(Ap,un) = AS(un) + Guy),
u, tenha sinal definido para n suficientemente grande.

Considere w, = u,/|tun|0, logo

G (un)

Wy, = A S(wy) +
|| 0o

= S (wy) + o,(1). (2.2)

Pela compacidade do operador S, podemos assumir que (S(w,)) é convergente. Entao,

w, — w em E para algum w € F com |w|, = 1. Consequentemente,
w = A S(w)

ou equivalentemente,

—Aw =\ f(z)w, em R

Portanto, w é uma autofuncgao associada a A;. Entao,
w(xr) >0, VrecRY ou w(x)<0, VrecRY,

Sem perda de generalidade, assumimos que w(z) > 0 para todo # € RY. Portanto, pelo

Lema 1.3 existem o, R > 0 tais que
2|V "2w(z) > o, para |z| > R.
Sabemos que, dado € > 0, existe ng € N tal que

|An — M|+ |w — wy oo < €, paran > ng
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|pu, (2)| < eP(z), para todon >mngex € RY.

Desde que, por (2.2),
—Aw, + ¢y, (2)w, = A\ f(2)wy,, em RY

o Lema 1.6, garante que

w,(r) >0, VreRY

para n suficientemente grande. Uma vez que u,, e w, tem o mesmo sinal, temos que u,, é

também positiva, que é a conclusao desejada. [ ]
Uma observacao simples, porém muito importante:
Observacgao 2.2. Se (A, u) € &, o par (A, —u) também pertence a X.
A verificacao desta observacao, é uma simples aplicacao das propriedades bésicas dos
operadores S e G.
No lema abaixo, mostramos que C pode ser decomposto em dois conjuntos importantes.

Lema 2.2. Considere os conjuntos

Ct={(\u)eC:ulx) >0, VzxeR¥}uU{(\,0)}

C ={(\u) eC:ulx)<0, VzxeRYIU{(\,0)}

Entao,

C=CctucC . (2.3)

Além disso, note que C~ = {(\u) € C : (\,—u) € CT}, CTNC™ = {(\,0)} eCT é

ilimitado se, e somente se, C~ € também ilimitado.

Demonstracao.
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Primeiramente, fixemos o conjunto
CF ={(\u) €C:u* #0}.

Claramente, observa-se que
C=Ctuc uc*

dai, fica claro que para provar (2.3), é suficiente mostrar que C*+ = ().

Suponhamos, por contradicio, que CT # (). Como C é um conjunto conexo em R x F e
C*UC™ sao conjuntos fechados (pela propriedade (¢g)) e nao-vazios com (CTUC™)NCE = ),
temos que

(CrucT)nCE#0.
Portanto, temos a existéncia de uma solugdo (A, u) de (P) e sequéncias (A, u,) C
CtUC™ e (sy,wy,) C C* tais que
MySp— A em R, u,—>u em FE e w,—u em FE.

Consequentemente, © > 0 em RY ou v < 0 em RY, entdo, pelo Lema 2.1, u # 0.
Supondo que u > 0 e u # 0, a propriedade (¢g) garante que u(z) > 0 em RY. Agora, por
(¢3), existe R > 0 tal que

—Au = (Af(z) — ¢u(x))u >0, para |z|> R,
no sentido fraco, ou seja,

VuVipdr >0 Vi€ DYRY), supp ¢ € BR(0) e ¢ >0.

RN
Aplicando o Lema 1.3, obtemos
lim inf |2V ~2u(z) > 0. (2.4)
|z|—+o0
Desta forma, existem o, R > 0 tais que

|z|N"2u(z) > 0, para |z|> R. (2.5)
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Por outro lado, definindo v, = u — w,,, temos

Vo, Vibdr = / E,(x)¢dx, Vi € D"*(RY),

RN RN

onde

Fo(z) = (A= A\) f(@)wn + A f(2)vn + (dw, — Gu)Wn — utn.

Observemos que, dado € > 0, as propriedades (¢s) e (¢7) garantem a existéncia de ng € N
tal que
|F,(2)| < eP(z), Vn>ng e VacRY.

Sendo assim, escolhendo ¢ > 0 suficientemente pequeno, a Proposigao 1.1 nos garante

que

CelP
2N 2o ()] < P

g
—— <= ¥ ERN
Son(N—2) T2 TPERS

e assim,

2|z|N v, (z)| <o, Vo e RV
Consequentemente, usando a desigualdade (2.5)
2| N 2w, () > |2V Pu(z) — 2|V P, (2) > %, para |z| > R.

Concluindo assim que w,, é positiva para n suficientemente grande, obtendo assim uma

contradicao. Portanto, C* = (), completando assim a demonstracao. [ ]
Agora, com os dois lemas acima, estamos em condigao de provar que (ii) nao ocorre:

Lema 2.3. Ct € ilimitado.

Demonstragao.

Suponhamos, por contradicao, que C* seja um conjunto limitado. Entao, C é também
limitado. Desta forma, pelo Teorema de Bifurcagao Global, existe (5\,0) € C, onde
A # XM e At e o(S). Sendo assim, fica claro a existéncia de uma sequéncia (u,) em E e
Ap — 5\, tal que

Un 0, |uploo =0 € uy, =F(Ay,up).
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Agora, considerando w,, = u,/|tun|~, sabemos que

G(Un)

|t | o

Wy, = AyS(wy,) + = S (wy) + 0,(1). (2.6)

Além disso, pela compacidade do operador S, podemos assumir que (S(w,,)) é convergente.

Entao, w, — w em E para algum w € E que é uma solucao nao-trivial do problema
—Aw = Af(z)w, em RV

mostrando que w é uma autofuncao associada a A. Desde que A # A;, w deve mudar de
sinal. Entao, para n suficientemente grande, w, deve mudar de sinal, implicando que u,,

também muda de sinal. O que é um absurdo, visto que (A,,u,) € CT ou (A\,,u,) €C~. m
Do lema anterior, a componente conexa Ct é ilimitada. Desta forma, temos dois

possiveis comportamentos para C™:

1) A projecao de C* sobre o eixo dos reais é ilimitada:

E -

2) A projecao de C* sobre o eixo dos reais é limitada:
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Observagao 2.3. Como a condicio (ii) do Teorema Global de Bifurcacao nao
ocorre, a componente CT nao possui nenhum ponto da forma (X, 0) para X # A1, em

virtude disto temos apenas estas duas possibilidades acima para C .

Agora, para alcangar nossos objetivos, devemos mostrar que esta componente inter-
secta todo hiperplano da forma {A} x E, para A > A;, ou seja, o comportamento 1)

ocorre. Para isto, necessitamos descartar o comportamento 2). Com a Estimativa a

priori, abaixo, o comportamento 2) é descartado.
Lema 2.4. (Estimativa a priori) Para todo A > 0, existe r > 0 tal que, se (\,u) € C*

e A €[0,A], entdo |ulo <.

Demonstragao.

Iniciamos a demonstragao com a seguinte afirmacao:

Afirmagao 2.2. Para todo A > 0, existe r > 0 tal que, se (\,u) € C* e X € [0,A],

temos que ||u|l12 < r. Consequentemente, pela imersao de Sobolev, existe ri > 0 tal que

|7,L % S .

De fato, se a afirmacio nao for valida, existem sequéncias (u,) em DY2(RY) e (\,) C

[0, A] tais que ||up|l12 = 00 e u, = F(An,u,). Considerando w,, = u,/||uy| 12, segue a
identidade abaixo:

Vw,Vipdx + / Gu, (T)wppdr = N\, f(@)wpdz, Vi € D2(RY). (2.7
RN RN

RN
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Uma vez que (w,) é limitada em D2(RY), sem perda de generalidade, podemos supor a
existéncia de w € DY?(RY), tal que w,, — w em D'*(RY). Consequentemente, a menos
de subsequéncia, combinando a imersio compacta de Sobolev DV?(RY) — L%(RY) e

(¢6), temos que

wy(z) = w(r) qs.em RY e liminf¢,, (z) > ¢u(z) Vo e RY. (2.8)

n—oo
Considerando ¢ = u,/ HunH'{;l como uma fungao teste em (2.7) e usando (¢, ), obtemos

1 An
ST + ¢wn(x)widx =T (x)wgdx, Vn € N.
||UnH1,2 RN HunHm RN

Assim,

lim Pu, (T)widx = 0.

n—oo RN

Entao, pelo Lema de Fatou juntamente com (2.8), temos

0< [ gu(@)w’(z)de <lim [ ¢, (x)wide =0,
]RN

n RN
desta foma,
[ Kl Pdyds =o.
RN xRN
Portanto, por (K7), segue que w = 0, e assim, w, — 0 em L%(RY). Agora, fixando

1) = w, como uma fungao teste em (2.7), obtemos

/ |V, |*dz +/ G, ()W = A, f(z)wde,
RN RN RN
donde segue que
/ |Vw, |*dz < A/ P(z)widr — 0.
RN RN

Sendo assim,

2
Hwn||1,2 — 0

que é um absurdo, visto que ||w,|12 = 1 para todo n € N. Provando assim a afirmacao.

Com o propdsito de obter a estimativa a priori, precisamos de uma boa estimativa em

relagdo a norma |-|». Com esta finalidade, utilizaremos o lema abaixo, cuja demonstragao

¢ uma modificacao do Método de Iteracao de Moser, e pode ser encontrada em

detalhes no Apéndice B.
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Lema 2.5. Seja h: RY — R uma funcdo mensurdvel e nao-negativa, verificando

sup |h|ra(p, () < 00
zeRN

com q > N/2 ev € EN DY (RY) uma solugdo fraca do prolema
—Av+b(x)v = H(z,v), em RY, (2.9)

onde b : RN — R € uma funcdo nao-negativa e H : RN x R — R ¢ uma funcgdo continua
verificando,
|H(x,8)| < h(z)|s|, ¥(z,s) € RY xR.

Entao, existe uma constante C' := C(q,h) > 0 tal que

[vlee < Clv

2% -

Para concluir a prova do Lema 2.4, é suficiente aplicarmos o Lema 2.5 com

b(x) = ¢, (x), H(x,s)=Af(x)s e h(x)=Af(x).

Conclusao da prova do Teorema 0.2

A partir do Lema 2.4, para todo A > A, temos que ({\} x E)NCT # 0, ou seja, C*
cruza o hiperplano {\} x E. De fato, caso contrério, existe A > \; tal que C* nao cruza o
hiperplano {A} x E. Desta forma, pelo Lema 2.4, existe R > 0 tal que para (A\,u) € C*
com \ € [0, A, temos |u|, < R. Portanto, C* seria limitada, o que, claramente, contraria

o Lema 2.3.

Para finalizar a prova do Teorema 0.2, devemos mostrar que nao existe solucao para
(P) quando A < A;. De fato, argumentando por contradigdo, se (A, u) é uma solugao de

(P), tomando 1) = 1 como uma funcao teste em (P), concluimos que

/ Vquoldx—l—/ gbuugolda::A/ f(z)uprdx
RN RN RN

donde segue que
A f@upr <A f(@)up,
RN RN

ou equivalentemente, \; < A. Concluindo assim a demonstracao do teorema.
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Capitulo 3

Estudo fundamental relacionado ao

problema (Q)

Este capitulo é dedicado ao estudo de fatos fundamentais para a construcao das de-
monstracoes dos Teoremas 0.3 e 0.4. O Teorema 0.3 estabelece que, para K,I' € K,

onde K é formado pelas fungoes K : €2 x {2 — R tais que:

(1) K € L*(Q2 x Q) e K(x,y) > 0 para todo z,y € Q.

(4) Se w é mensurével e [, o K(z,y)|w(y)[Plw(x)]*dzdy = 0, entdo w = 0 q.s. em Q.
Relacionadas as fungoes f e g, assumiremos que existe v > 0 tal que:

(90) f,9:[0,00) x [0,00) = RT sdo fungoes continuas.

(g1) Existe € > 0 tal que f(t,s) > €[t|” e g(t,s) > €|s|?, para todo t, s € [0, 00).

(92) (&, Es) =&V f(t,s) e g(&t,Es) = E7g(t, s), para todo t, s € [0,00) e £ > 0.
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Entao, considerando uma matriz A = com a,b,c,d >0 e A > 0 seu maior

autovalor. Temos que, o sistema

;

—Au= (a— [,K(z, y)f(u,v)dy)u+bv, em ()
—Av = (d— [,I( (u,v)dy) v+ cu, em Q
u,v >0, em £

u=v=0, sobre 0.

\
tem solucao se, e somente se, A > A;, onde \; é o primeiro autovalor do problema

(=4, Hy ().

No caso em que f = ge K =T, 0o Teorema 0.4 estabelece que: Se K € K e (g9) — (g2)
a b

validos. Uma matriz A = que possui um maior autovalor positivo de A que é

c d

o0 unico autovalor positivo A com um autovetor z > 0 e dimN (A — A) = 1. Entao, temos

que o sistema

—Au=(a— [,K(z,y)f(u,v)dy)u+bv, em €
—Av=(d— [ K(z,y)f(u,v)dy)v+cu, em

u,v >0, em £

u=v=0, sobre 0

\

tem solugao para todo A > A;, onde A\; é o primeiro autovalor do problema (—A, H}(£2)).

Exemplo 3.1. As fungées f(t,s) = [t|7+|s|"7*|t|* e g(t,s) = cﬂtl”%—cﬂs\”, para ¢y, ¢y >
k k

0, assim como f(t,s) H\t!”—l—] [T e g(t, s) H|t\”+| "7, onde Z'YJ 7>0
7=1
e >0, sao exemplos que verificam (go) — (g2)

A partir deste capitulo, estaremos considerando os espacos de Banach E e F;. Esta-

remos definindo E := C(Q) x C(Q2) com norma dada por

101l = Nlulle@) + vllo@)
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onde U € E, que vai sempre ser denotado por U = (u,v) ou na forma de matriz coluna

u _ _ _
U= , para u,v € C(Q). De maneira andloga, E; := C1(Q2) x C'(Q) com norma
v
dada por

Ul = lluller @ + lvller @
onde U € Ey, que vai sempre ser denotado por U = (u,v) ou na forma de matriz coluna
u

U= , para u,v € C1(Q).
v

E importante destacarmos que as solugoes que estaremos encontrando estao nos espagos

definidos acima. Por isso, a necessidade de introduzirmos tais espacos de Banach.

Podemos dividir o estudo deste capitulo em trés topicos: propriedades do termo nao-
local e formulacao matricial do problema, alguns resultados técnicos do problema ho-
mogeéneo e construcao de operadores solucao. Claro que, no decorrer deste capitulo,

estaremos supondo as hipoteses dadas acima.

3.1 O termo nao-local e a formulacao matricial do

problema

Inicialmente, definamos os operadores ¢, : L®(Q) x L*(Q) — L*() dados por
¢(u7 U) = ¢(u,v) € ¢(Ua U) - w(u,v)a onde

%mmzémemmmw@wy

dmmwzérwwmwwmwm@.
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Estes operadores estao bem definidos, em virtude de K,I" € K e (go) — (g2) serem satis-

feitas. De fato,

bu(@)] = / K (2, 9)f (uw)], [o()])dy
< |Klw / F(lu()], lo(w))dy

por outro lado, sem perda de generalidade, |u|. > |v| €, consequentemente, por (go) e

(g2) temos
1

Jufos

F(lu@)), o)) = f (M M) <e

|] 0o 7 || 00

assim,

|y ()] < clull[Kloo|Qf < 00, Vo e

ficando assim mostrada a boa definicao de ¢ e, analogamente, de 1.

E muito importante destacarmos as propriedades abaixo relacionadas as aplicacoes ¢

e :
(61) 17 D(up) = Dtutv) © 1V (uw) = V(tu,tv), Para todo u,v € L*(Q) et > 0.

(02) 1@ty loo < [ Kool - [f([ul; [0)]oo € [¥n)lo0 < [ Kool 2] - |g ([l [0]) |, para todo
u,v € L>(N).

Com as notagoes acima, podemos fixar:

Oy (x) = 49 () , onde U = (u,v) € L>®(0) x L=(Q).

V() (2)

Usando as notagoes estabelecidas e fixadas acima, o problema (P) pode ser escrito de

forma matricial:

—AU + &y(z) = AU, em
U>0, em (P1)
U=0, sobre 02
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ou equivalentemente,
—Au+ Py pyu = au+bv, em €
—Av + Y pyu=cu+dv, em €
(Ps)
u,v >0, em £

u=wv=0, sobre Of.

\

Recordamos que U = (u,v) satisfaz o problema acima no sentido fraco, se u,v € H} () e

/Vqupdx+/¢(u7v)(x)ug0dx:/(au+bv)g0dx (3.1)
Q Q Q

/VUVnd:L‘—i-/?ﬂ(u,v)(x)vnda::/(cu—i—dv)ndm (3.2)
Q Q Q

para todo 7, p € Hj ().

No caso em que f = g e K = T, temos que ¢ = Y €, consequentemente,
Oy (x) = ¢(x)U, onde ¢(x) = ¢(uw(x). Desta forma, o problema (P3) pode ser escrito da

forma

—AU + ¢(x)U = AU, em )
U>0, em (Ps)
U=0, sobre 0f.

3.2 Alguns resultados técnicos envolvendo o sistema
homogéneo
Devido as caracteristicas dos nossos problemas, é necessario fazer um estudo técnico

envolvendo as matrizes que aparecem no nosso estudo. Esta secao é desenvolvida para

apresentar este estudo, que é essencial em todo o texto.

Iniciamos com o lema:

U
Lema 3.1. Suponhamos que exista uma solug¢ao nao-trivial U = para o sistema
v
homogéneo
—AU = AU, em £
(@Q1)
u = 0, sobre 0.
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Entdo, A tem um autovalor real que também é um autovalor do problema (—A, H} ().

Além disso:

i)

iii)

se \j € o(=A) No(A), para ¢; uma autofuncao de (—A, Hy(Q)) associada ao
Jo uo;dx
Jo vosda

autovalor \j, temos que se z = %0, z € um autovetor de A associado

ao autovalor A;.

se o(—=A)No(A) = {\;} e dimN(A— \I) =1, entdo toda solucio de (1) € da
forma U = ¢;z, onde z é um autovetor de A associado a \;. Ademais, o subespago
Ny = {U € E;U ¢é uma solugao do problema (Q1)} tem a mesma dimensio do

autoespago associado d \; como autovalor do problema (—A, Hy(2)).

se o(—A) N o(A) = {N\, A}, m # j, entdo toda solugdo de (1) € da forma
U= ¢jz+on,w, onde z é um autovetor de A associado a \; e w é um autovetor de A
assoctado a N,,. Neste caso, dimN, € a soma da dimensao do autoespaco associada

a A; como autovalor de (—A, HJ(?)) e a dimensio do autoespago associada & A,

como autovalor de (—A, H}(Q)).

Demonstracgao.

Sabemos que fQ uprdr # 0, para algum k& € N. Multiplicando as equagoes em (Q1)

por ¢y e integrando sobre (), obtemos:

/\k/ugzﬁkdx:/Vquzﬁkdx:a/ugbkdx—Fb/v(bkdx
Q Q Q Q

)\k/v¢kd:c:/VUV(ﬁkdx:c/ugbkd:c—i-d/vgbkdx,
Q Q Q Q

em formato matricial,

ugrdx
Az = Az, onde z = fQ P
fQ Uqbkd.’L‘
uprdx
Ou seja, Ay é autovalor de A com autovetor (ndo nulo) z = Jo uo
fQ vordx
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Pela anédlise das identidades acima, observamos que fQ vopdr # 0, pois do contrario
devemos ter A\, = a e ¢ = 0. Implicando em duas situagoes: v # 0, e portanto v é

autofuncao de (—A, H}(Q)) associada ao autovalor \,,, onde d = \,,, e b = 0. Neste caso,

Ak
A= que trata-se de um caso que nao temos interesse, em virtude do sistema
0 An

se tornar desacoplado. A outra situacao é v = 0, que também nao temos interesse, pois
deixariamos de ter um sistema e passariamos a ter uma equacao. Desta forma, sendo
fQ ugrdr # 0, teremos fQ vordr # 0 e, consequentemente, A\, autovalor de A. Provando

assim a primeira parte do Lema.
A demonstragao de (7) é uma simples aplicagdo do argumento anterior.

Se o(—A)Noa(A) = {\;}, entdo para toda solucao de (@), pelo argumento anterior,

verifica

/ uprdr = 0, para todo k # j
Q

e, consequentemente, u = ag; e v = f¢;, ou seja, U = ¢z, onde z = (a, 5). Como,

ag; o
—AU =-A = \j; = \jpjz
B, 8
av—al “ ) gl @
B, 5

fica claro que z é um autovetor de A associado a A;. Ademais, ¢é claro que U ¢é solugao de
(Q1) se, e somente se, puder ser escrito da forma U = ¢;z, onde z é um autovetor de A asso-
ciadoa A;. E, sendo dimN(A—\;I) =1, Ny = {U € E;U é uma solugdo do problema (Q;)}
tem a mesma dimensao do autoespago associado a \; como autovalor do problema (—A, Hj ()).

Provando assim (7).

Agora, para o caso o(—A)No(A) = {\;, \n}, m # j, para toda solucao de (Q1) temos

que

/ uprdr = 0, para todo k # j, m.
Q
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E, consequentemente, u = a1¢; + B¢y, € v = asd; + B2y, onde

651
¢ autovetor de A associado ao autovalor )
Q9
e
B\ o, .
é autovetor de A associado ao autovalor \,,.
B

De fato, tomando z = (v, as) e w = (S, B2), temos

NN R N B TN i O W S W
Q20 + Badm a2Q; B2Pm
e
AU = A a1¢; + Bi1om _ 4 a19; A B1Pm — $ Az + dpAw
Qo + Badm 2Q; B2Pm

fica, desta forma, claro que z é um autovetor de A associado a A; e w é um autovetor de
A associado & \,,,. Ademais, é claro que U é solucao de (@) se, e somente se, puder ser
escrito da forma é da forma U = ¢;2 + ¢,,,w, onde z é um autovetor de A associado a A;
e w é um autovetor de A associado a A,,. Neste caso, dimN, é a soma da dimensao do
autoespago associada a \; como autovalor de (—A, H}(2)) e a dimensdo do autoespago

associada a \,,, como autovalor de (—A, Hj(Q)). n

Um segundo lema, para o caso de solugao nao-nula e nao-negativa

Lema 3.2. Supondo que existe uma solucdo nao-trivial e nao-negativa U = do
v
sistema homogéneo
—AU = AU, em )
(@1)
u = 0, sobre  O0S2.

Entdo, A tem A\ como um de seus autovalores, que tem um autovetor associado com

coordenadas positivas.

Demonstragao.
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Suponhamos que (1) admite uma solu¢ao nao-trivial e ndo-negativa, no sentido U > 0
se u > 0 ewv > 0. Pela demonstracao do lema anterior, temos que u = oy ¢; + S1dn, €
v = asp; + Bo¢n,. Afirmamos que, j = 1 ou m = 1. De fato, caso contrério, como

fQ uprdr > 0 e da ortogonalidade das autofuncoes associadas com autovalores distintos

(—A, HY(9)), segue que

0< / U(bldx = (1 / ¢j¢1dl’ + Bl / (mebldl’ =0
Q Q Q
que é um absurdo. Portanto, A tem A; como um de seus autovalores.

Suponhamos que j = 1. Dai, u = ay¢1 + S1¢m € v = oy + P2, assim

0</u¢1dx:oc1/q§%dx
Q Q

desta forma, o; > 0. Analogamente, ay > 0. E, consequentemente, existe um autovetor

de A associado com \q, tendo ambas as coordenadas positivas. [ ]

Corolario 3.1. Se 0(A) = {p, A}, p <A\, A >0 e z> 0 € um autovetor de A associado

ao autovalor A, entdo, se (Q1) tem U como solu¢ao nao-trivial e ndo-negativa, temos que

A=)\ eU = prw, onde w € um mailtiplo de z. Além disso, temos que U > 0 e g_Z’ g—f] <0
sobre 0S2.
Demonstragao.

Pelo lema anterior fica claro que A tem A\; como um de seus autovalores, o qual tem
um autovetor associado com coordenadas positivas. Desta forma, pela Algebra Linear,
A = A e, consequentemente, o(—A)No(A) = {1} edimN(A—X 1) =1, entao U = ¢yw,

onde w é um multiplo de z.

Além disso, como U > 0 e %’:71 < 0 sobre 0f), temos garantido, pela representacao de

U,queU>Oeg—z,g—Z<0sobre(9§2. [ ]
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3.2.1 Observacoes sobre o parametro ¢ no problema homogéneo

Um fato extremamente importante para demonstrar os Teoremas 0.3 e 0.4, é a
utilizagao de um parametro ¢t no problema homogéneo. Nesta subsecao, trataremos de
alguns fatos relacionados a utilizacao deste parametro e discutimos a necessidade de al-

gumas hipéteses colocadas nos enunciados dos teoremas.

a
Aqui, assumimos que a matriz A = tem um autovalor positivo A associado
c d
. . a . . Ve

a um autovetor positivo z = . Estamos interessados em dar hipéteses sobre ¢ > 0

B
com a finalidade que o sistema

—AU = tAU, em ()
u = 0, sobre  0f2.

tenha um espago de solugoes unidimensional com uma solugao U > 0 em (2.

Assumindo a existéncia de um autovalor positivo A, considere t = t; = ’\7 E assim,
agy \
temos que t1Az = tiAz = Aiz. Desta forma, claramente, U = é positiva
B
e satisfaz —AU = t;AU. Portanto, o espaco de solugoes do problema para t = ti,

Ny := N, 4) tem dimensao positiva.
Com a finalidade de ter um espacgo de solugoes unidimensional, consideramos a si-

tuacao:

o se 0(A) = {\, pu}, com Ajpu # A, para todo j > 1. Neste caso, o(t1A) = {t1p, M}
Como tip # Aj, para todo j > 1, segue que dim/N; = 1.

E facil ver que, se A > 1, a condigao acima sempre é satisfeita: t1p <t A = A < Ay,
para todo 7 > 1.

A situacao aqui descrita é utilizada nos Teoremas 0.3 e 0.4. E muito importante des-

tacarmos que a necessidade de tais fatos, vem da forma como nos propomos a demonstrar
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os teoremas principais, que sera via Teoria de Bifurcagao, mais precisamente, através

do Teorema de Bifurcacao Global de Rabinowitz.

Por outro lado, desde que temos interesse em utilizar o Teorema de Bifurcacao
Global, observamos que se A tem dois autovalores positivos A e i, onde cada um deles estd
associado a autovetores positivos z e w, respectivamente, entao dimN 4y = 1, para t = t;
et =sy,ondety = A\/A e sy = A /p. Além disso, 0 < z¢1 € N4y € 0 < wy € Nig, 2.
Sendo assim, uma bifurcacao pode partir de t = t; e finalizar em ¢t = s;. Devemos evitar

esta situacao.

Portanto, a hipdtese sobre A, para ser feito o estudo via Teoria de Bifurcacao, é
que esta matriz possua ao menos um autovalor positivo A com dimN(A — \) = 1, e

que A esteja associado com um autovetor positivo z. Além disso, se A tem um outro

. . . &%)
autovalor positivo pu, este autovalor esteja associado com um autovetor w = tal

B

que s < 0.

Tomando A com as hipoteses discutidas acima, veremos no Lema 4.2, que uma

bifurcacao de solugoes positivas do problema parte de t = 4.

Para finalizar esta subsecao, destacamos uma observagao simples, porém importante.
Esta observagao esta associada a classe de matrizes A que estamos considerando no Te-

orema 0.3.

Observacao 3.1. Recordando a Algebra Linear das matrize 2 x 2

a b

Para uma matriz A = com a,b,c,d > 0, € possivel provar que o(A) = {u, A}

c d

. o
eAX>pcom A > 0. E bem conhecido que, existe um autovetor de A associado ao

B

a
autovalor X\ com o, > 0 e todo autovetor ' de A associado ao autovalor . com
b

061'61<0.
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3.3 Os operadores de solucao

Temos a intengao de provar a existéncia de solugao positiva para os problemas (P,) e
(Ps) usando um resultado de bifurcagao cléssica devido a Rabinowitz, ver [18]. Com esta
finalidade, recordamos que existe coo = €oo(£2) > 0 tal que: para cada h € L>(Q2), existe

uma tnica fungao w € C*(Q) satisfazendo:

—Aw = h(z), em Q
w = 0, sobre 092

[wller@) < Coolo]oo-

Usamos esta propriedade livremente na construcao de propriedades elementares dos ope-

radores que construimos abaixo.
Consideremos o operador solucao S : £ — FE;, dado por

—Au; =au+bv, em
S(u,v) = (u,v1) & ¢ —Avy =cu+dv, em

up =v; =0, sobre 0f)
ou, equivalentemente, na forma matricial

—AU, = AU, em ()
U, =0, sobre 0N

u u1 . . . -
onde U = elU; = . Claramente, devido ao ja bem conhecido caso unidi-

(Y (%1
mensinal do problema, S estda bem definido, é linear e verifica

IIS(U)||, < C||U||, para todo U € E e algum C > 0.

Além disso, usando as imersoes de Schauder, S : E — FE trata-se de um operador com-

pacto.
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Por outro lado, definimos o operador nao-linear G : £ — E; dado por

—Auy + ¢y ()u =0, em €
G(u,v) = (u1,v1) & ¢ —Avy + Yoy (@) =0, em
up =v; =0, sobre 02

ou, equivalentemente, na forma matricial

—AU; + @p(z) =0, em €

U =0, sobre 00
. u¢(u,v) (33) . .
onde ¢y (z) = e U = (u,v). Temos, claramente, que G estd bem definido,
U@Z}(u,v)(z)

¢é continua e verifica
1G(U)]l1 < C(|Puw)loo + [Yuw o) IU]l, para todo U € E.

Usando novamente as imersoes de Schauder, temos que G : E — E é compacto. Além
disso, de (go) — (g2) e (¢2), é possivel verificar que G é um operador impar, ou seja,

G(—u) = —G(u) para todo u € E e verifica

G(U) = o(IU])-
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Capitulo 4

Demonstracoes dos Teoremas 0.3 e

0.4

Neste capitulo, como fica claro pelo préprio titulo, nos dedicamos a demonstrar os
Teoremas 0.3 e 0.4. A forma de demonstra-los sera via Teoria de Bifurcacgao, como
foi destacado na introdugao, por isso fizemos todo o capitulo anterior dedicado a pré-
requisitos. Desta maneira, usaremos livremente as notagoes e propriedades provadas an-

teriormente.

4.1 Demonstracao do Teorema 0.3

Recordemos o enunciado deste teoremas

a b
Considere K,I" € K e (g9) — (g2) validos. Seja uma matriz A = com
c d
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a,b,c,d >0 e A >0 seu maior autovalor. Entao, temos que o sistema

;

—Au=(a— [,K(z,y)f(u,v)dy)u+bv, em Q
—Av = (d— [, D(z,y)g(u,v)dy) v+cu, em
u,v >0, em £

u=v=0, sobre Of).

\
tem solucao se, e somente se, A\ > )\;, onde \; é o primeiro autovalor do

problema (—A, H}(Q)).

Com o intuito de provar o Teorema 0.3 via Teoria de Bifurcagao, como ja foi
destacado no capitulo anterior, é necessario introduzir um parametro t € R no problema

(P,) e provarmos o lema abaixo:

a b
Lema 4.1. Supondo que K,T' € K e (go) — (g2) vdlidos. Seja A = uma matriz

c d

com a,b,c,d >0 e X >0 seu maior autovalor. Parat € R, temos que o sistema

—AU + Oy (z) =tAU, em
U>0 em £ (P1)
U=0, sobre 0

tem solucdo se, e somente se, t > t;, onde t; = 2L e Ay € o primeiro autovalor do problema

(=4, Hy ().

Para provar o lema acima, é necessario notar que: usando as definicoes de S e G,
definidos no Capitulo 3, é facil checar que (£,U) € R x E soluciona (P,) se, e somente
se,

U=FtU):=tSU)+ G).

No que segue, aplicaremos novamente o Teorema de Bifurcagao Global devido a
Rabinowitz, para provar o Lema 4.1. Enunciamos aqui novamente, com o objetivo de

facilitar a leitura da tese.
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Teorema 4.1. (Bifurcagcao Global) Seja E um espaco de Banach. Suponha que S é
um operador linear compacto e t1 € o(S) tem multiplicidade algébrica impar. Se G €

um operador compacto e
G(U)

m ——— =
Wwi—o ||U]] ’

entao, o conjunto

Y={t,U)eRxE:U=tS(U)+G(U),U # 0}
tem uma componente conexa fechada C = C; tal que (t,0) € C e
(i) C € ilimitado em R X E, ou
(ii) existe t # t, tal que (£,0) € C et € o(9).
Pelo estudo feito na Subsecao 3.2.1, uma autofuncao U; associada ao autovalor t; =
A1/A do problema linear pode ser escolhida positiva. Além disso, ] é um autovalor de

multiplicidade 1 para S. Pelo Teorema de Bifurcacao Global, existe uma componente

conexa fechada C = C;, de solugdes para (Py), que satisfazem (i) ou (ii).

Com a finalidade de alcancar nossos objetivos, o primeiro passo serd demonstrar a

Afirmacgao abaixo:

Afirmacgao 4.1. (ii) nao pode ocorrer.

Para mostrar esta afirmacao, necessitamos do lema que se seguem:

Lema 4.2. Eriste 6 > 0 tal que, se (t,U) € C com [t —t1| + ||U|| <6 e U # 0, entao U

tem sinal definido, que €,

Ulx)>0, YreQ ou U(z)<0, Vel

Demonstracao.

Assim como na demonstracao do Lema 2.1, é suficiente provar que qualquer duas

sequéncias (U,) C E e t, — t; com
U, #0, ||U] =0 e U,=F(t,,U,) =t,5(U,)+G(U,),
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U,, tem sinal definido para n suficientemente grande.

Definindo W,, = U,,/||U,||, temos que

G(Un) _
1ol

W, =t,S(W,) + t,S(W,) + 0, (1).

Pela compacidade do operador S, podemos assumir que (S(W,,)) é convergente. Entao,

W, = W em FE para algum W € E com ||[W]| = 1. Consequentemente,

AW = t; AW, em )
w = 0, sobre  0f).

Uma vez que W # 0, temos, pelos Lemas 3.1 e 3.2, que
W(x) >0 ou W(zx) <0, para todo z € ).

Portanto, sem perda de generalidade, W > 0 em (), e consequentemente W,, > 0 em
() para n suficientemente grande. Como U, e W, tem o mesmo sinal, temos que U, é

também positiva, completando assim a demonstracao. ]

Uma observagao simples, porém muito importante:
Observagao 4.1. Se (t,U) € ¥, o par (t,—U) € X.

A verificacao desta observacao, é uma simples aplicacao das defini¢oes e propriedades

dos operadores S e (G, definidos no Capitulo 3.

Pelos argumentos de Principios de Maximo usados por Alves, Delgado, Souto e

Sudrez em [2] e positividade de a, b, ¢ e d, podemos decompor C em C* UC~, onde

Ct={(t,U) € C;U > 0} U {(t1,0)}

C={(t,U) €C;U < 0} U{(t:,0)}.

Observemos também que, C~ = {(t,U) € C;(t,-U) € CT}, CTNC~ = {(t1,0)} e CT ¢

ilimitado se, e somente se, C~ ¢ ilimitado.
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Agora, com o lema e as propriedades destacadas acima, estamos em condicao de provar

que (ii) nao ocorre:

Lema 4.3. C' € ilimitado.

Demonstracgao.

Suponhamos por contradicao que C* é limitado. Entao, C é também limitado. Pelo

Teorema de Bifurcagdo Global, existe (£,0) € C, onde t # t, e t~! € o(9).
Portanto, sem perda de generalidade, existe (t,,U,) C C* com t,, — t tal que

Upo £ 0, [|Us]l = 0e U, = F(ta,Uy).

Definindo W,, = U, /||U.||, andlogo ao que foi feito no lema anterior, existe W € E

com W, - W em E, onde W # 0, W > 0 e satisfaz

~AW = (AW, em
w = 0, sobre 0f2.

Pelo Corolario 3.1, tA = \; e, consequentemente, ¢ = t;, o que nao é possivel. Comple-

tando assim a demonstragao do lema. ]

Pelo lema anterior, a componente conexa C* ¢ ilimitada. Dai, usando o mesmo ar-
gumento da demonstragdo do Teorema 0.2 (ver péaginas 36 e 37), temos como objetivo
mostra que esta componente intersecta todo hiperplano da forma {t} x E, para t > t;.

Para ver isto, necessitamos da seguinte estimativa a priori.

Lema 4.4. (Estimativa a priori) Para todo A > 0, existe R > 0 tal que, se (t,U) € C*
et € [0,A], entao ||U|| < R.

Demonstragao.

Definamos por || - ||z, a norma em H = Hj(Q) x H}(2), dada por

Ul = l[ull g ) + vl a0
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u
onde U = com u,v € Hy(Q).
v

Inicialmente, mostraremos uma estimativa a priori sobre o espaco H, através da

Afirmacgao enunciada abaixo:
Afirmagao 4.2. Dado A > 0, existe R > 0 tal que: se (t,U) € CT et < A, entao
1U|lm < R.
De fato, se a afirmagao nao é vdlida, existe (U,) C H e (t,) C [0, A] tal que,
NUnllg = 00 e U, = F(t,,U,).

Considere W,, = U, /||U,|| g, onde W,, = (u,,v,) para @, = u,/|Us|lg € Tn = v/ ||Unllu-

Desta forma,

/Vﬂanodx + / Bl on) (T)Uppdr = tn/(aﬂn + bu,,)pdx
Q Q Q

/ V1, Vndr + / V(g on) (T)Vpnda = tn/(cﬂn + dv,)ndx
Q Q 0

para todo p,n € H}(Q). Uma vez que (W,,) é limitado em H, sem perda de generalidade,

podemos supor a existéncia de W € H, W = (u,v), satisfazendo
U, — u em Hy(Q),w, — uem L*(Q) e u,(r) — u(r) q.5. em (4.1)

como também,

T, — v em Hy(Q),7, = v em L*(Q) e v,(z) — v(z) q.s. em Q. (4.2)
Uy Un -
Para ¢ = —en= = como fungoes de teste, e recordando que t7 Py, v,) = P(tun,tvn)
1U | U5

e 1" (up 0n) = U(tun,ton)s Para todo ¢t > 0, obtemos

1 u
1@l + / b oy Todz = 1, / (0T + bT)— (4.3)
[T ") T fg, P o [EaP
(§]
Il + [ Y Thds =t [ (e, + o) d (4.4
—||Un T, ) U@L = Ty ClUy, VUp) = =-ax. .
(UG s ™ Jg o 101
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Portanto, usando a Desigualdade de Hoélder e (4.1) — (4.2) em (4.3) — (4.4),

lim [ da,s)Uade = lim [ Ya,s,)v.de = 0. (4.5)

Pelo Lema de Fatou, chegamos que

/qﬁ(u,v)qum < lim /gzﬁ(umvn)ﬂida: =0 (4.6)
QO n—oo Q
assim como,
/ Ywv’de < lim | Yay,)vede = 0. (4.7)
(¢} n—oo Q

Desta forma,

K (z,y) f([u)], lv(y))u(z)|*dedy = / L(z,y)g(lu(y)]. [o(y)])]v(2)[*dzdy = 0.

QxQ Qx0N
(4.8)

Logo, pela hipéetese (g1),

O=e QK(%y)IU(y)WIu(ar)Vd:vdy < /Q QK(:r,y)f(IU(y)\, o(y))|u(z) [Pddy = 0
(4.9)

e também,

0<e / T ofa) Pdady < / TG ya(lul)] o)) () drdy = 0
(4.10)
Como consequéncia,

K(z,y)lu(y)"|u(z)*dzdy = / L(z, )l |v(z)*dzdy = 0. (4.11)

QxQ QxQ

Desde que, por hipéetese, K,I' € K, temos que u = v = 0. Portanto, (u,) e (v,)
convergem para 0 em L?*(2). Considerando ¢ = 1, e n = 7, como funcoes de teste,

obtemos que

/ VU, |*dr + / Dlun o) Undr = t, / (att,, + bv, U, dx (4.12)
Q Q Q

/ |V, |2dx + / Viun o) Vadr = t, / (cu, + dv,)v,dx. (4.13)
Q Q Q

Como (t,,) € limitada por A, temos

/ IV, 2z < A {a / @, 2 + b / \En@n|d1} (4.14)
Q Q Q
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assim como,

/ V5, 2de < A [c / T, | + d / |En\2dx] | (4.15)
Q Q Q

Consequentemente, ||W, ||z — 0. Isto contradiz o fato que ||W,||g = 1 para todo n € N,

e a Afirmacao fica provada.

Desde que (U,,) é limitada em H, argumentos de itera¢ao implicam que (U,,) é limitada

em L>(Q) x L*>®(Q), completando assim a demonstragao do lema. n
Conclusao da demonstracao do Lema 4.1 e demonstracao do Teorema 0.3

Pelo Lema 4.4, para todo t > ¢, temos que ({t} x E)NCT # 0, isto é, C™ cruza
o hiperplano {t} x E. De fato, caso contrario, existe A > ¢; tal que C* nao cruza o
hiperplano {A} x E, assim, pelo Lema 4.4, existe R > 0 tal que (¢t,U) € CT, t € [0,A] e

|IU|l < R. Portanto, C* seria limitada, o que claramente contradiz o Lema 4.3.

Para finalizar a prova do Lema 4.1, devemos mostrar que nao existe solucao para
(Py) quando t < t; = ’\71 De fato, argumentando por contradigao, se (¢, U) é uma solugao

de (Py), com t <ty e U= (u,v) > 0, temos que

—Au+ Qpupyu = tau + g(av)]a em ()
—A(0v) + P (ov) = tl(co)u + d(ov)], em
u=wv=0, sobre 0N

para todo ¢ > 0. Em particular, se 02 = g, podemos fixar w = ov e observamos que
b:= 2% =co. Sendo assim, U = (u,w) € E ¢ uma solugio do problema

(

— AU+ Gumyu = tlau + bw], em Q
—Aw + P = tlou+ dw], em
u,w>0, em

u=w =0, sobre 02

\

Desde que Ag = é uma matriz simétrica, sabemos que

IS U~

a
b
plz|? < (Aoz, 2) < A|z|?, paratodo z € R? (4.16)
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onde p e A sao autovalores da matriz A onde p < A e A > 0.

Por outro lado, observamos que

u u
/ <tA0 , >da: _ / Vuf? + Gy (2)udz + / Vol + Yun (@)wde
Q w w Q Q
> /(\vum Vwl)dz
Q

e, consequentemente, por (4.16)

/(\VU\Q + [ Vwl)dz < tA/(\u|2  wf2)da. (4.17)

Q Q

Por outro lado, pela Desigualdade de Poincaré

A /(W +w?)dz < M/(W +wf?)dz. (4.18)
Q Q
Portanto, ¢ > ’\71 que é uma contradi¢ao. Concluindo assim a demonstragao do lema.

Em relagdo ao Teorema 0.3, pelo Lema 4.1, é claro que (P;) tem solucdo se, e
somente se, t; = ’\71 < 1. Portanto, (P;) tem solugao se, e somente se, A > A;. Provando

assim o teorema.

4.2 Demonstracao do Teorema 0.4

Recordemos o enunciado deste teoremas

a b
Considere K € K e (go) — (g2) validos. Seja uma matriz A = tal

c d

que: existe um maior autovalor positivo de A que é o Gnico autovalor positivo

A com um autovetor z > 0 e dimN (A — A) = 1. Entao, temos que o sistema

;

—Au=(a— [,K(z,y)f(u,v)dy)u+bv, em Q
—Av=(d— [, K(z,y)f(u,v)dy) v+ cu, em
u,v >0, em ¢

u=v=0, sobre Of).

\
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tem solugcao para todo A > A\, onde \; é o primeiro autovalor do problema

(=4, Hy (2)).

Assim como para demonstrar o Teorema 0.3, para demonstrar o Teorema 0.4 via
Teoria de Bifurcagao, é necessario introduzir um parametro ¢ € R no problema (P3) e

provar um lema auxiliar, que enunciamos abaixo:

a b
Lema 4.5. Suponha que K € K e (go) — (g2) vdlidos. Seja A = uma matriz

c d
tal que: existe um maior autovalor positivo de A que € o unico autovalor positivo A com

um autovetor z > 0 e dimN (A — A) = 1. Parat € R, temos que o sistema

AU + ¢(z)U = tAU, in Q

U>0, in Q (F5)
U=0, on 09
A1

tem solugao para todo t > ty, onde t; = e A1 € o primeiro autovalor do problema

(=4, Hy ().

By

Para provar o lema acima, é necessario notar que: usando as defini¢coes de S e G,
definidos no Capitulo 3, é facil checar que (¢,U) € R x E é solucao de (Ps) se, e somente

se,

U=F(t,U):=tSU)+GU).

No que segue, aplicaremos novamente o resultado devido & Rabinowitz em [18], para

provar o Lema 4.5.

Mais uma vez, pelo estudo feito na Subsegao 3.2.1, uma autofuncao U; associada
ao autovalor t; = A;/A de um problema linear pode ser escolhida positiva. Além disso,
;1 é um autovalor de multiplicidade 1 para S. Pelo Teorema de Bifurcagao Global
(Teorema 4.1), existe uma componente conexa fechada C = C;, de solugoes de (Ps), que

verifica (i) ou (i7), do Teorema 4.1.

Com a finalidade de alcangar nossos objetivos, o primeiro passo sera demonstrar a

Afirmacao abaixo:

62



Afirmacao 4.3. (i1) ndo pode ocorrer.

Para mostrar esta afirmacao, necessitamos do lema que se seguem:

Lema 4.6. Eziste § > 0 tal que, se (t,U) € C com [t —t;| + ||U|| <0 e U # 0, entao U

tem sinal definido, que ¢,

Ulx)>0, YreQ ou U(xr)<0, Vrel.

que em verdade, é o mesmo Lema 4.2, porém agora relacionado ao problema (P5). A

demonstracao é absolutamente analoga com modificacoes triviais.

Um fato trivial no caso da secao anterior, é a decomposicao de C em C* UC™, devido
a simples utilizacao dos Principios de Maximo. Aqui, para garantir tal decomposicao,

uma atencao especial é necessaria

Com a finalidade de alcangar esta decomposicao, é necessario introduzir um operador

auxiliar, cujas propriedades sao semelhantes as do operador de Laplace.
Operador auxiliar

Fixando ¢ € L>®(Q), o operador solucdo Sy, : L*(Q) — L?(Q) tal que S;(v) = u, onde
u é a unica solucao fraca para o problema linear
L(u) =v, em ¢
u=0, sobre 0N

(4.19)

onde L(u) = —Au + ¢(z)u. Usando os argumentos e resultados detalhados no artigo de
Hess e Kato [16], este operador solugao é compacto e autoadjunto, entdo, pela Teoria
Espectral, existe uma base ortonormal completa {¢,} de L*(2) e uma correspondente

sequéncia de nimeros reais positivos {\,} com \, — 0o quando n — oo tal que

O<h< <. <A <.

L<¢n) = )\n(bm em ()
¢, =0, sobre 0€.
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Além disso, usando Multiplicadores de Lagrange, é possivel provar a seguinte carac-

terizagao para Ay
Vo|? 4+ (x)v?]d
veHL(Q)\{0} Jo v¥dx

(4.20)

Ainda é possivel demonstrar que A; é um autovalor simples e que uma correspondente

autofuncao ¢; pode ser escolhida positiva em (2.

Note que, o Lema 3.1 é vélido, substituindo —AU por LU e o(—A) por o(L), onde
LU = (L(u), L(v)).

Com as notacoes e propriedades introduzida acima, temos a seguinte versao do Lema

de Hopf em formato matricial:

Lema 4.7. Se o problema
LU =AU, em
U=0, sobre 0N
tem solugao U com U > 0 e U # 0, entao o(L) No(A) # (. Ademais, U > 0 em Q e

ou Jv
o o < 0 sobre 0f).

Demonstracgao.

Usando os mesmos argumentos do Lema 3.1, concluimos que o(L) No(A) # (. Além
disso, como existe um maior autovalor positivo de A que é o Unico autovalor positivo A
associado a um autovetor z > 0 e dimN (A — A) = 1, temos por argumento analogo ao

do Corolario 3.1 que A = A\; and U = ¢;w, onde w é multiplo de z. Além disso, temos

que U >0e %, % < 0 sobre 0€2. Completando assim a demonstracao. ]
m Y

Podemos agora provar o lema:

Lema 4.8. Considere os conjuntos

Ct={(t,U)eC:U(z) >0, VaoeQU{(t 0)}

C-={(t,U)€C:U(z) <0, YaeQ}uU{(t,0).
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Entao,

c=cruc. (4.21)

Além disso, observamos que C~ = {(t,U) € C: (t,-U) € CT}, CtNC™ ={(t1,0)} eC™

¢ ilimitado se, e somente se, C~ ¢ também ilimitado.

Demonstracgao.

Claramente, a prova fica completa, mostrando que C* é fechado e aberto. Para (¢,U) €

C+, temos U # 0 e U >0, onde U = (u,v). Como,

—Au+ ypyu = au+bv, em
—Av + v =cu+dv, em € (4.22)
u=v=0, sobre 0N

obtemos,
LU =tAU, em ()
(4.23)
U=0, sobre 09
para L(w) := —Aw + ¢(x)w, onde ¢(x) = ¢ (x). Portanto, pelo Lema 4.7, obtemos

U > 0 em Q e, consequentemente, C* é fechado. Agora, para (t,U) € C*, temos pelo

Lema 4.7, que U > 0 e 3_15’ g—z < 0 sobre 0f2. Desta forma, (t,U) € intC*. Concluindo

assim a prova do lema. [ ]
Seguindo os mesmos passos da secao anterior, devemos provar:

Lema 4.9. C* ¢ ilimitado.
Porém, a demonstracao é absolutamente analoga, com algumas modificagoes triviais,

a demonstracao do Lema 4.3, por isso nao vamos apresentar tal demonstracao. O mesmo

pode ser dito da estimativa a priori:

Lema 4.10. (Estimativa a priori) Para todo A > 0, existe R > 0 tal que, se (t,U) €
C*t etel0,A], entio ||U|| < R.
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Conclusao da demonstracao do Lema 4.5 e demonstragao do Teorema0.4

Pelo Lema 4.10, par todo ¢t > ¢, temos que ({t} x E)NCT # 0, isto é, CT cruza
o hiperplano {t} x E. De fato, caso contrario, existe A > ¢; tal que C* nao cruza o
hiperplano {A} x E, desta forma, pelo Lema 4.10, existe R > 0 tal que (¢,U) € CT,

t € [0,A] e |U|| < R. Portanto, C* seria limitada, o que claramente contradiz o Lema

4.9.

Em relacao ao Teorema 0.4, pelo Lema 4.5, é claro que (P;) tem solugao se t; =

% < 1. Sendo assim, (P3) tem soluc¢ao se A > \;. Concluindo a demonstragao do teorema.
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Capitulo 5

Uma versao do Teorema 0.3 em R

Neste capitulo, como foi destacado na introducao, estaremos interessados em responder
um possivel questionamento relacionado a existéncia e nao-existéncia de solucao para

alguma versio do sistema (Q) em RY.

Aqui, faremos, precisamente, uma versao do Teorema 0.3 em R”, utilizando vérios
argumentos e hipoteses utilizadas nos Capitulos 1 a 4. Estaremos provando um resul-

tados de existéncia e nao-existéncia de solugao para o sistema de equagoes elipticas

—Au = (af(z) — [on K(z,y)h(u,v)dy) u+bf(z)v, em RN

—Av = (df (2) = [on T2, y)g(u, v)dy) v+ cf(x)u, em RY (R)
lim v= lim v=0, w,v>0, em R

onde N >3, ~v€[1,2) e K,T', f, g e h verificam determinadas hip6teses.

Antes de enunciarmos o teorema que provaremos, destaquemos as hipOteses a serem

consideradas: K,I" : RV x RY — R uma funcio continua que verifica as condicoes abaixo
(Ky) Existe P € C (RN R) N LY(RY) tal que

0 < K(z,y) < f(2)P(y)*Qz,y), V(z,y) € RY x RY,
onde @ : RY x RY — R ¢ uma funcdo mensuravel que verifica
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(@) M= 51;11{1])V ]Q(m,)\% < +o00.

(Q2) Dado € > 0, existem R, L > 0 tais que

Qx,y)**Vdy < e, Vx € B(0).
ly|<L

(K1) Se w é mensurdvel e [oy pn K(z,y)|w(y)|"|w(z)?dedy = 0, entdo w = 0 ¢.s. em
RY.
Relacionada a fungao f, assumimos que

(f1) f:R — R é uma fungio continua tal que 0 < f(x) < P(x), VxeRY,

(f2) Existe ¢ > N/2 tal que

sup | f|ze(Bs(x)) < +00.
z€RN

Em relacao as funcoes h e g, temos
(91) h,g:[0,00) x [0,00) = RT sdo fungoes continuas.
(92) h(EL,€s) = Eh(L,5) e g(EL,Es) = E1g(1, s), para todo £, € [0,00) e € > 0,

(g3) [h(t, )], lg(t, 5)| < |t + |s|" e, existe € > 0 tal que h(t,s) > elt]" e g(t,s) > els],

para todo ¢, s € [0, 00),

Teorema 5.1. Assumindo (Ko) — (K1), (fi) — (f2) e (g1) — (g93). Seja uma matriz

a b
A= com a,b,c,d > 0 e X > 0 seu mator autovalor. FEntao, temos que o
c d
sistema
—Au = (af(z) = [on K(z,y)h(u,v)dy) u+bf(z)v, em RN
—Av = (df (z) = fon T(2,9)g(u, v)dy) v+ cf(x)u, em RN (R)
lim u= lim v=0, wov>0en RY,
|z|—o00 || =00

tem solucao se, e somente se, A > Ay, onde \; € o primeiro autovalor do problema

—Au = \f(x)u, em RY
(AP)
lim wu(z)=0.
|z|—+o0
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Com o objetivo de provar tal teorema, baseado no estudo dos capitulos anteriores,
fixaremos, abaixo, algumas notagoes envolvendo os espacos de Banach envolvidos.

e D = DY2(RY) x DM2(RY).

o P =L%(RY) x L4L(RY).

o L =L%RN)x L>®RYN).

e £=E X E,onde F={ue C(RY); lim u(z)=0}.

|z| =00

& = Ey x Ey, onde Ey = {u € CYRY); sup [|z|¥?u(z)] < 0o}

z€RN

As normas envolvidas em cada espaco acima sao as usuais, sendo as normas de E e Fy as

mesmas consideradas no Capitulo 1. E, destacamos que U € D sempre sera denotado

u
por U = (u,v) ou na forma de matriz coluna U = , para u,v € DY2(RY), com
v
norma dada por [|[U||p = ||ull12 + ||v|l12. Analogamente, temos esta mesma observacao

para os espacos P, L, £ e &.

Observemos que, como a imersio DM?(RY) — L%4(RY) é compacta, temos que a

imersao D — P também é compacta.

5.1 O termo nao-local e a formulacao matricial do

problema

Inicialmente, definamos os operadores ¢, : L%4(RY) x L4 (RY) — LY(RY) dados por

¢("LL, U) = (b(u,v) € w(u; U) = w(uﬂj), onde

unle) = [ Kaph(ul o)y

@) = [ Tl [o))dy
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Estes operadores estao bem definidos, em virtude de (Ky) — (K1) e (g91) — (g3) serem

satisfeitas.

Usando as defini¢oes de ¢ e 1, vemos que U = (u,v) € D é solugao de (R) se, e

somente se, ¢ uma solugao positiva do sistema

—Au+ P (r)u = af(x)u+bf(z)v, em RN

(EP)
—Av + Y (2)v = cf(z)u+ df (z)v, em RY
ou, equivalentemente, em forma matricial
—AU + &y (z) = f(2)AU, em RY (EP2)

onde, estamos fixando:

qu(u,v) (2)
U¢(u,v) (.’I)

(I)U(QI) =

O lema a seguir, mostra algumas importantes propriedades dos operadores ¢ e 1, tais
propriedades serao essenciais para referéncias futuras. A demonstragao é absolutamente

analoga a prova do Lema 1.1, por isto nao demonstraremos.

Lema 5.1. O operador ¢ satisfaz as sequintes propriedades:
(¢1) ¢(tu,tv) = t’yqﬁ(u,v); V(U, t) € b x [07 +OO);
(¢2)
b (@) < MP(@)|[Ullp V(U,z) € PxRY e |pu(2)] < MP@)|[U[I}, Y(U,z) € ExRY;
(¢3) Para todo U = (u,v) € P,
fim el

2| s+oo  f(2)

(¢4)
b < MIPL[Ulp VU €P e [bunh <MIPLU[L VU €E.

(¢5) ¢ : £ — LY(RYN) € continua, isto €,

U,—U em E— ¢(un,vn) — ¢(u7v) em Ll (RN)
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(¢6) Seja (U,) C P uma sequéncia e U € & tal que U, (z) — U(x) ¢.5. em RY. Entdo,

lim inf qb(umvn)(:c) > Pluw) (x), Vze€ RY.

n—-+00

(¢p7) Seja (U,) C € uma sequéncia e U € € tal que U, — U em E. Entao, dado € > 0,

existe ng € N tal que

|¢>(umvn)(x) — O(uw) ()| <eP(x), Vn>ng e Vre RV,

Apesar de termos usado apenas ¢ no lema acima, as propriedades dadas por tal lema

também sao validas para 1.

5.2 Alguns resultados técnicos envolvendo o sistema

homogéneo e o parametro ¢ no problema homogéneo

Os resultados técnicos de que precisamos para os sistemas homogéneos sao simples
modificagoes dos resultados provados na Secao 3.2. Aqui enunciamos, nao provamos
devido a sua analogia aos resultados da Secao 3.2, para deixamos claro como estamos

utilizando estes resultados.

u
Teorema 5.2. Suponhamos que exista uma solugao U = nao nula para o sistema

homogéneo
~AU = f(x)AU, em RY

lim, o, U(z) =0

(R1)

Entao A possui um autovalor real que também € um autovalor de (AP)). Mais ainda:

i) se \j € 0(AP) No(A), sendo ¢; autofungao de (AP) associado ao autovalor \;,
r)ug;dx
temos que z = fRN J(@)ud; ¢ autovetor de A associado ao autovalor \;.

fRN f(x)v¢]dx
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ii) se oc(AP)No(A) = {)\;} e a dimN(A — \;I) =1, entao toda solugio de (Ry) € da
forma U = ¢;z, onde z € um autovetor de A associado a \;. Ademats, o subespago
Nao={U € &;U € solugao do sistema (R1)} tem a mesma dimensdao do autoespago

associado a \j como autovalor de (AP).

iwi) se o(AP) No(A) = {\j,\n}, m # j, entdo toda solugcao de (Ry) é da forma
U= ¢jz+ ¢ppw, onde z é um autovetor de A associado a \; e w € um autovetor
de A associado a \,,. Neste caso, dimN,y € a soma da dimensao do autoespago
associado a \; como autovetor de (AP) e dimensdo do autoespago associado a Ay,

como autovetor de (AP).

Um segundo lema, cuja demonstracao é analoga a prova do Lema 3.2, para o caso de

solucao nao-nula e nao-negativa

Lema 5.2. Supondo que existe uma solucdo nao-trivial e nao-negativa U = do
sistema homogéneo
—AU = f(x)AU, em RY
(R1)
lim, oo U(z) =0

Entao, A tem A1 como um de seus autovalores, que tem um autovetor associado com

coordenadas positivas.

Assim como fizemos para demonstrar os Teoremas 0.3 e 0.4, é necessario a utilizacao
de um parametro ¢t no problema homogéneo. Os comentarios a serem feitos para utilizagao
deste parametro, sao exatamente os mesmos da Subsegao 3.2.1, com modificacoes tri-

viais.

5.3 Operadores de solucao

Fixando f € C(RY) com 0 < f(z) < P(x). Entdo, para cada V € P, a imersdo

compacta D — P juntamente com o Teorema da Representagao de Riesz, temos
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que existe uma unica solug¢ao U € D do problema

—AU = f(x)AV, em RN
lim U(z)=0.

|z| =400

(WLP)y

Desta forma, podemos definir um operador solugio S : P — P tal que S(V) = U,
onde U é a tunica solugdo do problema linear com peso (W LP)y. Usando argumentos

bem discutidos em capitulos anteriores, S é um operador autoadjunto e compacto.

Desde que £ C P, temos que S : £ — &£ esta bem definido e trata-se de um operador
linear compacto. A demonstracao deste fato é absolutamente analoga ao que foi feito na

Secao 1.3, que tratava do caso de uma sé equacao.

Para cada V' € &£, é possivel provar, através de argumentos analogos aos da Subsecgao

1.3.1 e das propriedades demonstradas no Lema 1.4, que existe tinico U € £ tal que

—AU +®y(z) =0, em RY
lim U(x) = 0.

|z| =00

Dai, fica bem definido o operador G : £ — &, o qual é compacto. Além disso, temos que
IGW)le <ClUNE", VU eE

donde, G(U) = o(||U||¢).

5.4 Demonstracao do Teorema 5.1

Com o objetivo de provarmos o Teorema 5.1, demonstraremos o lema abaixo. Com

a demonstracao deste lema, o teorema segue facilmente.

Lema 5.3. Assumindo (Ky) — (K1), (f1) — (f2) e (91) — (g3). Seja A = a b .

c d
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matriz com a,b,c,d >0 e A > 0 seu maior autovalor. Parat € R, temos que o sistema

—AU + &y (z) =tf(x)AU, em RY

U>0 em RY (Rs)
lim U(x) = 0.
|z|—o0

tem solucao se, e somente se, t > t1, ondet, = % e A1 € o primeiro autovalor do problema

(AP).

Para provar o lema acima, é necessario notar que: usando as defini¢coes de S e G,
apresentadas neste capitulo, é facil checar que (¢, U) € R x & soluciona (Py) se, e somente
se,

U=F(tU):=tS(U)+G).

Pelo estudo feito na Subsecao 3.2.1, uma autofuncao U; associada ao autovalor
t1 = A1/ do problema linear pode ser escolhida positiva. Além disso, t;' é um autovalor
de multiplicidade 1 para S. Pelo Teorema de Bifurcagao Global (ver Teorema 4.1),
existe uma componente conexa fechada C = C;, de solugbes para (Rs), que satisfazem (7)

ou (71).

E muito importante, mais uma vez, destacarmos que o teorema que nos propomos
a demonstrar ¢ uma conexao entre os teoremas apresentados nos capitulos anteriores.
Sendo assim, as demonstracoes que fazemos neste capitulo, sao entrelacamentos das de-

monstragoes feitas nos capitulos anteriores.
Com a finalidade de alcangar nossos objetivos, o primeiro passo sera demonstrar a
Afirmacao abaixo:

Afirmagao 5.1. (i7) ndo pode ocorrer.

Para mostrar esta afirmacgao, necessitamos dos lemas que se seguem:

Lema 5.4. Eziste 6 > 0 tal que, se (t,U) € C com |t —t1| + ||Ulle <6 e U # 0, entao U

tem sinal definido, que ¢,
U) >0, VzeRY ou U(x)<0, VzeRY
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Demonstracgao.

Assim como na demonstracao do Lema 2.1, é suficiente provar que quaisquer duas

sequéncias (U,) C € e t, — t; com
U, 20, ||Unlle =0 e U,=F(t,,U,) =t,S5U,) +GU,),
U,, tem sinal definido para n suficientemente grande.

Definindo W,, = U,,/||Uy|le, onde U, = (un,v,) e W,, = (w}, w?), temos que

G(Un)

W, =t,S(W,,) + =
[Unlle

t,S(W,) + o0,(1).

Pela compacidade do operador S, podemos assumir que (S(W,,)) é convergente. Entao,

W,, — W em & para algum W € £ com ||W||¢ = 1. Consequentemente,

—AU = t,f(x)AU, em RY
lim, o, U(z) =0

Uma vez que W # 0, temos, pelos Lemas 3.1 e 3.2, que
W (z) > 0ou W(z) <0, para todo x € RY.
Logo, sem perda de generalidade, W = (w!, w?) > 0 em RY.

Afirmacao 5.2. W, > 0 em R, para n suficientemente grande.

De fato, pelo Lema 1.3, temos que existem o, R > 0 tais que
2|V 2wt (z), |2) Y 2w (x) > o, para |z| > R. (5.1)
Sabemos também que, dado € > 0, existe ny € N tal que

t, — t1| + [w' —wl| < &, paran > ng (5.2)

Do) | [V (unon)| < €P(x), para todon >ng e x € RV, (5.3)
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Por outro lado, definindo w} = w! —w? e W2 = w? — w?, temos

Vi, Vibdx :/ El(x)ydr e Vw2 Vodr :/ F2(z)pdr, Yo,v € DM*(RY),

RN RN RN RN

onde

Fy(x) = tif (@)]a(w’ —wy) +b(w?* — wp)] + (t — ta) f(2)[awy + bwp] + bu, ) (@),

Fr(z) = tif (@)[e(w' —wy) +d(w?® —wy)] + (t — ta) f(2)[ewy, + dwp] + P, v, ()10

Observamos também que, dado ¢ > 0, as propriedades (¢s) e (¢7) deste capitulo, temos

a existéncia de ng € N tal que
|EX2)|,|F2(z)| < CeP(x), Yn>mng e VacRY

Sendo assim, escolhendo ¢ > 0 suficientemente pequeno, a Proposicao 1.1 nos garante,

para n suficientemente grande, que
[N 2w, ()], |2 Y@ (2)] £ s <

e assim,
2|z (@, (2)], 2|2V @y (2)| < 0, Vo € RY.

Consequentemente, usando a desigualdade (5.1)

_ _ o g
[e[* 2wy (2) = [P0t (2) — |2 W, (x) 2 5, para 2| = R

_ _ 9. o
o ¥ () > o) = [o) VP (0) 2 5, para o > R,

Portanto, W,, > 0 em R”, para n suficientemente grande.

Uma vez que U, e W, tem o mesmo sinal, temos que U, é também positiva para n

suficientemente grande. [ ]

Uma observagao simples, a mesma que aparece nos capitulos anteriores, porém impor-

tante:
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Observacgao 5.1. Se (t,U) € ¥, o par (t,—U) € X.

Um fato extremamente importante no estudo que temos feito nesta tese, é a decom-
posicao da componente C em dois conjuntos especificos. Para o problema proposto neste
capitulo a decomposi¢ao encontra-se no lema abaixo. Nao faremos a demonstracao, pois
ela é absolutamente andloga a prova do Lema 2.2, devido as propriedades que obtivemos

para os termos nao-locais deste capitulo no Lema 5.1.

Lema 5.5. Considere os conjuntos

Ct={t,U)eC:U(z) >0, VxeR }U{(t,0)}

C={tU)eC:U(x)<0, VreR }U{(t,0)}.
Entao,
c=Cctuc.
Além disso, note que C- = {(t,U) € C : (t,-U) € CT}, ¢t NC™ = {(t1,0)} e C* ¢

ilimitado se, e somente se, C~ € também ilimitado.

Com os lemas acima, é possivel provar de (i7) nao ocorre. Ou seja, temos

Lema 5.6. Ct € ilimitado.

A demonstracao é andloga a prova do Lema 4.3.

Do lema anterior, a componente conexa C* ¢é ilimitada. Agora, temos como objetivo
mostra que esta componente intersecta todo hiperplano da forma {t} x &, para t > t;.

Para ver isto, necessitamos da seguinte estimativa a priori.

Lema 5.7. (Estimativa a priori) Para todo A > 0, existe R > 0 tal que, se (t,U) € C*
et € [0,A], entao |U]le < R.

Demonstracgao.

Iniciamos a demonstragao com a seguinte afirmacao:
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Afirmacao 5.3. Para todo A > 0, existe R > 0 tal que, se (t,U) € CT et € [0,A],
temos que |U|lp < R. Consequentemente, pela imersao de Sobolev, existe Ry > 0 tal que

lu o« < Ry, onde U = (u,v).

2 + v

De fato, se a afirmagao nao é valida, existe (U,) C D e (t,) C [0, A] tal que,
|Unllp = 00 e U, = F(t,,U,).

Considere W,, = U,,/||U,|lp, onde W,, = (u,,,) para @, = u,/||Unllp € Un = v,/||Usl|p-
Desta forma,

Vu,Vedr + / Pl ,v) (@) Unpdr = t, f(z)(aw, + bv,)pdx
RN RN

RN

Vv, Vndx + / V(un v) (T)Upnda = t, f(z)(ca, + dv,)ndx
RN RN

RN

para todo ¢,n € DM?(RY). Uma vez que (W,) é limitada em D, sem perda de genera-
lidade, podemos supor a existéncia de W = (u,v) € D, tal que @, — u e T,, — v em
DY2(RY). Consequentemente, a menos de subsequéncia, combinamos a imersao compacta

de Sobolev DV2(RY) — LL(RY) e (¢g), temos
Up(z) = u(z) e Tp(x) = v(r) qs em RY (5.4)
como também,

lim 111f¢ (Tn,Un) ( ) > ¢(u,v) (LL’) e lim lnfw (Tn,Un) ( ) > Q/}(u,v) (.I) Vo € RN‘ (55)

n—oo n—oo

Para ¢ = Hn ~en= como funcoes de teste, e recordando que ¢y, v,) = P(tun,tvn)

1Ulp ||U [E3
e 1w 00) = U(tun,tvn)» Para todo t > 0, obtemos

Sl [ bt =t [ f@)am, b e (59
o) UndT = ty, x)(au,, + bu, x .

10115 gy ay [CAS

e
_ _ Up
||U AT [TnllT2 + / Vi, o) Vadr = . f(x)(cu, + dvn)mdx. (5.7)
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Portanto, usando a Desigualdade de Hoélder e (5.4) — (5.5) em (5.6) — (5.7),

lim b, mlUzdr = lim VianomVadr = 0. (5.8)

n

Pelo Lema de Fatou, chegamos que

Supu’de < lim | d@, 5, Undr =0 (5.9)
RN n—oo [pN
assim como,
Yupvde < Tm | Yz, hde =0, (5.10)
RN n—oo RN

Desta forma,

[ Kbl oDl Fdsdy = [ Tlang(u. o) lo(e)Fdady = 0.
(5.11)

Logo, pela hipéetese (gs3),

0< G/RN . K (2, y)|u(y)]"u(z) Pdedy < /RN . K (z,y)h(lu(y)], [o(y))|u(z)Pdzdy = 0
(5.12)

e também,

o<e [ TP < [ Tang(ul el dedy =0
(5.13)

Como consequéncia,

/RN o K (z,y)|u(y)["[u(z) *dzdy = / L, y)lv)v(@)*dzdy = 0. (5.14)

RN xRN
Desde que, K eI verificam (K), temos u = v = 0. Portanto, (@,) e (v,,) convergem para

0 em L?(RN ). Considerando ¢ = u, e n = v, como fungoes de teste, obtemos que

/ |V, |*dz + / Plunom) Undr = t, f(z)(aw, + bv,)u,dx (5.15)
RN RN RN

/ IV, [2dz + / Vi om) Vol = 1, f(z)(cu, + dv,)v,dzx. (5.16)
RN RN RN

Como (t,,) é limitada por A, temos

Un|*dz < A a 7) [y |*dz ) [, 0, |dx :
/RNW Pdz < [/RNf( )| |d +b/RNf( )l \d] (5.17)
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assim como,

/ V5, [2dz < A {c / (@)@t dz + d / f(x)]6n|2d:c} | (5.18)

Consequentemente, ||V, ||p — 0. Isto contradiz o fato que ||W,|[p = 1 para todo n € N,

e a Afirmacao fica provada.

Para concluir a estimativa a priori, utilizamos, assim como fizemos no Lema 2.4, o

Lema C.1 do Apéndice C. [ ]

Por fim, podemos observar que a conclusao da demonstragao do Lema 5.3 assim como
a demonstragao do Teorema 5.1, sao absolutamente andlogas as conclusao e demons-

tracao do Lema 4.1 e Teorema 0.3.
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Apeéendice A

Uma imersao compacta envolvendo o

l)lﬁaﬂﬁpJ)

Neste apéndice, temos como principal objetivo provar que D?(RY) estd imerso com-
pactamente em L%(RY), quando P € Cf (RY,R) N L'(RY). Esta imersdao é peca fun-
damental para demonstracao do Teorema 0.3, pois através dela foi possivel utilizar a
Teoria Espectral. Apresentamos aqui esta demonstracao para deixar o trabalho mais

completo. Os resultados deste apéndice foram encontrados em [13].

Antes de iniciarmos os resultados, ¢ importante destacarmos que se P € CF (RN R)N
LY(RY), entao

ANWHWP@mx<+m. (A1)

Para cumprir o nosso objetivo, iniciamos a demonstracao do lema abaixo, uma Desi-

gualdade de Poincaré:

Lema A.1. (Desigualdade de Poincaré) Seja P € C (RN R) e satisfazendo (A.1).

Sendo u € C*(RY | R) tal que u(z) — 0, quando || — oo e |Vu| € L*(RY). Para N > 3,
existe C' > 0, dependente de P e N, tal que

/RN P(x)|u(z)*dx < C’/RN |Vu(x)|*ds. (A.2)
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Demonstracgao.
Escrevendo (r,w) para coordenadas polares em RY | temos que

u(r,w) = —

Pelas Desigualdades de Cauchy-Schwartz e de Holder, temos

& 1-N N-1 8u 2
u(r,w)]* = (/ t2tza(t,w)dt>

- r2=N /C’Ot]\,_1 ou 2
S N-2)

_(t’ w)

dt
ot

A R 2
< N_2/T " Vu(t,w)|dt.
Desta forma,
el < x|

(A.3)

Multiplicando por P(z) = ¢(]z|) em ambos os lados da desigualdade e integrando sobre

a esfera SV~ obtemos

2—N

[ o, < a0 [ Vala)Ps

ou

P [ atPin < 2O s
SN-1 N - 2 RN

Portanto,

[ Pora < [ [ v

e o resultado segue colocando

C=C(N,P):= N3 /000 rq(r)dr = NN = Dow /]RN 2>~ P(z)d.

Observacao A.1. De (A.3) no argumento anterior, obtemos

2—N

2N o 1/2
fu(r,w)] < — < / tN1|Vu(t,w)|2dt) |
0

N -2
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Integrando sobre a esfera unitdria em RY,

2
2

2-N 0 1/2

T
do,, < tNTHVu(t,w)|?dt | do,.

[ wtrean, < == [ ([Tevaepa) o

Aplicando a Desigualdade de Cauchy-Schwartz, temos

% 1/2
/S  fu(rwldo, < \/"ﬁ\/NwN ( /R ) |vu(x>,zdx)

ou, dividindo por Nwy,

2—N

1 T2
—_— u(r,w)|do,, < Vu .
o | ) el

Portanto, denotando por u a média esférica de u, entdo se u é uma funcdo de classe C*

que se anula no infinito e |Vu| € L*(RY), temos que

2—N
x|

[a(z)] < NN 2o

HVU/HLQ(RN). (A.5)

E, ainda temos o lema:

Lema A.2. Seja P € CF

rad

(RY,R) e satisfazendo (A.1), onde N > 3. Sendo u €
CHRN,R) tal que u(z) — 0, quando |x| — oo e |[Vu| € L*(RY). Eziste uma funcdo
positiva o definida sobre RT | satisfazendo o(t) — 0 quando t — oo, tal que para todo

R>0
/ P(z)|u(z)|?dx < U(R)/ |Vu(x)|*ds. (A.6)
o[> R RN
Demonstragao.

Seja o(t) = = [, rq(r)dr parat > 0. Claramente, o é uma fungao positiva, definida

sobre RT e satisfazendo o(t) — 0 quando ¢t — oco. Por (A.4),

T’N_l/ q(r)|u(7’,w)|2daw < rq(r) / |Vu(x)|2dx.
SN—l N - 2 RN

Sendo assim,
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Portanto,
/ P u(z)2dz < o(t) / Vu(z)dz,
|x| >t RN

e o resultado fica estabelecido. ]

Tendo em maos os lema acima, podemos finalmente provar a imersao compacta. Enun-

ciada através do proposicao abaixo:

Proposigao A.1. Seja P € C! (RY R) e satisfazendo (A.1), onde N > 3. Entao,

rad

DY2(RN) estd imerso compactamente em L%(RY).

Demonstracao.

Seja (u,,) uma sequéncia limitada em D'?(R"). Pelo Lema A.2, se P € C} (RY R)

e verifica (A.1), para todo 0 > 0 existe R = R(J) > 0 tal que

/ P(z)|un(z)Pdr < 6
lz|=R

para todo n € N. Desta forma, existe uma sequéncia crescente (Ry) com Ry — oo quando

k — oo, tal que
1
[ P@n@pPds <
j|> Ry k

para todo n, k € N.

Note que, (u,) tem uma subsequéncia (ug)), tal que (ug) | B, ) ¢ de Cauchy em L?(Bg, ).
Analogamente, (ug)) tem uma subsequéncia (ug)), tal que (u,(12)| Br,) ¢ de Cauchy em

L?*(Bg,). Continuando desta forma, obtemos (u,(lkﬂ)) subsequéncia de (u%k)), tal que

(u7(1k+1)|BRk+1) é de Cauchy em L*(Bg,,,) para todo k € N. Tomando v, = ugf) para cada

k € N, temos que (vy) é subsequéncia da sequéncia original (u,).

Afirmagao A.1. (v;) € de Cauchy em LL(RY).

De fato, dado € > 0, escolha ky € N tal que % <

/P(x)|vm—vk|2da: :/
RN Bry,

/ P(@) oy, — vi 2z +
B

RkO

R .
7. Entao,

P(2)|vy, — vg|*dx + / P(2)|vy, — vi|*da
B,

€

2

IN
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para todo m, k > ky. Desde que, a sequéncia (u%k)|BRk ) é Cauchy em L*(Bg, ) para todo
0

k > ko, podemos encontrar k > ko tal que, se m, k > k, entéo

/ P(2) vy, — vp|*dx < e.
RN
Portanto, a afirmacao fica provada.

O resultado segue pela completude do espago L%(RY). ]
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Apeéendice B

Propriedades de um operador

solucao

Neste apéndice, temos como principal objetivo apresentar o operador solucao introdu-

zido na Secao 1.3, além de provar em detalhes as suas principais propriedades.

Considere uma funcao P € L'(RY). Agora, fixemos uma funcao f, definida em RY,

tal que 0 < f(z) < P(x) q.s. © € RY. Para cada v € L3(R"Y), temos que o funcional

U DW(RYN) - R

w = U(w) = - (x)wvdzx

estd bem definido, pois, utilizando a imersao D?(RY) — L%(RY) e a Desigualdade de

Holder, temos

IN

v < [ PP@l @l

< wlaplv]ay

< C“?,UHLQ < Q.

Desta forma, fica estabelecida a boa definicao da W. Além disso, fica claro que ¥ é linear

e continua. Portanto, ¥ € (DV?(RY)) e pelo Teorema da Representagao de Riesz,

87



existe inico u € DY(RY) tal que
VuVwdr = f(z)vwdx
RN RN

para todo w € DV2(RY).

Sendo assim, fica estabelecido que: para cada v € L?(RN ) existe uma unica solugao
u € DM?(RY) do problema
—Au = f(zr)v, em RN
(WLP),

lim w(z) =0.
|z| =400

Entdo, podemos definir o operador solugio S : L3(RY) — D*(RY) tal que S(v) = u,
onde u é a tnica solugdo do problema linear com peso (W LP),. Utilizando argumentos
bem conhecidos juntamente com a imersdo compacta DV?(RY) — L%(RY), temos que

S L%(RN ) — L%(RN ) trata-se de um operador linear, autoadjunto, positivo e compacto.

Portanto, pela Teoria Espectral, existe uma base ortonormal completa {u,} de
L7(RY) e uma sequéncia correspondente de niimeros reais positivos (X,) com A, — oo
quando n — oo tal que

O<)\1§/\2§§)\n§ .....

e
—Auy, = Mo f(2)u,, em RY.
Caracterizagao variacional do primeiro autovalor: Consideremos os funcionais
J: DY2RY) — R
u = J(u) = / |Vul*dz
RN
e

F: DY2RY) — R
N F(u)—/R (@) |ul2da

N

e a variedade

M = {u € D*(RY); F(u) = 1}.
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Pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, existem A, J, € R e uy € M tais
que

J (ug) = ANF'(ug),

onde J(ug) = Joo = inf g J(u). Desta forma,

VugVudr = X\ f(x)ugvdr, Vv € DV*(RMN). (B.1)
RN

RN

Portanto, 1 ¢ uma autofungao associada a A, autovalor do operador (—A, D2(RM)).

Considerando v = ug em (B.1), obtemos
luoll 2 = Aluols -
Logo,
Joo = J (o) = [luoll? 2 = Auolz,; = A,

donde concluimos que

A < Jwo.

Consideremos agora ¢, a autofuncao associada a Ay, primeiro autovalor do operador
(=A, DY?(RY)). Assim, [|¢1]lo; =1 e
Vo1 Vudr = A f(x)prvdz, Yo € DM2(RY). (B.2)
RN RN

Tomando v = ¢, encontramos

Joo < (1) = [l01liz = Mlldrllzy =M

de onde segue que

M =Jw = min J(u).

Portanto, temos a caracterizacao variacional para A;:

Vul2d
M= inf Jun [V0] . (B.3)
veDL2EN\(0} [on f(2)|v[?dz
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Toda autofuncao associada a )\; tem sinal definido, isto é, sempre é positiva

ou negativa:

De fato, se ¢ é uma autofuncao associada a \;, temos

VeVudr = )\ f(x)pvdr, Vv € DY*(RY).
RN

RN

Se ¢* # 0, considere v = ¢ para obter

VoVeTdr = )\ f(x)pptdr
RN

]RN
ou ainda
[ 1v¢tPda
- :
[ fale s
Considerando
oo P
by
temos

weM e / IVw|*dz = \;.
Q
Logo, w é solugao do problema

—Aw =\ f(x)w, RY
w>0,w#0, RY

de onde segue dos principios de méximo, encontrados no capitulo 8 de [15], que
w>0 em RY
ou seja,
>0 em RY.
Portanto,
et 40 = ¢©>0 em RY.
O mesmo raciocinio se aplica quando ¢~ # 0, mostrando que
0~ #0 = <0 em RY.
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Isto é um absurdo e, portanto, ¢ tem sinal definido.

O autovalor \; é simples, ou seja, o autoespago associado a )\;, denotado

por V), tem dimensao 1:
Sejam ¢, € V), \ {0}. Mostraremos que ¢ e v s@o linearmente dependentes (LD).

No que segue, considere os seguintes conjuntos:

A= {t e R;p(x) +tp(x) >0, VoecRN}

B:={t € Ryp(z) +t(x) <0, VoreRV}L

Observe que, A e B sao subconjuntos fechados de R com

A#0, B#0) e R=AUB.

De fato, A # (), pois fixando zg € RN e t, € R tais que

(o) + to(xo) > 0.

Desde que a funcao,

w(zr) = p(x) +te(x) € Vi,

w(zg) > 0,

devemos ter,

w(r) >0, VreRY.

De maneira andloga, devemos ter B # ().
Sendo R conexo, devemos ter AN B # (). Assim, existe t, € R tal que
p(z) +tap(z) =0 em RY,

mostrando que ¢ e ¥ sao LD.

91



O autovalor )\; é o ”tinico” autovalor de (—A, DY3(RY)) que tem autofungao

com sinal definido:

De fato, seja ¢ uma autofuncao associada a A\; com ¢; > 0 em RY e seja ¢, € V),

com n > 2. Sabemos da construgao dos autovalores de (—A, DV?(RY)) que

(1, ¢n)L§(RN) =0 ((lev ¢n>D1v2(RN) - O)

ou seja,
RN

Se ¢, >0e ¢, #0 (¢, <0e ¢, #0), concluimos que

RN

o que é uma contradicao. Portanto,

e Se €V, comn > 2, temos F # 0.

e Setp eV, et >0 (¢ <0), entao A\, = A;.
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Apeéendice C
Uma estimativa na norma L®(R")

Neste Apéndice, apresentamos um resultado baseado em [6]. Este resultado foi es-
sencial para demonstracao da estimativa a priori, crucial para conclusao da prova do
Teorema 0.3. Este resultado estabelece uma importante estimativa envolvendo a norma
L>®(RY) de uma solugio de um problema eliptico. Aqui, apresentamos a prova para deixar

o trabalho mais completo.

Lema C.1. Seja h: RN — R wma funcdo mensurdvel e nao-negativa, verificando

[h] := sup |h|Le(B,)) < 00
zeRN

com q > N/2 ev € EN DY (RY) uma solugdo fraca do prolema
~Av+b(x)v = H(z,v) em RY, (C.1)

onde b : RN — R € uma funcdo nao-negativa e H : RN x R — R ¢ uma funcgdo continua
verificando

|H(x,s)| < h(z)|s|, ¥(z,s) € RY xR.

Entao, eziste uma constante C := C(q, [h]) > 0 tal que

[vlee < Clv

2% -
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Demonstracgao.
Seja n € CHRY,[0,1]), tal que

n=1 em B,(z)), =0 em RN\ B,(x) e |Vn| < em RY

o —T

com1l<ry <ry<2.
Definamos ¢ () = 1(z)2v(z) min{|v(z)|?~!, L}, onde 8 > 1 e L > 0. E facil ver que,

V¢ = 2no(Vn)min{|v(z)”!, L}
+n*(Vo) minf|v(z)|[*~!, L}

+(8 = Dn*olol (Y [o])xjup-1<2

e
Vovy = |Vol*n*min{|v(z)|"", L}
+2nv(Vn Vo) min{|v(z)|?~, L}
+(8 = Dn*vlo (Vo |o])xpe-1<p-
Observe que V|v| = 1V, assim

(8 = Dn*vlo|" 2 (VoV|v])xjep-1<1, > 0.
Desta forma, usando ¢ como fungao teste em (C.1),

/ \Vo|?n? min{|v(z)|’~, L}dx + 2/
RN

R

< / bl min{ () P, L}z,

nv(VnVo) min{|v(z)[°~1, L}dx

Uma vez que,

1
§|Vv|2772 < [Voln? + 2nv(VnVv) + 2[v|*| Vn|?

temos,

1
- / Vol?r min{u(@)P, Lyde < / h(@)loPr? min{o(@)*, L}da
RN RN

42 [ o Vol win{lo(a) 1, Ly
RN
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Fazendo L. — oo, chegamos que
1
5/ IVo?n?|v]f~tda < / h(z)|v|* P de + 2/ [v|P T | V| 2dz.
RN RN RN
Substituindo w = ]v|%, obtemos

2 2 2 9 9 / 9 9
<
(3 1)2/RN77|Vw| dx_/RNh(x)wnd:p—FQ RNw|V77| dx

e observando que

/ |V (wn) | dx §2/ 772|Vw|2dx+2/ w?|Vn|de,
RN RN RN

obtemos

/RN |V (wn) Pdz < (B + 1)2/

RN

h(x)w?n?dx + 2[(8 + 1)? + 1] / w?| V| *da.

RN
Por desigualdade de Sobolev,

N—-2 1
N a1
S (/ (wn)2 dx) < (B+ 1)2||h||L‘1(BT2(xo)) (/ |wn|2q1dx)
RN RN

+2[(B+1)* + 1] / w?|Vn|?dz.
RN

onde q% + q% = 1. Observando que ry —r; < 1, temos

S (/ |w
BT1 (10)

1 1

2*dx) < O(B+1) (/ |w|2‘”d:1:)
Bry (z0)
(rg —11) Bry(20)

(B+1)(ra —1m1) o o
¢ (rg — 1) </19T2(x0) vl dx)

1

AR [ P
(rg —11) By (20)

1

(B+1) oo\
C(Tz —71) </Br2(zo) ] d:):) '

2 1

) TG P wFD

255 d < (C prl ) / |v|7 B gy . (C2)
o — T Br2 (CCO)
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Portanto,

By (z0)




N B+1

MO 1. Fazendo Zi= = o, temos que ¢;(8+ 1) =2* e
1

2
e 200\~ >
/ w2 de | < ( d ) / w[Zdz | .
By (z0) 2= Bry (z0)

Fazendo iteracao em (C.2), tomamos s, = 1427, 11 = Sy, r2 = Sy € sendo

1
( / yv|2*ff’”dx) < (2C) 7 (20) / v
By, (z0) Bs,,_1 (z0)

e, por inducgao,
1
=

2
(/ lv Zda
BSm (xo)

para cada m > 1. Desde que, s9 = 2 e s, — 1, quando m — 00, segue que existe uma

Definamos o =

B+1 O.m)

5= =
temos

1

Srgm—T
* _m—1
2%o d.]f ’

1
2% gm m m j
2*‘7mdac) < (20)%= ﬁ(ZJ) =157 (/ lv
By (z0)

constante M > 0 tal que para toda bola Bs(zg), obtemos

1

7
sup |v(z)| <M (/ lv 2*dx)
B (zo) Ba(zo)

o que conclui a demonstracao. ]
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