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✹✳✹ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

✹✳✺ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✷ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

✹✳✻ ❙t✉❞② ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✹✳✼ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✸ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹

✹✳✽ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✹ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺

✹✳✾ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✺ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss

♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❢♦r ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡s✳ ❆s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❞❞r❡ss q✉❡st✐♦♥s ♦♥

❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✱

♣✁∆qsu ✏ h♣x, uq � L♣uq ✐♥ R
N , ✭Ps✮

✇❤❡r❡ 0 ➔ s ➔ 1, ♣✁∆qs ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥✱ h♣x, tq ✐s ❛ ❣✐✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ L♣uq

✐s ❛ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦♣❡r❛t♦r✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛st ②❡❛rs t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣

♥♦♥❧♦❝❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r st❛t✐♦♥❛r② ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❛r✐s❡s ✐♥ t❤❡ st✉❞②

♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r st❛♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥

u ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭Ps✮✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s st❛t✐♦♥❛r② st❛t❡s ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ s♦❧✐t❛r②

✇❛✈❡s✮ ✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r t②♣❡

iφt ✁ ♣✁∆qsφ� h♣x, φq ✏ 0 ✐♥ R
N .

❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✭s❡❡ ❡✳❣✳

t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ✐♥ ❬✸✶❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❬✹❪✱ ❬✺❪

❛♥❞ ❬✶✽❪✱ ✇❤❡r❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♣✁∆qs ❛r✐s❡ ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ❛r❡❛s ♦❢

s❝✐❡♥❝❡ s✉❝❤ ❛s ❜✐♦❧♦❣②✱ ❝❤❡♠✐str② ♦r ✜♥❛♥❝❡✳

❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♦❜t❛✐♥ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❊q✳ ✭Ps✮ ✉s✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧

♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t t❤❡♦r② r❡❧✐❡s ✐♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ❊q✳ ✭Ps✮ ✇✐t❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

I ✭✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✮✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❞ ✐♥✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s H. ❖♥❡ ❞❡✜♥❡s ❛s ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ I,

❛♥❞ ✇✐t❤ ❛✐❞ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s s❛t✐s❢② ❊q✳

✭Ps✮ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ RN . ❋♦r ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t

t❤❡♦r② ✇❡ s✉❣❣❡st ❬✻✱ ✷✻✱✸✷✱✼✷✱✶✵✶❪✳

✶



■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❢♦r I, ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ ♠✐♥✐♠❛①

t❤❡♦r❡♠s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss t❤❡♦r❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

■t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t H ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ L ✭t②♣✐❝❛❧❧②

L ✏ Lp♣RNq✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ s✉✐t❛❜❧❡ ♦t❤❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ h♣x, tq ❛♥❞ L♣uq✱

♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♣ukq ✐♥ H s❛t✐s❢②✐♥❣ I♣ukq Ñ c → 0 ❛♥❞ I ✶♣ukq Ñ 0.

❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ♣ukq s❛t✐s✜❡s t❤❡ P❛❧❛✐s✲❙♠❛❧❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t

t❤❡ ❧❡✈❡❧ c, t❤❛t ✐s✱ ♣ukq ❝♦♥✈❡r❣❡s ✐♥ H, ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ I ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t

✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t ❣r♦✉♣ ✭s✉❝❤ ❛s tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ♦r ❞✐❧❛t✐♦♥s✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t

t♦ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ H ãÑ L, ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ P❛❧❛✐s✲❙♠❛❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t

❤♦❧❞ ❢♦r ❛❧❧ c → c0, ❢♦r s♦♠❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ c0. ❆❧s♦✱ ✇❤❡♥ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭✇❤♦s❡ ♠✐♥✐♠✐③❡rs ❣✐✈❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❢♦r I✮ ❛ s✐♠✐❧❛r ❞✐✣❝✉❧t

❛♣♣❡❛rs✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❞♠✐ts ❜♦✉♥❞❡❞ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t

❝♦♥✈❡r❣❡✱ ❡✈❡♥ ✐♥ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✳ ❖♥❡ s❤❛❧❧ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ H ãÑ L

✐s ❝♦♠♣❛❝t✳

Pr♦❜❧❡♠s ❧✐❦❡ ❊q✳ ✭Ps✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t

t❤❛t t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ❞♦ ♥♦t ♣♦ss❡s ❛❞❤❡r❡♥t ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ str♦♥❣ t♦♣♦❧♦❣②

♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ I♣ukq Ñ I♣uq ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✱ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✇✐t❤

❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t ❣r♦✉♣ ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡s t❤❛t

❣❡♥❡r❛t❡s ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ r❡st♦r❡ ✐t✱ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ I♣ukq Ñ I♣uq. ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❣❡t ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ st✉❞② ♦❢

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t ❣r♦✉♣s ✐s ❝❛❧❧❡❞

✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛♥❞ ✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡

✶✾✽✵✬s ❜② P✳✲▲✳ ▲✐♦♥s ✐♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ✇♦r❦s ❬✻✺✕✻✽❪✱ ❢♦r ♣r♦❜❧❡♠s ❧✐❦❡ ❊q✳ ✭Ps✮ ✇❤❡r❡

s ✏ 1, H ✏ H1♣RNq ♦r H ✏ D1,2♣RNq, ❛♥❞ L ✏ Lp♣RNq ♦r L ✏ L2✝s ♣RNq ❛r❡ t❤❡

st❛♥❞❛r❞ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡s✱ ❛♥❞ 2✝ ✏ 2N④♣N ✁ 2q ✐s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❙♦❜♦❧❡✈ ❡①♣♦♥❡♥t✳

❆ ❧♦t ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❛❜♦✉t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ s✐♥❝❡ t❤♦s❡

✇♦r❦s ♦❢ P✳✲▲✳ ▲✐♦♥s ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬✺✸✱ ✾✾❪ ❛♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✮✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠

❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♣r♦✜❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

♦❢ ✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♣❛❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞

t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❡❜r❛t❡❞ ❇❛♥❛❝❤✲❆❧❛♦❣❧✉✲❇♦✉r❜❛❦✐ ❚❤❡♦r❡♠✳

❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦✜❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s s❡tt✐♥❣s✱ ❢♦r

✷



✐♥st❛♥❝❡ ✇❡ ♠❛② ❝✐t❡ t❤❡ ♦♥❡s ✐♥ ❬✺✺✱✺✼✱✼✶✱✽✼✱✽✾❪✳ ■t ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢

❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❢❛✐❧s ✉♥❞❡r ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♣❛❝❡✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✈✐❛ ♣r♦✜❧❡

❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡s Hs♣RNq ❛♥❞

Ds,2♣RNq, ❢♦r 0 ➔ s ➔ N④2 ❛♥❞ 0 ➔ s ➔ 1, r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✐♥ Lp♣RNq, 2 ➔ p ➔ 2✝s ❛♥❞ L2✝s ♣RNq✱ ✇❤❡r❡ 2✝s ✏ 2N④♣N ✁ 2sq ✐s

t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝r✐t✐❝❛❧ ❙♦❜♦❧❡✈ ❡①♣♦♥❡♥t✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❜str❛❝t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✜❧❡

❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡s ❞✉❡ t♦ ❑✳ ❙❝❤✐♥❞❧❡r ❛♥❞ ❑✳ ❚✐♥t❛r❡✈ ❬✾✾❪ ❛♥❞ t❤❡

r❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡s ❞✉❡ t♦ ●✳ P❛❧❛t✉❝❝✐ ❛♥❞ ❆✳ P✐s❛♥t❡ ❬✼✶❪✳ ❆s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✉♥❞❡r ♦✉r

s❡tt✐♥❣s✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t P❛❧❛✐s✲❙♠❛❧❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❤♦❧❞s ❛t t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss

❧❡✈❡❧✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✉s❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♣r✐♥❝✐♣❧❡

t♦ ✐♠♣r♦✈❡ s♦♠❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❡①✐st❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❊q✳ ✭Ps✮✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤✐s✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t

t❤❛t ♦✉r r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♥❡✇ ✇❛② t♦ st✉❞② ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ♥♦♥❧♦❝❛❧

♣r♦❜❧❡♠s ❧✐❦❡ ✭Ps✮✳

■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❊q✳ ✭Ps✮ ❛❞♠✐ts ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣ ✐♥ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❙♦❜♦❧❡✈

s♣❛❝❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❜② ❛ ♠✐♥✐♠❛①

♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✉s✉❛❧

✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ str❛✐❣❤t❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss✱

✇❤✐❝❤ r♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢RN ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ tr❛♥s❧❛t✐♦♥

❛♥❞ ❞✐❧❛t✐♦♥ ❛♥❞✱ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✱ ❛♣♣❡❛rs ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❙♦❜♦❧❡✈

❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① t②♣❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ✉s❡❞

❜② P✳ ❋❡❧♠❡r ❡t ❛❧✳ ❬✺✶❪ ❛♥❞ ❘✳ ❙❡r✈❛❞❡✐ ❛♥❞ ❊✳ ❱❛❧❞✐♥♦❝✐ ❬✽✵❪ ❛♥❞ ❬✽✶❪ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r

❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❧② str♦♥❣❧② ♦♥ t❤❡ s✉❜✲❝r✐t✐❝❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠s ♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss

♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳

❚♦ ❜❡ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛❜♦✉t ♦✉r r❡s✉❧ts✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡s✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❡❛❝❤

❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✵✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ r❡s✉❧ts t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡

t❡①t✱ t✉r♥✐♥❣ ♦✉ ❡①♣♦s✐t✐♦♥ s❡❧❢ ❝♦♥t❛✐♥❡❞✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ ✐t ✐s ♣r♦✈❡❞ ♦✉r ♣r♦✜❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡

❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡s Ds,2♣RNq ❛♥❞ Hs♣RNq, ❚❤❡♦r❡♠s ✶✳✶✳✶ ❛♥❞ ✶✳✶✳✷✳ ❚❤❡s❡

r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬✹✶✱ ✹✸❪✳ ■♥ ❬✺✺❪ ❛♥❞ ❬✼✶✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡

s✉❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛♥❞ ❛❧s♦✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ✐♥ t❤❡

✸



s❡♥s❡ ♦❢ ❬✷✾❪ ✇❛s ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ■t s❡❡♠s ❢♦r ✉s t❤❛t t❤❡s❡ ♥❡✇ ❛❜str❛❝t r❡s✉❧ts

❛r❡ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ♥♦♥❧♦❝❛❧ ❡❧❧✐♣t✐❝

❡q✉❛t✐♦♥s ✭Ps✮ t❤❛♥ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✼✶❪✳ ■t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ❤♦✇ ♦♥❡

❝❛♥ ❛♣♣❧② ❬✼✶✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹❪ t♦ ♦❜t❛✐♥ s✉❝❤ ❛ r❡s✉❧t ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧②

s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤ ✭s❡❡ ❙❡❝t✳ ✶✳✺ ❢♦r ♣r❡❝✐s❡

❞❡✜♥✐t✐♦♥s✮✳

■t ✐s ❛❧s♦ ✇♦rt❤ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡

❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ▲✐♦♥s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬✼✶✱ ❚❤❡♦r❡♠

✺❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶ ✐♠♣r♦✈❡s ❬✼✶✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✺❪ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ Ω ✏ R
N , s✐♥❝❡ t❤❡

s✉♠s ♦❢ ❉✐r❛❝ ♠❛ss❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤✐s r❡s✉❧t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✶✳✶✳✹✮✳

❲❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✷ ✐s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥

❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ▲✐♦♥s ▲❡♠♠❛ ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ✭s❡❡ ❬✺✶✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷❪✮✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡❡♥ s❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✳

✸✳✻✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣♦✐♥t ♦✉t s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❢r♦♠ ♦✉r ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶ ❛♥❞ s♦♠❡ r❡s✉❧ts

♦♥ ♣r♦✜❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✺✺✱✼✶❪✳ ❚❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶ ✐s

❜❛s❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❞✐❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠

δju♣xq ✏ γ
N✁2s

2
ju♣γjxq, γ → 1, j P Z. ✭✵✳✵✳✶✮

❋r♦♠ ✭✵✳✵✳✶✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ✭✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s ✐♥ ❬✾✾✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶❪✮ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ✏❞✐s❧♦❝❛t❡❞ ♣r♦✜❧❡s✑ w♣nq ✐♥ t❤r❡❡✿ ❞✐❧❛t✐♦♥ ❜② ✏❡♥❧❛r❣❡♠❡♥t✑ ✭N✁✮✱ ❞✐❧❛t✐♦♥ ❜②

✏r❡❞✉❝❡♠❡♥t✑ ✭N�✮✱ ❛♥❞ ♥♦ ❞✐❧❛t✐♦♥ ✭♣✉r❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ N0✮✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ st✉❞②

s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ ❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❛♥

t❤❡ ♣✉r❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ✭s❡❡ ❙❡❝t✳ ✶✳✺✮✱ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s

✭❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣f5q ✐♥ ❙❡❝t✳ ✷✳✶✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✐♥ ❬✺✺✱✼✶❪ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

❞✐❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

δλu♣xq ✏ λ
N✁2s

2 u♣λxq, λ → 0,

❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ 0 ➔ s ➔ N④2. ❲❡ s❤♦✉❧❞ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❚❤❡♦r❡♠

✶✳✶✳✶ ❤♦❧❞s ❢♦r 0 ➔ s ↕ 1 ❛♥❞ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t ❛r✐s❡ ❛ ♥❛t✉r❛❧ q✉❡st✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦ ♣r♦✈❡

t❤✐s r❡s✉❧t ❢♦r 1 ➔ s ➔ N④2. ■♥ ❬✼✶✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶❪ ✐t ✇❛s ♣r♦✈❡❞ t❤❛t DRN✕✇❡❛❦

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ str♦♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ L2✝s ♣RNq, ❢♦r 0 ➔ s ➔ N④2 ✭s❡❡ ❙❡❝t✳

✵✳✺✮✱ ✇❤❡r❡ ❢♦r γ → 1 ❣✐✈❡♥✱

DRN :✏
✦
dy,j : D

s,2♣RNq Ñ Ds,2♣RNq : dy,ju♣xq ✏ γ
N✁2s

2
ju♣γj♣x✁ yqq, y P R

N , j P R

✮
.

✹



❋r♦♠ t❤✐s ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❛t q✉❡st✐♦♥ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ ♣r♦✈❡

t❤❛tDRN✕✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡DZN✕✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥Ds,2♣RNq, ❢♦r

1 ➔ s ➔ N④2, ✇❤❡r❡ DZN :✏
✥
dy,j : y P Z

N , j P Z
✭
. ■♥ t❤❡ ❛✣r♠❛t✐✈❡ ❝❛s❡✱ ❚❤❡♦r❡♠

✶✳✶✳✶ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❝♦r♦❧❧❛r② ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❬✼✶✱ ❚❤❡♦r❡♠

✹✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✽❪✱ ✇✐t❤ ♠✐♥♦r ❝❤❛♥❣❡s ✭♣r♦✈✐❞❡❞ ❛❧s♦ ✐♥ ❙❡❝t✳ ✶✳✷✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❢♦r t❤❡

❝❛s❡ t❤❛t 0 ➔ s ➔ 1, ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ❢❛❝t ✭❣✐✈❡♥ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✮✱ ✇❤✐❝❤

❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ st✉❞② ♠❛❞❡ ✐♥ ❬✹✶❪✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢

♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

♣✁∆qsu ✏ f♣x, uq ✐♥ R
N , ✭Es✮

✇❤❡r❡ f♣x, tq ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✇❡

t❛❦❡ L♣uq ✑ 0 ❛♥❞ h♣x, tq ✑ f♣x, tq ✐♥ ❊q✳ ✭Ps✮✱ ✇✐t❤ ft♣x, 0q ✏ 0 ✳

❆ ❧♦t ♦❢ ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r s❝❛❧❛r

✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❊q✳ ✭Es✮✱ ❜♦t❤ ❢♦r ❧♦❝❛❧ ❝❛s❡ ♣s ✏ 1q ❛♥❞ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ❝❛s❡ 0 ➔ s ➔ 1,

s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❡❧❡❜r❛t❡❞ ✇♦r❦s ♦❢ ❍✳ ❇❡r❡st②❝❦✐ ❛♥❞ P✳✲▲✳ ▲✐♦♥s ❬✶✶✱✶✷❪✳ ■♥ t❤❡s❡ t✇♦ ♣❛♣❡rs✱

t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ r❛❞✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡♠✐✲❧✐♥❡❛r ❡❧❧✐♣t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥

✁∆u ✏ g♣uq, u P H1♣RNq♣N ➙ 3q, ✭✵✳✵✳✷✮

✇❤❡r❡ g : R Ñ R ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦❞❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s✉❜❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤✳ ❯♥❞❡r s♦♠❡

❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ g♣tq✱ t❤❡② ✉s❡❞ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts t♦ ♣r♦✈❡ ✭✐♥ ♣❛rt ■✮

t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❛❞✐❛❧ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❢♦r ✭✵✳✵✳✷✮✱ t❤❛t ✐s✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡

♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❧❡❛st ❛❝t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■♥ ❬✾✽❪✱ ❑✳ ❚✐♥t❛r❡✈ ❤❛s

tr❡❛t❡❞ t❤❡ ♥♦♥✲❛✉t♦♥♦♠♦✉s ♣r♦❜❧❡♠

✁∆u ✏ g♣x, uq, u P D1,2♣RNq♣N ➙ 3q,

✇❤❡♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② g♣x, tq ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤ ✇✐t❤ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧②

s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ⑤t⑤2
✝✁2t✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ♠✐♥✐♠❛①

❛r❣✉♠❡♥ts✱ ❳✳ ❈❤❛♥❣ ❛♥❞ ❩✲◗✳ ❲❛♥❣ ❬✷✹❪ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❣r♦✉♥❞

st❛t❡ ❢♦r ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭Es✮ ✇❤❡♥ f♣x, tq ✑ f♣tq ❤❛s

s✉❜❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❇❡r❡st②❝❦✐✕▲✐♦♥s t②♣❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ■♥ ❬✶✶✵❪✱ ❏✳

✺



❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ s❝❛❧❛r

✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭Es✮✱ ✇❤❡♥ f♣x, tq ✑ f♣tq ❤❛s ❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤✳

▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡s✉❧ts ❝✐t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s

t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥

✭Es✮ ✐♥ t❤❡ ✏③❡r♦ ♠❛ss ❝❛s❡✑ ✇✐t❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤ r❛♥❣❡✳ ❚❤❡

✐❞❡❛ ❢♦r ♣r♦✈✐♥❣ s✉❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ r❡s✉❧t ❢♦r ❊q✳ ✭Es✮ ✐♥ t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❝❛s❡ ✐s ❜❛s❡❞

✐♥ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t s✐♠✐❧❛r t♦ ❬✶✶❪✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t ❜②

✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞

❞✐❧❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣ ✐♥ R
N , t❤❛♥❦s t♦ ♦✉r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❛ s♣❡❝✐✜❝

P♦❤♦③❛❡✈ ✐❞❡♥t✐t②✳ ❖✉r ❛r❣✉♠❡♥t ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t

t✁1f♣x, tq ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢

❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ◆❡❤❛r✐ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡

❢♦r t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❝❛s❡ f♣x, tq ✏ f♣tq✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❆♠❜r♦s❡tt✐✲

❘❛❜✐♥♦✇✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❛t P♦❤♦③❛❡✈ t②♣❡ ✐❞❡♥t✐t② ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❜❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡

s♦ ❝❛❧❧❡❞ s✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ▲✳ ❈❛✛❛r❡❧❧✐ ❛♥❞ ▲✳ ❙✐❧✈❡str❡ ❬✶✾❪ ❛♥❞

r❡♠❛r❦s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✹✼❪ ❛♥❞ ❬✺✾❪✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst ✇♦r❦

t❤❛t s❤♦✇s ❛ P♦❤♦③❛❡✈ t②♣❡ ✐❞❡♥t✐t② ❢♦r t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡ Ds,2♣RNq ❛♥❞

❢♦r f♣tq ✐♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤ r❛♥❣❡✳ ❖✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s ✈❡r② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t

✇✐t❤ ♦✉r ❛r❣✉♠❡♥ts ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❞❡r✐✈❡ ❛ P♦❤♦③❛❡✈ t②♣❡ ✐❞❡♥t✐t② ✐♥ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧

❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤♦✉t r❡❧②✐♥❣ ✐♥ ❣❧♦❜❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t

❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② P♦❤♦③❡✈ t②♣❡ ✐❞❡♥t✐t✐❡s ❢♦r s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s

❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡ Hs♣RNq, 0 ➔ s ➔ mint1, N④2✉, ❛♥❞ ❢♦r f♣tq ✇✐t❤ s✉❜❝r✐t✐❝❛❧

❣r♦✇t❤ ✭❝❢✳ ❬✷✹❪✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ r❡❧✐❡s ✐♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r

♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❛❝❡ R
N ✭❝❢✳ ❬✺✹❪✮✳

❖✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ s♦♠❡ t❤❡♦r❡♠s ♦❢

❑✳ ❚✐♥t❛r❡✈ ❡t ❛❧✳ ❬✾✼✕✾✾❪✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝❛s❡ ❬✾✽❪✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♠❡♥t✐♦♥

s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✿ t❤❡ P♦❤♦③❛❡✈ t②♣❡ ✐❞❡♥t✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❝❢✳ ❬✷✹✱✺✹✱✼✺❪✮ ❞♦ ♥♦t ♠❛t❝❤ ✇✐t❤ ♦✉r s❡tt✐♥❣s❀ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

❤②♣♦t❤❡s✐s ✭❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣f4q✮ ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✲

❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❝❛s❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❛❞❞✐t✐✈✐t② ♣f4q

t❛❦❡s t❤❡ r♦❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥❞❡r ♦✉r s❡tt✐♥❣s

✻



✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✮✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ❛ ♥❛t✉r❛❧ q✉❡st✐♦♥ ❛r✐s❡s✿ ■s ❤②♣♦t❤❡s✐s ♣f4q ♥❡❝❡ss❛r②

t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❡r♠s ✭s❡❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶✮❄ ■♥❞❡❡❞✱

✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣f4q ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤✐s

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛✐❧s✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡

❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤ t②♣❡ ❢♦r t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ⑤t⑤2
✝
s ❛s

❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤✐s ♥❡✇ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧✐t② t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♦✉r

❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss✱ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♥❡✇ ✇❛② t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡❧❧✐♣t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s

✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ ❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱

r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② f♣x, tq ✏ K♣xq⑤t⑤2
✝
s✁2t, ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

t♦ st✉❞✐❡❞ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❊q✳ ✭Ps✮ ✇✐t❤ ❛✐❞ ♦❢ ❬✼✶✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✺❪✱ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧

s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r ♦✉r s❡tt✐♥❣s✱

f♣x, tq ✑ f♣tq ✏ exptb0♣sin♣ln ⑤t⑤q � 2q✉♣b0 cos♣ln ⑤t⑤q � 2✝s q⑤t⑤
2✝s✁2t, b0 → 0, f♣0q ✑ 0,

s❡❡ ❛❧s♦ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✷✳✽ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❋♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝❛s❡ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥

✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✼✽✱✾✼✕✾✾❪✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥ ❧❡❛❞✐♥❣ ✇✐t❤

♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ ❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧ ♦❢

t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❊q✳ ✭Es✮ ❛✈♦✐❞s ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ✉s✉❛❧❧②

r❡q✉✐r❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❣r♦✇t❤✳ ❲❡ ❛✈♦✐❞ t❤✐s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣

t❤❛t f♣x, tq ❤❛s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❞ ❧✐♠✐ts ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♦✉r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❛♥❞

❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❊q✳ ✭Es✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦♥❡s✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ st✉❞② ♠❛❞❡ ✐♥ ❬✹✸❪✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

♥♦♥❧♦❝❛❧ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥

♣✁∆qsu� a♣xqu ✏ f♣x, uq ✐♥ R
N , ✭Hs✮

✇❤❡r❡ f♣x, tq ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❡✐t❤❡r s✉❜❝r✐t✐❝❛❧ ♦r ❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦

t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ L♣x, uq ✑ 0 ❛♥❞ h♣x, tq ✑ f♣x, tq✁ a♣xqt ✐♥ ❊q✳ ✭Ps✮✱ ✇✐t❤ ft♣x, 0q ✏ 0 ✳

❋✐rst✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧s a♣xq ❜♦✉♥❞❡❞

❛✇❛② ❢r♦♠ ③❡r♦ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ s✉❜❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤✳ ■♥ ❬✼✾❪ ❙✳ ❙❡❝❝❤✐ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞

t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ❜② ✉s✐♥❣

❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ◆❡❤❛r✐ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❍❡ ♣r♦✈❡❞ ❡①✐st❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ✉♥❞❡r

✼



s✉✐t❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ a♣xq ❛♥❞ s✉♣❡r❧✐♥❡❛r ❣r♦✇t❤

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ ❬✺✷❪✱ ✇❤❡r❡ ❇✳ ❋❡♥❣ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢

❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭Hs✮✱ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ f♣x, tq ✏ ⑤t⑤p✁2t, ✇❤❡r❡ 2 ➔

p ➔ 2♣N�2sq④N, N ➙ 2, ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ P✳✲▲✳ ▲✐♦♥s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♣r✐♥❝✐♣❧❡

✭s❡❡ ❬✻✻❪✮✳ ❘✳ ▲❡❤r❡r ❡t ❛❧✳ ❬✻✶❪ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦✈❡r

❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❞ P♦❤♦③❛❡✈ ♠❛♥✐❢♦❧❞✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t f♣x, tq ✏ a♣xqf0♣tq, ✇❤❡r❡ f0♣tq ✐s

❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r✱ t❤❛t ✐s✱ limtÑ✽ f0♣tqt✁1 ✏ 1 ❛♥❞ lim⑤x⑤Ñ✽ a♣xq ✏ a✽ → 0. ❋♦r t❤❡

❧♦❝❛❧ ❝❛s❡ ✭s ✏ 1✮✱ ❘✳ ❞❡ ▼❛r❝❤✐ ❬✸✸❪ st✉❞✐❡❞ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✭Hs✮

❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t a♣xq ❛♥❞ f♣x, tq ❛r❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② 1✁♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥ ❡❛❝❤ xi, i ✏ 1, . . . , N,

❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛♥❞ ❛❧s♦

♣r♦✈❡❞ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤❡♥ a♣xq ❛♥❞ f♣x, tq ❛r❡ 1✁♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥ ❡❛❝❤

xi, i ✏ 1, . . . , N, ✇✐t❤♦✉t ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t ÞÑ f♣x, tqt✁1 ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❇②

✉s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❍✳ ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧ ❬✶✵✻❪✱ st✉❞✐❡❞ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛♥❞

✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❞✐st✐♥❝t s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❊q✳ ✭Hs✮✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞

♦❢ ◆❡❤❛r✐ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛♥❞ ▲✉st❡r♥✐❦✲❙❝❤♥✐r❡❧♠❛♥♥ ❝❛t❡❣♦r② t❤❡♦r②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r r❡❝❡♥t

✇♦r❦s ♦♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❆♠❜r♦s❡tt✐✲❘❛❜✐♥♦✇✐t③

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t r❡q✉✐r❡❞ ✇❡ ❝✐t❡ ❬✸✸✱✻✶✱✶✵✻❪✳

Pr♦❜❧❡♠s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ ③❡r♦ ❛♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ❙♦❜♦❧❡✈

❡①♣♦♥❡♥t✱ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❤❡♥ f♣x, tq ✏ g♣x, tq � ⑤t⑤2
✝
s✁2t, ✇❤❡r❡ g♣x, tq ❤❛✈❡ s✉❜❝r✐t✐❝❛❧

❣r♦✇t❤✱ ✇❡ ♠❛② r❡❢❡r t♦ ❬✻✷✱ ✽✷✱ ✽✸❪ ❛♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❣✐✈❡♥ t❤❡r❡✳ ■♥ t❤❡s❡ ✇♦r❦s✱ ✐t

✇❛s ❝r✉❝✐❛❧ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ g♣x, tq ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ⑤t⑤2
✝
s✁2t. ▼♦r❡♦✈❡r✱

✐t ✇❛s ❛ss✉♠❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧

0 ➔ inf
xPRN

a♣xq ➔ lim inf
⑤x⑤Ñ✽

a♣xq

✇❤✐❝❤ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② P✳▲✳ ❘❛❜✐♥♦✇✐t③ ✐♥ ❬✼✸❪ t♦ st✉❞② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❊q✳ ✭Ps✮

✭s❡❡ ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❝❛s❡ ❬✻✾❪✮✳ ❲❡ ❝✐t❡ ❬✷✼✱ ✸✺✱ ✽✻❪ ❢♦r ✇♦r❦s ♦♥ ❧♦❝❛❧ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r

❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣✉r❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✇❡r t②♣❡ ✭✇✐t❤♦✉t s✉❜❝r✐t✐❝❛❧

♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❡r♠✮ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ sq✉❛r❡ t②♣❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❋♦r t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ✇❡

❝✐t❡ ❬✸✾❪✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✇❛s st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✇♦r❦s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲tr✐✈❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r

❊q✳ ✭Hs✮ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❝❛s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣❛♣❡rs✳

❖✉r ♣♦t❡♥t✐❛❧ a♣xq ♠❛② ❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥✱ ❝❛♥ ❤❛✈❡ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦✐♥ts ♦❢ ❜❧♦✇ ✉♣ ❛♥❞ ❡✈❡♥

✽



✈❛♥✐s❤ ❛t t❤❡ ✐♥✜♥✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤ ❝r✐t✐❝❛❧ ♦r s✉❜❝r✐t✐❝❛❧

♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❣r♦✇t❤✳ ■♥ t❤❡ s✉❜❝r✐t✐❝❛❧ ❝❛s❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ a♣xq

✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s♣❛❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s s✐♠✐❧❛r

t♦ ❬✽✺❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ ❬✽✺❪✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✐♠♣♦s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ a♣xq t♦

❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ❚♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡✱ ✇❡ ❛s❦ t❤❛t

t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ a♣xq, ❛s ⑤x⑤ ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✱ ❡①✐sts ❛♥❞ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♦r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❛t

a♣xq ✐s 1✁♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥ xi, i ✏ 1, . . . , N. ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s

♠❛❞❡ ✐♥ ❬✸✹❪✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t✳

❲❡ ❛❧s♦ t❛❦❡ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❤❛s ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞

❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s✜❡s t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❆♠❜r♦s❡tt✐✲❘❛❜✐♥♦✇✐t③✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡

❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣❛♣❡rs✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② f♣x, tq ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❤❛s ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛s②♠♣t♦t❡

fP♣x, tq✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ✏tr❛♥s❢❡r✑ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t♦ ✐t✳ ❆❧s♦ ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥

t❤❛t ✇❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✸✸❪✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧

❡q✉❛t✐♦♥ ✭Hs✮ ❛♥❞ ❛ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ t ÞÑ fP♣x, tqt
✁1.

■♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❝❛s❡✱ ✐♥s♣✐r❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ✐❞❡❛s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✷✼❪✱ ✇❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s

❝❤❛♣t❡r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧s s♦♠❡❤♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❧❛ss t❤❛t

✐♥❝❧✉❞❡ ❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ sq✉❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ a♣xq ✏ ✁λ⑤x⑤✁2s,

✇❤❡r❡ 0 ➔ λ ➔ ΛN,s ❛♥❞ ΛN,s ✐s t❤❡ s❤❛r♣ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ❍❛r❞②✲❙♦❜♦❧❡✈ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

ΛN,s

➺
RN

⑤x⑤✁2su2 dx ↕
➺
RN

⑤ξ⑤2s ⑤Fu⑤2 dξ, ❅u P C✽0 ♣R
Nq. ✭✵✳✵✳✸✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s❤❛r♣ ❝♦♥st❛♥t ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② ❣✐✈❡♥ ❜②

ΛN,s :✏ 22s
Γ2

�
N�2s

4

✟
Γ2

�
N✁2s

4

✟ , 0 ➔ s ➔ 1, N → 2s, ✭✵✳✵✳✹✮

✇❤❡r❡ Γ ✐s t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ●❛♠♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ✭✵✳✵✳✸✮ ❝❛♥ ❜❡

❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✺✻❪ ❛♥❞ ❬✶✵✸❪✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡ t♦ ❜❡ ✏s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r

❢✉♥❝t✐♦♥s✑✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✳ ✶✳✺✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈❡❞ ❛ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P♦❤♦③❛❡✈

✐❞❡♥t✐t② st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ st✉❞② ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢

❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ a♣xq ❤❛s s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ❆s ❛

❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s P♦❤♦③❛❡✈ t②♣❡ ✐❞❡♥t✐t②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈❡❞ s♦♠❡ ♥♦♥✲❡①✐st❡♥❝❡ r❡s✉❧ts

❢♦r ❊q✳ ✭Hs✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ✐❞❡♥t✐t② ❛♥❞ ♦✉r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss

♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② t ÞÑ fP♣x, tqt
✁1 ❛♥❞ ♣r♦✈❡ s♦♠❡

✾



❡①✐st❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

♦❢ ❊q✳ ✭Hs✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❧✐♠✐t ♣r♦❜❧❡♠✳

■t ✐s ✇♦rt❤ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❣r♦✉♥❞

st❛t❡s ✐♥ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✿ ❋✐rst ✇❤❡♥ ✭Ps✮ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ✐♥

Z
N ✭s✉❜❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤✮✱ s❡❝♦♥❞ ✇❤❡♥ ✭Ps✮ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ❞✐❧❛t✐♦♥s γ♣N✁2sqj④2u♣γ☎q

✭❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤✮✱ ❛♥❞ t❤✐r❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ t ÞÑ f♣x, tqt✁1 ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ st✉❞② ♠❛❞❡ ✐♥ ❬✹✹❪✱ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞

✇✐t❤ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢r❛❝t✐♦♥❛❧

❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲P♦✐ss♦♥ ❙②st❡♠✩✫✪ ♣✁∆qsu� a♣xqu� λK♣xqφu ✏ f♣x, uq � g♣x, uq ✐♥ R
3,

♣✁∆qαφ ✏ K♣xqu2 ✐♥ R
3,

✭SP✮

✇❤❡r❡ 0 ➔ s ➔ 1, 0 ➔ α ➔ 1, 2α � 4s ➙ 3, λ → 0. ❯♥❞❡r s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦✈❡r

K♣xq, a♣xq, f♣x, tq ❛♥❞ g♣x, tq ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ❙②st❡♠ ✭SP✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ t❡r♠✱

♣✁∆qsu� a♣xqu� λK♣xqφαrusu ✏ f♣x, uq � g♣x, uq. ✭SNL✮

■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ L♣uq ✑ λK♣xqφαrusu, h♣x, tq ✑ f♣x, tq�g♣x, tq✁a♣xqt

✐♥ ❊q✳ ✭Ps✮✱ ❛❧s♦ f♣x, tq ❛♥❞ g♣x, tq ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ s✉❜❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧

❣r♦✇t❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ft♣x, 0q ✏ gt♣x, 0q ✏ 0. ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❤❡♥ K♣xq ✑ 0, t❤❡

s②st❡♠ ✭SP✮ t✉r♥s ✐♥ t♦ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭Hs✮✳

❲❤❡♥ α ✏ s ✏ 1, t❤❡ ❙②st❡♠ ✭SP✮ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲P♦✐ss♦♥

❙②st❡♠ ✩✫✪✁∆u� a♣xqu� λK♣xqφu ✏ f♣x, uq � g♣x, uq ✐♥ R
3,

✁∆φ ✏ K♣xqu2 ✐♥ R
3,

✭✵✳✵✳✺✮

✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s s②st❡♠s ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ t❤❡

❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✭s❡❡ ❬✶✵❪✮✳ ❙②st❡♠ ✭✵✳✵✳✺✮ ✇❛s ❡①t❡♥s✐✈❡❧②

st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st ②❡❛rs ❜② ♠❛♥② ❛✉t❤♦rs✱ ♠❛✐♥❧② ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②

♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❜② ✉s✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❍❡r❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❝✐t❡ s♦♠❡ r❡❧❛t❡❞

r❡s✉❧ts✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ♦♥❡s ✐♥ ❬✶✱ ✸✱ ✷✷✱✷✺✱✼✻✱✾✵✱✶✵✹✱✶✵✺✱✶✵✼✱✶✵✾✱✶✶✶❪✳

❋✐rst✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✭✵✳✵✳✺✮ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣

♣♦t❡♥t✐❛❧s a♣xq ❜♦✉♥❞❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ ③❡r♦ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s f♣x, tq ✇✐t❤ s✉❜❝r✐t✐❝❛❧

✶✵



❣r♦✇t❤ ✭g♣x, tq ✑ 0✮✳ ■♥ ❬✼✻❪✱ ❉✳ ❘✉✐③ ♣r♦✈❡❞ ✭❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝❛s❡✮ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲

❡①✐st❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t f♣x, tq ✏ ⑤t⑤p✁2t, 2 ➔ p ➔ 6, K♣xq ✑ V ♣xq ✑ 1

❛♥❞ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs p ❛♥❞ λ. ❍❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈❡❞ ♥♦♥✲❡①✐st❡♥❝❡

♦❢ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭✵✳✵✳✺✮ ✐❢ 2 ➔ p ➔ 3 ❛♥❞ λ ➙ 1④4. ■♥ ❬✾✵❪ ❏✳ ❙✉♥ ❛♥❞ ❙✳ ▼❛

♦❜t❛✐♥❡❞ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐❢ a♣xq ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ 1✁♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥

xi, i ✏ 1, . . . , N. ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐t ✇❛s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t f♣x, tq ❤❛s ✹✲s✉♣❡r❧✐♥❡❛r ❣r♦✇t❤✱

t❤❛t ✐s

lim
⑤t⑤Ñ✽

F ♣x, tq

t4
✏ ✽, ✇❤❡r❡ F ♣x, tq ✏

➺ t

0

f♣x, τq dτ.

❙♦♠❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ s✐❣♥✕❝❤❛♥❣✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❤❛✈❡ ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ ❬✶✵✺❪ ❛♥❞

t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❣✐✈❡♥ t❤❡r❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦✈❡❞ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢

s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✭✵✳✵✳✺✮ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐♥❦✐♥❣ t②♣❡ t❤❡♦r❡♠ ✇❤❡♥ f♣x, tq ✐s ❡✐t❤❡r ✹✲s✉♣❡r❧✐♥❡❛r

♦r s✉❜❧✐♥❡❛r ❛t t❤❡ ✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ a♣xq s❛t✐s✜❡s t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ t❤❡r❡ ❡①✐sts M → 0 s✉❝❤ t❤❛t ⑤tx P R
3 : a♣xq ↕ ✽✉⑤ ➔ ✽, ❛♥❞

Ω ✏ ✐♥tV ✁1♣0q ✐s ♥♦♥❡♠♣t②✱ Ω ✏ V ✁1♣0q ❛♥❞ ❤❛s s♠♦♦t❤ ❜♦✉♥❞❛r②✳

❋♦r t❤❡ ♣r♦❣r❡ss ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ ❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤✱ ✇❡ st❛rt ❜② ❝✐t✐♥❣

t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❏✳ ❩❤❛♥❣ ❬✶✵✾❪✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✐t ✇❛s ♣r♦✈❡❞ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ r❛❞✐❛❧

s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤❡♥ ✐t ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛✉t♦♥♦♠♦✉s g♣x, tq ✑ g♣tq ✇✐t❤ ❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤

❛t t❤❡ ✐♥✜♥✐t②✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ f♣x, tq � g♣x, tq ✏ ⑤t⑤p✁2t � ⑤t⑤4t, ❢♦r 2 ➔ p ➔ 6. ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢

◆❡❤❛r✐ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ P✳✲▲✳ ▲✐♦♥s ❬✻✻❪✱ ✐♥ ❬✶✵✼❪

❍✳ ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t a♣xq ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞

❛✇❛② ❢r♦♠ ③❡r♦✳ ❚❤❡② ♣r♦✈❡❞ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✇✐t❤ ✹✲s✉♣❡r❧✐♥❡❛r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②

❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ♣❡r✐♦❞✐❝ f♣x, tq ❛♥❞ ✇✐t❤ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ g♣x, tq ✏ Q♣xq⑤t⑤2
✝✁2t✱

✇❤❡r❡ Q♣xq P L✽♣R3q ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ ③❡r♦ ❛♥❞ 2✝ ✏ 6 ✐s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❙♦❜♦❧❡✈

❡①♣♦♥❡♥t✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❙②st❡♠ ✭SP✮✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢❡✇ ♣❛♣❡rs

✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐t✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❝✐t❡ ❬✾✸✱ ✾✹✱ ✶✵✽✱ ✶✶✵❪✳ ■♥ ❬✶✶✵❪ ✐t ✇❛s

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❛❧♠♦st ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡

✇♦r❦ ♦❢ ❇❡r❡st②❝❦✐✕▲✐♦♥s ❬✶✶❪ t♦ st✉❞② ✭✵✳✵✳✺✮ ✇❤❡♥ K♣xq ✑ 0. ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥ ❬✶✶✵❪

❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❛t t❤❡ ✐♥✜♥✐t②✱

♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡② ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t limtÑ✽ g♣tq④t2
✝
s✁1 → 0✱ ✇❤❡r❡ 2✝s ✏ 6④♣3✁ 2sq ✐s t❤❡

✶✶



❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝r✐t✐❝❛❧ ❙♦❜♦❧❡✈ ❡①♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s

✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ f♣x, tq � g♣x, tq ✏ ⑤t⑤p✁2t � ⑤t⑤2
✝
s✁2t, 2 ➔ p ➔ 2✝s , ❜✉t ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t❤❛t

a♣xq ✑ a0 → 0. ■t ✐s ❛❧s♦ ✇♦rt❤ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t r❡❝❡♥t❧② ❑✳ ❚❡♥❣ ❬✾✸✱ ✾✹❪ st✉❞✐❡❞

❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s ❢♦r ✭✵✳✵✳✺✮ ✉♥❞❡r ❣❡♥❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧

a♣xq, ❢♦r K♣xq ✑ 1, f♣x, tq ✑ ⑤t⑤p✁1t ❢♦r 2 ➔ p ➔ 2✝s ✁ 1, ✇✐t❤ 3④4 ➔ s ➔ 1, ❛♥❞

g♣x, tq ✑ ⑤t⑤2
✝
s✁1t.

❲❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝❛s❡ s ✏ α ✏ 1, t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❡①♣♦♥❡♥t 2✝s ✐s ❝❧♦s❡

t♦ 2, ❛s s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ 0✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞✐✣❝✉❧t t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡

❊q✳ ✭SNL✮, s✐♥❝❡ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❆♠❜r♦s❡tt✐✲❘❛❜✐♥♦✇✐t③ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥♦t ❦♥♦✇ ✐♥

❣❡♥❡r❛❧✱ ✐❢ t❤❡ P❛❧❛✐s✲❙♠❛❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ ❊q✳ ✭SNL✮ ❛r❡

❜♦✉♥❞❡❞✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ f♣x, tq ✑ ⑤t⑤p✁2t, 3 ➔ p ➔ 4, ❛♥❞ g♣x, tq ✑ 0. ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡

t❤✐s ❞✐✣❝✉❧t②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ✉s❡ t❤❡ ❛❜str❛❝t r❡s✉❧t ❞✉❡ t♦ ▲✳ ❏❡❛♥❥❡❛♥ ❬✺✽❪

t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❛t t❤❡ ▼♦✉♥t❛✐♥ P❛ss ❧❡✈❡❧✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❧❛❝❦

♦❢ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦r ❝r✐t✐❝❛❧✐t② ♦❢ t❤❡

♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② st✐❧❧ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞✳

▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✇♦r❦s✱ ♠❛✐♥❧② ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛❞❡ ✐♥ ❬✶✱✼✻❪✱ ♦✉r ❣♦❛❧

✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❊q✳ ✭SNL✮ ✉♥❞❡r ❣❡♥❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛s ♦❢ ❈❤❛♣t❡rs ✷ ❛♥❞ ✸✳

❲❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ a♣xq ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ ③❡r♦ ❛♥❞

t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② g♣x, tq ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤

r❡❧✐❡s ✐♥ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛tK♣xq, a♣xq, f♣x, tq ❛♥❞ g♣x, tq ❤❛✈❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛s②♠♣t♦t❡sKP♣xq,

aP♣xq, fP♣x, tq ❛♥❞ g✽♣tq, r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ st✉❞② t❤❡ ❧✐♠✐t ♣r♦❜❧❡♠✩✫✪ ♣✁∆qsu� aP♣xqu� λKP♣xqφu ✏ fP♣x, uq � g✽♣uq ✐♥ R
3,

♣✁∆qαφ ✏ KP♣xqu
2 ✐♥ R

3.
✭✵✳✵✳✻✮

❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢

t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ✭t❤❡ ❝❛s❡

✇❤❡r❡ f♣x, tq ❛♥❞ g♣x, tq ❛r❡ ♥♦♥✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ ③❡r♦✮✱ ✇❡ ✉s❡❞ s♦♠❡ ✐❞❡❛s ♦❢ ❬✹✷❪✳ ▼♦r❡

♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❙②st❡♠ ✭✵✳✵✳✻✮

t♦ ❛✈♦✐❞ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♥♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞

❙②st❡♠ ✭SP✮✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ✏tr❛♥s❢❡r✑ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡ ✐♥

t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② t♦ ✐t ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛s②♠♣t♦t❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②

✶✷



♦❢ t ÞÑ t✁1♣f♣x, tq � g♣x, tqq.

❲❡ ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❝❛s❡ ♦❢ ✭SNL✮✱ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❤❡♥ f♣x, tq ✑ f♣tq

❛♥❞ g♣x, tq ✑ g♣tq, ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ x. ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t❤❛t t❤❡

♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❤❛s f♣tq ❤❛s ✹✲s✉♣❡r❧✐♥❡❛r ❣r♦✇t❤✳ ❯♥❞❡r ❣❡♥❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇❡ ♣r♦✈❡❞

t❤❛t P❛❧❛✐s✲❙♠❛❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛t t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❧❡✈❡❧ ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ❜♦✉♥❞❡❞✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣

t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ▲✳ ❏❡❛♥❥❡❛♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❬✺✽✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶❪ t♦ ❝♦♥str✉❝t ♦♥❡✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r♦✈✐❞❡s s♦♠❡ ♥♦♥✲❡①✐st❡♥❝❡ r❡s✉❧ts✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡

✐❞❡❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✱ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛

P♦❤♦③❛❡✈ t②♣❡ ✐❞❡♥t✐t② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✾✹❪ ❢♦r ❙②st❡♠ ✭SNL✮✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ♣r♦✈❡

❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❡①✐st❡♥❝❡ r❡s✉❧t ❡st❛❜❧✐s❤ ✐♥ ❬✾✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✻❪✳ ❆♥♦t❤❡r

✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s

❢♦r ❊q✳ ✭SNL✮✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r

✸✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❊q✳ ✭SNL✮ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ❛❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ✐♥ Z
3.
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◆♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡r♠✐♥♦❧♦❣②

• C, C0, C1, C2, . . . ❞❡♥♦t❡s ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts ✭♣♦ss✐❜❧② ❞✐✛❡r❡♥t✮ t❤❛t ❛r❡

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❡①t❀

• ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r RN�1
� ✏ tz ✏ ♣x, yq P R

N�1 : y → 0✉;

• ●✐✈❡♥ R, δ → 0 ✇❡ s❡t✩✬✬✬✬✫✬✬✬✬✪
BR,δ ✏ tz ✏ ♣x, yq P R

N�1
� : ⑤z⑤2 ➔ R2, y → δ✉,

F 1
R,δ ✏ tz ✏ ♣x, yq P R

N�1
� : ⑤z⑤2 ➔ R2, y ✏ δ✉,

F 2
R,δ ✏ tz ✏ ♣x, yq P R

N�1
� : ⑤x⑤2 � y2 ✏ R2, y → δ✉;

• ●✐✈❡♥ R → 0 ✇❡ s❡t✩✬✬✬✬✫✬✬✬✬✪
BR ✏ tz ✏ ♣x, yq P R

N�1 : ⑤z⑤2 ➔ R2✉,

B�R ✏ BR ❳ R
N�1
� ❛♥❞

BN
R ✏ tz ✏ ♣x, yq P R

N�1
� : ⑤z⑤2 ➔ R2, y ✏ 0✉;

• ⑤A⑤ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❛ s❡t A ✐♥ R
N ;

• XA ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t A;

• ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ Φ♣uq ✏
➩
RN F ♣x, uq dx ❛♥❞ Φκ♣uq ✏

➩
RN Fκ♣uq dx ❢♦r

κ ✏ 0,�,✁,✽ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❙❡❝t✳ ✸✳✶✮❀

• ●✐✈❡♥ u : RN Ñ R ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r u✁♣xq ✏ mintu♣xq, 0✉ ❛♥❞ u�♣xq ✏ maxtu♣xq, 0✉;

• supp♣uq ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ u;

• C♣Ωq ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ Ω ⑨ R
N ;

• C0♣Ωq ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ C♣Ωq ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s u ✇❤♦s❡ s✉♣♣♦rt

supp♣uq ✐s ❝♦♠♣❛❝t ✐♥ Ω;

✶✹



• ▲❡t k ➙ 1 ❜❡ ❛ ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ Ω ❛♥ ♦♣❡♥ s✉❜s❡t ♦❢ R
N . Ck♣Ωq, ❞❡♥♦t❡s t❤❡

s♣❛❝❡ ♦❢ k✲t✐♠❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ r❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r Ω ❛♥❞

C✽♣Ωq ✏
➇✽

k✏1C
k♣Ωq;

• Ck
0 ♣Ωq ✏ Ck♣Ωq ❳ C0♣Ωq ❛♥❞ C✽

0 ♣Ωq ✏ C✽♣Ωq ❳ C0♣Ωq;

• ▲❡t 0 ➔ α ➔ 1, ✇❡ ❞❡♥♦t❡

C0,α♣Ωq ✏

✧
u P C♣Ωq : sup

x,yPΩ

⑤u♣xq ✁ u♣yq⑤

⑤x✁ y⑤α
➔ ✽

✯
❛s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❍ö❧❞❡r s♣❛❝❡✳ Ck,α♣Ωq ❛r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ Ck♣Ωq ✇❤♦s❡ ❛❧❧

❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✉♣ ♦r❞❡r k ❜❡❧♦♥❣s t♦ C0,α♣Ωq;

• ●✐✈❡♥ u : RN Ñ R ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥

d
♣nq
k u♣xq ✏ γ

N✁2s
2

j
♣nq
k u

�
γj

♣nq
k ♣x✁ y

♣nq
k q

✟
,

t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣r♦✜❧❡

❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶❀

• ⑥ ☎ ⑥p ❞❡♥♦t❡s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ Lp♣RNq, ❢♦r 1 ↕ p ➔ ✽;

• ⑥ ☎ ⑥✽ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ L✽♣RNq;

• ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✳ ✵✳✷✮

ru, vss ✏

➺
RN

♣✁∆qs④2u♣✁∆qs④2v dx, u, v P Ds,2♣RNq,

♣u, vq ✏

➺
RN

♣✁∆qs④2u♣✁∆qs④2v � uv dx ✏ ru, vss � ♣u, vq2, u, v P Hs♣RNq.

• ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ak ✏ o♣bkq, ✇❤❡♥ ak④bk Ñ 0, ❛s k Ñ ✽.

✶✺



❈❤❛♣t❡r ✵

Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

❋♦r t❤❡ r❡❛❞❡r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ ❞❡❞✐❝❛t❡ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t♦ r❡✈✐❡✇ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts

❛♥❞ r❡s✉❧ts t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t❡①t✳ ❍❡r❡✱ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✇❡ r❡str✐❝t

♦✉rs❡❧❢ t♦ st❛t❡ ✇✐t❤♦✉t ♣r♦♦❢s t❤❡ r❡s✉❧ts t❤❛t ✇❡ ✜♥❞ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤✐s ✇♦r❦✱

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s ❢❛♠✐❧✐❛r✐③❡❞ ✇✐t❤ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❆♥❛❧②s✐s

❛♥❞ ▼❡❛s✉r❡ ❚❤❡♦r②✳ ❚❤✉s ♠❛❦✐♥❣ ♦✉r ❡①♣♦s✐t✐♦♥ s❡❧❢✲❝♦♥t❛✐♥❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞

r❡❛❞❡r ✇❡ r❡❢❡r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❜♦♦❦s ❬✼✱ ✹✺✱ ✽✽✱ ✾✷❪ ❛♥❞ t❤❡ ✏❍✐t❝❤❤✐❦❡r✑ t♦ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧

▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ❬✸✻❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥s♣✐r❡❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

✵✳✶ ❋♦✉r✐❡r ❆♥❛❧②s✐s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ❢♦r t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✱ ✇❤✐❝❤

✐s ❛ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ♥❡❡❞❡❞ t♦ st✉❞② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡

❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥✳ ❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ❛❧s♦ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ ✉s❡❞ t♦ st✉❞②

❧✐♥❡❛r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t✉r♥✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥t♦ ❡✐t❤❡r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦r

❡❧s❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❢❡✇❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡

❝♦♠♣❧❡①✲✈❛❧✉❡❞✱ ❛♥❞ ✁ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✶✳✶ ✭❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✮✳ ❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ u P L1♣RNq, ✐s ❞❡✜♥❡❞

❜②

û♣xq ✏ Fu♣xq ✏
1

♣2πqN④2

➺
RN

u♣ξqe✁iξ☎x dξ, x P R
N ,

❛♥❞ ✐ts ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❜②

qu♣xq ✏ F
✁1u♣xq ✏

1

♣2πqN④2

➺
RN

u♣ξqeiξ☎x dξ, x P R
N .
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❙✐♥❝❡ ⑤e✟ix☎y⑤ ✏ 1 t❤❡s❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛r❡ ✜♥✐t❡ ❢♦r ❛❧❧ x P R
N . ❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠

❛♥❞ ✐ts ✐♥✈❡rs❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ L2♣RNq t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡①t ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥

r❡s✉❧t✳

❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✶✳✷ ✭P❧❛♥❝❤❡r❡❧✬s ❚❤❡♦r❡♠✮✳ ❆ss✉♠❡ u P L1♣RNq ❳ L2♣RNq. ❚❤❡♥

û, qu P L2♣RNq ❛♥❞ ➺
RN

⑤û⑤2 dx ✏

➺
RN

⑤qu⑤2 dx ✏ ➺
RN

⑤u⑤2 dx.

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤r♦✉❣❤ P❧❛♥❝❤❡r❡❧✬s ❚❤❡♦r❡♠ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r

tr❛♥s❢♦r♠ F
✞✞
L1♣RN q❳L2♣RN q ❝❛♥ ❜❡ ✉♥✐q✉❡❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ ✉♥✐t❛r② ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ✐♥

L2♣RNq, ✇✐t❤ ✐♥✈❡rs❡ F✁1 ✭✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✮✳ ❆s ❛♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢

P❧❛♥❝❤❡r❡❧✬s ❚❤❡♦r❡♠ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❢♦r♠✉❧❛✱➺
RN

uv̄ dx ✏

➺
RN

FuFv dx, ❅ u, v P L2♣RNq.

❲❡ ♥♦✇ ♣❛ss t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ❞❡♥s✐t②

❛r❣✉♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✶✳✸ ✭❙❝❤✇❛rt③ s♣❛❝❡✮✳ ❋♦r ❛♥② ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r m ❛♥❞ ❛♥② ♠✉❧t✐✲

✐♥❞❡① α ✇❡ ❞❡✜♥❡

⑥u⑥♣m,αq ✏ sup
xPRN

♣1� ⑤x⑤qm⑤❇αu♣xq⑤

❛♥❞ t❤❡ ❙❝❤✇❛rt③ s♣❛❝❡ S ♣RNq ❛s

S ♣RNq ✏
✥
u P C✽♣RNq : ⑥u⑥♣m,αq ➔ ✽, ❅ m,α

✭
.

❚❤✉s✱ t❤❡ ❙❝❤✇❛rt③ s♣❛❝❡ S ♣RNq ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ r❛♣✐❞❧② ❞❡❝❛②✐♥❣ C✽

❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ R
N ✇❤✐❝❤✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡✐r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ✈❛♥✐s❤ ❛t ✐♥✜♥✐t② ❢❛st❡r t❤❛♥

❛♥② ♣♦✇❡r ♦❢ ⑤x⑤.

❘❡♠❛r❦ ✵✳✶✳✹✳ ■❢ u ❜❡❧♦♥❣s t♦ S ♣RNq t❤❡♥ ✐t ❜❡❧♦♥❣s t♦ Lp♣RNq, ❢♦r ❛♥② 1 ↕ p ↕ ✽.

❚❤❡ s♣❛❝❡ S ♣RNq ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t F ✐s

❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❢r♦♠ S ♣RNq ♦♥t♦ ✐ts❡❧❢✱ ✇✐t❤ ✐♥✈❡rs❡ F✁1 ✭✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✮✳

❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❜r✐❡❢ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♣✁∆qs.

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✶✳✺✳ ▲❡t u ❛♥② r❡❛❧ ✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ R
N ❛♥❞ s → 0. ❚❤❡

❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♣✁∆qsu ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

♣✁∆qsu♣xq ✏ F
✁1

�
⑤ξ⑤2s Fu

✟
♣xq, x P R

N .

✶✼



❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t ♠❛❦❡s ♣✁∆qsu ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡

❛♥② u P S ♣RNq. ❚❤❛t ✐s✱ S ♣RNq ✐s t❤❡ s✉✐t❛❜❧❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡

❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳ ❋♦r t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ t❤❛t 0 ➔ s ➔ 1 t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧

▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦❢ u P S ♣RNq, ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧✱

♣✁∆qsu♣xq ✏ C♣N, sq lim
εÑ0�

➺
RN ③Bε♣0q

u♣xq ✁ u♣yq

⑤x✁ y⑤N�2s
dy, x P R

N , ❢♦r 0 ➔ s ➔ 1,

❛♥❞ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t

C♣N, sq ✏

✂➺
RN

1✁ cos ς1

⑤ς⑤N�2s
dς

✡✁1

. ✭✵✳✶✳✶✮

■t ✐s ✇♦rt❤ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛s ✇❡❧❧✱ t❤❡ ❘✐❡s③ P♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ u : RN Ñ R,

Iαrus♣xq :✏ cα

➺
R3

u♣yq⑤x✁ y⑤2α✁N dy,

✇❤❡r❡

cα ✏
Γ♣3

2
✁ 2αq

π
3

222αΓ♣αq
.

■♥ ❛ s❡♥s❡✱ t❤❡ ❘✐❡s③ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡✜♥❡s ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ✭♦r s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✮ ❢♦r ❛ ♣♦✇❡r ♦❢

t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱

♣✁∆qα♣Iαrϕsq ✏ ϕ, ❅ϕ P S ♣R3q.

❚❤❡ ♥❡①t r❡s✉❧t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❘✐❡s③ P♦t❡♥t✐❛❧ ❛s ❛♥

♦♣❡r❛t♦r ♦♥ ▲❡❜❡s❣✉❡ s♣❛❝❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✵✳✶✳✻✳ ▲❡t 0 ➔ 2α ➔ N ❛♥❞ 1 ↕ p ➔ q ➔ ✽ s✉❝❤ t❤❛t 1④q ✏ 1④p✁ 2α④N.

❚❤❡♥ ❢♦r u P Lp♣RNq, t❤❡ ❘✐❡s③ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❢♦r ❛❧♠♦st ❡✈❡r② x ❛♥❞✱ ♠♦r❡♦✈❡r✱

✐❢ p ✘ 1, t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t C s✉❝❤ t❤❛t

⑥Iαu⑥q ↕ C⑥u⑥p.

✵✳✷ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❙♦❜♦❧❡✈ ❙♣❛❝❡s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭❛s ✇❡❧❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✮ ♦❢

t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❡①t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✷✳✶ ✭❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡✮✳ ▲❡t 0 ➔ s ➔ N④2. ❚❤❡

❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡ Ds,2♣RNq ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

s♣❛❝❡ C✽
0 ♣R

Nq ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦r♠

rus2s :✏

➺
RN

⑤ξ⑤2s⑤Fu⑤2 dξ.

✶✽



❚❤✉s✱ ❜② t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t②➺
RN

⑤u⑤2
✝
s dx ↕ K✝

✂➺
RN

⑤ξ⑤2s⑤Fu⑤2 dξ

✡2✝s ④2
, ❅ u P C✽

0 ♣R
Nq, 0 ➔ s ➔ N④2,

✇❤❡r❡

K✝ ✏

✓
2✁2s

Γ♣N✁2s
2

q

Γ♣N�2s
2

q

✂
Γ♣Nq

Γ♣N④2q

✡2s④N✛2✝s ④2

,

t❤❡ s♣❛❝❡ Ds,2♣RNq ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡♠❜❡❞❞✐♥❣

Ds,2♣RNq ãÑ L2✝s ♣RNq, ❢♦r 0 ➔ s ➔ N④2. ✭✵✳✷✳✶✮

❇② P❧❛❝❤❡r❡❧ ❚❤❡♦r❡♠✱ ❢♦r 0 ➔ s ➔ N④2, ✇❡ ❤❛✈❡

rus2s ✏

➺
RN

⑤♣✁∆qs④2u⑤2 dx, ❅ u P C✽
0 ♣R

Nq.

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r Ds,2♣RNq ❛s ❛ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ✇❤❡♥ ❡q✉✐♣♣❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t

ru, vss ✏

➺
RN

♣✁∆qs④2u♣✁∆qs④2v dx, ❅ u, v P Ds,2♣RNq,

❛s ✇❡❧❧ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

Ds,2♣RNq ✏
✦
u P L2✝s ♣RNq : ♣✁∆qs④2u P L2♣RNq

✮
.

■t ✐s ♦❢ ♦✉r ✐♥t❡r❡st ❛s ✇❡❧❧ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❧♦s❡❞ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ Ds,2♣RNq ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢

r❛❞✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s✱

D
s,2
rad♣R

Nq :✏
✥
u P Ds,2♣RNq : u♣xq ✏ u♣yq, ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ⑤x⑤ ✏ ⑤y⑤

✭
.

■♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ♥♦t tr✉❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❛t ♣✁∆qs④2u ❤❛s ❝♦♠♣❛❝t

s✉♣♣♦rt ✇❤❡r❡✈❡r u P C✽
0 ♣R

Nq. ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞✐✣❝✉❧t② ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣

✇✐t❤ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡s ❛♥❞ ✉s❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜② s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s

❛r❣✉♠❡♥t✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥♦t❤❡r s♣❛❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♥❡①t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✷✳✷✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ S0♣R
Nq ❛s t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ S ♣RNq ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ❛❧❧

❢✉♥❝t✐♦♥ u s✉❝❤ t❤❛t Fu P C✽
0 ♣R

N③t0✉q.

❘❡♠❛r❦ ✵✳✷✳✸✳ ❋♦r 0 ➔ s ➔ N④2, t❤❡ s♣❛❝❡ S0♣R
Nq ✐s ❞❡♥s❡ ✐♥ Ds,2♣RNq. ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

t❤❡ s♣❛❝❡ S ♣RNq ✐s ❛❧s♦ ❞❡♥s❡ ✐♥ Ds,2♣RNq.

❲❡ ♥♦✇ ♣❛ss t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♦✉r s❡❝♦♥❞ ♠❛✐♥ s♣❛❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡❛❧t ✐♥ t❤✐s t❡①t✳

✶✾



❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✷✳✹ ✭■♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡✮✳ ▲❡t 0 ➔ s ↕ N④2. ❚❤❡

✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Hs♣RNq ✏
✥
u P L2♣RNq : ⑤ξ⑤sFu P L2♣RNq

✭
,

✇✐t❤ ♥♦r♠

⑥u⑥2 :✏

➺
RN

⑤ξ⑤2s⑤Fu⑤2 � u2 dξ.

◆♦t✐❝❡ t❤❛t Hs♣RNq ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡

H1♣RNq. ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t❤❛t ⑤ξ⑤sFu ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ❜❡❧♦♥❣s t♦

L2♣RNq, r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ✇❡❛❦ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ H1♣RNq.

❇② P❧❛♥❝❤❡r❡❧✬s ❚❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

Hs♣RNq ✏
✥
u P L2♣RNq : ♣✁∆qs④2u P L2♣RNq

✭
.

▼♦r❡♦✈❡r✱ Hs♣RNq ✐s ❛ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❍✐❧❜❡rt ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦r♠

⑥u⑥2 ✏

➺
RN

⑤♣✁∆qs④2u⑤2 dx� u2 dx,

✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t

♣u, vq :✏

➺
RN

♣✁∆qs④2u♣✁∆qs④2v � uv dx ✏ ru, vss � ♣u, vq2.

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥❝❡♣ts✱ s♦♠❡ ❧♦❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢

Hs♣RNq ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥❡①t ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✷✳✺✳ ❋♦r Ω ⑨ R
N ♦♣❡♥ s❡t ❛♥❞ 0 ➔ s ➔ 1, t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❢r❛❝t✐♦♥❛❧

❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Ĥs♣Ωq ✏

★
u P L2♣Ωq :

➺
Ω

➺
Ω

⑤u♣xq ✁ u♣yq⑤2

⑤x✁ y⑤N�2s
dxdy ➔ ✽

✰
,

✇✐t❤ t❤❡ ♥♦r♠

⑥u⑥2
Ĥs♣Ωq :✏

➺
Ω

u2 dx�

➺
Ω

➺
Ω

⑤u♣xq ✁ u♣yq⑤2

⑤x✁ y⑤N�2s
dxdy.

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡s

✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✵✳✷✳✻✳ ❋♦r 0 ➔ s ↕ N④2 t❤❡ s♣❛❝❡ C✽
0 ♣R

Nq ✐s ❞❡♥s❡ ✐♥ Hs♣RNq, ❛♥❞ ❢♦r

0 ➔ s ➔ 1 ✐t ✐s ❞❡♥s❡ ✐♥ Ĥs♣RNq.

✷✵



❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t 0 ➔ s ➔ 1, ✇❡ ❤❛✈❡

rus2s ✏
C♣N, sq

2

➺
RN

➺
RN

⑤u♣xq ✁ u♣yq⑤2

⑤x✁ y⑤N�2s
dxdy, ❅ u P C✽

0 ♣R
Nq,

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t C♣N, sq ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✵✳✶✳✶✮✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ Ω ✏ R
N , ✇❡ s❡❡

t❤❛t Hs♣RNq ✏ Ĥs♣RNq ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠s ⑥ ☎ ⑥ ❛♥❞ ⑥ ☎ ⑥Ĥs♣RN q ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥ts✳

■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Hs♣RNq ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✷✳✹ ✐s ♠♦r❡

❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ s ➙ 0, t❤❛♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✷✳✺✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❢♦r s ➙ 1,

t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ✭✵✳✷✳✺✮ ✐s ✜♥✐t❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ u ✐s ❝♦♥st❛♥t ✭s❡❡ ❬✶✸✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷❪✮✳ ❆❧s♦

✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡♠❜❡❞❞✐♥❣

Hs♣RNq ãÑ

✩✫✪Lp♣RNq, 2 ↕ p ↕ 2✝s , ❢♦r 0 ➔ s ➔ N④2,

Lp♣RNq, 2 ↕ p ➔ ✽, ❢♦r s ✏ N④2,

❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣❛❝t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✱ ❢♦r Ω ♦♣❡♥ s❡t ♦❢ ❝❧❛ss C0,1 ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞

❜♦✉♥❞❛r②✱

Ĥs♣Ωq ãÑ Lp♣Ωq, 1 ↕ p ➔ 2✝s , ❢♦r 0 ➔ s ➔ mint1, N④2✉. ✭✵✳✷✳✷✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s u ✐♥ Ds,2♣RNq t♦ Ω, ❜❡❧♦♥❣s t♦ Ĥs♣Ωq, ✇❡ ❤❛✈❡ ❛s

✇❡❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣❛❝t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✱

Ds,2♣RNq ãÑ L
p
loc♣R

Nq, 1 ↕ p ➔ 2✝s , ❢♦r 0 ➔ s ➔ mint1, N④2✉. ✭✵✳✷✳✸✮

❚❤✉s✱ ❡✈❡r② ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ Hs♣RNq ❤❛s s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t ❝♦♥✈❡r❣❡s str♦♥❣ ✐♥

Lp♣Ωq, ❢♦r ❛♥② ❝♦♠♣❛❝t s❡t Ω ♦❢ RN .

❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❧♦s❡❞ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ Hs♣RNq ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ r❛❞✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱

t❤❛t ✐s✱

Hs
rad♣R

Nq ✏
✥
u P Hs♣RNq : u♣xq ✏ u♣yq, ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ⑤x⑤ ✏ ⑤y⑤

✭
,

✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❝♦♠♣❛❝t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭s❡❡ ❬✻✹❪✮✱

Hs
rad♣R

Nq ãÑ Lp♣RNq, 2 ➔ p ➔ 2✝s , ❢♦r 0 ➔ s ➔ N④2.

❲❡ ✜♥✐s❤ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣ t❤❛t t❤❡ P❧❛♥❝❤❡r❡❧ ❚❤❡♦r❡♠ ❛❧s♦ ❣✐✈❡s t❤❡

♥❡①t ✐❞❡♥t✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❡①t➺
RN

♣✁∆qs④2u♣✁∆qs④2v dx ✏
➺
RN

♣✁∆qsuv dx, ❅ u P H2s♣RNq, v P Hs♣RNq. ✭✵✳✷✳✹✮

✷✶



✵✳✸ ❚❤❡ s✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❡①t❡♥s✐♦♥

❲❡ ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✺✾✱ ❙❡❝t✳ ✷❪ ❛♥❞ ❢♦r t❤❛t ✇❡

❜❡❣✐♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤✐s ❤❛r♠♦♥✐❝

❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② 0 ➔ s ➔ 1✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ z ✏ ♣x, yq ÞÑ ⑤y⑤1✁2s

❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ▼✉❝❦❡♥❤♦✉♣t ❝❧❛ss A2 ♦❢ ✇❡✐❣❤ts ✐♥ R
N�1, t❤❛t ✐s✂

1

⑤B⑤

➺
B

⑤y⑤1✁2s dxdy

✡✂
1

⑤B⑤

➺
B

⑤y⑤2s✁1 dxdy

✡
↕ C, ❢♦r ❛❧❧ ❜❛❧❧ B ✐♥ R

N�1.

▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✹✻❪✳ ▲❡t Q ❜❡ ❛ ♦♣❡♥ s❡t ✐♥ R
N�1, ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r

L2♣Q, ⑤y⑤1✁2sq ❛s t❤❡ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s v ❞❡✜♥❡❞

✐♥ Q s✉❝❤ t❤❛t

⑥v⑥L2♣Q,⑤y⑤1✁2sq ✏
✂➺

Q

⑤y⑤1✁2sv2 dxdy

✡1④2
➔ ✽.

❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♣❛❝❡ H1♣Q, ⑤y⑤1✁2sq ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s w ✐♥ L2♣Q, ⑤y⑤1✁2sq s✉❝❤ t❤❛t

✐ts ✇❡❛❦ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s wzi ❡①✐sts ❛♥❞ ❜❡❧♦♥❣s t♦ L2♣Q, ⑤y⑤1✁2sq ❢♦r i ✏ 1, . . . , N � 1. ■t ✐s

❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t H1♣Q, ⑤y⑤1✁2sq ✐s ❛ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t

♣v1, v2qH1♣Q,⑤y⑤1✁2sq ✏
➺
Q

⑤y⑤1✁2s ①∇v1,∇v2② � ⑤y⑤1✁2sv1v2 dxdy,

❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♥♦r♠

⑥v⑥H1♣Q,⑤y⑤1✁2sq ✏
✂➺

Q

⑤y⑤1✁2s
✞✞∇v✞✞2 � ⑤y⑤1✁2sv2 dxdy

✡1④2
.

❲❡ ❝❛❧❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s C✽♣Qq❳H1♣Q, ⑤y⑤1✁2sq

✐s ❞❡♥s❡ ✐♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡ H1♣Q, ⑤y⑤1✁2sq ✭s❡❡ ❬✶✵✵❪ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s✮✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡H1♣Q, y1✁2sq ✇✐t❤ Q ✏ Ω✂♣0, Rq, ✇❤❡r❡ Ω ⑨ R
N ✐s ❛ ❞♦♠❛✐♥

✇✐t❤ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ tr❛❝❡ ♦♣❡r❛t♦r

tr : H
1♣Q, y1✁2sq Ñ Hs♣Ωq

✇✐t❤

⑥tr♣vq⑥Hs♣Ωq ↕ C⑥v⑥H1♣Q,y1✁2sq, ❅ v P H1♣Q, y1✁2sq,

✇❤❡r❡ C → 0, ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ N, s ❛♥❞ Ω ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❬✼✵❪✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

❡♠❜❡❞❞✐♥❣ Hs♣Ωq ãÑ L2✝s ♣Ωq, ✇❡ ❤❛✈❡

⑥tr♣vq⑥L2
✝
s ♣Ωq ↕ C⑥v⑥H1♣Q,y1✁2sq, ❅ v P H1♣Q, y1✁2sq. ✭✵✳✸✳✶✮

✷✷



▲❡t

Ps♣x, yq ✏ β♣N, sq
y2s

♣⑤x⑤2 � y2q
N�2s

2

,

✇❤❡r❡ β♣N, sq ✐s s✉❝❤ t❤❛t ➺
RN

Ps♣x, 1q dx ✏ 1,

❛♥❞ 0 ➔ s ➔ 1. ❋♦r u P Ds,2♣RNq ❧❡t ✉s s❡t t❤❡ s✁❤❛r♠♦♥✐❝ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ u✱

w♣x, yq ✏ Es♣uq♣x, yq :✏

➺
RN

Ps♣x✁ ξ, yqu♣ξq dξ, ♣x, yq P R
N�1
� .

❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛♥② ❝♦♠♣❛❝t s✉❜s❡t K ♦❢ R
N�1
� , ✇❡ ❤❛✈❡ w P L2♣K, y1✁2sq✱ ∇w P

L2♣RN�1
� , y1✁2sq ❛♥❞ w P C✽♣RN�1

� q. ▼♦r❡♦✈❡r✱ w s❛t✐s✜❡s✩✬✬✬✬✬✫✬✬✬✬✬✪
div♣y1✁2s∇wq ✏ 0, ✐♥ R

N�1
� ,

✁ lim
yÑ0�

y1✁2swy♣x, yq ✏ κs♣✁∆q
su♣xq ✐♥ R

N ,

⑥∇w⑥2
L2♣RN�1

� ,y1✁2sq ✏ κsrus
2
s,

✭✵✳✸✳✷✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✭✵✳✸✳✷✮ ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❡♥s❡✱ ✇❤❡r❡ κs ✏ 21✁2sΓ♣1✁ sq④Γ♣sq,

❛♥❞ Γ ✐s t❤❡ ❣❛♠♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ Pr❡❝✐s❡❧②✱➺
B�

R

y1✁2s ①∇w,∇ϕ② dxdy ✏ κs

➺
BN

R

♣✁∆qs④2u♣✁∆qs④2♣trϕq dx, ❅ ϕ P C✽
0 ♣B

�
R ❨BN

R q,

✇❤❡r❡ ❢♦r R → 0. ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❣✐✈❡♥ h : R
N ✂ R Ñ R ✇❡ s❛② t❤❛t ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

v P H1♣B�
R , y

1✁2sq ✐s ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✩✬✫✬✪
div♣y1✁2s∇vq ✏0 ✐♥ B�

R ,

✁ lim
yÑ0�

y1✁2svy♣x, yq ✏κsh♣x, tr♣vq♣xqq ✐♥ BN
R ,

✭✵✳✸✳✸✮

✐❢✱ ❢♦r ❛❧❧ ϕ P C✽
0 ♣B

�
R ❨BN

R q✱ ✇❡ ❤❛✈❡➺
B�

R

y1✁2s ①∇v,∇ϕ② dxdy ✏ κs

➺
BN

R

h♣tr♣vqqtr♣ϕq dx, ✭✵✳✸✳✹✮

❛♥❞ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛r❡ ✜♥✐t❡✳

✵✳✹ ❘❡❣✉❧❛r✐t② r❡s✉❧ts

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛❞❡ ✐♥ ❬✺✾❪ ✇❡ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t❤❡ s✲❤❛r♠♦♥✐❝

❡①t❡♥s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ r❡❣✉❧❛r✐t② ❢♦r s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣

✷✸



t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦✉s❡ ✇❡ st❛t❡ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✺✾❪✳ ◆❡①t✱ ✇❡

❝♦♥s✐❞❡r QR ✏ BN
R ✂♣0, Rq ❛♥❞ Cα♣Ωq t♦ ❞❡♥♦t❡ Crαs,α✁rαs♣Ωq, ✇❤❡r❡ rαs ✐s t❤❡ ✐♥t❡❣❡r

♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r α → 0. ❲❡ ❛❧✇❛②s ❛ss✉♠❡ t❤❛t 0 ➔ s ➔ 1.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✵✳✹✳✶✳ ✭✐✮ ❬✺✾✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✻❪ ▲❡t A♣xq, B♣xq P Lp♣BRq, ❢♦r s♦♠❡

p → N④2s. ❚❤❡r❡ ❡①✐sts α P ♣0, 1q ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ N, s, p, ⑥a♣xq⑥Lp♣BRq s✉❝❤

t❤❛t ❛♥② ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ v ♦❢ ✭✵✳✸✳✸✮✱ ✇✐t❤ h♣x, tq ✏ A♣xqt�B♣xq, ✐s ✐♥ Cα♣QR④2q.

✭✐✐✮ ❬✺✾✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✹❪ ▲❡t v P H1♣QR, y
1✁2sq ❜❡ ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✵✳✸✳✸✮ ❛♥❞

h♣x, tq ✑ h♣xq P Cα♣BN
R q ❢♦r s♦♠❡ 0 ➔ α ❘ N. ■❢ 2s � α ✐s ♥♦t ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✱ t❤❡♥

tr♣vq ✐s ✐♥ C2s�α♣BN
R④4q.

✭✐✐✐✮ ❬✺✾✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✸❪ ▲❡t A♣xq, B♣xq P Ck♣BN
R q ❛♥❞ v P H1♣QR, y

1✁2sq ❜❡ ❛

✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✵✳✸✳✸✮ ✐♥ QR, ✇✐t❤ h♣x, tq ✏ A♣xqt�B♣xq, ✇❤❡r❡ k ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡

✐♥t❡❣❡r✳ ❚❤❡♥ ∇xv P H1♣QR, y
1✁2sq ❳ Cα♣Q2④3Rq, ❢♦r s♦♠❡ α P ♣0, 1q, ✇❤❡r❡

∇xv ✏ ♣vx1
, . . . , vxN

q.

✭✐✈✮ ❬✺✾✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✽❪ ♦r ❬✶✼✱ ▲❡♠♠❛ ✹✳✺❪ ▲❡t h♣x, tq ✑ h♣xq P Cα♣BRq ❢♦r s♦♠❡ α P

♣0, 1q ❛♥❞ v P L✽♣QRq ❳H
1♣QR, y

1✁2sq ❜❡ ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✵✳✸✳✸✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡

❡①✐sts β P ♣0, 1q ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ N, s, α s✉❝❤ t❤❛t y1✁2svy♣x, yq P C
β♣QR④2q.

❲❡ ❝❛♥ r❡s✉♠❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♦♥❡✱ t✉r♥✐♥❣ ♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♠♦r❡

❝❧❡❛r❡r✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✵✳✹✳✷✳ ▲❡t v P H1♣B�
R , y

1✁2sq ❜❡ ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✵✳✸✳✸✮✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t

h♣tq P C1♣Rq s❛t✐s✜❡s

❉ C1, C2 → 0, 2 ➔ p ➔ 2✝s : ⑤h♣tq⑤ ↕ C1⑤t⑤
p✁1 � C2♣⑤t⑤ � ⑤t⑤2

✝
s✁1q, ❅t P R.

■❢ tr♣vq P L
p
loc♣R

Nq, ❢♦r s♦♠❡ p0 → 2✝s , t❤❡♥ ❢♦r ❛♥② R → 0 t❤❡r❡ ❡①✐sts 0 ➔ y0, r ➔ R

✇✐t❤ BN
r ✂ r0, y0s ⑨ B�

R , ❛♥❞ α P ♣0, 1q, s✉❝❤ t❤❛t

v, ∇xv, y
1✁2svy P C

0,α♣BN
r ✂ r0, y0sq. ✭✵✳✹✳✶✮

Pr♦♦❢✳ ✭✐✮ ■♥ ❢❛❝t✱ s✐♥❝❡

h♣trvq

1� ⑤trv⑤
P Lq

loc♣R
Nq, ❅ N④2s ➔ q ↕ p0④♣2

✝
s ✁ 2q,

❛♥❞

h♣trvq ✏
h♣trvq

1� ⑤trv⑤
sgn♣trvqtrv �

h♣trvq

1� ⑤trv⑤
,

✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✵✳✹✳✶✕✭✐✮ t♦ ❣❡t t❤❛t v ❜❡❧♦♥❣s t♦ Cα♣QR④2q, ❢♦r s♦♠❡ α P ♣0, 1q.

✭✐✐✮ ❙✐♥❝❡ h♣tq P C1♣Rq, t❤❛♥❦s t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✵✳✹✳✶✕✭✐✐✮ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❛ ❜♦♦tstr❛♣
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❛r❣✉♠❡♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t tr♣vq P Cα1♣BR④4kq, α1 P ♣1, 2q, ❢♦r s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r k.

✭✐✐✐✮ ❚♦ ❣❡t t❤❛t ∇xv P H1♣QR, y
1✁2sq ❳ Cα2♣QR④6kq, ❢♦r s♦♠❡ α2 P ♣0, 1q, ✇❡ ❛♣♣❧②

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✵✳✹✳✶✕✭✐✐✐✮ ✇✐t❤ A♣xq ✏ 0 ❛♥❞ B♣xq ✏ h♣vq P C1♣Rq.

✭✐✈✮ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t y1✁2svy♣x, yq P Cα3♣QR④2q, α3 P ♣0, 1q, ❢♦❧❧♦✇s ❜② ✉s✐♥❣

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✵✳✹✳✶✕✭✐✈✮ ✐♥ ✐t❡♠ ✭✐✮ ♦❢ t❤✐s ♣r♦♦❢✳ �

❘❡♠❛r❦ ✵✳✹✳✸✳ ▲❡t v P H1♣QR, y
1✁2sq ❜❡ ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✵✳✸✳✸✮✳ ■❢ v ♣♦ss❡ss t❤❡

r❡❣✉❧❛r✐t② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✭✵✳✹✳✶✮✱ t❤❡♥ v s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ✭✵✳✸✳✸✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t

♦❢ B�R ❨B
N
R ✭❝❧❛ss✐❝❛❧ s❡♥s❡✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ Nv♣x, yq ✏ y1✁2sv♣x, yq, ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

Nv♣x, 0q ✏ κsh♣v♣x, 0qq, ❅ x P BN
R . ✭✵✳✹✳✷✮

■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t v s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✜rst ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✭✵✳✸✳✸✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ B�R
❢♦❧❧♦✇s ❜② st❛♥❞❛r❞ ❡❧❧✐♣t✐❝ ✐♥t❡r✐♦r r❡❣✉❧❛r✐t② ❛r❣✉♠❡♥ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ q✉♦t✐❡♥t

t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭s❡❡ ❬✷✵❪✮✳ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✵✳✹✳✷✮ ❤♦❧❞s✱ ✇❡ t❛❦❡ ϕ P C✽0 ♣B
�
R ❨BN

R q

❛♥❞ ✉s❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ♣❛rts ❢♦r♠✉❧❛ t♦ ❣❡t

0 ✏

➺
BR,δ

div♣y1✁2s∇vq dxdy ✏
➺
BR,δ

y1✁2s ①∇v,∇ϕ② dxdy ✁
➺
F 1

R,δ

y1✁2svyϕ dx,

✇❤❡r❡ ✐t ✐s ✉s❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ϕ ✏ 0 ♦✈❡r F 2
R,δ ❛♥❞ t❤❛t η ✏ ♣0, . . . , 0,✁1q ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧

✈❡❝t♦r ♦❢ F 1
R,δ. ◆♦✇ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t➺

F 1

R,δ

y1✁2svyϕ dx ✏

➺
BN❄

R2✁δ2

δ1✁2svy♣x, δqϕ♣x, δq dx

✏

➺
BN

R

δ1✁2svy♣x, δqXBN❄
R2✁δ2

♣xqϕ♣x, δq dx,

❚❤✉s✱ ❜② ❉♦♠✐♥❛t❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

lim
δÑ0

➺
F 1

R,δ

y1✁2svyϕ dx ✏

➺
BN

R

Nv♣x, 0qϕ♣x, 0q dx.

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢r♦♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✵✳✸✳✹✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

κs

➺
BN

R

h♣v♣x, 0qqϕ♣x, 0q dx ✏ κs

➺
BN

R

h♣tr♣vqqtr♣ϕq dx

✏

➺
B�

R

y1✁2s ①∇v,∇ϕ② dxdy ✏
➺
BN

R

Nv♣x, 0qϕ♣x, 0q dx.

❙✐♥❝❡✱ ϕ P C✽0 ♣B
�
R ❨BN

R q ✐s ❛r❜✐tr❛r②✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✵✳✹✳✷✮ ❢♦❧❧♦✇s✳

✵✳✺ ❉✲✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛❝❡s

❆s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❛❜str❛❝t ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ D✲✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥
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s♣❛❝❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✾✾❪✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ st❛t❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ t❤✐s ❛❜str❛❝t

❛♣♣r♦❛❝❤✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✺✳✶✳ ❬✾✾✱ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶❪ ▲❡t D ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦rs ♦♥

❛ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ H, s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② g P D, infuPH,⑥u⑥✏1 ⑥gu⑥ → 0. ❲❡ ✇✐❧❧ s❛② t❤❛t

t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♣ukq ⑨ H ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ u D✲✇❡❛❦❧② ✐♥ H✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❛s

uk
D
á u, ✐♥ H,

✐❢ ❢♦r ❛♥② s❡q✉❡♥❝❡ ♣gkq ⑨ D,

♣g✝kgkq
✁1g✝k♣uk ✁ uq á 0 ✐♥ H.

▲❡t H ❜❡ ❛ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ❛♥❞ ♣gkq ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ H.

■t ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❬✾✾❪ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ gk á 0 t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t gku á 0 ✐♥ H ❢♦r ❛❧❧

u P H.

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✺✳✷✳ ❬✾✾✱ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷❪ ▲❡tH ❜❡ ❛ s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❍✐❧❜❡rt

s♣❛❝❡✳ ❆ s❡t D ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦rs ♦♥ H ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ✐❢

0 ➔ δ :✏ inf
gPD,⑥u⑥✏1

⑥gu⑥2 ↕ sup
gPD,⑥u⑥✏1

⑥gu⑥2 ➔ ✽,

♣ukq ⑨ H, ♣gkq ⑨ D, uk á 0 ✐♥ H ñ g✝kgkuk á 0 ✐♥ H,

❛♥❞✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ♣ukq ⑨ H ❛♥❞ ♣gkq, ♣hkq ⑨ D✱

h✝kgk ⑧á 0, ♣g✝kgkq
✁1g✝kuk á 0 ✐♥ H ñ ♣h✝khkq

✁1h✝kuk á 0 ✐♥ H.

❚❤❡ ♣❛✐r ♣H,Dq ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳

❚❤❡ ♥❡①t r❡s✉❧t ❣✐✈❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ✐❢ ❛ ♣❛✐r ♣H,Dq ✐s ❛

❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ❆♥ ❧✐♥❡❛r ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡r❛t♦r g : H Ñ H ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✉♥✐t❛r②

✇❤❡♥ g✝ ✏ g✁1.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✵✳✺✳✸✳ ❬✾✾✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶❪ ▲❡t H ❜❡ ❛ s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ❛♥❞ D ❜❡ ❛ ❣r♦✉♣ ✭✉♥❞❡r t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ ♦❢ ✉♥✐t❛r② ♦♣❡r❛t♦rs

g : H Ñ H. ■❢

gk ⑧á 0 ✐♥ ❍ , gk P D ñ gku ❤❛s ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ ❢♦r ❛❧❧ u P H,

t❤❡♥ ♣H,Dq ✐s ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳

❚❤❡ ♥❡①t r❡s✉❧t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣r♦✜❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥

s❡♣❛r❛❜❧❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡s✳ ■t ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ t♦♦❧ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
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❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❝❡❧❡❜r❛t❡❞ ❇❛♥❛❝❤✲❆❧❛♦❣❧✉✲❇♦✉r❜❛❦✐ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛s ✐t

❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ ✐t ❣✐✈❡s ❢✉rt❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ D✲✇❡❛❦

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✺✳✹✳ ❬✾✾✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶❪ ▲❡t ♣H,Dq ❜❡ ❛ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ■❢ ♣ukq ⑨ H

✐s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡t N0 ⑨ N, ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡s ♣w♣nqqnPN0
⑨

H, ♣g
♣nq
k qkPN ⑨ D, g

♣1q
k ✏ id, ✇✐t❤ n P N0✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣ukq✱✁

g
♣nq✝
k g

♣nq
k

✠✁1

g
♣nq✝
k uk á w♣nq ✐♥ ❍✱ ✭✵✳✺✳✶✮

g
♣nq✝
k g

♣mq
k á 0 ❢♦r n ✘ m. ✭✵✳✺✳✷✮➳

nPN0

⑥w♣nq⑥2 ↕ δ✁1 lim sup
k

⑥uk⑥
2. ✭✵✳✺✳✸✮

uk ✁
➳
nPN0

g
♣nq
k w♣nq D

á 0 ✐♥ H, ✭✵✳✺✳✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s❡r✐❡s
➦

nPN0
g
♣nq
k w♣nq ❝♦♥✈❡r❣❡s ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ k.

❘❡♠❛r❦ ✵✳✺✳✺✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❬✾✾✱ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶❪✱ ❡st✐♠❛t❡ ✭✵✳✺✳✸✮ ❤♦❧❞s✱

♣r♦✈✐❞❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✵✳✺✳✶✮ ❛♥❞ ✭✵✳✺✳✷✮ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳

■t ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r ♦✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡s t♦ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❝♦♠♣❛❝t

❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✺✳✻✳ ❬✷✾✱ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷❪ ▲❡t H ❛♥❞ L ❜❡ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s s✉❝❤ t❤❛t H

✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ L. ▲❡t D ❜❡ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦♥ H.

❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ H ✐♥t♦ L ✐s ❝♦❝♦♠♣❛❝t r❡❧❛t✐✈❡ t♦ D ✐❢ ❡✈❡r② D✲✇❡❛❦❧②

❝♦♥✈❡r❣❡♥t s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ H ❝♦♥✈❡r❣❡s ✐♥ L.

■t ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬✷✾❪ t❤❛t t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ Hs♣Rq ãÑ Lp♣RNq, 0 ➔ s ➔ N④2,

2 ➔ p ➔ 2✝s , ✐s ❝♦❝♦♠♣❛❝t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r

✶ t❤❛t t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ Ds,2♣RNq ãÑ L2✝s ♣RNq, 0 ➔ s ➔ mint1, N④2✉, ✐s ❝♦❝♦♠♣❛❝t ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❞✐❧❛t✐♦♥s✳ ❙❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✶✳✷✳✸ ❛♥❞ ✶✳✸✳✷ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❝✐s❡

st❛t❡♠❡♥ts✳

✵✳✻ ❙♦♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ r❡✈✐❡✇ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ r❡s✉❧ts t❤❛t ❛r❡

✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ❛❧✇❛②s ❛ss✉♠❡ t❤❛t I

✐s ❛ C1 ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ❛ r❡❛❧ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ E.
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❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✵✳✻✳✶✳ ❲❡ s❛② t❤❛t I ❤❛s t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❣❡♦♠❡tr② ✇❤❡♥

✭✐✮ I♣0q ✏ 0;

✭✐✐✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts r, b → 0 s✉❝❤ t❤❛t I♣uq ➙ b, ✇❤❡♥❡✈❡r ⑥u⑥ ✏ r;

✭✐✐✐✮ ❚❤❡r❡ ✐s e P E ✇✐t❤ ⑥e⑥ → r ❛♥❞ I♣eq ➔ 0;

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ✭♦r ♠✐♥✐♠❛①✮ ❧❡✈❡❧ ♦❢ I ❛s

c ✏ inf
γPΓ

sup
tPr0,1s

I♣γ♣tqq,

✇❤❡r❡

Γ ✏ tγ P C♣r0, 1s, Eq : γ♣0q ✏ 0, ⑥γ♣1q⑥ → r, I♣γ♣1qq ➔ 0✉ .

❚❤❡ ♥❡①t t❤❡♦r❡♠s ❛r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ t♦♦❧ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❡①t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢

♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❊q✳ ✭Ps✮✳ ❚❤❡② ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ P❛❧❛✐s✲❙♠❛❧❡

s❡q✉❡♥❝❡ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ c.

❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✻✳✷ ✭▼♦✉♥t❛✐♥ P❛ss ❚❤❡♦r❡♠✱ s❡❡ ❬✷✱✶✻❪✮✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t I ❤❛s t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥

♣❛ss ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♣ukq ⑨ E s✉❝❤ t❤❛t I♣ukq Ñ c ❛♥❞ I ✶♣ukq Ñ 0 ✐♥ E✝.

❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✻✳✸ ✭s❡❡ ❬✷✶✱ ✼✼❪✮✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t I ❤❛s t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡♥

t❤❡r❡ ❡①✐sts ♣ukq ⑨ E s✉❝❤ t❤❛t I ✶♣ukq Ñ 0 ❛♥❞ ♣1 � ⑥uk⑥q⑥I
✶♣ukq⑥✝ Ñ 0, ✇❤❡r❡ ⑥ ☎ ⑥✝

❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ E✝.

❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✻✳✹✳ ❬✻✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸❪ ■❢ I ❤❛s t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡r❡

❡①✐sts γ0 P Γ s✉❝❤ t❤❛t

c ✏ max
tPr0,1s

I♣γ0♣tqq,

t❤❡♥ I ♣♦ss❡ss ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t u P γ0♣r0, 1sq s✉❝❤ t❤❛t I♣uq ✏ c.
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❈❤❛♣t❡r ✶

Pr♦✜❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r ✇❡❛❦

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❙♦❜♦❧❡✈

s♣❛❝❡s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ♦✉r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛ r❡✜♥❡♠❡♥t

♦❢ t❤❡ ❝❡❧❡❜r❛t❡❞ ❇❛♥❛❝❤✲❆❧❛♦❣❧✉✲❇♦✉r❜❛r❦✐ ❚❤❡♦r❡♠ ❢♦r t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡s

Hs♣RNq ❛♥❞ Ds,2♣RNq.

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❬✷✾❪✱ t❤❡ ❛❜str❛❝t ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ✈❡rs✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✺✳✹✱

st❛t❡s t❤❛t✱ ❝❤♦s❡♥ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦rs D ❛❝t✐♥❣ ✐♥ ❛ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❍✐❧❜❡rt

s♣❛❝❡ H, ❡✈❡r② ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ H ❤❛s ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t D✲✇❡❛❦❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s

✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐st✐♥❝t str✉❝t✉r❡✿ ❊❛❝❤ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢

❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ t❡r♠ ❛♥❞ ❛ r❡♠❛✐♥❞❡r t❡r♠ ✭s❡❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ✭✵✳✺✳✹✮ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✺✳✹✮✳ ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❛❦✐♥❣ g ✏ Id, ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ D✲✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ ✭✵✳✺✳✹✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

uk ✁ w♣1q ✁
➳

nPN0③t1✉
g
♣nq
k w♣nq á 0 ✐♥ H.

❚❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r♠ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✇❡❛❦❧②✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣r✐♥❝✐♣❛❧

t❡r♠ ✐s ❛ ✭♣♦ss✐❜❧② ✐♥✜♥✐t❡✮ s✉♠ ♦❢ ✏❞✐s❧♦❝❛t❡❞ ♣r♦✜❧❡s✑ w♣nq✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢

❇❛♥❛❝❤✲❆❧❛♦❣❧✉✲❇♦✉r❜❛r❦✐ ❚❤❡♦r❡♠ ✭❢♦r ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡s✮ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✇❤❡♥ w♣nq ✏ 0,

❢♦r ❛❧❧ n P N0③t1✉. ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥

t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤ r❛♥❣❡ ❞❡❛❧t ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

✷✾



✶✳✶ ❙t❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts

❲❡ st❛rt ❜② ♣r♦✜❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r ✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s

❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡ Ds,2♣RNq, ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r

❊q✳ ✭Ps✮ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❤❛s ❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶✳ ▲❡t ♣ukq ⑨ Ds,2♣RNq ❜❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡✱ 0 ➔ s ➔ mint1, N④2✉

❛♥❞ γ → 1. ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐st N✝ ⑨ N, ❞✐s❥♦✐♥ts s❡ts ✭✐❢ ♥♦♥✲❡♠♣t②✮ N0,N✁,N� ⑨ N, ✇✐t❤

N✝ ✏ N0❨N�❨N✁ ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡s ♣w♣nqqnPN✝ ⑨ Ds,2♣RNq, ♣y
♣nq
k qkPN ⑨ Z

N , ♣j
♣nq
k qkPN ⑨ Z,

n P N✝, s✉❝❤ t❤❛t✱ ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣ukq,

γ✁
N✁2s

2
j
♣nq
k uk

�
γ✁j

♣nq
k ☎ �y

♣nq
k

✟
á w♣nq, ❛s k Ñ ✽, ✐♥ Ds,2♣RNq, ✭✶✳✶✳✶✮✞✞j♣nqk ✁ j

♣mq
k

✞✞� ✞✞γj♣nqk ♣y
♣nq
k ✁ y

♣mq
k q

✞✞Ñ ✽, ❛s k Ñ ✽, ❢♦r m ✘ n, ✭✶✳✶✳✷✮➳
nPN✝

rw♣nqs2s ↕ lim sup
kÑ✽

ruks
2
s, ✭✶✳✶✳✸✮

uk ✁
➳
nPN✝

γ
N✁2s

2
j
♣nq
k w♣nq

�
γj

♣nq
k ♣☎ ✁ y

♣nq
k q

✟
Ñ 0, ❛s k Ñ ✽, ✐♥ L2✝s ♣RNq, ✭✶✳✶✳✹✮

❛♥❞ t❤❡ s❡r✐❡s ✐♥ ✭✶✳✶✳✹✮ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ k. ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ 1 P N0, y
♣1q
k ✏ 0;

j
♣nq
k ✏ 0 ✇❤❡♥❡✈❡r n P N0; j

♣nq
k Ñ ✁✽ ✇❤❡♥❡✈❡r n P N✁; ❛♥❞ j

♣nq
k Ñ �✽ ✇❤❡♥❡✈❡r

n P N�.

❆s ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶ ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞

s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ Ds,2♣RNq ❢❛✐❧s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✐♥ L2✝s ♣RNq✳ ❚❤✐s ✏❡rr♦r✑ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s

❣❡♥❡r❛t❡❞✱ r♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❜② t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥

❛♥❞ ❞✐❧❛t✐♦♥ ✐♥ Ds,2♣RNq. ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠ ✐♥ ✭✶✳✶✳✹✮

✐s ♣r❡❝✐s❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥s ✭✶✳✶✳✶✮✕✭✶✳✶✳✸✮✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✺✳✹ ❢♦r t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡Hs♣RNq ✐s

✉s❡❞ t♦ st✉❞② ❛❜♦✉t ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❊q✳ ✭Ps✮ ✇❤❡♥ h♣x, tq ❛❞♠✐ts s✉❜❝r✐t✐❝❛❧

❣r♦✇t❤✳ ◆❡①t ✇❡ s❡t 2✝s ✏ ✽, ✇❤❡♥ s ✏ N④2.

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✷✳ ▲❡t ♣ukq ⑨ Hs♣RNq ❜❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ 0 ➔ s ↕ N④2s. ❚❤❡♥

t❤❡r❡ ❡①✐st N0 ⑨ N, ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡s ♣w♣nqqnPN0
✐♥ Hs♣RNq, ♣y

♣nq
k qkPN ✐♥ Z

N , n P N0, s✉❝❤

t❤❛t✱ ❢♦r ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣ukq,

uk♣☎ � y
♣nq
k q á w♣nq, ❛s k Ñ ✽, ✐♥ Hs♣RNq, ✭✶✳✶✳✺✮

⑤y
♣nq
k ✁ y

♣mq
k ⑤ Ñ ✽, ❛s k Ñ ✽, ❢♦r m ✘ n, ✭✶✳✶✳✻✮➳

nPN0

⑥w♣nq⑥2 ↕ lim sup
kÑ✽

⑥uk⑥
2, ✭✶✳✶✳✼✮

uk ✁
➳
nPN0

w♣nq♣☎ � y
♣nq
k q Ñ 0, ❛s k Ñ ✽, ✐♥ Lp♣RNq, ✭✶✳✶✳✽✮
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❢♦r ❛♥② p P ♣2, 2✝s q✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s❡r✐❡s ✐♥ ✭✶✳✶✳✽✮ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ k.

❘❡♠❛r❦ ✶✳✶✳✸✳ ❚❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠s ✶✳✶✳✶ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✷ ❛r❡

✉♥✐q✉❡ ✉♣ t♦ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞❡①✱ ❛♥❞ ✉♣ t♦ ❝♦♥st❛♥t ♦♣❡r❛t♦r✳ ❙❡❡ ❬✾✾✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥

✸✳✹❪✳

❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✷ ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ Hs♣RNq

❢❛✐❧ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✐♥ Lp♣RNq, 2 ➔ p ➔ 2✝s . ❚❤✐s ✏❡rr♦r✑ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡

✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ✐♥ Hs♣RNq.

✶✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶

❚♦ ♣r♦✈❡ ✐t✱ r♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ✇❡ t❛❦❡D ❛s t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❞✐❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s

✭t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ D ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✮ ✐♥ Ds,2♣RNq✱ 0 ➔ s ➔ N④2, ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡

t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤♦s❡ ♦♣❡r❛t♦rs ✉♥❞❡r t❤❡ ✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r

TRN :✏
✥
gy : D

s,2♣RNq Ñ Ds,2♣RNq : gyu♣xq ✏ u♣x✁ yq, y P R
N
✭
,

❛♥❞ ❢♦r γ → 1,

δR :✏
✦
δj : D

s,2♣RNq Ñ Ds,2♣RNq : δju♣xq ✏ γ
N✁2s

2
ju♣γjxq, j P R

✮
, ✭✶✳✷✳✶✮

t❤❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ♦♥ Ds,2♣RNq ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐❧❛t✐♦♥s ♦♥ R
N ,

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦ t❤❛t TRN ❛♥❞ δR ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ❣r♦✉♣s ♦❢ ✉♥✐t❛r②

♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ Ds,2♣RNq, ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐❞❡♥t✐t✐❡s✩✫✪ ♣✁∆qs④2 ♣u♣☎ ✁ yqq ✏
�
♣✁∆qs④2u

✟
♣☎ ✁ yq,

♣✁∆qs④2 ♣u♣τ ☎qq ✏ τ s
�
♣✁∆qs④2u

✟
♣τ ☎q,

✭✶✳✷✳✷✮

❢♦r u P Ds,2♣RNq, y P R
N ❛♥❞ τ → 0. ◆♦✇✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❣r♦✉♣

DRN ✏
✦
dy,j : D

s,2♣RNq Ñ Ds,2♣RNq : dy,ju♣xq ✏ γ
N✁2s

2
ju♣γj♣x✁ yqq, y P R

N , j P R

✮
,

✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ❜② t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ TRN ✇✐t❤ δR, ✐✳❡✳✱ dy,j ✏ δj ✆gγjy ✏

gy ✆ δj. ❇② ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❛t dy,j ✆ dz,l ✏ dy�γ✁jz,j�l ❛♥❞ ♣dy,jq✁1 ✏ d✁γjy,✁j, ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡

t❤❛t DRN ✐s ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✉♥✐t❛r② ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ Ds,2♣RNq.

❲✐t❤ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥ ✇❡ ✜rst ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♥❡①t ❜❛s✐❝ r❡s✉❧t✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✷✳✶✳ ▲❡t ♣yk, jkq ⑨ R
N ✂ R, s✉❝❤ t❤❛t ♣yk, jkq Ñ ♣y, jq. ❚❤❡♥

dyk,jkuÑ dy,ju, ❅u P Ds,2♣RNq.

✸✶



Pr♦♦❢✳ ❇② t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ S0♣R
Nq ✐♥ Ds,2♣RNq✱ ✇❡ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡

u P S0♣R
Nq. ◆♦t❡ t❤❛t

rdyk,jku✁ dy,jus
2
s ✏ 2rus2s ✁ 2γ

N
2
♣jk�jq

➺
RN

♣✁∆qs④2u♣γjk♣x✁ ykqq♣✁∆q
s④2u♣γj♣x✁ yqq dx.

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❞❡♥t✐t② ✭✵✳✷✳✹✮ ✐♠♣❧✐❡s➺
RN

♣✁∆qs④2u♣γjk♣x✁ ykqq♣✁∆q
s④2u♣γj♣x✁ yqqdx

✏

➺
RN

u♣γjk♣x✁ ykqq♣✁∆q
su♣γj♣x✁ yqq dx.

❙✐♥❝❡ ♣✁∆qsu♣γj♣☎ ✁ yqq P L1♣RNq ❛♥❞ ⑤u♣γjk♣x ✁ ykqq⑤ ↕ ⑥u⑥✽ ❛❧♠♦st ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥

R
N , t❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❜② t❤❡ ❉♦♠✐♥❛t❡❞ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠✳ �

❲❡ s❤❛❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ DRN ❛❝ts ✐♥ Ds,2♣RNq. ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡

♥❡①t r❡s✉❧t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❬✼✶✱ ▲❡♠♠❛ ✸❪✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✷✳✷✳ ▲❡t u P Ds,2♣RNq③t0✉. ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♣dyk,jkuq, ✇✐t❤ ♣yk, jkq ⑨ R
N ✂ R,

❝♦♥✈❡r❣❡s ✇❡❛❦❧② t♦ ③❡r♦ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ⑤jk⑤ � ⑤yk⑤ Ñ ✽.

Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ ✜rst t❤❛t dyk,jku á 0 ✐♥ Ds,2♣RNq ❛♥❞ ❛ss✉♠❡✱ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❛t

⑤jk⑤ � ⑤yk⑤ Û ✽. ❚❤❡♥✱ ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s✱ ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t yk Ñ y P R
N ❛♥❞

jk Ñ j P R, ❛s k Ñ ✽. ❇② ▲❡♠♠❛ ✶✳✷✳✶✱

0 ✏ lim
kÑ✽

rdyk,jku, dy,juss ✏ rdy,jus
2
s ✏ rus2s,

❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t u ✘ 0.

❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ⑤jk⑤ � ⑤yk⑤ Ñ ✽. ❇② ❞❡♥s✐t② ♦❢ S0♣R
Nq ✐♥ Ds,2♣RNq ✐t s✉✣❝❡s

t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t

rdyk,jku, vss Ñ 0, ❅u, v P S0♣R
Nq.

■❢ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❡✈❡r② s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣dyk,jkuq ❤❛s ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t ✇❡❛❦❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s

t♦ ③❡r♦✱ t❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥ t✇♦ ❝❛s❡s✿

✭✐✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣jkq, s✉❝❤ t❤❛t jk Ñ �✽ ♦r ✁✽;

✭✐✐✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣jkq, s✉❝❤ t❤❛t jk Ñ j0 ❛♥❞ ⑤yk⑤ Ñ ✽.

❇❡❢♦r❡ ✇❡ st❛rt ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝❛s❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❜② ✉s✐♥❣ ✐❞❡♥t✐t② ✭✵✳✷✳✹✮✱ ♦♥❡ ❤❛s

rdyk,jku, vss ✏

➺
RN

♣✁∆qsv♣xqdyk,jku♣xq dx. ✭✶✳✷✳✸✮

❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ st✉❞② t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢

✭✶✳✷✳✸✮✳

✸✷



❈❛s❡ ✭✐✮✳ ❆ss✉♠❡ ✜rst t❤❛t jk Ñ �✽. ❇② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✇❡

❤❛✈❡ t❤❛t

⑤rdyk,jku, vss⑤ ✏ γ
N✁2s

2
jk

✞✞✞✞➺
RN

♣✁∆qsv♣xqu♣γjk♣x✁ ykqq dx

✞✞✞✞
↕ γ✁

N�2s
2

jk⑥♣✁∆qsv⑥✽⑥u⑥1 Ñ 0, ❛s k Ñ ✽.

❚❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❤♦❧❞s ✇❤❡♥ jk Ñ ✁✽. ■♥❞❡❡❞✱ s✐♥❝❡ DRN ,R ✐s ❛ ❣r♦✉♣

rdyk,jku, vss ✏ ru, ♣dyk,jkq
✁1vss ✏ ru, d✁γjkyk,✁jk

vss.

❍❡♥❝❡✱ ❜② ✐♥t❡r❝❤❛♥❣✐♥❣ u ❛♥❞ v ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳

❈❛s❡ ✭✐✐✮✳ ❙✐♥❝❡ jk Ñ j0✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t dyk,jku♣xq Ñ 0 ❛❧♠♦st ❡✈❡r② ✇❤❡r❡ x ✐♥ R
N .

❆❧s♦✱

⑤dyk,jku♣xq♣✁∆q
sv♣xq⑤ ↕ C⑥u⑥✽⑤♣✁∆qsv♣xq⑤, ❛✳❡✳ ✐♥ R

N .

❚❤✉s✱ ❜② t❤❡ ❉♦♠✐♥❛t❡❞ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠✱

rdyk,jku, vss Ñ 0, ❛s k Ñ ✽. �

❋✐♥❛❧❧② ✇❡ t❛❦❡ D ✏ DZN :✏ tdy,j P DRN : y P Z
N , j P Z✉, ❛s t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞

❣r♦✉♣ ♦❢ ✉♥✐t② ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ Ds,2♣RNq. ❆s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s

✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ DRN ✮ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶✿ ✐t ❣✐✈❡s ❢✉rt❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s

❢♦r t❤❡ ✇❡❛❦ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✺✳✹ ♦r ❬✼✶✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✽❪✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦❝♦♠♣❛❝t♥❡ss r❡s✉❧t ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶ ✭❛ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t

❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✼✶✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶❪✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✳ ▲❡t ♣ukq ❜❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ Ds,2♣RNq ❛♥❞ 0 ➔ s ➔

mint1, N④2✉. ❚❤❡♥ uk
D
á 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ uk Ñ 0 ✐♥ L2✝s ♣RNq.

Pr♦♦❢✳ ❖✉r ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛s ♦❢ ❬✾✾✱ ▲❡♠♠❛ ✺✳✸❪✳ ❙✐♥❝❡ C✽
0 ♣R

Nq ✐s ❛ ❞❡♥s❡

s✉❜s❡t ♦❢ Ds,2♣RNq, ❜② t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ Ds,2♣RNq ✐♥ L2✝s ♣RNq, ✇❡ ❝❛♥

❛ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♣ukq ❜❡❧♦♥❣s t♦ C✽
0 ♣R

Nq. ▲❡t ✉s

s✉♣♣♦s❡ ✜rst t❤❛t uk
D
á 0✳ ❈♦♥s✐❞❡r ξ P C✽

0 ♣R, r0,✽qq s✉❝❤ t❤❛t

ξ♣tq ✏

✩✫✪ t, ✐❢
1

4
γ

N✁2s
2 ↕ t ↕

3

4
γ

N✁2s
2 ,

0, ✐❢ t ↕ 1 ♦r t ➙ γ
N✁2s

2 ,

❛♥❞ ⑤ξ✶♣tq⑤ ↕ C, ❅t P R,

✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t γ → 4, ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ ✐t

❜② γn0 → 4, ❢♦r ✐♥t❡❣❡r n0 ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡

❝♦♥st❛♥t C s✉❝❤ t❤❛t ★
⑤ξ♣tq⑤2

✝
s ↕ Ct2,

⑤ξ♣tq⑤2 ↕ C⑤t⑤2
✝
s ,

❅t P R. ✭✶✳✷✳✹✮

✸✸



●✐✈❡♥ ❛♥② s❡q✉❡♥❝❡ ♣jkq ✐♥ Z, ❞❡♥♦t❡

vk ✏ γ
N✁2s

2
jkuk♣γ

jk ☎q.

▲❡t Qz ✏ ♣0, 1qN � z, ✇✐t❤ z P Z
N . ❇② t❤❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭✵✳✷✳✸✮✱ ❢♦r ❛♥② z P Z

N ,

✇❡ ❣❡t t❤❛t ➺
Qz

⑤ξ♣⑤vk⑤q⑤
2✝s dx ↕ C⑥ξ♣⑤vk⑤q⑥

2
Hs♣Qzq

✂➺
Qz

v2k dx

✡1✁2④2✝s
. ✭✶✳✷✳✺✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭✵✳✷✳✶✮ ❛♥❞ r❡❧❛t✐♦♥s ✭✶✳✷✳✹✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱

➳
zPZ

⑥ξ♣⑤vk⑤q⑥
2
Hs♣Qzq ✏

➳
zPZ

➺
Qz

⑤ξ♣⑤vk⑤q⑤
2 dx�

➺
Qz

➺
Qz

⑤ξ♣⑤vk⑤q♣xq ✁ ξ♣⑤vk⑤q♣yq⑤
2

⑤x✁ y⑤N�2s
dxdy

↕

➺
RN

⑤ξ♣⑤vk⑤q⑤
2 dx�max

t➙0
ξ✶♣tq

➳
zPZ

➺
Qz

➺
Qz

⑤vk♣xq ✁ vk♣yq⑤
2

⑤x✁ y⑤N�2s
dxdy

↕ Crvks
2
s.

❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r z P Z
N ✐♥ ✭✶✳✷✳✺✮ t♦ ♦❜t❛✐♥➺

RN

⑤ξ♣⑤vk⑤q⑤
2✝s dx ↕ C sup

zPZN

✂➺
Qz

v2k dx

✡1✁2④2✝s
. ✭✶✳✷✳✻✮

❋♦r ❡❛❝❤ k, ❧❡t zk P Z
N s✉❝❤ t❤❛t

sup
zPZN

✂➺
Qz

v2k dx

✡1✁2④2✝s
↕ 2

✄➺
Qzk

v2k dx

☛1✁2④2✝s
. ✭✶✳✷✳✼✮

❙✐♥❝❡ uk
D
á 0, ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t vk♣☎ ✁ zkq á 0 ✐♥ Ds,2♣RNq, ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❛♣♣❧②

❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭✵✳✷✳✸✮ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t➺
Qzk

v2k dx ✏

➺
♣0,1qN

v2k♣☎ ✁ zkq dxÑ 0, ❛s k Ñ ✽. ✭✶✳✷✳✽✮

❘❡♣❧❛❝✐♥❣ ✭✶✳✷✳✼✮ ❛♥❞ ✭✶✳✷✳✽✮ ✐♥ ✭✶✳✷✳✻✮ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

lim
kÑ✽

➺
RN

⑤ξ♣⑤vk⑤q⑤
2✝s dx ✏ 0. ✭✶✳✷✳✾✮

◆♦✇ ❧❡t

ξj♣tq ✏ γ✁
N✁2s

2
jξ♣γ

N✁2s
2

jtq, j P Z.

❋r♦♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭✶✳✷✳✾✮✱ ✇❡ ❣❡t

lim
kÑ✽

➺
RN

⑤ξjk♣⑤uk⑤q⑤
2✝s dx ✏ lim

kÑ✽

➺
RN

⑤ξ♣⑤vk⑤q⑤
2✝s dx ✏ 0, ❅ ♣jkq ⑨ Z. ✭✶✳✷✳✶✵✮

✸✹



◆♦✇ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ Ds,2♣RNq ãÑ L2✝s ♣RNq ❡♥❛❜❧❡ ✉s t♦ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡✱➺
RN

⑤ξj♣⑤uk⑤q⑤
2✝s dx ↕ Crξj♣⑤uk⑤qs

2
s

✂➺
RN

⑤ξj♣⑤uk⑤q⑤
2✝s dx

✡1✁2④2✝s
. ✭✶✳✷✳✶✶✮

❋♦r j P Z, ❧❡t ✩✬✬✬✬✫✬✬✬✬✪
Dj,k ✏

✦
x P R

N : γ✁
N✁2s

2
j ↕ ⑤uk♣xq⑤ ➔ γ✁

N✁2s
2

♣j✁1q
✮
;

Ej,k ✏ ♣Dj,k ✂ R
Nq ❨ ♣RN ✂Dj,kq;

Lj,k ✏

✧
x P R

N :
1

4
γ✁

N✁2s
2

j ↕ ⑤uk♣xq⑤ ↕
3

4
γ✁

N✁2s
2

♣j✁1q
✯
,

❙✐♥❝❡ uk ✐s s♠♦♦t❤ ❛♥❞ ❤❛s ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts j0 ✐♥ Z ❛♥❞ l ✐♥ N s✉❝❤ t❤❛t

supp♣ukq ⑨
l↕

j✏0

Lj�j0,k ⑨
l↕

j✏0

Dj�j0,k,

❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ s❡ts

Sj,k ✏
j↕

m✏0

Ej�j0,k ❳ Em�j0,k, j ✏ 1, . . . , l,

❛r❡ ❞✐s❥✉♥❝t ❛s ✇❡❧❧ Ej0,k ❛♥❞ Ej�j0,k③Sj,k, ❢♦r j ✏ 1, . . . , l. ❚❤✉s ✇❡ ♠❛② ✇r✐t❡

l➳
j✏0

➻
Ej�j0,k

⑤uk♣xq ✁ uk♣yq⑤
2

⑤x✁ y⑤N�2s
dxdy ✏

l➳
j✏1

➻
Sj,k

⑤uk♣xq ✁ uk♣yq⑤
2

⑤x✁ y⑤N�2s
dxdy

�

➻
Ej0,k

⑤uk♣xq ✁ uk♣yq⑤
2

⑤x✁ y⑤N�2s
dxdy �

l➳
j✏1

➻
Ej�j0,k

③Sj,k

⑤uk♣xq ✁ uk♣yq⑤
2

⑤x✁ y⑤N�2s
dxdy,

✏

➻
Al,k

⑤uk♣xq ✁ uk♣yq⑤
2

⑤x✁ y⑤N�2s
dxdy �

➻
Bl,k

⑤uk♣xq ✁ uk♣yq⑤
2

⑤x✁ y⑤N�2s
dxdy

✇❤❡r❡

Al,k ✏ Ej0,k ❨
l↕

j✏1

Ej�j0,k③Sj,k ❛♥❞ Bl,k ✏
l↕

j✏1

Sj,k,

t♦ ❣❡t t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡

l➳
j✏0

rξj♣⑤uk⑤qs
2
s ✏

C♣N, sq

2

l➳
j✏0

➻
Ej,k

⑤ξj♣⑤uk⑤q♣xq ✁ ξj♣⑤uk⑤q♣yq⑤
2

⑤x✁ y⑤N�2s
dxdy

↕
C♣N, sq

2
max
t➙0

ξ✶♣tq
l➳

j✏0

➻
Ej,k

⑤uk♣xq ✁ uk♣yq⑤
2

⑤x✁ y⑤N�2s
dxdy ↕ 2max

t➙0
ξ✶♣tqruks2s.

✸✺



▼♦r❡♦✈❡r✱

➺
RN

⑤uk⑤
2✝s dx ↕

l➳
j✏0

➺
Lj,k

⑤uk⑤
2✝s dx

↕
l➳

j✏0

➺
Lj,k

⑤uk⑤
2✝s dx�

➺
Dj,k③Lj,k

⑤ξj♣⑤uk⑤q⑤
2✝s dx ✏

l➳
j✏0

➺
RN

⑤ξj♣⑤uk⑤q⑤
2✝s dx.

■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❛t✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r j ✏ 0, . . . , l ✐♥ ✭✶✳✷✳✶✶✮ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t➺
RN

⑤uk⑤
2✝s dx ↕ C sup

jPZ

✂➺
RN

⑤ξj♣⑤uk⑤q⑤
2✝s dx

✡1✁2④2✝s
.

❙✐♠✐❧❛r❧② ❛s ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ♣jkq s✉❝❤ t❤❛t

sup
jPZ

✂➺
RN

⑤ξj♣⑤uk⑤q⑤
2✝s dx

✡1✁2④2✝s
↕ 2

✂➺
RN

⑤ξjk♣⑤uk⑤q⑤
2✝s dx

✡1✁2④2✝s
,

✇❤✐❝❤✱ ❢r♦♠ ✭✶✳✷✳✶✵✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ⑥uk⑥2✝s Ñ 0.

◆♦✇ ❛ss✉♠❡ t❤❛t uk Ñ 0 ✐♥ L2✝s ♣RNq. ▲❡t ✉s ❛r❣✉❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡

t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ♣ykq ✐♥ Z
N ❛♥❞ ♣jkq ✐♥ Z s✉❝❤ t❤❛t dyk,jkuk á u ✘ 0 ✐♥ Ds,2♣RNq. ❚❤❡

✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ dyk,jk ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ L2✝s ♥♦r♠ ❧❡❛❞s t♦

⑥u⑥2✝s ↕ lim inf
kÑ✽

⑥dyk,jkuk⑥2✝s ✏ lim
kÑ✽

⑥uk⑥2✝s ✏ 0,

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t u ✘ 0. �

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶ ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳ ❇② ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✺✳✹✱ ✇❡ ✜rst ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t

♣Ds,2♣RNq, DZN ,Zq ✐s ❛ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ✉s❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✵✳✺✳✸✳ ▲❡t

♣dyk,jkq ⑨ DZN ,Z, s✉❝❤ t❤❛t dyk,jk ⑧á 0 ✐♥ Ds,2♣RNq. ❍❡♥❝❡ ❜② ▲❡♠♠❛ ✶✳✷✳✷✱ yk Ñ y

❛♥❞ jk Ñ j, ✉♣ t♦ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ❜② ▲❡♠♠❛ ✶✳✷✳✶✱ dyk,jku Ñ dy,ju, ❢♦r ❛❧❧

u P Ds,2♣RNq. ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✺✳✹ ❤♦❧❞s ✇✐t❤ H ✏ Ds,2♣RNq ❛♥❞ D ✏ DZN ,Z✳ ■t

❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛ss❡rt✐♦♥s ✭✶✳✶✳✶✮ ❛♥❞ ✭✶✳✶✳✸✮✳ ❚❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ✭✶✳✶✳✷✮ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞

❜② ▲❡♠♠❛ ✶✳✷✳✷✱ ❛♥❞ ✭✶✳✶✳✹✮ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ n P N✝,

✐❢ ♣j♣nqk q ✐s ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ ✐t ❜② ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t t♦ �✽ ♦r

✁✽, ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❡✐t❤❡r lim supk j
♣nq
k ✏ �✽ ♦r lim supk j

♣nq
k ✏ ✁✽. ■❢ ♣j♣nqk q ✐s

❜♦✉♥❞❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ ✐t ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ s❛② j♣nq. ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② t❛❦✐♥❣

v
♣nq
k ✏ γ✁

N✁2s
2

j♣nquk♣γ
✁j♣nq ☎ �y♣nqk q, t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭✶✳✶✳✶✮ ✐♠♣❧✐❡s

uk♣☎ � y
♣nq
k q ✏ δ✁j♣nqv

♣nq
k á δ✁j♣nqw

♣nq ✐♥ Ds,2♣RNq,

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♥♦✇ ❢♦❧❧♦✇s ❜② s❡tt✐♥❣ j♣nq ✏ 0 ❛♥❞ r❡♥❛♠✐♥❣ δ✁j♣nqw
♣nq ❛s w♣nq. ■♥ ❢❛❝t✱ ❧❡t

✉s ❞❡♥♦t❡

N ✏
✦
n P N✝ : ♣j

♣nq
k q ✐s ❜♦✉♥❞❡❞

✮
,

✸✻



❛♥❞ s❡t ✩✫✪w♣nq ✏ δ✁j♣nqw
♣nq, y

♣nq
k ✏ y

♣nq
k , j

♣nq
k ✏ 0, ❢♦r n P N,

w♣nq ✏ w♣nq, y
♣nq
k ✏ y

♣nq
k , j

♣nq
k ✏ j

♣nq
k , ❢♦r n P N③N✼.

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ♣w♣nqq s❛t✐s✜❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✳✶✳✶✮✕✭✶✳✶✳✸✮✳ ❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♣w♣nqq ❛❧s♦

❢✉❧✜❧❧s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✶✳✹✮✱ ✇❡ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡✎✎✎✎✎uk ✁ ➳
nPN✝

d
♣nq
k w♣nq

✎✎✎✎✎
2✝s

↕

✎✎✎✎✎uk ✁ ➳
nPN✝

d
♣nq
k w♣nq

✎✎✎✎✎
2✝s

�

✎✎✎✎✎ ➳
nPN✝

d
♣nq
k w♣nq ✁

➳
nPN✝

d
♣nq
k w♣nq

✎✎✎✎✎
2✝s

, ✭✶✳✷✳✶✷✮

✇❤❡r❡ ✐t ✐s ✉s❡❞ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥

d
♣nq
k u ✏ γ

N✁2s
2

j
♣nq
k u

�
γj

♣nq
k ♣☎ ✁ y

♣nq
k q, u P Ds,2♣RNq.

❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✶✳✷✳✶✷✮ ❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ❞✉❡ t♦ ✭✶✳✶✳✹✮✳

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❣♦❡s t♦ ③❡r♦✱ ✇❡ st❛rt ❜② ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t✱ ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡

✐♥ n P N✝, t❤❡ s❡r✐❡s ➳
nPN✝

d
♣nq
k w♣nq,

✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✐♥ k, ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ❜② ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t

❡①tr❛❝t✐♥❣ s✉❝❝❡ss✐✈❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ n P N✝✳ ❚❤✐s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ✭✶✳✶✳✹✮✱ ❛❧❧♦✇s ✉s r❡❞✉❝❡ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t N✝ ✐s ✜♥✐t❡✳ ❙✐♥❝❡✎✎✎✎✎ ➳
nPN✝

d
♣nq
k w♣nq ✁

➳
nPN✝

d
♣nq
k w♣nq

✎✎✎✎✎
2✝s

↕
➳
nPN

✎✎✎g
y
♣nq
k

♣δ
j
♣nq
k

w♣nq ✁ δ✁j♣nqw
♣nqq

✎✎✎
2✝s

✏
➳
nPN

✎✎✎δ
j
♣nq
k

w♣nq ✁ δ✁j♣nqw
♣nq
✎✎✎
2✝s
.

✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ③❡r♦ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥ ✭✶✳✷✳✶✷✮ ❢♦❧❧♦✇s ❜② ✉s✐♥❣

▲❡♠♠❛ ✶✳✷✳✶ ❛♥❞ t❤❡ ❇r❡③✐s✲▲✐❡❜ ▲❡♠♠❛✳ �

✶✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✷

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❤❛❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r♦✜❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r ❜♦✉♥❞❡❞

s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ Hs♣RNq, 0 ➔ s ↕ N④2. ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❛t ✇❡ st❛rt ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣

D ✏ DZN :✏
✥
gy : H

s♣RNq Ñ Hs♣RNq : gyu♣xq ✏ u♣x✁ yq, y P Z
N
✭
,

✇❤✐❝❤ t✉r♥s t♦ ❜❡ ❛ ✉♥✐t❛r② ❣r♦✉♣ ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ Hs♣RNq. ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦

♦❜t❛✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✷ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✺✳✹✳ ❋♦r t❤❛t✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ✜rst t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡

✸✼



❤♦✇ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Hs♣RNq ❜❡❝♦♠❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✐♥ Hs♣RNq ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

❛♥② ✜①❡❞ ♦t❤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳✶✳ ▲❡t ❜❡ ♣ykq ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ R
N ❛♥❞ 0 ✘ u P Hs♣RNq. ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡

♣u♣☎ ✁ ykqq ❝♦♥✈❡r❣❡s ✇❡❛❦❧② t♦ ③❡r♦ ✐♥ Hs♣RNq ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ⑤yk⑤ Ñ ✽.

Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ ✜rst t❤❛t u♣☎ ✁ ykq á 0 ✐♥ Hs♣RNq, ❛♥❞ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❛t yk Ñ y

♦♥ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✳ ❇② ❞❡♥s✐t② ❛r❣✉♠❡♥t ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t u P C✽0 ♣R
Nq, ❛❧s♦ ✉s✐♥❣

▲❡♠♠❛ ✶✳✷✳✶ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t u♣☎ ✁ ykq Ñ u♣☎ ✁ yq ✐♥ Ds,2♣RNq. ❚❤✉s

0 ✏ lim
kÑ✽

♣u♣☎ ✁ ykq, u♣☎ ✁ yqq

✏ lim
kÑ✽

✒➺
RN

♣✁∆qs④2u♣☎ ✁ ykq♣✁∆q
s④2u♣☎ ✁ yq � u♣☎ ✁ ykqu♣☎ ✁ yq dx

✚
✏ rus2s, ✭✶✳✸✳✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥ ✭✶✳✸✳✶✮ ❢♦❧❧♦✇s ❜② t❤❡ ❉♦♠✐♥❛t❡❞

❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t u ✘ 0.

❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ⑤yk⑤ Ñ ✽. ❆❣❛✐♥✱ ❜② ❞❡♥s✐t② ❛r❣✉♠❡♥t ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡

u P C✽0 ♣R
Nq, ❛♥❞ ✉s❡ ▲❡♠♠❛ ✶✳✷✳✷ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t u♣☎ ✁ ykq á 0 ✐♥ Ds,2♣RNq. ❚❤✉s

lim
kÑ✽

✒➺
RN

♣✁∆qs④2u♣☎ ✁ ykq♣✁∆q
s④2v � u♣☎ ✁ ykqv dx

✚
✏ 0, ❅ v P C✽0 ♣R

Nq,

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ t❤❛t supp u♣☎ ✁ ykq ❳ supp v ✏ ❍, ❢♦r k ❧❛r❣❡

❡♥♦✉❣❤✳ �

◆❡①t✱ ✇❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♠❛❞❡ ✐♥ ❬✷✾❪ ❜② ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❛ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ Lp♣RNq ❛♥❞ DZN ✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✷

❢♦❧❧♦✇s ♥❡①t ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✾✾✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✸❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳ ▲❡t ♣ukq ❜❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ Hs♣RNq. ❚❤❡♥ uk
D

ZNá 0 ✐♥

Hs♣RNq, ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ uk Ñ 0 ✐♥ Lp♣RNq, ❢♦r ❛❧❧ 2 ➔ p ➔ 2✝s .

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬✷✾✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✹❪✳ ❚❤✉s✱ ❧❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t uk Ñ 0

✐♥ Lp♣RNq, 2 ➔ p ➔ 2✝s . ❚❛❦❡ ❛ ❛r❜✐tr❛r② s❡q✉❡♥❝❡ ♣gykq ✐♥ DZN ❛♥❞ ❧❡t ϕ P C✽0 ♣R
Nq.

❯s✐♥❣ ✐❞❡♥t✐t② ✭✵✳✷✳✹✮ ✇❡ ❤❛✈❡✞✞✞✞➺
RN

♣✁∆qs④2♣g✝ykukq♣✁∆q
s④2ϕ dx

✞✞✞✞ ↕ ⑥uk⑥p

✂➺
RN

⑤♣✁∆qsϕ♣☎ ✁ ykq⑤
p

p✁1 dx

✡ p✁1

p

.

❚❤✉s✱ ✉s✐♥❣ ❍ö❧❞❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛❣❛✐♥ ✐♥ t❤❡ L2 t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ Hs♣RNq✱

✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t g✝ykuk á 0 ✐♥ Hs♣RNq. �

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✷ ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✺✳✹✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❧❡t

♣gykq ✐♥DZN s✉❝❤ t❤❛t gyk ⑧á 0 ✐♥Hs♣RNq. ❇② ▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳✶✱ yk Ñ y, ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱

❛♥❞ ❜② ❬✹✶✱ ▲❡♠♠❛ ✺✳✷❪ gyk Ñ gy. ❚❤✉s✱ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✵✳✺✳✸✱ ♣Hs♣RNq, DZN q ✐s

❛ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ❆ss❡rt✐♦♥s ✭✶✳✶✳✻✮ ❛♥❞ ✭✶✳✶✳✽✮ ❢♦❧❧♦✇s ❜② ▲❡♠♠❛s ✶✳✸✳✶ ❛♥❞

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✷ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ �

✸✽



✶✳✹ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ Pr♦♣❡rt✐❡s

❲❡ r❡s❡r✈❡ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t♦ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦✜❧❡s w♣nq

✐♥ ❚❤❡♦r❡♠s ✶✳✶✳✶ ❛♥❞ ✶✳✶✳✷✳ ❲❡ st❛rt ❜② ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r Ds,2
rad♣R

Nq t♦

♦❜t❛✐♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✳ ▲❡t ♣ukq ✐♥ D
s,2
rad♣R

Nq ❜❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ♣w♣nqq ❛♥❞ ♣y♣nqk q

❜❡ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✜❧❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶✳ ❚❤❡♥ ♣y
♣nq
k qk ✏ 0 ❢♦r ❛❧❧ n P N0③t1✉,

w♣nq P D
s,2
rad♣R

Nq ❛♥❞ N0 ✏ t1✉.

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ❢❛❝t ❢♦❧❧♦✇s s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s ✐♥ ❬✾✾✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶❪✳ ❚❤❡

✐❞❡❛ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ♥❡✇ ♣r♦✜❧❡ t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss

♦❢ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ✭s❡❡ ❘❡♠❛r❦ ✶✳✶✳✸✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❧❡t ♣y♣nqk q, ♣j
♣nq
k q t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡t

N✼ ✏
✦
n P N✝③t1✉ : ⑤γj

♣nq
k y

♣nq
k ⑤ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞

✮
.

P❛ss✐♥❣ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t

❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ ♣γj
♣nq
k y

♣nq
k q, n P N✼, ✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❛♥❞ ✇❡ ❞❡♥♦t❡

a♣nq ✏ lim
kÑ✽

γj
♣nq
k y

♣nq
k , n P N✼.

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t n P N✼ ❛♥❞ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t

γ✁
N✁2s

2
j
♣nq
k uk♣γ

✁j
♣nq
k ☎q✁γ✁

N✁2s
2

j
♣nq
k uk♣γ

✁j
♣nq
k ♣☎✁a♣nqq� y♣nqk q á 0 ✐♥ Ds,2♣RNq, ❛s k Ñ ✽.

❙✐♥❝❡✱ t❤❡ ♠❛♣ u ÞÑ u♣☎ ✁ a♣nqq ✐s ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ Ds,2♣RNq, ✇❡ ❣❡t

γ✁
N✁2s

2
j
♣nq
k uk♣γ

✁j
♣nq
k ♣☎ ✁ a♣nqq � y

♣nq
k q á w♣nq♣☎ ✁ a♣nqq ✐♥ Ds,2♣RNq, ❛s k Ñ ✽,

❚❤❡r❡❢♦r❡

γ✁
N✁2s

2
j
♣nq
k uk♣γ

✁j
♣nq
k ☎q á w♣nq♣☎ ✁ a♣nqq ✐♥ Ds,2♣RNq, ❛s k Ñ ✽.

❲❡ ♥♦✇ ♣r♦❝❡❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶✳ ❙❡t✩✫✪w♣nq ✏ w♣nq♣☎ ✁ a♣nqq, y
♣nq
k ✏ 0, j

♣nq
k ✏ j

♣nq
k , ❢♦r n P N✼,

w♣nq ✏ w♣nq, y
♣nq
k ✏ y

♣nq
k , j

♣nq
k ✏ j

♣nq
k , ❢♦r n P N✝③N✼.

■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ♣w♣nqq s❛t✐s✜❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✳✶✳✶✮✕✭✶✳✶✳✸✮✳ ❚♦ s❡❡ t❤❛t ♣w♣nqq ❛❧s♦

s❛t✐s✜❡s ✭✶✳✶✳✹✮✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡✎✎✎✎✎uk ✁ ➳
nPN✝

d
♣nq
k w♣nq

✎✎✎✎✎
2✝s

↕

✎✎✎✎✎uk ✁ ➳
nPN✝

d
♣nq
k w♣nq

✎✎✎✎✎
2✝s

�

✎✎✎✎✎ ➳
nPN✝

d
♣nq
k w♣nq ✁

➳
nPN✝

d
♣nq
k w♣nq

✎✎✎✎✎
2✝s

, ✭✶✳✹✳✶✮

✸✾



✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥

d
♣nq
k u ✏ γ

N✁2s
2

j
♣nq
k u

�
γj

♣nq
k ♣☎ ✁ y

♣nq
k q, u P Ds,2♣RNq.

❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✶✳✹✳✶✮ ❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ❞✉❡ t♦ ✭✶✳✶✳✹✮✳

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❣♦❡s t♦ ③❡r♦✱ ✇❡ st❛rt ❜② ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t✱ ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡

✐♥ n P N✝, t❤❡ s❡r✐❡s ➳
nPN✝

d
♣nq
k w♣nq,

✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✐♥ k, ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ❜② ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t

❡①tr❛❝t✐♥❣ s✉❝❝❡ss✐✈❡ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ n P N✝✳ ❚❤✐s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ✭✶✳✶✳✹✮✱ ❛❧❧♦✇s ✉s r❡❞✉❝❡ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t N✝ ✐s ✜♥✐t❡✳ ❙✐♥❝❡✎✎✎✎✎ ➳
nPN✝

d
♣nq
k w♣nq ✁

➳
nPN✝

d
♣nq
k w♣nq

✎✎✎✎✎
2✝s

↕
➳
nPN✼

✎✎✎✎δj♣nq
k

♣w♣nq ✁ g
a♣nq✁γ

j
♣nq
k y

♣nq
k

w♣nqq

✎✎✎✎
2✝s

✏
➳
nPN✼

✎✎✎✎w♣nq ✁ g
a♣nq✁γ

j
♣nq
k y

♣nq
k

w♣nq
✎✎✎✎
2✝s

.

✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ③❡r♦ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥ ✭✶✳✹✳✶✮ ❢♦❧❧♦✇s ❜② ✉s✐♥❣

▲❡♠♠❛ ✶✳✷✳✶ ❛♥❞ t❤❡ ❇r❡③✐s✲▲✐❡❜ ▲❡♠♠❛✳

◆♦✇ ❧❡t η ❜❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ O♣Nq, t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❧✐♥❡❛r

✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s ♦❢ RN . ❋♦r n P N✼, ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

γ✁
N✁2s

2
j
♣nq
k uk♣γ

✁j
♣nq
k η♣xqq ✏ γ✁

N✁2s
2

j
♣nq
k ♣uk ✆ ηq♣γ

✁j
♣nq
k xq

✏ γ✁
N✁2s

2
j
♣nq
k uk♣γ

✁j
♣nq
k xq. ✭✶✳✹✳✷✮

■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r Tη♣uq ✏ u ✆ η ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ Ds,2♣RNq, ✇❡ ❝❛♥

♣❛ss t❤❡ ✇❡❛❦ ❧✐♠✐t ✐♥ ✭✶✳✹✳✷✮ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

w♣nq ✆ η ✏ w♣nq, ❅ n P N✼, η P O♣Nq.

❚❤❛t ✐s✱ w♣nq ❜❡❧♦♥❣s t♦ D
s,2
rad♣R

Nq ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t n P N✼. ❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇❡ ♥♦✇

s❤♦✇ t❤❛t w♣nq ✏ 0 ❢♦r ❛❧❧ n P N✝③N✼. ▲❡t ✉s ❛r❣✉❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❡

❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ w♣n0q ✘ 0 ❢♦r s♦♠❡ n0 P N✝③N✼. ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ Tη✁1

✇❡ ♦❜t❛✐♥

γ✁
N✁2s

2
j
♣nq
k uk♣γ

✁j
♣nq
k ☎ �ηy

♣nq
k q ✏

Tη✁1♣γ✁
N✁2s

2
j
♣nq
k uk♣γ

✁j
♣nq
k ☎ �ykqq á w ✆ η✁1 ✐♥ Ds,2♣RNq, ❛s k Ñ ✽.

▲❡t OM ✏ tηi P O♣Nq③t1✉ : i ✏ 1, . . . ,M✉ ❜❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐st✐♥❝t ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ O♣Nq.

❙✐♥❝❡ γj
♣nq
k ⑤y

♣nq
k ⑤ Ñ ✽, ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

γj
♣nq
k ⑤ηiy

♣nq
k ✁ ηjy

♣nq
k ⑤ Ñ ✽, ❅ i ✘ j.

✹✵



❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢r♦♠ ❘❡♠❛r❦ ✵✳✺✳✺ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡✱

lim sup
kÑ✽

ruks
2
s ➙

M➳
i✏1

rw♣nq ✆ η✁1
i s2s

✏
M➳
i✏1

rw♣nqs2s ✏M rw♣nqs2s.

❙✐♥❝❡ M ✐s ❛r❜✐tr❛r② ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣ukq ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥

Ds,2♣RNq. �

❲❡ ♥♦✇ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❝♦♠♣❛❝t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ Hs
rad♣R

Nq ✐♥t♦ Lp♣RNq,

❢♦r 2 ➔ p ➔ 2✝s , ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✷✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✹✳✷✳ ▲❡t ♣ukq ❜❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ Hs
rad♣R

Nq ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ♣y
♣nq
k q

❛♥❞ ♣w♣nqq ❣✐✈❡♥ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✷✳ ❚❤❡♥ ♣y
♣nq
k qk ✏ 0 ❢♦r ❛❧❧ n P N0③t1✉, w

♣1q P

Hs
rad♣R

Nq ❛♥❞ N0 ✏ t1✉.

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r j♣nqk ✑ 0 ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✶ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡ r ☎ ss ❜② ⑥ ☎ ⑥. �

❋r♦♠ t❤❡ ❛❜str❛❝t r❡s✉❧t ❬✾✾✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✷❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢

❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✺✳✹✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ♥❡①t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt②✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ s❡❡♥ ❛s

❛ ❇r❡③✐s✲▲✐❡❜ t②♣❡ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ✭✶✳✶✳✹✮ ❛♥❞

✭✶✳✶✳✽✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✸✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶ ❤♦❧❞✳ ❙❡t

rk ✏ uk ✁
➳
nPN✝

γ
N✁2s

2
j
♣nq
k w♣nq

�
γj

♣nq
k ♣☎ ✁ y

♣nq
k q.

✟
❚❤❡♥✱

ruks
2
s ✁

➳
N✝

rw♣nqs2s ✁ rrks
2
s Ñ 0 ✐♥ Ds,2♣RNq

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✷ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❙❡t

r̄k ✏ uk ✁
➳
nPN0

w♣nq♣☎ � y
♣nq
k q.

❚❤❡♥✱

⑥uk⑥
2 ✁

➳
nPN0

⑥w♣nq⑥2 ✁ ⑥r̄k⑥
2 Ñ 0 ✐♥ Hs♣RNq

❲❡ ❡♥❞ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡①t r❡s✉❧t✱ ✇❤✐❝❤ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ✇❛② t♦ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠

✶✳✶✳✷ ❜② ✉s✐♥❣ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶✳ ■t ✐s ❛ ❦❡② r❡s✉❧t t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♦✉r r❡s✉❧ts ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱

✇❤❡♥ ✇❡ ❛r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s h♣x, tq ✐♥ ❊q✳ ✭Ps✮ t❤❛t ♣♦ss❡ss ❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤✳

✹✶



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✹✳ ▲❡t ♣ukq ❜❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ Hs♣RNq, 0 ➔ s ➔ 1, ❛♥❞

♣w♣nqqN✝ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶✳ ❚❤❡♥ w♣nq ✏ 0 ❢♦r ❛❧❧ n P N✁. ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r

p P ♣2, 2✝s q,

uk ✁
➳
nPN0

w♣nq♣☎ ✁ y
♣nq
k q Ñ 0 ✐♥ Lp♣RNq, ✭✶✳✹✳✸✮

t❤❡ s❡r✐❡s ✐♥ ✭✶✳✹✳✸✮ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ✐♥ Hs♣RNq ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ k, ❛♥❞ w♣nq ❛r❡ t❤❡

✇❡❛❦ ❧✐♠✐ts ♦❢ ♣uk♣☎ � y
♣nq
k qq ✐♥ Hs♣R3q.

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ✐s ♣r♦✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s ✐♥ ❬✾✾✱ ▲❡♠♠❛ ✺✳✹❪✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❧❛st ❛ss❡rt✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❧❛t❡❞

s❡q✉❡♥❝❡ ♣uk♣☎ ✁ y
♣nq
k qq ✐s st✐❧❧ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ Hs♣RNq. ❇② ❋❛t♦✉ ▲❡♠♠❛✱ ✇❡ ❤❛✈❡

⑥w♣nq⑥22 ↕ lim inf
kÑ✽

➺
RN

⑤γ
N✁2s

2
j
♣nq
k w♣nq⑤2 dx ✏ lim

kÑ✽
γ✁2sj

♣nq
k

➺
RN

u2k dx ✏ 0,

❢r♦♠ t❤✐s✱ ✇❡ ❣❡t t❤❛t N✁ ✏ ❍. ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② ❘❡♠❛r❦ ✵✳✺✳✺ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❡st✐♠❛t❡ ✭✶✳✶✳✼✮✱

✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ k ❢♦r t❤❡ s❡r✐❡s ✐♥ ✭✶✳✹✳✸✮✳ ■t r❡♠❛✐♥s t♦ ♣r♦✈❡

t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭✶✳✹✳✸✮✳ ▲❡t ϕ ✐♥ C✽
0 ♣R

Nq ❛♥❞ ♣ykq ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ Z
N . ■♥

✈✐❡✇ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✭✶✳✹✳✸✮ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t✄
uk ✁

➳
nPN0

w♣nq♣☎ ✁ y
♣nq
k q, ϕ♣☎ ✁ ykq

☛
Ñ 0, ❛s k Ñ ✽.

■♥❞❡❡❞✱✄
uk ✁

➳
nPN✝

d
♣nq
k w♣nq, ϕ♣☎ ✁ ykq

☛

✏

✄
uk ✁

➳
nPN0

w♣nq♣☎ � y
♣nq
k q, ϕ♣☎ ✁ ykq

☛
✁

✄ ➳
nPN�

d
♣nq
k w♣nq, ϕ♣☎ ✁ ykq

☛
. ✭✶✳✹✳✹✮

❚❤❡ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✹✳✹✮ ❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ❛s k Ñ ✽ ❞✉❡ t♦

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭✶✳✶✳✹✮ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✞✞✞✞✞
✄
uk ✁

➳
nPN✝

d
♣nq
k w♣nq, ϕ

☛
2

✞✞✞✞✞ ↕
✎✎✎✎✎uk ✁ ➳

nPN✝
d
♣nq
k w♣nq

✎✎✎✎✎
L2♣suppϕq

⑥ϕ⑥L2♣suppϕq

↕ C♣ϕq

✎✎✎✎✎uk ✁ ➳
nPN✝

d
♣nq
k w♣nq

✎✎✎✎✎
L2

✝
s ♣suppϕq

Ñ 0,

✇❤❡r❡ C♣ϕq ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t t❤❛t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ✐♥ ϕ. ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡

s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✶✳✹✳✹✮ ❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ❛s k Ñ ✽, ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t

t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡r✐❡s ✐♥ ✭✶✳✶✳✹✮ ❡♥❛❜❧❡ ✉s t♦ r❡❞✉❝❡ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t N✝
✐s ✜♥✐t❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦❧❧♦✇s ❜② ▲❡♠♠❛s ✶✳✷✳✶ ❛♥❞ ✶✳✷✳✷✱ ✇✐t❤ ❛✐❞ ♦❢

t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭✵✳✷✳✸✮✳ �

✹✷



✶✳✺ ❙❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s

❲❡ ♥♦✇ ♣❛ss t♦ st✉❞② ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♦✉r ♣r♦✜❧❡

❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s✱ t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②

❝❛♥ ❜❡❡♥ s❡❡♥ ❛s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❛❜♦✉t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ⑤t⑤2
✝
s .

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✳✶✳ ❲❡ s❛② t❤❛t F ♣tq P C♣Rq ✐s ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st γ → 1

❛♥❞ 0 ➔ s ➔ mint1, N④2✉ s✉❝❤ t❤❛t

F ♣tq ✏ γ✁NjF ♣γ
N✁2s

2
jtq, ❅j P Z, t P R.

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ✉s❡ t♦ s❛② t❤❛t F ✐s ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r ✇✐t❤ ❢❛❝t♦r γ ❛♥❞ ❢r❛❝t✐♦♥ s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✺✳✷✳ ❚②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡

✭✐✮ F ♣tq ✏ ⑤t⑤2
✝
s , ✇❤✐❝❤ ✐s s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❡✈❡r② ❢❛❝t♦r γ ❛♥❞ ❢r❛❝t✐♦♥ 0 ➔ s ➔

mint1, N④2✉;

✭✐✐✮ H♣tq ✏ cos♣ln ⑤t⑤q⑤t⑤2
✝
s , H♣0q :✏ 0, ✇❤✐❝❤ ✐s s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r ✇✐t❤ ❢❛❝t♦r e4π④♣N✁2sq ❛♥❞

❡✈❡r② ❢r❛❝t✐♦♥ 0 ➔ s ➔ mint1, N④2✉.

❘❡♠❛r❦ ✶✳✺✳✸✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ F ♣tq P C1♣Rq ✐s s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

F ✶♣tq ✏ γ✁
N�2s

2
jF ✶

✁
γ

N✁2s
2

jt
✠
, ❅j P Z, ❛♥❞ t P R.

■♥ t❤❡ ♥❡①t r❡s✉❧t ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✺✳✹✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t F ♣tq ✐s s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✳

✭✐✮ ❋♦r ❡❛❝❤ u P L2✝s ♣RNq ❛♥❞ j P Z, ✇❡ ❤❛✈❡➺
RN

F
✁
γ

N✁2s
2

ju♣γj☎q
✠
dx ✏

➺
RN

F ♣uq dx; ✭✶✳✺✳✶✮

✭✐✐✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts C → 0 s✉❝❤ t❤❛t

⑤F ♣tq⑤ ↕ C⑤t⑤2
✝
s , ❅t P R. ✭✶✳✺✳✷✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ F P C2♣Rq, t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts C → 0, s✉❝❤ t❤❛t

⑤F ♣tq⑤ � ⑤F ✶♣tqt⑤ � ⑤F ✷♣tqt2⑤ ↕ C⑤t⑤2
✝
s , ❅t P R; ✭✶✳✺✳✸✮

✭✐✐✐✮ ■❢ F ♣tq ✐s ❧♦❝❛❧❧② ▲✐♣s❝❤✐t③ t❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs a1, . . . , aM , t❤❡r❡ ❡①✐st

C ✏ C♣Mq → 0 s✉❝❤ t❤❛t✞✞✞✞✞F
✄

M➳
n✏1

an

☛
✁

M➳
n✏1

F ♣anq

✞✞✞✞✞ ↕ C♣Mq
➳

m✘nPt1,...,M✉
⑤an⑤

2✝s✁1⑤am⑤.

✹✸



Pr♦♦❢✳ ✭✐✮ ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ✭✶✳✺✳✶✮ ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s

t❤❡♦r❡♠ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳

✭✐✐✮ ❋✐① t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ L ✏ rγ✁
N✁2s

2 , γ
N✁2s

2 s. ❇② ❝♦♥t✐♥✉✐t②✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts C ✏ C♣Lq

s✉❝❤ t❤❛t ⑤F ♣tq⑤ ↕ Ct2
✝
s , ❢♦r ❛❧❧ t P L. ◆♦✇✱ ❧❡t 0 ➔ t ➔ γ✁

N✁2s
2 ♦r t → γ

N✁2s
2 , t❤❡♥ ✭✐♥

❛♥② ❝❛s❡✮ t❤❡r❡ ❡①✐sts j P Z s✉❝❤ t❤❛t γ
N✁2s

2
jt P L, ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

γNj⑤F ♣tq⑤ ✏ ⑤F ♣γ
N✁2s

2
jtq⑤ ↕ γNjCt2

✝
s .

❚❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t ➔ 0 ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭✶✳✺✳✸✮ ❢♦❧❧♦✇ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥t✳

✭✐✐✐✮ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ M. ❙♦ ✇❡ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐ts

C → 0 s✉❝❤ t❤❛t

⑤F ♣a1 � a2q ✁ F ♣a1q ✁ F ♣a2q⑤ ↕ C
✁
⑤a1⑤⑤a2⑤

2✝s✁1 � ⑤a1⑤
2✝s✁1⑤a2⑤

✠
. ✭✶✳✺✳✹✮

❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ✜rst ✜① t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ I ✏ r✁γ
N✁2s

2
k, γ

N✁2s
2

ks, ✇❤❡r❡ k P Z ✐s t❛❦❡♥ s✉❝❤

t❤❛t γ
N✁2s

2
♣k✁1q → 2, t♦ ✉s❡ t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣

s❡✈❡r❛❧ ❝❛s❡s✳

❈❛s❡ ✶✿ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ⑤a1⑤ ↕ 1 ↕ ⑤a2⑤ ❛♥❞ a1� a2 P I. ❚❤✉s t❤❡r❡ ❡①✐sts C ✏ C♣Iq s✉❝❤

t❤❛t

⑤F ♣a1 � a2q ✁ F ♣a1q ✁ F ♣a2q⑤ ↕ C♣⑤a1⑤ � ⑤F ♣a1q⑤q.

❇② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✺✳✷✮ ✇❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡

⑤a1⑤ � ⑤F ♣a1q⑤ ↕ C♣⑤a1⑤⑤a2⑤
2✝s✁1 � ⑤a1⑤

2✝s✁1⑤a2⑤q.

❈❛s❡ ✷✿ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ⑤a1⑤, ⑤a2⑤ ➙ 1 ❛♥❞ a1 � a2 P I. ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts j1 P Z, j1 ↕ 0,

s✉❝❤ t❤❛t ⑤b1⑤ ↕ 1, ✇❤❡r❡ b1 :✏ γ
N✁2s

2
j1a1. ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t b1 � a2 P I, ❤❡♥❝❡ ❜②

t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡

⑤F ♣b1 � a2q ✁ F ♣b1q ✁ F ♣a2q⑤ ↕ γ
N✁2s

2
j1C♣⑤a1⑤

2✝s✁1⑤a2⑤ � ⑤a1⑤⑤a2⑤
2✝s✁1q

↕ C♣⑤a1⑤
2✝s✁1⑤a2⑤ � ⑤a1⑤⑤a2⑤

2✝s✁1q,

❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

⑤F ♣a1 � a2q ✁ F ♣a1q ✁ F ♣a2q⑤ ↕

⑤F ♣b1 � a2q ✁ F ♣b1q ✁ F ♣a2q⑤ � ⑤F ♣a1 � a2q ✁ F ♣b1 � a2q � F ♣b1q ✁ F ♣a1q⑤ ,

✇✐t❤

⑤F ♣a1 � a2q ✁ F ♣a1q ✁ F ♣b1 � a2q � F ♣b1q⑤ ↕ 2C⑤a2⑤ ↕ C⑤a1⑤
2✝s ⑤a2⑤.

❈❛s❡ ✸✿ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ⑤a1⑤, ⑤a2⑤ ↕ 1. ❙✐♥❝❡

R ✏
↕
jPZ

I✁j ❨ I�j ,

✹✹



✇❤❡r❡ I✁j ✏ r✁γ
N✁2s

2
j,✁γ

N✁2s
2

♣j✁1qs ❛♥❞ I�j ✏ rγ
N✁2s

2
♣j✁1q, γ

N✁2s
2

js t❤❡r❡ ❡①✐sts j0 P Z

s✉❝❤ t❤❛t

γ
N✁2s

2
j0♣a1 � a2q P

✑
✁γ

N✁2s
2

k,✁γ
N✁2s

2
♣k✁1q

✙
❨

✑
γ

N✁2s
2

♣k✁1q, γ
N✁2s

2
k
✙

▲❡t b1 ✏ γ
N✁2s

2
j0a1 ❛♥❞ b2 ✏ γ

N✁2s
2

j0a2, ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ⑤b1⑤ ➙ 1 ♦r ⑤b2⑤ ➙ 1, ❜❡❝❛✉s❡

γ
N✁2s

2
♣k✁1q → 2. ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ✜rst ♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ t♦ ❣❡t t❤❛t

γNj0 ⑤F ♣a1 � a2q ✁ F ♣a1q ✁ F ♣a2q⑤ ✏ ⑤F ♣b1 � b2q ✁ F ♣b1q ✁ F ♣b2q⑤

↕ γNj0C♣⑤a1⑤
2✝s✁1⑤a2⑤ � ⑤a1⑤⑤a2⑤

2✝s✁1q.

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ❢♦❧❧♦✇s ❜② ❛ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥t ❛s ❛❜♦✈❡✱ t❤✉s ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✭✶✳✺✳✹✮

❤♦❧❞s✳ �

✹✺



❈❤❛♣t❡r ✷

❈♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♣r✐♥❝✐♣❧❡

❢♦r ♥♦♥❧♦❝❛❧ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤

❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✇❡❛❦ ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡

s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥

♣✁∆qsu ✏ f♣x, uq ✐♥ R
N , ✭Es✮

✐♥ t❤❡ ✏③❡r♦ ♠❛ss ❝❛s❡✑ ✇✐t❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤ r❛♥❣❡✳

❖✉t❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✳ ✷✳✶✱ ✇❡ ❧✐st ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s

♦♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② f♣x, tq t♦ ❣✐✈❡ ✐♥ ❙❡❝t✳ ✷✳✷ s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶ t♦

st✉❞② t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦✉♥t❛✐♥✲♣❛ss s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❊q✳ ✭Es✮✱ ❢♦r t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛♥❞

♥♦♥✲❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❝❛s❡✳ ■♥ ❙❡❝t✳ ✷✳✸ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❊q✳ ✭Es✮ s❛t✐s❢②

❛ P♦❤♦③❛❡✈ t②♣❡ ✐❞❡♥t✐t② ❛♥❞ ❤❛✈❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✵✳✹✳✷✳ ■♥

❙❡❝t✳ ✷✳✹✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❡❝t✳ ✶✳✺✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢

t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❛❧❛✐s✲❙♠❛❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛t t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❧❡✈❡❧ ♦❢

t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❊q✳ ✭Es✮✳ ■♥ ❙❡❝t✳ ✷✳✺✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❣✐✈❡♥ ✐♥

❙✉❜s❡❝t✳ ✷✳✷ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡ s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧s ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❊q✳ ✭Es✮✱ ❢♦r t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❝❛s❡✳ ■♥ ❙❡❝t✳ ✷✳✻✱ ✇❡

♣r♦✈❡ ♦✉r r❡s✉❧t ❛❜♦✉t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭Es✮ ✐♥ t❤❡

♥♦♥✲❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❝❛s❡✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥

t❤❛t ❡♥s✉r❡s ♦♥❡ ♦❢ ♦✉r ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣f7q✳

✹✻



✷✳✶ ❍②♣♦t❤❡s✐s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ ✭Es✮ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②

✇❛②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✿

✭f1✮ f♣x, tq ✐s ❛ ❈❛r❛t❤é♦❞♦r② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts C → 0 s✉❝❤ t❤❛t

⑤f♣x, tq⑤ ↕ C⑤t⑤2
✝
s✁1 ❛❧♠♦st ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✭❛✳❡✳✮ x P R

N , ❅ t P R.

✭f2✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts µ → 2 s✉❝❤ t❤❛t✱

µF ♣x, tq :✏ µ

➺ t

0

f♣x, τq dτ ↕ f♣x, tqt, ❛✳❡✳ x P R
N , ❅ t P R.

✭f3✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts R → 0, t0 → 0, x0 P R
N s✉❝❤ t❤❛t

⑤BR⑤ inf
BR♣x0q

F ♣x, t0q � ⑤BR�1③BR⑤ inf
♣x,tqP♣BR�1♣x0q③BR♣x0qq✂r0,t0s

F ♣x, tq → 0,

■♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❝❛s❡ f♣x, tq ✏ f♣tq ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✇❡❛❦ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♣f3q✳

✭f ✶3✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts t0 → 0 s✉❝❤ t❤❛t F ♣t0q → 0.

✭f4✮ ❋♦r ❡❛❝❤ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs a1, . . . , aM , t❤❡r❡ ❡①✐st C ✏ C♣Mq → 0 s✉❝❤ t❤❛t✞✞✞✞✞F
✄
x,

M➳
n✏1

an

☛
✁

M➳
n✏1

F ♣x, anq

✞✞✞✞✞ ↕ C♣Mq
➳

m✘nPt1,...,M✉
⑤an⑤

2✝s✁1⑤am⑤ ❛✳❡✳ x P R
N .

✭f5✮ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♠✐ts ❡①✐st ❛♥❞ ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✐♥ x ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛❝t s❡ts

❢♦r t,

f0♣tq :✏ lim
⑤x⑤Ñ✽

f♣x, tq,

f�♣tq :✏ lim
jPZ,jÑ�✽

γ✁
N�2s

2
jf
✁
γ✁jx, γ

N✁2s
2

jt
✠
,

f✁♣tq :✏ lim
jPZ,jÑ✁✽

γ✁
N�2s

2
jf
✁
γ✁jx, γ

N✁2s
2

jt
✠
,

❢♦r s♦♠❡ γ → 1 ❛♥❞ 0 ➔ s ➔ mint1, N④2✉.▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s Fκ, κ ✏ 0,�,✁

s❛t✐s✜❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣f ✶3q✱ ✇❤❡r❡ Fκ♣tq ✏
➩t
0
fκ♣τqdτ.

✭f6✮ f0♣tq, f�♣tq, f✁♣tq ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✳

✹✼



❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❊q✳ ✭Es✮✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ I : Ds,2♣RNq Ñ R ❣✐✈❡♥ ❜②

I♣uq ✏
1

2

➺
RN

⑤♣✁∆qs④2u⑤2 dx✁
➺
RN

F ♣x, uq dx.

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t f♣x, tq s❛t✐s✜❡s ♣f1q ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ ❬✼✷❪✱ I P

C1♣Ds,2♣RNqq ❛♥❞

I ✶♣uq ☎ v ✏
➺
RN

♣✁∆qs④2u ♣✁∆qs④2v dx✁
➺
RN

f♣x, uqv dx, u, v P Ds,2♣RNq.

❚❤✉s ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ I ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❊q✳ ✭Es✮ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs❡❧②✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r

ΓI ✏
✦
γ P C♣r0,✽q,Ds,2♣RNqq : γ♣0q ✏ 0, lim

tÑ✽
I♣γ♣tqq ✏ ✁✽

✮
,

❛♥❞

c♣Iq ✏ inf
γPΓI

sup
t➙0

I♣γ♣tqq. ✭✷✳✶✳✶✮

❋♦r t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s f0♣tq, f�♣tq, f✁♣tq✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s

❣✐✈❡♥ ❜②

Iκ♣uq ✏
1

2

➺
RN

✞✞♣✁∆qs④2u✞✞2 dx✁ ➺
RN

Fκ♣uq dx, Fκ♣tq :✏

➺ t

0

fκ♣τq dτ

❛♥❞ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧s

cκ ✏ inf
γPΓκ

sup
t➙0

Iκ♣γ♣tqq

✇❤❡r❡

Γκ ✏
✦
γ P C♣r0,✽q,Ds,2♣RNqq : γ♣0q ✏ 0, lim

tÑ✽
Iκ♣γ♣tqq ✏ ✁✽

✮
,

❢♦r κ ✏ 0,�,✁. ◆❡①t✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❧❡✈❡❧s

❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ♣r❡❝✐s❡❧②✱

✭f7✮ c♣Iq ➔ c♣Iκq, ❢♦r ❡❛❝❤ κ ✏ 0,�,✁.

❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r κ ✏ 0,�,✁✱

✭f ✶7✮ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❤♦❧❞s✱

Fκ♣tq ↕ F ♣x, tq, ❛✳❡✳ x P R
N , ❅t P R. ✭✷✳✶✳✷✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts δ → 0 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✷✳✶✳✷✮ ✐s str✐❝t ❢♦r ❛❧❧

t P ♣✁δ, δq ❛♥❞ ❛❧♠♦st ❡✈❡r②✇❤❡r❡ x P R
N .

✹✽



❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ♣r♦✈❡ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✻✳✶ t❤❛t ♣f ✶7q ✐♠♣❧✐❡s ♣f7q✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ♦✉r ♠❛✐♥

r❡s✉❧t✱ ✇❡ ✜rst st✉❞② t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❝❛s❡✳ ❋♦r t❤❛t ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t f♣tq ✐s s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✿

✭f8✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts γ → 1, 0 ➔ s ➔ mint1, N④2✉ s✉❝❤ t❤❛t

F ♣tq ✏ γ✁NjF
✁
γ

N✁2s
2

jt
✠
, ❅j P Z, ❅t P R

❚❤✐s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❞❡r✐✈❡ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✉♣♦♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

I ❛s ✇❡ ♣❛ss t❤❡ ❧✐♠✐t ♦✈❡r ❝♦rr❡❝t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶✳

✷✳✷ ❙t❛t❡♠❡♥t ♦❢ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts

◆❡①t✱ ✇❡ st❛t❡ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ❛❜♦✉ts t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❝❛s❡ f♣x, tq ✏ f♣tq.

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✶✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t f♣tq ✐s ❧♦❝❛❧❧② ▲✐♣s❝❤✐t③ ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s ♣f1q✱ ♣f
✶
3q✱ ♣f8q✳

❈♦♥s✐❞❡r

Sl ✏ sup
rus2s✏l

➺
RN

F ♣uq dx. ✭✷✳✷✳✶✮

❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛♥② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♣ukq ♦❢ ✭✷✳✷✳✶✮ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♣jkq ⑨ Z ❛♥❞ ♣ykq ⑨ Z
N

s✉❝❤ t❤❛t ♣γ✁
N✁2s

2
jkuk♣γ

✁jk ☎ �ykqq ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ Ds,2♣RNq✳ ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠ ✐♥ ✭✷✳✷✳✶✮ ✐s ❛tt❛✐♥❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❤♦❧❞s

❢♦r

Sl,� ✏ sup
rus2s✏l

➺
RN

F�♣uq dx ❛♥❞ Sl,✁ ✏ sup
rus2s✏l

➺
RN

F✁♣uq dx,

♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t f♣tq ✐s ❧♦❝❛❧❧② ▲✐♣s❝❤✐t③ ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s ♣f1q✱ ♣f4q✱ ♣f5q ✇✐t❤ S1 →

maxtS1,�,S1,✁✉.

❖✉r ♥❡①t r❡s✉❧t ♣r♦✈❡s t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡rs ♦❢ ✭✷✳✷✳✶✮ ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s

♦❢ ❊q✳ ✭Es✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❧❡✈❡❧ ✭✷✳✶✳✶✮ ✐s ❛tt❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ t♦♦❧ t♦

❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡s❡ ❢❛❝ts ✐s ❛ P♦❤♦③❛❡✈ t②♣❡ ✐❞❡♥t✐t② ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞s ✉♥❞❡r

t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ 0 ➔ s ➔ 1 ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✷✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t f♣tq P C1♣Rq s❛t✐s✜❡s ♣f1q ❛♥❞ ♣f ✶3q✳

✭✐✮ ■❢ v ✐s ❛ ♥♦♥③❡r♦ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ I, t❤❡♥ c♣Iq ↕ I♣vq;

✭✐✐✮ ■❢ w ✐s ❛ ♠❛①✐♠✐③❡r ♦❢ Sl0 ❢♦r l0 :✏ ♣2✝sS1q
✁N✁2s

2s , t❤❡♥ w ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ I.

▼♦r❡♦✈❡r

0 ➔ max
t➙0

I♣w♣☎④tqq ✏ I♣wq ✏ c♣Iq.

✹✾



❋r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✷✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t♦ ♦❜t❛✐♥ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡

❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❝❛s❡✱ ♦♥❧② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♣f1q✱ ♣f ✶3q ❛♥❞ ✭♣f8q✮ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❛r❡

❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧ ✐s ❛tt❛✐♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❆♠❜r♦s❡tt✐✲❘❛❜✐♥♦✇✐t③

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣f2q✳

❆♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❊q✳ ✭Es✮ ✐s ❜② t❤❡ ♠❡❛♥s ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳

■♥ ❢❛❝t✱ ❞✉❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶ ✇❡ ❝❛♥ ❛r❣✉❡ ❛s ✐♥ ❬✾✾❪✱ ❛♥❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ P♦❤♦③❛❡✈ ✐❞❡♥t✐t②✱

r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛s ✐♥ ❬✶✶❪✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭♦r ❧❡❛st ❡♥❡r❣②✮

❢♦r ❊q✳ ✭Es✮, t❤❛t ✐s✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ u ♦❢ ✭Es✮ s✉❝❤ t❤❛t I♣uq ↕ I♣vq, ❢♦r ❛♥② ♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥

v.

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✸✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t f♣tq P C1♣RNq s❛t✐s✜❡s ♣f ✶3q ❛♥❞ ♣f8q✳ ▲❡t

G ✏

✧
u P Ds,2♣RNq :

➺
RN

F ♣uq dx ✏ 1

✯
❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r

I ✏ inf
uPG

➺
RN

✞✞♣✁∆qs④2u♣xq✞✞2 dx. ✭✷✳✷✳✷✮

❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛♥② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♣ukq ♦❢ ✭✷✳✷✳✷✮ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♣jkq ⑨ Z ❛♥❞ ♣ykq ⑨ Z
N

s✉❝❤ t❤❛t ♣γ✁
N✁2s

2
jkuk♣γ

✁jk ☎ �ykqq ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ Ds,2♣RNq✳ ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠✐♥✐♠✐③❡r w ❢♦r ✭✷✳✷✳✷✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ u ✏ w♣☎④βq ✐s ❛ ❣r♦✉♥❞

st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❊q✳ ✭Es✮ ❢♦r s♦♠❡ β → 0.

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t P❛❧❛✐s✲❙♠❛❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss

❧❡✈❡❧ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦♥✲❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❝❛s❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✹✳ ■❢ f♣x, tq s❛t✐s✜❡s ♣f1q✕♣f6q ❛♥❞ ✭✷✳✶✳✷✮✱ t❤❡♥ ❊q✳ ✭Es✮ ❤❛s ❛ ♥♦♥✲

tr✐✈✐❛❧ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ u ✐♥ Ds,2♣RNq ❛t t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❧❡✈❡❧✱ t❤❛t ✐s✱ I♣uq ✏ c♣Iq.

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♣f7q ❤♦❧❞s tr✉❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✭✷✳✶✳✷✮✱ t❤❡♥ ❛♥② s❡q✉❡♥❝❡ ♣ukq

✐♥ Ds,2♣RNq s✉❝❤ t❤❛t I♣ukq Ñ c♣Iq ❛♥❞ I ✶♣ukq Ñ 0 ❤❛s ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✳

❘❡♠❛r❦s ♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts

❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✳✺✳ ◆❡①t ✇❡ ❣✐✈❡ s❡✈❡r❛❧ ❤❡❧♣❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♦✉r

❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

✭✐✮ ❖♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣f1q✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t f : RN ✂ R Ñ R s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❈❛r❛t❤é♦❞♦r②

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐❢ ❢♦r ❡❛❝❤ ✜①❡❞ t P R, f♣☎, tq ✐s ♠❡❛s✉r❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛✳❡✳ x P

R
N , f♣x, ☎q ✐s ❝♦♥t✐♥♦✉s ✐♥ R.

✭✐✐✮ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ♣f1q ✐♥❝❧✉❞❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t❡s ✇✐t❤ ❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤✳

✺✵



✭✐✐✐✮ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ♣f2q ✐s ❛ ✇❡❛❦ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❆♠❜r♦s❡tt✐✲❘❛❜✐♥♦✇✐t③

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❛t F ♣x, tq ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ✭s❡❡ ❬✷✱✼✸❪✮✳

✭✐✈✮ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❊q✳ ✭Es✮ ❤❛s t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥

♣❛ss ❣❡♦♠❡tr② ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♣f3q✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❝♦♥str❛✐♥❡❞

♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♣f ✶3q ✐s ♥❡❡❞❡❞ ✭s❡❡ ❬✶✶❪✮✳

✭✈✮ ❚❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❛❞❞✐t✐✈✐t② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♣f4q ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

I ✉♥❞❡r t❤❡ ✇❡❛❦ ♣r♦✜❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ Ds,2♣RNq

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶✳

✭✈✐✮ ❚❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ f♣tq P C1♣Rq ✐s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡

❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❊q✳ ✭Es✮ s❛t✐s✜❡s ❛ P♦❤♦③❛❡✈ t②♣❡

✐❞❡♥t✐t②✳

✭✈✐✐✮ ❖♥❝❡ t❤❡ ❧✐♠✐ts ✐♥ ♣f5q ❡①✐st✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢ P❛❧❛✐s✲❙♠❛❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛t

t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ♠✐♥✐♠❛①

❧❡✈❡❧s c0, c�, c✁ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣f7q✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ✐t

✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✹

✇✐t❤♦✉t t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

❜② P✳✲▲✳ ▲✐♦♥s ✐♥ ❬✻✺✕✻✽❪✳

✭✈✐✐✐✮ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❢♦r t❤❡

❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❝❛s❡ f♣x, tq ✏ f♣tq ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ f♣tq

❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s✜❡s ♣f7q✳

✭✐①✮ ❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ♣f7q ❞♦ ♥♦t ❤♦❧❞✳ Pr❡❝✐s❡❧②✱ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❛❧❧♦✇❡❞

c♣Iq ✏ c♣Iκq, ❢♦r s♦♠❡ κ ✏ 0,�,✁. ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss

❛r❣✉♠❡♥t ❛t t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❧❡✈❡❧ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞✳ ❲❡ ❛♣♣❧② ❬✻✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸❪

t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❞✐✣❝✉❧t② ❛♥❞ ♣r♦✈❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss

❧❡✈❡❧✳

✭①✮ ■❢ f♣x, tq s❛t✐s✜❡s ♣f5q t❤❡♥

F0♣tq ✏ lim
⑤x⑤Ñ✽

F ♣x, tq.

F�♣tq ✏ lim
jPZ,jÑ�✽

γ✁NjF
✁
γ✁jx, γ

N✁2s
2

jt
✠
,

F✁♣tq ✏ lim
jPZ,jÑ✁✽

γ✁NjF
✁
γ✁jx, γ

N✁2s
2

jt
✠
,

✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✐♥ x ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛❝t s❡ts ❢♦r t. ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ F�♣tq ❛♥❞

F✁♣tq ❛r❡ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✳ ❚❤✉s✱ ❢✉♥❝t✐♦♥s f♣x, tq t❤❛t s❛t✐s✜❡s ♣f5q ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s

❜❡✐♥❣ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r ❛t ✟✽.

✺✶



✭①✐✮ ❖✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❤♦❧❞✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ Ds,2♣RNq ❜② D
s,2
rad♣R

Nq, ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t

f♣x, tq ✏ f♣⑤x⑤, tq ✐s r❛❞✐❛❧ ✐♥ x ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t❡ f✽♣tq ♦r

f0♣tq. ❚❤✐s ❢❛❝t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✈❡r✐✜❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✳

✭①✐✐✮ ■♥ ▲❡♠♠❛ ✷✳✺✳✸ ✇❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t Γκ ✘ ❍ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦✿ ❉ tκ s✉❝❤ t❤❛t Fκ♣tκq → 0✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✭♣f ✶3q✮ ✐s t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t c♣Iq ❣✐✈❡♥ ✐♥

✭✷✳✶✳✶✮ ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✭♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉✐♥❣ ✟✽✮✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✳✻✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t G ✘ ❍ ❛♥❞ Sl → 0, ♣r♦✈✐❞❡❞ ♣f1q ❛♥❞ ♣f ✶3q ❤♦❧❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱

t❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❛s ✐♥ ❬✹✵✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✻ ❛♥❞ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✽❪✳ ▲❡t vR P C✽
0 ♣Rq, R → 0, s✉❝❤ t❤❛t

0 ↕ vR♣tq ↕ t0 ❛♥❞

vR♣tq ✏

★
t0, ✐❢ ⑤t⑤ ↕ R,

0, ✐❢ ⑤t⑤ → R � 1.

❋♦r ❛❧❧ x P R
N , t❛❦✐♥❣ ϕR♣xq :✏ vR♣⑤x⑤q, ✇❡ ❤❛✈❡ ϕR P Ds,2♣RNq. ▼♦r❡♦✈❡r✱➺

RN

F ♣ϕRq dx ✏

➺
BR♣x0q

F ♣t0q dx�

➺
BR�1♣x0q③BR♣x0q

F ♣ϕRq dx

➙ F ♣t0q⑤BR⑤ ✁ ⑤BR�1③BR⑤

✂
max
tPr0,t0s

⑤F ♣tq⑤

✡
.

❚❤✉s t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts C1 ❛♥❞ C2 s✉❝❤ t❤❛t➺
RN

F ♣ϕRq dx ➙ C1R
N ✁ C2R

N✁1 → 0,

♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t R ✐s t❛❦❡♥ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ❚❛❦✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ σ → 0✱ ✇❡ ♠❛② ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

Φ♣ϕR♣☎④σqq ✏ 1.

❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✳✼✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲

♥❡❣❛t✐✈❡ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭Ps✮ ✐❢ f♣x, tq ➙ 0 ❢♦r ❛❧❧ t ➙ 0 ❛♥❞ ❛❧♠♦st ❡✈❡r②✇❤❡r❡ x ✐♥

R
N . ❋♦r t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥

f̄♣x, tq ✏

★
f♣x, tq, ✐❢ t ➙ 0

0, ✐❢ t ➔ 0.

❚❤✉s ❢♦r u ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭Ps✮✱ ✇✐t❤ f♣x, tq r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② f̄♣x, tq, ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t u ✐s

❛❧s♦ ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✭Ps✮ ❛♥❞ ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚♦ s❡❡ t❤❛t✱ ❧❡t ξ P C✽
0 ♣R : r0, 1sq

s✉❝❤ t❤❛t

ξ♣tq ✏

★
1, ✐❢ t P r✁1, 1s

0, ✐❢ ⑤t⑤ ➙ 2
❛♥❞ ⑤ξ✶♣tq⑤ ↕ C, ❅ t P R.

❋♦r ❡❛❝❤ n P N, ❞❡✜♥❡ ξn : RN�1 Ñ R ❜② ξn♣zq ✏ ξ♣⑤z⑤2④n2q. ❚❤❡♥ ξn P C✽
0 ♣R

N�1q ❛♥❞

✈❡r✐✜❡s

⑤∇ξn♣zq⑤ ↕ C ❛♥❞ ⑤z⑤⑤∇ξn♣zq⑤ ↕ C, ❅ z P R
N�1.

✺✷



❇② ❛ ❞❡♥s✐t② ❛r❣✉♠❡♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ ϕ ✏ ξnw✁ ✐♥ ✭✵✳✸✳✹✮✱ ✇❤❡r❡ w✁♣zq ✏ mintw♣zq, 0✉.

❙✐♥❝❡ w✁♣zq ✏ Es♣u✁q, ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t➺
R
N�1

�

y1✁2sξn⑤∇w✁⑤2 � y1✁2sξn ①∇w�,∇w✁② � y1✁2s ①∇w� �∇w✁, w✁∇ξn② dxdy

✏ κs

➺
RN

f̄♣x, uqξnu✁ dx,

❛♥❞ ✇❡ ♠❛② ❛♣♣❧② t❤❡ ❉♦♠✐♥❛t❡❞ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ ✭✵✳✸✳✷✮ t♦ ❣❡t

⑥u✁⑥2 ✏
➺
RN

f̄♣x, uqu✁ dx ✏ 0,

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t u✁ ✏ 0. ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ u ❤❛s s✉✣❝✐❡♥t r❡❣✉❧❛r✐t② ♦♥❡ ❝❛♥

s❤♦✇ t❤❛t u ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥

❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✽✹❪ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❬✸✽✱ ❈❤❛♣t❡r ✺❪✮✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✷✳✽✳ ❚②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✺ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✳✺✳✹✮ ♦❢ ❛

❢✉♥❝t✐♦♥s s❛t✐s❢②✐♥❣ ♣f4q✕♣f7q ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

✭✐✮ f♣x, tq ✏ b♣xq⑤t⑤2
✝
s✁2t, ✇❤❡r❡ b♣xq P C♣RNq, b♣0q → 0 ❛♥❞

b♣xq → b♣0q ✏ inf
xPRN

b♣xq ✏ lim
⑤x⑤Ñ✽

b♣xq. ✭✷✳✷✳✸✮

✭✐✐✮ f♣x, tq ✏ exptb♣xq♣sin♣ln ⑤t⑤q � 2q✉♣b♣xq cos♣ln ⑤t⑤q � 2✝s q⑤t⑤
2✝s✁2t, ✇✐t❤ f♣x, 0q ✑ 0;

✇❤❡r❡ b♣xq P C♣RNq s❛t✐s✜❡s ✭✷✳✷✳✸✮✱ b♣0q ✏ 0 ❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r

sup
xPRN

b♣xq ➔ 2✝s ✁ σ, ❢♦r s♦♠❡ σ P ♣2, 2✝s q.

❚❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② F ♣x, tq ✏ exptb♣xq♣sin♣ln ⑤t⑤q � 2q✉⑤t⑤2
✝
s .

❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✳✾✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f♣tq ✏ ♣2✝s cos♣ln ⑤t⑤q✁sin♣ln ⑤t⑤qq⑤t⑤2
✝
s✁2t, f♣0q :✏ 0, s❛t✐s✜❡s

t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠s ✷✳✷✳✶✕✷✳✷✳✸✳

✷✳✸ ▲♦❝❛❧ r❡❣✉❧❛r✐t② ❛♥❞ P♦❤♦③❛❡✈ ■❞❡♥t✐t②

❲❡ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❢♦r♠ ♦❢ ❊q✳ ✭Es✮

❛r❡ C1♣RNq ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s t❤❡ P♦❤♦③❛❡✈ ✐❞❡♥t✐t②➺
RN

✞✞♣✁∆qs④2u
✞✞2 dx ✏ 2N

N ✁ 2s

➺
RN

F ♣uq dx, ✭✷✳✸✳✶✮

✉♥❞❡r s✉✐t❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ f♣tq ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ st❛t❡♠❡♥t✮✳

❲❡ r❡❢❡r t♦ ❬✷✹❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ✇❛s st✉❞✐❡❞ ❢♦r s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ Hs♣RNq ❛♥❞ ✇❤❡♥

✺✸



f♣tq s❛t✐s❢② ❛ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍✳ ❇❡r❡st②❝❦✐ ❛♥❞ P✳✲▲✳ ▲✐♦♥s ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❚❤❡

♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ❢♦r t❤❛t✱ ✐t ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❈❛✛❛r❡❧❧✐✲❙✐❧✈❡str❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✭s❡❡ ❬✶✾❪ ❢♦r

♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❊q✳ ✭Es✮ ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♥❡ ❛♥❞

✉s❡ r❡❝❡♥t r❡❣✉❧❛r✐t② r❡s✉❧ts t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ ❛ s✉❝❤ ✇❛② t♦ ❛♣♣❧②

t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ❬✶✶✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷❪✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐♥ s♦♠❡ ✇❛② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✉s✉❛❧

♦♥❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✉s✐♥❣ ❈❛✛❛r❡❧❧✐✲❙✐❧✈❡str❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✭❛❧s♦ ❦♥♦✇ ❛s ❤❛r♠♦♥✐❝

❡①t❡♥s✐♦♥✮✱ ❜② t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✹✼✱✺✾❪✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ❛ ❧♦❝❛❧ r❡❣✉❧❛r✐t② ❢♦r ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s

✐♥ Ds,2♣RNq ✐♥ ❛ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ✇❛② t♦ ❣❡t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✐❞❡♥t✐t② ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ tr✉♥❝❛t✐♦♥

❛r❣✉♠❡♥t✳ ❋♦r ❜♦✉♥❞❡❞ ❞♦♠❛✐♥s ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❬✼✹❪✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✵✳✹✳✶ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ ❛ ❇r❡③✐s✲❑❛t♦ t②♣❡ r❡s✉❧t

✭s❡❡ ❬✶✹❪✮ ❢♦r s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❊q✳ ✭Es✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❛ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✹✼✱ ▲❡♠♠❛

✸✳✺❪✱ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐♥ ❊q✳ ✭Es✮ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡r ♣r♦♦❢✳ ❚♦

❛❝❤✐❡✈❡ t❤❛t✱ ✇❡ str♦♥❣❧② r❡❧② ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛s✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡ ✉s t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s

✐♥ ❬✶✹❪ ✭❝❢✳ ❬✽✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶❪ ♦r ❬✶✵✷✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✷❪✮✳

❇❡❢♦r❡ ✇❡ st❛rt t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♦✉r r❡❣✉❧❛r✐t② r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ✜♥❞ ✇♦rt❤ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡

❢❛❝t t❤❛t w ✏ Es♣uq ✐s ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✵✳✸✳✸✮ ✇✐t❤ g♣tq ✏ f♣tq ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ u ✐s ❛

✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭Es✮✳

▲❡♠♠❛ ❆✳ ❬✹✻✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✸❪ ❋♦r ❛♥② R → 0, t❤❡r❡ ❡①✐sts σ → 1 ❛♥❞ CR → 0

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ R, s✉❝❤ t❤❛t✂➺
BR

⑤y⑤1✁2s⑤v⑤2σ dxdy

✡1④σ
↕ CR

➺
BR

⑤y⑤1✁2s⑤∇v⑤2 dxdy, ❅v P C✽0 ♣BRq.

▲❡♠♠❛ ❇✳ ❬✹✼✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✻❪ ▲❡t ξ P C♣RN�1q s✉❝❤ t❤❛t ξ♣zq ✏ 0 ❢♦r ❛❧❧ ⑤z⑤ ➙ R.

❚❤❡r❡ ❡①✐st C → 0 s✉❝❤ t❤❛t✄➺
BN

R

⑤vξ⑤2
✝
s dxdy

☛2④2✝s
↕ C

➺
B�

R

y1✁2s⑤∇♣vξq⑤2 dxdy, ❅v P H1♣B�
R , y

1✁2sq.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣f1q ❤♦❧❞s✳ ▲❡t u P Ds,2♣RNq ❜❡ ❛ ✇❡❛❦

s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭Es✮ ❢♦r t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❝❛s❡✱ t❤❡♥ u P Lp
loc♣R

Nq, ❢♦r ❛❧❧ p ➙ 1.

Pr♦♦❢✳ ▲❡t w ✏ Es♣uq ❛♥❞ ξ P C✽0 ♣R
N�1 : r0, 1sq s✉❝❤ t❤❛t

ξ♣zq ✏

★
1, ✐❢ ⑤z⑤ ➔ R④2

0, ✐❢ ⑤z⑤ ➙ R
❛♥❞ ⑤∇ξ♣zq⑤ ↕ C ❅z P R

N�1,

❢♦r s♦♠❡ C → 0. ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛♣ t ÞÑ tmint⑤t⑤β, L✉, β, L → 0, ✐s ▲✐♣s❝❤✐t③ ✐♥ R,

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ wβ,L :✏ mint⑤w⑤β, L✉ ✇❡ ❤❛✈❡ wwβ,L P H1♣B�
R , y

1✁2sq, ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✉s✐♥❣

✺✹



✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✵✳✸✳✶✮ ✐♥ ❛ ❞❡♥s✐t② ❛r❣✉♠❡♥t ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ww2
β,Lξ

2 ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛s ❛

t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✵✳✸✳✹✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❣❡t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡➺
B�

R

y1✁2s⑤∇♣wwβ,Lξq⑤
2 dxdy ↕ C, ✭✷✳✸✳✷✮

❢♦r ❛ s✉✐t❛❜❧❡ β ❛♥❞ C → 0 ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ L. ❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ ✉s❡ ❋❛t♦✉

▲❡♠♠❛ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ❇ t♦ ♦❜t❛✐♥➺
BN

R

⑤u⑤♣β�1q2✝s dx ↕ C.

❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ β ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ✐♥ u P Lp♣BN
R q ❢♦r ❛❧❧ p → 1. ❚♦

❞♦ s♦✱ ✇❡ st❛rt t❛❦✐♥❣

a♣xq :✏
⑤f♣uq⑤

1� ⑤u⑤
P L

N④2s
loc ♣RNq,

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s➺
B�

R

y1✁2s
❅
∇w,∇♣ww2

β,Lξ
2q
❉
dxdy ↕ 2κs

➺
BN

R

a♣xq♣1� u2qu2β,Lξ
2 dx, ✭✷✳✸✳✸✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❛t ♣1� tqt ↕ 2♣1� t2q, t → 0 ❛♥❞ tr♣ww2
β,Lξ

2q ✏ uu2β,Lξ♣☎, 0q
2. ❲❡ ♥♦✇

❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✷✳✸✳✸✮ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐❞❡♥t✐t②

w
❅
∇w,∇♣⑤w⑤2βq

❉
✏
β

2
⑤w⑤2♣β✁1q⑤∇♣w2q⑤2,

t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡➺
B�

R

y1✁2s mint⑤w⑤2β, L2✉⑤∇w⑤2ξ2 dxdy

�
β

2

➺
t⑤w⑤2β↕L2✉❳B�

R

y1✁2s⑤w⑤2♣β✁1q⑤∇♣w2q⑤2ξ2 dxdy

↕ 2κs

➺
BN

R

a♣xq♣1� u2qu2β,Lξ
2 dx

✁ 2

➺
B�

R

y1✁2swmint⑤w⑤2β, L2✉ξ ①∇w,∇ξ② dxdy. ✭✷✳✸✳✹✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✇✐t❤ ε ✏ 1④4✮ ✇❡ ❤❛✈❡

✁ 2

➺
B�

R

y1✁2swmint⑤w⑤2β, L2✉ξ ①∇w,∇ξ② dxdy

↕
1

2

➺
B�

R

y1✁2s mint⑤w⑤2β, L2✉⑤∇w⑤2ξ2 dxdy

� C

➺
B�

R

y1✁2sw2 mint⑤w⑤2β, L2✉⑤∇ξ⑤2 dxdy, ✭✷✳✸✳✺✮

✺✺



✇❤❡r❡ C → 0 ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ L. ❋r♦♠ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ✭✷✳✸✳✺✮ ✐♥ ✭✷✳✸✳✹✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

1

2

➺
B�

R

y1✁2s mint⑤w⑤2β, L2✉⑤∇w⑤2ξ2 dxdy

�
β

2

➺
t⑤w⑤2β↕L2✉❳B�

R

y1✁2s⑤w⑤2♣β✁1q⑤∇♣w2q⑤2ξ2 dxdy

↕ C

➺
B�

R

y1✁2sw2 mint⑤w⑤2β, L2✉⑤∇ξ⑤2 dxdy

� 2κs

➺
BN

R

a♣xq♣1� u2qu2β,Lξ
2 dx. ✭✷✳✸✳✻✮

◆♦✇ ✉s✐♥❣

β2⑤w⑤2♣β✁1q ✞✞∇♣w2q
✞✞2 ✏ 4w2

✞✞∇♣⑤w⑤βq✞✞2 ,
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✷✳✸✳✻✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❛❧❧② ❡st✐♠❛t❡ ✭✷✳✸✳✷✮✱➺

B�
R

y1✁2s⑤∇♣wwβ,Lξq⑤
2 dxdy ↕ C

➺
B�

R

y1✁2sw2 mint⑤w⑤2β, L2✉⑤∇ξ⑤2 dxdy

� 2κs

➺
BN

R

a♣xq♣1� u2qu2β,Lξ
2 dx. ✭✷✳✸✳✼✮

■t r❡♠❛✐♥s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❧❛st t✇♦ t❡r♠s ✐♥ ✭✷✳✸✳✼✮✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ⑤u⑤β�1 P L2♣BN
R q, ✇❡ ❣❡t➺

BN
R

a♣xqu2u2β,Lξ
2 dx ↕ L0

➺
BN

R

⑤u⑤2♣β�1qξ2 dx�
➺
ta♣xq➙L0✉

a♣xqu2u2β,Lξ
2 dx

↕ C1L0 � C̃1ε♣L0q

✄➺
B�

R

y1✁2s⑤∇♣wwβ,Lξq⑤
2 dxdy

☛2④2✝s
,

✇❤❡r❡

ε♣L0q :✏

✂➺
ta♣xq➙L0✉

aN④2s♣xq dx
✡2s④N

Ñ 0, ❛s L0 Ñ ✽.

❇② t❤❡ s❛♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ mint⑤t⑤β, L✉ ↕ ⑤t⑤mint⑤t⑤β, L✉ � 1, L → 1, ✇❡ ♦❜t❛✐♥➺
BN

R

a♣xqu2β,Lξ
2 dx ↕ C2L0

� C̃2ε♣L0q

✔✕✄➺
B�

R

y1✁2s⑤∇♣wwβ,Lξq⑤
2 dxdy

☛2④2✝s
�

✄➺
BN

R

⑤ξ⑤2
✝
s dx

☛2④2✝s
✜✢ ,

❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ L0 ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ s✉❝❤ t❤❛t➺
B�

R

y1✁2s⑤∇♣wwβ,Lξq⑤
2 dxdy ↕ C3

➺
B�

R

y1✁2sw2 mint⑤w⑤2β, L2✉⑤∇ξ⑤2 dxdy.

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t β � 1 ↕ σ✱ ✇❤❡r❡ σ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ❆✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r

❡①t❡♥s✐♦♥ ❜② r❡✢❡❝t✐♦♥ R : H1♣B�
R , y

1✁2sq Ñ H1♣BR, ⑤y⑤
1✁2sq ❣✐✈❡♥ ❜②

R♣wq♣x, yq ✏

★
w♣x, yq, ✐❢ y → 0,

w♣x,✁yq, ✐❢ y ↕ 0,

✺✻



✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✶✾✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹❪✮✱ ✇❡ ♠❛② ❛♣♣❧② ▲❡♠♠❛ ❆ ❢♦r ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡

♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ C✽
0 ♣R

N�1q, ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ R♣wq ✐♥ H1♣BR, ⑤y⑤
1✁2sq t♦ ❣❡t➺

B�
R

y1✁2sw2 mint⑤w⑤2β, L2✉⑤∇ξ⑤2 dxdy ↕ C4

➺
BR

⑤y⑤1✁2s⑤∇♣R♣wqq⑤2 dxdy ↕ C5.

❲❡ t❛❦❡ β ✏ β1 ✏ mint2✝s④2, σ✉ ✁ 1 ❛♥❞ βi�1 ✏ mint2✝s④2, σ✉♣2
✝
s④2q

i ✁ 1, i ✏ 0, 1, . . . ,

t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t u P Lβi�1

loc ♣RNq. �

❙✉♠♠✐♥❣ ✉♣ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❛❧❧② ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ✐❞❡♥t✐t②

✭✷✳✸✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❧♦❝❛❧ r❡❣✉❧❛r✐t②✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳ ■❢ f♣tq P C1♣Rq ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s ♣f1q✱ t❤❡♥ ❡✈❡r② ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

❊q✳ ✭Es✮ ❢♦r t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❝❛s❡ ❜❡❧♦♥❣s t♦ C1♣RNq. ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ P♦❤♦③❛❡✈ ✐❞❡♥t✐t②

✭✷✳✸✳✶✮ ❤♦❧❞s tr✉❡✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t u P Ds,2♣RNq ❜❡ ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭Es✮ ❢♦r t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❝❛s❡

✇✐t❤ f♣tq s❛t✐s❢②✐♥❣ ♣f1q✳ ❈♦♥s✐❞❡r w ✏ Es♣uq. ❚❤❡♥ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✵✳✹✳✶✱ w ♣♦ss❡ss

t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ✭✵✳✹✳✶✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ∇u ✏ ∇w♣x, 0q P C♣BN
r q ❢♦r ❛♥② r → 0. ▲❡t

ξ P C✽
0 ♣R : r0, 1sq s✉❝❤ t❤❛t

ξ♣tq ✏

★
1, ✐❢ t P r✁1, 1s

0, ✐❢ ⑤t⑤ ➙ 2
❛♥❞ ⑤ξ✶♣tq⑤ ↕ C ❅t P R,

❢♦r s♦♠❡ C → 0. ❋♦r ❡❛❝❤ n P N, ❞❡✜♥❡ ξn : RN�1 Ñ R ❜② ξn♣zq ✏ ξ♣⑤z⑤2④n2q. ❚❤❡♥

ξn P C
✽
0 ♣R

N�1q ❛♥❞ ✈❡r✐✜❡s

⑤∇ξn♣zq⑤ ↕ C ❛♥❞ ⑤z⑤⑤∇ξn♣zq⑤ ↕ C ❅z P R
N�1, ✭✷✳✸✳✽✮

❢♦r s♦♠❡ C → 0. ◆♦✇ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱

div♣y1✁2s∇wq ①z,∇w② ξn ✏

div

✒
y1✁2sξn

✂
①z,∇w②∇w ✁

⑤∇w⑤2

2
z

✡✚
�
N ✁ 2s

2
y1✁2s⑤∇w⑤2ξn

� y1✁2s ⑤∇w⑤
2

2
①z,∇ξn② ✁ y1✁2s ①∇w, z② ①∇w,∇ξn② . ✭✷✳✸✳✾✮

◆♦t❡ t❤❛t ❇B❄2n,δ ✏ F 1❄
2n,δ

❨F 2❄
2n,δ

. ▲❡t η♣zq ✏ ♣0, . . . ,✁1q ❜❡ t❤❡ ✉♥✐t ♦✉t✇❛r❞ ♥♦r♠❛❧

✈❡❝t♦r ♦❢ B❄2n,δ ♦♥ F
1❄
2n,δ

. ❙✐♥❝❡ ξn ✏ 0 ♦♥ F 2❄
2n,δ

, ❜② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✵✳✸✳✷✮✱ ✐❞❡♥t✐t② ✭✷✳✸✳✾✮

✺✼



❛♥❞ ❉✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✇❡ ❣❡t

0 ✏

➺
B❄

2n,δ

div♣y1✁2s∇wq ①z,∇w② ξn dxdy

✏

➺
F 1❄

2n,δ

y1✁2sξn

✒
①z,∇w② ①∇w, η② ✁

⑤∇w⑤2

2
①z, η②

✚
dxdy � θn,δ

✏

➺
F 1❄

2n,δ

ξn ①x,∇xw② ♣✁y
1✁2swyq dx

✁

➺
F 1❄

2n,δ

y1✁2sξnw2
yy dx�

➺
F 1❄

2n,δ

y1✁2sξn
⑤∇w⑤2

2
y dx� θn,δ

✏ I1n,δ � I2n,δ � I3n,δ � θn,δ,

✇❤❡r❡

θn,δ ✏

➺
B❄

2n,δ

N ✁ 2s

2
y1✁2s⑤∇w⑤2ξn dxdy

�

➺
B❄

2n,δ

y1✁2s
⑤∇w⑤2

2
①z,∇ξn② ✁ y1✁2s ①∇w, z② ①∇w,∇ξn② dxdy.

❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s ✐♥ ❬✹✼✱ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✼❪ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts

❛ s❡q✉❡♥❝❡ δk Ñ 0 s✉❝❤ t❤❛t

I2n,δk � I3n,δk Ñ 0, ❛s k Ñ ✽.

❙♦♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❧❡❛❞s t♦

ξn♣x, 0q ①x,∇u② f♣uq ✏ div♣ξn♣x, 0qF ♣uqxq ✁ F ♣uq ①∇ξn♣x, 0q, x② ✁ ξn♣x, 0qF ♣uqN.

❇② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✵✳✸✳✷✮✱ t❤❡ ❉✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ ❘❡♠❛r❦ ✵✳✹✳✸ ✇❡ ❤❛✈❡

lim
kÑ✽

I1n,δk ✏ κs

➺
BN❄

2n

ξn♣x, 0q ①x,∇u② f♣uq dx

✏ κs

➺
BN❄

2n

div♣ξn♣x, 0qF ♣uqxqq ✁ F ♣uq ①∇ξn♣x, 0q, x② ✁ ξn♣x, 0qF ♣uqN dx

✏ ✁Nκs

➺
BN❄

2n

ξn♣x, 0qF ♣uq dx✁ κs

➺
BN❄

2n

F ♣uq ①∇ξn♣x, 0q, x② dx.

❙✉♠♠✐♥❣ ✉♣✱ ✇❡ ❣❡t t❤❛t

0 ✏ lim
kÑ✽

✏
I1n,δk � I2n,δk � I3n,δk � θn,δk

✘
✏ ✁κs

➺
BN❄

2n

NξnF ♣uq � F ♣uq ①∇ξn, x② dx�

➺
B�❄

2n

N ✁ 2s

2
y1✁2s⑤∇w⑤2ξn dxdy

�

➺
B�❄

2n

y1✁2s
⑤∇w⑤2

2
①z,∇ξn② dxdy ✁

➺
B�❄

2n

y1✁2s ①∇w, z② ①∇w,∇ξn② dxdy.

✺✽



❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❛❦✐♥❣ nÑ ✽ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✷✳✸✳✽✮✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡

N ✁ 2s

2

➺
R
N�1

�

y1✁2s⑤∇w⑤2 dxdy ✏ Nκs

➺
RN

F ♣uq dx,

✇❤✐❝❤ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✵✳✸✳✷✮ ✐♠♣❧✐❡s ✭✷✳✸✳✶✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳ �

✷✳✹ ❇❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✇❡❛❦ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

✉♥❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♣f4q✱ ♣f5q✱ ❛♥❞ ♣f8q✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts✱

✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✇❛② t♦ ❧✐♥❦ t❤❡ ✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❛s ❛❧s♦ t❤❡ ❧❛tt❡r

❧✐♥❡s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦✈❡r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ I ❢♦r ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s

✐♥ Ds,2♣RNq. ❚❤❡② ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ r❡s✉❧ts st❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✳ ✷✳✷✳

❆❧s♦✱ t❤❡ ♥❡①t r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇ ❇r❡③✐s✲▲✐❡❜

▲❡♠♠❛ ❬✶✺❪ ✭s❡❡ ❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✹✳✸✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✳ ▲❡t 0 ➔ s ➔ mint1, N④2✉ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t f♣x, tq s❛t✐s✜❡s ♣f1q✱

♣f4q ❛♥❞ ♣f5q✳ ▲❡t ♣ukq ✐♥ Ds,2♣RNq ❜❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ♣w♣nqqnPN✝ ✐♥ Ds,2♣RNq,

n P N✝, ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶✳ ❚❤❡♥

lim
kÑ✽

➺
RN

F ♣x, ukq dx ✏

➺
RN

F ♣x, w♣1qq dx

�
➳

nPN0,n→1

➺
RN

F0♣w
♣nqq dx�

➳
nPN�

➺
RN

F�♣w♣nqq dx�
➳

nPN✁

➺
RN

F✁♣w♣nqq dx. ✭✷✳✹✳✶✮

Pr♦♦❢✳ ❇② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣f1q✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

Φ♣uq ✏

➺
RN

F ♣x, uq dx, u P Ds,2♣RNq,

✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡ts ♦❢ L2✝s ♣RNq, ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ✭❜② ❛ss❡rt✐♦♥s ✭✶✳✶✳✸✮

❛♥❞ ✭✶✳✶✳✹✮ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶✮ t❤❛t

lim
kÑ✽

✓
Φ♣ukq ✁ Φ

✄ ➳
nPN✝

d
♣nq
k w♣nq

☛✛
✏ 0.

❚♦ ♣r♦✈❡ ✭✷✳✹✳✶✮ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡r✐❡s ✐♥ ✭✶✳✶✳✹✮ ❛❧❧♦✇s

✉s t♦ r❡❞✉❝❡ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ N✝ ✏ t1, . . . ,M✉. ❚❤✉s✱

lim
kÑ✽

✓ ➳
nPN0

Φ
✁
w♣nq♣☎ ✁ y

♣nq
k q

✠
✁ Φ♣w♣1qq ✁

➳
nPN0,n→1

Φ0♣w
♣nqq

✛
✏ 0,

lim
kÑ✽

✓ ➳
nPN✟

Φ♣d
♣nq
k w♣nqq ✁

➳
nPN✟

Φ✟♣w♣nqq

✛
✏ 0,

✺✾



❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣f5q✱ ❜② ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢

❉♦♠✐♥❛t❡❞ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t

lim
kÑ✽

✓
Φ

✄ ➳
nPN✝

d
♣nq
k w♣nq

☛
✁
➳
nPN✝

Φ♣d
♣nq
k w♣nqq

✛
✏ 0. ✭✷✳✹✳✷✮

■♥❞❡❡❞✱ ❜② ♣f4q ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r ❛❧❧ m ✘ n,✞✞✞✞✞Φ
✄ ➳

nPN✝
d
♣nq
k w♣nq

☛
✁
➳
nPN✝

Φ♣d
♣nq
k w♣nqq

✞✞✞✞✞ ↕ ➳
m✘nPN✝

➺
RN

⑤d
♣nq
k ⑤2

✝
s✁1⑤d

♣mq
k ⑤ dx.

❇✉t ❜② ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t➺
RN

⑤d
♣nq
k ⑤2

✝
s✁1⑤d

♣mq
k ⑤ dx ✏

➺
RN

⑤w♣nq⑤2
✝
s✁1gk♣⑤w

♣mq⑤q dx,

✇❤❡r❡

gk♣⑤w
♣mq⑤q ✏ γ

N✁2s
2

♣j♣mq
k

✁j
♣nq
k
qw♣mq

✁
γj

♣mq
k

✁j
♣nq
k ♣☎ ✁ γj

♣nq
k ♣y

♣mq
k ✁ y

♣nq
k qq

✠
á 0 ✐♥ Ds,2♣RNq,

❞✉❡ t♦ ❛ss❡rt✐♦♥ ✭✶✳✶✳✷✮ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✶✳✷✳✷✳ ❙✐♥❝❡

α♣vq ✏

➺
RN

⑤w♣nq⑤2
✝
s✁1v dx

✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥ Ds,2♣RNq ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✭✷✳✹✳✷✮✳ �

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✹✳✷✳ ▲❡t ♣ukq ❜❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ Ds,2♣RNq, 0 ➔ s ➔ mint1, N④2✉,

❛♥❞ ♣w♣nqqnPN✝ ✐♥ Ds,2♣RNq, n P N✝, ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶✳ ■❢ F ♣x, tq ✏ F ♣tq

s❛t✐s✜❡s ♣f8q ❛♥❞ ✐s ❧♦❝❛❧❧② ▲✐♣s❝❤✐t③ t❤❡♥✱ ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱

lim
kÑ✽

➺
RN

F ♣ukq dx ✏
➳
nPN✝

➺
RN

F ♣w♣nqq dx. ✭✷✳✹✳✸✮

Pr♦♦❢✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ F ♣tq s❛t✐s✜❡s ♣f4q ❛♥❞ ✭✶✳✺✳✷✮✱ ❛❧s♦ F ♣tq ✏ F�♣tq ✏ F✁♣tq ✏

F0♣tq✳ �

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✹✳✸✳ ▲❡t uk á u ✐♥ Ds,2♣RNq ❛♥❞ F ♣tq ❜❡ ❛s ✐♥ ❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✹✳✷ t❤❡♥✱ ✉♣

t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱

lim
kÑ✽

➺
RN

F ♣ukq ✁ F ♣u✁ ukq ✁ F ♣uq dx ✏ 0.

Pr♦♦❢✳ ▲❡t vk ✏ uk ✁ u ✏ uk ✁w
♣1q. ❚❤❡ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶ ❢♦r ♣vkq ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

w̃♣1q ✏ 0, w̃♣nq ✏ w♣nq, n P N✝③t1✉. ❚❤✉s ❜② ❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✹✳✷ ✇❡ ❤❛✈❡

lim
kÑ✽

➺
RN

F ♣uk ✁ uq dx ✏
➳

nPN✝,n→1

➺
RN

F ♣w♣nqq dx. ✭✷✳✹✳✹✮

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✷✳✹✳✸✮ ❛♥❞ ✭✷✳✹✳✹✮ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡s✉❧t✳ �

✻✵



✷✳✺ ❚❤❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❝❛s❡

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠s ✷✳✷✳✶✱ ✷✳✷✳✷ ❛♥❞ ✷✳✷✳✸✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✺✳✶✳ ❇② ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭✵✳✷✳✶✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Sl ➔ ✽. ❆❧s♦ Sl ✐s ❛tt❛✐♥❡❞ ❢♦r s♦♠❡

l ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s ❛tt❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ l. ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡

r❡s❝❛❧✐♥❣ v ✏ u1♣l
✁1④♣N✁2sq☎q ❛♥❞ u ✏ vl♣l

1④♣N✁2sq☎q, ✇❤❡r❡ ru1s2s ✏ 1 ❛♥❞ rvls
2
s ✏ l

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

l
N

N✁2sS1 ✏ Sl. ✭✷✳✺✳✶✮

✷✳✺✳✶ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✶

Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t F ♣tq ✐s s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s ♣f ✶3q✳ ▲❡t ♣ukq ⑨ Ds,2♣RNq ❜❡ ❛

♠❛①✐♠✐③✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r ✭✷✳✷✳✶✮ ✇✐t❤ l ✏ 1✱ t❤❛t ✐s✱ ⑥uk⑥2 ✏ 1 ❛♥❞ Φ♣ukq Ñ S1. ▲❡t

❜❡ ♣w♣nqqnPN✝ , ♣y
♣nq
k qkPN ❛♥❞ ♣j

♣nq
k qkPN, t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶✳ ❇②

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✹✳✷✱

S1 ✏ lim
kÑ✽

Φ♣ukq ✏
➳
nPN✝

Φ♣w♣nqq, ✭✷✳✺✳✷✮

❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❜② ❛ss❡rt✐♦♥ ✭✶✳✶✳✸✮ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶➳
nPN✝

rw♣nqs2s ↕ lim sup
kÑ✽

ruks
2
s ↕ 1. ✭✷✳✺✳✸✮

❚❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ✭✷✳✺✳✷✮ ❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts n P N✝ ✇✐t❤ w♣nq ✘ 0. ❲❡ ♠❛② ✇r✐t❡

v♣nq ✏ w♣nq♣τn☎q ✇❤❡r❡ τn ✏ rw♣nqs2④♣N✁2sq
s . ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② rv♣nqs2s ✏ 1, Φ♣v♣nqq ↕ S1 ❛♥❞

S1 ✏
➳
nPN✝

τNn Φ♣v♣nqq ↕ S1

➳
nPN✝

τNn .

▼♦r❡♦✈❡r✱

1 ↕
➳
nPN✝

τNn . ✭✷✳✺✳✹✮

❋r♦♠ ✭✷✳✺✳✸✮ ✇❡ ❤❛✈❡ ➳
nPN✝

τN✁2s
n ↕ 1. ✭✷✳✺✳✺✮

❘❡❧❛t✐♦♥s ✭✷✳✺✳✹✮ ❛♥❞ ✭✷✳✺✳✺✮ ❝❛♥ ❤♦❧❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ n0 P N✝
s✉❝❤ t❤❛t τn0

✏ 1, ✇❤✐❧❡ τn ✏ 0, ✇❤❡♥❡✈❡r n ✘ n0. ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ❛ss❡rt✐♦♥ ✭✶✳✶✳✹✮ ♦❢

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

uk ✁ γ
N✁2s

2
j
♣n0q
k w♣n0q♣γj

♣n0q
k ♣☎ ✁ y

♣n0q
k qq Ñ 0 ✐♥ L2✝s ♣RNq.

❙✐♥❝❡ F ♣tq ✐s s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡

vk ✏ γ✁
N✁2s

2
j
♣n0q
k uk♣γ

✁j
♣n0q
k ☎ �y

♣n0q
k q,

✻✶



✐s ❛ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r ✭✷✳✷✳✶✮ ❛♥❞ vk Ñ w♣n0q ✐♥ L2✝s ♣RNq. ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡

❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ Φ ✐♥ L2✝s ♣RNq ✐♠♣❧✐❡s Φ♣wn0q ✏ S1, ❛♥❞ s✐♥❝❡ rw♣n0qs2s ✏ 1, w♣n0q ✐s ❛

♠❛①✐♠✐③❡r✳

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ S1 → maxtS1,�,S1,✁✉. ▲❡t ❛❣❛✐♥ ♣ukq ❜❡ ❛ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣

s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r ✭✷✳✷✳✶✮ ✇✐t❤ l ✏ 1. ❙✐♥❝❡ f♣tq ✈❡r✐✜❡s ♣f5q ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✶

t♦ ❣❡t

S1 ✏ lim
kÑ✽

Φ♣ukq ✏
➳
nPN0

Φ♣w♣nqq �
➳

nPN✁✽
Φ✁♣w♣nqq �

➳
nPN�✽

Φ�♣w♣nqq,

✇❤❡r❡ ♣w♣nqq, ♣y♣nqk q, ♣j
♣nq
k q, ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❣❛✐♥ v♣nq ✏

w♣nq♣τn☎q, ✇✐t❤ τn ✏ rw♣nqs2④♣N✁2sq
s , ✇❡ ❣❡t

1 ↕
➳
nPN0

τNn �
S1,✁
S1

➳
nPN✁✽

τNn �
S1,�
S1

➳
nPN�✽

τNn . ✭✷✳✺✳✻✮

❙✐♥❝❡ S1,�④S1 ➔ 1 ❛♥❞ S1,✁④S1 ➔ 1 ❜② ❛ss❡rt✐♦♥ ✭✶✳✶✳✸✮ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶✱ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s

✭✷✳✺✳✸✮ ❛♥❞ ✭✷✳✺✳✻✮ ❝❛♥ ❤♦❧❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ n0 P N0 s✉❝❤ t❤❛t

τn0
✏ 1, ✇❤✐❧❡ τn ✏ 0, ✇❤❡♥❡✈❡r n ✘ n0. ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ❛ss❡rt✐♦♥ ✭✶✳✶✳✹✮ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠

✶✳✶✳✶✱

uk ✁ w♣n0q♣☎ ✁ y
♣n0q
k q Ñ 0 ✐♥ L2✝s ♣RNq,

❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥t ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t w♣n0q ✐s ❛

♠❛①✐♠✐③❡r✳ �

❘❡♠❛r❦ ✷✳✺✳✷✳ ❖♥❡ ❛❧✇❛②s ❤❛s S1 ➙ maxtS1,�,S1,✁✉. ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✐t

s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t l ✏ 1, s♦ ❧❡t u P Ds,2♣RNq ✇✐t❤ russ ✏ 1 ❛♥❞

vj :✏ δju, ✇❤❡r❡ δj ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✶✳✷✳✶✮✱ ❛♥❞ j P Z✳ ❚❤❡♥ rvjss ✏ 1 ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

Φ♣vjq ↕ S1, ❛♥❞ ❜② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣f5q ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ Φ♣vjq Ñ Φ�♣uq ❛s j Ñ �✽. ❚❤❡

❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② S1 ➙ S1,✁ ❢♦❧❧♦✇s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡

✐♥❡q✉❛❧✐t② S1 → maxtS1,�,S1,✁✉ ❤♦❧❞s ✇❤❡♥❡✈❡r F ♣tq ➙ F�♣tq ❛♥❞ F ♣tq ➙ F✁♣tq ✇✐t❤

t❤❡ str✐❝t ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ③❡r♦✳ ■♥ ❢❛❝t✱ s✐♥❝❡ F�♣tq ❛♥❞ F✁♣tq ❛r❡ s❡❧❢✲

s✐♠✐❧❛r✱ ✇❡ ♠❛② ❝♦♥s✐❞❡r w� ❛♥❞ w✁ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❡rs ♦❢ Sl,� ❛♥❞ Sl,✁, r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t♦

♦❜t❛✐♥✱ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✷✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷ ❛♥❞ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✺✳✶✱ t❤❛t Sl,� ➔ Φ♣w�q ↕ Sl

❛♥❞ Sl,✁ ➔ Φ♣w✁q ↕ Sl.

✷✳✺✳✷ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧

❲❡ ♣❛ss ♥♦✇ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ ❊q✳ ✭Es✮, ♣r♦✈✐♥❣ s♦♠❡ ✉s❡❢✉❧ r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s ✐s ♠❛❞❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢

♣❛t❤s ζ : r0,�✽q Ñ Ds,2♣RNq ❞❡✜♥❡❞ ❜② ζu♣tq♣xq ✏ u♣x④tq ❢♦r ❛♥② u P Ds,2♣RNq,

❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐t ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣r♦♣❡rt② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦r♠ ✐♥ Ds,2♣RNq.

✻✷



▲❡♠♠❛ ✷✳✺✳✸✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t F ♣tq s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✺✳✷✮✳ ■❢ u P

Ds,2♣RNq ✐s s✉❝❤ t❤❛t Φ♣uq → 0, t❤❡♥ t❤❡ ♣❛t❤ ζu ❜❡❧♦♥❣s t♦ ΓI . ❚❤✉s ΓI ✘ ❍ ✐❢

❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ♣f ✶3q ❤♦❧❞s✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t tn, t0 → 0, n P N, ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t tn Ñ t0 ❛♥❞ u P S0♣R
Nq. ❙✐♥❝❡

rζu♣tqs
2
s ✏ tN✁2srus2s, ❅t → 0, ✭✷✳✺✳✼✮

✉s✐♥❣ ✭✶✳✷✳✷✮ ✇❡ ❤❛✈❡

rζu♣tnq ✁ ζu♣t0qs
2
s ✏

tN✁2s
n rus2s ✁ 2t✁s

n t✁s
0

➺
RN

♣✁∆qs④2u♣x④tnq♣✁∆qs④2u♣x④t0q dx� tN✁2s
0 rus2s. ✭✷✳✺✳✽✮

❆❧s♦✱ ✉♣ t♦ ❛ s❡t ♦❢ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡ ③❡r♦✱ ❜② ✐❞❡♥t✐t② ✭✵✳✷✳✹✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✩✫✪ ⑤♣✁∆qsu♣x④t0qu♣x④tnq⑤ ↕ ⑥u⑥✽ ⑤♣✁∆qsu♣x④t0q⑤ ,

lim
nÑ✽

r♣✁∆qsu♣x④t0qu♣x④tnqs ✏ ♣✁∆qsu♣x④t0qu♣x④t0q,
❅x P R

N .

❚❤✉s ❜② t❤❡ ❉♦♠✐♥❛t❡❞ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ✭✷✳✺✳✽✮

❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ❛s n Ñ ✽. ❇② ✐❞❡♥t✐t② ✭✷✳✺✳✼✮ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ζu P C♣r0,✽q,Ds,2♣RNqq. ❚❤❡

❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ❢♦❧❧♦✇s ❜② ❛ ❞❡♥s✐t② ❛r❣✉♠❡♥t✳

◆♦✇ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ♣f ✶3q ❤♦❧❞s✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts u P C✽
0 ♣R

Nq s✉❝❤ t❤❛t Φ♣uq → 0 ❛♥❞

❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ζu P ΓI , s✐♥❝❡

I♣ζu♣tqq ✏
1

2
tN✁2srus2s ✁ tNΦ♣uq Ñ ✁✽ ❛s tÑ ✽.

❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ΓI ✘ ❍. ■❢ ♣f ✶3q ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✱ t❤❡♥ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❛t

I♣uq ➙ 0, ❢♦r ❛❧❧ u P Ds,2♣RNq. ❍❡♥❝❡ ΓI ✏ ❍, ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ �

❘❡♠❛r❦ ✷✳✺✳✹✳ ▲❡t u P Ds,2♣RNq ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t Φ♣uq → 0. ❚❤❡♥

max
t➙0

I♣ζu♣tqq ✏
1

2

✂
rus2s

2✝sΦ♣uq

✡N✁2s
2s

rus2s ✁

✂
rus2s

2✝sΦ♣uq

✡N④2s
Φ♣uq. ✭✷✳✺✳✾✮

▲❡♠♠❛ ✷✳✺✳✺✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣f ✶3q ❛♥❞ ✭✶✳✺✳✷✮ ❤♦❧❞s✳ ❈♦♥s✐❞❡r

c̃♣Iq :✏ inf
ζPΓ̃I

sup
t➙0

I♣ζ♣tqq.

✇❤❡r❡

Γ̃I :✏ tζ P ΓI : ζ ✏ ζu ❢♦r s♦♠❡ u P Ds,2♣RNq ✇✐t❤ Φ♣uq → 0✉

❚❤❡♥ c♣Iq ✏ c̃♣Iq.

✻✸



Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ Γ̃ ⑨ Γ ✇❡ ❤❛✈❡ c♣Iq ↕ c̃♣Iq. ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❛t c♣Iq ➔ c̃♣Iq.

❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ζ P ΓI s✉❝❤ t❤❛t c♣Iq ↕ supt➙0 I♣ζ♣tqq ➔ c̃♣Iq. ❖❜s❡r✈❡ ♥♦✇ t❤❛t✱ ❜②

❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭✵✳✷✳✶✮ ❛♥❞ ♣f1q✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥

h♣tq ✏
1

2
rζ♣tqs2s ✁

2✝s
2
Φ♣ζ♣tqq, t → 0,

❝❤❛♥❣❡s s✐❣♥✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts t0 → 0 s✉❝❤ t❤❛t g♣t0q ✏ 0 ❛♥❞ ζ♣t0q ✘ 0, ✇❤✐❝❤

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t rζ♣t0qs2s ✏ 2✝sΦ♣ζ♣t0qq. ◆♦✇ t❛❦✐♥❣ u ✏ ζ♣t0q ✐♥ ✭✷✳✺✳✾✮ ✇❡ ❣❡t

sup
t➙0

I♣ζu♣tqq ✏
1

2
rζ♣t0qs

2
s ✁ Φ♣ζ♣t0qq ↕ sup

t➙0

I♣ζ♣tqq,

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ c̃♣Iq. �

❘❡♠❛r❦ ✷✳✺✳✻✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ ♦✉r ♥♦♥❧♦❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ ❬✾✽✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹❪✱ ✇❡

❤❛✈❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♣❛t❤s✳ ❚❤✐s ✐s ♠❛❞❡ ❜② ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t

sup
t➙0

I♣ζv♣tqq ✏ sup
t➙0

I♣ζvσ♣tqq,

❢♦r ❛♥② r❡s❝❛❧✐♥❣ vσ♣xq ✏ v♣x④σq, σ → 0, ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s❡t

Γ̃1
I :✏

✥
ζ P ΓI : ζ ✏ ζu ❢♦r s♦♠❡ u P Ds,2♣RNq ✇✐t❤ Φ♣uq → 0 ❛♥❞ russ ➙ 1

✭
,

❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧

c̃1♣Iq :✏ inf
ζPΓ̃1

I

sup
t➙0

I♣ζ♣tqq,

t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t c̃♣Iq ✏ c̃1♣Iq.

✷✳✺✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✷

Pr♦♦❢✳ ✭✐✮ ▲❡t v P Ds,2♣RNq ❜❡ ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ I. ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷

✇❡ ❤❛✈❡ ζv P ΓI ❛♥❞ t ✏ 1 ✐s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t ÞÑ I♣ζv♣tqq ✏

♣1④2qtN✁2srvs2s ✁ tNΦ♣vq. ❍❡♥❝❡ c♣Iq ↕ maxt➙0 I♣ζv♣tqq ✏ I♣vq.

✭✐✐✮ ❙✐♥❝❡ w ✐s ❛ ♠❛①✐♠✐③❡r ❢♦r ✭✷✳✷✳✶✮ ✇❡ ❤❛✈❡➺
RN

f♣wqv dx ✏ 2λ

➺
RN

♣✁∆qs④2w♣✁∆qs④2v dx, ❅v P Ds,2♣RNq,

✇❤❡r❡ λ ✐s ❛ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r✳ ❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t λ ✘ 0. ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇❡

❣❡t f♣wq ✏ 0 ❛✳❡ ✐♥ R
N , ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ Φ♣wq → 0. ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥

❛♣♣❧② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷ t♦ ❣❡t

2λrws2s ✏ 2✝s

➺
RN

F ♣wq dx,

✻✹



✇❤✐❝❤ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✳✶✮ ✐♠♣❧✐❡s 2λl0 ✏ 2✝sS1l
N④♣N✁2sq
0 , ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ✈❛❧✉❡

♦❢ l0 ❣✐✈❡s λ ✏ 1④2. ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

I♣wq ✏

✂
1

2
✁

1

2✝s

✡
rws2s → 0.

▲❡t ✉s ♣r♦✈❡ ♥♦✇ t❤❡ ❧❛st st❛t❡♠❡♥t ♦❢ ✭✐✐✮✳ ❇② t❤❡ ♣❛rt ✭✐✮✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r♦✈❡

t❤❛t I♣wq ↕ c♣Iq. ▲❡t u P Ds,2♣RNq ✇✐t❤ Φ♣uq → 0, ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ũ ✏ u♣α☎q ✇❤❡r❡

α ✏ rus
2④♣N✁2sq
s . ❚❤❡♥ rũs2s ✏ 1 ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②

Φ♣ζu♣tqq ✏ Φ♣ζũ♣tαqq ↕ rζu♣tqs
2N

N✁2s
s S1, ❅t ➙ 0,

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✷✳✺✳✺ ❛♥❞ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✺✳✻✱ t❤❛t

c♣Iq ✏ inf
Φ♣uq→0,

russ➙1

sup
t➙0

✒
1

2
rζu♣tqs

2
s ✁ Φ♣ζu♣tqq

✚
➙ inf

Φ♣uq→0,

russ➙1

sup
t➙0

✒
1

2
rζu♣tqs

2
s ✁ rζu♣tqs

2N
N✁2s
s S1

✚
.

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡

sup
t➙0

1

2
rζu♣tqs

2
s ✁ rζu♣tqs

2N
N✁2s
s S1

✏

✒
1

2
♣2✝sS1q

✁N✁2s
2s ✁ S1♣2

✝
sS1q

✁N
2s

✚
rus2

✝
s ♣1✁sq

s , ❅u P Ds,2♣RNq ✇✐t❤ Φ♣uq → 0.

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

inf
Φ♣uq→0,

⑥u⑥➙1

sup
t➙0

✒
1

2
rζu♣tqs

2
s ✁ rζu♣tqs

2N
N✁2s
s S1

✚
✏

1

2
♣2✝sS1q

✁N✁2s
2s ✁ S1♣2

✝
sS1q

✁N
2s .

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❜② t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ✈❛❧✉❡ ♦❢ l0 ❛♥❞ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✳✶✮ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

I♣wq ✏
1

2
♣2✝sS1q

✁N✁2s
2s ✁ S1♣2

✝
sS1q

✁N
2s .

❚❤✉s c♣Iq ✏ I♣wq ❛♥❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ✭✐✮✱ t❤❡ ♣❛t❤ ζw P ΓI ✐s

♠✐♥✐♠❛❧✳ �

✷✳✺✳✹ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✸

Pr♦♦❢✳ ❲❡ st❛rt ❜② ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭✵✳✷✳✶✮ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣f1q

✐♠♣❧✐❡s I → 0. ▲❡t ♣ukq ❜❡ ❛ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❛t ✐s✱ Φ♣ukq ✏ 1 ❛♥❞ ruks
2
s Ñ I.

❙✐♥❝❡ t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ ✇❡ ♠❛② ❛♣♣❧② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦ ♣r♦✜❧❡

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✭✶✳✶✳✶✮✕✭✶✳✶✳✹✮✳ ❇② t❤❡ ❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✹✳✷✱ ✇❡ ❤❛✈❡

1 ✏
➳
nPN✝

➺
RN

F ♣w♣nqq dx,

✻✺



✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts n P N✝ ✇✐t❤ 0 ➔ Φ♣w♣nqq ↕ 1. ■❢ Φ♣w♣nqq ✏ 1, ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣

dk ❛s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ DZN ,R ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ss❡rt✐♦♥ ✭✶✳✶✳✶✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜② t❤❡ ✇❡❛❦ ❧♦✇❡r s❡♠✐✲

❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠ t❤❛t

I ↕ rw♣nqs2s ↕ lim inf
kÑ✽

rd✝kuks
2
s ✏ I ❛♥❞ rd✝kuks

2
s ✏ ruks

2
s Ñ rw♣nqs2s,

✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✸✳ ❍❡♥❝❡✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t Φ♣w♣nqq ➔ 1.

❙❡t vk ✏ d✝kuk ✁ w, ✇❤❡r❡ w ✏ w♣nq. ❇② ❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✹✳✸ ✇❡ ❤❛✈❡

lim
kÑ✽

✒
1✁

➺
RN

F ♣vkq dx

✚
✏

➺
RN

F ♣wq dx ✭✷✳✺✳✶✵✮

❉❡♥♦t❡ δ ✏ Φ♣wq ❛♥❞ s❡t ŵ ✏ w♣δ1④N ☎q. ❚❤✉s Φ♣ŵq ✏ 1 ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②

rws2s ✏ δ
N✁2s

N rŵs2s ➙ δ
N✁2s

N I. ✭✷✳✺✳✶✶✮

◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r

v̂k ✏ vk♣⑤1✁ δ⑤1④Nβ1④N
k ☎q, ✇❤❡r❡ βk ✏ Φ♣bkq ❛♥❞ bk ✏ vk♣⑤1✁ δ⑤1④N ☎q.

❙✐♥❝❡ βk ✏ ⑤1 ✁ δ⑤✁1Φ♣vkq, ❜② ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭✷✳✺✳✶✵✮ ✇❡ ❤❛✈❡ βk Ñ 1, ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡

Φ♣v̂kq ✏ 1 ❢♦r ❧❛r❣❡ k. ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦

rvks
2
s ✏ ⑤1✁ δ⑤

N✁2s
N β

N✁2s
N

k rv̂ks
2
s ➙ ⑤1✁ δ⑤

N✁2s
N β

N✁2s
N

k I, ✭✷✳✺✳✶✷✮

❢♦r ❧❛r❣❡ k. ■♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s✐♥❝❡ ruks2s ✏ rd✝kuks
2
s, ❜② r❡❧❛t✐♦♥s ✭✷✳✺✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✷✳✺✳✶✷✮

✇❡ ♠❛② ✐♥❢❡r

ruks
2
s ✏ rvks

2
s � 2rvk, wss � rws2s

➙
✑
δ

N✁2s
N � ⑤1✁ δ⑤

N✁2s
N β

N✁2s
N

k

✙
I � 2rvk, wss,

❛♥❞ ♣❛ss✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t ✇❡ ✜♥❛❧❧② ❝♦♥❝❧✉❞❡

1 ➙ δ1✁
2s
N � ⑤1✁ δ⑤1✁

2s
N ,

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ 0 ➔ δ ➔ 1. ❚❤✉s w ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r ✐♥ ✭✷✳✷✳✷✮ ❛♥❞

❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✇❡ ❤❛✈❡➺
RN

♣✁∆qs④2w♣✁∆qs④2v dx ✏ λ

➺
RN

f♣wqv dx, ❅ v P Ds,2♣RNq,

✇❤❡r❡ λ P R ✐s ❛ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r✳ ❚❛❦✐♥❣ v ✏ w ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐❞❡♥t✐t② ✇❡ ❤❛✈❡

λ ✘ 0, ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛♣♣❧② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷ t♦ ❣❡t λ ✏ I④2✝s , ✇❤✐❝❤ ❜② ❛♥ ❡❛s②

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✐❞❡♥t✐t✐❡s ✭✶✳✷✳✷✮ ❧❡❛❞s ✉s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t u ✏ w♣☎④βq ✐s ❛ ♥♦♥✲

tr✐✈✐❛❧ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭Es✮✱ ✇❤❡r❡ β ✏ λ1④2s ✏ ♣I④2✝s q
1④2s.

✻✻



▲❡t ✉s ♣r♦✈❡ ♥♦✇ t❤❛t u ✏ w♣☎④βq ✐s ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭Es✮✳ ❲❡ st❛rt ❜②

❛♣♣❧②✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷ ❛❣❛✐♥ t♦ ♦❜t❛✐♥

I♣uq ✏

✂
1

2
✁

1

2✝s

✡
rus2s ✏

s

N
♣2✝s q

✁N✁2s
2s rwsN④s

s . ✭✷✳✺✳✶✸✮

◆♦✇ ❧❡t v P Ds,2♣RNq ❜❡ ❛♥② ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭Es✮✳ ❋♦r ❛♥② σ → 0 ❞❡♥♦t❡

vσ ✏ v♣☎④σq. ❈❤♦♦s❡ σ s✉❝❤ t❤❛t Φ♣vσq ✏ 1, t❤❛t ✐s✱ σ ✏ ♣Φ♣vqq✁1④N . ❘❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤✐s

✈❛❧✉❡ ♦❢ Φ♣vq ✐♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② rvs2s ✏ 2✝sΦ♣vq, ✇❡ ❣❡t σ ✏ ♣2✝s q
1④N rvs✁2④N

s . ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

✇❡ ♦❜t❛✐♥

rvσs
2
s ✏ ♣2✝s q

N✁2s
N ♣rvs2sq

2s④N ,

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s

I♣vq ✏
s

N
rvs2s ✏

s

N
♣2✝s q

✁N✁2s
2s rvσs

N④s
s . ✭✷✳✺✳✶✹✮

❈♦♠♣❛r✐♥❣ ✐❞❡♥t✐t✐❡s ✭✷✳✺✳✶✸✮ ❛♥❞ ✭✷✳✺✳✶✹✮✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t I♣uq ↕ I♣vq, ✐✳❡✱ u ✐s ❛

❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❊q✳ ✭Es✮✳ �

✷✳✻ ❚❤❡ ♥♦♥✲❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❝❛s❡

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡

❛s②♠♣t♦t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ Iκ, ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❊q✳ ✭Es✮✱

❢♦r κ ✏ 0,�,✁.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✻✳✶✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t f♣x, tq s❛t✐s✜❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣f1q✕♣f6q✳ ■❢ F0♣tq ✐s s❡❧❢✲

s✐♠✐❧❛r ♦r ♣F0qκ♣tq ↕ Fκ♣tq, ❢♦r ❛❧❧ t, κ ✏ �,✁, t❤❡♥ c♣Iq ↕ c♣Iκq, ❢♦r κ ✏ 0,�,✁.

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉♥❞❡r t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ♣f ✶7q ✐♠♣❧✐❡s ♣f7q✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ❜❡ Sκ
l , t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ s✐♠✐❧❛r t♦ ✭✷✳✷✳✶✮ r❡❧❛t✐✈❡ t♦

t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ Fκ, ♣r❡❝✐s❡❧②✱

Sκ
l ✏ sup

rus2s✏l

➺
RN

Fκ♣uq dx ❢♦r κ ✏ 0,�,✁.

❋♦r ❡❛❝❤ κ ✏ �,✁, t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② Fκ ✐s ❛✉t♦✲s✐♠✐❧❛r✱ t❤✉s ✉s✐♥❣

❚❤❡♦r❡♠s ✷✳✷✳✶ ❛♥❞ ✷✳✷✳✷✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts wκ ♠❛①✐♠✐③❡r ♦❢ Sκ
l0
s✉❝❤ t❤❛t

c♣Iκq ✏ Iκ♣wκq ✏ max
t➙0

Iκ♣ζwκ
♣tqq → 0.

❋♦r ❡❛❝❤ κ ✏ �,✁, ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡

wκ
n :✏ γ

N✁2s
2

jκnwκ

�
γj

κ
n ☎
✟
,

✇❤❡r❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♣jκnq ⑨ Z ✐s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t j�n Ñ �✽ ❛♥❞ j✁n Ñ ✁✽✳

❙✐♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ κ ✏ �,✁,✞✞I♣ζwκ
n
♣tqq ✁ Iκ♣ζwκ

♣tqq
✞✞ ↕ tN

➺
RN

✞✞✞γ✁NjκnF
✁
γ✁jκntx, γ

N✁2s
2

jκnwκ

✠
✁ Fκ♣wκq

✞✞✞ dx,
✻✼



t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧✐♠✐ts ✐♥ ♣f5q✱ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ✭❜② ❛ ❞❡♥s✐t② ❛r❣✉♠❡♥t✮

t❤❛t

lim
nÑ✽

I♣ζwκ
n
♣tqq ✏ Iκ♣ζwκ

♣tqq, ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ ❝♦♠♣❛❝t s❡ts ♦❢ R. ✭✷✳✻✳✶✮

❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤ ζwκ
n
, κ ✏ �,✁, ❜❡❧♦♥❣s t♦ ΓI , ❢♦r n ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ■♥ ❢❛❝t✱

❜② t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ x ♦❢ ♣f5q ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts n0 → 0

s✉❝❤ t❤❛t➺
RN

γ✁NjκnF
✁
γ✁j

κ
ntx, γ

N✁2s
2

jκnwκ

✠
dx →

1

2

➺
RN

Fκ♣wκq dx, ❅n → n0 ❛♥❞ t → 0.

❚❤✉s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ n t❤❡r❡ ❡①✐st tn → 0 s✉❝❤ t❤❛t

I♣ζwκ
n
♣tnqq ✏ max

t➙0
I♣ζwκ

n
♣tqq → 0.

❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♣tmq ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡

❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥

0 ➔ I♣ζwκ
n
♣tmqq ✏

1

2
tN✁2sm rws2s ✁ tNm

➺
RN

γ✁NjnF
✁
γ✁jntmx, γ

N✁2s
2

jnwκ

✠
dxÑ ✁✽,

❛s mÑ ✽. ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ tm Ñ t0, ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡

lim
mÑ✽

max
t➙0

I♣ζwκ
n
♣tnqq ✏ Iκ♣ζwκ

♣t0qq,

❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✭✷✳✻✳✶✮✳ ❚❤✉s ✇❡ ♠❛② ❝♦♥❝❧✉❞❡

c♣Iq ↕ lim
nÑ✽

max
t➙0

I♣ζwκ
n
♣tqq ↕ max

t➙0
Iκ♣ζwκ

♣tqq ✏ c♣Iκq.

■❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♠❛①✐♠✐③❡r w0 ❢♦r S0
l0
, t❤❡♥ ❛♥ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥t ❛s ❛❜♦✈❡ ❧❡❛❞s t♦

c♣Iq ↕ c♣I0q. ■♥ ❢❛❝t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ n, ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣❛t❤

λn♣tq ✏ w0

✁ ☎ ✁ yn

t

✠
, t ➙ 0,

✇❤❡r❡ ♣ynq ✐s t❛❦❡♥ ✐♥ ❛ s✉❝❤ ✇❛② t❤❛t ⑤yn⑤ Ñ ✽. ❆s ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡st✐♠❛t❡

⑤I♣λn♣tqq ✁ I0♣w0♣☎④tqq⑤ ↕ tN
➺
RN

⑤F ♣tx� yn, w0q ✁ F0♣w0q⑤ dx,

t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

lim
nÑ✽

I♣λn♣tqq ✏ I0♣w0♣☎④tqq, ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ ❝♦♠♣❛❝t s❡ts ♦❢ R.

❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤ λn ❜❡❧♦♥❣s t♦ ΓI , ❢♦r n ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡

❝♦♥tr❛r②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ n0 ❛♥❞ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ln Ñ ✽ s✉❝❤ t❤❛t I♣λn0
♣lnqq → 0, ❢♦r ❛❧❧

n. ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❛t

lim
nÑ✽

➺
RN

F ♣lnx� yn0
, w0q dx ✏

➺
RN

F0♣w0q dx,

✻✽



✇❤✐❝❤✱ ❜② t❛❦✐♥❣ n ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ I♣λn0
♣lnqq ➔ 0✳ ▲❡t tn → 0

s✉❝❤ t❤❛t

I♣λn♣tnqq ✏ max
t➙0

I♣λn♣tqq → 0.

❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ✇❡ ❣❡t t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♣tnq ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛

s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♣tknq t❤❛t ✐♠♣❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥

0 ➔ I♣λn♣tknqq ✏
1

2
tN✁2s
kn

rw0s
2
s ✁ tNkn

➺
RN

F ♣tknx� yn, w0q dxÑ ✁✽, ❛s nÑ ✽.

❚❤✉s✱ ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ tn Ñ t0 ❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

lim
nÑ✽

max
t➙0

I♣λn♣tqq ✏ I0♣w0♣☎④t0qq.

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

c♣Iq ↕ lim
nÑ✽

max
t➙0

I♣λn♣tnqq ↕ max
t➙0

I0♣w0♣☎④tqq ✏ c♣I0q,

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷ t♦ ✐♥❞✉❝❡ t❤❛t t ✏ 1 ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢

I0♣w0♣☎④tqq. ❚❤✉s✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t S0
l0
✐s ♥♦t ❛tt❛✐♥❡❞✳ ❇② ❘❡♠❛r❦s ✷✳✺✳✶ ❛♥❞ ✷✳✺✳✷❀

❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✶✱ ✐❢ S0
l0
✐s ♥♦t ❛tt❛✐♥❡❞ t❤❡♥ S0

l0
✏ S�

l0
♦r S0

l0
✏ S✁

l0
. ❚❤✉s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡

❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ S0
l0
✇❡ ❣❡t

c♣Iκq ↕ I0♣uq, κ ✏ �,✁, ❅ u P Ds,2♣RNq ✇✐t❤ rus2s ✏ l0.

▲❡t u P Ds,2♣RNq, u ✘ 0, ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ α ✏ rus2s, t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡s❝❛❧✐♥❣

ul0 ✏ u♣t0☎q, ✇❤❡r❡ t0 ✏ ♣α④l0q
✁1④♣N✁2sq, ✇❡ ❤❛✈❡ rul0s

2
s ✏ l0 ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②

c♣Iκq ↕ I♣ul0q ✏
1

2
tN✁2s
0 rus2s ✁ tN0 Φ0♣uq

↕ max
t➙0

I0♣ζu♣tqq, ❢♦r κ ✏ �,✁.

❇② ▲❡♠♠❛ ✷✳✺✳✺ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ c♣Iκq ↕ c♣I0q, κ ✏ �,✁.

◆♦✇ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ♣f ✶7q ❤♦❧❞s✳ ❆s s❡❡♥ ❛❜♦✈❡✱ ζwκ
❜❡❧♦♥❣s t♦ ΓI , t❤✉s

c♣Iq ↕ max
t➙0

I♣ζwκ
♣tqq ➔ max

t➙0
Iκ♣ζwκ

♣tqq ✏ c♣Iκq, κ ✏ �,✁.

❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t S0
l0
✐s ❛tt❛✐♥❡❞✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥ ♣f7q✳

❆ss✉♠❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❜② ❛r❣✉✐♥❣ ❛s ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ S0
l0
✏ S�

l0
♦r S0

l0
✏ S✁

l0
. ❚❛❦✐♥❣

⑤x⑤ Ñ ✽ ✐♥ ♣f ✶7q ✇❡ ❣❡t t❤❛t F0♣tq ➙ Fκ♣tq, κ ✏ �,✁, ❢♦r ❛❧❧ t P R. ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐♥

❛♥② ❝❛s❡✱ ➺
RN

F0♣wκq dx ↕ sup
rus2s✏l0

➺
RN

F0♣uq dx

✏

➺
RN

Fκ♣wκq dx ↕

➺
RN

F0♣wκq dx, κ ✏ �,✁, ✭✷✳✻✳✷✮

❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✻✳✷✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t S0
l0
✐s ❛tt❛✐♥❡❞✳ �

❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✉♥t✐❧ ♥♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❛❧❧② ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✹✳

✻✾



✷✳✻✳✶ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✹

■♥ ♦r❞❡r t♦ tr❡❛t t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣f7q✱ t❤❛t ✐s ♥♦t

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ❬✾✽❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❛s❡ c♣Iκq ✏ c♣Iq, κ ✏ 0,�,✁,

♠❛② ♦❝❝✉r✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✻✳✹✱ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t

♦❢ I ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧ ✭✷✳✶✳✶✮ ✐s ❛tt❛✐♥❡❞✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✻✳✷✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡

c1♣Iq ✏ inf
γPΓI

sup
tPr0,1s

I♣γ♣tqq,

✇❤❡r❡

Γ1
I ✏

✥
γ P C♣r0, 1s,Ds,2♣RNqq : γ♣0q ✏ 0, rγ♣1qss → r, I♣γ♣1qq ➔ 0

✭
,

❛s t❤❡ ✉s✉❛❧ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t c1♣Iq ✏ c♣Iq.

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✹ ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳ ❋♦r t❤❡ r❡❛❞❡r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥

s❡✈❡r❛❧ st❡♣s✳

✭✐✮ ❲❡ st❛rt ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♣f2q ❛♥❞ ♣f3q ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ I ❤❛s t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❣❡♦♠❡tr②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ΓI ✘ ❍ ❛♥❞ 0 ➔ c♣Iq ➔ ✽.

■♥ ❢❛❝t✱ s❡t v ✏ ϕR♣xq :✏ vR♣⑤x ✁ x0⑤q, ✇❤❡r❡ vR ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✳✻✳ ❚❤❡♥

ϕR P Ds,2♣RNq ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡➺
RN

F ♣x, vq dx ✏

➺
BR♣x0q

F ♣x, t0q dx�

➺
BR�1♣x0q③BR♣x0q

F ♣x, vq dx

➙ ⑤BR⑤ inf
BR♣x0q

F ♣x, t0q � ⑤BR�1③BR⑤ inf
♣x,tqP♣BR�1♣x0q③BR♣x0qq✂r0,t0s

F ♣x, tq → 0

❙✐♥❝❡ ♣f2q ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ d④dt♣F ♣x, tqt✁µq ➙ 0, t → 0, ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r t → 1 t❤❛t➺
RN

F ♣x, tvq dx ➙ tµ
➺
RN

F ♣x, vq dx.

❍❡♥❝❡

I♣tvq ✏
t2

2
rvs2s ✁

➺
RN

F ♣x, tvq dx ↕
t2

2
rvs2s ✁ tµ

➺
RN

F ♣x, vq dxÑ ✁✽, ❛s tÑ ✽.

■♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❜② t❤❡ ❣r♦✇t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣f1q ❛♥❞ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✵✳✷✳✶✱

I♣uq ➙ rus2s

✂
1

2
✁ Crus2

✝
s ✁2

s

✡
, u P Ds,2♣RNq,

❚❤✉s✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ russ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ I♣uq → 0. ❚❤❡ s❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞

❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s Iκ, s✐♥❝❡ Fκ s❛t✐s✜❡s ♣f2q ❛♥❞ ♣f3q✳

▲❡t ♣ukq ✐♥ Ds,2♣RNq ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t I♣ukq Ñ c♣Iq ❛♥❞ I ✶♣ukq Ñ 0, ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡

❝❛♥ ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② t❤❡ ▼♦✉♥t❛✐♥ P❛ss ❚❤❡♦r❡♠ ✭s❡❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✻✳✷✮✳

✼✵



✭✐✐✮ ❇② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣f2q✱ t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ Ds,2♣RNq, s✐♥❝❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ k,

✇❡ ❤❛✈❡

c♣Iq � 1� rukss ➙ I♣ukq ✁
1

µ
I ✶♣ukq ☎ uk

✏

✂
1

2
✁

1

µ

✡
ruks

2
s ✁

➺
RN

F ♣x, ukq ✁
1

µ
f♣x, ukquk dx

➙

✂
1

2
✁

1

µ

✡
ruks

2
s.

▲❡t ♣w♣nqq, ♣y♣nqk q ❛♥❞ ♣j
♣nq
k q ❜❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶✳ ■❢ w♣nq ✏ 0

❢♦r ❛❧❧ n ➙ 2, t❤❡♥ ❜② ❛ss❡rt✐♦♥s ✭✶✳✶✳✶✮ ❛♥❞ ✭✶✳✶✳✹✮ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶✱

uk Ñ w♣1q ✐♥ L2✝s ♣RNq ❛♥❞ uk á w♣1q ✐♥ Ds,2♣RNq.

❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t w♣1q ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ I s✉❝❤ t❤❛t✱ ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱

uk Ñ w♣1q ✐♥ Ds,2♣RNq.

✭✐✐✐✮ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ ✜rst t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣f7q ❤♦❧❞s tr✉❡✳ ❲❡ ❛r❣✉❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥

❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts n0 ➙ 2, s✉❝❤ t❤❛t w♣n0q ✘ 0. ❇② t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ✭✶✳✶✳✸✮ ❛♥❞

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✶ ✇❡ ❤❛✈❡✱ ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❛t

c♣Iq ✏ lim
kÑ✽

✒
1

2
⑥uk⑥

2 ✁

➺
RN

F ♣x, ukq dx

✚
➙ I♣w♣1qq �

➳
nPN0,n→1

I0♣w
♣nqq �

➳
nPN�

I�♣w♣nqq �
➳

nPN✁
I✁♣w♣nqq. ✭✷✳✻✳✸✮

▲❡t ϕ P C✽
0 ♣R

Nq ❛♥❞ n ➙ 1. ❙✐♥❝❡✞✞✞γ✁N�2s
2

j
♣nq
k f

✁
γ✁j

♣nq
k x� y

♣nq
k , γ

N✁2s
2

j
♣nq
k t

✠✞✞✞ ↕ C⑤t⑤2
✝
s✁1, ❅x P R

N ❛♥❞ t P R,

❜② t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭✵✳✷✳✸✮, ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ t❤❡ ❧✐♠✐t

I ✶♣ukq ☎
✁
γ

N✁2s
2

j
♣nq
k ϕ♣γj

♣nq
k ♣☎ ✁ y

♣nq
k qq

✠
✏ rγ✁

N✁2s
2

j
♣nq
k uk♣γ

✁j
♣nq
k ☎ �y

♣nq
k q, ϕss

✁

➺
RN

γ✁
N�2s

2
j
♣nq
k f

✁
γ✁j

♣nq
k x� y

♣nq
k , γ

N✁2s
2

j
♣nq
k v

♣nq
k

✠
ϕ dx,

✇❤❡r❡

v
♣nq
k :✏ γ✁

N✁2s
2

j
♣nq
k uk♣γ

✁j
♣nq
k ☎ �y

♣nq
k q,

t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t w♣1q ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ I ❛♥❞ w♣nq ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ I0, I� ♦r I✁,

♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t n P N0,N� ♦r N✁, r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✉s✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣f2q

Iκ♣w
♣nqq ✏

1

2

➺
RN

fκ♣w
♣nqqw♣nq dx✁

➺
RN

Fκ♣w
♣nqq dx ➙ 0, ❅n ➙ 2,

✼✶



❛♥❞ I♣w♣1qq ➙ 0. ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ c♣Iq ➔ c♣Iκq ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡

✭✷✳✻✳✸✮ ✐♠♣❧✐❡s Iκ♣w♣n0qq ➔ c♣Iκq, ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✷ ✭♦r

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✮✳

✭✐✈✮ ❙✉♣♣♦s❡ ♥♦✇ t❤❛t r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✳✷✮ ❤♦❧❞s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣f7q✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✶✳✷✮

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤ ζw♣n0q ❜❡❧♦♥❣s t♦ ΓI ❛♥❞ c♣Iq ↕ Iκ♣w
♣n0qq, ✇❤❡r❡ κ ✐s t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥❞❡① ❢♦r ✇❤✐❝❤ n0 ❜❡❧♦♥❣s✳ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡

✭✷✳✻✳✸✮✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

uk Ñ w♣1q ✐♥ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦r c♣Iq ✏ max
t➙0

I♣w♣n0q♣☎④tqq.

■❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧ c♣Iq ✐s ❛tt❛✐♥❡❞ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✻✳✹ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡

❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t u P ζw♣n0q♣r0,✽qq s✉❝❤ t❤❛t I♣uq ✏ c♣Iq. �

✼✷



❈❤❛♣t❡r ✸

❈♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❛t t❤❡

♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❧❡✈❡❧ ❢♦r ♥♦♥❧♦❝❛❧

❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✇❡❛❦ ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡

s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛ss ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥

♣✁∆qsu� a♣xqu ✏ f♣x, uq ✐♥ R
N . ✭Hs✮

❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❡①✐st❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧s a♣xq, ♥♦t

♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ ③❡r♦ ❛♥❞ ❢♦r ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ ❜♦t❤ s✉❜❝r✐t✐❝❛❧

❛♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤ r❛♥❣❡ t❤❛t ♠❛② ♥♦t s❛t✐s❢② t❤❡ ❆♠❜r♦s❡tt✐✲❘❛❜✐♥♦✇✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❖✉t❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✳ ✸✳✶✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s

♦♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ a♣xq ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② f♣x, tq ✐♥ ❊q✳ ✭Hs✮ t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ st❛t❡ ♦✉r

r❡s✉❧ts ✐♥ ❙❡❝t✳ ✸✳✷✳ ■♥ ❙❡❝t✳ ✸✳✸✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣s t♦ ♣r♦✈❡ ♦✉r

♠❛✐♥ r❡s✉❧ts✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✭Hs✮

♣♦ss❡ss t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ P❛❧❛✐s✲❙♠❛❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛t t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss

❧❡✈❡❧ ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞✳ ■♥ ❙❡❝t✳ ✸✳✹ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❧✐♠✐t ✉♥❞❡r t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ P❛❧❛✐s✲❙♠❛❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛t t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡❧❛t❡❞

t♦ ✭Hs✮✳ ■♥ ❙❡❝t✳ ✸✳✺ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❊q✳ ✭Hs✮ ✐♥ t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s

❝❛s❡ f♣x, tq ✏ f♣tq s❛t✐s❢② ❛ P♦❤♦③❛❡✈ t②♣❡ ✐❞❡♥t✐t②✳ ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✻✱ ✸✳✼✱ ✸✳✽ ❛♥❞ ✸✳✾

❛r❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss

s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❊q✳ ✭Hs✮✳

✼✸



✸✳✶ ❍②♣♦t❤❡s✐s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ ✭Hs✮ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡

✇❛②✱ ♥❡①t ✇❡ st❛t❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ a♣xq ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②

f♣x, tq r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ❛❧✇❛②s ❛ss✉♠❡ t❤❛t N → 2s ❛♥❞ 0 ➔ s ➔ 1.

❙✉❜❝r✐t✐❝❛❧ ❝❛s❡

• ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ a♣xq ✏ V ♣xq ✁ b♣xq.

✭V1✮ V ♣xq P Lσ
loc♣R

Nq, ❢♦r s♦♠❡ σ → 2N④♣N � 2sq ❛♥❞ V ♣xq ✐s 1✁♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥ xi,

i ✏ 1, . . . , N.

✭V2✮ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥✜♠✉♠

CV ✏ inf
uPC✽

0
♣RN q,⑥u⑥2✏1

➺
RN

⑤♣✁∆qs④2u⑤2 � V ♣xqu2 dx

✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ V ♣xq ➙ ✁B ❛✳❡✳ x P R
N , ❢♦r s♦♠❡ B → 0.

✭V3✮ 0 ↕ b♣xq P Lβ♣RNq, ❢♦r s♦♠❡ β → N④2s, ❛♥❞ ⑥b♣xq⑥β ➔ C
♣βq
V ✱ ✇❤❡r❡

C
♣βq
V ✏ inf

uPHs
V
♣RN q,⑥u⑥

2β✶✏1

➺
RN

⑤♣✁∆qs④2u⑤2 � V ♣xqu2 dx, β✶ ✏ β④♣β ✁ 1q.

✭V4✮ V ♣xq P Lσ
loc♣R

Nq, ❢♦r s♦♠❡ σ → N④2s ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts t❤❡ ❧✐♠✐t 0 ➔ V✽ :✏

lim⑤x⑤Ñ✽ V ♣xq.

• ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ f♣x, tq.

✭f1✮ f : RN ✂ R Ñ R ✐s ❛ ❈❛r❛t❤é♦❞♦r② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❡✈❡r② ε → 0 t❤❡r❡

❡①✐sts pε P ♣2, 2✝s q ❛♥❞ Cε → 0 s✉❝❤ t❤❛t

⑤f♣x, tq⑤ ↕ ε♣⑤t⑤ � ⑤t⑤2
✝
s✁1q � Cε⑤t⑤

pε✁1, ❛✳❡✳ x P R
N ❛♥❞ ❅ t P R.

✭f2✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts µ → 2 s✉❝❤ t❤❛t✱

µF ♣x, tq :✏ µ

➺ t

0

f♣x, τq dτ ↕ f♣x, tqt, ❛✳❡✳ x P R
N ❛♥❞ ❅ t P R.

✭f3✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts R → 0, t0 → 0, x0 P R
N s✉❝❤ t❤❛t

⑤BR⑤ inf
BR♣x0q

F ♣x, t0q � ⑤BR�1③BR⑤ inf
♣x,tqP♣BR�1♣x0q③BR♣x0qq✂r0,t0s

F ♣x, tq → 0,

✼✹



■♥ t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ f♣x, tq ✏ f♣tq, ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ♣f3q✳

✭f ✶3✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts t0 → 0 s✉❝❤ t❤❛t F ♣t0q → 0.

✭f4✮ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♠✐ts ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥ x,

lim
tÑ0

f♣x, tq

t
✏ 0 ❛♥❞ lim

⑤t⑤Ñ✽
F ♣x, tq

t2
✏ ✽.

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❛♥② ❝♦♠♣❛❝t s❡t K ✐♥ R, t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t C ✏ C♣Kq

s✉❝❤ t❤❛t

⑤f♣x, tq⑤ ↕ C, ❛✳❡✳ x P R
N ❛♥❞ ❅ t P K.

✭f5✮ ▲❡t F♣x, tq :✏ 1
2
f♣x, tqt✁ F ♣x, tq. ❋♦r ❛♥② 0 ➔ a ➔ b, ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

inf
xPRN

inf
a↕⑤t⑤↕b

F♣x, tq → 0.

✭f6✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts p0 → maxt1, N④2s✉ ❛♥❞ a0, R0 → 0 s✉❝❤ t❤❛t

⑤f♣x, tq⑤p0 ↕ a0⑤t⑤
p0F♣x, tq, ❛✳❡✳ x P R

N , ❛♥❞ ❅ ⑤t⑤ → R0.

✭f7✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ 1✁♣❡r✐♦❞✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ fP♣x, tq ✐♥ xi i ✏ 1, . . . , N s✉❝❤ t❤❛t

lim
⑤x⑤Ñ✽

⑤f♣x, tq ✁ fP♣x, tq⑤ ✏ 0,

✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ ❝♦♠♣❛❝t s❡ts ♦❢ R. ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t fP♣x, tq s❛t✐s✜❡s ♣f1q

❛♥❞ ❡✐t❤❡r ♣f2q✕♣f3q ♦r ♣f4q✳

✭f8✮ ❋♦r ❛✳❡✳ x P R
N t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

t ÞÑ
fP♣x, tq

⑤t⑤
, ✐s str✐❝t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ R.

❋♦r t❤❡ ♥❡①t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❡ ❛r❡ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t fP♣x, tq ✐♥ ♣f7q ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t ❛♥❞ ✇❡

❞❡♥♦t❡ f✽♣tq ✏ fP♣tq.

✭f9✮ f✽♣tq ❜❡❧♦♥❣s t♦ C1♣Rq ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts t0 → 0 s✉❝❤ t❤❛t

F✽♣t0q ✁
V✽
2
t20 → 0, ✇❤❡r❡ F✽♣tq ✏

➺ t

0

f✽♣τqdτ.

✼✺



❲❡ ❧♦♦❦ ❢♦r s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ Hs
V ♣R

Nq ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢

C✽
0 ♣R

Nq ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦r♠

⑥u⑥2V :✏

➺
RN

⑤♣✁∆qs④2u⑤2 � V ♣xqu2 dx.

■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ V ♣xq P L1
loc♣R

Nq ❛♥❞ ♣V2q✱ t❤❡♥ Hs
V ♣R

Nq ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✱ ❛❧s♦ ⑥ ☎ ⑥V ✐s

✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t

♣u, vqV :✏

➺
RN

♣✁∆qs④2u♣✁∆qs④2v � V ♣xquv dx,

❛♥❞ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t Hs
V ♣R

Nq ✐s ❛ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡✳

❲r✐t✐♥❣✱ a♣xq ✏ V ♣xq ✁ b♣xq, ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭Hs✮✱ t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ I : Hs
V ♣R

Nq Ñ R ❣✐✈❡♥ ❜②

I♣uq ✏
1

2
⑥u⑥2V ✁

1

2

➺
RN

b♣xqu2 dx✁

➺
RN

F ♣x, uq dx.

■❢ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ♣V3q ❛♥❞ ♣f1q t❤❡♥ I P C1♣Hs
V ♣R

Nqq ❛♥❞

I ✶♣uq☎v ✏
➺
RN

♣✁∆qs④2u♣✁∆qs④2v�♣V ♣xq✁b♣xqquv dx✁
➺
RN

f♣x, uqv dx, u, v P Hs,2
V ♣RNq.

❚❤✉s ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ I ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭Hs✮ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs❡❧②✳ ❲❡

❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧ ❛s

c♣Iq ✏ inf
γPΓI

sup
t➙0

I♣γ♣tqq, ✭✸✳✶✳✶✮

✇❤❡r❡

ΓI ✏
✦
γ P C♣r0,✽q, Hs

V ♣R
Nqq : γ♣0q ✏ 0, lim

tÑ✽
I♣γ♣tqq ✏ ✁✽

✮
. ✭✸✳✶✳✷✮

❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ C1 ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♠✐ts ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♣V4q✱

♣f7q ❛♥❞ ♣f9q✱

IP♣uq :✏
1

2
⑥u⑥2V ✁

➺
RN

FP♣x, uq dx, u P H
s
V ♣R

Nq,

I✽♣uq :✏
1

2
⑥u⑥2V✽ ✁

➺
RN

F✽♣uq dx, u P Hs
V ♣R

Nq,

✇❤❡r❡ FP♣x, tq ✏
➩t
0
f♣x, τqdτ. ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛s ✐♥ ✭✸✳✶✳✶✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✳✷✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ c♣IPq,

c♣I✽q,ΓIP ❛♥❞ ΓI✽ . ◆❡①t ✇❡ ✜♥❛❧❧② st❛t❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧ ♦❢

t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✱ t❤❛t ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ P❛❧❛✐s✲❙♠❛❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s

❛t t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❧❡✈❡❧✳

✭f10✮ c♣Iq ➔ c♣IPq;

✭f ✶10✮ c♣Iq ➔ c♣I✽q;
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❈r✐t✐❝❛❧ ❝❛s❡

• ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ a♣xq. ❍❡r❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ b♣xq ✑ 0, t❤❛t ✐s✱ a♣xq ✑ V ♣xq.

✭V ✝
1 ✮ V ♣xq P L

1
loc♣R

Nq ❳ C♣RN③Oq, ✇❤❡r❡ O ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t✱ ❛♥❞ V ♣xq ↕ 0 ❛✳❡✳ x P R
N .

▼♦r❡♦✈❡r

0 ➔ C✝V :✏ inf
uPC✽

0
♣RN q③t0✉

➩
RN ⑤♣✁∆q

s④2u⑤2 � V ♣xqu2 dx➩
RN ⑤V ♣xq⑤u2 dx

➔ ✽.

✭V ✝
2 ✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts a✝ P R

N s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♠✐ts ❡①✐st ❛♥❞ ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧②

❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✐♥ ❝♦♠♣❛❝t s❡ts

V�♣xq ✏ lim
λÑ✽

λ✁2sV ♣λ✁1♣x� a✝qq,

V✁♣xq ✏ lim
λÑ0

λ✁2sV ♣λ✁1♣x� a✝qq.

▼♦r❡♦✈❡r lim⑤x⑤Ñ✽ V ♣xq ✏ 0, ❛♥❞ V✟♣xq s❛t✐s✜❡s ♣V ✝
1 q✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t V✟♣xq ✙ 0.

✭V ✝
3 ✮ ❋♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ s❡q✉❡♥❝❡ ♣λkq ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs s✉❝❤ t❤❛t ❡✐t❤❡r ⑤λk⑤ Ñ ✽ ♦r

⑤λk⑤ Ñ 0; ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♣ykq ✐♥ R
N , s✉❝❤ t❤❛t ⑤λkyk⑤ Ñ ✽ ✇❡ ❤❛✈❡✱

lim
kÑ✽

λ✁2s
k V ♣λ✁1

k x� ykq ✏ 0, ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ ❝♦♠♣❛❝t s❡ts✳

• ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ f♣x, tq.

✭f✝1 ✮ f : RN ✂ R Ñ R s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❈❛r❛t❤é♦❞♦r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts

C → 0 s✉❝❤ t❤❛t

⑤f♣x, tq⑤ ↕ C⑤t⑤2
✝
s✁1, ❛✳❡✳ x P R

N ❛♥❞ ❅ t P R.

✭f✝2 ✮ ❋♦r ❡❛❝❤ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs a1, . . . , aM , t❤❡r❡ ❡①✐st C ✏ C♣Mq → 0 s✉❝❤ t❤❛t✞✞✞✞✞F
✄
x,

M➳
n✏1

an

☛
✁

M➳
n✏1

F ♣x, anq

✞✞✞✞✞ ↕ C♣Mq
➳

m✘nPt1,...,M✉
⑤an⑤

2✝s✁1⑤am⑤ ❛✳❡✳ x P R
N .

✭f✝3 ✮ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♠✐ts ❡①✐st ❛♥❞ ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✐♥ x ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛❝t s❡ts

❢♦r t,

f0♣tq :✏ lim
⑤x⑤Ñ✽

f♣x, tq,

f�♣tq :✏ lim
jPZ,jÑ�✽

γ✁
N�2s

2
jf
✁
γ✁jx, γ

N✁2s
2

jt
✠
,

f✁♣tq :✏ lim
jPZ,jÑ✁✽

γ✁
N�2s

2
jf
✁
γ✁jx, γ

N✁2s
2

jt
✠
,

❢♦r s♦♠❡ γ → 1 ❛♥❞ 0 ➔ s ➔ mint1, N④2✉.

✼✼



✭f✝4 ✮ ❋♦r ❡❛❝❤ κ ✏ 0,�,✁, t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

t ÞÑ
fκ♣tq

⑤t⑤
✐s str✐❝t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ R.

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣V ✝
1 q ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ⑥ ☎ ⑥V ❞❡✜♥❡s ❛ ♥♦r♠ ✐♥ Ds,2♣RNq

✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦♥❡ ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✮✳ ❚❤✉s ✐♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧

❝❛s❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜❧❡♠ ✭Hs✮ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ I✝ : Ds,2♣RNq Ñ R

❣✐✈❡♥ ❜②

I✝♣uq ✏
1

2
⑥u⑥2V ✁

➺
RN

F ♣x, uq dx, u P Ds,2♣RNq,

✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ✐s C1 ♣r♦✈✐❞❡❞ ♣f✝1 q ❤♦❧❞s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ c♣I✝q ❛♥❞ ΓI✝

s✐♠✐❧❛r❧② ❛s ✐♥ ✭✸✳✶✳✶✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✳✷✮✱ ❜② ❥✉st r❡♣❧❛❝✐♥❣ Hs
V ♣R

Nq ❜② Ds,2♣RNq.

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥❡①t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡

r❡s✉❧t✐♥❣ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✳

✭H ✝✮ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❤♦❧❞s✱

V ♣xq ↕ V✟♣xq, ❢♦r ❛✳❡✳ x P R
N , ✭✸✳✶✳✸✮

❋♦r ❡❛❝❤ κ ✏ 0,�,✁, Fκ♣tq ↕ F ♣x, tq, ❛✳❡✳ x P R
N ❛♥❞ ❅ t P R ✭✸✳✶✳✹✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞✱

✭✐✮ ❚❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✶✳✸✮ str✐❝t ✐♥ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ♠❡❛s✉r❡ ❞♦♠❛✐♥✳

✭✐✐✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts δ → 0 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✶✳✹✮ ✐s str✐❝t ❢♦r ❛❧❧ t P ♣✁δ, δq

❛♥❞ ❛✳❡✳ x P R
N .

❆❧s♦✱ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❝❛s❡ f♣x, tq ✑ f♣tq, ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②

✐s s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✱

✭f✝5 ✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts γ → 1 ❛♥❞ 0 ➔ s ➔ N④2 s✉❝❤ t❤❛t

F ♣tq ✏ γ✁NjF
✁
γ

N✁2s
2

jt
✠
, ❅ j P Z ❛♥❞ t P R.

✼✽



✸✳✷ ❙t❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts

❲❡ ✜rst st❛t❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❊q✳

✭Hs✮ ✐♥ ❜♦t❤ s✉❜❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✳ ❲❡ s❛② t❤❛t u

✐s ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✭Hs✮✱ ✇❤❡♥ I♣uq ↕ I♣vq ❢♦r ❛♥② ♦t❤❡r ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ v ✐♥

t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♣❛❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✶✳

✭✐✮ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t f♣x, tq ❛♥❞ a♣xq ✑ V ♣xq ❛r❡ 1✁♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥ xi, i ✏ 1, . . . , N ❛♥❞

s❛t✐s❢② ♣f1q✕♣f3q ♦r ♣f3q✕♣f6q ❛♥❞ ♣V1q✕♣V2q r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭Hs✮

❤❛s ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

✭✐✐✮ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t f♣tq P C1♣RNq s❛t✐s✜❡s ♣f ✶3q ❛♥❞ ♣f✝5 q ❢♦r s♦♠❡ γ → 1. ▲❡t

G ✏

✧
u P Ds,2♣RNq :

➺
RN

F ♣uq dx ✏ 1

✯
,

❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r

Iλ ✏ inf
uPG

✧➺
RN

⑤♣✁∆qs④2u⑤2 ✁ λ⑤x⑤✁2su2 dx

✯
, ✭✸✳✷✳✶✮

✇❤❡r❡ 0 ➔ λ ➔ ΛN,s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✵✳✵✳✸✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❛❞✐❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❡r w ❢♦r

✭✸✳✷✳✶✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts α → 0 s✉❝❤ t❤❛t u ✏ w♣☎④αq ✐s ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡

s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✭Hs✮✱ ✇✐t❤ a♣xq ✏ ✁λ⑤x⑤✁2s.

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✶ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ I ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥

♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐❧❛t✐♦♥s ✐♥ Hs♣RNq ❛♥❞ Ds,2♣RNq, t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✲

❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢ P❛❧❛✐s✲❙♠❛❧❡ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡

♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡♥s✉r❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦✉r

r❡s✉❧ts ✐♠♣r♦✈❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ❬✸✸❪ ❢♦r t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ s✐♥❝❡ ❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r

❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ a♣xq ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② F ♣x, tq ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥✳ ❆❧s♦ ✐♥ ❚❤❡r❡♦♠

✸✳✷✳✶✕✭✐✐✮ ✇❡ ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❆♠❜r♦s❡tt✐✲❘❛❜✐♥♦✇✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣f2q✳ ❖✉r

❛r❣✉♠❡♥t t♦ ♣r♦✈❡ ❚❤❡r❡♦♠ ✸✳✷✳✶✕✭✐✐✮ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ P♦❤♦③❡✈ t②♣❡ ✐❞❡♥t✐t② ❛♥❞ ❛s ✉s✉❛❧

❢♦r t❤✐s ✇❡ r❡q✉✐r❡❞ C1 r❡❣✉❧❛r✐t②✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✷✳ ▲❡t

c̄♣Iq :✏ inf
uPHs

V
♣RN q③t0✉

sup
t➙0

I♣tuq ❛♥❞ cN ♣Iq :✏ inf
uPN

I♣uq,

✇❤❡r❡ N ✏
✥
u P Hs

V ♣R
Nq③t0✉ : I♣uq ☎ u ✏ 0

✭
. ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❢♦r ❛✳❡✳ x P R

N t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

t ÞÑ
f♣x, tq

⑤t⑤
✐s str✐❝t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ R. ✭✸✳✷✳✷✮

✼✾



■❢ V ♣xq P L1
loc♣R

Nq, a♣xq ✏ V ♣xq✁ b♣xq s❛t✐s✜❡s ♣V2q✕♣V3q ❛♥❞ f♣x, tq ❢✉❧✜❧❧s ♣f1q✕♣f2q✱

t❤❡♥

c♣Iq ✏ c̄♣Iq ✏ cN ♣Iq.

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛♥② ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ u ✐♥ Hs
V ♣R

Nq ❛t t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❧❡✈❡❧ ✐s

❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✷ ✐♠♣r♦✈❡s s♦♠❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❬✼✾❪ s✐♥❝❡ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ a♣xq

♠❛② ❝❤❛♥❣❡s s✐❣♥ ❛♥❞ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇✱ ❛❧s♦ ✇✐t❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②

❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛t 0 ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♣f ✶1q✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✷ ♣r♦✈❡s t❤❡

❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❜② ✭✸✳✷✳✷✮✳ ■♥

❢❛❝t✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ❜❡❧♦✇ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥tr✐✈✐❛❧

✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ Hs
V ♣R

Nq ❛t t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❧❡✈❡❧✳

❖✉r ♥❡①t r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭Ps✮ ❛t t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥✲

♣❛ss ❧❡✈❡❧ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✸✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t f♣x, tq s❛t✐s✜❡s ♣f1q✕♣f3q ♦r ♣f3q✕♣f6q❀ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②

♣f7q✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❛❧s♦ t❤❛t a♣xq ❛♥❞ f♣x, tq s❛t✐s❢② ❡✐t❤❡r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱

✭✐✮ b♣xq ✑ 0, ♣V1q✕♣V2q✱ ♣f8q ❛♥❞ ♣f10q❀ ♦r

✭✐✐✮ V ♣xq ➙ 0, b♣xq ❤❛s ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt✱ ♣V2q✕♣V4q✱ ♣f9q ❛♥❞ ♣f
✶
10q❀ ♦r

✭✐✐✐✮ ❘❡♣❧❛❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣f10q ❛♥❞ ♣f
✶
10q ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐t❡♠s ❜②

I♣uq ↕ IP♣uq ❛♥❞ I♣uq ↕ I✽♣uq, ❅u P Hs
V ♣R

Nq, ✭✸✳✷✳✸✮

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❛s❡✳

❚❤❡♥ ❊q✳ ✭Hs✮ ♣♦ss❡ss ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ u ✐♥ Hs
V ♣R

Nq ❛t t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss

❧❡✈❡❧✱ t❤❛t ✐s✱ I♣uq ✏ c♣Iq. ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ✐t❡♠s ✭✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮✱ ❛♥②

s❡q✉❡♥❝❡ ♣ukq ✐♥ Hs
V ♣R

Nq s✉❝❤ t❤❛t I♣ukq Ñ c♣Iq ❛♥❞ I ✶♣ukq Ñ 0 ❤❛s ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t

s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✳

❚❤❡♦r❡♠s ✸✳✷✳✶✕✭✐✮ ❛♥❞ ✸✳✷✳✸ ❡①t❡♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ♦❢

❬✸✸✱ ✼✾✱ ✾✽❪ ✐♥ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✸ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ a♣xq ✏

V ♣xq ✁ b♣xq ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇ ❛♥❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✸✕✭✐✐✮ ✇❡ ❞♦

♥♦t ❛s❦ ♣f8q ❛s ✐t ✇❛s ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡s❡ ✇♦r❦s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✹✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t f♣x, tq ❛♥❞ a♣xq ✑ V ♣xq s❛t✐s❢② ♣f✝1 q✕♣f
✝
4 q✱ ✭✸✳✶✳✸✮✱

✭✸✳✶✳✹✮✱ ♣f2q✕♣f3q ❛♥❞ ♣V ✝
1 q✕♣V

✝
3 q r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥ ❊q✳ ✭Hs✮ ❤❛s ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✇❡❛❦

s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ Ds,2♣RNq ❛t t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❧❡✈❡❧✳ ■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❝♦♥❞✐t✐♦♥

♣H ✝q✱ t❤❡♥ ❛♥② s❡q✉❡♥❝❡ ♣ukq ✐♥ Ds,2♣RNq s✉❝❤ t❤❛t I✝♣ukq Ñ c♣I✝q ❛♥❞ I ✶✝♣ukq Ñ 0

❤❛s ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✳
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❚❤❡♦r❡♠s ✸✳✷✳✶✕✭✐✐✮ ❛♥❞ ✸✳✷✳✹ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ st✉❞② ♠❛❞❡ ✐♥ ❬✸✾❪✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✹

❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❬✷✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✷❪✱ s✐♥❝❡ ✇❡ t❛❦❡ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t

t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✐s ♥♦t ❛✉t♦♥♦♠♦✉s✳ ■t ❛❧s♦ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ❢♦r ♠❛♥②

r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛❜♦✉t ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r

❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞ s✐♥❣✉❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭❝❢✳ ❬✹✾✱ ✺✵✱ ✽✻✱ ✾✺❪ ❛♥❞ t❤❡

r❡❢❡r❡♥❝❡s ❣✐✈❡♥ t❤❡r❡✮✳

❘❡♠❛r❦s ♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts

❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✳✺✳ ◆❡①t ✇❡ ❣✐✈❡ s❡✈❡r❛❧ ❤❡❧♣❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

✭✐✮ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ♣f1q ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s✉❜❝r✐t✐❝❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♣f✝5 q ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t

✐s ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❛❜♦✉t ❛ s✉❜❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ⑤t⑤p✁2t, 2 ➔ p ➔ 2✝s . ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦

s❡❡ t❤❛t ♣f1q ❤♦❧❞s ♣r♦✈✐❞❡❞ f♣x, tq s❛t✐s✜❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣f ✶1q ❛♥❞ ♣f ✷1 q ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✳

✭f ✶1✮ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♠✐t ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥ x,

lim
tÑ0

f♣x, tq

⑤t⑤ � ⑤t⑤2
✝
s✁1

✏ 0;

✭f ✷1 ✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t C ❛♥❞ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ̺♣tq P C♣R③t0✉q ❳L✽♣Rq

✇✐t❤ 2 ➔ inftPR ̺♣tq ↕ suptPR ̺♣tq ➔ 2✝s , s✉❝❤ t❤❛t

⑤f♣x, tq⑤ ↕ C♣1� ⑤t⑤̺♣tq✁1q, ❛✳❡✳ x P R
N ❛♥❞ ❅ t P R;

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② s❛t✐s❢②✐♥❣ ♣f ✶1q ❛♥❞ ♣f ✷1 q ❝♦♥s✐❞❡r

f♣x, tq ✏ k♣xq r̺✶♣tq♣ln ⑤t⑤tq � ̺♣tqs ⑤t⑤̺♣tq✁2t, f♣x, 0q ✑ 0,

✇❤❡r❡

̺♣tq ✏
2✝s ✁ 2

16
sin ♣ln♣⑤ ln ⑤t⑤⑤qq �

52✝s � 6

8
❛♥❞ 0 ↕ k♣xq P C♣Rq ❳ L✽♣RNq.

❚❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② F ♣x, tq ✏ k♣xq⑤t⑤̺♣tq. ❆ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♣f1q ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝❛s❡

❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ ❬✾✻❪✳

✭✐✐✮ ❯s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s ✐♥ ❬✸✸✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ♣f4q ❛♥❞ ♣f6q ✐♠♣❧②

♣f1q ✐♥ ❛ ♠♦r❡ r❡str✐❝t s❡tt✐♥❣✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡r❡ ✐s p P ♣2, 2✝s q s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r

❛♥② ε → 0 t❤❡r❡ ✐s Cε → 0 ✇✐t❤

⑤f♣x, tq⑤ ↕ ε⑤t⑤ � Cε⑤t⑤
p✁1, ❛✳❡✳ x P R

N ❛♥❞ ❅ t P R.

❚❤❛t ✐s✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t f♣x, tq ❢✉❧✜❧❧s ♣f4q ❛♥❞ ♣f6q ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t pε ✏ p, ❢♦r ❛❧❧

ε → 0 ✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣f1q✳

✽✶



✭✐✐✐✮ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ♣f4q✕♣f6q ❛r❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ❆♠❜r♦s❡tt✐✲❘❛❜✐♥♦✇✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

♣f2q✱ ❛♥❞ ✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✸✼❪ ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝❛s❡✳ ❇② s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s

t❤❡ ♦♥❡s ♠❛❞❡ ✐♥ ❬✸✼❪✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣f6q ❤♦❧❞s ♦♥❝❡ ✇❡ t❛❦❡ ❛❝❝♦✉♥t ♣f4q✱ ♣f5q ❛♥❞

t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts p P ♣2, 2✝s q ❛♥❞ c1, c2, r1 → 0 s✉❝❤ t❤❛t

⑤f♣x, tq⑤ ↕ c1⑤t⑤
p✁1 ❛♥❞ F ♣x, tq ↕

✂
1

2
✁

1

c2⑤t⑤ν

✡
f♣x, tqt, ❢♦r ⑤t⑤ ➙ r1.

✇❤❡r❡ 1 ➔ ν ➔ 2 ✐❢ N ✏ 1, ❛♥❞ 1 ➔ ν ➔ N � p✁ pN④2s ✐❢ N ➙ 2.

✭✐✈✮ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ P❛❧❛✐s✲❙♠❛❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s ✇❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ✇❡

s❡♣❛r❛t❡ ♦✉r st✉❞✐❡s ❢♦r t❤❡ s✉❜❝r✐t✐❝❛❧ ❝❛s❡ ✐♥ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t s✐t✉❛t✐♦♥s✿ f♣x, tq

s❛t✐s✜❡s ♣f1q✕♣f3q ♦r ♣f3q✕♣f6q✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ f♣x, tq

❤❛s ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❜❡❤❛✈✐♦r ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s✉❜❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ r❡❢❡rs

t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ f♣x, tq ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s✜❡s ❆♠❜r♦s❡tt✐✲❘❛❜✐♥♦✇✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

✭✈✮ ■♥ ❬✸✸❪✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ♣❡r✐♦❞✐❝

t❡r♠s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❣❡♦♠❡tr② ✐t ✇❛s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t

F ♣x, tq → 0 ❢♦r ❛❧❧ ♣x, tq P R
N ✂R ❛♥❞ ♣f4q✳ ❚❤✐s s❡tt✐♥❣ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❛✉t❤♦r ❞♦ ♥♦t

✉s❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❆♠❜r♦s❡tt✐✲❘❛❜✐♥♦✇✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣f3q✳ ❍❡r❡✱ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡

❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❡✈❡♥ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝❛s❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ♣f3q ✐♥st❡❛❞ ♦❢

❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t F ♣x, tq → 0 ❢♦r ❛❧❧ ♣x, tq P R
N ✂ R.

✭✈✐✮ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ♣f5q ✐t ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ P❛❧❛✐s✲❙♠❛❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s

♦❢ t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❧❡✈❡❧ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ ❊q✳ ✭Hs✮✳ ■♥ ❬✸✸❪ t♦ ♣r♦✈❡ s✐♠✐❧❛r

r❡s✉❧t t❤❡ ❛✉t❤♦r ❛ss✉♠❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦r❡ r❡str✐❝t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

F ♣x, tq ✏
1

2
f♣x, tqt✁ F ♣x, tq ➙ b♣tqt2, ❅ ♣x, tq P R

N ✂ R,

❢♦r s♦♠❡ b♣tq P C♣R③t0✉,R�q.

✭✈✐✐✮ ■♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ st✉❞② ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❊q✳ ✭Hs✮ ✇❡ ✉s❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣f7q✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣❛♣❡rs✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♠♣♦s❡

t❤❡ ♠♦r❡ t✐❣❤t ❝♦♥❞✐t✐♦♥

⑤f♣x, tq ✁ fP♣x, tq⑤ ↕ h♣xq⑤t⑤q✁1 ❛✳❡✳ x ✐♥ R
N ❛♥❞ ❅ t P R,

✇❤❡r❡ h♣xq ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ C♣RNq ❳ L✽♣RNq s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r

❡✈❡r② ε → 0 t❤❡ s❡t tx P R
N : ⑤h♣xq⑤ ➙ ε✉ ❤❛s ✜♥✐t❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✳

✭✈✐✐✐✮ ❚❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ ♣f9q ✐s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡

❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❊q✳ ✭Hs✮ s❛t✐s✜❡s ❛ P♦❤♦③❛❡✈ t②♣❡

✐❞❡♥t✐t②✳

✽✷



✭✐①✮ ❲❡ ♣r♦✈❡ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ t❤❛t Hs
V ♣R

3q ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ✐t ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ Hs♣R3q. ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥✜♠✉♠

C
♣βq
V ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♣V3q ✐s str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡✳

✭①✮ ❖♥❝❡ t❤❡ ❧✐♠✐ts ✐♥ ♣V4q✱ ♣f7q✱ ♣f9q ♦r ♣f✝3 q ❡①✐st✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢

P❛❧❛✐s✲❙♠❛❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♣f10q✱ ♣f ✶10q✱ ♣H
✝q✳ ■♥

❢❛❝t✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠s ✸✳✷✳✸ ❛♥❞ ✸✳✷✳✹ ✇✐t❤♦✉t t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t

t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② P✳✲▲✳ ▲✐♦♥s ✐♥ ❬✻✺✕✻✽❪✳

✭①✐✮ ❙✐♠✐❧❛r❧② ❛s ♠❛❞❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ♣f10q✱ ♣f ✶10q✱ ♣H
✝q

❞♦ ♥♦t ❤♦❧❞✳ Pr❡❝✐s❡❧②✱ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ c♣Iq ✏ c♣IPq ♦r c♣Iq ✏ c♣I✽q. ■♥ t❤✐s

❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❛r❣✉♠❡♥t ❛t t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❧❡✈❡❧ ❝❛♥♥♦t

❜❡ ✉s❡❞✳ ❲❡ ❛♣♣❧② ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✻✳✹ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❞✐✣❝✉❧t② ❛♥❞ ♣r♦✈❡ ❡①✐st❡♥❝❡

♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❧❡✈❡❧✳

✭①✐✐✮ ❋♦r ♣r♦❜❧❡♠ ✭Hs✮ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣V ✝
1 q✕♣V

✝
3 q ♦♥

t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♣f✝3 q✱ ♣f
✝
4 q ❛♥❞ ♣H ✝q ♦♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠ f♣x, tq✳ ❚❤❡s❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♦✉r ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ ♣f10q✕♣f ✶10q✱ ❜❡❝❛✉s❡

t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡

♣r♦✜❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ P❛❧❛✐s✲❙♠❛❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛t t❤❡

♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❧❡✈❡❧ ✭❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❡st✐♠❛t❡ ✭✸✳✾✳✶✮✮✳

✭①✐✐✐✮ ■♥ ♦✉r r❡s✉❧ts✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t f♣x, tq ✏ f♣⑤x⑤, tq ❛♥❞ a♣xq ✏ a♣⑤x⑤q ❛r❡ r❛❞✐❛❧

✐♥ x ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t❡ f✽♣tq ♦r f0♣tq. ❚❤✐s ❢❛❝t ❝❛♥ ❜❡

❡❛s✐❧② ✈❡r✐✜❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✳✻✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♣V4q ❛♥❞ ♣f7q ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♥❡①t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤

❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ♣f10q ❛♥❞ ♣f ✶10q ❤♦❧❞✳

✭H ✮ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❤♦❧❞✱

FP♣x, tq ↕ F ♣x, tq, ❛✳❡✳ x P R
N ❛♥❞ t P R, ✭✸✳✷✳✹✮

V ♣xq ↕ V✽, ❛✳❡✳ x P R
N . ✭✸✳✷✳✺✮

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡✐t❤❡r ✭✸✳✷✳✹✮ ❤♦❧❞s str✐❝t❧② ✐♥ s♦♠❡ ♦♣❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧

❝♦♥t❛✐♥❡❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦r ✭✸✳✷✳✺✮ ❤♦❧❞s ✐♥ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡✳

■♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✽✳✶✱ ✉♥❞❡r s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r

t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧s✿ c♣Iq ↕ c♣IPq ❛♥❞ c♣Iq ↕ c♣I✽q. ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ✉♥❞❡r

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣H q ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ♣f10q ❛♥❞ ♣f ✶10q ❤♦❧❞✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✸✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭✸✳✷✳✹✮ ❛♥❞ ✭✸✳✷✳✺✮ ✐♠♣❧②

t❤❛t ✭✸✳✷✳✸✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳

✽✸



❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✳✼✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✳✼ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡

♦❢ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭Ps✮ ✐❢ f♣x, tq ➙ 0 ❢♦r ❛❧❧ t ➙ 0 ❛♥❞ ❛❧♠♦st ❡✈❡r②✇❤❡r❡

x ✐♥ R
N . ■♥ ❢❛❝t✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥

f̄♣x, tq ✏

★
f♣x, tq, ✐❢ t ➙ 0,

0, ✐❢ t ➔ 0.

❆ss✉♠❡ t❤❛t a♣xq P L1
loc♣R

Nq ❛♥❞ t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣f1q ❛♥❞ ♣V2q ❤♦❧❞ tr✉❡ ✇✐t❤ b♣xq ✑ 0.

❚❤✉s ❢♦r u ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭Ps✮✱ ✇✐t❤ f♣x, tq r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② f̄♣x, tq, ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t u ✐s

❛❧s♦ ❛ ✇❡❛❦ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✭Ps✮✳ ❚♦ s❡❡ t❤❛t✱ ❧❡t ξ P C✽
0 ♣R : r0, 1sq s✉❝❤ t❤❛t

ξ♣tq ✏

★
1, ✐❢ t P r✁1, 1s

0, ✐❢ ⑤t⑤ ➙ 2
❛♥❞ ⑤ξ✶♣tq⑤ ↕ C ❅ t P R,

❋♦r ❡❛❝❤ n P N, ❞❡✜♥❡ ξn : RN�1 Ñ R ❜② ξn♣zq ✏ ξ♣⑤z⑤2④n2q. ❚❤❡♥ ξn P C✽
0 ♣R

N�1q ❛♥❞

✈❡r✐✜❡s

⑤∇ξn♣zq⑤ ↕ C ❛♥❞ ⑤z⑤⑤∇ξn♣zq⑤ ↕ C ❅ z P R
N�1.

❇② ❛ ❞❡♥s✐t② ❛r❣✉♠❡♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ ϕ ✏ ξnw✁ ✐♥ ✭✵✳✸✳✹✮✱ ✇❤❡r❡ w✁♣zq ✏ mintw♣zq, 0✉.

❙✐♥❝❡ w✁♣zq ✏ Es♣u✁q, ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t➺
R
N�1

�

y1✁2sξn⑤∇w✁⑤2 � y1✁2sξn ①∇w�,∇w✁② � y1✁2s ①∇w� �∇w✁, w✁∇ξn② dxdy

✏ κs

➺
RN

♣f̄♣x, uq ✁ a♣xquqξnu✁ dx,

❛♥❞ ✇❡ ♠❛② ❛♣♣❧② t❤❡ ❉♦♠✐♥❛t❡❞ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ ✭✵✳✸✳✷✮ t♦ ❣❡t

⑥u✁⑥2V ✏

➺
RN

f̄♣x, uqu✁ dx ✏ 0,

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t u✁ ✏ 0. ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ✐❢ u ❤❛s s✉✣❝✐❡♥t r❡❣✉❧❛r✐t② ♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ u ✐s

♣♦s✐t✐✈❡✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞

✐♥ ❬✽✹❪✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❣✉❧❛r✐③❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ ❬✼✾✱ ❙❡❝t✐♦♥

✻❪✱ ❜✉t ❛s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♥❡❡❞ s✉✣❝✐❡♥t r❡❣✉❧❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧

a♣xq ✑ V ♣xq, ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❡②♦♥❞ ♦✉r s❝♦♣❡ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❬✸✽✱ ❈❤❛♣t❡r ✺❪✮✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✷✳✽✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✿

✭✐✮ ❋♦r ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣V2q ❛♥❞ t❤❛t ✐s ♥♦t ❜♦✉♥❞❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠

③❡r♦✱ ❝♦♥s✐❞❡r 0 ↕ a♣xq ✑ V0♣xq P L
p
loc♣R

Nq ❳ ♣C♣RN③Oq, ✇❤❡r❡ p ➙ 1 ❛♥❞ O ✐s

❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ s❡t✱ ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t Z ✏ tx P R
N : V ♣xq ✏ 0✉ ✘ ❍ ✐s ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡

❞✐s❝r❡t❡ s❡t✳

✭✐✐✮ ▲❡t V0♣xq t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✈❡✳ ❋♦r ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s s✐❣♥ ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s

♣V2q✱ ❝♦♥s✐❞❡r a♣xq ✑ V0♣xq ✁ ε, ✇❤❡r❡ 0 ➔ ε ➔ CV0
④2.

✽✹



✭✐✐✐✮ ❚♦ st✉❞② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ a♣xq ✏ V ♣xq ✁ b♣xq, s❡tt✐♥❣

V ♣xq ✏ 2✁
1

1� ⑤x⑤2
❛♥❞ V✽ ✏ 2,

❛♥❞

b♣xq ✏

★
Cb⑤x⑤

✁δ, ✐❢ ⑤x⑤ ↕ 1,

0, ✐❢ ⑤x⑤ → 1,

✇❡ ❝❛♥ ✈❡r✐❢② t❤❛t a♣xq ✏ V ♣xq ✁ b♣xq s❛t✐s✜❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣V2q✕♣V4q✳ ❍❡r❡ Cb ✐s ❛

♣♦s✐t✐✈❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t✱ 0 ➔ δ ➔ N④β ❛♥❞ β → N④2s.

✭✐✈✮ ❋♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ a♣xq ✑ V ♣xq s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♣V ✝
1 q✕♣V

✝
3 q ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r

V ♣xq ✏ ✁
1

L

L➳
j✏1

λj

⑤x✁ xj⑤2s
, ✇✐t❤ 0 ➔ λj ➔

ΓN,s

2
, j ✏ 1, . . . , L,

✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ✭✵✳✵✳✸✮✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✷✳✾✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠s ✸✳✷✳✶✕✸✳✷✳✹ ❛r❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡

s❛t✐s✜❡❞ ❜② ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠s✿

✭✐✮ ▲❡t ̺♣tq ❜❡ ❛s ✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✳✺✕✭✐✮ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r k♣xq ✏ ⑤x⑤2④♣1 � ⑤x⑤2q. ❖♥❡ ❝❛♥

s❡❡ t❤❛t

f♣x, tq ✏ k♣xq r̺✶♣tq♣ln ⑤t⑤tq � ̺♣tqs ⑤t⑤̺♣tq✁2t, f♣x, 0q ✑ 0,

s❛t✐s✜❡s ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♣f1q✕♣f3q✱ ♣f9q ❛♥❞ ♣f ✶10q✳

✭✐✐✮ ❋♦r ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② s❛t✐s❢②✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣f3q✕♣f8q ❛♥❞ ♣f10q ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡

f♣x, tq ✏

★
h♣x, tq, ❢♦r t ➙ 0,

✁ h♣x,✁tq, ❢♦r t ➔ 0,

✇❤❡r❡

h♣x, tq ✏ k♣xqt ln♣1� tq � k1♣xq
✏
♣1� cos♣tqqt2 � 2♣t� sin♣tqqt

✘
,

❢♦r t ➙ 0, s → N④6; k♣xq ✏ ⑤x⑤2④♣1 � ⑤x⑤2q ❛♥❞ 0 ↕ k1♣xq P C♣R
Nq ✐s s✉❝❤ t❤❛t

lim⑤x⑤Ñ✽ k1♣xq ✏ 0.

✭✐✐✐✮ ▲❡t 0 ↕ c♣xq ❜❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s 1✁♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥ xi, i ✏ 1, . . . , N, ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r

f♣x, tq ✏ c♣xq rphε♣tq � h✶ε♣tqts ⑤t⑤
p✁1, 2 ➔ p ➔ 2✝s , ✇❤❡r❡ hε♣tq P C✽♣Rq ✐s ❛

♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❝✉t♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❛t✐s❢②✐♥❣★
⑤h✶ε♣tq⑤ ↕ C④t, ⑤hε♣tq⑤ ↕ C, ❅t P R,

hε♣tq ✏ ✁ε, ❢♦r t ↕ 1④4, hε♣tq ✏ ε, ❢♦r t ➙ 1④4, ✇✐t❤ ε s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✳

❲❡ ❡♠♣❛t❤✐③❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t F ♣x, tq ❝❤❛♥❣❡s s✐❣♥✳

✽✺



✭✐✈✮ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ k0♣xq ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞

2✝s ✁ µ → sup
xPRN

k0♣xq ➙ k0♣xq → k0♣0q ✏ inf
xPRN

k0♣xq ✏ lim
⑤x⑤Ñ✽

k0♣xq ✏ 0.

❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✹✱

f♣x, tq ✏ exptk0♣xq♣sin♣ln ⑤t⑤q � 2q✉ rk0♣xq cos♣ln ⑤t⑤q � 2✝s s ⑤t⑤
2✝s✁2t, f♣x, 0q ✑ 0.

✸✳✸ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧②

♦✉r ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❲❡ st❛rt ❜② ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡

s♦❧✉t✐♦♥s ❧✐❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t V ♣xq P L1
loc♣R

Nq ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s ♣V2q✱ t❤❡♥ Hs
V ♣R

Nq

✐s ❛ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ Hs♣RNq. ■❢ V ♣xq s❛t✐s✜❡s ♣V ✝
1 q✱ t❤❡♥ t❤❡

♥♦r♠ ⑥ ☎ ⑥V ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠ ♦❢ Ds,2♣RNq.

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ♣r♦✈❡ ✜rst t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t C s✉❝❤ t❤❛t

Crϕs2s ↕ ⑥ϕ⑥2V , ❅ϕ P C✽
0 ♣R

Nq. ✭✸✳✸✳✶✮

■♥ ❢❛❝t✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❡①✐st ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♣ϕnq ✐♥ C✽
0 ♣R

Nq, s✉❝❤ t❤❛t

rϕns
2
s → n⑥ϕn⑥

2
V , ❅n P N.

❚❛❦✐♥❣ vn ✏ ϕn④rϕnss, ✇❡ ❤❛✈❡

1

n
→ ⑥vn⑥

2
V ❛♥❞ CV ⑥vn⑥

2
2 ↕ ⑥vn⑥

2
V , ❅n P N,

❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② limnÑ✽ ⑥vn⑥2V ✏ limnÑ✽ ⑥vn⑥22 ✏ 0. ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤

t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

1✁ B⑥vn⑥
2
2 ↕ ⑥vn⑥

2
V , ❅n P N.

◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ♣ϕnq ❛♥② s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ C✽
0 ♣R

Nq. ❯s✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✸✳✶✮ ✇❡ ❤❛✈❡

Crϕm ✁ ϕns
2
s ↕ ⑥ϕm ✁ ϕn⑥

2
V , ❢♦r ❛♥② m ✘ n.

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

⑥ϕm ✁ ϕn⑥
2 ↕ mint1, C✉✁1

✂
1�

1

CV

✡
⑥ϕm ✁ ϕn⑥

2
V , ❢♦r ❛♥② m ✘ n.

❚❤✉s Hs
V ♣R

Nq ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❋❛t♦✉ ▲❡♠♠❛ ❛♥❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭✵✳✷✳✶✮ ✐♠♣❧✐❡s

Hs
V ♣R

Nq ⑨

✧
u P Hs♣RNq :

➺
RN

V ♣xqu2 dx ➔ ✽

✯
,

✽✻



✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ Hs
V ♣R

Nq ãÑ Hs♣RNq.

❆ss✉♠✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣V ✝
1 q✱ ✇❡ ❤❛✈❡

rus2s �

➺
RN

V ♣xqu2 dx ➙ C✝V

➺
RN

⑤V ♣xq⑤u2 dx, ❅u P C✽
0 ♣R

Nq,

❢r♦♠ t❤✐s ✇❡ ❞❡r✐✈❡

C✝V rus
2
s ↕ ♣C✝V � 1qrus2s �

➺
RN

♣V ♣xq ✁ C✝V ⑤V ♣xq⑤qu
2 dx

↕ ♣C✝V � 1q⑥u⑥2V , ❅u P C✽
0 ♣R

Nq.

❙✐♥❝❡ V ♣xq ↕ 0 ❛✳❡✳ ✐♥ R
N , ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦r♠s r ☎ ss ❛♥❞ ⑥ ☎ ⑥V ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

✐♥ Ds,2♣RNq. �

❘❡♠❛r❦ ✸✳✸✳✷✳ ✭✐✮ ■❢ V ♣xq ❢✉❧✜❧❧s ♣V2q ❛♥❞ ♣V4q✱ t❤❡♥ Hs
V ♣R

Nq ✏ Hs♣RNq. ▼♦r❡♦✈❡r✱

t❤❡ ♥♦r♠s ⑥ ☎ ⑥ ❛♥❞ ⑥ ☎ ⑥V ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♣❛t❤ λu♣tq :✏ u♣☎④tq,

t ➙ 0 ❜❡❧♦♥❣s t♦ C♣r0,✽q, Hs
V ♣R

Nqq ❛♥❞ u♣☎ ✁ yq P Hs
V ♣R

Nq ❢♦r ❛❧❧ u P Hs
V ♣R

Nq

❛♥❞ y P R
N . ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜❛❧❧ BR1

✇✐t❤ ❝❡♥t❡r ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ s✉❝❤ t❤❛t➺
RN

V ♣xqu2 dx ✏

➺
BR1

V ♣xqu2 dx�

➺
RN ③BR1

V ♣xqu2 dx

↕

✄➺
BR1

⑤V ♣xq⑤σ dx

☛1④σ✄➺
BR1

⑤u⑤2σ④♣σ✁1q dx

☛♣σ✁1q④σ

� ♣V✽ � 1q

➺
RN ③BR1

u2 dx, ❅u P Hs
V ♣R

Nq,

✇❤❡r❡ 2 ↕ 2σ④♣σ ✁ 1q ↕ 2✝s . ❙♦ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭✵✳✷✳✸✮ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡

❞❡s✐r❡❞ r❡s✉❧t✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤ λu ❜❡❧♦♥❣s t♦ C♣r0,✽q, Hs
V ♣R

Nqq ✇❡ ✉s❡

▲❡♠♠❛ ✷✳✺✳✸✳

✭✐✐✮ ■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ♣V1q✕♣V2q✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡Hs♣RNq ❜②Hs
V ♣R

Nq ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✷

❛♥❞ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♥♦r♠s ✐♥ t❤❡ ❛ss❡rt✐♦♥s ✭✶✳✶✳✺✮✕✭✶✳✶✳✽✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

♣V1q ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t DZN ✐s ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✉♥✐t❛r② ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ Hs
V ♣R

Nq.

◆♦✇ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ♦✉r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ Iλ ❤❛s t❤❡ ▼♦✉♥t❛✐♥ P❛ss ●❡♦♠❡tr②✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳✸✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t f♣x, tq s❛t✐s✜❡s ♣f1q ❛♥❞ ❡✐t❤❡r ♣f2q✕♣f3q ♦r ♣f4q✳ ■❢

a♣xq ✏ V ♣xq ✁ b♣xq P L1
loc♣R

Nq ❢✉❧✜❧❧s ♣V2q ❛♥❞ ♣V3q✱ t❤❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ I ♣♦ss❡ss

t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❣❡♦♠❡tr②✳ Pr❡❝✐s❡❧②✱

✭✐✮ I♣0q ✏ 0;

✭✐✐✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts r, b → 0 s✉❝❤ t❤❛t I♣uq ➙ b, ✇❤❡♥❡✈❡r ⑥u⑥V ✏ r;

✭✐✐✐✮ ❚❤❡r❡ ✐s e P Hs
V ♣R

Nq ✇✐t❤ ⑥e⑥V → r ❛♥❞ I♣eq ➔ 0;

✽✼



■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r 0 ➔ c♣Iq ➔ ✽.

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ξR P C✽
0 ♣Rq, R → 0, s✉❝❤ t❤❛t 0 ↕ ξR♣tq ↕ t0 ❛♥❞

ξR♣tq ✏

★
t0, ✐❢ ⑤t⑤ ↕ R,

0, ✐❢ ⑤t⑤ → R � 1.

❙❡tt✐♥❣ v♣xq :✏ ξR♣⑤x✁ x0⑤q, ✇❡ ❤❛✈❡ v P Hs
V ♣R

Nq ❛♥❞ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣f3q ✇❡ ❤❛✈❡➺
RN

F ♣x, vq dx ✏

➺
BR♣x0q

F ♣x, t0q dx�

➺
BR�1♣x0q③BR♣x0q

F ♣x, vq dx

➙ ⑤BR⑤ inf
BR♣x0q

F ♣x, t0q � ⑤BR�1③BR⑤ inf
♣x,tqP♣BR�1♣x0q③BR♣x0qq✂r0,t0s

F ♣x, tq → 0.

❋✐rst ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♣f2q ❤♦❧❞s✳ ❙✐♥❝❡ b♣xq P Lβ♣RNq,➺
RN

b♣xqu2 dx ↕

✂➺
RN

⑤b♣xq⑤β dx

✡1④β ✂➺
RN

⑤u⑤2β④♣β✁1q dx
✡♣β✁1q④β

, ❅u P Hs
V ♣R

Nq,

✇✐t❤ 2 ➔ 2β④♣β ✁ 1q ➔ 2✝s , ❜② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣f1q ❛♥❞ ♣V3q✱ ❢♦r ❛♥② ε ✇❡ ❣❡t t❤❛t

I♣uq ➙

✓
1

2

✄
1✁

⑥b♣xq⑥β

C
♣βq
V

✁ 2εC2

☛
✁ εC2✝s ⑥u⑥

2✝s✁2

V ✁ CεCpε⑥u⑥
pε✁2
V

✛
⑥u⑥2V , ✭✸✳✸✳✷✮

❢♦r ❛❧❧ u P Hs
V ♣R

Nq, ✇❤❡r❡ C2, C2✝s ❛♥❞ Cpε ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡

❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ε ✐♥ ❛ s✉❝❤ ✇❛②

t❤❛t t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✸✳✸✳✷✮ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♦♥❝❡ ⑥u⑥V ✐s t❛❦❡♥ s♠❛❧❧

❡♥♦✉❣❤✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts r → 0 s✉❝❤ t❤❛t I♣uq → 0 ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ⑥u⑥V ✏ r. ❙✐♥❝❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣f2q ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ d④dt♣F ♣x, tqt✁µq ➙ 0, ❢♦r t → 0, ✇❡ ❤❛✈❡➺
RN

F ♣x, tvq dx ➙ tµ
➺
RN

F ♣x, vq dx, ✇❤❡♥❡✈❡r t → 1.

❍❡♥❝❡✱ ❛s tÑ ✽,

I♣tvq ✏
t2

2
⑥v⑥2V ✁

➺
RN

b♣xqu2 dx✁

➺
RN

F ♣x, tvq dx

↕
t2

2
⑥v⑥2V ✁ tµ

➺
RN

F ♣x, vq dxÑ ✁✽, ❛s tÑ ✽.

◆♦✇ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣f4q ❤♦❧❞s✳ ❇② ❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✳✺✕✭✐✐✮ ✇❡ ❝❛♥ ❛r❣✉❡ ❛s ❛❜♦✈❡

t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ r → 0 s✉❝❤ t❤❛t I♣uq → 0 ✇❤❡r❡✈❡r ⑥u⑥V ➔ r. ❋♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥

R → 0, t❤❡r❡ ❡①✐sts tR → 0 s✉❝❤ t❤❛t

F ♣x, tq → Rt2, ❅ ⑤t⑤ → tR, ❅x P R
N .

▲❡t ❜❡ A♣R, tq :✏ tx P R
N : t⑤v♣xq⑤ → tR✉, ❢♦r t → 0. ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t➺

RN

F ♣x, tvq dx ✏

➺
Kt

F ♣x, tvq dx�

➺
A♣R,tq

F ♣x, tvq dx

➙

➺
Kt

F ♣x, tvq dx�Rt2
➺
A♣R,tq

v2 dx, ✭✸✳✸✳✸✮

✽✽



✇❤❡r❡ Kt ✏ ♣RN③A♣R, tqq ❳ supp♣vq. ❯s✐♥❣ ❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✳✺✕✭✐✐✮✱ ❢♦r ❡❛❝❤ t → 0, ✇❡ ❣❡t

t❤❛t

⑤F ♣x, tvq⑤ ↕ C, ❢♦r ❛✳❡✳ x P Kt,

✇❤❡r❡ C ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ✐♥ x ❛♥❞ t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢♦r ❛♥②

x P supp♣vq,

F ♣x, tvqXKt
♣xq Ñ 0, ❛s tÑ ✽,

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② x P supp♣vq,

XRN ③A♣R,tq♣xq Ñ XRN ③ supp♣vq♣xq ✏ 0, ❛s tÑ ✽,

❚❤✉s ❉♦♠✐♥❛t❡❞ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✜rst ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞

s✐❞❡ ♦❢ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✸✳✸✮ ❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ❛s t ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❇② t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ❛❧s♦

❤❛✈❡

lim
tÑ✽

➺
A♣R,tq

v2 dx ✏ lim
tÑ✽

➺
RN

v2XA♣R,tq dx ✏
➺
RN

v2Xtv✘0✉ dx ✏
➺
RN

v2 dx

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r t0,R s✉❝❤ t❤❛t

1

2

➺
RN

v2 dx ➔

➺
A♣R,tq

v2 dx, ❅ t → t0,R. ✭✸✳✸✳✹✮

❘❡♣❧❛❝✐♥❣ ✭✸✳✸✳✹✮ ✐♥ ✭✸✳✸✳✸✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

I♣tvq ✏
t2

2
⑥v⑥2V ✁

t2

2

➺
RN

b♣xqv2 dx✁

➺
RN

F ♣x, tvq dx

↕
1

2

�
⑥v⑥2V ✁R⑥v⑥22

✟
t2 ✁

➺
Kt

F ♣x, tvq dx ➔ 0, ❢♦r t → t0,R,

♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t R ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳ �

❘❡♠❛r❦ ✸✳✸✳✹✳ ✭✐✮ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳✸✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡t

Γ1
I ✏

✥
γ P C♣r0, 1s, Hs

V ♣R
Nqq : γ♣0q ✏ 0, ⑥γ♣1q⑥V → r, I♣γ♣1qq ➔ 0

✭
,

❛♥❞

c1♣Iq ✏ inf
γPΓI

sup
tPr0,1s

I♣γ♣tqq,

t❤❡ ✉s✉❛❧ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✉s ❤❛✈❡ c1♣Iq ✏ c♣Iq.

✭✐✐✮ ❲❤❡♥ f♣x, tq ✑ f♣tq, t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❣❡♦♠❡tr② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣f3q ❜② ♣f ✶3q✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❧❡t ξR ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳✸ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡

ηR♣xq ✏ ξR♣⑤x⑤q. ❚❤❡♥✱ ❛r❣✉✐♥❣ ❛s ✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✳✻✱ ✇❡ ❤❛✈❡➺
RN

F ♣ηRq dx → 0,

♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t R ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❡♥♦✉❣❤✳ ❚❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❣❡♦♠❡tr② ♥♦✇ ❢♦❧❧♦✇s

❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳✸✳

✽✾



✭✐✐✐✮ ❆ss✉♠❡ t❤❛t f♣x, tq s❛t✐s✜❡s ♣f1q ❛♥❞ ❡✐t❤❡r ♣f2q✕♣f3q ♦r ♣f4q❀ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②

♣f7q✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❛❧s♦ t❤❛t a♣xq ❛♥❞ f♣x, tq ❢✉❧✜❧❧s ♣V2q✕♣V4q ❛♥❞ ♣f9q✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ I✽ ❤❛s t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❣❡♦♠❡tr②✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♣f9q

t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ▲❡♠♠❛ ✷✳✺✳✸ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t λu♣tq :✏ u♣☎④tq, t ➙ 0, ✐s ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡

♣❛t❤ ❢♦r ΓI✽ , ✇❤❡r❡ u P H
s♣RNq ✐s s✉❝❤ t❤❛t➺

RN

F✽♣uq ✁
V✽
2
u2 dx → 0. ✭✸✳✸✳✺✮

❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛s ✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✸✳✸✳✹✕✭✐✐✮ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts

ϕ0 P C
✽
0 ♣R

Nq s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✸✳✸✳✺✮ ❛♥❞

I✽♣λϕ0
♣tqq ✏

1

2
tN✁2srϕ0s

2
s ✁ tN

✒➺
RN

F✽♣ϕ0q ✁
V✽
2
ϕ2
0

✚
Ñ ✁✽, ❛s tÑ ✽.

▼♦r❡♦✈❡r✱ I♣uq → 0 ✇❤❡r❡✈❡r ⑥u⑥V ✏ r, ❢♦r r → 0 s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ✭s❡❡

♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳✸✮✳

✭✐✈✮ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳✸✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t F ♣x, tq → 0 ❢♦r ❛✳❡✳

x P R
N ❛♥❞ t ✘ 0. ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛♥② u P Hs

V ♣R
Nq③t0✉, t❤❡ ♣❛t❤ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ζ♣tq ✏ tu

❜❡❧♦♥❣s t♦ ΓI . ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛

✸✳✸✳✸✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ v ❜② u ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t✩✬✬✫✬✬✪
➺
RN

F ♣x, tuq dx ➙ Rt2
➺
A♣R,tq

u2 dx,

lim
tÑ✽

➺
A♣R,tq

u2 dx ✏ lim
tÑ✽

➺
RN

u2XA♣R,tq dx ✏
➺
RN

u2Xtu✘0✉ dx ✏
➺
RN

u2 dx,

✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡ ✉s t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s ✐♥ ✭✸✳✸✳✹✮ ❛♥❞ ❣❡t t❤❛t

ϕ♣tq :✏ I♣tuq ↕
1

2

�
⑥u⑥2V ✁R⑥u⑥22

✟
t2 Ñ ✁✽, ❛s tÑ ✽,

♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t R ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✷✳✷✮ ❤♦❧❞s✳

❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t

ϕ✶♣tq ✏ t

✒
⑥u⑥2V ✁

➺
RN

f♣x, tuq

t
u dx

✚
, t → 0,

✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t ζ♣tq ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✳

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢

❜♦✉♥❞❡❞ P❛❧❛✐s✲❙♠❛❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛t t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❧❡✈❡❧ c♣Iq.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✺✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t a♣xq P L1
loc♣R

Nq s❛t✐s✜❡s ♣V2q✕♣V3q ❛♥❞ f♣x, tq

s❛t✐s✜❡s ❡✐t❤❡r

✭✐✮ ♣f1q✕♣f3q❀ ♦r

✾✵



✭✐✐✮ ♣f3q✕♣f6q❀

❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♣ukq s✉❝❤ t❤❛t I♣ukq Ñ c♣Iq ❛♥❞ I ✶♣ukq Ñ 0 ✐♥

t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ Hs
V ♣R

Nq.

Pr♦♦❢✳ ✭✐✮ ❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳✸✱ ✇❡ ♠❛② ❛♣♣❧② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ▼♦✉♥t❛✐♥ P❛ss ❚❤❡♦r❡♠

✭s❡❡ ❬✷✱ ✶✻❪✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♣ukq ✐♥ Hs
V ♣R

Nq s✉❝❤ t❤❛t I♣ukq Ñ c♣Iq ❛♥❞

I ✶♣ukq Ñ 0. ❋♦r ❧❛r❣❡ k, ✇❡ ❤❛✈❡

c♣Iq � 1� ⑥uk⑥V ➙ I♣ukq ✁
1

µ
I ✶♣ukq ☎ uk

➙

✂
1

2
✁

1

µ

✡✄
1✁

⑥b♣xq⑥β

C
♣βq
V

☛
⑥uk⑥

2
V ✁

➺
RN

F ♣x, ukq ✁
1

µ
f♣x, ukquk dx

➙

✂
1

2
✁

1

µ

✡✄
1✁

⑥b♣xq⑥β

C
♣βq
V

☛
⑥uk⑥

2
V ,

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♣ukq ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ Hs
V ♣R

Nq.

✭✐✐✮ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ❜❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♠❛❞❡ ✐♥ ❬✸✸✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✺❪✱

✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡s ✉s❡❞ ✐♥ ❬✸✼❪✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳✸✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢

t❤❡ ▼♦✉♥t❛✐♥ P❛ss ❚❤❡♦r❡♠ ✭s❡❡ ❬✷✶✱✼✼❪✮✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❈❡r❛♠✐ s❡q✉❡♥❝❡

♣ukq ❢♦r I ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ c♣Iq, ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱

I♣ukq Ñ c♣Iq ❛♥❞ ♣1� ⑥uk⑥V q⑥I
✶♣ukq⑥✝ Ñ 0,

✇❤❡r❡ ⑥☎⑥✝ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢Hs
V ♣R

Nq.❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ♣ukq ✐s ❜♦✉♥❞❡❞

✐♥ Hs
V ♣R

Nq. ❆ss✉♠❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t✱ ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ ⑥uk⑥V Ñ ✽. ❉❡✜♥❡ t❤❡

s❡q✉❡♥❝❡

vk ✏
uk

⑥uk⑥V
.

❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

lim
kÑ✽

✒
1✁

➺
RN

f♣x, ukq

⑥uk⑥V
vk dx✁

1

⑥uk⑥2V

➺
RN

b♣xqu2k dx

✚
✏ lim

kÑ✽

✒
1

⑥uk⑥2V
I ✶♣ukq ☎ uk

✚
✏ 0.

❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✉s❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❛r❣✉♠❡♥ts ❛♥❞ ♣r♦✈❡ t❤❛t

lim
kÑ✽

➺
RN

f♣x, ukq

⑥uk⑥V
vk dx ✏ 0,

✇❤✐❝❤✱ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣V3q✱ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱

1 ✏ lim
kÑ✽

1

⑥uk⑥2V

➺
RN

b♣xqu2k dx ➔
1

2
. ✭✸✳✸✳✻✮

❋♦r 0 ↕ a ➔ b ↕ ✽, ❞❡✜♥✐♥❣

Ωk♣a, bq ✏
✥
x P R

N : a ↕ ⑤uk♣xq⑤ ↕ b
✭
,

✾✶



✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ 0 ➔ ε ➔ 1, t❤❡r❡ ❡①✐sts kε ❛♥❞ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs

aε, bε s✉❝❤ t❤❛t➺
RN

f♣x, ukq

⑥uk⑥V
vk dx ✏

➺
Ωk♣0,aεq

f♣x, ukq

⑥uk⑥V
vk dx

�

➺
Ωk♣aε,bεq

f♣x, ukq

⑥uk⑥V
vk dx�

➺
Ωk♣bε,✽q

f♣x, ukq

⑥uk⑥V
vk dx ➔ ε, ❅ k → kε. ✭✸✳✸✳✼✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ t❤❛t✱ ✇❡ ✜rst ♠❛❦❡ s♦♠❡ ❡st✐♠❛t❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ F♣x, tq. ❉❡✜♥❡

g♣rq ✏ inf
✥
F♣x, tq : x P R

N , ⑤t⑤ → r
✭
,

✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t② ❛s r Ñ ✽. ■♥❞❡❡❞✱ t❤❛♥❦s t♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♣f5q

❛♥❞ ♣f6q✱ ✇❡ ❤❛✈❡

a0F♣x, tq ➙

✞✞✞✞f♣x, tqt

✞✞✞✞p0 → ✞✞✞✞2F ♣x, tqt2

✞✞✞✞p0 , ❢♦r ⑤t⑤ → R0.

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❜② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣f4q✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t F♣x, tq Ñ ✽, ❛s ⑤t⑤ Ñ ✽, ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥

x. ❉✉❡ t♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣f5q✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r

mb
a ✏ inf

✧
F♣x, tq

t2
: x P R

N , a ↕ ⑤t⑤ ↕ b

✯
.

❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts k0 s✉❝❤ t❤❛t

c♣Iq � 1 ➙ I♣ukq ✁
1

2
I ✶♣ukq ☎ uk

✏

➺
Ωk♣0,aq

F♣x, ukq dx�

➺
Ωk♣a,bq

F♣x, ukq dx�

➺
Ωk♣b,✽q

F♣x, ukq dx

➙

➺
Ωk♣0,aq

F♣x, ukq dx�mb
a

➺
Ωk♣a,bq

u2k dx� g♣bq⑤Ωk♣b,✽q⑤, ❅ k → k0. ✭✸✳✸✳✽✮

■♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✸✳✽✮ ✐♠♣❧✐❡s

lim
bÑ✽

⑤Ωk♣b,✽q⑤ ✏ 0, ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ k → k0.

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✜①❡❞ 2 ➔ q ↕ 2✝s , ✇❡ ❤❛✈❡➺
Ωk♣a,bq

⑤vk⑤
q dx ↕

✂➺
Ωk♣a,bq

⑤vk⑤
2✝s

✡q④2✝s
⑤Ωk♣a, bq⑤

♣2✝s✁qq④2✝s ,

✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

lim
bÑ✽

➺
Ωk♣a,bq

⑤vk⑤
q dx ✏ 0, ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ k → k0. ✭✸✳✸✳✾✮

❖♥ t❤❡ ❤❛♥❞✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t➺
Ωk♣a,bq

v2k dx ✏
1

⑥uk⑥2V

➺
Ωk♣a,bq

u2k dx

↕

✂
1

⑥uk⑥2V

✡✂
1

♣c♣Iq � 1qmb
a

✡
Ñ 0, ❛s k Ñ ✽. ✭✸✳✸✳✶✵✮

✾✷



❲❡ ♥♦✇ ♣❛ss t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ✭✸✳✸✳✼✮✳ ❇② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣f4q✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts aε → 0 s✉❝❤

t❤❛t

⑤f♣x, tq⑤ ➔ ε⑤t⑤, ❅x P R
N , ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ⑤t⑤ ➔ aε.

❚❤✉s ➺
Ωk♣0,aεq

f♣x, ukq

⑥uk⑥V
vk dx ↕

➺
Ωk♣0,aεq❳t⑤uk⑤→0✉

f♣x, ukq

⑤uk⑤
v2k dx ➔ ε④3, ❅ k → k♣1qε ,

✇❤❡r❡ k♣1qε → k0 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭✸✳✸✳✶✵✮✳ ❚❛❦✐♥❣ 2q0 :✏ 2p0④♣p0 ✁ 1q ❛♥❞

✉s✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣f6q ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t➺
Ωk♣bε,✽q

f♣x, ukq

⑥uk⑥V
vk dx ↕

➺
Ωk♣bε,✽q

f♣x, ukq

⑤uk⑤
v2k dx

↕ ♣a0♣c♣Iq � 1qq1④p0
✂➺

Ωk♣bε,✽q
⑤vk⑤

2q0 dx

✡1④q0
➔ ε④3, ❅ k → k♣2qε ,

✇❤❡r❡ bε ❛♥❞ k
♣2q
ε → k0 ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭✸✳✸✳✾✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

♣f4q ✇❡ ❣❡t t❤❛t

⑤f♣x, ukq⑤ ↕ Cε⑤uk⑤, ❅x P Ωk♣aε, bεq,

❛♥❞ s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t Cε t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ k ❛♥❞ x✳ ❚❤✉s✱➺
Ωk♣aε,bεq

f♣x, ukq

⑥uk⑥V
vk dx ↕

➺
Ωk♣aε,bεq

f♣x, ukq

⑤uk⑤
v2k dx ↕ Cε

➺
Ωk♣aε,bεq

v2k dx ➔ ε④3, ❅ k → k♣3qε ,

✇❤❡r❡ k♣3qε → k0 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✭✸✳✸✳✶✵✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✭✸✳✸✳✻✮ ❛♥❞ ✭✸✳✸✳✼✮

❢♦❧❧♦✇s ❜② t❛❦✐♥❣ kε ➙ tk
♣1q
ε , k

♣2q
ε k

♣3q
ε ✉. �

✸✳✹ ❇❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✇❡❛❦ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

✉♥❞❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s

❲❡ ♥♦✇ ♣❛ss t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❚❤❡♦r❡♠s ✶✳✶✳✶

❛♥❞ ✶✳✶✳✷✮ ❢♦r ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t f♣x, tq s❛t✐s✜❡s ♣f1q✱ a♣xq ✑ V ♣xq P L1
loc♣R

Nq ❛♥❞

♣V2q✳ ▲❡t ♣ukq ❜❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ Hs
V ♣R

Nq s✉❝❤ t❤❛t uk Ñ u ✐♥ Lp♣RNq, ❢♦r s♦♠❡

p P ♣2, 2✝s q, t❤❡♥

lim
kÑ✽

➺
RN

f♣x, ukquk dx ✏

➺
RN

f♣x, uqu dx,

✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ ♣vkq ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ Hs
V ♣R

Nq ✇✐t❤ uk✁vk Ñ 0

✐♥ Lp♣RNq, ❢♦r s♦♠❡ 2 ➔ p ➔ 2✝s , t❤❡♥✱ ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱

lim
kÑ✽

➺
RN

F ♣x, ukq ✁ F ♣x, vkq dx ✏ 0. ✭✸✳✹✳✶✮

✾✸



Pr♦♦❢✳ ❋✐rst ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t uk Ñ u ✐♥ Lq♣RNq ❢♦r ❛❧❧ q P ♣2, 2✝s q. ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❜②

❛ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ ✐❢ q ➔ p t❤❡♥

⑥uk ✁ u⑥q ↕ ⑥uk ✁ u⑥θ2⑥uk ✁ u⑥1✁θ
p

✇❤❡r❡ 1④q ✏ θ④2� ♣1✁ θq④p, ❛♥❞ ✐❢ q → p t❤❡♥

⑥uk ✁ u⑥q ↕ ⑥uk ✁ u⑥θp⑥uk ✁ u⑥1✁θ

2✝s

❢♦r 1④q ✏ θ④p � ♣1 ✁ θq④2✝s . ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❜② ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭✵✳✷✳✸✮ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥

✸✳✸✳✶✱ ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ u P Hs
V ♣R

Nq ✇✐t❤✱

uk♣xq Ñ u♣xq ❛s k Ñ ✽, ❛✳❡✳ x P R
N ❛♥❞ ⑤uk♣xq⑤, ⑤u♣xq⑤ ↕ hε♣xq ❛✳❡✳ x P R

N , k P N,

❢♦r s♦♠❡ hε P Lpε♣RNq. ◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t➺
RN

⑤f♣x, ukquk✁f♣x, uqu⑤ dx ↕

➺
RN

⑤f♣x, ukq♣uk✁uq⑤ dx�

➺
RN

⑤♣f♣x, ukq✁f♣x, uqqu⑤ dx.

❚❤❡ ✜rst ✐♥t❡❣r❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❍ö❧❞❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛s ❢♦❧❧♦✇s➺
RN

⑤f♣x, ukq♣uk ✁ uq⑤ dx ↕ ε
✁
⑥uk⑥2⑥uk ✁ u⑥2 � ⑥uk⑥

2✝s✁1

2✝s
⑥uk ✁ u⑥2✝s

✠
� Cε⑥uk⑥

pε✁1
pε

⑥uk ✁ u⑥pε .

❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r

Eε
k :✏

✦
x P R

N : ε♣⑤uk♣xq⑤ � ⑤uk♣xq⑤
2✝s✁1q ↕ Cε⑤uk♣xq⑤

pε✁1
✮

❛♥❞

Eε :✏
✦
x P R

N : ε♣⑤u♣xq⑤ � ⑤u♣xq⑤2
✝
s✁1q ↕ Cε⑤u♣xq⑤

pε✁1
✮
.

❚❤✉s ➺
Eε

k

⑤♣f♣x, ukq ✁ f♣x, uqqu⑤ dx ✏

➺
RN

⑤♣f♣x, ukq ✁ f♣x, uqqu⑤XHε
k
dx.

❙✐♥❝❡ XEε
k
♣xq Ñ XEε♣xq ✐♥ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ RN ❛♥❞

⑤♣f♣x, ukq ✁ f♣x, uqquXHε
k
⑤ ↕ 2Cεh

pε
ε P L1♣RNq,

✇❡ ♠❛② ❛♣♣❧② t❤❡ ❉♦♠✐♥❛t❡❞ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡

lim
kÑ✽

➺
Eε

k

⑤♣f♣x, ukq ✁ f♣x, uqqu⑤ dx ✏ 0.

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛②✱

lim sup
kÑ✽

➺
RN ③Eε

k

⑤♣f♣x, ukq ✁ f♣x, uqqu⑤ dx ↕ Cε.

✾✹



✇❤❡r❡ C ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ✐♥ ε ❛♥❞ k. ❙✐♥❝❡ ε ✐s ❛r❜✐tr❛r②✱

✭✸✳✹✳✶✮ ❤♦❧❞s✳

◆♦✇✱ ❧❡t ✉s ♣r♦✈❡ ✭✸✳✹✳✶✮✳ ❈❤♦♦s❡ ♣ūkq, ♣v̄kq ✐♥ C✽
0 ♣R

Nq s✉❝❤ t❤❛t

lim
kÑ✽

⑥ūk ✁ uk⑥V ✏ lim
kÑ✽

⑥v̄k ✁ vk⑥V ✏ 0.

❚❤✉s ✐t s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t

lim
kÑ✽

➺
RN

rF ♣x, ūkq ✁ F ♣x, v̄kqs dx ✏ 0. ✭✸✳✹✳✷✮

❈♦♥s✐❞❡r E :✏ ♣C0♣R
Nq, ⑥ ☎ ⑥pεq ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ β : E Ñ R, ❣✐✈❡♥ ❜② β♣uq ✏➩

RN F ♣x, uq dx ✇✐t❤ ●❛t❡❛✉① ❞❡r✐✈❛t✐✈❡

β✶G♣uq ☎ v ✏
➺
RN

f♣x, uqv dx.

❚❤✉s✱ ✇❡ ♠❛② ❛♣♣❧② t❤❡ ▼❡❛♥ ❱❛❧✉❡ ❚❤❡♦r❡♠ t♦ ❣❡t

⑤β♣uq ✁ β♣vq⑤ ↕ sup
wPE,wPru,vs

⑥β✶G♣wq⑥✝ ⑥u✁ v⑥pε , ❅ u, v P E, ✭✸✳✹✳✸✮

✇❤❡r❡ ru, vs ✏ ttu�♣1✁tqv : t P r0, 1s✉✳ ❙✐♥❝❡ ♣ukq, ♣vkq, ♣ūkq ❛♥❞ ♣v̄kq ❧✐❡s ✐♥ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞

s❡t B ✐♥ Hs
V ♣R

Nq, ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡✱ ❜② t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ Hs
V ♣R

Nq ãÑ Lpε♣RNq✱

t❤❛t B ❳ E ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ E. ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② β✶G ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ B ❳ E, ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s

t♦ t❛❦❡ u ✏ ūk ❛♥❞ v ✏ v̄k ✐♥ ✭✸✳✹✳✸✮ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭✸✳✹✳✷✮✳ �

❖✉r ♥❡①t r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡ ❛s t❤❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ ❬✾✾✱ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶❪✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❇r❡③✐s✲▲✐❡❜

▲❡♠♠❛ ❬✶✺❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t f♣x, tq s❛t✐s✜❡s ♣f1q ❛♥❞ ♣f7q✳ ▲❡t ♣ukq ✐♥ Hs♣RNq

❜❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ♣w♣nqqnPN0
✐♥ Hs♣RNq, ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✷✳ ❚❤❡♥

lim
kÑ✽

➺
RN

F ♣x, ukq dx ✏

➺
RN

F ♣x, w♣1qq dx�
➳

nPN0,n→1

➺
RN

FP♣x, w
♣nqq dx.

Pr♦♦❢✳ ❇② t❤❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

Φ♣uq :✏

➺
RN

F ♣x, uq dx, u P Hs♣RNq,

✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡ts ♦❢ Lp♣RNq, ❢♦r ❛♥② 2 ➔ p ➔ 2✝s , ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

❜② ❛ss❡rt✐♦♥s ✭✶✳✶✳✼✮ ❛♥❞ ✭✶✳✶✳✽✮ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✷✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

lim
kÑ✽

✓
Φ♣ukq ✁ Φ

✄➳
nPN0

w♣nq♣☎ ✁ y
♣nq
k q

☛✛
✏ 0.

✾✺



❚❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ ✭✶✳✶✳✽✮ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✷ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡❞✉❝❡ t♦ t❤❡ ❝❛s❡

✇❤❡r❡ N0 ✏ t1, . . . ,M✉. ❚❤✉s t❛❦✐♥❣

ΦP♣uq :✏

➺
RN

FP♣x, uq dx, u P Hs♣RNq,

✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ♣f7q ❛♥❞ ❉♦♠✐♥❛t❡❞ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ t❤❛t

lim
kÑ✽

✓ ➳
nPN0

Φ
✁
w♣nq♣☎ ✁ y

♣nq
k q

✠
✁ Φ♣w♣1qq ✁

➳
nPN0,n→1

ΦP♣w
♣nqq

✛
✏ 0.

■t r❡♠❛✐♥s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t

lim
kÑ✽

✓
Φ

✄➳
nPN0

w♣nq♣☎ ✁ y
♣nq
k q

☛
✁
➳
nPN0

Φ
✁
w♣nq♣☎ ✁ y

♣nq
k q

✠✛
✏ 0. ✭✸✳✹✳✹✮

❙✐♥❝❡ Φ ✐s ❧♦❝❛❧❧② ▲✐♣s❝❤✐t③ ✐♥ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡ts ♦❢ Hs♣RNq, ✉s✐♥❣ ❛ ❞❡♥s✐t② ❛r❣✉♠❡♥t✱

✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t w♣nq P C✽
0 ♣R

Nq, ❢♦r n ✏ 1, . . . ,M.

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢r♦♠ ✶✳✶✳✻✱

supp♣w♣nq♣☎ ✁ y
♣nq
k qq ❳ supp♣w♣mq♣☎ ✁ y

♣mq
k qq ✏ ❍, ❢♦r m ✘ n ❛♥❞ k ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ❢♦r k ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱➺
RN

F

✄
x,
➳
nPN0

w♣nq♣☎ ✁ y
♣nq
k q

☛
dx ✏

➺
➈M

n✏1
supp♣w♣nq♣☎✁y

♣nq
k

qq
F

✄
x,

M➳
m✏1

w♣mq♣☎ ✁ y
♣mq
k q

☛
dx

✏
M➳
n✏1

➺
supp♣w♣nqq

F ♣x� y
♣nq
k , w♣nqq dx,

❢r♦♠ t❤✐s✱ ✭✸✳✹✳✹✮ ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✳ �

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✹✳✸✳ ▲❡t ♣ukq ✐♥ Hs♣RNq ❜❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ♣w♣nqqnPN0
✐♥ Hs♣RNq,

❣✐✈❡♥ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✷✳ ■❢ f♣x, tq ✐s 1✁♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥ xi, i ✏ 1, . . . , N ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s ♣f1q✱

lim
kÑ✽

➺
RN

F ♣x, ukq dx ✏
➳
nPN0

➺
RN

F ♣x, w♣nqq dx. ✭✸✳✹✳✺✮

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✹✳✹✳ ▲❡t uk á u ✐♥ Hs♣RNq ❛♥❞ F ♣x, tq ❛s ✐♥ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✹✳✸ t❤❡♥✱ ✉♣ t♦

s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱

lim
kÑ✽

➺
RN

F ♣ukq ✁ F ♣u✁ ukq ✁ F ♣uq dx ✏ 0.

Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ w♣1q ✏ u, ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

lim
kÑ✽

➺
RN

F ♣uk ✁ uq dx ✏
➳

nPN✝,n→1

➺
RN

F ♣w♣nqq dx. ✭✸✳✹✳✻✮

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✸✳✹✳✺✮ ❛♥❞ ✭✸✳✹✳✻✮ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ �

✾✻



❲❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❛♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢

❋❛t♦✉ ▲❡♠♠❛✱ ♦r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ u ÞÑ
➩
RN V ♣xqu

2 dx ✐s s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②

✇❡❛❦❧② ❧♦✇❡r s❡♠✐❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠

✶✳✶✳✷✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✺✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t a♣xq ✑ V ♣xq ➙ 0 ❛♥❞ t❤❛t ♣V2q ❤♦❧❞s tr✉❡✳ ▲❡t ♣ukq

❜❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ Hs♣RNq ❛♥❞ ♣w♣nqqnPN0
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✷✳

✭✐✮ ■❢ ♣V1q ❤♦❧❞s✱ ✇❡ ❤❛✈❡

lim inf
kÑ✽

➺
RN

V ♣xqu2k dx ➙
➳
nPN0

➺
RN

V ♣xq⑤w♣nq⑤2 dx.

✭✐✐✮ ❯♥❞❡r ♣V4q ✇❡ ♦❜t❛✐♥✱

lim inf
kÑ✽

➺
RN

V ♣xqu2k dx ➙

➺
RN

V ♣xq⑤w♣1q⑤2 dx�
➳

nPN0,n→1

➺
RN

V✽⑤w♣nq⑤2 dx.

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ♦♥❧② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❢♦❧❧♦✇s ❜② ❛ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥t✳

■t s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t

➺
RN

V ♣xqu2k dx ✏

➺
RN

✞✞✞✞✞⑤V ♣xq⑤1④2♣uk ✁ w♣1qq ✁ ⑤V✽⑤1④2
m➳

n✏2

w♣nq♣☎ ✁ y
♣nq
k q

✞✞✞✞✞
2

dx,

�

➺
RN

V ♣xq⑤w♣1q⑤2 dx�
m➳

n✏2

➺
RN

V✽⑤w♣nq⑤2 dx� o♣1q, ❅m. ✭✸✳✹✳✼✮

✇❤❡r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ak ✏ o♣bkq ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❛t ak④bk Ñ 0. ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞

❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t❡❞ ❇r❡③✐s✲▲✐❡❜ ▲❡♠♠❛ ❬✷✾✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✼❪✱t❤✉s t❤❡ ♣r♦♦❢

♦❢ ✭✸✳✹✳✼✮ ✐s ♠❛❞❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❲❡ st❛rt ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❛t ✭✸✳✹✳✼✮ ❤♦❧❞s ❢♦r m ✏ 2. ■♥

❢❛❝t✱ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t✱ ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❇r❡③✐s✲▲✐❡❜

▲❡♠♠❛ ❬✶✺❪ ❛♥❞ ❛ss❡rt✐♦♥ ✭✶✳✶✳✻✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t➺
RN

V ♣xqu2k dx ✏

➺
RN

V ♣xq⑤w♣1q⑤2 dx�
➺
RN

V ♣xq⑤uk ✁ w♣1q⑤2 dx� o♣1q, ✭✸✳✹✳✽✮

❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛♥❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✱➺
RN

V ♣xq⑤uk ✁ w♣1q⑤2 dx ✏➺
RN

V ♣x� y
♣2q
k q⑤uk♣☎ � y

♣2q
k q ✁ w♣1q♣☎ � y

♣2q
k q⑤2 dx

�

➺
RN

✞✞✞⑤V ♣x� y
♣2q
k q⑤1④2

✁
uk♣☎ � y

♣2q
k q ✁ w♣1q♣☎ � y

♣2q
k q

✠
✁ ⑤V✽w♣2q⑤1④2

✞✞✞2 dx

�

➺
RN

V✽⑤w♣2q⑤2 dx� o♣1q.

✭✸✳✹✳✾✮

✾✼



❘❡♣❧❛❝✐♥❣ ✐❞❡♥t✐t② ✭✸✳✹✳✾✮ ✐♥ ✭✸✳✹✳✽✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✭✸✳✹✳✼✮ ❢♦r m ✏ 2. ❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦✇ ♣r♦✈❡

t❤❛t ✭✸✳✹✳✼✮ ❤♦❧❞s ❢♦r m� 1 ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ✐t ✐s tr✉❡ ❢♦r m. ■♥❞❡❡❞✱ ❛r❣✉✐♥❣ ❛s ❛❜♦✈❡✱➺
RN

✞✞✞✞✞⑤V ♣xq⑤1④2♣uk ✁ w♣1qq ✁ V 1④2
✽

m➳
n✏2

w♣nq♣☎ ✁ y
♣nq
k q

✞✞✞✞✞
2

dx✁

➺
RN

V✽⑤w♣m�1q⑤2 dx

✏

➺
RN

✞✞✞✞✞⑤V ♣xq⑤1④2 �uk ✁ w♣1q✟✁ V 1④2
✽

m�1➳
n✏2

w♣nq♣☎ ✁ y
♣nq
k q

✞✞✞✞✞
2

dx� o♣1q. ✭✸✳✹✳✶✵✮

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐♥ ✭✸✳✹✳✶✵✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✭✸✳✹✳✼✮✳ �

✸✳✺ P♦❤♦③❛❡✈ ■❞❡♥t✐t②

❲❡ ✜♥✐s❤ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ❜② ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ P♦❤♦③❛❡✈ t②♣❡ ✐❞❡♥t✐t②✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ✉s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✳ ✷✳✸ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❞

♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ■t ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts s♦♠❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡✱

♥❛♠❡❧②✿ ❬✷✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸❪✱ ❬✷✹✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶❪ ❛♥❞ ❬✼✺✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳✶✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t f♣x, tq ✑ f♣tq P C1♣Rq ❛♥❞ a♣xq P C1♣RN③Oq, ✇❤❡r❡

O ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t✳ ▲❡t u P Ds,2♣RNq ❜❡ ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭Hs✮ s✉❝❤ t❤❛t f♣uq④♣1� ⑤u⑤q

❜❡❧♦♥❣s t♦ L
N④2s
loc ♣RNq. ■❢ F ♣uq, f♣uqu, a♣xqu2 ❛♥❞ ①∇a♣xq, x②u2 ❜❡❧♦♥❣s t♦ L1♣RNq, t❤❡♥

u P C1♣RN③Oq ❛♥❞

N ✁ 2s

2

➺
RN

⑤♣✁∆qs④2u⑤2 dx�
N

2

➺
RN

a♣xqu2 dx�
1

2

➺
RN

①∇a♣xq, x②u2 dx ✏ N

➺
RN

F ♣uq dx.

Pr♦♦❢✳ ❋✐rst❧② ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ u✳ ❚♦ ❞♦ t❤❛t✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r x0 P R
N③O,

❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t u ✏ u♣☎ � x0q ✐s ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

♣✁∆qsu� a♣xqu ✏ f♣uq ✐♥ R
N ,

✇❤❡r❡ a♣xq ✏ a♣x � x0q. ❚❛❦✐♥❣ r s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ ❜❛❧❧ BN
r ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥②

♣♦✐♥t ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ a♣xq ❛♥❞ s♦

⑤g♣uq⑤

1� ⑤u⑤
P LN④2s♣BN

r q, ✇❤❡r❡ g♣uq :✏ f♣uq ✁ a♣xqu.

❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡ ✉s t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✱ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t u P Lp♣BN
r q, ❢♦r ❛❧❧

p ➙ 1. ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡

g♣uq ✏ f♣uq ✁ a♣xqu ✏

✒
f♣uq

1� ⑤u⑤
sgn♣uq ✁ a♣xq

✚
u�

f♣uq

1� ⑤u⑤
,

✇❡ ♠❛② ❛♣♣❧② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✵✳✹✳✷ ✭t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✺✾❪✮ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡r❡

❡①✐sts 0 ➔ y0, r0 ➔ r ✇✐t❤ BN
r ✂ r0, y0s ⑨ B�

r , ❛♥❞ α P ♣0, 1q, s✉❝❤ t❤❛t

w, ∇xw, y
1✁2swy P C

0,α♣BN
r0
✂ r0, y0sq,

✾✽



✇❤❡r❡ w ✐s t❤❡ s✲❤❛r♠♦♥✐❝ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ u ❛♥❞ ∇xw ✏ ♣wx1
, . . . , wxN

q. ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

s✐♥❝❡ x0 ✐s ❛r❜✐tr❛r②✱

w, ∇xw, y
1✁2swy P C♣B

N
r ③O ✂ r0, y0sq, ❅ r, y0 → 0. ✭✸✳✺✳✶✮

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ ξ P C✽
0 ♣R : r0, 1sq s✉❝❤ t❤❛t

ξ♣tq ✏

★
1, ✐❢ ⑤t⑤ ↕ 1

0, ✐❢ ⑤t⑤ ➙ 2
❛♥❞ ⑤ξ✶♣tq⑤ ↕ C ❅ t P R,

❢♦r s♦♠❡ C → 0. ▲❡t O ✏ tx♣1q, . . . , x♣lq✉, ❛♥❞ z♣iq ✏ ♣x♣iq, 0q, i ✏ 1, . . . , l. ❋♦r ❡❛❝❤

n ✏ 1, . . . , ❞❡✜♥❡ ξn : RN�1 Ñ R ❜②

ξn♣zq ✏

★
ξ♣⑤z⑤2④n2q, ✐❢ ⑤z ✁ z♣iq⑤2 → 2④n2,

1✁ ξ♣n2⑤z ✁ z♣iq⑤2q, ✐❢ ⑤z ✁ z♣iq⑤2 ↕ 2④n2.

❚❤❡♥✱ ❢♦r n ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ξn P C✽
0 ♣R

Nq ❛♥❞ ✈❡r✐✜❡s

⑤z⑤⑤∇ξn♣zq⑤ ↕ C ❅ z P R
N�1, ✭✸✳✺✳✷✮

❢♦r s♦♠❡ C → 0. ◆♦✇ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t

div♣y1✁2s∇wq ①z,∇w② ξn

✏ div

✒
y1✁2sξn

✂
①z,∇w②∇w ✁

⑤∇w⑤2

2
z

✡✚
�
N ✁ 2s

2
y1✁2s⑤∇w⑤2ξn

� y1✁2s ⑤∇w⑤
2

2
①z,∇ξn② ✁ y1✁2s ①∇w, z② ①∇w,∇ξn② . ✭✸✳✺✳✸✮

◆♦t❡ t❤❛t ❇B❄
2n,δ ✏ F 1❄

2n,δ
❨F 2❄

2n,δ
. ▲❡t η♣zq ✏ ♣0, . . . ,✁1q ❜❡ t❤❡ ✉♥✐t ♦✉t✇❛r❞ ♥♦r♠❛❧

✈❡❝t♦r ♦❢ B❄
2n,δ ♦♥ F

1❄
2n,δ

. ❙✐♥❝❡ ξn ✏ 0 ♦♥ F 2❄
2n,δ

, ❜② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✵✳✸✳✷✮✱ ✐❞❡♥t✐t② ✭✸✳✺✳✸✮

❛♥❞ t❤❡ ❉✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✇❡ ❣❡t

0 ✏

➺
B❄

2n,δ

div♣y1✁2s∇wq ①z,∇w② ξn dxdy

✏

➺
F 1❄

2n,δ

y1✁2sξn

✒
①z,∇w② ①∇w, η② ✁

⑤∇w⑤2

2
①z, η②

✚
dxdy � θn,δ

✏

➺
F 1❄

2n,δ

ξn ①x,∇xw② ♣✁y
1✁2swyq dx

✁

➺
F 1❄

2n,δ

y1✁2sξnw
2
yy dx�

➺
F 1❄

2n,δ

y1✁2sξn
⑤∇w⑤2

2
y dx� θn,δ

✏ I1n,δ � I2n,δ � I3n,δ � θn,δ,

✇❤❡r❡

θn,δ ✏

➺
B❄

2n,δ

N ✁ 2s

2
y1✁2s⑤∇w⑤2ξn dxdy

�

➺
B❄

2n,δ

y1✁2s ⑤∇w⑤
2

2
①z,∇ξn② ✁ y1✁2s ①∇w, z② ①∇w,∇ξn② dxdy.

✾✾



❲❡ ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡q✉❡♥❝❡ δk Ñ 0 s✉❝❤ t❤❛t

I2n,δk � I3n,δk Ñ 0, ❛s k Ñ ✽.

❙♦♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❧❡❛❞s t♦

ξn♣x, 0q ①x,∇u② ♣f♣uq ✁ a♣xquq

✏ div

✒
ξn♣x, 0q

✂
F ♣uq ✁

1

2
a♣xqu2

✡
x

✚
✁ ①∇ξn♣x, 0q, x②F ♣uq

✁Nξn♣x, 0qF ♣uq �
1

2
①∇ξn♣x, 0q, x② a♣xqu

2

�
1

2
ξn♣x, 0q ①∇a♣xq, x②u

2 �
N

2
ξn♣x, 0qa♣xqu

2.

❚❤✉s✱ ❜② ❘❡♠❛r❦ ✵✳✹✳✸✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✺✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ❉✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✇❡ ❤❛✈❡

lim
kÑ✽

I1n,δk ✏ κs

➺
BN❄

2n

ξn♣x, 0q ①x,∇u② ♣f♣uq ✁ a♣xquq dx

✏ ✁κs

➺
BN❄

2n

①∇ξn♣x, 0q, x②F ♣uq �Nξn♣x, 0qF ♣uq dx

�
κs

2

➺
BN❄

2n

①∇ξn♣x, 0q, x② a♣xqu
2 dx

�
κs

2

➺
BN❄

2n

ξn♣x, 0q ①∇a♣xq, x②u
2 �

N

2
ξn♣x, 0qa♣xqu

2 dx.

❙✉♠♠✐♥❣ ✉♣✱ ✇❡ ❣❡t

0 ✏ lim
kÑ✽

✏
I1n,δk � I2n,δk � I3n,δk � θn,δk

✘
✏ ✁κs

➺
BN❄

2n

①∇ξn, x②F ♣uq �NξnF ♣uq dx

� κs

➺
BN❄

2n

1

2
①∇ξn, x② a♣xqu

2 ✁
1

2
ξn ①∇a♣xq, x②u

2 ✁
N

2
ξna♣xqu

2 dx

�

➺
B❄

2n

N ✁ 2s

2
y1✁2s⑤∇w⑤2ξn dxdy

�

➺
B❄

2n

y1✁2s
⑤∇w⑤2

2
①z,∇ξn② ✁ y1✁2s ①∇w, z② ①∇w,∇ξn② dxdy.

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✉s✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✺✳✷✮ t♦ ♣❛ss t❤❡ ❧✐♠✐t nÑ ✽, ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡

N ✁ 2s

2

➺
RN

⑤♣✁∆qs④2u⑤ dx ✏
N ✁ 2s

2κs

➺
RN

y1✁2s⑤∇w⑤2 dxdy

✏ N

➺
RN

F ♣uq dx✁
N

2

➺
RN

a♣xqu2 ✁
1

2
①∇a♣xq, x②u2 dx,

✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❡q✉❛❧✐t② ✇❡ ✉s❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✵✳✸✳✷✮✳ �

✶✵✵



❘❡♠❛r❦ ✸✳✺✳✷✳ ■♥ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♦❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❬✺✾✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✺❪ ❛♥❞ ❢♦r t❤❛t ✐s

✇❛s ❝r✉❝✐❛❧ t❤❛t a♣xq ✐s ❛ C1✕❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ R
N③O.

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✺✳✸✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t f♣x, tq ✑ f♣tq P C1♣Rq ❛♥❞ t❤❛t ❢✉❧✜❧❧s ♣f1q✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

t❤❛t a♣xq ✑ a0 → 0. ■❢ u P Hs♣RNq ✐s ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✭Hs✮✱ t❤❡♥➺
RN

F ♣uq ✁
a0

2
u2 dx ✏

N ✁ 2s

2N

➺
RN

⑤♣✁∆qs④2u⑤2 dx

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✺✳✹✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t f♣x, tq ✑ f♣tq P C1♣Rq ❛♥❞ t❤❛t ❢✉❧✜❧❧s ♣f✝1 q✳ ■❢

u P Ds,2♣RNq ✐s ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✭Hs✮✱ t❤❡♥➺
RN

⑤♣✁∆qs④2u⑤2 ✁ λ⑤x⑤✁2su2 dx ✏
2N

N ✁ 2s

➺
RN

F ♣uq dx,

✇❤❡r❡ 0 ➔ λ ➔ ΛN,s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✵✳✵✳✹✮✳

❆s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦♥✲❡①✐st❡♥❝❡

r❡s✉❧ts✱ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♠❛❞❡ ✐♥ ❬✹✽✱✼✹❪✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✺✳✺ ✭◆♦♥✲❡①✐st❡♥❝❡ r❡s✉❧ts✮✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t f♣x, tq ✑ f♣tq P C1♣RNq ❛♥❞

❡✐t❤❡r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✱

✭✐✮ a♣xq P C1♣RN③Oq, ✇❤❡r❡ O ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t✱ 2sa♣xq � ①∇a♣xq, x② → 0 ❢♦r ❛❧❧ x ✐♥ ❛

♥♦♥✲③❡r♦ ♠❡❛s✉r❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ 2✝sF ♣tq ↕ f♣tqt, ❢♦r ❛❧❧ t P R; ♦r

✭✐✐✮ a♣xq P C1♣RN③Oq, ✇❤❡r❡ O ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t✱ a♣xq → 0, ①∇a♣xq, x② ➔ 0 ❢♦r ❛❧❧ x ✐♥

❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ♠❡❛s✉r❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts 0 ➔ δ ↕ 2, s✉❝❤ t❤❛t δF ♣tq ➙ f♣tqt,

❢♦r ❛❧❧ t P R; ♦r

✭✐✐✐✮ a♣xq ✑ a0 → 0 ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts 0 ↕ δ ↕ 2s④♣N ✁ 2sq, ✐♥ ❛ s✉❝❤ ✇❛② t❤❛t

2✝sF ♣tq ↕ f♣tqt� δa0t
2, ❢♦r ❛❧❧ t P R;

✭✐✈✮ a♣xq ✑ 0 ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts 0 ➔ p ➔ 2✝s s✉❝❤ t❤❛t pF ♣tq ➙ f♣tqt ❢♦r ❛❧❧ t P R.

■❢ u P Hs♣RNq ✐s ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭Hs✮✱ s✉❝❤ t❤❛t F ♣uq, f♣uqu, a♣xqu2,

①∇a♣xq, x②u2 ❜❡❧♦♥❣s t♦ L1♣RNq ❛♥❞ f♣uq④♣1� ⑤u⑤q ❜❡❧♦♥❣s t♦ L
N④2s
loc ♣RNq, t❤❡♥ u ✑ 0.

Pr♦♦❢✳ ✭✐✮ ❆♣♣❧②✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳✶✱ ✇❡ ❣❡t➺
RN

⑤♣✁∆qs④2u⑤2 dx

�
N

N ✁ 2s

➺
RN

a♣xqu2 dx�
1

N ✁ 2s

➺
RN

①∇a♣xq, x②u2 dx ↕

➺
RN

f♣uqu dx,

❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ✉s✐♥❣ t❤❛t I ✶♣uq ☎ u ✏ 0, ✇❡ ♦❜t❛✐♥➺
RN

♣2sa♣xq � ①∇a♣xq, x②qu2 dx ↕ 0,

✶✵✶



✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ u ✑ 0.

✭✐✐✮ ❯s✐♥❣ ❛❣❛✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳✶ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

N ✁ 2s

2N
δ

➺
RN

⑤♣✁∆qs④2u⑤2 dx

�
δ

2

➺
RN

a♣xqu2 dx�
δ

2N

➺
RN

①∇a♣xq, x②u2 dx ➙

➺
RN

f♣uqu dx,

❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❛t u ✑ 0, ❜❡❝❛✉s❡✂
1✁

N ✁ 2s

2N
δ

✡➺
RN

⑤♣✁∆qs④2u⑤2 dx

�

✂
1✁

δ

2

✡➺
RN

a♣xqu2 dx✁
δ

2N

➺
RN

①∇a♣xq, x②u2 dx ↕ 0.

✭✐✐✐✮ ❖♥❝❡ ♠♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳✶ t♦ ❣❡t➺
RN

⑤♣✁∆qs④2u⑤2 dx�
N

N ✁ 2s
a0

➺
RN

u2 dx ➙

➺
RN

f♣uqu dx,

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ✒
N ✁ ♣1� δq♣N ✁ 2sq

N ✁ 2s

✚
a0

➺
RN

u2 dx ↕ 0.

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r u ✑ 0.

✭✐✈✮ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳✶ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t➺
RN

⑤♣✁∆qs④2u⑤2 dx ✏ 2✝
s

➺
RN

F ♣uq dx ➙
2✝
s

p

➺
RN

f♣uqu dx ✏
2✝
s

p

➺
RN

⑤♣✁∆qs④2u⑤2 dx,

✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s u ✑ 0. �

✸✳✻ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✶

Pr♦♦❢✳ ✭✐✮ ❍❡r❡ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✷✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s

♦✉r ❛r❣✉♠❡♥t ❡❛s✐❡r t❤❡♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❬✸✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶❪✳

❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✺ ✇❡ ❦♥♦✇ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♣ukq s✉❝❤

t❤❛t I♣ukq Ñ c♣Iq ❛♥❞ I ✶♣ukq Ñ 0. ❙✐♥❝❡ ✐t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ ✐t ❤❛s ❛ ♣r♦✜❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✷✳ ■❢ ✇❡ ❤❛✈❡ w♣nq ✏ 0 ❢♦r ❛❧❧ n P N0, t❤❡♥ ❜② ❛ss❡rt✐♦♥

✭✶✳✶✳✽✮✱ uk Ñ 0 ✐♥ Lp♣RNq, ❢♦r ❛♥② 2 ➔ p ➔ 2✝
s ❛♥❞ ❜② ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭✶✳✶✳✺✮ uk á 0 ✐♥

Hs
V ♣R

Nq, ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡✩✬✬✫✬✬✪
o♣1q � c♣Iq ✏ I♣ukq ✏

1

2
⑥uk⑥

2
V ✁

➺
RN

F ♣x, ukq dx ✏
1

2
⑥uk⑥

2
V � o♣1q,

o♣1q ✏ I ✶♣ukq ☎ uk ✏ ⑥uk⑥
2
V ✁

➺
RN

f♣x, ukquk dx ✏ ⑥uk⑥
2
V � o♣1q,

✭✸✳✻✳✶✮

✶✵✷



❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ c♣Iq → 0. ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♥♦♥③❡r♦ w♣nq.▼♦r❡♦✈❡r✱

✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ❡❛❝❤ w♣nq ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ I. ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t✱ ✉♣ t♦

s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ h♣nq ✐♥ Lσ✶♣supp♣ϕqq, n P N0, s✉❝❤ t❤❛t

⑤uk♣x� y
♣nq
k q⑤ ↕ h♣nq♣xq, ❛✳❡✳ x P supp♣ϕq, ✭✸✳✻✳✷✮

✇❤❡r❡ σ✶ ✏ σ④♣σ✁1q ❛♥❞ ϕ P C✽
0 ♣R

Nq, ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ t❤❛♥❦s t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳

❚❤✉s✱ ❢♦r ❛✳❡✳ x P R
N ✇❡ ❤❛✈❡★

⑤V ♣x� y
♣nq
k quk♣x� y

♣nq
k qϕ♣xq⑤ ↕ h♣nq♣xq⑤V ♣xqϕ♣xq⑤ P L1♣supp♣ϕqq

V ♣x� y
♣nq
k quk♣x� y

♣nq
k qϕ♣xq ✏ V ♣xquk♣x� y

♣nq
k qϕ♣xq Ñ V ♣xqw♣nq♣xqϕ♣xq,

✇❤✐❝❤✱ ❜② t❤❡ ❉♦♠✐♥❛t❡❞ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ ❧❡❛❞s t♦

lim
kÑ✽

♣uk, ϕ♣☎ ✁ y
♣nq
k qqV ✏ lim

kÑ✽

✒
ruk♣☎ � y

♣nq
k q, ϕss �

➺
RN

V ♣x� y
♣nq
k quk♣☎ � y

♣nq
k qϕ♣xq dx

✚
✏ rw♣nq, ϕss �

➺
RN

V ♣xqw♣nqϕ dx.

❇② t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥ ❛♥❞ ♣f1q✱ ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡✱

lim
kÑ✽

➺
RN

f♣x� y
♣nq
k , uk♣☎ � y

♣nq
k qqϕ dx ✏

➺
RN

f♣x, w♣nqqϕ dx.

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✇❡ ♠❛② ♣❛ss t❤❡ ❧✐♠✐t ✐♥

I ✶♣ukq ☎ ϕ♣☎ ✁ y
♣nq
k q ✏ ♣uk, ϕ♣☎ ✁ y

♣nq
k qqV ✁

➺
RN

f♣x� y
♣nq
k , uk♣☎ � y

♣nq
k qqϕ dx,

t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t I ✶♣w♣nqq ✏ 0, ❢♦r ❛❧❧ n P N0✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❣❡t t❤❛t

GS ✏ inf
✥
I♣uq : u P Hs

V ♣R
Nq③t0✉, I ✶♣uq ✏ 0

✭
➙ 0.

❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐s GS ✐s ❛tt❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ▲❡t ♣ukq ❜❡ ❛ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣

s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ GS , t❤❛t ✐s I♣ukq Ñ GS ❛♥❞ I ✶♣ukq ✏ 0. ❆r❣✉✐♥❣ ❛s ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✺

✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t ♣ukq ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t w♣nq ✏ 0

❢♦r ❛❧❧ n P N0. ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❤❛✈❡ t❤❛t GS → 0, ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐❢

GS ✏ 0, t❤❡♥ ✉s✐♥❣ ✭✸✳✻✳✶✮ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ⑥uk⑥V ✏ o♣1q, ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱

⑥uk⑥
2
V ✏

➺
RN

f♣ukquk dx ↕ ε♣C2⑥uk⑥
2
V � C✝⑥uk⑥

2✝s
V q � Cε⑥uk⑥

pε
V ,

✇❤❡r❡ C2, C2✝s ❛♥❞ Cpε ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

♣1✁ εC2q ↕ εC2✝s ⑥uk⑥
2✝s✁2

V � Cpε⑥uk⑥
pε✁2
V , ❅ k P N,

✇❤✐❝❤✱ ❜② t❛❦✐♥❣ ε s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

⑥uk⑥V ✏ o♣1q. ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❛t✱ ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛r❣✉❡ ❛s ❛❜♦✈❡ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

✶✵✸



t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛ ♥♦♥③❡r♦ w♣n0q t❤❛t ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ I. ❲❡ ❦♥♦✇ ❢r♦♠ ✭✶✳✶✳✺✮ t❤❛t

uk♣x�y
♣n0q
k q Ñ w♣n0q♣xq ❛✳❡✳ ✐♥ R

N , ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛♣♣❧② ❋❛t♦✉

▲❡♠♠❛ t♦ ❣❡t

GS ✏ lim
kÑ✽

I♣ukq ✏ lim
kÑ✽

➺
RN

F♣x, uk♣☎ � y
♣n0q
k qq dx

✏ lim inf
kÑ✽

➺
RN

F♣x, uk♣☎ � y
♣n0q
k qq dx

➙

➺
RN

F♣x, w♣n0qq dx ✏ I♣w♣n0qq,

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ ♣f2q ♦r ♣f5q t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t F♣x, uk♣☎�y
♣n0q
k qq ✏ F♣x, ukq ➙ 0 ❛✳❡✳ ✐♥ R

N .

❚❤✉s✱ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ✉s✐♥❣ ♣f2q ♦r ♣f5q✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t GS ✏ I♣w♣n0qq → 0.

✭✐✐✮ ❋r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✱ t❤❡ ♥♦r♠

⑤⑤⑤u⑤⑤⑤2λ ✏

➺
RN

⑤♣✁∆qs④2u⑤2 ✁ λ⑤x⑤✁2su2 dx, u P Ds,2♣RNq, 0 ➔ λ ➔ ΛN,s,

✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦r♠ r ☎ ss ✐♥ Ds,2♣RNq. ▲❡t ♣ukq ❜❡ ❛ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣

s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r Iλ, ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ k, ❧❡t u✝k ❜❡ t❤❡ ❙❝❤✇❛r③ ❙②♠♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ uk ✭s❡❡ ❬✻✵❪

❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ P♦❧②❛✲❙③❡❣ö ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭s❡❡ ❬✾✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸❪✮✱

❢♦r ❡❛❝❤ k, ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t✩✬✬✫✬✬✪
➺
RN

➺
RN

⑤u✝k♣xq ✁ u✝k♣yq⑤
2

⑤x✁ y⑤N�2s
dxdy ↕

➺
RN

➺
RN

⑤uk♣xq ✁ uk♣yq⑤
2

⑤x✁ y⑤N�2s
dxdy,➺

RN

F ♣u✝kq dx ✏
➺
RN

F ♣ukq dx.

❚❤✉s ♣u✝kq ⑨ D
s,2
rad♣R

Nq ❛♥❞ ✐s ❛❧s♦ ❛ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r ✭✸✳✷✳✶✮✳ ◆♦✇ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t

⑤⑤⑤ ☎ ⑤⑤⑤λ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐❧❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶✱ ♠♦r❡

♣r❡❝✐s❡❧②✱

⑤⑤⑤u⑤⑤⑤2λ ✏
✞✞✞✞✞✞✞✞✞γ N✁2s

2 u♣γj☎q
✞✞✞✞✞✞✞✞✞2
λ
, ❅ γ → 1, u P Ds,2♣RNq ❛♥❞ j P Z,

❛♥❞ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♣r♦♣❡rt②✱

⑤⑤⑤u♣☎④δq⑤⑤⑤2λ ✏ δN✁2s⑤⑤⑤u⑤⑤⑤2λ, ❅u P Ds,2♣RNq, δ → 0.

■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✶ ❛♥❞ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✺✳✹✱ ✇❡ ♠❛② ♣r♦❝❡❡❞✱ ✉s✐♥❣ ❡①❛❝t❧② t❤❡

s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✸✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ r ☎ ss ❜② ⑤⑤⑤ ☎ ⑤⑤⑤λ✳ �

❘❡♠❛r❦ ✸✳✻✳✶✳ ✭✐✮ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✶✕✭✐✮✱ ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ✐♥

❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❛t f♣x, tq s❛t✐s✜❡s ✭✸✳✷✳✷✮✱ t❤❡♥ GS ✏ c♣Iq ✏ I♣wn0q ❛♥❞ w♣n0q ✐s ♥♦♥✲

♥❡❣❛t✐✈❡✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✳✼ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s

♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✶✕✭✐✮✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t t❤❡r❡✱ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡

t❤❛t t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ w♣n0q ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❘❡♠❛r❦ ✸✳✸✳✹✕✭✐✈✮

❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤ ζ♣tq ✏ tw♣n0q, t ➙ 0, ❜❡❧♦♥❣s t♦ ΓI ❛♥❞ c♣Iq ↕ I♣w♣n0qq.

✶✵✹



❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣ukq ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✶✱ ❜② ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✹✳✸✱ ❘❡♠❛r❦ ✸✳✸✳✷✕✭✐✐✮ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ ✭✶✳✶✳✼✮✱ ✉♣

t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

c♣Iq ✏ lim
kÑ✽

✒
1

2
⑥uk⑥

2
V ✁

➺
RN

F ♣x, ukq dx

✚
➙

➳
nPN0

I♣w♣nqq.

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✉s✐♥❣ ♣f2q ♦r ♣f5q t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ❡❛❝❤ I♣w♣nqq ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✱

✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t c♣Iq ✏ GS .

✭✐✐✮ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ✭✸✳✷✳✶✮ ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r Ds,2
rad♣R

Nq, ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✶ ✇❡

❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✸✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❢♦r ❛♥② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♣ukq ♦❢ ✭✸✳✷✳✶✮✱ t❤❡r❡

❡①✐sts ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♣jkq ✐♥ Z s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♣γ✁
N✁2s

2
jkuk♣γ

✁jk ☎qq ❝♦♥t❛✐♥s ❛

❝♦♥✈❡r❣❡♥t s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ D
s,2
rad♣R

Nq, ✇❤♦s❡ t❤❡ ❧✐♠✐t ✐s ❛ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ ✭✸✳✷✳✶✮ ✐♥

D
s,2
rad♣R

Nq.

✭✐✐✐✮ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✶✕✭✐✐✮✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t F ♣tq ➙ 0 ❢♦r ❛❧❧

t ➙ 0. ❙✐♥❝❡ ⑤⑤⑤⑤uk⑤⑤⑤⑤λ ↕ ⑤⑤⑤uk⑤⑤⑤λ, ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

❡❛❝❤ uk ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠✐♥✐♠✐③❡r ❢♦r ✭✸✳✷✳✶✮ ✐s ♥♦♥✲

♥❡❣❛t✐✈❡✳

✸✳✼ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✷

Pr♦♦❢✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✷ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❡❤❛r✐ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♠❡t❤♦❞

✭s❡❡ ❬✾✶❪✮✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❞❡r ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ st❡♣s✳

✭✐✮ ❋♦r ❡❛❝❤ u P Hs
V ③t0✉ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ τ♣uq → 0 s✉❝❤ t❤❛t τ♣uqu P N ❛♥❞

maxt➙0 I♣tuq ✏ I♣τ♣uquq. ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r N ✘ ❍.

❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s ✐♥ t❤❡ ❘❡♠❛r❦ ✸✳✸✳✹✕✭✐✈✮✱ t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

hu♣tq ✏ I♣tuq, t → 0, ❤❛s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✐♥t tu. ▼♦r❡♦✈❡r✱ h✶♣tuq ✏ 0, ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ tuu

❜❡❧♦♥❣s t♦ N ❛♥❞

⑥u⑥2V ✁

➺
RN

b♣xqu2 dx ✏
1

tu

➺
RN

f♣x, tuuqu dx. ✭✸✳✼✳✶✮

❇② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✷✳✷✮ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦❝❝✉rs ❛t ♠♦st ♦♥❡ ♣♦✐♥t✳

❚❤✉s t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✐♥t τ♣uq ✏ tu ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ hu♣tq.

✭✐✐✮ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ τ : Hs
V ③t0✉ Ñ ♣0,✽q ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❚❤✉s t❤❡ ♠❛♣ η : Hs

V ③t0✉ Ñ N ,

❞❡✜♥❡❞ ❜② η♣uq ✏ τ♣uqu ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ η
✞✞
S
✐s ❛ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t

s♣❤❡r❡ S ♦❢ Hs
V ♣R

Nq ✐♥ N .

✶✵✺



❆ss✉♠❡ t❤❛t un Ñ u ✐♥ Hs
V ③t0✉. ■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡

F ♣x, tq t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣f2q ✐♠♣❧✐❡s

F ♣x, tq ➙ C1⑤t⑤
µ ✁ C2t

2, ❢♦r ❛✳❡✳ x P R
N ❛♥❞ ❅ t P R.

❚❤✉s✱ ❢r♦♠ ✐❞❡♥t✐t② ✸✳✼✳✶ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

⑥un⑥
2
V ✁

➺
RN

b♣xqu2n dx ➙ C1⑤τ♣unq⑤
µ✁2

➺
RN

⑤un⑤
µ dx✁ C2⑥un⑥

2
V , ❅n P N.

❚❤❛t ✐s✱ ♣unq ⑨ Lµ♣RNq ✇✐t❤

⑥un⑥
2
V ➙ C⑤τ♣unq⑤

µ✁2

➺
RN

⑤un⑤
µ dx, ❅n P N.

▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ u ✘ 0, t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♣unq ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡❧♦✇ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠ ⑥ ☎ ⑥µ ❜② ❛

♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✉s ♣τ♣unqq ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❲❡ ♥♦✇ ♣❛ss t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛♥②

❣✐✈❡♥ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r ♣τ♣unqq ❤❛s ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♠✐t τ♣uq,

❢r♦♠ t❤✐s ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ τ♣unq Ñ τ♣uq. ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❢♦r ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡

τ♣unq Ñ t0.❲❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❤❛✈❡ t❤❛t t0 ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✉s✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣f1q ❛♥❞ ♣V3q

✐♥ ✐❞❡♥t✐t② ✭✸✳✼✳✶✮ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡✱

⑥un⑥
2
V ✁

➺
RN

b♣xqu2n dx ↕ εC
✁
⑥un⑥

2
V � τ♣unq

2✝s ✁2⑥un⑥
2✝s
V

✠
� Cετ♣unq

pε✁2⑥un⑥
pε
V ,

❢♦r ❛❧❧ n P N. ❋r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✄
1✁ εC2 ✁

⑥b♣xq⑥β

C
♣βq
V

☛
⑥un⑥

2
V ↕ εC2✝s τ♣unq

2✝s ✁2⑥un⑥
2✝s
V � CεCpετ♣unq

pε✁2⑥un⑥
pε
V , ✭✸✳✼✳✷✮

❢♦r ❛❧❧ n P N, ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t0 → 0, ❜② t❛❦✐♥❣ ε s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✳ ❚❤✉s ✇❡ ♠❛② ❛♣♣❧②

t❤❡ ❉♦♠✐♥❛t❡❞ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✐♥ ✭✸✳✼✳✶✮ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t0 ✏ τ♣uq ❛♥❞ t❤❡

❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ τ. ❯s✐♥❣ ✭✸✳✼✳✶✮ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ τ♣u④⑥u⑥V q ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

⑥u⑥2V ✁

➺
RN

b♣xqu2 dx ✏
1

τ♣u④⑥u⑥V q
⑥u⑥V

➺
RN

f

✂
x,
τ♣u④⑥u⑥V q

⑥u⑥V

✡
u dx,

✇❤✐❝❤ ❜② ✉♥✐q✉❡♥❡ss ❣✐✈❡s τ♣u④⑥u⑥V q ✏ τ♣uqu. ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ η ✐s t❤❡

r❡tr❛❝t✐♦♥ ♠❛♣ ❣✐✈❡♥ ❜② ̺ : N Ñ S, ̺♣uq ✏ u④⑥u⑥V .

✭✐✐✐✮ N ✐s ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts RN → 0 s✉❝❤ t❤❛t ⑥u⑥V → RN ,

✇❤❡♥❡✈❡r u P N .

■♥❞❡❡❞✱ ❡st✐♠❛t❡ ✭✸✳✼✳✷✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

1✁ εC2 ✁
⑥b♣xq⑥β

C
♣βq
V

↕ εC2✝s ⑥u⑥
2✝s ✁2

V � CεCpε⑥u⑥
pε✁2
V , ❅u P N .

❚❛❦✐♥❣ ε s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ⑥u⑥ ➙ RN , ❢♦r ❛❧❧ u P N .

✶✵✻



✭✐✈✮ ❋♦r ❛❧❧ ζ P ΓI ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ζ♣r0,✽qq ❳N ✘ ❍.

▲❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤✐s ❛ss❡rt✐♦♥ ✐s ❢❛❧s❡✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ζ0 P ΓI ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t

✐♥t❡r❝❡♣ts N ✐♥ ❛♥② ♣♦✐♥t✳ ▲❡t t0 → 0 s✉❝❤ t❤❛t I♣ζ0♣t0qq ➔ 0 ❛♥❞ ζ0♣tq ✘ 0, ❢♦r ❛❧❧

♣0, t0s.❲❡ ♣r♦✈❡ ♥♦✇ t❤❛t τ♣ζ♣tqq → 1 ❢♦r ❛❧❧ t P ♣0, t0s. ■♥ ❢❛❝t✱ ❜② ❝♦♥t✐♥✉✐t②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛

♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r δ s✉❝❤ t❤❛t ⑥ζ0♣tq⑥ ➔ RN , ❢♦r ❛❧❧ t P r0, δs. ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

t❤❛t ⑥τ♣ζ0♣tqqζ0♣tq⑥V → RN , ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s τ♣ζ0♣tqq → 1, ❢♦r ❛❧❧ t P ♣0, δs. ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t②

♦❢ τ♣tq ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ζ0♣tq ❘ N , ❢♦r ❛❧❧ t, ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝❤♦♦s❡ δ ✏ t0. ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r

❤❛♥❞✱ ❜② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣f2q ❛♥❞ ✭✸✳✷✳✷✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

hζ♣t0q♣tq ➙
t2

2

✒
⑥ζ0♣t0q⑥

2
V ✁

➺
RN

b♣xq⑤ζ0♣t0q⑤
2 dx✁

2

µ

➺
RN

f♣x, tζ0♣t0qq

tζ0♣t0q
⑤ζ0♣t0q⑤

2 dx

✚
→
t2

2

✒➺
RN

f♣x, τ♣ζ0♣t0qqζ0♣t0qq

τ♣ζ0♣t0qqζ0♣t0q
⑤ζ0♣t0q⑤

2 ✁
f♣x, tζ0♣t0qq

tζ0♣t0q
⑤ζ0♣t0q⑤

2 dx

✚
→ 0, ❅ t P ♣0, τ♣ζ♣t0qqs.

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ 0 ➔ hζ♣t0q♣1q ✏ I♣ζ0♣t0qq, ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢

ζ0♣t0q.

✭✈✮ cN ♣Iq ✏ c̄♣Iq.

■♥ ❢❛❝t✱ s✐♥❝❡ η
✞✞
S
✐s ❛ ❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡

c̄♣Iq ✏ inf
uPHs

V
③t0✉

I♣τ♣uquq ✏ inf
uPS

I♣τ♣uquq ✏ cN ♣Iq.

✭✈✐✮ c̄♣Iq ✏ c♣Iq.

●✐✈❡♥ u P Hs
V ③t0✉✱ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣❛t❤ ζ♣tq ✏ tt0u, ✇❤❡r❡ t0 → 0 ✐s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ s✉❝❤ ✇❛② t❤❛t

I♣t0uq ➔ 0. ❚❤❡♥✱ ❜② ❘❡♠❛r❦ ✸✳✸✳✹✕✭✐✈✮✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ζ P ΓI ❛♥❞

max
t➙0

I♣tuq ✏ max
t➙0

I♣ζ♣tqq ➙ c♣Iq.

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② c♣Iq ↕ c̄♣Iq. ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❣✐✈❡♥ ζ P ΓI , ✇❡ ❦♥♦✇ ❛❜♦✉t t❤❡

❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t0 s✉❝❤ t❤❛t ζ♣t0q ❜❡❧♦♥❣s t♦ N . ❚❤✉s✱

max
t➙0

I♣ζ♣tqq ➙ I♣ζ♣t0qq ➙ cN ♣Iq ✏ c̄♣Iq.

❙✐♥❝❡ ζ P ΓI ✐s ❛r❜✐tr❛r②✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ c♣Iq ➙ c̄♣Iq. �

❘❡♠❛r❦ ✸✳✼✳✶✳ ■♥ t❤✐s r❡♠❛r❦ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✷✳ ❆ss✉♠❡

t❤❛t a♣xq ✏ a♣⑤x⑤q ❛♥❞ f♣x, tq ✏ f♣⑤x⑤, tq ❛r❡ r❛❞✐❛❧✳ ▲❡t E ❜❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡

❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ C✽
0,rad♣R

Nq ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦r♠ ⑥ ☎ ⑥V . ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶

✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t E ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ Hs
rad♣R

Nq, t❤✉s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r I0 ✏ I
✞✞
Hs

rad
♣RN q ❛s

t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✭Hs✮ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t❡ s❡tt✐♥❣s✳ ❇② ❘❡♠❛r❦

✸✳✸✳✹✕✭✐✈✮✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❝❧❡❛r t❤❛t Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✺ ❤♦❧❞s tr✉❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡r❡ ✐s

✶✵✼



❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♣ukq ✐♥ E s✉❝❤ t❤❛t I0♣ukq Ñ c♣I0q ❛♥❞ I ✶0♣ukq Ñ 0. ▼♦r❡♦✈❡r ❜② ❈♦r♦❧❧❛r②

✶✳✹✳✷ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♣ukq ❤❛s ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ uk Ñ u ✐♥ E. ❚❤✉s✱ ❛♣♣❧②✐♥❣

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t u ✐s ❛ r❛❞✐❛❧ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✭Hs✮ ✐♥ E.▼♦r❡♦✈❡r✱

❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❙②♠♠❡tr✐❝ ❈r✐t✐❝❛❧✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t u ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧

♣♦✐♥t ♦❢ I.

❘❡♠❛r❦ ✸✳✼✳✷✳ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✳✼✱ ✐❢ b♣xq ✑ 0, t❤❡♥ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡

s♦❧✉t✐♦♥ u ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✳

✸✳✽ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✸

❇❡❢♦r❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✸✱ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦

❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❧✐♠✐t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s IP ❛♥❞ I✽ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧ ♦❢

t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ I ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❊q✳ ✭Hs✮✳ ❙♦♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s

r❡s✉❧t ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✸✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✽✳✶✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t f♣x, tq s❛t✐s✜❡s ❡✐t❤❡r ♣f1q✕♣f3q ♦r ♣f3q✕♣f6q❀ ❛♥❞

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♣f7q✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t a♣xq ❛♥❞ f♣x, tq s❛t✐s✜❡s ❡✐t❤❡r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱

✭✐✮ b♣xq ✑ 0, ♣V1q✕♣V2q✱ ♣f8q❀

✭✐✐✮ V ♣xq ➙ 0, b♣xq ❤❛s ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt✱ ♣V2q✕♣V4q✱ ♣f9q❀

❚❤❡♥ c♣Iq ↕ c♣IPq ❛♥❞ c♣Iq ↕ c♣I✽q, r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉♥❞❡r t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐❢

✇❡ ❛ss✉♠❡ ♣H q✱ t❤❡♥ ♣f10q ❛♥❞ ♣f
✶
10q ❤♦❧❞s tr✉❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❛s❡✳

Pr♦♦❢✳ ✭✐✮✳ ▲❡t u P Hs
V ♣R

Nq ❜❡ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✭s❡❡ ❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✳✼✮ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✇❡❛❦

s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

♣✁∆qsu� V ♣xqu ✏ fP♣x, uq,

❛t t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❧❡✈❡❧ ❢♦r IP ✱ t❤❛t ✐s✱ IP♣uq ✏ c♣IPq. ❋♦r ❡❛❝❤ k, ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣❛t❤

ζk♣tq ✏ tu♣☎ ✁ ykq, t ➙ 0.

✇❤❡r❡ ♣ykq ⑨ Z
N ✐s t❛❦❡♥ s✉❝❤ t❤❛t ⑤yk⑤ Ñ ✽. ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t

c♣Iq ↕ lim
kÑ✽

max
t➙0

I♣ζk♣tqq ↕ max
t➙0

IP♣tuq ✏ c♣IPq. ✭✸✳✽✳✶✮

■♥ ❢❛❝t✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t Φ ❛♥❞ ΦP ❛r❡ ❧♦❝❛❧❧② ▲✐♣s❝❤✐t③ ✐♥ Hs
V ♣R

Nq ✭t❤❡② ❛r❡

C1 ✐♥ Hs
V ♣R

Nq✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡

⑤I♣ζk♣tqq ✁ IP♣tuq⑤ ↕

➺
RN

⑤F ♣x� yk, tuq ✁ FP♣x� yk, tuq⑤ dx,

✶✵✽



❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❞❡♥s✐t② ❛r❣✉♠❡♥t ✇❡ ❣❡t t❤❛t

lim
kÑ✽

I♣ζk♣tqq ✏ IP♣tuq, ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ ❝♦♠♣❛❝t s❡ts ♦❢ R.

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✇❡ ♠❛② ♣r♦❝❡❡❞ ❛s ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✻✳✶✳ ❋✐rst ♥♦t❡ t❤❛t

lim
kÑ✽

➺
RN

F ♣x� yk, tuq dx ✏

➺
RN

FP♣x, tuq dx, ❅ t → 0.

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ➺
RN

F ♣x� yk, uq dx → 0, ❢♦r k ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳

❚❤✉s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠✐t② ✐♥ x ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣f1q✕♣f3q ♦r ♣f3q✕♣f6q ❛♥❞

t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ ❘❡♠❛r❦ ✸✳✸✳✹✕✭✐✈✮✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ζk ❜❡❧♦♥❣s t♦ ΓI , ❢♦r k ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐st tk → 0 s✉❝❤ t❤❛t

I♣ζk♣tkqq ✏ max
t➙0

I♣ζk♣tqq → 0.

❲❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♣tkq ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ s✉♣♣♦s❡ ❝♦♥tr❛r② t♦ ♦✉r ❝❧❛✐♠

t❤❛t tk Ñ ✽✱ ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤✉s✱ ❜② t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠✐t② ✐♥ x ❛♥❞ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢

❘❡♠❛r❦ ✸✳✸✳✹✕✭✐✈✮✱ ✇❡ ❣❡t

I♣ζk♣tkqq ✏
t2k
2
⑥u⑥2V ✁

➺
RN

F ♣x� yk, tkuq dxÑ ✁✽, ❛s tÑ ✽,

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t I♣ζk♣tkqq → 0 ❢♦r ❛❧❧ k. ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉♣

t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ tk Ñ t0, ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

lim
kÑ✽

max
t➙0

I♣ζk♣tkqq ✏ IP♣t0uq,

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ✭✸✳✽✳✶✮✳

✭✐✐✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✳ ▲❡t w P Hs
V ♣R

Nq ✏ Hs♣RNq ❜❡

❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

♣✁∆qsw � V✽w ✏ f✽♣wq,

❛t t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❧❡✈❡❧✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ I✽♣wq ✏ c♣I✽q. ❋♦r ❡❛❝❤ k, ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣❛t❤

λk♣tq ✏ w
✁ ☎ ✁ yk

t

✠
, t ➙ 0.

✇❤❡r❡ ♣ykq ✐s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ❛ s✉❝❤ ✇❛② t❤❛t ⑤yk⑤ Ñ ✽. ❆s ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡st✐♠❛t❡

⑤I♣λk♣tqq ✁ I✽♣w♣☎④tqq⑤

↕
1

2
tN

➺
RN

⑤♣V ♣tx� ykq ✁ b♣tx� ykqq ✁ V✽⑤w2 dx

� tN
➺
RN

⑤F ♣tx� yk, wq ✁ F✽♣wq⑤ dx,

✶✵✾



❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✱

Φ, Φ✽, Q♣uq ✏
➺
RN

V ♣xqu2 dx ❛♥❞ B♣uq ✏

➺
RN

b♣xqu2 dx,

❛r❡ ❧♦❝❛❧❧② ▲✐♣s❝❤✐t③ ✐♥ Hs♣RNq t♦ ♦❜t❛✐♥✱ ❜② ❛ ❞❡♥s✐t② ❛r❣✉♠❡♥t✱ t❤❛t

lim
kÑ✽

I♣λk♣tqq ✏ I✽♣w♣☎④tqq, ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ ❝♦♠♣❛❝t s❡ts ♦❢ R.

❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤ λk ❜❡❧♦♥❣s t♦ ΓI , ❢♦r k ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡

❝♦♥tr❛r②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ k0 ❛♥❞ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ tn Ñ ✽ s✉❝❤ t❤❛t I♣λk0♣tnqq → 0, ❢♦r ❛❧❧

n. ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

lim
nÑ✽

➺
RN

F ♣tnx� yk0 , wq ✁
1

2
rV ♣tnx� yk0q ✁ b♣tnx� yk0qsw

2 dx

✏

➺
RN

F✽♣wq ✁
1

2
V✽w2 dx,

✇❤✐❝❤✱ ❜② t❛❦✐♥❣ n ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ I♣λk0♣tnqq ➔ 0. ▲❡t tk → 0

s✉❝❤ t❤❛t

I♣λk♣tkqq ✏ max
t➙0

I♣λk♣tqq → 0.

❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♣tkq ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛

s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♣tnk
q t❤❛t ✐♠♣❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥

0 ➔ I♣λk♣tnk
qq

✏
1

2
tN✁2snk

rws2s ✁ tNnk

✒➺
RN

F ♣tnk
x� yk, wq ✁

1

2
♣V ♣tnk

x� ykq ✁ b♣tnk
x� ykqw

2 dx

✚
Ñ ✁✽, ❛s k Ñ ✽.

❚❤✉s✱ ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ tk Ñ t0 ❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

lim
kÑ✽

max
t➙0

I♣λk♣tqq ✏ I✽♣w♣☎④t0qq.

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

c♣Iq ↕ lim
kÑ✽

max
t➙0

I♣λk♣tqq ↕ max
t➙0

I✽♣w♣☎④tqq ✏ c♣I✽q,

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✺✳✸ t♦ ✐♥❞✉❝❡ t❤❛t t ✏ 1 ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢

I✽♣w♣☎④tqq.

◆♦✇ ❛ss✉♠❡ ♣H q✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡✩✫✪ c♣Iq ↕ max
t➙0

I♣ζk♣tqq ✏ I♣tku♣☎ ✁ ykqq ➔ IP♣tkuq ↕ max
t➙0

IP♣tuq ✏ c♣IPq,

c♣Iq ↕ max
t➙0

I♣λk♣tqq ✏ I♣u♣♣☎ ✁ ykq④tkqq ➔ I✽♣u♣☎④tkqq ↕ max
t➙0

I✽♣u♣☎④tqq ✏ c♣I✽q,

✇❤❡r❡ k ✐s t❛❦❡♥ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳ �

✶✶✵



❙✐♠✐❧❛r❧② ❛s ✐t ✐s ♠❛❞❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ t♦ ♣r♦✈❡ ♦✉r ❡①✐st❡♥❝❡ r❡s✉❧t ✇✐t❤♦✉t t❤❡

❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣f10q ❛♥❞ ♣f ✶10q✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥t ❛s ♠❛❞❡ ✐♥ ❬✸✸✱ ♣r♦♦❢

♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✷❪✳ ❚❤✉s ✇❡ ✉s❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✻✳✹ ✭s❡❡ ❘❡♠❛r❦ ✸✳✸✳✹✕✭✐✮✮✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✸ ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳ ❋r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳✸ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✺ ✇❡ ❦♥♦✇

❛❜♦✉t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♣ukq s✉❝❤ t❤❛t I♣ukq Ñ c♣Iq ❛♥❞ I ✶♣ukq Ñ

0, ✐♥ ❜♦t❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❛s❡s✳ ▲❡t ❜❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♣w♣nqq ❛♥❞ ♣y
♣nq
k q ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②

t❤❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✷ ❢♦r t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♣ukq. ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ t♦ ♣r♦♦❢ t❤❡

❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✸ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ♦♥❡ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✹

❛♥❞ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t w♣nq ✏ 0 ❢♦r ❛❧❧ n ➙ 2, ✇❤✐❝❤ ❜② ❛ss❡rt✐♦♥s ✭✶✳✶✳✺✮✱

✭✶✳✶✳✽✮ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t uk Ñ w♣1q ✐♥ Hs
V ♣R

Nq, ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t✱ ✇❡ ❛r❣✉❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛t ❧❡❛st

♦♥❡ w♣n0q ✘ 0, n0 ➙ 2.

✭✐✮ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ❘❡♠❛r❦ ✸✳✸✳✷✕✭✐✐✮✱ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✷ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ ✭✶✳✶✳✼✮✱ ✉♣ t♦

s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

c♣Iq ✏ lim
kÑ✽

✒
1

2
⑥uk⑥

2
V ✁

➺
RN

F ♣x, ukq dx

✚
➙ I♣w♣1qq �

➳
nPN0,n→1

IP♣w
♣nqq, ✭✸✳✽✳✷✮

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✸✳✽✳✷✮ ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛s

✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✶ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t w♣1q ❛♥❞ w♣nq, n ➙ 2, ❛r❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts

❢♦r I ❛♥❞ IP , r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❛t✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ♣f2q ♦r ♣f5q ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

I♣w♣1qq ➙ 0 ❛♥❞ IP♣w♣nqq ➙ 0, n ➙ 2, r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❘❡♠❛r❦ ✸✳✸✳✹✕

✭✐✈✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤ ζ♣n0q♣tq ✏ tw♣n0q ❜❡❧♦♥❣s t♦ ΓIP ❛♥❞ c♣IPq ↕ IP♣w
♣n0qq.

❚❤✐s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✸✳✽✳✷✮ ❛♥❞ ♣f10q ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

✭✐✐✮ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✷ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ ⑥ ☎ ⑥ ❜② t❤❡

❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥♦r♠ ⑥ ☎ ⑥V✽ ✐♥ ❛ss❡rt✐♦♥s ✭✶✳✶✳✺✮✕✭✶✳✶✳✽✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❜② ❡st✐♠❛t❡ ✭✶✳✶✳✼✮✱

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✹✳✷ ❛♥❞ ✸✳✹✳✺✱ ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

c♣Iq ✏ lim
kÑ✽

✒
1

2
⑥uk⑥

2
V ✁

➺
RN

b♣xqu2k dx✁

➺
RN

F ♣x, ukq dx

✚
➙ I♣w♣1qq �

➳
nPN0,n→1

I✽♣w♣nqq.
✭✸✳✽✳✸✮

❚❤✉s✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✸✳✽✳✸✮ ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞

I✽♣w♣nqq ➙ c♣I✽q ❢♦r ❛❧❧ n ➙ 2. ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ c♣Iq ➙ I♣w♣n0qq ➙ c♣I✽q,

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣f10q✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t w♣1q ❛♥❞

w♣nq, n ➙ 2, ❛r❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❢♦r I ❛♥❞ I✽, r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▲❡t ϕ ✐♥ C✽
0 ♣R

Nq ❛♥❞

h♣nq P L2✝s✁1♣supp♣ϕqq ❛s ✐♥ ✭✸✳✻✳✷✮✳ ❇② ♣V4q ❛♥❞ ✭✶✳✶✳✻✮✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts k0 ✏ k0♣ϕq s✉❝❤

t❤❛t

V ♣x� y
♣nq
k q ➔ 1� V✽, ❅ k → k0, x P supp♣ϕq ❛♥❞ n ➙ 2.

✶✶✶



❚❤✉s✱★
⑤V ♣x� y

♣nq
k quk♣x� y

♣nq
k qϕ♣xq⑤ ↕ ♣ε� V✽qh♣nq♣xq⑤ϕ♣xq⑤ P L1♣supp♣ϕqq, ❢♦r k → k0,

V ♣x� y
♣nq
k quk♣x� y

♣nq
k qϕ♣xq Ñ V✽w♣nq♣xqϕ♣xq ❛✳❡✳ ✐♥ R

N .

❚❤✐s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ✉s❡ ❉♦♠✐♥❛t❡❞ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ t♦ ♦❜t❛✐♥

lim
kÑ✽

♣uk, ϕ♣☎ ✁ y
♣nq
k qqV ✏ lim

kÑ✽

✒
ruk♣☎ � y

♣nq
k q, ϕss �

➺
RN

V ♣x� y
♣nq
k quk♣☎ � y

♣nq
k qϕ♣xq dx

✚
✏ rw♣nq, ϕss �

➺
RN

V✽w♣nq♣xqϕ♣xq dx.

❆♥❞ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✱

lim
kÑ✽

➺
RN

f♣x� y
♣nq
k , uk♣☎ � y

♣nq
k qqϕ dx ✏

➺
RN

f✽♣w♣nqqϕ dx.

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t ✐♥

I ✶♣ukq ☎ ϕ♣☎ ✁ y
♣nq
k q ✏ ♣uk, ϕ♣☎ ✁ y

♣nq
k qqV ✁

➺
RN

f♣x� y
♣nq
k , uk♣☎ � y

♣nq
k qqϕ dx,

✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t I ✶♣w♣1qq ✏ 0 ❛♥❞ I ✶✽♣w
♣nqq ✏ 0, n ➙ 2. ❯s✐♥❣ ♣f2q ♦r ♣f5q ✇❡ ❛❧s♦ ❣❡t

t❤❛t I♣w♣1qq ➙ 0 ❛♥❞ I✽♣w♣nqq ➙ 0, n ➙ 2. ❋✐♥❛❧❧②✱ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣❛t❤ λ♣n0q♣tq ✏ w♣n0q♣☎④tq,

t ➙ 0. ❇② ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✺✳✸ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

I✽♣λ♣n0q♣tqq ✏
1

2
tN✁2srw♣n0qs2s ✁ t

N

✒➺
RN

F✽♣w♣n0qq ✁
V✽
2
⑤w♣n0q⑤2 dx

✚
Ñ ✁✽, ❛s tÑ ✽,

✇❤✐❝❤✱ ❜② ❘❡♠❛r❦ ✸✳✸✳✷✱ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t λ♣n0q ❜❡❧♦♥❣s t♦ ΓI✽ . ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✺✳✸

❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t ✏ 1 ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ I✽♣λ♣n0q♣tqq. ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

c♣I✽q ➔ max
t➙0

I✽♣λ♣n0q♣tqq ✏ I✽♣w♣n0qq,

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

✭✐✐✐✮ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ss✉♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✷✳✸✮ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣f10q ❛♥❞ ♣f ✶10q✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡

❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ w♣n0q ✘ 0, n0 P N0, ❛♥❞ t❤❡ ♣❛t❤s ζ♣n0q ❛♥❞ λ♣n0q ❛s ❛❜♦✈❡✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦

❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ❜② ❡st✐♠❛t❡s ✭✸✳✽✳✷✮ ❛♥❞ ✭✸✳✽✳✸✮✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡✩✫✪ c♣Iq ↕ max
t➙0

I♣ζ♣n0q♣tqq ↕ max
t➙0

IP♣ζ
♣n0q♣tqq ✏ IP♣w

♣n0qq ↕ c♣Iq,

c♣Iq ↕ max
t➙0

I♣λ♣n0q♣tqq ↕ max
t➙0

I✽♣λ♣n0q♣tqq ✏ I✽♣w♣n0qq ↕ c♣Iq,

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✷✳✸✮ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤s ζ♣n0q ❛♥❞ λ♣n0q ❜❡❧♦♥❣s t♦

ΓI . ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧ c♣Iq ✐s ❛tt❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❚❤❡♦r❡♠

✵✳✻✳✹ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t u ❢♦r Iλ ✇✐t❤ Iλ♣uq ✏ c♣Iλq. ■❢ t❤❡r❡ ✐s

♥♦ w♣nq ✘ 0, n P N0, ✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ str✐❝t ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ♦❝❝✉rs✮ ✇❡ ❝❛♥ ❛r❣✉❡

❛s ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t uk Ñ w♣1q, ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✳ �

✶✶✷



✸✳✾ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✹

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ st❡♣s✳ ❖✉r ❛r❣✉♠❡♥t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✸ ❛♥❞ ❬✷✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✷❪✳ ❲❡ ✜rst ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ V ♣xq ❛♥❞ f♣x, tq

s❛t✐s✜❡s ♣H ✝q✳

✭✐✮ ❆r❣✉✐♥❣ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳✸✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ I✝ ❤❛s t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❣❡♦♠❡tr②✱ ✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢

❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♣ukq ✐♥ Ds,2♣RNq s✉❝❤ t❤❛t I✝♣ukq Ñ c♣I✝q → 0 ❛♥❞ I ✶✝♣ukq Ñ 0. ▲❡t

♣w♣nqq, ♣y♣nqk q, ♣j
♣nq
k q t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡t

N✼ ✏
✦
n P N✝③t1✉ : ⑤γj

♣nq
k y

♣nq
k ⑤ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞

✮
.

P❛ss✐♥❣ t♦ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛r❣✉♠❡♥t ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡

t❤❛t ❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ ♣γj
♣nq
k y

♣nq
k q, n P N✼, ✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❛♥❞ ✇❡ ❞❡♥♦t❡

a♣nq ✏ lim
kÑ✽

γj
♣nq
k y

♣nq
k , n P N✼.

✭✐✐✮ ◆♦✇ ✇❡ s❤❛❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡✱

lim sup
k

⑥uk⑥
2
V ➙ ⑥w♣1q⑥2V �

➳
nPN✝③N✼

rw♣nqs2s

�
➳

nPN�❳N✼

⑥w♣nq⑥2V�♣☎�a♣nq✁a✝q �
➳

nPN✁❳N✼

⑥w♣nq⑥2V✁♣☎�a♣nq✁a✝q, ✭✸✳✾✳✶✮

♣❛ss✐♥❣ t♦ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣ukq ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❋♦r ❡❛❝❤ n P N✝, ❧❡t ♣ϕ
♣nq
j q ✐♥ C✽

0 ♣R
Nq

s✉❝❤ t❤❛t ϕ♣nqj Ñ w♣nq ✐♥ Ds,2♣RNq. ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣✎✎✎✎✎uk ✁ ➳
nPM✝

d
♣nq
k ϕ

♣nq
j

✎✎✎✎✎
2

V

➙ 0,

✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ s✉❜s❡t M✝ ✏ t1, . . . ,M✉ ♦❢ N✝, ✇❡ ❤❛✈❡

⑥uk⑥
2
V ➙ 2

➳
nPM✝

♣uk, d
♣nq
k ϕ

♣nq
j qV ✁

➳
nPM✝

⑥d
♣nq
k ϕ

♣nq
j ⑥2V . ✭✸✳✾✳✷✮

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❣♦✐♥❣ t♦ st✉❞② t❤❡ ❧✐♠✐t ✐♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✾✳✷✮✳ ▲❡t

v
♣nq
k :✏ d

♣nq
k uk ✏ γ✁

N✁2s
2

j
♣nq
k uk♣γ

✁j
♣nq
k ☎ �y

♣nq
k q.

◆♦t✐❝❡ t❤❛t

♣uk, d
♣nq
k ϕ

♣nq
j qV ✏ rv

♣nq
k , ϕ

♣nq
j ss

�

➺
RN

γ✁2sj
♣nq
k V ♣γ✁j

♣nq
k ♣♣x� y

♣nq
k q � a✝qqv

♣nq
k ♣☎ � a✝qϕ

♣nq
j ♣☎ � a✝q dx,

✶✶✸



❛♥❞

⑥d
♣nq
k ϕ

♣nq
j ⑥2V ✏ rϕ

♣nq
j s2s �

➺
RN

γ✁2sj
♣nq
k V ♣γ✁j

♣nq
k ♣♣x� y

♣nq
k q � a✝qq⑤ϕ

♣nq
j ♣☎ � a✝q⑤2 dx.

❋✐①❡❞ j, ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣V ✝
3 q t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ✉♣ t♦ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t

lim
kÑ✽

♣uk, d
♣nq
k ϕ

♣nq
j qV ✏ rw♣nq, ϕ♣nqj ss ❛♥❞ lim

kÑ✽
⑥d

♣nq
k ϕ

♣nq
j ⑥2V ✏ rϕ

♣nq
j s2s, ✭✸✳✾✳✸✮

♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t n ❘ N✼ ✭t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ n P N0✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✉♣ t♦ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱

❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣V ✝
2 q ✇❡ ❤❛✈❡

lim
kÑ✽

♣uk, d
♣nq
k ϕ

♣nq
j qV ✏ ♣w♣nq, ϕ♣nqj qVκ♣☎�a♣nq✁a✝q

❛♥❞ lim
kÑ✽

⑥d
♣nq
k ϕ

♣nq
j ⑥2V ✏ ⑥ϕ

♣nq
j ⑥2Vκ♣☎�a♣nq✁a✝q, ✭✸✳✾✳✹✮

✇❤❡r❡ κ ✏ �,✁, ✇❤❡♥❡✈❡r n P N� ❳ N✼ ♦r N✁ ❳ N✼, r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙✐♥❝❡

N✝③t1✉ ✏ ♣N✝③N✼q ✾❨ r♣N� ❳ N✼q ✾❨♣N✁ ❳ N✼qs ,

✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② t❤❡ ❧✐♠✐ts ✭✸✳✾✳✸✮ ❛♥❞ ✭✸✳✾✳✹✮ ✐♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✾✳✷✮ t♦

❣❡t

lim sup
k

⑥uk⑥
2
V ➙ ⑥w♣1q⑥2V �

➳
nPM✝❳N�❳N✼

2♣w♣nq, ϕ♣nqj qV�♣☎�a♣nq✁a✝q ✁ ⑥ϕ
♣nq
j ⑥2V�♣☎�a♣nq✁a✝q

�
➳

nPM✝❳N✁❳N✼

2♣w♣nq, ϕ♣nqj qV✁♣☎�a♣nq✁a✝q ✁ ⑥ϕ
♣nq
j ⑥2V✁♣☎�a♣nq✁a✝q

�
➳

nPM✝③N✼
2rw♣nq, ϕ♣nqj ss ✁ rϕ

♣nq
j s2s. ✭✸✳✾✳✺✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥♦r♠s ⑥ ☎ ⑥V� ❛♥❞ ⑥ ☎ ⑥V✁ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♥♦r♠ r ☎ ss ✐♥ Ds,2♣RNq ✇❡ ❝❛♥

t❛❦❡ t❤❡ ❧✐♠✐t ✐♥ j ✐♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✸✳✾✳✺✮ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ❛r❜✐tr❛r✐♥❡ss ♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r M t♦

♦❜t❛✐♥ ✭✸✳✾✳✶✮✳

✭✐✐✐✮ ■❢ w♣nq ✏ 0 ❢♦r ❛❧❧ n ➙ 2, t❤❡♥ uk Ñ w♣1q ✐♥ Ds,2♣RNq, ✇✐t❤ w♣1q ❜❡✐♥❣ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧

♣♦✐♥t ♦❢ I✝. ▲❡t ✉s ❛r❣✉❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ w♣n0q ✘ 0, ✇✐t❤

n0 ➙ 2✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✶ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ ✭✸✳✾✳✶✮✱ ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

c♣I✝q ➙ I✝♣w♣1qq �
➳

nPN✝③N✼
I0♣w

♣nqq �
➳

nPN�❳N✼

I
♣nq
� ♣w♣nqq �

➳
nPN✁❳N✼

I
♣nq
✁ ♣w♣nqq, ✭✸✳✾✳✻✮

✇❤❡r❡

I
♣nq
✟ ♣uq ✏

1

2
⑥u⑥2V✟♣☎�a♣nq✁a✝q ✁

➺
RN

F✟♣uq dx

❛♥❞ I0♣uq ✏
1

2
rus2s ✁

➺
RN

F0♣uq dx, u P Ds,2♣RNq.

✶✶✹



❆s ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❡❛❝❤ w♣nq ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡

✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ s✉♠s ✐♥ ✭✸✳✾✳✻✮✱ ❛♥❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣f2q✱ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✸✳✾✳✻✮

✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t c♣I✝q ➔ I
♣nq
κ ♣w♣nqq ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t

✐♥❞❡①✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡st✐♠❛t❡ ✭✸✳✾✳✻✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❣✐✈❡♥ ϕ ✐♥ C✽
0 ♣R

Nq,

❜② r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭✸✳✾✳✶✮✱ ✇❡ ❣❡t t❤❛t

lim
kÑ✽

♣uk, d
♣nq
k ϕqV ✏ rw♣nq, ϕss ❛♥❞ lim

kÑ✽
♣uk, d

♣nq
k ϕqV ✏ ♣w♣nq, ϕqV✟♣☎�a♣nq✁a✝q,

♣r♦✈✐❞❡❞ n P N✝③N✼ ❛♥❞ n P N✟ ❳ N✼, r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙✐♥❝❡✱✞✞✞γ✁N�2s
2

j
♣nq
k f

✁
γ✁j

♣nq
k x� y

♣nq
k , γ

N✁2s
2

j
♣nq
k t
✠
ϕ
✞✞✞ ↕ C⑤t⑤2

✝
s✁1, ❛✳❡✳ x P R

N , ❅ k, n ❛♥❞ t,

t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❉♦♠✐♥❛t❡❞ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠✱ ✉♣ t♦ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ♠❛② ♣❛ss

t❤❡ ❧✐♠✐t ✐♥ k ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐❞❡♥t✐t②

I ✶✝♣ukq ☎ ♣d
♣nq
k ϕq ✏ ♣v

♣nq
k , ϕqV ✁

➺
RN

γ✁
N�2s

2
j
♣nq
k f

✁
γ✁j

♣nq
k x� y

♣nq
k , γ

N✁2s
2

j
♣nq
k v

♣nq
k

✠
ϕ dx,

t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t I ✶✝♣w
♣1qq ✏ ♣I

♣nq
✟ q✶♣w♣nqq ✏ I ✶0♣w

♣nqq ✏ 0, ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥❞❡①✳

✭✐✈✮ ❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ♥♦✇ t❤❛t c♣I✝q ➔ I
♣n0q
✟ ♣w♣n0qq ♦r c♣I✝q ➔

I
♣n0q
✟ ♣w♣n0qq, ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❡ts N✝③N✼ ♦r N✟ ❳ N✼ t❤❛t n0 ♠❛② ❜❡❧♦♥❣✳ ❉❡✜♥❡

t❤❡ ♣❛t❤ ★
ζ♣n0q♣tq ✏ tw♣n0q, t ➙ 0, ✐❢ n0 P N✝③N✼.

ζ♣n0q♣tq ✏ tw♣n0q♣☎ � a✝ ✁ a♣nqq, t ➙ 0, ✐❢ n0 P N✟ ❳ N✼.

❇② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣H ✝q ❛♥❞ ❘❡♠❛r❦ ✸✳✸✳✹✕✭✐✈✮ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ζ♣n0q ❜❡❧♦♥❣s t♦ ΓI ✇✐t❤✩✬✬✬✬✫✬✬✬✬✪
c♣I✝q ↕ max

t➙0
I✝♣ζ♣n0q♣tqq ➔ I0♣ζ

♣n0q♣t̄qq ↕ max
t➙0

I0♣ζ
♣n0q♣tqq ✏ I0♣w

♣n0qq, ✐❢ n0 P N✝③N✼.

c♣I✝q ↕ max
t➙0

I✝♣ζ♣n0q♣tqq ➔ I
♣nq
✟ ♣ζ♣n0q♣t̄qq

↕ max
t➙0

I
♣nq
✟ ♣ζ♣n0q♣tqq ✏ I

♣nq
✟ ♣w♣n0qq, ✐❢ n0 P N✟ ❳ N✼,

✇❤❡r❡ t̄ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ I✝♣ζ♣n0q♣tqq. ❚❤✐s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ✭✸✳✾✳✻✮ ❧❡❛❞s

t♦ ❛ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

✭✈✮ ❲❡ ♥♦✇ ❛ss✉♠❡ ♦♥❧② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✸✳✶✳✸✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✳✹✮✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣H ✝q✳ ❆r❣✉✐♥❣

✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✸ ✭✐✐✐✮✱ ✇❡ ❣❡t t❤❛t

uk Ñ w♣1q ✐♥ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦r c♣I✝q ✏ max
t➙

I✝♣ζ♣n0q♣tqq.

■❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧ c♣I✝q ✐s ❛tt❛✐♥❡❞ t❤❡♥ ✇❡ ❛♣♣❧② ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✻✳✹ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡

❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t u P ζ♣n0q♣r0,✽qq s✉❝❤ t❤❛t I✝♣uq ✏ c♣I✝q. �

✶✶✺



❈❤❛♣t❡r ✹

❊①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❡①✐st❡♥❝❡ r❡s✉❧ts

❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥❧♦❝❛❧

❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲P♦✐ss♦♥ s②st❡♠s ✇✐t❤

❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✇❡❛❦ ❛♥❞

❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✕

P♦✐ss♦♥ ❙②st❡♠✩✫✪ ♣✁∆qsu� a♣xqu� λK♣xqφu ✏ f♣x, uq � g♣x, uq ✐♥ R
3,

♣✁∆qαφ ✏ K♣xqu2 ✐♥ R
3,

✭SP✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s f♣x, tq ❛♥❞ g♣x, tq ❤❛s ♦s❝✐❧❧❛t♦r② s✉❜❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ a♣xq ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ ③❡r♦ ❛♥❞ K♣xq ➙ 0 ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛

s✉✐t❛❜❧❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ s♣❛❝❡✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ✐❞❡❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✳

❖✉t❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ❙❡❝t✳ ✹✳✸✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡

✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣s t♦ ♣r♦✈❡ ♦✉r ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❧✐♠✐t

✉♥❞❡r t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❛❧❛✐s✲❙♠❛❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛t t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss

❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✭SP✮ ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞

P♦❤♦③❛❡✈ t②♣❡ ✐❞❡♥t✐t②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✭SP✮✳ ■♥ ❙❡❝t✳ ✹✳✻ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡

❝♦♥s✐❞❡r❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✳ ❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✹✱ ✹✳✺✱ ✹✳✼✱ ✹✳✽ ❛♥❞ ✹✳✾ ❛r❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢

♦❢ ❚❤❡♦r❡♠s ✹✳✷✳✶✱ ✹✳✷✳✷✱ ✹✳✷✳✸✱ ✹✳✷✳✹ ❛♥❞ ✹✳✷✳✺ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✶✶✻



✹✳✶ ❍②♣♦t❤❡s✐s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❛②✱ ♥❡①t ✇❡ st❛t❡ t❤❡ ♠❛✐♥

❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t K♣xq, t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ a♣xq ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s f♣x, tq ❛♥❞

g♣x, tq r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ❛❧✇❛②s ❛ss✉♠❡ λ → 0, 0 ➔ s ➔ 1, 0 ➔ α ➔ 1 ❛♥❞ 2α � 4s → 3.

• ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ K♣xq.

✭K1✮ 0 ↕ K♣xq P Lr♣R3q ❨ L✽♣R3q, ❢♦r s♦♠❡ r → 6④♣2α � 4s✁ 3q.

✭K2✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts KP♣xq P L
r♣R3q ❨ L✽♣R3q, 1✁♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥ xi, i ✏ 1, 2, 3, ✐♥ ❛ s✉❝❤

✇❛② t❤❛t lim⑤x⑤Ñ✽ ⑤K♣xq ✁KP♣xq⑤ ✏ 0.

✭K3✮ K♣xq ✁KP♣xq P L
✽
loc♣R

3q ❛♥❞ KP♣xq ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛t 0.

• ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ a♣xq ✏ V ♣xq ✁ b♣xq.

✭V1✮ V ♣xq P Lσ
loc♣R

3q, ❢♦r s♦♠❡ σ → 3④2s.

✭V2✮ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥✜♠✉♠

CV ✏ inf
uPC✽

0
♣R3q,⑥u⑥2✏1

➺
R3

⑤♣✁∆qs④2u⑤2 � V ♣xqu2 dx

✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ V ♣xq ➙ ✁B ❛✳ ❡✳ x P R
3, ❢♦r s♦♠❡ B → 0.

✭V3✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts VP♣xq P LσP

loc♣R
3q, σP → 3④2s, 1✁♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥ xi, i ✏ 1, 2, 3, t❤❛t

s❛t✐s✜❡s ♣V2q s✉❝❤ t❤❛t lim⑤x⑤Ñ✽ ⑤V ♣xq ✁ VP♣xq⑤ ✏ 0.

✭V4✮ 0 ↕ b♣xq P Lβ♣R3q, ❢♦r s♦♠❡ β → 3④2s, ❛♥❞ ⑥b♣xq⑥β ➔ C
♣βq
V ✱ ✇❤❡r❡

C
♣βq
V ✏ inf

uPHs
V
♣R3q,⑥u⑥

2β✶✏1

➺
R3

⑤♣✁∆qs④2u⑤2 � V ♣xqu2 dx, β✶ ✏ β④♣β ✁ 1q.

• ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ f♣x, tq.

✭f1✮ f : RN ✂ R Ñ R ✐s ❛ ❈❛r❛t❤é♦❞♦r② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❡✈❡r② ε → 0 t❤❡r❡

❡①✐sts pε P ♣2, 2✝s q ❛♥❞ Cε → 0 s✉❝❤ t❤❛t

⑤f♣x, tq⑤ ↕ ε♣⑤t⑤ � ⑤t⑤2
✝
s✁1q � Cε⑤t⑤

pε✁1, ❛✳❡✳ x P R
3 ❛♥❞ ❅ t P R,

✇❤❡r❡ 2✝s ✏ 6④♣3✁ 2sq.

✶✶✼



✭f2✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts µ → 2 s✉❝❤ t❤❛t✱

µF ♣x, tq :✏ µ

➺ t

0

f♣x, τq dτ ↕ f♣x, tqt ❛✳❡✳ x P R
3 ❛♥❞ ❅ t P R.

✭f3✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts R → 0, t0 → 0, x0 P R
3 s✉❝❤ t❤❛t

⑤BR⑤ inf
BR♣x0q

F ♣x, t0q � ⑤BR�1③BR⑤ inf
♣x,tqP♣BR�1♣x0q③BR♣x0qq✂r0,t0s

F ♣x, tq → 0.

■♥ t❤❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣f3q✳

✭f ✶3✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts t0 → 0 s✉❝❤ t❤❛t F ♣t0q → 0.

✭f4✮ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♠✐t ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥ x,

lim
⑤t⑤Ñ✽

F ♣x, tq

t4
✏ ✽.

✭f5✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ fP♣x, tq t❤❛t ✐s 1✁♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥ xi, i ✏ 1, 2, 3. s✉❝❤ t❤❛t t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♠✐t ❡①✐sts ❛♥❞ ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✐♥ ❝♦♠♣❛❝t s❡ts ✐♥ t

lim
⑤x⑤Ñ✽

⑤f♣x, tq ✁ fP♣x, tq⑤ ✏ 0.

▼♦r❡♦✈❡r✱ fP♣x, tq s❛t✐s✜❡s ♣f1q ❛♥❞ ❡✐t❤❡r ♣f2q✱ ♣f3q ✇✐t❤ µ → 4 ♦r ♣f4q✳

✭f6✮ ❋♦r ❛✳❡✳ x P R
3 t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

t ÞÑ
fP♣x, tq

⑤t⑤
✐s str✐❝t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ R.

✭f7✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts c0 → 0 ❛♥❞ 4 ➔ p0 ➔ 2✝s s✉❝❤ t❤❛t

FP♣x, tq ➙ c0⑤t⑤
p0 , ❛✳❡✳ x P R

3 ❛♥❞ ❅ t P R.

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣f7q ✐t ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t t❤❛t s → 3④4.

• ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ g♣x, tq.

✭g1✮ g : RN ✂ R Ñ R s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❈❛r❛t❤é♦❞♦r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛

♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t C✝ s✉❝❤ t❤❛t

⑤g♣x, tq⑤ ↕ C✝⑤t⑤2
✝
s✁1, ❛✳❡✳ x P R

3 ❛♥❞ ❅ t P R.

✶✶✽



✭g2✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts µ✝ → 2 s✉❝❤ t❤❛t✱

0 ↕ µ✝G♣x, tq :✏ µ✝

➺ t

0

g♣x, τq dτ ↕ g♣x, tqt, ❛✳❡✳ x P R
3 ❛♥❞ ❅ t P R.

✭g3✮ ❋♦r ❡❛❝❤ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs a1, . . . , aM , t❤❡r❡ ❡①✐st C ✏ C♣Mq → 0 s✉❝❤ t❤❛t✞✞✞✞✞G
✄
x,

M➳
n✏1

an

☛
✁

M➳
n✏1

G♣x, anq

✞✞✞✞✞ ↕ C♣Mq
➳

m✘nPt1,...,M✉
⑤an⑤

2✝s✁1⑤am⑤, ❛✳❡✳ x P R
3.

✭g4✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts γ → 1, s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♠✐ts ❡①✐st ❛♥❞ ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧②

❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✐♥ x ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛❝t s❡ts ❢♦r t

g✽♣tq :✏ lim
⑤x⑤Ñ✽

g♣x, tq,

g�♣tq :✏ lim
jPZ,jÑ�✽

γ✁
3�2s

2
jg
✁
γ✁jx, γ

3✁2s
2

jt
✠
.

✭g5✮ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ g✽♣tq ✐s s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✱

G✽♣tq ✏ γ✁3jG✽
✁
γ

3✁2s
2

jt
✠
, ❅ t P R ❛♥❞ j P Z.

✭g6✮ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

t ÞÑ
g✽♣tq
⑤t⑤

, ✐s str✐❝t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ R.

✭g7✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts c✝ → 0 s✉❝❤ t❤❛t

G✽♣tq ➙ c✝⑤t⑤2
✝
s , ❅ t P R, ✇❤❡r❡ G✽♣tq :✏

➺ t

0

g✽♣τqdτ.

✭g8✮ g�♣tq P C1♣Rq ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t c� s✉❝❤ t❤❛t

G�♣tq ➙ c�⑤t⑤2
✝
s , ❅ t P R, ✇❤❡r❡ G�♣tq :✏

➺ t

0

g�♣τqdτ.

▼♦r❡♦✈❡r✱ c� ➙ C✝.

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✭SP✮

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

♦❢ ❙②st❡♠ ✭SP✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♠✐t ♣r♦❜❧❡♠✩✫✪ ♣✁∆qsu� aP♣xqu� λKP♣xqφu ✏ fP♣x, uq � g✽♣uq ✐♥ R
3,

♣✁∆qαφ ✏ KP♣xqu
2 ✐♥ R

3.
✭✹✳✶✳✶✮

✶✶✾



■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❢❛s❤✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r Hs
V ♣R

3q ❛s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ C✽
0 ♣R

3q ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

t❤❡ ♥♦r♠

⑥u⑥2V :✏

➺
R3

⑤♣✁∆qs④2u⑤2 � V ♣xqu2 dx.

❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t V ♣xq ❜❡❧♦♥❣s t♦ L1
loc♣R

3q ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s ♣V2q✱ t❤❡♥

Hs
V ♣R

Nq ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡♠❜❡❞❞✐♥❣

Hs
V ♣R

3q ãÑ Hs♣R3q. ✭✹✳✶✳✷✮

◆❡①t✱ t♦ ♠❛❦❡ ♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❝❧❡❛r❡r✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ ♣❛✐r ♣u, φq P Hs
V ♣R

3q ✂ Dα,2♣R3q ✐s ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❙②st❡♠ ✭SP✮ ✇❤❡♥➺
R3

♣✁∆qs④2u♣✁∆qs④2v � ♣a♣xq � λK♣xqφquv dx ✏

➺
R3

♣f♣x, uq � g♣x, uqqv dx, ❛♥❞➺
R3

♣✁∆qα④2φ♣✁∆qα④2v dx ✏
➺
R3

K♣xqu2v dx,

❢♦r ❛❧❧ v P C✽
0 ♣R

3q ❛♥❞ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛r❡ ✜♥✐t❡✳

●✐✈❡♥ u P Hs♣R3q ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦r Pu : Dα,2♣R3q Ñ R ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Pu♣vq ✏

➺
R3

K♣xqu2v dx.

■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛tK♣xq s❛t✐s✜❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣K1q t❤❡♥✱ ❜② ❍♦❧❞❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t②✱ t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r

✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✭s❡❡ ✭✹✳✸✳✶✮ ❡st✐♠❛t❡ ❜❡❧♦✇✮✳ ❚❤✉s✱ ❜② ❘✐❡s③ ❚❤❡♦r❡♠✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛

✉♥✐q✉❡ φαrus ✐♥ Dα,2♣R3q t❤❛t s♦❧✈❡s ♣✁∆qαφαrus ✏ K♣xqu2 ✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦ s❡♥s❡✱ t❤❛t ✐s✱

➺
R3

♣✁∆qα④2♣φαrusq♣✁∆q
α④2v dx ✏

➺
R3

K♣xqu2v dx, ❅ v P Dα,2♣R3q. ✭✹✳✶✳✸✮

❘❡♣❧❛❝✐♥❣ φ ✏ φαrus ✐♥ t❤❡ ✜rst ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✭SP✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r

❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥❧♦❝❛❧ t❡r♠✱

♣✁∆qsu� a♣xqu� λK♣xqφαrusu ✏ f♣x, uq � g♣x, uq. ✭SNL✮

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❊q✳ ✭SNL✮✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ Iλ : Hs
V ♣R

3q Ñ R ❣✐✈❡♥ ❜②

Iλ♣uq ✏
1

2
⑥u⑥2V ✁

1

2

➺
R3

b♣xqu2 dx

�
λ

4

➺
R3

K♣xqφαrusu
2 dx✁

➺
R3

F ♣x, uq dx✁

➺
R3

G♣x, uq dx.

✶✷✵



❚❤✉s✱ ✐❢ f♣x, tq s❛t✐s✜❡s ♣f1q✱ a♣xq t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♣V2q✱ ♣V4q ❛♥❞ g♣x, tq t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

♣g1q✱ t❤❡♥ I P C1♣Hs
V ♣R

3qq ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✕✭✐✮✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡

I ✶λ♣uq ☎ v ✏
➺
R3

♣✁∆qs④2u♣✁∆qs④2v � ♣V ♣xq ✁ b♣xqquv dx

� λ

➺
R3

K♣xqφαrusuv dx✁

➺
R3

♣f♣x, uq � g♣x, uqqv dx, u, v P Hs
V ♣R

3q.

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ Iλ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭SP✮ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs❡❧②✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧✱ ✇❡ ♣✉t

c♣Iλq ✏ inf
γPΓIλ

sup
t➙0

Iλ♣γ♣tqq. ✭✹✳✶✳✹✮

✇❤❡r❡

ΓIλ ✏
✦
γ P C♣r0,✽q, Hs

V ♣R
3qq : γ♣0q ✏ 0, lim

tÑ✽
Iλ♣γ♣tqq ✏ ✁✽

✮
. ✭✹✳✶✳✺✮

Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❘✐❡s③ t❤❡♦r❡♠

✇✐t❤ ❙②st❡♠ ✭✹✳✶✳✶✮ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥

♣✁∆qsu� aP♣xqu� λKP♣xqφ
P
α rusu ✏ fP♣x, uq � g✽♣uq, ✭SP

NL✮

❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ C1 ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✭SP
NL✮✱

IPλ ♣uq :✏
1

2
⑥u⑥2VP

�
λ

4

➺
R3

KP♣xqφ
P
α rusu

2 dx✁

➺
R3

FP♣x, uq dx✁

➺
R3

G✽♣uq dx, u P Hs
V ♣R

3q;

✇❤❡r❡

⑥u⑥2VP
:✏

➺
R3

✞✞♣✁∆qs④2u✞✞2 � VP♣xqu
2 dx,

❛♥❞ φP
α rus P Dα,2♣R3q, ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣✁∆qαv ✏ KP♣xqu

2. ❙✐♠✐❧❛r❧②✱

✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r c♣IPλ q ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✐♥ ✭✹✳✶✳✹✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✳✺✮✳

◆❡①t ✇❡ ✜♥❛❧❧② st❛t❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ st❛t❡ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✳

✭C ✮ c♣Iλq ➔ c♣IPλ q, ❅λ → 0.

✹✳✷ ❙t❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts

❲❡ ✜rst st❛t❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡

❙②st❡♠ ✭SP✮✳ ❇② ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✭SNL✮✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s♦❧✉t✐♦♥ u t❤❛t

s❛t✐s✜❡s Iλ♣uq ↕ Iλ♣vq ❢♦r ❛♥② ♦t❤❡r ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ v ❢♦r ❊q✳ ✭SNL✮ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♣❛❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

✶✷✶



❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶ ✭P❡r✐♦❞✐❝ s✉❜❝r✐t✐❝❛❧ ❝❛s❡✮✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t g♣x, tq ✑ 0 ❛♥❞ K♣xq,

a♣xq ✑ V ♣xq ❛♥❞ f♣x, tq s❛t✐s❢② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣K1q✕♣K2q✱ ♣V1q✕♣V3q✱ ♣f1q✱ ♣f2q✱ ♣f5q ✇✐t❤

K♣xq ✑ KP♣xq, V ♣xq ✑ VP♣xq ❛♥❞ f♣x, tq ✑ fP♣x, tq, r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

❡✐t❤❡r µ → 4 ❛♥❞ ♣f3q ♦r µ ✏ 4 ❛♥❞ ♣f4q✱ t❤❡♥ ❊q✳ ✭SNL✮ ❤❛s ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥

u P Hs
VP
♣R3q. ■❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✇❡ ❤❛✈❡ ♣f6q✱ t❤❡♥ u ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ IPλ ♣uq ✏ c♣IPλ q.

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♣C q ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ a♣xq ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧t

❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♦♥❡s ✐♥ ❬✾✸❪ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ s → 3④4. ❖✉r ♥❡①t r❡s✉❧t ✐s ❛❜♦✉t

❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ f♣x, tq ❤❛s 4✲s✉♣❡r❧✐♥❡❛r ❣r♦✇t❤✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✷ ✭◆♦♥❛✉t♦♥♦♠♦✉s s✉❜❝r✐t✐❝❛❧ ❝❛s❡✮✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t K♣xq, a♣xq ✏ V ♣xq✁

b♣xq ❛♥❞ f♣x, tq s❛t✐s❢② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♣K1q✕♣K2q✱ ♣V1q✕♣V4q✱ ♣f1q✱ ♣f2q✱ ♣f5q✱ ♣f6q ❛♥❞ t❤❛t

g♣x, tq ✑ 0. ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ss✉♠❡ ❡✐t❤❡r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞s✱

✭✐✮ V ♣xq ✑ VP♣xq, b♣xq ✑ 0 ❛♥❞ ♣C q❀ ♦r

✭✐✐✮ V ♣xq ➙ 0, ❢♦r ❛✳ ❡✳ x P R
3, b♣xq ❤❛s ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ♣C q❀ ♦r

✭✐✐✐✮ ❘❡♣❧❛❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣C q ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡s ✐t❡♠s ❜②

Iλ♣uq ↕ IPλ ♣uq, ❅u P Hs
V ♣R

3q; ✭✹✳✷✳✶✮

■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡✐t❤❡r µ → 4 ❛♥❞ ♣f3q ♦r µ ✏ 4 ❛♥❞ ♣f4q✱ t❤❡♥ ❊q✳ ✭SNL✮ ♣♦ss❡ss ❛

♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ u ✐♥ Hs
V ♣R

3q ❛t t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❧❡✈❡❧✱ t❤❛t ✐s✱ Iλ♣uq ✏ c♣Iλq.

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ✐t❡♠s ✭✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮✱ ❛♥② s❡q✉❡♥❝❡ ♣ukq ✐♥ Hs
V ♣R

3q

s✉❝❤ t❤❛t I♣ukq Ñ c♣Iq ❛♥❞ I ✶♣ukq Ñ 0 ❤❛s ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✳

◆♦t❡ t❤❛t ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✷ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ P❛❧❛✐s✲

❙♠❛❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛t t❤❡ ▼♦✉♥t❛✐♥✲P❛ss ❧❡✈❡❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s r❡s✉❧t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧

a♣xq ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts s♦♠❡ r❡s✉❧ts

♦❢ ❬✶✵✺❪ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞ t❤❡♠ t♦ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✷ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜②

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✸✳ ❖✉r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❊q✳ ✭SNL✮

✇❤❡♥ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❤❛s ❣❡♥❡r❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✸ ✭◆♦♥❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✮✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t K♣xq,

a♣xq ✏ V ♣xq ✁ b♣xq, f♣x, tq ❛♥❞ g♣x, tq s❛t✐s❢② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣K1q✕♣K3q✱ ♣V2q✕♣V4q✱ ♣f1q✱

♣f2q✱ ♣f5q✕♣f7q✱ ♣g1q✕♣g7q✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇✐t❤ 0 ↕ V ♣xq, VP♣xq P L
✽♣R3q ❛♥❞ µ ↕ µ✝.

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s✱

C✝
2✝sc✝

↕

✒✂
2✝s
µ✝

✡
µ✝ ✁ 2

2✝s ✁ 2

✚ 2
✝
s ✁2

2

. ✭✹✳✷✳✷✮

✶✷✷



❙✉♣♣♦s❡ ❛❧s♦ t❤❛t ❡✐t❤❡r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞✱

✭✐✮ b♣xq ❜❡❧♦♥❣s t♦ L✽♣R3q ❛♥❞ ❤❛s ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt✱ ♣g8q ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ ♣C q❀ ♦r

✭✐✐✮ ❘❡♣❧❛❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣C q ❛♥❞ ♣g8q ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐t❡♠ ❜② ✭✹✳✷✳✶✮✳

■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t f♣x, tq s❛t✐s✜❡s ❡✐t❤❡r µ → 4 ❛♥❞ ♣f3q ♦r µ ✏ 4 ❛♥❞ ♣f4q✱ t❤❡♥ t❤❡r❡

❡①✐sts ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ u P Hs
V ♣R

3q ❢♦r ❊q✳ ✭SNL✮✱ s✉❝❤ t❤❛t Iλ♣uq ✏ c♣Iλq.

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉♥❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣C q ♦❢ ✐t❡♠ ✭✐✮✱ ❛♥② s❡q✉❡♥❝❡ ♣ukq ✐♥ Hs
V ♣R

3q s✉❝❤ t❤❛t

Iλ♣ukq Ñ c♣Iλq ❛♥❞ I
✶
λ♣ukq Ñ 0 ❤❛s ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✳

❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✸ ✐s t❤❡ ✜rst r❡s✉❧t ❛❜♦✉t ❡①✐st❡♥❝❡

♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❙②st❡♠ ✭SP✮ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧ ❝r✐t✐❝❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② g♣x, tq, t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t

❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✾✹❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❡①t❡♥❞s ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❬✶✵✼❪

❛❜♦✉t ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✸ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss

❢♦r P❛❧❛✐s✲❙♠❛❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛t t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❧❡✈❡❧✳ ◆❡①t✱ ✇❡ st❛t❡ ♦✉r r❡s✉❧t ✇❤✐❝❤

tr❡❛ts t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ x.

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✹ ✭❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❝❛s❡✮✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t K♣xq ✑ K0 → 0, a♣xq ✑ V0,

b♣xq ✑ 0, f♣x, tq ✑ f♣tq s❛t✐s✜❡s ♣f1q✱ ♣f2q ❛♥❞ g♣x, tq ✑ g♣tq. ▼♦r❡♦✈❡r✱ α → 3④4

❛♥❞ ❡✐t❤❡r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞s✱

✭✐✮ ♣f7q✱ g♣tq ✐s s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✱ ♣g2q✱ ♣g8q✱ µ✝ ➙ 3, ✭✹✳✷✳✷✮ ❛♥❞★
f♣tqt ↕ ♣µ✝ � 1qF ♣tq,

g♣tqt ↕ ♣µ✝ � 1qG♣tq,
❅ t P R; ✭✹✳✷✳✸✮

✭✐✐✮ ♣f ✶3q✱ ❛♥❞ ✭✹✳✷✳✸✮ ✇✐t❤ µ✝ ✏ µ ❛♥❞ g♣tq ✑ 0.

❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts 0 ➔ λ✝ ↕ ✽ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② λ P ♣0, λ✝q, t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧

r❛❞✐❛❧ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ uλ ✐♥ Hs
rad♣R

3q ❢♦r ❊q✳ ✭SNL✮ s❛t✐s❢②✐♥❣ Iλ♣uλq ✏ c♣Iλq.

■t s❡❡♠s ❢♦r ✉s t❤❛t ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✹ ✐s t❤❡ ✜rst r❡s✉❧t ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢

s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ ❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣f2q

❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ µ✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ✉s❡ ❛ P♦❤♦③❛❡✈

t②♣❡ ✐❞❡♥t✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② ▲✳ ❏❡❛♥❥❡❛♥ ❚❤❡♦r❡♠ ❬✺✽✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶❪ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛

❜♦✉♥❞❡❞ P❛❧❛✐s✲❙♠❛❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛t t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❧❡✈❡❧✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✇❡ ♣r♦✈❡ ❛ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ P♦❤♦③❛❡✈ t②♣❡ ✐❞❡♥t✐t② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✾✸❪

❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♥♦♥✲❡①✐st❡♥❝❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❬✾✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✻❪✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✺ ✭◆♦♥✲❡①✐st❡♥❝❡✮✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t K♣xq ✑ K0 → 0, f♣x, tq ✑ f♣tq P

C1♣R3q, g♣x, tq ✑ 0 ❛♥❞ ❡✐t❤❡r

✶✷✸



✭✐✮ a♣xq P C1♣R3q, 2sa♣xq � ①∇a♣xq, x② → 0 ❢♦r ❛❧❧ x ✐♥ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ♠❡❛s✉r❡ ❞♦♠❛✐♥

❛♥❞ f♣tqt ➙ 2✝sF ♣tq, ❢♦r ❛❧❧ t P R; ♦r

✭✐✐✮ a♣xq P C1♣R3q, a♣xq → 0, ①∇a♣xq, x② ➔ 0 ❢♦r ❛❧❧ x ✐♥ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ♠❡❛s✉r❡ ❞♦♠❛✐♥

❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts 0 ➔ δ ↕ 2, s✉❝❤ t❤❛t δF ♣tq ➙ f♣tqt, ❢♦r ❛❧❧ t P R; ♦r

✭✐✐✐✮ a♣xq ✑ a0 → 0, t❤❡r❡ ❡①✐sts 0 ↕ δ ↕ 2s④♣3 ✁ 2sq, ✐♥ ❛ s✉❝❤ ✇❛② t❤❛t

f♣tqt� δa0t
2 ➙ 2✝sF ♣tq, ❢♦r ❛❧❧ t P R; ♦r

✭✐✈✮ a♣xq ✑ a0 → 0, λ ➙ 1④4, α ✏ s ❛♥❞ ⑤f♣tq⑤ ↕ A⑤t⑤p✁1, ❢♦r ❛❧❧ t P R, ✇❤❡r❡

2 ➔ p ↕ 3 ↕ 2✝s ❛♥❞ 0 ➔ A ↕ mintK0, a0✉.

✭✈✮ a♣xq ✑ 0 ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts 0 ➔ p ➔ 2✝s s✉❝❤ t❤❛t pF ♣tq ➙ f♣tqt ❢♦r ❛❧❧ t P R.

■❢ ♣u, φq P Hs♣R3q ✂ Dα,2♣R3q ✐s ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙②st❡♠ ✭SP✮✱ s✉❝❤ t❤❛t F ♣uq,

f♣uqu, a♣xqu2, ①∇a♣xq, x②u2, φu2 ❜❡❧♦♥❣s t♦ L1♣R3q ❛♥❞ f♣uq④♣1 � ⑤u⑤q ❜❡❧♦♥❣s t♦

L
3④2s
loc ♣R

3q, t❤❡♥ u ✏ 0.

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✳✻✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t K♣xq ✑ K0 → 0, a♣xq ✑ a0 → 0, f♣x, tq ✏ ⑤t⑤p✁2t ❛♥❞

g♣x, tq ✑ 0. ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❡✐t❤❡r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞✱

✭✐✮ p ✏ 2✝s ;

✭✐✐✮ p ↕ 2; ♦r

✭✐✐✐✮ s ➙ 1④2, 2 ➔ p ↕ 3 ❛♥❞ λ ➙ 1④4.

■❢ ♣u, φq P Hs♣R3q ✂Dα,2♣R3q ✐s ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙②st❡♠ ✭SP✮✱ t❤❡♥ u ✏ φ ✏ 0.

❘❡♠❛r❦s ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts

❘❡♠❛r❦ ✹✳✷✳✼✳ ❙♦♠❡ ❝♦♠♠❡♥ts ♦♥ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ ♦r❞❡r✳

✭✐✮ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✐t s❡❡♠s t❤❛t ♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ t❤❡ ✜rst ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛

❣❡♥❡r❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ K♣xq ❢♦r t❤❡ ❙②st❡♠ ✭SP✮✳

✭✐✐✮ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❛t Iλ ❤❛s t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❣❡♦♠❡tr②✱ ✇❡ ✉s❡ ❆♠❜r♦s❡tt✐✲

❘❛❜✐♥♦✇✐t③ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣f2q✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧ t❡r♠ Nα ✐♥

❊q✳ ✭SNL✮ ✐♠♣♦s❡s t❤❛t µ → 4 ✐♥ ♦✉r ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❉❡s♣✐s❡ t❤✐s✱ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡

♦❢ ❛ ♥♦♥✲❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❧✐♥❡❛r✐t②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r µ ✏ 4 ❛♥❞ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞

❞✐✣❝✉❧t② ✇❡ ❛s❦ ❢♦r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣f4q✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ t❤❛t µ → 2 ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✹✳

✶✷✹



✭✐✐✐✮ ■♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ st✉❞② ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❊q✳ ✭SNL✮ ✇❡ ✉s❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣f5q✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣❛♣❡rs✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♠♣♦s❡

t❤❡ ♠♦r❡ t✐❣❤t ❝♦♥❞✐t✐♦♥

⑤f♣x, tq ✁ fP♣x, tq⑤ ↕ h♣xq⑤t⑤q✁1 ❛✳❡ x ✐♥ R
3 ❛♥❞ ❛❧❧ t ✐♥ R,

✇❤❡r❡ h♣xq ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ C♣R3q ❳ L✽♣R3q s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r

❡✈❡r② ε → 0 t❤❡ s❡t tx P R
3 : ⑤h♣xq⑤ ➙ ε✉ ❤❛s ✜♥✐t❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❡✳

✭✐✈✮ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ g�♣tq ✐s s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ g♣x, tq ✑ g♣tq ✐s s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r t❤❡♥

g♣tq ✑ g�♣tq.

✭✈✮ ❖♥❝❡ t❤❡ ❧✐♠✐ts ✐♥ ♣V3q✱ ♣f5q ♦r ♣g4q ❡①✐st✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢ P❛❧❛✐s✲❙♠❛❧❡

s❡q✉❡♥❝❡s ❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦✈❡r

t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣C q✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ✐t

✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠s ✹✳✷✳✷

❛♥❞ ✹✳✷✳✸ ✇✐t❤♦✉t t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② P✳✲▲✳ ▲✐♦♥s ✐♥ ❬✻✺✕✻✽❪✳

✭✈✐✮ ❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ♣C q ❞♦ ♥♦t ❤♦❧❞✳ Pr❡❝✐s❡❧②✱ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❛❧❧♦✇❡❞

c♣Iλq ✏ c♣IPλ q. ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❛r❣✉♠❡♥t ❛t t❤❡

♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❧❡✈❡❧ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞✳ ❲❡ ❛♣♣❧② ❬✻✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✸❪ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡

t❤✐s ❞✐✣❝✉❧t② ❛♥❞ ♣r♦✈❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❧❡✈❡❧✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✷✳✽✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♣V3q✱ ♣f5q ❛♥❞ ♣g4q ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♥❡①t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ♣C q ✐s s❛t✐s✜❡❞✳

✭C ✶✮ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❤♦❧❞s✱

V ♣xq ↕ VP♣xq, ❛✳ ❡✳ x P R
3. ✭✹✳✷✳✹✮

K♣xq ↕ KP♣xq, ❛✳ ❡✳ x P R
3. ✭✹✳✷✳✺✮

FP♣x, tq �G✽♣tq ↕ F ♣x, tq �G♣x, tq, ❛✳ ❡✳ x P R
3 ❛♥❞ t P R, ✭✹✳✷✳✻✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s tr✉❡✱

✭✐✮ ❚❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✹✳✷✳✹✮ str✐❝t ✐♥ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ♠❡❛s✉r❡ ❞♦♠❛✐♥✳

✭✐✐✮ ❚❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✹✳✷✳✺✮ str✐❝t ✐♥ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ♠❡❛s✉r❡ ❞♦♠❛✐♥✳

✭✐✐✐✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts δ → 0 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✹✳✷✳✻✮ ✐s str✐❝t ❢♦r ❛❧❧ t P ♣✁δ, δq

❛♥❞ ❛✳ ❡✳ x P R
3.

■♥ ❙❡❝t✳ ✹✳✻✱ ✉♥❞❡r s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡

♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧s✿ c♣Iq ↕ c♣IPq. ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ✉♥❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣C ✶q ✇❡ ❤❛✈❡

t❤❛t ♣C q ❤♦❧❞s✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✷✱ ✐t

✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✭✹✳✷✳✹✮✱ ✭✹✳✷✳✺✮ ❛♥❞ ✭✹✳✷✳✻✮ ✐♠♣❧② t❤❛t ✭✹✳✷✳✶✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳

✶✷✺



❘❡♠❛r❦ ✹✳✷✳✾✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✳✼ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❡

❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭SNL✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t h♣x, tq :✏

f♣x, tq � g♣x, tq ➙ 0 ❢♦r ❛❧❧ t ➙ 0 ❛♥❞ ❛✳ ❡✳ x ✐♥ R
3, ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥

h̄♣x, tq ✏

★
f♣x, tq � g♣x, tq, ✐❢ t ➙ 0,

0, ✐❢ t ➔ 0.

❆ss✉♠❡ t❤❛t a♣xq P L1
loc♣R

3q ❛♥❞ t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣f1q✱ ♣g1q ❛♥❞ ♣V2q ❤♦❧❞s tr✉❡ ✇✐t❤

b♣xq ✑ 0; ✐❢ u ✐s ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✭SNL✮✱ ✇✐t❤ f♣x, tq� g♣x, tq ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② h̄♣x, tq

t❤❡♥ u ✐s ❛❧s♦ ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✭SNL✮ ❛♥❞ u ➙ 0. ❚♦ s❡❡ t❤❛t✱ ❧❡t ξ P C✽
0 ♣R : r0, 1sq

s✉❝❤ t❤❛t

ξ♣tq ✏

★
1, ✐❢ t P r✁1, 1s

0, ✐❢ ⑤t⑤ ➙ 2
❛♥❞ ⑤ξ✶♣tq⑤ ↕ C ❅ t P R,

❢♦r s♦♠❡ C ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❋♦r ❡❛❝❤ n P N, ❞❡✜♥❡ ξn : R4 Ñ R ❜② ξn♣zq ✏ ξ♣⑤z⑤2④n2q.

❚❤❡♥ ξn P C✽
0 ♣R

4q ❛♥❞ ✈❡r✐✜❡s

⑤∇ξn♣zq⑤ ↕ C ❛♥❞ ⑤z⑤⑤∇ξn♣zq⑤ ↕ C ❅ z P R
4.

❇② ❛ ❞❡♥s✐t② ❛r❣✉♠❡♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ ϕ ✏ ξnw✁ ✐♥ ✭✵✳✸✳✹✮✳ ❙✐♥❝❡ w✁♣zq ✏ Es♣u✁q, ✇❡

❤❛✈❡ t❤❛t➺
R4

y1✁2sξn⑤∇w✁⑤2 � y1✁2sξn
❅
∇w�,∇w✁

❉
� y1✁2s

❅
∇w� �∇w✁, w✁∇ξn

❉
dxdy

✏ κs

➺
R3

♣h̄♣x, uq ✁ V ♣xqu✁ λK♣xqφαrusuqξn♣☎, 0qu✁ dx,

❛♥❞ ✇❡ ♠❛② ❛♣♣❧② t❤❡ ❉♦♠✐♥❛t❡❞ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ ✭✵✳✸✳✷✮ t♦ ❣❡t

⑥u✁⑥2V � λ

➺
K♣xqφαrus⑤u✁⑤2 dx ✏

➺
R3

h̄♣x, uqu✁ dx,

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t u✁ ✏ 0.

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✷✳✶✵✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧s

✭✐✮ ❋♦r t❤❡ ✇❡✐❣❤t K♣xq t❤❛t ❢✉❧✜❧❧s ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♣K1q✕♣K3q ✇❡ ♠❛② ❝♦♥s✐❞❡r

K♣xq ✏ Q♣xqKP♣xq, ✇❤❡r❡ 0 ↕ Q♣xq ↕ Q✽ :✏ lim
⑤x⑤Ñ✽

Q♣xq,

❜❡❧♦♥❣s t♦ C♣R3q ❛♥❞ KP♣xq ✐s ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ 1✁♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥ x1, x2, x3 ✐♥ Lβ♣R3q❳

L✽loc♣R
3q t❤❛t ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛t ③❡r♦✳

✭✐✐✮ ❋♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ a♣xq ✏ V ♣xq ✁ b♣xq s❛t✐s❢②✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣V1q✕♣V4q ✇❡ s❡t

V ♣xq ✏

✂
1

1� ⑤x⑤2

✡
VP♣xq

✶✷✻



✇❤❡r❡ VP♣xq ➙ 0 ✐s ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s 1✁♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥ x1, x2, x3, ❜❡❧♦♥❣s t♦ C♣R3q;

❛♥❞

b♣xq ✏ ⑥V ♣xq⑥✽η♣xq,

✇❤❡r❡ η♣xq P C✽
0 ♣R

3q ✐s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ❛ s✉❝❤ ✇❛② t❤❛t ⑥η♣xq⑥β ➔ C
♣βq
V ④⑥V ♣xq⑥✽.

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✷✳✶✶✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠s ✹✳✷✳✶✕✹✳✷✳✹ ❛r❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡

s❛t✐s✜❡❞ ❜② ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠s✿

✭✐✮ ❋♦r ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♣f1q✕♣f7q ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦s❡

f♣x, tq ✏ k♣xq⑤t⑤p✁2t� exptk0♣xq♣sin♣ln ⑤t⑤q � 2q✉ rk0♣xq cos♣ln ⑤t⑤q � ps ⑤t⑤p✁2t,

✇❤❡r❡ f♣x, 0q :✏ 0, s → 3④4, 4 ➔ p ➔ 2✝s ✱ k♣xq P C♣R
3q,

0 ➔ k✽ :✏ lim
⑤x⑤Ñ✽

k♣xq ↕ k♣xq, ❅x P R
3 ❛♥❞ lim

⑤x⑤Ñ✽
k0♣xq ✏ 0.

▼♦r❡♦✈❡r✱ k0♣xq P C♣R3q, supxPR3 k0♣xq ↕ p✁ µ ❛♥❞ µ ➔ p.

✭✐✐✮ ❋♦r ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣f1q✱ ♣f2q ✇✐t❤ µ ✏ 4 ❛♥❞ ♣f4q✕♣f6q ✇❡ t❛❦❡

h♣x, tq ✏ k♣xq
✏
t3 ln♣1� tq � ♣1� cos♣tqqt4 � 4♣t� sin♣tqqt2t

✘
, t ➙ 0, s → 1④2,

✇❤❡r❡ k♣xq ✐s t❛❦❡♥ ❛s ❛❜♦✈❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r

f♣x, tq ✏

★
h♣x, tq, ❢♦r t ➙ 0,

✁ h♣x,✁tq, ❢♦r t ➔ 0.

✭✐✐✐✮ ❋♦r ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡

f♣x, tq ✏ c0♣xq r̺
✶♣tq♣ln ⑤t⑤tq � ̺♣tqs ⑤t⑤̺♣tq✁2t, f♣x, 0q :✏ 0,

✇❤❡r❡ 0 ↕ c0♣xq P L
✽♣R3q ✐s 1✁♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥ x1, x2, x3 ❛♥❞ ̺♣tq ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛s ✐♥

❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✳✺✕✭✐✮ ✇✐t❤ inftPR ̺♣tq → 4✳

✭✐✈✮ ▲❡t 0 ↕ c♣xq ❜❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s 1✁♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥ xi, i ✏ 1, 2, 3, ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r

f♣x, tq ✏ c♣xq rphε♣tq � h✶ε♣tqts ⑤t⑤
p✁1, 4 ➔ p ➔ 2✝s ,

✇❤❡r❡ hε♣tq P C✽♣Rq ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✳✾✕✭✐✐✐✮✳ ❲❡ ❡♠♣❛t❤✐③❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

F ♣x, tq ❝❤❛♥❣❡s s✐❣♥✳

✭✈✮ ❋♦r ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t② ✇✐t❤ ❝r✐t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠

✹✳✷✳✸ ✇❡ ♠❛② t❛❦❡

g♣x, tq ✏ exptc1♣xq♣sin♣ln ⑤t⑤q � 2q✉ rc1♣xq cos♣ln ⑤t⑤q � 2✝s s ⑤t⑤
2✝s✁2t, g♣x, 0q :✏ 0,

✶✷✼



✇❤❡r❡ 0 ↕ c1♣xq P C♣R
3q, lim⑤x⑤Ñ✽ c1♣xq ✏ 0 ❛♥❞

K :✏ sup
xPR3

c1♣xq ➔ 2✝s ✁ µ✝, ❢♦r s♦♠❡ µ✝ P ♣2, 2✝s q.

❋♦r s → 3④4 ✇❡ ❝❤♦♦s❡ µ✝ ➙ 4 ❛♥❞ K s✉❝❤ t❤❛t

expt3K✉♣K � 2✝s q ↕ 2✝s

✒✂
2✝s
µ✝

✡
µ✝ ✁ 2

2✝s ✁ 2

✚ 2
✝
s ✁2

2

.

✭✈✐✮ ❋♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✹ ✇❡ ♠❛② t❛❦❡

f♣tq ✏ exptc0♣sin♣ln ⑤t⑤q � 2q✉ rc0 cos♣ln ⑤t⑤q � ps ⑤t⑤p✁2t, 2 ➔ p ➔ 2✝s , f♣0q :✏ 0,

g♣tq ✏ exptc1♣sin♣ln ⑤t⑤q � 2q✉ rc1 cos♣ln ⑤t⑤q � 2✝s s ⑤t⑤
2✝s✁2t, g♣0q :✏ 0,

✇❤❡r❡ s → 3④4, 2✝s ✁ 1 ➔ µ ↕ µ✝ ➔ p, 0 ➔ c0 ↕ mintp ✁ µ, 1 ✁ ♣p ✁ µq✉,

0 ➔ c1 ↕ mint2✝s ✁ µ✝, 1✁ ♣2✝s ✁ µ✝q✉ ❛♥❞

expt3c1✉♣c1 � 2✝s q ↕ 2✝s

✒✂
2✝s
µ✝

✡
µ✝ ✁ 2

2✝s ✁ 2

✚ 2
✝
s ✁2

2

.

✹✳✸ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣s t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✸✳✶✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣V1q✕♣V3q ❤♦❧❞s tr✉❡✳ ❚❤❡♥ Hs
V ♣R

3q ✏ Hs
VP
♣R3q

❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠s ⑥ ☎ ⑥V ❛♥❞ ⑥ ☎ ⑥VP
❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❧❡t R1 → 0 s✉❝❤ t❤❛t

⑤V ♣xq ✁ VP♣xq⑤ ➔ 1, ❅ ⑤x⑤ → R1.

●✐✈❡♥ u P C✽
0 ♣R

3q, ❜② ❍ö❧❞❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✇❡ ❤❛✈❡

➺
R3

V ♣xqu2 dx ↕

✄➺
BR1

⑤V ♣xq⑤σ dx

☛1④σ

⑥u⑥22 σ
σ✁1

�

➺
R3③BR1

u2 dx�

➺
R3③BR1

VP♣xqu
2 dx,

❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧②✱➺
R3

VP♣xqu
2 dx ↕

✄➺
BR1

⑤VP♣xq⑤
σP dx

☛1④σP

⑥u⑥2
2

σP
σP✁1

�

➺
R3③BR1

u2 dx�

➺
R3③BR1

V ♣xqu2 dx.

❙✐♥❝❡ 2 ➔ 2σ④♣σ✁1q, 2σP④♣σP✁1q ➔ 2✝s ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭✹✳✶✳✷✮ ✐♥ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s

❛❜♦✈❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡s✉❧t✳

✶✷✽



✹✳✸✳✶ ❙t✉❞② ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧ t❡r♠

❲❡ ♥♦✇ ♣❛ss t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧ t❡r♠ ♦❢ ❊q✳ ✭SNL✮ ❛♥❞ st❛rt ❜② r❡✈✐s✐t✐♥❣

t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧ t❡r♠ ✐♥ ❊q✳ ✭SNL✮✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ♣K1q ❤♦❧❞s tr✉❡ ❛♥❞ ❧❡t

Pu : Dα,2♣R3q Ñ R ❣✐✈❡♥ ❜②✱

Pu♣vq ✏

➺
R3

K♣xqu2v dx, u P Hs♣R3q, v P Dα,2♣R3q.

❋✐①❡❞ u P Hs♣R3q, ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

⑤Pu♣vq⑤ ↕

✩✫✪ ⑥K♣xq⑥✽⑥u⑥2r✽⑥v⑥2✝α , r✽ :✏ 22✝α④♣2
✝
α ✁ 1q,

⑥K♣xq⑥r⑥u⑥
2
rα
⑥v⑥2✝α , rα :✏ 12r④♣♣3� 2αqr ✁ 6q,

v P Dα,2♣R3q, ✭✹✳✸✳✶✮

♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t K♣xq ❜❡❧♦♥❣s t♦ L✽♣R3q ❛♥❞ Lr♣R3q, r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

■t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t ❢♦r ♦✉r ❣❡♥❡r❛❧ ❝❧❛ss ♦❢ K♣xq t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥

φαrus P Dα,2♣R3q ❢♦r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♣✁∆qαφαrus ✏ K♣xqu2 ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✐♥

t❡r♠s ♦❢ ❘✐❡s③ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡✢② ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❛t ❢❛❝t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t K♣xq s❛t✐s✜❡s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣K1q ❛♥❞ ❧❡t u P Hs♣R3q.

❚❤❡♥

φαrus♣xq ✏ cα

➺
R3

K♣yqu2♣yq⑤x✁ y⑤2α✁3 dy, ❛✳ ❡✳ R
3.

Pr♦♦❢✳ ❉❡♥♦t❡ Q♣uq ✏ K♣xqu2. ❚❤❡♥✱ ❜② ❍ö❧❞❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣K1q✱ Q♣uq

❜❡❧♦♥❣s t♦ Lp♣R3q, ❢♦r p ✏ 2✝α④♣2
✝
α ✁ 1q. ▲❡t ♣ϕkq ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ C✽0 ♣R

3q s✉❝❤ t❤❛t

ϕk Ñ Q♣uq ✐♥ Lp♣R3q. ■❢ v P Dα,2♣R3q, t❤❡♥➺
R3

♣✁∆qα④2♣Iαrϕk ✁ ϕlsq♣✁∆q
α④2v dx ✏

➺
R3

♣✁∆qα♣Iαrϕk ✁ ϕlsqv dx

✏

➺
R3

♣ϕk ✁ ϕlqv dxÑ 0 as k, l Ñ ✽,

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇ ✐❞❡♥t✐t②✱

♣✁∆qα♣Iαrϕsq ✏ ϕ, ❅ϕ P S ♣R3q.

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ♣Iαrϕksq ✐s ❛ ✇❡❛❦❧② ❈❛✉❝❤② s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ Dα,2♣R3q, ❛♥❞ ♠✉st ✇❡❛❦❧②

❝♦♥✈❡r❣❡ ✐♥ Dα,2♣R3q ❢♦r s♦♠❡ vα. ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✵✳✶✳✻✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡

♣Iαrϕksq ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ IαrQ♣uqs ✐♥ L2✝α♣R3q. ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t vα ✏ IαrQ♣uqs, ❛✳ ❡✳✱ ❛♥❞

♠♦r❡♦✈❡r✱ ❣✐✈❡♥ ϕ P C✽0 ♣R
3q, ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t➺

R3

♣✁∆qα④2♣IαrQ♣uqsq♣✁∆q
α④2ϕ dx ✏ lim

kÑ✽

➺
R3

♣✁∆qα④2♣Iαrϕksq♣✁∆q
α④2ϕ dx

✏ lim
kÑ✽

➺
R3

ϕkϕ dx ✏

➺
R3

Q♣uqϕ dx.

❇② ✉♥✐❝✐t②✱ φαrus ✏ IαrQ♣uqs ❛✳ ❡✳ ✐♥ R
3. �

✶✷✾



❲❡ ♥♦✇ s❡t t❤❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s

Nα♣uq ✏

➺
R3

K♣xqφαrusu
2 dx, u P Hs♣R3q, ✭✹✳✸✳✷✮

NP
α ♣uq ✏

➺
R3

KP♣xqφ
P
α rusu

2 dx, u P Hs♣R3q,

❛♥❞ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡✐r ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ♣K1q ❤♦❧❞s tr✉❡ ❛♥❞ ❧❡t u P Hs♣R3q. ❚❤❡♥

✭✐✮ Nα ❜❡❧♦♥❣s t♦ C1♣Hs♣R3qq ❛♥❞

N ✶
α♣uq ☎ v ✏ 4

➺
R3

K♣xqφαrusuv dx, u, v P Hs♣R3q;

✭✐✐✮ ■❢ ♣ukq ❛♥❞ ♣vkq ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ Hs♣R3q, ✇✐t❤ uk ✁ vk Ñ 0 ✐♥ Lp♣R3q,

❢♦r s♦♠❡ p P ♣2, 2✝s q, t❤❡♥ Nα♣ukq ✁Nα♣vkq Ñ 0;

✭✐✐✐✮ φα : Hs♣R3q Ñ Dα,2♣R3q ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ♠❛♣s ❜♦✉♥❞❡❞ s❡ts ✐♥t♦ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡ts❀

✭✐✈✮ φαrus ➙ 0 ❛♥❞ Nα♣uq ↕ Cα⑥u⑥
4
q, ✇❤❡r❡ q ✏ r✽ ♦r q ✏ rα ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t

K♣xq P L✽♣R3q ♦r K♣xq P Lr♣R3q, r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀

✭✈✮ Nα♣tuq ✏ t4Nα♣uq, ❛♥❞ ✐❢ K♣xq ✑ K0 → 0, t❤❡♥ Nα♣u♣☎④tqq ✏ t3�2αNα♣uq, ❢♦r ❛❧❧

t → 0;

✭✈✐✮ ■❢ uk á u ✐♥ Hs♣R3q, t❤❡♥ φαruks á φαrus ✐♥ Ds,2♣R3q;

Pr♦♦❢✳ ✭✐✮ ❋♦❧❧♦✇s ❜② st❛♥❞❛r❞ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ✉s❡❞ ❋✉❜✐♥✐

❚❤❡♦r❡♠ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ s❡❡ ❬✸✵❪✮✳

✭✐✐✮ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t K♣xq ❜❡❧♦♥❣s t♦ Lr♣R3q, s✐♥❝❡ L✽♣R3q ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❛

s✐♠✐❧❛r ✇❛②✳ ❖❜s❡r✈❡ ✜rst t❤❛t✱ ❜② ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② uk ✁ vk Ñ 0 ✐♥ Lp♣R3q,

❢♦r ❛❧❧ p P ♣2, 2✝s q. ◆❡①t✱ ✇❡ ✇r✐t❡

⑤Nα♣ukq ✁Nα♣vkq⑤ ↕

➺
R3

✞✞K♣xqφαruks♣u
2
k ✁ v2kq

✞✞ dx
�

➺
R3

✞✞K♣xq♣φαruks ✁ φαrvksqv
2
k

✞✞ dx. ✭✹✳✸✳✸✮

❚❤❡ ✜rst ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✹✳✸✳✸✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡

✭✹✳✸✳✶✮✳ ■♥ ❢❛❝t ✇❡ ❤❛✈❡

⑤Nα♣ukq ✁Nα♣vkq⑤ ↕

➺
R3

✞✞K♣xqφαruks♣u
2
k ✁ v2kq

✞✞ dx
↕ ⑥K♣xq⑥r⑥♣uk ✁ vkq♣uk � vkq⑥rα④2⑥φαruks⑥2✝α Ñ 0, ❛s k Ñ ✽,

✶✸✵



❜❡❝❛✉s❡ 2 ➔ rα ➔ 2✝s , ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✵✳✶✳✻✱ ✇✐t❤ p ✏ 2✝α④♣2
✝
α ✁ 1q

❛♥❞ q ✏ 2✝α, t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ♣φαruksq ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ L2✝α♣R3q. ❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞

✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ ♦❢ ✭✹✳✸✳✸✮ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ ✜rst t❤❛t φαruks ✁ φαrvks ✏ φαru
2
k ✁ v2ks.

❚❤✉s✱➺
R3

✞✞K♣xq♣φαruks ✁ φαrvksqv
2
k

✞✞ dx ↕ ⑥K♣xq⑥r⑥vk⑥
2
rα
⑥φαru

2
k ✁ v2ks⑥2✝α

↕ ⑥K♣xq⑥2r⑥vk⑥
2
rα
⑥uk ✁ vk⑥rα⑥uk � vk⑥rα Ñ 0, ❛s k Ñ ✽,

✇❤❡r❡ ✐t ✐s ✉s❡❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✵✳✶✳✻ ❛❣❛✐♥ ✇✐t❤ p ✏ 2✝α④♣2
✝
α✁ 1q ❛♥❞ q ✏ 2✝α, t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡

s❡❝♦♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳

✭✐✐✐✮ ▲❡t uk Ñ u ✐♥ Hs♣R3q. ❉❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

Pk♣vq ✏

➺
R3

K♣xqu2kv dx, v P Hs♣R3q.

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t φαruks Ñ φαrus, ✐t s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t Pk Ñ Pu ✐♥ t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢

Hs♣R3q. ❚❤✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇s ❜② ✭✹✳✸✳✶✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s ❛❜♦✈❡✳

✭✐✈✮✕✭✈✐✮ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ φαrus ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡

✭✹✳✸✳✶✮✳ �

◆❡①t ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭✹✳✸✳✷✮

✉♥❞❡r t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✹✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ♣K1q✕♣K2q ❤♦❧❞s tr✉❡✳ ▲❡t ♣ukq ❜❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡

✐♥ Hs♣R3q ❛♥❞ ♣w♣nqqnPN0
❣✐✈❡♥ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✷✳ ❚❤❡♥✱ ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱

lim
kÑ✽

Nα♣ukq ✏ Nα♣w
♣1qq �

➳
nPN0,n→1

NP
α ♣w

♣nqq. ✭✹✳✸✳✹✮

Pr♦♦❢✳ ❇② ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭✶✳✶✳✽✮ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✸ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

lim
kÑ✽

✓
Nα♣ukq ✁Nα

✄➳
nPN0

w♣nq♣☎ ✁ y
♣nq
k q

☛✛
✏ 0.

❚❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ ✭✶✳✶✳✽✮ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡❞✉❝❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✭✉♣ t♦

s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✮✱

lim
kÑ✽

✓
Nα

✄
M➳
n✏1

w♣nq♣☎ ✁ y
♣nq
k q

☛
✁Nα♣w

♣1qq ✁
M➳
n✏2

NP
α ♣w

♣nqq

✛
✏ 0, ❅M P N. ✭✹✳✸✳✺✮

❙✐♥❝❡ Nα ✐s C1✱ ❜② ❞❡♥s✐t②✱ ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t w♣nq ❜❡❧♦♥❣s t♦ C✽
0 ♣R

3q, ❢♦r

n ✏ 1, . . . ,M. ❇② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✶✳✻✮✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts k0 s✉❝❤ t❤❛t supp♣w♣mq♣☎ ✁ y
♣mq
k qq ❳

✶✸✶



supp♣w♣nq♣☎ ✁ y
♣nq
k qq ✏ ❍, ❢♦r ❛❧❧ m ✘ n ❛♥❞ k → k0. ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

Nα

✄
M➳

m✏1

w♣mq♣☎ ✁ y
♣mq
k q

☛

✏
M➳

m✏1

M➳
n✏1

➺
R3

K♣x� y
♣mq
k q⑤w♣mq⑤2φαrw

♣nq♣☎ ✁ y
♣nq
k qs♣x� y

♣mq
k q dx. ✭✹✳✸✳✻✮

❋♦r ❛✳ ❡✳ x ✐♥ R
3 ❛♥❞ n ➙ 2, ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

lim
kÑ✽

φαrw
♣nq♣☎ ✁ y

♣nq
k qs♣x� y

♣nq
k q

✏ lim
kÑ✽

➺
supp♣w♣nqq

K♣y � y
♣nq
k q⑤w♣nq♣yq⑤2⑤x✁ y⑤2α✁3 dy

✏

➺
supp♣w♣nqq

KP♣yq⑤w
♣nq♣yq⑤2⑤x✁ y⑤2α✁3 dy ✏ φP

α rw
♣nqs♣xq,

✐♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦❧❧♦✇s ❜② ▲❡❜❡s❣✉❡ ❚❤❡♦r❡♠✱ ♦♥❝❡ ✇❡ t❛❦❡ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t

• K♣y � y
♣nq
k q⑤w♣nq♣yq⑤2⑤x✁ y⑤2α✁3 Ñ KP♣yq⑤w

♣nq♣yq⑤2⑤x✁ y⑤2α✁3 ❛✳❡ y ✐♥ R
3 ❛♥❞

• K♣y�y
♣nq
k q ➔ 1�⑤KP♣y�y

♣nq
k q⑤ ✏ 1�⑤KP♣yq⑤ P L

1♣supp♣wqq, ❢♦r k ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳

❇② ❛ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥t ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ❢♦r n ➙ 2, t❤❛t

lim
kÑ✽

➺
R3

K♣x� y
♣nq
k q⑤w♣nq⑤2φαrw

♣nq♣☎ ✁ y
♣nq
k qs♣x� y

♣nq
k q dx

✏

➺
R3

KP♣xq⑤w
♣nq⑤2φP

α rw
♣nqs dx. ✭✹✳✸✳✼✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛❜♦✈❡ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✳✶✳✻✮ ❧❡❛❞s t♦

lim
kÑ✽

➺
R3

K♣x� y
♣mq
k q⑤w♣mq⑤2φαrw

♣nq♣☎ ✁ y
♣nq
k qs♣x� y

♣mq
k q dx ✏ 0. ✭✹✳✸✳✽✮

❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭✹✳✸✳✺✮ ❢♦❧❧♦✇s ❜② ✭✹✳✸✳✻✮✱ ✭✹✳✸✳✼✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✳✽✮✳ �

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✸✳✺✳ ❯♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✹✱ ✇❡ ❤❛✈❡

lim
kÑ✽

✏
Nα♣ukq ✁Nα♣w

♣1qq ✁Nα♣uk ✁ w♣1qq
✘
✏ 0.

Pr♦♦❢✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t w̃♣1q ✏ 0 ❛♥❞ w̃♣nq ✏ w♣nq, ❢♦r n ➙ 2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣r♦✜❧❡

❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ vk ✏ uk✁w
♣1q. ❚❤✉s ❛♣♣❧②✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✹ t♦ t❤✐s

s❡q✉❡♥❝❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

lim
kÑ✽

Nα♣uk ✁ w♣1qq ✏
➳

nPN0,n→1

NP
α ♣w

♣nqq. ✭✹✳✸✳✾✮

❚❤❡ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✹✳✸✳✹✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✳✾✮ �

✶✸✷



❚❤❡ ♥❡①t r❡s✉❧t ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ Nα ✉♥❞❡r t❤❡ ♣r♦✜❧❡

❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡s t❤❡ ❧✐♥❦ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ tr❡❛t t❤❡

❝r✐t✐❝❛❧ ❝❛s❡✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✻✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t K♣xq ❢✉❧✜❧❧s ♣K1q✕♣K3q✳ ▲❡t ♣ukq ❜❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡

✐♥ Hs♣R3q, ❛♥❞ ♣w♣nqqN✝ , ♣j
♣nq
k q ❛♥❞ ♣y

♣nq
k q ❣✐✈❡♥ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶✳ ❚❤❡♥

lim
kÑ✽

N ✶
α♣ukq ☎ d

♣nq
k ϕ ✏

★
♣NP

α q
✶♣w♣nqq ☎ ϕ, ✐❢ n P N0,

0, ✐❢ n P N�.
✭✹✳✸✳✶✵✮

Pr♦♦❢✳ ◆❡①t ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t N✝ ✏ N0❨N� ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✹✮✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ✭✹✳✸✳✶✵✮

❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉♦♠✐♥❛t❡❞ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠✳ ❲❡ ❤❛✈❡

N ✶
α♣ukq ☎ d

♣nq
k ϕ ✏

➺
R3

γ✁2sj
♣nq
k K♣γ✁j

♣nq
k x� y

♣nq
k qφαruks♣γ

✁j
♣nq
k ☎ �y

♣nq
k qv

♣nq
k ϕ dx, ✭✹✳✸✳✶✶✮

✇❤❡r❡

v
♣nq
k ✏ γ✁

3✁2s
2

j
♣nq
k uk♣γ

✁j
♣nq
k ☎ �y

♣nq
k q. ✭✹✳✸✳✶✷✮

◆♦t✐❝❡ t❤❛t✑
φ
♣nq
k ruks

✙2
α
:✏

✑
γ✁2sj

♣nq
k φαruks♣γ

✁j
♣nq
k ☎ �y

♣nq
k q

✙2
α
✏ γ♣3✁2α✁4sqj♣nq

k rφαrukss
2

α .

❚❤✉s✱ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✱ ♣φ♣nqk ruksq ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ③❡r♦ ✐♥ Dα,2♣R3q, ✐❢ n P N�; ❛♥❞

❝♦♥✈❡r❣❡s ✇❡❛❦❧②✱ ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ ❢♦r s♦♠❡ ξ♣nq ✐♥ Dα,2♣R3q, ✐❢ n P N0. ▼♦r❡♦✈❡r✱

❜② t❤❡ ❉♦♠✐♥❛t❡❞ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✇❡ ❤❛✈❡✏
ξ♣nq, ϕ

✘
α
✏ lim

kÑ✽

✑
φ
♣nq
k ruks, ϕ

✙
α
✏ lim

kÑ✽

➺
R3

K♣x� y
♣nq
k q⑤v

♣nq
k ⑤2ϕ dx

✏

➺
R3

KP♣xq⑤w
♣nq⑤2ϕ dx, ❢♦r n P N0.

❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ φP
α ✐♠♣❧✐❡s ξ♣nq ✏ φP

α rw
♣nqs, n P N0. ❲❡ ✇r✐t❡ ✐❞❡♥t✐t② ✭✹✳✸✳✶✶✮

❛s

N ✶
α♣ukq ☎ d

♣nq
k ϕ ✏

➺
R3

✑
K♣γ✁j

♣nq
k x� y

♣nq
k q ✁KP♣γ

✁j
♣nq
k x� y

♣nq
k q

✙
φ
♣nq
k ruksv

♣nq
k ϕ dx

�

➺
R3

KP♣γ
✁j

♣nq
k xqφ

♣nq
k ruksv

♣nq
k ϕ dx.

❯s✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣K3q✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t

KP♣γ
✁j

♣nq
k xq ➔ K♣0q � 1, ❅x P supp♣ϕq, k ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❛♥❞ n P N�.

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② t❤❡ ❉♦♠✐♥❛t❡❞ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ ❛❣❛✐♥ t♦ ♦❜t❛✐♥

✭✹✳✸✳✶✵✮ �

✶✸✸



✹✳✸✳✷ ▼♦✉♥t❛✐♥ P❛ss ❙❡tt✐♥❣s

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ♦✉r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ Iλ ❤❛s t❤❡ ▼♦✉♥t❛✐♥ P❛ss

●❡♦♠❡tr②✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✼✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t K♣xq, a♣xq ✏ V ♣xq✁b♣xq, f♣x, tq ❛♥❞ g♣x, tq s❛t✐s❢② ♣K1q✱

♣V1q✱ ♣V2q✱ ♣V4q✱ ♣f1q✱ ♣g1q✱ ♣g2q✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ss✉♠❡ ❡✐t❤❡r ♣f2q✱ ♣f3q ✇✐t❤

µ → 4 ♦r ♣f4q✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ Iλ ♣♦ss❡ss t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❣❡♦♠❡tr②✳ Pr❡❝✐s❡❧②✱

✭✐✮ Iλ♣0q ✏ 0;

✭✐✐✮ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts r, b → 0 s✉❝❤ t❤❛t Iλ♣uq ➙ b, ✇❤❡♥❡✈❡r ⑥u⑥V ✏ r;

✭✐✐✐✮ ❚❤❡r❡ ✐s eλ P H
s
V ♣R

3q ✇✐t❤ ⑥eλ⑥V → r ❛♥❞ Iλ♣eλq ➔ 0;

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ b ➔ c♣Iλq ➔ ✽.

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❢♦❧❧♦✇ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♥❛❧②s✐s t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳✸✳

■♥❞❡❡❞✱ s✐♥❝❡ b♣xq P Lβ♣R3q,➺
R3

b♣xqu2 dx ↕

✂➺
R3

⑤b♣xq⑤β dx

✡1④β ✂➺
R3

⑤u⑤2β④♣β✁1q dx
✡♣β✁1q④β

, ❅u P Hs
V ♣R

3q,

✇✐t❤ 2 ➔ 2β④♣β ✁ 1q ➔ 2✝s , ❜② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣f1q✱ ♣g1q ❛♥❞ ♣V4q✱ ❢♦r ❛♥② ε ✇❡ ❣❡t t❤❛t

Iλ♣uq ➙

✓
1

2

✄
1✁

⑥b♣xq⑥β

C
♣βq
V

✁ 2εC2

☛
✁ ♣ε� C✝qC2✝s ⑥u⑥

2✝s✁2

V ✁ CεCpε⑥u⑥
pε✁2
V

✛
⑥u⑥2V ,

❢♦r ❛❧❧ u P Hs
V ♣R

3q, ✇❤❡r❡ C2, C2✝s ❛♥❞ Cpε ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡

❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝❤♦♦s❡ ε ✐♥ ❛ s✉❝❤ ✇❛② t❤❛t t❤❡

✜rst t❡r♠ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♦♥❝❡ ⑥u⑥V ✐s t❛❦❡♥

s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts r → 0 s✉❝❤ t❤❛t Iλ♣uq → 0 ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ⑥u⑥V ➔ r.

▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ ✜rst t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣f2q✱ ♣f3q ❤♦❧❞s tr✉❡✳ ▲❡t ξR P C✽
0 ♣Rq, R → 0, s✉❝❤

t❤❛t 0 ↕ ξR♣tq ↕ t0 ❛♥❞

ξR♣tq ✏

★
t0, ✐❢ ⑤t⑤ ↕ R,

0, ✐❢ ⑤t⑤ → R � 1.

❙❡t v♣xq :✏ ξR♣⑤x✁ x0⑤q. ❚❤❡♥ v P Hs
V ♣R

3q ❛♥❞➺
R3

F ♣x, vq dx ✏

➺
BR♣x0q

F ♣x, t0q dx�

➺
BR�1♣x0q③BR♣x0q

F ♣x, vq dx

➙ ⑤BR⑤ inf
BR♣x0q

F ♣x, t0q � ⑤BR�1③BR⑤ inf
♣x,tqP♣BR�1♣x0q③BR♣x0qq✂r0,t0s

F ♣x, tq → 0.

❙✐♥❝❡ ♣f2q ❛♥❞ ♣g2q ❛r❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ d④dt♣F ♣x, tq⑤t⑤✁µq, d④dt♣G♣x, tq⑤t⑤✁µ✝q ➙ 0, ❢♦r

t → 0, ✇❡ ❤❛✈❡✩✬✬✫✬✬✪
➺
R3

F ♣x, tvq dx ➙ tµ
➺
R3

F ♣x, vq dx,➺
R3

G♣x, tvq dx ➙ tµ✝
➺
R3

G♣x, vq dx,

✇❤❡♥❡✈❡r t → 1.

✶✸✹



❍❡♥❝❡

Iλ♣tvq ✏
1

2
t2⑥v⑥2V ✁

1

2
t2
➺
R3

b♣xqu2 dx�
λ

4
t4Nα♣vq ✁

➺
R3

F ♣x, tvq �G♣x, tvq dx

↕
1

2
t2⑥v⑥2V �

λ

4
t4Nα♣vq ✁ tµ

➺
R3

F ♣x, vq dx✁ tµ✝
➺
R3

G♣x, vq dx

Ñ ✁✽, ❛s tÑ ✽.

◆♦✇ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣f4q ❤♦❧❞s tr✉❡✳ ❋♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ R → 0, t❤❡r❡ ❡①✐sts tR → 0

s✉❝❤ t❤❛t

F ♣x, tq → Rt4, ❅ ⑤t⑤ → tR, ❛♥❞ ❅x P R
3.

▲❡t ❜❡ A♣R, tq :✏ tx P R
3 : t⑤v♣xq⑤ → tR✉, ❢♦r t → 0. ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t➺

R3

F ♣x, tvq dx ✏

➺
Kt

F ♣x, tvq dx�

➺
A♣R,tq

F ♣x, tvq dx

➙

➺
Kt

F ♣x, tvq dx�Rt4
➺
A♣R,tq

v4 dx, ✭✹✳✸✳✶✸✮

✇❤❡r❡ Kt ✏ ♣R3③A♣R, tqq ❳ supp♣vq. ❯s✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣f1q✱ ❢♦r ❡❛❝❤ t → 0, ✇❡ ❣❡t t❤❛t

⑤F ♣x, tvq⑤ ↕ C, ❢♦r ❛✳ ❡✳ x P Kt,

✇❤❡r❡ C ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ✐♥ x ❛♥❞ t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

F ♣x, tvqXKt
♣xq Ñ 0, x P supp♣vq, ❛s tÑ ✽,

✇❤❡r❡ ✉s❡❞ t❤❛t

XR3③A♣R,tq♣xq Ñ XR3③ supp♣vq♣xq ✏ 0, x P supp♣vq, ❛s tÑ ✽.

❚❤✉s ▲❡❜❡s❣✉❡ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✜rst ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞

s✐❞❡ ♦❢ ✭✹✳✸✳✶✸✮ ❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ❛s t ❣♦❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❇② t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❛t

lim
tÑ✽

➺
A♣R,tq

v4 dx ✏ lim
tÑ✽

➺
R3

v4XA♣R,tq dx ✏
➺
R3

v4Xtv✘0✉ dx ✏
➺
R3

v4 dx.

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r t0,R s✉❝❤ t❤❛t

1

4

➺
R3

v4 dx ➔

➺
A♣R,tq

v4 dx, ❅ t → t0,R. ✭✹✳✸✳✶✹✮

❘❡♣❧❛❝✐♥❣ ✭✹✳✸✳✶✹✮ ✐♥ ✭✹✳✸✳✶✸✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

Iλ♣tvq ✏
t2

2
⑥v⑥2V ✁

t2

2

➺
R3

b♣xqv2 dx�
t4

4
λNα♣vq ✁

➺
R3

F ♣x, tvq �G♣x, tvq dx

↕
t2

2
⑥v⑥2V �

t4

4
♣λNα♣vq ✁R⑥v⑥44q ✁

➺
Kt

F ♣x, tvq dx✁ tµ✝
➺
R3

G♣x, vq dx ➔ 0,

❢♦r t → t0,R.

♣r♦✈✐❞❡❞ R ✐s ❝❤♦s❡♥ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳ �

✶✸✺



❘❡♠❛r❦ ✹✳✸✳✽✳ ✭✐✮ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✼✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

F ♣x, tq → 0 ❢♦r ❛✳ ❡✳ x P R
3 ❛♥❞ t ✘ 0. ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛♥② u P Hs

V ♣R
3q③t0✉, t❤❡ ♣❛t❤

❞❡✜♥❡❞ ❜② ζ♣tq ✏ tu ❜❡❧♦♥❣s t♦ ΓI . ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥

✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✼✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ v ❜② u ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❲❡

❤❛✈❡ t❤❛t✩✬✬✫✬✬✪
➺
R3

F ♣x, tuq dx ➙ Rt4
➺
A♣R,tq

u4 dx,

lim
tÑ✽

➺
A♣R,tq

u4 dx ✏ lim
tÑ✽

➺
R3

u4XA♣R,tq dx ✏
➺
R3

u4Xtu✘0✉ dx ✏
➺
R3

u4 dx,

✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡ ✉s t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s ✐♥ ✭✹✳✸✳✶✹✮ t♦ ❣❡t

ϕ♣tq :✏ Iλ♣tuq ↕
t2

2
⑥u⑥2V �

t4

4
♣λNα♣uq ✁R⑥u⑥44q Ñ ✁✽, ❛s tÑ ✽,

♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t R ✐s t❛❦❡♥ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t h♣x, tq ✏

f♣x, tq � g♣x, tq s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿ ❢♦r ❛✳ ❡✳ x P R
3 t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

t ÞÑ
h♣x, tq

⑤t⑤
, ✐s str✐❝t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ R.

❚❤❡♥✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t

ϕ✶♣tq ✏ t

✒
⑥u⑥2V � t2λNα♣uq ✁

➺
R3

f♣x, tuq

t
u dx✁

➺
R3

g♣x, tuq

t
u dx

✚
, t → 0,

✇❡ ✐♥❢❡r t❤❛t ϕ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✳

✭✐✐✮ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✼✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡t

Γ1
Iλ
✏
✥
γ P C♣r0, 1s, Hs

V ♣R
Nqq : γ♣0q ✏ 0, ⑥γ♣1q⑥ → r, Iλ♣γ♣1qq ➔ 0

✭
,

❛♥❞

c1♣Iλq ✏ inf
γPΓ1

Iλ

sup
tPr0,1s

Iλ♣γ♣tqq,

❛s t❤❡ ✉s✉❛❧ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t c1♣Iλq ✏ c♣Iλq.

✭✐✐✐✮ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ✇❤❡♥

f♣x, tq ✑ f♣tq, t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❣❡♦♠❡tr② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ♣f3q ✇✐t❤

♣f ✶3q✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❧❡t ξR ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✼ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ηR♣xq ✏ ξR♣⑤x⑤q.

❚❤❡♥✱ ➺
R3

F ♣ηRq dx → 0,

♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t R ✐s ❝❤♦s❡♥ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳

✶✸✻



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✾✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t K♣xq, a♣xq ✏ V ♣xq✁ b♣xq, f♣x, tq ❛♥❞ g♣x, tq s❛t✐s❢②

♣K1q✱ ♣V1q✱ ♣V2q✱ ♣V4q✱ ♣f1q✱ ♣f2q✱ ♣g1q✱ ♣g2q✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇✐t❤ µ ↕ µ✝.▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ss✉♠❡

❡✐t❤❡r µ → 4 ❛♥❞ ♣f3q ♦r µ ✏ 4 ❛♥❞ ♣f4q✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♣ukq

s✉❝❤ t❤❛t Iλ♣ukq Ñ c♣Iλq ❛♥❞ I
✶
λ♣ukq Ñ 0, ✐♥ t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ Hs

V ♣R
3q.

Pr♦♦❢✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✼✱ ✇❡ ♠❛② ❛♣♣❧② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ▼♦✉♥t❛✐♥ P❛ss

❚❤❡♦r❡♠ ❬✶✻❪ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♣ukq ✐♥ Hs
V ♣R

3q s✉❝❤ t❤❛t Iλ♣ukq Ñ c♣Iq ❛♥❞

I ✶λ♣ukq Ñ 0.

❆ss✉♠❡ ✜rst µ → 4 ❛♥❞ ♣f3q✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ k, ✇❡ ❤❛✈❡

c♣Iλq � 1� ⑥uk⑥V

➙ Iλ♣ukq ✁
1

µ
I ✶λ♣ukq ☎ uk

✏

✂
1

2
✁

1

µ

✡✄
1✁

⑥b♣xq⑥β

C
♣βq
V

☛
⑥uk⑥

2
V � λ

✂
1

4
✁

1

µ

✡
Nα♣ukq

✁

➺
R3

F ♣x, ukq ✁
1

µ
f♣x, ukquk dx✁

➺
R3

G♣x, ukq ✁
1

µ
g♣x, ukquk dx

➙

✂
1

2
✁

1

µ

✡✄
1✁

⑥b♣xq⑥β

C
♣βq
V

☛
⑥uk⑥

2
V ,

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♣ukq ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ f♣x, tq s❛t✐s✜❡s ♣f2q ✇✐t❤ µ ✏ 4

❛♥❞ ♣f4q ❢♦❧❧♦✇s ❜② t❛❦✐♥❣ µ ✏ 4 ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ �

■t ✐s ✇♦rt❤ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ ❤❡r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✺✱ ✇❤✐❝❤

t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✵✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t V ♣xq s❛t✐s✜❡s ♣V1q✕♣V3q ❛♥❞ V ♣xq ➙ 0. ▲❡t ♣ukq ❜❡

❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ Hs♣R3q ❛♥❞ ♣w♣nqqnPN0
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✷✳ ❚❤❡♥

lim inf
kÑ✽

➺
R3

V ♣xqu2k dx ➙

➺
R3

V ♣xq⑤w♣1q⑤2 dx�
➳

nPN0,n→1

➺
R3

VP♣xq⑤w
♣nq⑤2 dx.

✹✳✸✳✸ ❊st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ ❬✹✷❪ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❛ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✳ ❚❤✐s ✐s ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠s ✹✳✻✳✶ ❛♥❞ ✹✳✷✳✸✳ ❆s

♠✐❣❤t ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❬✷✽❪✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥✜♠✉♠

S✝♣sq :✏ inf
uPDs,2♣R3q

u✘0

✓�➩
R3 ⑤♣✁∆q

s④2u⑤2 dx
✟1④2�➩

R3 ⑤u⑤2
✝
s dx

✟1④2✝s
✛
, ✭✹✳✸✳✶✺✮

✶✸✼



✐s ❛tt❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛ss ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s

uε♣xq ✏
ε

3✁2s
2

♣⑤x⑤2 � ε2q
3✁2s

2

, ε → 0,

✇❤❡r❡

S✝,s ✏

✓
2✁2sπ✁s

Γ
�
3✁2s
2

✟
Γ
�
3�2s
2

✟ ✂ Γ♣3q

Γ♣3④2q

✡2s④3✛✁1④2

.

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r ξ P C✽
0 ♣R : r0, 1sq ❛ ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝✉t✲♦✛ s✉❝❤ t❤❛t

ξ♣tq ✏

✩✫✪ 1, ✐❢ t P r✁1④2, 1④2s

0, ✐❢ ⑤t⑤ ➙ 1
❛♥❞ ⑤ξ✶♣tq⑤ ↕ C ❅ t P R,

❛♥❞ ❞❡✜♥❡ η♣xq ✏ ξ♣⑤x⑤q. ❚❤❡♥ ηuε P Hs
V ♣R

3q, ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t V ♣xq P L✽♣R3q ❛♥❞ ♣V2q

❤♦❧❞s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✳

▲❡♠♠❛ ❈✳ ❬✹✷✱ ▲❡♠♠❛ ✷✳✹❪ ▲❡t ηε ✏ ηuε④⑥ηuε⑥2✝s , t❤❡♥

rηεs
2
s ↕ S✝♣sq2 �O♣ε3✁2sq,

⑥ηε⑥
2
2 ✏

✩✬✬✫✬✬✪
O♣ε2sq, ✐❢ 3 → 4s,

O♣ε2s log♣1④εqq, ✐❢ 3 ✏ 4s,

O♣ε3✁2sq, ✐❢ 3 ➔ 4s,

❛♥❞

⑥ηε⑥
p
p ✏

✩✫✪O♣ε
6✁♣3✁2sqp

2 q, ✐❢ p ➙ 3④♣3✁ 2sq,

O♣ε
♣3✁2sqp

2 q, ✐❢ p ↕ 3④♣3✁ 2sq.

❍❡r❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ aε ✏ O♣bεq ♠❡❛♥s t❤❛t aε④bε ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ε,

♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts c1 ❛♥❞ c2 s✉❝❤ t❤❛t c1 ➔ aε④bε ➔ c2, ❢♦r ❛❧❧ ε.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✶✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ♣K1q ❛♥❞ ♣V2q ❤♦❧❞s tr✉❡ ✇✐t❤ V ♣xq P L✽♣R3q.

▼♦r❡♦✈❡r✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t f♣x, tq ✑ fP♣x, tq ❛♥❞ g♣x, tq ✑ g✽♣tq s❛t✐s✜❡s ♣f1q✱ ♣f7q ❛♥❞

♣g1q✱ ♣g7q✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥

c♣IPλ q ➔
s

3

✒
S✝♣sq

♣2✝sc✝q1④2
✝
s

✚3④s
. ✭✹✳✸✳✶✻✮

Pr♦♦❢✳ ❉❡✜♥❡ η✝ε ✏ ηε④♣2
✝
sc✝q

1④2✝s . ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤ t ÞÑ tη✝ε ❜❡❧♦♥❣s t♦ ΓIλ .

❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t

sup
t➙0

Iλ♣tη
✝
ε q ➔

s

3

✒
S✝♣sq

♣2✝sc✝q1④2
✝
s

✚3④s
, ❢♦r ε s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✳

❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✸ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

Iλ♣tη
✝
ε q ↕ ψε♣tq :✏

1

2
⑥η✝ε ⑥

2
V t

2 �
1

4
Cλ⑥η

✝
ε ⑥

4
qt

4 ✁ c0⑥η
✝
ε ⑥

p0
p0
⑤t⑤p0 ✁

1

2✝s
⑤t⑤2

✝
s , ❅ t ➙ 0,

✶✸✽



✇❤❡r❡ Cλ ✏ λCα. ❙✐♥❝❡ ψε♣tq Ñ ✁✽ ❛s tÑ �✽ ❛♥❞ ψε♣tq → 0 ❢♦r t ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✱ t❤❡r❡

❡①✐sts tε → 0 s♦ t❤❛t supt➙0 ψε♣tq ✏ ψε♣tεq. ❚❤✉s ψ✶
ε♣tεq ✏ 0 ❛♥❞ ❛s ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱

⑥η✝ε ⑥
2
V � C2

λ⑥η
✝
ε ⑥

4
qt

2
ε ✁ c0⑥η

✝
ε ⑥

p0
p0
⑤tε⑤

p0✁2 ✏ ⑤tε⑤
2✝s✁2. ✭✹✳✸✳✶✼✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐❞❡♥t✐t② ✭✹✳✸✳✶✼✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t 0 ➔ c1 ↕ tε ↕ c2 ❢♦r ε ➔ 1, ❛♥❞ s♦♠❡

♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts c1 ❛♥❞ c2✳ ◆♦✇ ❧❡t

ϕε♣tq ✏
1

2
⑥η✝ε ⑥

2
V t

2 ✁
1

2✝s
⑤t⑤2

✝
s ,

✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✐♥t t̃ε ✏ ♣⑥η✝ε ⑥
2
V q

1④♣2✝s✁2q. ❲❡ ❤❛✈❡

sup
t➙0

ψε♣tq ↕ sup
t➙0

ϕε♣tq �
1

4
Cλc

4
2⑥η

✝
ε ⑥

4
q ✁ c0c

p0
1 ⑥η

✝
ε ⑥

p0
p0

✏
s

3
⑥η✝ε ⑥

3④s
V �

1

4
Cλc

4
2⑥η

✝
ε ⑥

4
q ✁ c0c

p0
1 ⑥η

✝
ε ⑥

p0
p0
, ε ➔ 1. ✭✹✳✸✳✶✽✮

❯s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ❈✱ ✇❡ ♥♦✇ ♣❛ss t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❡❛❝❤ t❡r♠ ✐♥ ✭✹✳✸✳✶✽✮✳ ❆❧s♦✱ ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s

✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ♣a � bqα ↕ aα � α♣a � bqα✁1b, α ➙ 1 ❛♥❞ a, b → 0, ❛♥❞ ❛❧✇❛②s

❝♦♥s✐❞❡r ε ➔ 1.

• ❋♦r t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✇❡ ❤❛✈❡�
⑥η✝ε ⑥

2
V

✟3④2s
↕
�
rη✝ε s

2
s � ⑥V ♣xq⑥✽⑥η✝ε ⑥

2
2

✟3④2s
↕

✂
S✝♣sq
2✝sc✝

✡3④s
� c3⑥η

✝
ε ⑥

2
2 �O♣ε3✁2sq, ❢♦r s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t c3,

✏

✩✬✬✬✬✬✬✬✬✫✬✬✬✬✬✬✬✬✪

✂
S✝♣sq
2✝sc✝

✡3④s
�O♣ε3✁2sq �O♣ε2sq, ✐❢ 3 → 4s,✂

S✝♣sq
2✝sc✝

✡3④s
�O♣ε3✁2sq �O♣ε2s log♣1④εqq, ✐❢ 3 ✏ 4s,✂

S✝♣sq
2✝sc✝

✡3④s
�O♣ε3✁2sq, ✐❢ 3 ➔ 4s.

• ❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡

�
⑥η✝ε ⑥

q
q

✟4④q
✏

★
O♣ε

12✁2♣3✁2sqq
q q, ✐❢ q ➙ 3④♣3✁ 2sq,

O♣ε2♣3✁2sqq, ✐❢ q ↕ 3④♣3✁ 2sq.

• ❋♦r t❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ⑥η✝ε ⑥
p0
p0

✏ O♣ε
6✁♣3✁2sqp0

2 q, s✐♥❝❡ p0 → 4 ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

p0 → 3④♣3✁ 2sq.

❙✉♠♠✐♥❣ ✉♣✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✶✸✾



• ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ q ➙ 3④♣3✁ 2sq, ✇❡ ❣❡t

sup
t➙0

Iλ♣tη
✝
ε q ↕ sup

t➙0

ψε♣tq ↕✩✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✫✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✪

✂
S✝♣sq
2✝sc✝

✡3④s
�O♣ε3✁2sq �O♣ε2sq �O♣ε

12✁2♣3✁2sqq
q q ✁O♣ε

6✁♣3✁2sqp0
2 q, ✐❢ 3 → 4s,✂

S✝♣sq
2✝sc✝

✡3④s
�O♣ε3✁2sq �O♣ε2s log♣1④εqq

�O♣ε
12✁2♣3✁2sqq

q q ✁O♣ε
6✁♣3✁2sqp0

2 q, ✐❢ 3 ✏ 4s,✂
S✝♣sq
2✝sc✝

✡3④s
�O♣ε3✁2sq �O♣ε

12✁2♣3✁2sqq
q q ✁O♣ε

6✁♣3✁2sqp0
2 q, ✐❢ 3 ➔ 4s.

• ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ q ➔ 3④♣3✁ 2sq,

sup
t➙0

Iλ♣tη
✝
ε q ↕ sup

t➙0

ψε♣tq ↕✩✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✫✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✬✪

✂
S✝♣sq
2✝sc✝

✡3④s
�O♣ε3✁2sq �O♣ε2sq �O♣ε2♣3✁2sqq ✁O♣ε

6✁♣3✁2sqp0
2 q, ✐❢ 3 → 4s,✂

S✝♣sq
2✝sc✝

✡3④s
�O♣ε3✁2sq �O♣ε2s log♣1④εqq

�O♣ε2♣3✁2sqq ✁O♣ε
6✁♣3✁2sqp0

2 q, ✐❢ 3 ✏ 4s,✂
S✝♣sq
2✝sc✝

✡3④s
�O♣ε3✁2sq �O♣ε2♣3✁2sqq ✁O♣ε

6✁♣3✁2sqp0
2 q, ✐❢ 3 ➔ 4s.

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s tr✉❡✩✬✬✫✬✬✪
6✁ ♣3✁ 2sqp0

2
➔ 2s ➔

12✁ 2♣3✁ 2sqq

q
,

6✁ ♣3✁ 2sqp0
2

➔ 3✁ 2s,

0 ➔ s ➔ 1

❛♥❞

lim
εÑ0

ε
6✁♣3✁2sqp0

2

ε2s log♣1④εq
✏ �✽,

t❤❡ t❡r♠ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ε
6✁♣3✁2sqp0

2 ❣r♦✇s ❢❛st❡r ♥❡❛r ③❡r♦ t❤❛♥ ❛♥② ♦t❤❡r t❡r♠s

✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ε ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❛s❡✳ ❚❤✉s ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❡st✐♠❛t❡ ✭✹✳✸✳✶✻✮ ❜② t❛❦✐♥❣ ε s♠❛❧❧

❡♥♦✉❣❤✳ �

✹✳✸✳✹ P♦❤♦③❛❡✈ ✐❞❡♥t✐t②

❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❊q✳ ✭SNL✮ s❛t✐s❢② ❛ P♦❤♦③❛❡✈ t②♣❡ ✐❞❡♥t✐t②✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥ts ✉s❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳✶ ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❛✉t✐♦♥✱

s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥♦♥❧♦❝❛❧ t❡r♠ ✐♥ ❊q✳ ✭SNL✮✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ✇❡

✶✹✵



❛s❦ ❛♥ s♠♦♦t❤♥❡ss C1 ✐♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ a♣xq ✐♥st❡❛❞ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳✶✱ t❤❛t

a♣xq ♠❛② ❤❛✈❡ ✜♥✐t❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t②✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✷✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t f♣x, tq ✏ f♣tq P C1♣Rq, g♣x, tq ✑ 0, K♣xq ✑ K0 → 0

❛♥❞ a♣xq P C1♣R3q. ▲❡t u P Hs♣R3q ❜❡ ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭SNL✮ s✉❝❤ t❤❛t

f♣uq④♣1 � ⑤u⑤q ❜❡❧♦♥❣s t♦ L
N④2s
loc ♣R3q. ■❢ F ♣uq, f♣uqu, a♣xqu2 ❛♥❞ ①∇a♣xq, x②u2 ❜❡❧♦♥❣s

t♦ L1♣R3q, t❤❡♥ u P C1♣R3q ❛♥❞

3✁ 2s

2

➺
R3

⑤♣✁∆qs④2u⑤2 dx�
3

2

➺
R3

a♣xqu2 dx�
1

2

➺
R3

①∇a♣xq, x②u2 dx

�
3� 2α

4
λK0

➺
R3

φαrusu
2 dx ✏ 3

➺
R3

F ♣uq dx. ✭✹✳✸✳✶✾✮

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❞✐✈✐❞❡ ♦✉r ♣r♦♦❢ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ❛ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢

❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t λ ✏ K0 ✏ 1 ❛♥❞ ✉s❡ t❤❛t w ✏ Es♣uq ✐s ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠

✭✵✳✸✳✸✮✱ ✇❤❡r❡ h♣x, uq :✏ f♣uq ✁ ♣a♣xq � φαrusqu.

❋✐rst st❡♣ ✭❘❡❣✉❧❛r✐t②✮✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♣r♦✈❡ ✜rst t❤❛t u ❜❡❧♦♥❣s t♦ Lr
loc♣R

3q ❢♦r ❛❧❧ r ➙ 1. ■♥

♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ p → 1, ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✵✳✶✳✻✱ φαrus ❜❡❧♦♥❣s t♦

Lq♣R3q, ❢♦r s♦♠❡ q → 3④2s ✐❢✱ ❛♥❞ ♦♥❧②✱

q ✏
3p

3✁ 2αp
→

3

2s
, t❤❛t ✐s, p →

3

2s� 2α
. ✭✹✳✸✳✷✵✮

❆s s❡❡♥ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t p ✏ 2✝α④♣2
✝
α ✁ 1q, ❤❡♥❝❡ ✭✹✳✸✳✷✵✮ ❤♦❧❞s tr✉❡✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
⑤h♣uq⑤

1� ⑤u⑤
P L

3④2s
loc ♣R

3q.

❚❤✉s✱ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ❢♦❧❧♦✇ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡s ❛s ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ t♦

❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t u P Lr
loc♣R

3q. ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ φαrus ✐s ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣✁∆qαφαrus ✏

K0u
2 t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢♦r φαrus, ♦♥❝❡ ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t u ❜❡❧♦♥❣s t♦ Lr

loc♣R
3q

❢♦r ❛❧❧ r ➙ 1. ❲r✐t✐♥❣

h♣uq ✏

✒
f♣uq

1� ⑤u⑤
sgn♣uq ✁ a♣xq ✁ φαrus

✚
u�

f♣uq

1� ⑤u⑤
,

✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ❢♦❧❧♦✇s ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✺✾❪ ❛♥❞ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ ❛s

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✵✳✹✳✶✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❛♥② R → 0 t❤❡r❡ ❡①✐sts 0 ➔ y0, r ➔ R ✇✐t❤

B3
r ✂ r0, y0s ⑨ B�

R ❛♥❞ 0 ➔ µ ➔ 1 s✉❝❤ t❤❛t

Es♣uq, ∇xEs♣uq, y
1✁2sEs♣uq,

Eα♣φαq, ∇xEα♣φαq, y
1✁2sEα♣φαq P C

0,µ♣B3
r ✂ r0, y0sq. ✭✹✳✸✳✷✶✮

✶✹✶



❙❡❝♦♥❞ st❡♣ ✭▲♦❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮✳ ▲❡t ξn ❛s ✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✹✳✷✳✾✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

div♣y1✁2s∇wq ①z,∇w② ξn

✏ div

✒
y1✁2sξn

✂
①z,∇w②∇w ✁

⑤∇w⑤2

2
z

✡✚
�
N ✁ 2s

2
y1✁2s⑤∇w⑤2ξn

� y1✁2s
⑤∇w⑤2

2
①z,∇ξn② ✁ y1✁2s ①∇w, z② ①∇w,∇ξn② . ✭✹✳✸✳✷✷✮

◆♦t❡ t❤❛t ❇B❄2n,δ ✏ F 1❄
2n,δ

❨ F 2❄
2n,δ

. ▲❡t η♣zq ✏ ♣0, 0,✁1q ❜❡ t❤❡ ✉♥✐t ♦✉t✇❛r❞ ♥♦r♠❛❧

✈❡❝t♦r ♦❢ B❄2n,δ ♦♥ F
1❄
2n,δ

. ❙✐♥❝❡ ξn ✏ 0 ♦♥ F 2❄
2n,δ

, ❜② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✵✳✸✳✷✮✱ ✐❞❡♥t✐t② ✭✹✳✸✳✷✷✮

❛♥❞ ❉✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✇❡ ❣❡t

0 ✏

➺
B❄

2n,δ

div♣y1✁2s∇wq ①z,∇w② ξn dxdy

✏

➺
F 1❄

2n,δ

y1✁2sξn

✒
①z,∇w② ①∇w, η② ✁

⑤∇w⑤2

2
①z, η②

✚
dxdy � θn,δ

✏

➺
F 1❄

2n,δ

ξn ①x,∇xw② ♣✁y
1✁2swyq dx

✁

➺
F 1❄

2n,δ

y1✁2sξnw2
yy dx�

➺
F 1❄

2n,δ

y1✁2sξn
⑤∇w⑤2

2
y dx� θn,δ

✏ I1n,δ � I2n,δ � I3n,δ � θn,δ,

✇❤❡r❡

θn,δ ✏

➺
B❄

2n,δ

N ✁ 2s

2
y1✁2s⑤∇w⑤2ξn dxdy

�

➺
B❄

2n,δ

y1✁2s
⑤∇w⑤2

2
①z,∇ξn② ✁ y1✁2s ①∇w, z② ①∇w,∇ξn② dxdy.

❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡q✉❡♥❝❡ δk Ñ 0 s✉❝❤ t❤❛t

I2n,δk � I3n,δk Ñ 0, ❛s k Ñ ✽.

❙♦♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❧❡❛❞s t♦

ξn♣x, 0q ①x,∇u② ♣f♣uq ✁ ♣a♣xq � φαrusquq

✏ div

✒
ξn♣x, 0q

✂
F ♣uq ✁

1

2
♣a♣xq � φαrusqu

2

✡
x

✚
✁ ①∇ξn♣x, 0q, x②F ♣uq ✁ 3ξn♣x, 0qF ♣uq �

1

2
①∇ξn♣x, 0q, x② ♣a♣xq � φαrusqu

2

�
1

2
ξn♣x, 0q ①∇♣a♣xq � φαrusq, x②u

2 �
3

2
ξn♣x, 0q♣a♣xq � φαrusqu

2.

✶✹✷



❚❤✉s✱ ❜② ❘❡♠❛r❦ ✵✳✹✳✸✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✵✳✸✳✷✮✱ ✭✹✳✸✳✷✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ❉✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✇❡

❤❛✈❡

lim
kÑ✽

I1n,δk ✏ κs

➺
B3❄

2n

ξn♣x, 0q ①x,∇u② ♣f♣uq ✁ ♣a♣xq � φαrusquq dx

✏ ✁κs

➺
B3❄

2n

①∇ξn, x②F ♣uq � 3ξnF ♣uq dx

�
κs

2

➺
B3❄

2n

①∇ξn, x② ♣a♣xq � φαrusqu
2 dx

�
κs

2

➺
B3❄

2n

ξn ①∇♣a♣xq � φαrusq, x②u
2 � 3ξn♣a♣xq � φαrusqu

2 dx.

❙✉♠♠✐♥❣ ✉♣✱ ✇❡ ❣❡t

0 ✏ lim
kÑ✽

✏
I1n,δk � I2n,δk � I3n,δk � θn,δk

✘
✏ ✁κs

➺
B3❄

2n

①∇ξn, x②F ♣uq � 3ξnF ♣uq dx

�
κs

2

➺
B3❄

2n

①∇ξn, x② ♣a♣xq � φαrusqu
2 dx

�
κs

2

➺
B3❄

2n

ξn ①∇♣a♣xq � φαrusq, x②u
2 � 3ξn♣a♣xq � φαrusqu

2 dx

�

➺
B�❄

2n

3✁ 2s

2
y1✁2s⑤∇w⑤2ξn dx

�

➺
B�❄

2n

1

2
y1✁2s⑤∇w⑤2 ①z,∇ξn② ✁ y1✁2s ①∇w, z② ①∇w,∇ξn② dx. ✭✹✳✸✳✷✸✮

❙✐♥❝❡ v ✏ φαrus ✐s ❛ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♣✁∆qαv ✏ u2, s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥ts

❛❧s♦ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ wα ✏ Eα♣φαrusq. ❍❡♥❝❡✱

0 ✏ ✁κα

➺
B3❄

2n

2ξnφαrusu ①∇u, x② � 3ξnφαrusu
2 dx

�

➺
B�❄

2n

3✁ 2α

2
y1✁2α⑤∇wα⑤

2ξn �
1

2
y1✁2α⑤∇wα⑤

2 ①z,∇ξn② dx

✁

➺
B�❄

2n

y1✁2α ①∇wα, z② ①∇wα,∇ξn② dx. ✭✹✳✸✳✷✹✮

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❜② ♣❛rts✱ ✇❡ ❤❛✈❡➺
B3❄

2n

ξn ①∇φαrus, x②u
2 dx ✏

✁

➺
B3❄

2n

u2φαrus ①∇ξn, x② dx✁

➺
B3❄

2n

2ξnuφαrus ①∇u, x② � 3ξnu
2φαrus dx. ✭✹✳✸✳✷✺✮

✶✹✸



❯s✐♥❣ ✐❞❡♥t✐t② ✭✹✳✸✳✷✹✮ ✐♥ ✭✹✳✸✳✷✺✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

κs

2

➺
B3❄

2n

ξn ①∇φαrus, x②u
2 dx ✏

✁
κs

2

➺
B3❄

2n

①∇ξn, x②u
2φαrus dx✁

♣3✁ 2αqκs
4κα

➺
B�❄

2n

y1✁2α⑤∇wα⑤
2ξn dx

✁
κs

2κα

✓➺
B�❄

2n

1

2
y1✁2α⑤∇wα⑤

2 ①z,∇ξn② ✁ y1✁2α ①∇wα, z② ①∇wα,∇ξn② dx

✛
.

✭✹✳✸✳✷✻✮

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❜② ❛ ❞❡♥s✐t② ❛r❣✉♠❡♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ wφξn ❛s ❛ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥

❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✵✳✸✳✹✮ ❛♥❞ ❣❡t ❛s ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱➺
B�❄

2n

y1✁2α⑤∇wφ⑤
2ξn dxdy

✏ κα

➺
B3❄

2n

ξnφαrusu
2 dx✁

➺
B�❄

2n

y1✁2αwφ ①∇wφ,∇ξn② dxdy. ✭✹✳✸✳✷✼✮

■t ❢♦❧❧♦✇s✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ✐❞❡♥t✐t② ✭✹✳✸✳✷✼✮ ✐♥ ✭✹✳✸✳✷✻✮✱ t❤❛t

κs

2

➺
B3❄

2n

ξnu
2 ①∇φαrus, x② dx ✏

✁
κs

2

➺
B3❄

2n

①∇ξn, x②u
2φαrus dx

✁
♣3✁ 2αqκs

4κα

✓
κα

➺
B3❄

2n

ξnφαrusu
2 dx✁

➺
B�❄

2n

y1✁2αwφ ①∇wφ,∇ξn② dxdy

✛

✁
κs

2κα

✓➺
B�❄

2n

1

2
y1✁2α⑤∇wα⑤

2 ①z,∇ξn② ✁ y1✁2α ①∇wα, z② ①∇wα,∇ξn② dxdy

✛
.

✭✹✳✸✳✷✽✮

❋✐♥❛❧❧②✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✸✳✷✽✮ ✐♥ ✭✹✳✸✳✷✸✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

0 ✏ ✁κs

➺
B3❄

2n

①∇ξn, x②F ♣uq � 3ξnF ♣uq dx�
3� 2α

4
κs

➺
B3❄

2n

ξnφαrusu
2 dx

�
κs

2

➺
B3❄

2n

①∇ξn, x② a♣xqu
2 � ξn ①∇a♣xq, x②u

2 �
3

2
ξna♣xqu

2 dx

✁
κs

2κα

✓➺
B�❄

2n

1

2
y1✁2α⑤∇wα⑤

2 ①z,∇ξn② ✁ y1✁2α ①∇wα, z② ①∇wα,∇ξn② dxdy

✛

�

➺
B�❄

2n

3✁ 2s

2
y1✁2s⑤∇w⑤2ξn dx

�

➺
B�❄

2n

1

2
y1✁2s⑤∇w⑤2 ①z,∇ξn② ✁ y1✁2s ①∇w, z② ①∇w,∇ξn② dx

�
♣3✁ 2αq

4
κs

➺
B�❄

2n

y1✁2αwφ ①∇wφ,∇ξn② dxdy. ✭✹✳✸✳✷✾✮

✶✹✹



❚❤✉s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ✭✹✳✸✳✶✾✮ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✭✹✳✸✳✷✾✮ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❉♦♠✐♥❛t❡❞ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

❚❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭✵✳✸✳✷✮✳ �

✹✳✹ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶

Pr♦♦❢✳ ❖✉r ❛r❣✉♠❡♥t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳✶✕✭✐✮✳ ❋♦r t❤❡

r❡❛❞❡r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ st❡♣s✳

✭✐✮ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✾ ✇❡ ❦♥♦✇♥ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♣ukq ✐♥

❛ s✉❝❤ ✇❛② t❤❛t IPλ ♣ukq Ñ c♣IPλ q ❛♥❞ ♣I
P
λ q

✶♣ukq Ñ 0. ❙✐♥❝❡ ✐t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ ✐t ❤❛s ❛ ♣r♦✜❧❡

❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✷✳ ■❢ ✇❡ ❤❛✈❡ w♣nq ✏ 0 ❢♦r ❛❧❧ n P N0, t❤❡♥

❜② ❛ss❡rt✐♦♥ ✭✶✳✶✳✽✮✱ uk Ñ 0 ✐♥ Lp♣R3q, ❢♦r ❛♥② 2 ➔ p ➔ 2✝s ❛♥❞ ❜② ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭✶✳✶✳✺✮

uk á 0 ✐♥ Hs
VP
♣R3q, ✐♥ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✹✳✶✱ ✸✳✹✳✷ ❛♥❞

✹✳✸✳✹✱ ✇❡ ❤❛✈❡✩✬✬✬✬✬✬✬✬✬✫✬✬✬✬✬✬✬✬✬✪

o♣1q � c♣IPλ q ✏ IPλ ♣ukq ✏
1

2
⑥uk⑥

2
VP

�
λ

4
NP

α ♣ukq ✁

➺
R3

FP♣x, ukq dx

✏
1

2
⑥uk⑥

2
VP

� o♣1q,

o♣1q ✏ ♣IPλ q
✶♣ukq ☎ uk ✏ ⑥uk⑥

2
VP

� λNP
α ♣ukq ✁

➺
R3

fP♣x, ukquk dx

✏ ⑥uk⑥
2
VP

� o♣1q,

✭✹✳✹✳✶✮

❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ c♣IPλ q → 0. ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♥♦♥③❡r♦ w♣nq.

✭✐✐✮ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ❡❛❝❤ w♣nq ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ IPλ . ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧

❦♥♦✇♥ t❤❛t✱ ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ h♣nq ✐♥ Lσ✶
♣supp♣ϕqq, n P N0, s✉❝❤ t❤❛t

⑤uk♣x� y
♣nq
k q⑤ ↕ h♣nq♣xq ❛✳ ❡✳ x P supp♣ϕq, ✭✹✳✹✳✷✮

✇❤❡r❡ σ✶ ✏ σ④♣σ✁ 1q ❛♥❞ ϕ P C✽
0 ♣R

3q, ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ t❤❛♥❦s t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳

❚❤✉s✱ ❢♦r ❛✳❡✳ x P R
3, ✇❡ ❤❛✈❡★

⑤VP♣x� y
♣nq
k quk♣x� y

♣nq
k qϕ♣xq⑤ ↕ h♣nq♣xq⑤VP♣xqϕ♣xq⑤ P L1♣supp♣ϕqq

VP♣x� y
♣nq
k quk♣x� y

♣nq
k qϕ♣xq ✏ VP♣xquk♣x� y

♣nq
k qϕ♣xq Ñ VP♣xqw

♣nq♣xqϕ♣xq,

✇❤✐❝❤ ❜② t❤❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ ❧❡❛❞s t♦

lim
kÑ✽

♣uk, ϕ♣☎ ✁ y
♣nq
k qqVP

✏ lim
kÑ✽

✒
ruk♣☎ � y

♣nq
k q, ϕss �

➺
R3

VP♣x� y
♣nq
k quk♣☎ � y

♣nq
k qϕ♣xq dx

✚
✏ rw♣nq, ϕss �

➺
R3

VP♣xqw
♣nqϕ dx.

❇② t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥ ❛♥❞ ♣f1q✱ ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡✱

lim
kÑ✽

➺
R3

fP♣☎ � y
♣nq
k , uk♣☎ � y

♣nq
k qqϕ dx ✏

➺
R3

fP♣x, w
♣nqqϕ dx.

✶✹✺



❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✻✱ ✇❡ ♠❛② ♣❛ss t❤❡ ❧✐♠✐t ✐♥

♣IPλ q
✶♣ukq ☎ ϕ♣☎ ✁ y

♣nq
k q ✏ ♣uk, ϕ♣☎ ✁ y

♣nq
k qqVP

� λ♣NP
α q

✶♣ukq ☎ ϕ♣☎ ✁ y
♣nq
k q ✁

➺
R3

fP♣☎ � y
♣nq
k , uk♣☎ � y

♣nq
k qqϕ dx,

t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♣IPλ q
✶♣w♣nqq ✏ 0, ❢♦r ❛❧❧ n P N0✳

✭✐✐✐✮ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❣❡t t❤❛t

GS ✏ inf
✥
IPλ ♣uq : u P H

s
VP
♣R3q③t0✉, ♣IPλ q

✶♣uq ✏ 0
✭
➙ 0,

❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐s GS ✐s ❛tt❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ▲❡t ♣ukq ❜❡ ❛ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣

s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ GS , t❤❛t ✐s IPλ ♣ukq Ñ GS ❛♥❞ ♣IPλ q
✶♣ukq ✏ 0. ❆r❣✉✐♥❣ ❛s ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥

✹✳✸✳✾ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t ♣ukq ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❲❡ ❛r❣✉❡ ❛❣❛✐♥ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡

t❤❛t w♣nq ✏ 0 ❢♦r ❛❧❧ n P N0. ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❤❛✈❡ t❤❛t GS → 0, ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥ t❤❡

❝♦♥tr❛r②✱ ✐❢ GS ✏ 0, t❤❡♥ ✉s✐♥❣ ✭✹✳✹✳✶✮ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ⑥uk⑥VP
✏ o♣1q, ❛♥❞ ❛t

t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱

⑥uk⑥
2
VP

↕ ⑥uk⑥
2
VP

� λNP
α ♣ukq ✏

➺
R3

fP♣ukquk dx ↕ ε♣C2⑥uk⑥
2
VP

� C✝⑥uk⑥
2✝s
VP
q � Cε⑥uk⑥

pε
VP
,

✇❤❡r❡ C2, C2✝s ❛♥❞ Cpε ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

♣1✁ εC2q ↕ εC2✝s ⑥uk⑥
2✝s✁2

VP
� Cpε⑥uk⑥

pε✁2
VP

, ❅ k P N,

✇❤✐❝❤✱ ❜② t❛❦✐♥❣ ε s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

⑥uk⑥VP
✏ o♣1q. ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❛t✱ ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛r❣✉❡ ❛s ❛❜♦✈❡ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛ ♥♦♥③❡r♦ w♣n0q t❤❛t ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ IPλ .

✭✐✈✮ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡

F♣x, tq ✏
1

4
f♣x, tqt✁ F ♣x, tq, x P R

3 ❛♥❞ t P R.

❲❡ ❦♥♦✇ ❢r♦♠ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭✶✳✶✳✺✮ t❤❛t uk♣x � y
♣n0q
k q Ñ w♣n0q♣xq ❛✳ ❡✳ ✐♥ R

3, ✉♣ t♦

s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛♣♣❧② ❋❛t♦✉ ▲❡♠♠❛ t♦ ❣❡t

GS ✏ lim
kÑ✽

✒
1

4
⑥uk♣☎ � y

♣n0q
k q⑥2VP

�

➺
R3

F♣x, uk♣☎ � y
♣n0q
k qq dx

✚
➙ lim inf

kÑ✽
1

4
⑥uk♣☎ � y

♣n0q
k q⑥2VP

� lim inf
kÑ✽

➺
R3

F♣x, uk♣☎ � y
♣n0q
k qq dx

➙
1

4
⑥w♣n0q⑥2VP

�

➺
R3

F♣x, w♣n0qq dx ✏ IPλ ♣w
♣n0qq,

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ ♣f2q t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t F♣x, uk♣☎ � y
♣n0q
k qq ✏ F♣x, ukq ➙ 0 ❛✳ ❡✳ ✐♥ R

3. ❚❤✉s✱

♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❜② ♣f2q✱ ✇❡ ❤❛✈❡ GS ✏ IPλ ♣w
♣n0qq → 0.

✶✹✻



✭✈✮ ◆♦✇ ❛ss✉♠❡ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❛t fP♣x, tq s❛t✐s✜❡s ♣f6q✱ t❤❡♥ GS ✏ c♣IPλ q ✏

IPλ ♣w
♣n0qq, ❛♥❞ w♣n0q ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✹✳✷✳✾

s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢

t❤✐s r❡♠❛r❦ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ w♣n0q ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

❘❡♠❛r❦ ✹✳✸✳✽✕✭✐✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤ ζ♣tq ✏ tw♣n0q, t ➙ 0, ❜❡❧♦♥❣s t♦ ΓIP
λ

❛♥❞

c♣IPλ q ↕ IPλ ♣w
♣n0qq. ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣ukq t❤❡ ❛❜♦✈❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❜② ❘❡♠❛r❦

✸✳✸✳✷✕✭✐✐✮✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✹✳✷ ❛♥❞ ✹✳✸✳✹ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ ✭✶✳✶✳✼✮✱ ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

c♣IPλ q ✏ lim
kÑ✽

✒
1

2
⑥uk⑥

2
VP
�
λ

4
NP

α ♣ukq ✁

➺
R3

FP♣x, ukq dx

✚
➙
➳
nPN0

IPλ ♣w
♣nqq.

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✉s✐♥❣ ♣f2q ✇❡ ❝❛♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ❡❛❝❤ IPλ ♣w
♣nqq ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞

❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t c♣IPλ q ✏ GS . �

✹✳✺ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✷

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ ♦✉r ❡①✐st❡♥❝❡ r❡s✉❧t ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣C q✱

♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ✇❡ ✉s❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥t ❛s ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✳ ❚❤✉s ✇❡ ♥❡❡❞

❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✻✳✹✱ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ I ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞

✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧ ✭✹✳✶✳✹✮ ✐s ❛tt❛✐♥❡❞ ✭s❡❡ ❘❡♠❛r❦ ✹✳✸✳✽✕✭✐✐✮✮✳

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✷ ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳ ❋r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✼ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✾ ✇❡ ❦♥♦✇

❛❜♦✉t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♣ukq s✉❝❤ t❤❛t Iλ♣ukq Ñ c♣Iλq ❛♥❞

I ✶λ♣ukq Ñ 0, ✐♥ ❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❛s❡s✳ ▲❡t ❜❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♣w♣nqq ❛♥❞ ♣y♣nqk q ♣r♦✈✐❞❡❞

❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✷ ❢♦r t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♣ukq. ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ t♦ ♣r♦♦❢ t❤❡

❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✲❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✷ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ♦♥❡ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✹

❛♥❞ ✸✳✷✳✸ ❛♥❞ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t w♣nq ✏ 0 ❢♦r ❛❧❧ n ➙ 2, ✇❤✐❝❤ ❜② ❛ss❡rt✐♦♥s

✭✶✳✶✳✺✮✱ ✭✶✳✶✳✽✮ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✹✳✷ ❛♥❞ ✹✳✸✳✹ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t uk Ñ w♣1q ✐♥ Hs
V ♣R

3q, ✉♣

t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t✱ ✇❡ ❛r❣✉❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❡

❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ w♣n0q ✘ 0, n0 ➙ 2.

✭✐✮ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ❘❡♠❛r❦ ✸✳✸✳✷✕✭✐✐✮✱ ❡st✐♠❛t❡ ✭✶✳✶✳✼✮✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✹✳✷ ❛♥❞ ✹✳✸✳✹✱ ✉♣

t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

c♣Iλq ✏ lim
kÑ✽

✒
1

2
⑥uk⑥

2
V �

λ

4
Nα♣ukq ✁

➺
R3

F ♣x, ukq dx

✚
➙ Iλ♣w

♣1qq �
➳

nPN0,n→1

IPλ ♣w
♣nqq. ✭✹✳✺✳✶✮

❊❛❝❤ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✭✹✳✺✳✶✮ ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛s ✐♥ t❤❡

♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶ ✭✉s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✻✮ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t w♣1q ❛♥❞ w♣nq, n ➙ 2, ❛r❡

❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❢♦r Iλ ❛♥❞ IPλ , r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❛t✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ♣f2q ✐♠♣❧✐❡s

✶✹✼



t❤❛t Iλ♣w♣1qq ➙ 0 ❛♥❞ IPλ ♣w
♣nqq ➙ 0, n ➙ 2. ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❘❡♠❛r❦ ✹✳✸✳✽✕✭✐✮

❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤ ζ♣n0q♣tq ✏ tw♣n0q ❜❡❧♦♥❣s t♦ ΓIP
λ
❛♥❞ c♣IPλ q ↕ IPλ ♣w

♣n0qq. ❚❤✐s✱

t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✹✳✺✳✶✮ ❛♥❞ ♣C q ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

✭✐✐✮ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥t✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❡st✐♠❛t❡ ✭✶✳✶✳✼✮✱

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✹✳✸✳✹✱ ✸✳✹✳✷ ❛♥❞ ✹✳✸✳✶✵✱ t♦ ❣❡t ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❛t

c♣Iλq ✏ lim
kÑ✽

✒
1

2
⑥uk⑥

2
V ✁

1

2

➺
R3

b♣xqu2k �
λ

4
Nα♣ukq ✁

➺
R3

F ♣x, ukq dx

✚
➙ Iλ♣w

♣1qq �
➳

nPN0,n→1

IPλ ♣w
♣nqq. ✭✹✳✺✳✷✮

❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❛s ✐♥ ✭✹✳✹✳✷✮✱ ✇❡ s❡❡ ❛❣❛✐♥ t❤❛t w♣1q ❛♥❞ w♣nq, n ➙ 2, ❛r❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❢♦r

Iλ ❛♥❞ IPλ , r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❜② ❛ss❡rt✐♦♥ ✭✶✳✶✳✻✮✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts k0 ✏ k0♣ϕq s✉❝❤ t❤❛t✩✫✪ ⑤V ♣x� y
♣nq
k q⑤ ➔ 1� ⑤VP♣xq⑤, ❅ k → k0, x P supp♣ϕq ❛♥❞ n ➙ 2.

V ♣x� y
♣nq
k q ✏

✁
V ♣x� y

♣nq
k q ✁ VP♣x� y

♣nq
k q
✠
� VP♣xq Ñ VP♣xq, ❛✳❡✳ ✐♥ supp♣ϕq.

❚❤✉s✱ ✉s✐♥❣ ❛❣❛✐♥ ♣f2q t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♣V4q✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t Iλ♣w
♣1qq ➙ 0

❛♥❞ IPλ ♣w
♣nqq ➙ 0, n ➙ 2. ❖♥❝❡ ♠♦r❡✱ ❘❡♠❛r❦ ✹✳✸✳✽✕✭✐✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤

ζ♣n0q♣tq ✏ tw♣n0q ❜❡❧♦♥❣s t♦ ΓIP
λ
❛♥❞ c♣IPq ↕ IPλ ♣w

♣n0qq. ❚❤✐s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✹✳✺✳✷✮ ❛♥❞

♣C q ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

✭✐✐✐✮ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✹✳✷✳✶✮ ❤♦❧❞s tr✉❡ ✐♥st❡❛❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣C q ✐♥

t❤❡ ✐t❡♠s ✭✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮✳ ■❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts w♣n0q ✘ 0, n0 P N0, t❤❡♥

c♣Iλq ↕ max
t➙0

Iλ♣ζ
♣n0q♣tqq ↕ max

t➙0
IPλ ♣ζ

♣n0q♣tqq ✏ IPλ ♣w
♣n0qq ↕ c♣Iλq, n0 P N0,

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✳✷✳✶✮ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤s ζ♣n0q ❜❡❧♦♥❣s t♦ ΓIλ . ❚❤✉s✱ ✇❡

❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧ c♣Iλq ✐s ❛tt❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛t❤ t ÞÑ tw♣n0q ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧②

❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✻✳✹ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t u ❢♦r Iλ ✇✐t❤ Iλ♣uq ✏ c♣Iλq. ■❢

t❤❡r❡ ✐s ♥♦ w♣nq ✘ 0, n P N0, ✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ str✐❝t ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ♦❝❝✉rs✮ ✇❡ ❝❛♥

❛r❣✉❡ ❛s ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t uk Ñ w♣1q, ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✳ �

✹✳✻ ❙t✉❞② ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✸ ✇❡ ✜rst ♥❡❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✇❡❛❦

s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✹✳✶✳✶✮✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✇❛② t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛①

❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s②st❡♠s ✭SP✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✳✶✮✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥

❘❡♠❛r❦ ✹✳✷✳✽✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✻✳✶ ✭P❡r✐♦❞✐❝ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✮✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ♣K1q✕♣K3q✱

♣V1q✕♣V3q✱ ♣f1q✕♣f5q✱ ♣f7q ♣g1q✕♣g5q✱ ♣g7q ❤♦❧❞ tr✉❡ ❛♥❞ 0 ↕ V ♣xq P L✽♣R3q. ▼♦r❡♦✈❡r✱

✶✹✽



❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t K♣xq ✑ KP♣xq, V ♣xq ✑ VP♣xq, b♣xq ✑ 0, f♣x, tq ✑ fP♣x, tq ❛♥❞

g♣x, tq ✑ g✽♣tq. ■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡✐t❤❡r µ → 4 ❛♥❞ ♣f3q ♦r µ ✏ 4 ❛♥❞ ♣f4q t❤❡♥ ❊q✳

✭SNL✮ ♣♦ss❡ss ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ u ✐♥ Hs
VP
♣R3q. ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②

✇❡ ❤❛✈❡ ♣f6q ❛♥❞ ♣g6q✱ t❤❡♥ I
P
λ ♣uq ✏ c♣IPλ q.

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ st❡♣s✳

✭✐✮ ❇② ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✼ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✾ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞

s❡q✉❡♥❝❡ ♣ukq s✉❝❤ t❤❛t IPλ ♣ukq Ñ c♣IPλ q ❛♥❞ ♣IPλ q
✶♣ukq Ñ 0, ✐♥ ❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❛s❡s✳

▲❡t ❜❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♣w♣nqq, ♣y♣nqk q ❛♥❞ ♣j
♣nq
k q ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶ ❢♦r t❤❡

s❡q✉❡♥❝❡ ♣ukq.

✭✐✐✮ ■❢ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ w♣n0q ✘ 0, ❢♦r s♦♠❡ n0 P N0, t❤❡♥✱ ❛s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠

✹✳✷✳✶✱ w♣n0q ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ IPλ . ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡✱ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❛t w♣nq ✏ 0 ❢♦r

❛❧❧ n P N0. ❚❤✉s✱ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✹✳✸✳✹✱ ✸✳✹✳✶ ❛♥❞ ✸✳✹✳✷ ✇❡ ❤❛✈❡✱✩✬✬✫✬✬✪
c♣IPλ q ✏

1

2
⑥uk⑥

2
VP
✁

➺
R3

G✽♣ukq dx� o♣1q,

0 ✏ ⑥uk⑥
2
VP
✁

➺
R3

g✽♣ukquk dx� o♣1q,

✭✹✳✻✳✶✮

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱

b0 :✏ lim sup
kÑ✽

⑥uk⑥
2
VP
✏ lim sup

kÑ✽

➺
R3

g✽♣ukquk dx,

✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♣g1q ❛♥❞ ✭✹✳✸✳✶✺✮ ❧❡❛❞s t♦

b0 ➙
✁
C✝♣S✝♣sqq✁2✝s

✠✁ 2

2
✝
s ✁2

.

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❢r♦♠ ✭✹✳✻✳✶✮ ❛♥❞ ♣g2q ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

c♣IPλ q ➙
µ✝ ✁ 2

2µ✝

✁
C✝♣S✝♣sqq✁2✝s

✠✁ 2

2
✝
s ✁2

, ✭✹✳✻✳✷✮

❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✳✷✳✷✮ ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇s t❤❛t ✭✹✳✸✳✶✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✻✳✷✮ ❤♦❧❞s

s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳

✭✐✐✐✮ ❆ss✉♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♣f6q ❛♥❞ ♣g6q✳ ❇② ❡st✐♠❛t❡ ✭✶✳✶✳✸✮✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✶✳✹✳✹✱

✷✳✹✳✶✱ ✸✳✹✳✷ ❛♥❞ ✹✳✸✳✹ ✇❡ ❣❡t

c♣IPλ q ✏ lim
kÑ✽

✒
1

2
⑥uk⑥

2
VP
�
λ

4
NP

α ♣ukq ✁

➺
R3

FP♣x, ukq dx✁

➺
R3

G✽♣ukq dx
✚

➙
➳
nPN0

IPλ ♣w
♣nqq �

➳
nPN�

J✽♣w♣nqq,

✇❤❡r❡ J✽ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ C1 ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥ Ds,2♣R3q

J✽♣uq ✏
1

2

➺
R3

⑤♣✁∆qs④2u⑤2 dx✁
➺
R3

G✽♣uq dx, u P Ds,2♣R3q.

✶✹✾



✭✐✈✮ ❙✐♥❝❡ g✽♣tq ✐s s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✱ ❡❛❝❤ w♣nq, n P N�, ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ J✽. ■♥ ❢❛❝t✱

❧❡t ϕ ✐♥ C✽
0 ♣R

3q. ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ♣d♣nqk ϕq ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ Hs
VP
♣R3q. ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡

❉♦♠✐♥❛t❡❞ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✇❡ ❣❡t

lim
kÑ✽

➺
R3

VP♣xqukd
♣nq
k ϕ dx ✏ lim

kÑ✽

✒
γ✁2sj

♣nq
k

➺
R3

VP♣γ
✁j

♣nq
k xqv

♣nq
k ϕ dx

✚
✏ 0, n P N�,

✇❤❡r❡ v♣nqk ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✸✳✶✷✮✳ ❆❧s♦✱ ❣✐✈❡♥ ε → 0 ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ♣f1q t♦ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❡st✐♠❛t❡✱

lim sup
kÑ✽

✞✞✞✞➺
R3

γ✁
3�2s

2
j
♣nq
k fP♣γ

✁j
♣nq
k x� y

♣nq
k , γ

3✁2s
2 v

♣nq
k qϕ dx

✞✞✞✞ ↕ ε, n P N�.

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✻✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

0 ✏ lim
kÑ✽

✑
♣IPλ q

✶♣ukq ☎ ♣d
♣nq
k ϕq

✙
✏ J ✶✽♣w

♣nqq ☎ ϕ, n P N�.

✭✈✮ ❍❡♥❝❡✱ ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣f2q✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t J✽♣w♣nqq ➙ 0, n P N�. ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s

t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t IPλ ♣w
♣n0qq ↕ c♣IPλ q. ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❘❡♠❛r❦ ✹✳✸✳✽✕✭✐✮✱

❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♣f6q ❛♥❞ ♣g6q ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t c♣IPλ q ↕ IPλ ♣w
♣n0qq. �

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ✇❤❛t ✐s st❛t❡❞ ✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✹✳✷✳✽✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✇♦rt❤ t♦

♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥❡①t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✸✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✻✳✷✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t K♣xq, a♣xq ✏ V ♣xq✁b♣xq, f♣x, tq ❛♥❞ g♣x, tq s❛t✐s✜❡s

❡✐t❤❡r

✭✐✮ ♣K1q✕♣K2q✱ ♣V1q✕♣V4q✱ ♣f1q✱ ♣f2q✱ ♣f5q✱ ♣f6q ❛♥❞ t❤❛t g♣x, tq ✑ 0. ▼♦r❡♦✈❡r✱

s✉♣♣♦s❡ ❡✐t❤❡r µ → 4 ❛♥❞ ♣f3q ♦r µ ✏ 4 ❛♥❞ ♣f4q✳

✭✐✐✮ ♣K1q✕♣K3q✱ ♣V1q✕♣V4q✱ ♣f1q✱ ♣f2q✱ ♣f5q✕♣f7q✱ ♣g1q✕♣g7q✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇✐t❤ VP♣xq P

L✽♣R3q ❛♥❞ µ ↕ µ✝. ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✉♣♣♦s❡ ❡✐t❤❡r µ → 4 ❛♥❞ ♣f3q ♦r µ ✏ 4 ❛♥❞

♣f4q✳ ❆❧s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✹✳✷✳✷✮ ❤♦❧❞s✳

❚❤❡♥ c♣Iλq ↕ c♣IPλ q r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉♥❞❡r t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ♣C ✶q ✐♠♣❧✐❡s ♣C q✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ C1 ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥ Ds,2♣R3q

J�♣uq ✏
1

2

➺
R3

⑤♣✁∆qs④2u⑤2 dx✁
➺
R3

G�♣uq dx, u P Ds,2♣R3q. ✭✹✳✻✳✸✮

■❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ tr✉❡✱

✭✐✐✐✮ ♣K1q✕♣K3q✱ ♣V1q✱ ♣V2q✱ ♣V4q✱ ♣f1q✱ ♣f2q✱ ♣g1q✕♣g4q✱ ♣g8q✱

t❤❡♥ c♣Iλq ↕ c♣J�q, ✇❤❡r❡

c♣J�q ✏ inf
γPΓJ�

sup
t➙0

J�♣γ♣tqq.

❛♥❞

ΓJ� ✏
✦
γ P C♣r0,✽q,Ds,2♣R3qq : γ♣0q ✏ 0, lim

tÑ✽
J�♣γ♣tqq ✏ ✁✽

✮
.

✶✺✵



Pr♦♦❢✳ ✭✐✮✳ ▲❡t u ✐♥ Hs
VP
♣R3q ❜❡ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✭s❡❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶✮ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✇❡❛❦

s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

♣✁∆qsu� VP♣xqu� λKP♣xqφ
P
α rusu ✏ fP♣x, uq,

❛t t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❧❡✈❡❧ ❢♦r IPλ ✱ t❤❛t ✐s✱ IPλ ♣uq ✏ c♣IPλ q. ❋♦r ❡❛❝❤ k, ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡

♣❛t❤

ζk♣tq ✏ tu♣☎ ✁ ykq, t ➙ 0,

✇❤❡r❡ ♣ykq ✐s t❛❦❡♥ s✉❝❤ t❤❛t ⑤yk⑤ Ñ ✽. ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t

c♣Iλq ↕ lim
kÑ✽

max
t➙0

Iλ♣ζk♣tqq ↕ max
t➙0

IPλ ♣tuq ✏ c♣IPλ q. ✭✹✳✻✳✹✮

■♥ ❢❛❝t✱ t❛❦✐♥❣ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s✱

Φ, ΦP , Nα, N
P
α ,

Q♣uq ✏

➺
RN

V ♣xqu2 dx, QP♣uq ✏

➺
RN

VP♣xqu
2 dx ❛♥❞ B♣uq ✏

➺
RN

b♣xqu2 dx,

❛r❡ ❧♦❝❛❧❧② ▲✐♣s❝❤✐t③ ✐♥ Hs
V ♣R

3q ✭t❤❡② ❛r❡ C1 ✐♥ Hs
V ♣R

3q✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡✞✞Iλ♣ζk♣tqq ✁ IPλ ♣tuq
✞✞ ↕ t2

2

➺
R3

⑤V ♣x� ykq ✁ VP♣x� ykq⑤u
2 dx�

t2

2

➺
R3

b♣x� ykqu
2 dx

�
λ

4
t4

✞✞Nα♣u♣☎ ✁ ykqq ✁NP
α ♣uq

✞✞
�

➺
R3

⑤F ♣x� yk, tuq ✁ FP♣tuq⑤ dx,

❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❞❡♥s✐t② ❛r❣✉♠❡♥t ✇❡ ❣❡t t❤❛t

lim
kÑ✽

Iλ♣ζk♣tqq ✏ IPλ ♣tuq, ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ ❝♦♠♣❛❝t s❡ts ♦❢ R.

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✇❡ ♠❛② ♣r♦❝❡❡❞ ❛s ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✽✳✶✳ ❇❡❢♦r❡ t❤❛t✱ ♥♦t✐❝❡ ✜rst t❤❛t

lim
kÑ✽

➺
R3

F ♣x� yk, tuq dx ✏

➺
R3

FP♣x, tuq dx, ❢♦r ❡❛❝❤ t → 0.

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ➺
R3

F ♣x� yk, uq dx → 0, ❢♦r k ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳

❚❤✉s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ ❘❡♠❛r❦ ✹✳✸✳✽✕✭✐✮✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ζk ❜❡❧♦♥❣s t♦ ΓIλ , ❢♦r k

❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ k t❤❛t ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡r❡ ❡①✐st tk → 0

s✉❝❤ t❤❛t

Iλ♣ζk♣tkqq ✏ max
t➙0

Iλ♣ζk♣tqq → 0.

❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♣tkq ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥

0 ➔ Iλ♣ζk♣tkqq ↕
1

2
t2k⑥u⑥

2
V ♣☎�ykq �

λ

4
t4kNα♣u♣☎ ✁ ykqq ✁

➺
R3

F ♣x� yk, tkuq dx

Ñ ✁✽, ❛s k Ñ ✽,

✶✺✶



✇❤❡r❡✱ ❛s ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❛ ❞❡♥s✐t② ❛r❣✉♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ ▲❡♠♠❛

✹✳✸✳✼✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ tk Ñ t0, ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

lim
kÑ✽

max
t➙0

Iλ♣ζk♣tkqq ✏ IPλ ♣t0uq,

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ✭✹✳✻✳✹✮✳

✭✐✐✮ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥

❢♦r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

♣✁∆qsu� VP♣xqu� λKP♣xqφ
P
α rusu ✏ fP♣x, uq � g✽♣uq,

❛t t❤❡ ▼♦✉♥t❛✐♥ P❛ss ❧❡✈❡❧ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✻✳✶✳ ◆♦✇ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥

♣C ✶q ❤♦❧❞s tr✉❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

c♣Iλq ↕ max
t➙0

Iλ♣ζk♣tqq ➔ max
t➙0

IPλ ♣ζk♣tqq ✏ max
t➙0

IPλ ♣tuq ✏ c♣IPλ q,

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❛t ζk ❜❡❧♦♥❣s t♦ ΓIλ ❢♦r k ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳

✭✐✐✐✮✳ ▲❡t u0 ✐♥ Ds,2♣R3q ❜❡ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✇❡❛❦ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

♣✁∆qsu0 ✏ g�♣u0q,

❛t t❤❡ ♠♦✉♥t❛✐♥ ♣❛ss ❧❡✈❡❧✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ J�♣u0q ✏ c♣J�q. ❲❡ r❡❢❡r t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡

❡①✐st❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❙❡❝t✳ ✷✳✷ ❛♥❞ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✳✼ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ u0. ❉❡✜♥❡

t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ un ✏ u0ξn♣☎, 0q, ✇❤❡r❡ ξn ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❘❡♠❛r❦ ✹✳✷✳✾✳ ❋♦r ❡❛❝❤ k, ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r

t❤❡ ♣❛t❤

λnk♣tq ✏ γ
3✁2s

2
jkun♣γ

jk ☎qt, t ➙ 0,

✇❤❡r❡ ♣jkq ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ Z ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ❛ s✉❝❤ ✇❛② t❤❛t jk Ñ ✽. ◆♦✇ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t

lim
nÑ✽

➺
R3

G�♣unq dx ✏
➺
R3

G�♣uq dx → 0,

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤✐s ❧✐♠✐t ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② ❛ P♦❤♦③❛❡✈

t②♣❡ ✐❞❡♥t✐t②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱

lim
kÑ✽

➺
R3

F ♣x, λnk♣tqq �G♣x, λnk♣tqq dx ✏

➺
R3

G�♣tunq dx, ❅ t ➙ 0.

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛r❣✉✐♥❣ ❛s ✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✹✳✸✳✽✕✭✐✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜① ✜rst n0 ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡

t❤❛t λnk ❜❡❧♦♥❣s t♦ ΓI , ❢♦r k ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡♥s✐t② ❛r❣✉♠❡♥t

❛s ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡

⑤Iλ♣λ
n0

k ♣tqq ✁ J�♣tun0
q⑤ ↕

1

2
t2
➺
R3

⑤λn0

k ♣1q⑤
2 dx�

λ

4
t4Nα♣λ

n0

k ♣1qq

�

➺
R3

⑤F ♣x, λn0

k ♣tqq⑤ dx�

➺
R3

⑤G♣x, λn0

k ♣tq ✁G�♣tun0
qq⑤ dx,

✶✺✷



✇❡ ♠❛② ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

lim
kÑ✽

Iλ♣λ
n0

k ♣tqq ✏ J�♣tun0
q, ✉♥✐❢♦r♠❧② ✐♥ ❝♦♠♣❛❝t s❡ts ♦❢ R.

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❡❛❝❤ k t❤❛t ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡r❡ ❡①✐st tn0

k → 0 s✉❝❤ t❤❛t

Iλ♣λ
n0

k ♣t
n0

k qq ✏ max
t➙0

Iλ♣λ
n0

k ♣tqq → 0.

❚❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ♣tn0

k q ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐❢ ⑤tn0

k ⑤ Ñ ✽

t❤❡♥

0 ➔ Iλ♣λ
n0

k ♣tkqq ↕
1

2
⑤tn0

k ⑤
2⑥λn0

k ♣1q⑥
2
V �

λ

4
⑤tn0

k ⑤
4Nα♣λ

n0

k ♣1qq

✁ ⑤tn0

k ⑤
µ

➺
R3

F ♣x, λn0

k ♣1qq dx✁ ⑤tn0

k ⑤
µ✝
➺
R3

G♣x, λn0

k ♣1qq dxÑ ✁✽ ❛s k Ñ ✽,

❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ tn0

k Ñ an0
❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡

c♣Iλq ↕ lim
kÑ✽

max
t➙0

Iλ♣λ
n0

k ♣tqq ✏ J�♣an0
un0

q ↕ max
t➙0

J�♣tun0
q ✏ J�♣tn0

un0
q.

■❢ tn0
Ñ ✽ ❛s n0 Ñ ✽, t❤❡♥ ✇❡ ❣❡t

0 ➔ J�♣tn0
un0

q ✏
1

2
t2n0
run0

s2s ✁ tµn0

➺
R3

G�♣un0
q dxÑ ✁✽ ❛s n0 Ñ ✽,

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷ ❛♥❞ t❤❛t✩✬✫✬✪
lim

n0Ñ✽
run0

s2s ✏ lim
n0Ñ✽

✑
κs⑥ξn0

∇u� u∇ξn0
⑥2L2♣R4

�,y1✁2sq
✙
✏ rus2s,

lim
n0Ñ✽

➺
R3

G�♣un0
q dx ✏

➺
R3

G�♣uq dx.

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♣tn0
q ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ✐t ❝♦♥✈❡r❣❡s✱ ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❛t

tn0
Ñ b0. ❚❤✉s✱

c♣Iλq ↕ lim
n0Ñ✽

rJ�♣tn0
un0

qs ✏ lim
n0Ñ✽

✒
1

2
t3✁2s
n0

run0
s2s ✁

➺
R3

G�♣tn0
un0

q dx

✚
↕ J�♣b0u0q ↕ max

t➙0
J�♣tu0q ✏ J�♣u0q ✏ c♣J�q,

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣g8q t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t ✏ 1 ✐s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ♣tq ✏ J�♣tu0q. ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t

ϕ♣tq ↕
1

2
t2ru0s

2
s ✁ c�t2

✝
s

➺
R3

u
2✝s
0 dx ↕

1

2
ru0s

2
s ✁

➺
R3

G�♣u0q dx, ❅ t ➙ 0. ✭✹✳✻✳✺✮

❯s✐♥❣ t❤❡ P♦❤♦③❛❡✈ t②♣❡ ✐❞❡♥t✐t② ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✮ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞

✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✹✳✻✳✺✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦✒
2✝s
2
♣t2 ✁ 1q � 1

✚ ➺
R3

G�♣u0q dx ↕ c�t2
✝
s

➺
R3

u
2✝s
0 dx, ❅ t ➙ 0. ✭✹✳✻✳✻✮

❙✐♥❝❡ c� ➙ C✝ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t✒
2✝s
2
♣t2 ✁ 1q � 1

✚
C✝ ↕ c�t2

✝
s , ❅ t ➙ 0,

✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✹✳✻✳✻✮✳ �

✶✺✸



✹✳✼ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✸

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✉s❡s s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✻✳✶ ❛♥❞ ✇❡

r❡♣❡❛t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ✇❡ ♠❛② ❛♣♣❧② ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✼ ❛♥❞

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✾ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♣ukq s✉❝❤ t❤❛t

Iλ♣ukq Ñ c♣Iλq ❛♥❞ I ✶λ♣ukq Ñ 0, ✐♥ ❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❛s❡s✳ ▲❡t ♣w♣nqq, ♣y♣nqk q ❛♥❞ ♣j♣nqk q ❜❡

t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶ ❢♦r t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♣ukq.

✭✐✮ ❲❡ st❛rt ❜② ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣C q ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t w♣nq ✏ 0, ❢♦r ❛❧❧

n P N0③t1✉. ■♥❞❡❡❞✱ ❛ss✉♠❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ✇✐t❤ w♣n0q ✘ 0, ✇✐t❤

n0 P N0③t1✉. ❯s✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡ ✭✶✳✶✳✸✮✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✶✳✹✳✹✱ ✷✳✹✳✶✱ ✸✳✹✳✷ ❛♥❞ ✹✳✸✳✹ ✇❡ ❣❡t

c♣Iλq ✏ lim
kÑ✽

✒
1

2
⑥uk⑥

2
V ✁

1

2

➺
R3

b♣xqu2 �
λ

4
Nα♣ukq ✁

➺
R3

F ♣x, ukq dx✁

➺
R3

G♣x, ukq dx

✚
➙ Iλ♣w

♣1qq �
➳

nPN0,n→1

IPλ ♣w
♣nqq �

➳
nPN�

J�♣w♣nqq. ✭✹✳✼✳✶✮

✇❤❡r❡ J� ✐s t❤❡ C1 ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥ Ds,2♣R3q ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✹✳✻✳✸✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ❛s ❛r❣✉❡❞

❜❡❢♦r❡✱ ❡❛❝❤ t❡r♠ ✐♥ ✭✹✳✼✳✶✮ ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ w♣1q ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ Iλ;

w♣nq, n P N0③t1✉ ✐s ♦❢ IPλ ❛♥❞ w♣nq, n P N� ✐s ♦❢ J�. ■♥ ❢❛❝t✱ ❧❡t ϕ ✐♥ C✽
0 ♣R

3q. ❙✐♥❝❡ V ♣xq

❜❡❧♦♥❣s t♦ L✽♣R3q✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ♣d♣nqk ϕq ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ Hs
V ♣R

3q. ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉♣

t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❉♦♠✐♥❛t❡❞ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✇❡ ❣❡t

lim
kÑ✽

➺
R3

V ♣xquk♣d
♣nq
k ϕq dx ✏ lim

kÑ✽

✒
γ✁2sj

♣nq
k

➺
R3

V ♣γ✁j
♣nq
k x� y

♣nq
k qv

♣nq
k ϕ dx

✚
✏ 0, n P N�.

❆❧s♦✱ ❣✐✈❡♥ ε → 0 ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ♣f1q t♦ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡✱

lim sup
kÑ✽

✞✞✞✞➺
R3

γ✁
3�2s

2
j
♣nq
k f♣γ✁j

♣nq
k x� y

♣nq
k , γ

3✁2s
2 v

♣nq
k qϕ dx

✞✞✞✞ ↕ ε, n P N�.

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✻✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

0 ✏ lim
kÑ✽

✑
I ✶λ♣ukq ☎ ♣d

♣nq
k ϕq

✙
✏ J ✶�♣w

♣nqq ☎ ϕ, n P N�,

✇❤❡r❡ v
♣nq
k ✐s t❛❦❡♥ ❛s ✐♥ ✭✹✳✸✳✶✷✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ✉s✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣g2q✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

J�♣w♣nqq ➙ 0, n P N�. ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s ❛r❣✉❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✷✱ ❜②

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣f2q ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t IPλ ♣w
♣nqq ➙ 0, n P N0. ❚❤✉s ❡st✐♠❛t❡ ✭✹✳✼✳✶✮ ❛♥❞ ❘❡♠❛r❦

✹✳✸✳✽✕✭✐✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t c♣Iλq ➙ c♣IPλ q, ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣C q✳

▲❡t ✉s ❛r❣✉❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t w♣1q ✏ 0. ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✹✳✸✳✹✱

✸✳✹✳✶ ❛♥❞ ✸✳✹✳✷ ✇❡ ❤❛✈❡✱✩✬✬✫✬✬✪
c♣Iλq ✏

1

2
⑥uk⑥

2
V ✁

➺
R3

G♣x, ukq dx� o♣1q,

0 ✏ ⑥uk⑥
2
V ✁

➺
R3

g♣x, ukquk dx� o♣1q,

✭✹✳✼✳✷✮

✶✺✹



■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✱

b0 :✏ lim sup
kÑ✽

⑥uk⑥
2
V ✏ lim sup

kÑ✽

➺
R3

g♣x, ukquk dx,

✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♣g1q ❛♥❞ ✭✹✳✸✳✶✺✮ ❧❡❛❞s t♦

b0 ➙
✁
C✝♣S✝♣sqq✁2✝s

✠✁ 2

2
✝
s ✁2

. ✭✹✳✼✳✸✮

❯s✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✹✳✼✳✸✮ ✐♥ ✭✹✳✼✳✷✮ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣g2q ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡

❢♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❧❡✈❡❧

c♣Iλq ➙
µ✝ ✁ 2

2µ✝

✁
C✝♣S✝♣sqq✁2✝s

✠✁ 2

2
✝
s ✁2

. ✭✹✳✼✳✹✮

❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✶✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✳✷✳✷✮ t♦❣❡t❤❡r

✇✐t❤ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✻✳✷ ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇s t❤❛t ✭✹✳✸✳✶✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✼✳✹✮ ❤♦❧❞s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳

❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ♣r♦✈❡ ♥♦✇ t❤❛t w♣nq ✏ 0, ❢♦r ❛❧❧ n P N�. ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ t❤✐s✱ ✇❡

❛r❣✉❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛❣❛✐♥ ❛♥❞ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ w♣n0q ✘ 0, ✇✐t❤ n0 P N�. ■♥

❢❛❝t✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ t ÞÑ w♣nq♣☎④tq, t ➙ 0, ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ P♦❤♦③❛❡✈

✐❞❡♥t✐t② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✱ t❤❛t c♣J�q ↕ J�♣w♣n0qq. ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✻✳✷ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡

✭✹✳✼✳✶✮ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

c♣J�q ✏ Iλ♣w
♣1qq �

➳
nPN�

J�♣w♣nqq.

❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t J�♣w♣n0qq ➔ c♣J�q. ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ uk Ñ w♣1q ✐♥

Hs
V ♣R

3q ♥♦✇ ❢♦❧❧♦✇s ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✹✳✶✱ ✸✳✹✳✷ ❛♥❞ ✹✳✸✳✹✳

✭✐✐✮ ❆ss✉♠❡ ♥♦✇ t❤❛t ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✹✳✷✳✶✮ ❤♦❧❞s tr✉❡ ✐♥st❡❛❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣C q✳ ❆s

❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❛❦✐♥❣ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ w♣n0q ✘ 0, n0 P N0, ✇❡ ❤❛✈❡

c♣Iλq ↕ max
t➙0

Iλ♣tw
♣n0qq ↕ max

t➙0
IPλ ♣tw

♣n0qq ✏ IPλ ♣w
♣n0qq ↕ c♣Iλq,

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ ❡st✐♠❛t❡ ✭✹✳✼✳✶✮ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧❛st ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✳✷✳✶✮ t♦

❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤ ζ♣n0q ✏ tw♣n0q ❜❡❧♦♥❣s t♦ ΓIλ . ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠❛①

❧❡✈❡❧ c♣Iλq ✐s ❛tt❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛t❤ t ÞÑ tw♣n0q ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❚❤❡♦r❡♠ ✵✳✻✳✹ t♦ ♦❜t❛✐♥

t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t u ❢♦r Iλ ✇✐t❤ Iλ♣uq ✏ c♣Iλq. ■❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ w♣nq ✘ 0,

n P N0, ✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ str✐❝t ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ♦❝❝✉rs✮ ✇❡ ❝❛♥ ❛r❣✉❡ ❛s ❛❜♦✈❡ ❛♥❞

♦❜t❛✐♥ t❤❛t uk Ñ w♣1q, ✉♣ t♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡✳ �

✹✳✽ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✹

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛❧✇❛②s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✹ ❤♦❧❞s

tr✉❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t 2 ➔ µ ➔ 4 s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❛s❡ µ ➙ 4 ✐s tr❡❛t❡❞

✐♥ ❚❤❡♦r❡♠s ✹✳✷✳✷ ❛♥❞ ✹✳✷✳✸✳ ❲❡ r❡str✐❝t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ I t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ s✉❜s♣❛❝❡

Hs
rad♣R

3q.

✶✺✺



▲❡♠♠❛ ✹✳✽✳✶ ✭●❡♦♠❡tr②✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts 0 ➔ λ✝ ↕ ✽ ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t b, s✉❝❤

t❤❛t cλ → b, ❢♦r ❛❧❧ λ P ♣0, λ✝q.

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♦♥❧② ♣r♦✈❡ ❝❛s❡ ✭✐✮✱ s✐♥❝❡ ❝❛s❡ ✭✐✐✮ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❆❧s♦ ✇❡

st❛rt ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t µ → 3. ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ v P C✽
0 ♣R

3q ❣✐✈❡♥ ❜② ❘❡♠❛r❦

✹✳✸✳✽✕✭✐✐✐✮ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣❛t❤s

ζε,θ♣tq ✏ tεv♣tθ☎q, ✇❤❡r❡ ε, θ ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳

❆ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t

Nα♣ζε,θ♣tqq ✏ t4ε✁2αθ✁3θNα♣vq, ❅ t ➙ 0,

❙✐♥❝❡ α → 3④4, ✇❡ ♠❛② s❡❧❡❝t ε ❛♥❞ θ ✐♥ s✉❝❤ ✇❛② t❤❛t

3④2 ➔ ε④θ ➔ 2α④♣4✁ µq

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ λ → 0, ✇❡ ❤❛✈❡

Iλ♣ζε,θ♣tqq ↕
1

2
t2ε✁θ♣3✁2αqrvs2s �

1

2
V0t

2ε✁3θ⑥v⑥22 �
λ

4
t4ε✁θ♣3✁2αqNα♣vq

✁ tµε✁3θ

➺
R3

F ♣vq dx✁ tµ✝ε✁3θ

➺
R3

G♣vq dx ➔ 0, ❅ t ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛r❣✉✐♥❣ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✼✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢

b, r → 0, ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs λ, s✉❝❤ t❤❛t

b ➔
1

2
⑥u⑥2V0

�
λ

4
Nα♣uq ✁

➺
R3

F ♣uq �G♣uq dx ↕ Iλ♣uq, ❢♦r ⑥u⑥V0
✏ r ❛♥❞ λ → 0.

❚❤❡r❡❢♦r❡ ❢♦r µ → 3, ✇❡ ❝❤♦s❡ λ✝ ✏ ✽ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❛t cλ ➙ b.

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t 2 ➔ µ ↕ 3. ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s v1 ✐♥ Hs
rad♣R

3q s✉❝❤ t❤❛t

I0♣v1q ➔ 0. ❙✐♥❝❡ λ ÞÑ Iλ♣v1q ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts λ✝ → 0 s✉❝❤ t❤❛t Iλ♣v1q ➔ 0 ❢♦r

❛❧❧ λ P ♣0, λ✝q. �

❍❡♥❝❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ▼♦✉♥t❛✐♥ P❛ss ❚❤❡♦r❡♠✱ ❢♦r ❡❛❝❤ λ P ♣0, λ✝q t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛

s❡q✉❡♥❝❡ ♣uλkq ✐♥ Hs
rad♣R

3q s✉❝❤ t❤❛t Iλ♣uλkq Ñ cλ ❛♥❞ I ✶λ♣u
λ
kq Ñ 0 ✐♥ t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢

Hs
rad♣R

3q.

▲❡♠♠❛ ✹✳✽✳✷✳ ✭❇♦✉♥❞❡❞♥❡ss✮ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♣uλkq ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ Hs
rad♣R

3q.

✶✺✻



Pr♦♦❢✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✜rst t❤❡ ❝❛s❡ ✭✐✮ ✇❡ ✉s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✳✷✳✸✮ t♦ ❣❡t t❤❛t

♣µ✝ � 1q♣c♣Iλq � 1q � ⑥uλk⑥V0

➙ ♣µ✝ � 1qIλ♣u
λ
kq ✁ I ✶λ♣u

λ
kq ☎ ♣u

λ
kq

✏
µ✝ ✁ 2

2
⑥uλk⑥

2
V0

� λ
µ✝ ✁ 3

4
Nα♣u

λ
kq

�

➺
R3

♣µ✝ � 1qF ♣uλkq ✁ f♣uλkqu
λ
k dx

�

➺
R3

♣µ✝ � 1qG♣uλkq ✁ g♣uλkqu
λ
k dx

➙
µ✝ ✁ 2

2
⑥uλk⑥

2
V0
, ❢♦r k ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳

❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✭✐✐✮✱ ✇❡ t❛❦❡ ❛♥② µ✝ ✏ µ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡st✐♠❛t❡✳ �

Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✹ ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢

✭✐✮ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✸✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❧❡t

♣w♣nqq, ♣y♣nqk q ❛♥❞ ♣j
♣nq
k q ❜❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✶ ❢♦r t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡

♣ukq.

• ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✹✳✷✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t w♣nq ✏ 0 ❢♦r ❛❧❧ n P N0③t1✉.

• w♣1q ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ Iλ.

• ■❢ w♣1q ✏ 0 ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✸✿ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✭✹✳✷✳✷✮ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✶✳

• ❲❡ ♥♦✇ ✉s❡ ❡st✐♠❛t❡ ✭✶✳✶✳✸✮✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✶✳✹✳✹✱ ✷✳✹✳✶✱ ✸✳✹✳✷ ❛♥❞ ✹✳✸✳✹ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡

c♣Jq ➙ c♣Iλq ➙ Iλ♣w
♣1qq �

➳
nPN�

Jλ♣w
♣nqq,

✇❤❡r❡ J ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ C1 ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥ Ds,2♣R3q

J♣uq ✏
1

2

➺
R3

⑤♣✁∆qs④2u⑤2 dx✁
➺
R3

G♣uq dx, u P Ds,2♣R3q.

• w♣nq, n P N�, ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ J.

• ❲❡ ✉s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✳✷✳✸✮ t♦ ❣❡t t❤❛t

♣µ✝ � 1qIλ♣w
♣1qq ✏ ♣µ✝ � 1qIλ♣w

♣1qq ✁ I ✶λ♣w
♣1qq ☎ ♣w♣1qq ➙ 0,

❛♥❞ ❜② ❛ P♦❤♦③❛❡✈ t②♣❡ ✐❞❡♥t✐t② J♣w♣nqq ➙ 0, n P N�.

✶✺✼



• ■❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts w♣n0q ✘ 0, n0 P N�, t❤❡♥

c♣Jq ✏ Iλ♣w
♣1qq �

➳
nPN�

Jλ♣w
♣nqq, ✭✹✳✽✳✶✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❛t c♣Jq ↕ J♣wn0q. ■❞❡♥t✐t② ✭✹✳✽✳✶✮ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ c♣Jq →

Jλ♣w
♣n0qq.

• ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ uk Ñ w♣1q ✐♥ Hs
rad♣R

3q ♥♦✇ ❢♦❧❧♦✇s ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✹✳✶✱

✸✳✹✳✷ ❛♥❞ ✹✳✸✳✹✳

• ❚❤❡ ❝❛s❡ ✭✐✐✮ ✐s ♣r♦✈❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶✳✷ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡

❢❛❝t ✭❣✐✈❡♥ ❜② ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✹✳✷✮ t❤❛t w♣nq ✏ 0 ❢♦r ❛❧❧ n P N0③t1✉. ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ uk Ñ w♣1q ✐♥ Hs
rad♣R

3q ❢♦❧❧♦✇s✳ �

✹✳✾ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✺

Pr♦♦❢✳ ✭✐✮ ❆♣♣❧②✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✷✱ ✇❡ ❣❡t➺
R3

⑤♣✁∆qs④2u⑤2 dx�
3

3✁ 2s

➺
R3

a♣xqu2 dx

�
1

3✁ 2s

➺
R3

①∇a♣xq, x②u2 dx�
3� 2α

2♣3✁ 2sq
λNα♣uq ↕

➺
R3

f♣uqu dx,

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ ✉s✐♥❣ t❤❛t I ✶♣uq ☎ u ✏ 0, ✇❡ ♦❜t❛✐♥➺
R3

♣2sa♣xq � ①∇a♣xq, x②qu2 dx�
1

2
♣2α � 4s✁ 3qλNα♣uq ↕ 0,

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ u ✏ 0.

✭✐✐✮ ❯s✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✷ ❛❣❛✐♥ ✇❡ ❣❡t t❤❛t

3✁ 2s

6
δ

➺
R3

⑤♣✁∆qs④2u⑤2 dx�
δ

2

➺
R3

a♣xqu2 dx�
δ

6

➺
R3

①∇a♣xq, x②u2 dx ➙

➺
R3

f♣uqu dx,

❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❛t u ✑ 0, ❜❡❝❛✉s❡✂
1✁

3✁ 2s

6
δ

✡➺
R3

⑤♣✁∆qs④2u⑤2 dx�
✂
1✁

δ

2

✡➺
R3

a♣xqu2 dx

✁
δ

6

➺
R3

①∇a♣xq, x②u2 dx�

✂
1✁

3� 2α

12
δ

✡
λNα♣uq ↕ 0.

✭✐✐✐✮ ❆♣♣❧②✐♥❣ ✐❞❡♥t✐t② ✭✹✳✸✳✶✾✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥➺
R3

⑤♣✁∆qs④2u⑤2 dx

�
3

3✁ 2s
a0

➺
R3

u2 dx�
3� 2α

2♣3✁ 2sq
λNα♣uq ↕

➺
R3

f♣uqu dx� δa0

➺
R3

u2 dx,

✶✺✽



✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦

♣2s� δ♣2s✁ 3qq a0

➺
R3

u2 dx�
1

2
♣2α � 4s✁ 3qλNα♣uq ↕ 0,

t❤❛t ✐♠♣❧✐❡s u ✏ 0.

✭✐✈✮ ❙✐♥❝❡ α ✏ s, ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ v ✏ ⑤u⑤ ❛s t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✹✳✶✳✸✮ t♦

❣❡t

K0

➺
R3

⑤u⑤3 dx ↕
1

4

➺
R3

⑤♣✁∆qα④2♣φαrusq⑤
2 dx�

➺
R3

⑤♣✁∆qα④2u⑤2 dx, ✭✹✳✾✳✶✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ ❈❛✉❝❤② ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✇✐t❤ ε ✏ 1✮✳ ◆♦✇ t❛❦✐♥❣ v ✏ φαrus ✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

✭✹✳✶✳✸✮ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t Nα♣uq ✏ rφαruss
2
α. ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉s✐♥❣ t❤❛t λ ➙ 1④4 ✐♥ ✭✹✳✾✳✶✮ ✇❡

❤❛✈❡

λNα♣uq ➙ K0

➺
R3

⑤u⑤3 dx✁

➺
R3

⑤♣✁∆qα④2u⑤2 dx. ✭✹✳✾✳✷✮

❯s✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡ ✭✹✳✾✳✷✮ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ I ✶♣uq ☎ u ✏ 0 ✇❡ ♦❜t❛✐♥➺
R3

a0u
2 �K0⑤u⑤

3 ✁A⑤u⑤p dx ↕ 0,

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t u ✑ 0, s✐♥❝❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t ÞÑ V0t
2 � K0t

3 ✁ Atp, t ➙ 0, ✐s ♥♦♥✲

♥❡❣❛t✐✈❡✳

✭✈✮ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛❜♦✈❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ✇❡ ❤❛✈❡➺
R3

⑤♣✁∆qs④2u⑤2 dx�
3� 2α

2♣3✁ 2sq
λNα♣uq ➙

2✝s
p

➺
R3

f♣uqu dx

✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s u ✑ 0, ❜❡❝❛✉s❡✂
2✝s
p
✁ 1

✡➺
R3

⑤♣✁∆qs④2u⑤2 dx�
✂
2✝s
p
✁

3� 2α

2♣3✁ 2sq

✡
λK0Nα♣uq ↕ 0. �

✶✺✾



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ❆✳ ❆♠❜r♦s❡tt✐✱ ❖♥ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲P♦✐ss♦♥ s②st❡♠s✱ ▼✐❧❛♥ ❏✳ ▼❛t❤✳ ✼✻ ✭✷✵✵✽✮ ✷✺✼✕

✷✼✹✳

❬✷❪ ❆✳ ❆♠❜r♦s❡tt✐ ❛♥❞ P✳ ❍✳ ❘❛❜✐♥♦✇✐t③✱ ❉✉❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t

t❤❡♦r② ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❏✳ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ✶✹ ✭✶✾✼✸✮ ✸✹✾✕✸✽✶✳

❬✸❪ ❆✳ ❆♠❜r♦s❡tt✐ ❛♥❞ ❉✳ ❘✉✐③✱ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❜♦✉♥❞ st❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲P♦✐ss♦♥
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