Universidade Federal da Paraiba
Universidade Federal de Campina Grande
Programa Associado de Pés-Graduagao em Mateméatica

Doutorado em Matematica

Imersoes de Subvariedades Completas

por

Jogli Gidel da Silva Araujo

Campina Grande - PB
Julho/2017



Imersoes de Subvariedades Completas
por

Jogli Gidel da Silva Aratjo |

sob orientacao do

Prof. Dr. Henrique Fernandes de Lima

Tese apresentada ao Corpo Docente do Programa
Associado de Pos-Graduacdo em Matematica -
UFPB/UFCG, como requisito parcial para obtencao do

titulo de Doutor em Matemética.

Campina Grande - PB
Julho /2017

tEste trabalho contou com apoio financeiro da CAPES

i



Universidade Federal da Paraiba
Universidade Federal de Campina Grande
Programa Associado de P6s-Graduagao em Matematica

Doutorado em Matemaéatica

Area de Concentracao: Geometria Diferencial

Aprovada em:

Prof. Dr. Feliciano Marcilio Aguiar Vitério

Prof. Dr. Marcos Petricio de Almeida Cavalcante

Prof. Dr. Fabio Reis dos Santos

Prof. Dr. Marco Antonio Lazaro Velasquez

Prof. Dr. Henrique Fernandes de Lima (Orientador)

Tese apresentada ao Corpo Docente do Programa Associado de Pos-Graduagao
em Mateméatica - UFPB/UFCG, como requisito parcial para obtenc¢ao do titulo de

Doutor em Matemética.

Julho/2017

il



Resumo

O proposito desta Tese ¢ é estudar a geometria de subvariedades completas imersas
em certos espacos semi-Riemannianos. Nos capitulos iniciais estabelecemos resultados
de unicidade e rigidez de hipersuperficies completas isometricamente imersas num pro-
duto warped semi-Riemanniano mediante restrigoes apropriadas sobre as curvaturas
meédias de ordem superior. Na tltima parte deste trabalho, usando uma férmula do
tipo Simons, investigamos as subvariedades completas com vetor curvatura média nor-
malizado paralelo imersas em formas espaciais Riemannianas. Nesse contexto, obtemos

alguns resultados de caracterizacao destas subvariedades.

Palavras-chave: Produtos warped semi-Riemannianos; formas espaciais Riemannia-

nas; subvariedades completas; curvaturas de ordem superior; vetor curvatura média.
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Abstract

The purpose of this Thesis is study the geometry of complete submanifolds immersed in
certain semi-Riemannian spaces. In the initial chapters, we establish uniqueness and
rigidity results concerning complete hypersurfaces isometrically immersed in a semi-
Riemannian warped product space through some appropriate restrictions on the higher
order mean curvatures. In the last part of this work, using a Simons type formula, we
investigate complete submanifolds immersed with parallel normalized mean curvature
vector field in Riemannian space forms. In this context, we obtain some results of

characterizations for these submanifolds.

Keywords: Semi-Riemannian warped products; Riemannian space forms; complete

submanifolds; higher order mean curvatures; mean curvature vector field.
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Introducao

Uma tematica importante na teoria das imersoes isométricas é o estudo das pro-
priedades tipo Bernstein relativas as hipersuperficies completas imersas em um espago
produto warped semi-Riemanniano do tipo e/ xy M™, onde M™ é uma variedade Ri-
emanniana orientada conexa n-dimensional, / C R é um intervalo aberto, f : I — R
¢ uma funcao suave positiva e € = £1. Seguindo essa linha de pesquisa, um de nosso
objetivos é estabelecer algumas condicoes suficientes para garantir que uma hipersu-
perficie completa imersa em um produto warped semi-Riemanniano eI Xy M" seja um
slice {t} x M™, sob restrigoes apropriadas em suas curvaturas médias de ordem supe-
rior. A nossa abordagem é baseada na extensao do principio do maximo generalizado
de Omori-Yau aplicados aos operadores linearizados das curvaturas médias de ordem
superior. Ressaltamos que, comparados com aqueles resultados na literatura atual,
nossos resultados nao requerem que alguma curvatura média de ordem superior das
hipersuperficies em estudo seja constante e nem a existéncia de um ponto eliptico em
tal hipersuperficie. Além disso, observamos também que os resultados de rigidez aqui
apresentados sdo extensdes naturais daquelas obtidas em [19, 22].

Campos de vetores Killing conformes sao objetos importantes que tém sido estu-
dados para entender a geometria de subvariedades e, em particular, de hipersuperficies
imersas em espagos Riemannianos. Neste sentido, Montiel [68] estudou as hipersuper-
ficies compactas com curvatura média constante imersas em um produto warped do
tipo R x; M™ e S* x; M", onde a curvatura de Ricci Ricy, da fibra M™ e a fungao

warping f satisfazem a seguinte condi¢ao de convergéncia:

Ricys > (n = 1)sup(f* = /")



Observemos que tal classe de produto warped sao munidas com um campo de vetores
Killing conforme globalmente definido dado por f0;, onde 0; denota o campo de vetores
tangente a R ou S'. Nesse contexto, inspirados pelo trabalho de Romero et al. [77], no
Capitulo 2 estabelecemos um critério de parabolicidade para hipersuperficies sabendo
que sua fibra M™ tem cobertura universal parabodlica e obtemos alguns resultados
de unicidade juntamente com algumas estimativas envolvendo o indice de nulidade
relativa.

Diversos autores estudaram alguns problemas de unicidade de hipersuperficies
completas tipo espago com curvatura média constante em um espaco-tempo genera-
lizado de Robertson-Walker (GRW), isto é, produtos warped Lorentzianos com base
negativa definida 1-dimensional e fibra Riemanniana. Por exemplo, podemos citar os
trabalhos de [5, 31, 32, 33, 76, 77, 78] onde Romero et al. obtiveram resultados de
unicidade para hipersuperficies completas tipo-espago imersas com curvatura média
constante em um espaco-tempo GRW obedecendo a condigao de convergéncia nula
(NCC) ou a condigao de convergéncia tipo-tempo (TCC). Lembremos que um espago
tempo obedece a (NCC) ou a (TCC) se a forma quadratica associada ao tensor de Ricci
é nao-negativa sobre as dire¢oes tipo-luz ou tipo-tempo, respectivamente. Ja em [13],
Alias e Colares consideraram um espaco-tempo GRW obedecendo uma nova nocao de
condigao de convergéncia, chamada condigao de convergéncia nula forte (SNCC), a qual
corresponde a seguinte restrigao sobre a curvatura seccional K/ da fibra Riemanniana

M™ do espaco-tempo GRW —1 x ¢ M™:

Ky > Sl}p(ff” - ).

Considerando este contexto, no Capitulo 3 aplicamos alguns principios do méximo
com o objetivo de estabelecer novos resultados de unicidade referentes a hipersuper-
ficies tipo-espaco imersas em um espaco-tempo GRW satisfazendo uma determinada
condicao de convergéncia.

Finalmente, no Capitulo 4 estudamos subvariedades completas M™ com curvatura
escalar positiva constante e vetor curvatura média normalizado paralelo em uma forma
espacial Riemanniana Q?*? de curvatura seccional constante ¢ € {1,0, —1}. Nesta con-
figiracao, obtemos uma férmula tipo-Simons e um principio do méaximo do tipo-Omori

para o operador quadrado de Cheng-Yau, e utilizamos tais ingredientes analiticos para



provar uma nova caracterizacao de tais subvariedades. Em seguida, tratamos de subva-
riedades Weingarten lineares com vetor curvatura média normalizado paralelo imersas
em QI*P. Neste caso, estendemos a técnica desenvolvida em [23| para caracterizar
tais subvariedades sob uma restricao adequada da norma do operador de umbilicidade,

obtendo generaliza¢oes naturais dos resultados de [23] e [52].



Capitulo 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo é estabelecer algumas notacoes as quais serao impor-

tantes para o desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Variedades semi-Riemannianas

Nesta segao, apresentamos alguns fatos basicos da teoria de variedades semi-

Riemannianas. No que segue, iniciamos com a seguinte defini¢ao

Definigao 1.1.1 Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finitan eb= (,) : VXV —

R uma forma bilinear e simétrica. Dizemos que b é
i. positiva definida, quando (v,v) > 0 para todo v € V — {0}.
ii. negativa definida, quando (v,v) < 0 para todo v € V —{0}.
iti. nao degenerada, quando (v, w) =0 para todo w € V implicar v = 0.
Dizemos ainda que um subespaco W de V' é nao degenerado quando a restrigao
blwxw : W x W — R for nao degenerada. Um importante conceito é o indice de uma
forma bilinear simétrica b : V' x V' — R que é definido como sendo a maior dimensao

de um subespago W de V' de modo que bl xw seja negativa definida. Denotamos por

v, o indice de b.

Defini¢ao 1.1.2 Seja b = (,) uma forma bilinear simétrica e nao degenerada sobre o

espago vetorial real V.. Dizemos que v € V — {0} é:



i. tipo-tempo, quando (v,v) < 0;
it. tipo-luz, quando (v,v) = 0;
iti. tipo-espago, quando (v,v) > 0.

De maneira similar, um subespaco nao degenerado W de V' ¢ tipo-tempo, tipo-luz
ou tipo-espago, quando ocorrer (w,w) < 0, (w,w) = 0 ou (w,w) > 0 para todow € W,
respectivamente. Seja v € V — {0} um vetor tipo-tempo ou tipo-espago. Definimos o

sinal €, de v pondo

(v, v)
{0, o)

A norma de v € V ¢ definida por |v| = y/e,(v,v). Dizemos que v é um vetor

Ey —

unitério se |v| = 1.

1.2 Imersoes isométricas e suas equacoes fundamen-

tais

. . . . ——n+1 _ . .
Sejam (M", g) uma variedade Riemanniana e (M ,g) uma variedade semi-
. . . ~ . L. —n+1 . ~ .
Riemanniana. Uma imersao isométrica ¢ : M"™ — M é uma imersao que satisfaz
.~ _ . .. L. —mn+1
a condicao ¢*g = g. Por simplicidade, denotamos os tensores métricos de M"™ e M

pelo mesmo simbolo (, ).

Definicao 1.2.1 Uma imersao isométrica i : X" — M de uma variedade dife-

. . . . . . . ———n+1
rencidvel n-dimensional X" em uma variedade Lorentziana (n + 1)-dimensional M
€ dita uma hipersuperficie tipo-espaco se a métrica induzida em 3" pela imersao 1 for

uma métrica Riemanniana. Neste caso, dizemos que a imersao ¢ € Riemanniana.

No que segue, ¢ : X" — M denotara uma imersio Riemanniana de uma va-
riedade diferenciavel n-dimensional " numa variedade Riemanniana orientada. Neste
caso, N representa o campo unitario e normal que orienta ¥". Denotamos por V e
V as conexdes de Levi-Civita de X" e Mm—l, respectivamente. E possivel mostrar que
VxY = (VxY)T, para todos X,Y € X(X"), onde ()" denota a componente tangencial
de um campo de vetores ao longo de ¥". A segunda forma fundamental da imersao

¢ a aplicagao o : X(¥") x X(X") — X1(X") que cumpre a condigao

VxY =VxY +a(X,Y), (1.1)



para todos X,Y € X(X"). Observe que sendo a uma forma C°°(X")-bilinear e simé-
trica, obtemos um campo A : X(X") — X(X") de operadores lineares auto-adjuntos

A, T,X" — T,X", denominados operadores de Weingarten da imersao v, definindo
(AX)Y) = (a(X,Y), N). (1.2)

E imediato verificar que
AX =-VxN e afX,Y)=ey(AX,Y)N, (1.3)

onde X e Y sao campos tangentes a >". Temos ainda que o tensor de curvatura R de

X" é definido como a aplica¢ao R : X(X") x X(X") — X(X") dada por
R(X, Y)Z =VyVxZ —VxVyZ+ V[Xy]Z, (14)

onde [,] denota o colchete de Lie.
Na Proposicao seguinte temos as equagoes fundamentais de uma imersao isomé-

trica. Sua demonstragdo pode ser encontrada em [72].

Proposicao 1.2.2 Sejav : X" — M wma imersdo isométrica. Se R e R denotam
. —n+1 ~ .

0s respectivos tensores de curvatura de X" e M, entao, para quaisquer campos de

vetores X,Y, 7 € X(X"), temos que

i. (Equagao de Gauss)

R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z)" +en[(AX, Z)AY — (AY, Z)AX] (1.5)

it. (Equagao de Codazzi)

(R(X,Y)N)" = (VxA)Y — (VyA)X. (1.6)

Um caso particular da Proposi¢ao anterior ¢ dado pelo seguinte:

Corolario 1.2.3 Seja ¢ : X" — MHH(C) uma imersao isométrica, onde MHH(C) é
um ambiente de curvatura seccional constante c. Entao, para todos X, Y, Z, W € X(¥")

temos

(RIX,Y)Z, W) = (X, Z)Y, W) — (X, WNY, Z)] + (1.7)
+ en[(AX, ZY(AY, W) — (AX, W)(AY, Z)] (1.8)

onde R ¢ o tensor de curvatura de X", e

(VxA)Y = (VyA)X. (1.9)

6



Definicao 1.2.4 Sejam M uma variedade semi-Riemanniana, p € M e o um subes-
pago 2-dimensional nio degenerado de T,M. A curvatura seccional de M sequndo o ¢

0 numero

 (Bwww)
B o) = oy ) — (o,

onde R denota o tensor de curvatura de M.

Definicao 1.2.5 Dizemos que a variedade semi-Riemanniana M tem curvatura sec-
cional constante quando, para cada p € M, K(oy) = K(02) para quaisquer subespagos

nao degenerados oy e oo em T,M.

Uma variedade semi-Riemanniana de indice v = 0 é simplesmente uma variedade
Riemanniana. Quando v = 1, M é denominada uma variedade Lorentziana ( ou

espago-tempo).

Definicao 1.2.6 Se M ¢ wma variedade semi-Riemanniana, o tensor de Ricci de M

€ definido por
Ric(X,Y)=tr(Z+— R(X,2)Y), X,Y € X(M).

Sepe M e X € T,M, |X|=1, o nimero Ric(X,X) chama-se curvatura de Ricci em
p na direcao de X.

Assim, se {e, €q,...,6e,} é um referencial ortonormal local em X(M), temos

Ric(X,Y) 25Z R(X, &)Y, e;),

para X,Y € X(M).

Definigao 1.2.7 A curvatura escalar de M € a fungio S : M — R definida por

gszRZC ej,e;) = n—l ZK (e:,€5).

1<J

1.3 As curvaturas médias de ordem superior H,, as
transformacoes de Newton P, e os operadores di-

ferenciais lineares L,

.+l . © D . . L _
Seja M uma variedade semi-Riemanniana conexa munida com a métrica g =

(,) de indice v < 1, e uma conexao semi-Riemanniana V. Para um campo de vetores

7



X € %(M”H), considere ex = (X, X). Dizemos que X é um campo de vetores unitario
se ex = *1, e tipo-tempo se ex = —1.

No que segue, consideramos uma imersao Riemanniana ¢ : X" — WH, onde
" é uma variedade diferenciavel orientada n-dimensional e conexa, tal que a métrica
induzida g = ¥*(g) de X" sobre uma variedade Riemanniana (no caso de Lorentz
v = 1, nos referimos o par (X", g) como uma hipersuperficie tipo-espago de Mnﬂ),
com a conexao de Levi-Civita V.

Neste cenario, escolhemos em »" um campo de vetores N. No que segue, deno-
tamos A como sendo o correspondente operador forma, entdo, para cada p € X", A
restringe a uma aplicacao linear auto-adjunta A, : T,X" — T,%".

Para 0 < r < n, considere S,(p) como sendo uma r-ésima fun¢ao simétrica
elementar sobre os auto-valores de A,; consequentemente temos n fungoes suaves .S, :

¥ — R, tal que

det(tT — [A],) = > (=1)FSt"*,

k=0

onde Sy = 1 por convengao e [A], denota a matriz canonica diagonalizada contendo
os autovalores A1, Ag, ..., A, do operador A,. Se p € X" e ey, €q,..., €, ¢ uma base de
T,X" contendo apenas os auto-vetores de A,, com seus correspondentes auto-valores

A1, A9,y ...y Ay, Observamos que
ST-:O-T(A17A2,...,)\N)7 (]_]_0)

onde 0, € R[X1, Xs, ..., X,] é 0 r-ésimo polinémio simétrico elementar nas inde-
terminadas X1, Xo,..., X,.

Além disso, definamos a r-ésima curvatura média H, de ¢, 0 < r < n, por

(n) H, = €yS, = 0,(enA1, enAa, .. ENA,).
-

Observamos que Hy = 1 e H; é a curvatura média usual H de X",
Para 0 < r < n, definamos a r-ésima transformacao de Newton P, sobre ¥" por

Py = I(o operador identidade) e, para 1 < r < n, via a relagao de recorréncia
P.=€eyS. I —enAP._;. (1.11)
Por indugao, a partir de (1.11) concluimos que
P =€y(Sid — Sp 1A+ S, 9 A% — -+ (=1)"A"), (1.12)

8



e pelo Teorema de Cayley-Hamilton temos P, = 0. Ademais, segue que P, é um
polindmio em A para cada r, também auto-adjunto e comuta com A. Portanto, todas
as bases de T,X" que diagonalizam A em p € ¥" também diagonalizam todos os P,’s
em p. Considere ey, €9, . .., €, um referencial ortonormal sobre 7,2 que diagonaliza A,,

A,(e;) = Ai(p)e;, entdo a partir (1.12) temos
(Pr)pei = €y > @A) A (per (1.13)

11 <i2<...<ip,i; 70

Associado para cada transformagao de Newton P, temos um operador diferencial

linear de segunda ordem L, : C*°(¥") — C>°(X") dado por
L.(h) =tr(P.Hessh). (1.14)

Em particular, Ly = A e, no caso que M tem curvatura seccional constante, Ro-
senberg provou em [80] que L,.h = div(P,Vh), onde div denota o divergente sobre
¥" (recomendamos para os leitores [27] para uma discussdo mais aprofundada sobre
as curvaturas médias de ordem superior, as transformacoes de Newton e operadores
diferenciaveis linearizados).

Além disso, se o0 : I — R denota uma primitiva da funcao warping f, entao a
partir do Lema 4.1 de [13] e Proposicao 4.1 de [12] temos

Lyo(h) = ec.(f'(h)H, + f(h)OH,11), (1.15)

onde ¢, = (n — 7“)(:?) =(r+ 1)(ril).

Para uma fungao suave p : R — R e h € C°°(3"), segue a partir das propriedades

do Hessiano de fungoes que
L.(poh)=¢ (h)L.(h) +¢"(h){P,Vh,Vh). (1.16)

Além disso, observemos que

n

L(f) = tr(P Hess f):Z(PT(VeZVf),eQ

= D (Ve VL Pie) =) (Vi) V) ei) = tr(Hess f o P,),

i=1 i=1
onde ey, es,..., e, € um referencial local ortonormal sobre >". Ademais, temos

n

div(P(Vf)) = Z«%P»(vn,e»+Z<Pr(veiw>,e@-> (1.17)

= (divP,, Vf) + L.(f),

9



onde o divergente de P, sobre X" é dado por

n

divP, = tr(VP,) = Y (Ve P)(e:).

i=1

10



Capitulo 2

Hipersuperficies em produtos warped

Riemannianos

Nesse capitulo apresentamos os resultados referentes ao artigo [24]. Nosso obje-
tivo é estudar a rigidez de hipersuperficies completas imersas em um produto warped

Riemanniano.

2.1 Produtos warped Riemannianos

Seja M"™ uma variedade Riemanniana orientada n-dimensional conexa, I C R um
intervalo e f : I — R uma funcao positiva suave. Na variedade produto diferenciavel
M =IxM " mr e myn» denotam as projecoes sobre os fatores I e M™, respectiva-
mente. Uma classe particular de variedades Riemannianas contendo campos conformes

, . 5 n+1 L
é obtido por M com a métrica

(v, )y = ((T)v, (71)aw) + (f 0 71) () *{(Tagn ) v, (Tarn)sw), (2.1)

para todo p € M e todos v, W € TpMnH, onde J; é um campo de vetores standard
tangente em I. Tais espagos é um caso particular de um produto warped Riemanniano,

. —n+1 ,
e, de agora em diante, escrevemos M = I x; M" para denoté-lo.

Observagao 2.1.1 Para ty € R, orientamos o slice ¥f, = {to} x M™ usando o campo

de vetores normal 0;. De acordo com o exemplo 5.6 de [6] e secio 2 de [12], X} tem

. g ")\ :
uma r-ésima curvatura média H, = — <%) com respeito a Oy.



Se ¢+ ¥" — I Xy M™ é uma imersao Riemanniana, com X" orientada por
um campo de vetores unitario N. Neste caso, vamos considerar naturalmente duas
fungoes particulares sobre ¥, chamadas, a fungdo altura(vertical) h = (7/)|sn € a
fungao angulo © = (N, 9;).

Nao ¢ dificil verificar que o campo gradiente de 7; sobre I x; M™ ¢ dado por
Vr; = (Vr,0,)0, = 0,. (2.2)
Assim, a partir de (3.2) verificamos que o campo gradiente de h sobre X" é
Vh= (V)" =09/ =0, — ON. (2.3)
Em particular, a partir de (3.3) obtemos
IVh]? = (1-6?), (2.4)
onde |.| denota a norma de um campo de vetores sobre ¥".

Observacao 2.1.2 Voltando ao contexto das imersoes Riemannianas em produtos
warped Riemannianos e levando em conta a terminologia estabelecida em [3], dize-
mos que uma hipersuperficie ¢ : X" — I Xy M™ € limitada longe do infinito futuro de
I x ¢ M™ se existe algum t € I tal que

P(X) C {(t,x) € I x; M";t <t}

Analogamente, dizemos que X" € limitada longe do infinito passado de I x ¢ M"

se existe t € I tal que

PY(X) C{(t,x) e I xy M";t > t}.

2.2 Rigidez de hipersuperficies completas em [ x ; M"

Sejam X" uma variedade Riemanniana e P : X(¥") — X(¥") um operador
auto-adjunto. Extendendo a ideia do operador linearizado L, definido em (1.14), con-
sideramos um operador diferencial linear de segunda ordem L : C*(X") — C*(X")

naturalmente associado a P, dado por
Lu = tr(PHessu). (2.5)

A partir do Lema 4.2 de [15], temos o seguinte principio do maximo generalizado
relacionado com o operador P, que é uma extensao do principio do méximo generalizado

de Omori |71] e Yau [91].
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Lema 2.2.1 Seja X" uma variedade Riemanniana completa com curvatura seccional
limitada por baizo, e u € C*(X") uma fungao limitada por cima sobre X™. Se P é
positivo semi-definido e tr(P) € limitado por cima sobre X", entdao existe uma sequéncia

(Pr)ren em X" tal que
lillgnu(pk) = sup u, lilgn IVu(pe)| =0 e limsup Lu(p) <0,
sn k
onde o operador L € dado por (2.5).

No que segue, dizemos que uma hipersuperficie é dita ser two-sided se o fibrado
normal é trivial, isto é, se existe um campo de vetores unitario normal globalmente
definido N.

Vamos enunciar e demonstrar o nosso primeiro resultado deste capitulo.

Teorema 2.2.2 Seja M= X ¢ M™ um produto warped Riemanniano cuja fibra

M™ tem curvatura seccional Ky satisfazendo a condigdo de convergéncia
K 2 sup((f)* = £."). (2.6)

Seja Y + X" — M uma hipersuperficie two-sided completa com a fun¢ao dngulo

O <0 e cuja curvatura seccional Ksn € limitada por baixo tal que

1 ! 2
T (K = (f'(h))7). (2.7)

Suponha que, para algum r € {0,1,...,n— 1}, existem constantes positivas « e 3 tais

Ky, >

que a < H. < B e que uma das sequintes condigoes € satisfeita

/
(i) X" ¢ limitada longe do infinito futuro de M o J}( ) > ]_}H

f/( )S 'I“+1.

(11) X" € limitada longe do infinito passado de M e

Se |Vh| < infyn r“ — J%(h) , entao X" € um slice {t} x M™.

Demonstragao. Defina um operador auto-adjunto P, : X(3") — X(X") por

P.=H,P,.
Para cada p € X", considere um referencial local ortonormal ey, es, ..., e, tal que
Ae; = Nie;. A partir de (1.13) temos que Pe; = Zi1<...<ir i iy -+ - Ni,.. Entdo, para

cada i € {1,2,...,n}, obtemos

(Prei,e;) = (”’) B 3 M) - (e A

r
11 s Ll 20,51 <o
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A partir da equagao de Gauss, temos

Kg(ei, Gj) = K(ei, Gj) + )\ZA]

Além disso, usando mais uma vez a Proposi¢ao 7.42 de [72| obtemos

R(U,V)W = Rya(U*,V*)W* = ((log f)'(h))>((U,W)V = (V,W)U)
— (log f)"(h){W,0,)({U,0)V — (V,0,)U)
— (log f)”(h)((U, W)V, 0p) — (U, 0)(V, W))0,

para campos de vetores arbitrarios U,V,W & MnH, onde U* = (mpymn).U =
U — (U, 0y)0.
Entao, para uma base ortonormal X, Y temos

K(X,)Y) = %KM(X*,Y*)]X*AY*P

— ((log f)'(n))* = (log f)"(h)({(X, V) + (Y, Vh)?).

Desde que | X* AY*|2 =1 — (X, Vh)? — (Y, Vh)?, obtemos

R(X,Y) = f%(h)KM(X*,Y*)(l — (X, Vh)? + (Y, VA)2))
— (Qlog £)(1)? — (log f)"(h) (X, Vh)? + (Y. Vh)?)
1

= WKM(X*Y*) — ((log f)'(n))

1 * * " 2 9
— (g O ) + 08 £/ ) (X, V) 4+, ¥
L (P
= ke = ()

1 c oy JIT )
- (oo + 0

Notemos também que

(h)) ((X,Vh)? 4+ (Y, Vh)?).

)‘iAj = Kg(ei,ej)—f(ei,ej)

= Kg(ei,ej) + (?(h)) — %KM(X*,Y*) +

1 * * " /
+ W(KM(X YO+ (= () ()AX, VR)? + (Y, Vh)?).
Assim, levando em conta a condi¢do de convergéncia (2.6) e a desigualdade (2.7),

obtemos

AN >0,
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para todos i, j € N,7 # j. Portanto,

<Pr6i7 €z’> >0,

e P, é positivo semi-definido. Ademais, desde que H, é limitado sobre ¥, 0 mesmo é

valido para tr(P,) = ¢, H?.

Assuma que X" ¢ limitada longe do infinito futuro de R x; M", isto é, h* =

supys h < 0o. A partir de (1.15) obtemos

o f, r+1
L.o(h) = ¢, f(h)H, (f (h)+© A
Defina o operador L, : C®(¥X") — C*(X") por
Lyu=tr(P,o Hessu).

Consequentemente, considerando o operador L, definido em (2.8), temos

Li(o(h)) = af(h)H; (?<>+C’§T)

A partir do Lema 2.2.1 obtemos uma sequéncia (pg)reny C X" tal que

lim sup £,0((py)) < 0
k

lilgn |Va(h(pr))| = liiﬂ (f (h(pe))IVh(pE)]) = 0,

isto é,
lim [Vh(pe)] = 0.

De fato, suponha que existe uma subsequéncia (px;) de (px) tal que

|Vh(pkj)| Z c> 07

(2.10)

(2.11)

para todo 5 € N. Entao, para cada € > 0, existe jo € N tal que j > j, implica que

F(h(pr;)) IV (i, )| < ce = cf (hpry)) < ce = f(h(pr,)) <,

isto é,

1i§n f(h(px,)) = 0.

15
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Por outro lado, considerando uma subsequéncia, temos

0< f(Slj}P h(pk,)) = f(h}m h(px,)) = li]m f(h(p,)). (2.13)

Assim, a partir de (2.12) e (2.13) chegamos a uma contradigao.

Assim, assumindo que © < 0 e desde que limy |Vh(py)| = 0, obtemos que
lim;, ©(py) = —1.

Observamos também que

E supnt,)) = L i, )) = tin L 0o, ).

Entao, assumindo (i) obtemos

. H, . H, . f
lim(—0) (pr, ) =7 (p,) = lim == (px,) < Tim == (h(pr,)).

Além disso, usando (2.9) obtemos

et (2, £0(p)) 1 (S0 - ) <00 2y
Por outro lado, supondo que Hﬁ—jl < fT/(h), concluimos que
et (20 £0)) 1 (S0, ) = T2 ) 200 (2s)

Além disso, sabemos que 0 < a? < H? < %] temos

h?l (7 (pr;) f (W(pr,))) > 0.

Entao, a partir de (2.14) e (2.15) concluimos que

i (%57 ) - L0, )) =0

. Hr 1 fl
”%f< 1 _T(h)> -

Assim, tendo em conta a construgao sobre |Vh|, concluimos que X" deve ser um slice.

e, consequentemente,

De forma similar, no caso que 3" ¢é limitada longe do infinito passado de M e

[

(h) < % obtemos também que

. HT—H fl o
1121)f< T 7(h)> =0,

o que significa que X" é um slice. =

Observacgao 2.2.3 Vemos que as desigualdades diferenciais que estamos assumindo
nos itens (i) e (it) do Teorema 2.2.2 sao, de fato, desigualdades de compara¢ao natural

entre as r-ésimas curvaturas médias, sem exigir que essas curvaturas sejam constantes.
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2.3 Um critério de parabolicidade

Dizemos que uma variedade Riemanniana nao compacta é dita ser parabolica se
nao admite uma fungao positiva superharmonica nao constante. Por outro lado, dadas
duas variedades Riemannianas (X, g) e (X', ¢'), um difeomorfismo 1 a partir de ¥ sobre

Y é chamado uma quase-isometria se existe uma constante ¢ > 1 tal que
C_1|U|g < |dy(v)ly < cfv]g

para todo v € T,3,p € ¥. A partir do Teorema 1 de [55] (ver também o Corolario 5.3
de [51]), temos o seguinte
As formulas citadas no seguinte Lema sao de Alias, Impera and Rigoli confira

Proposi¢ao 6 e Corolario 28 de [12].

Lema 2.3.1 Seja X" uma hipersurpeficie em um produto warped I x ¢ M™ com fungao

altura h e considere

(1) = /t:f(s)ds-

Entao,
W, )
Lolh) = gy (erHy = (BVR V) + 0 ©, (2.16)
Log(h) = e, f(h) (";EZ))H+@H) (2.17)

Além disso, se © denota a func¢ao dngulo de X" e suponha que a fibra de M"™ tem

curvatura seccional constante k, entao

L.(f(h)®) = — <r _T_ 1)f(h) (Vh,VH, 1) —c.f'(h)H,i1 (2.18)
—f(WOMH Hriy — (n— 1 — 1)H, 1)

k()
FmE )

A seguir apresentamos um Lema auxiliar

s ( ) I VhPH, = (P51, V0)

Lema 2.3.2 Seja (3, 9) e (¥, ¢') duas variedades Riemannianas. Se ¥ e ¥/ sao quase

isométricas, entao X e X' sao parabdlicas ou nao simultanemante.
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Dada uma hipersuperficie completa two-sided X" imersa em um produto warped
I x ¢ M"™, no préximo resultado usaremos o Lema 2.3.2 afim de proporcionar condigoes
suficientes para garantir que X" é parabolica. A prova segue de forma similar ao

Teorema 4.4 de [77].

Proposicao 2.3.3 Seja X" uma hipersuperficie completa two-sided imersa em um pro-
duto warped M =1 x # M™ cuja fibra M™ tem cobertura universal parabdlica. Se a

fungao dngulo © € limitada longe do zero e a restrigao f(h) para X" satisfaz
(a) sup f(h) < 400 e
(b) inf f(h) > 0,
entao X" € parabolica.
Demonstragao. Inicialmente observemos que a seguinte aplicagao
mi=myox: X" — M,

é um difeomorfismo local, onde 7, denota a projecao sobre M".
Por outro lado, dados p € ¥ e v € T,%", temos da métrica (2.1) e equacao (2.3),

que

(v,0) = (v, VR)* (7} (84), 71 (D0)) + f(R)*(dm(v), dm(v)) (2.19)
= (v, VRh)> + f(h)*{dr(v), dx(v))ur,

e consequentemente, obtemos a seguinte desigualdade
(v,v) > f(h)*{dr(v),dn(v)).
A partir de outras hipoteses,
(v,v) > ey {dm(v),dr(v))ar, (2.20)

onde ¢; = min{inf f(h)?,1}.

Por outro lado, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos
(v, VRh)? < (Vh, Vh)(v,0),
entdo, a partir de (2.19) obtemos
(v,0) < (Vh, VR)(v,v) + f(h)*(dr(v), dm(v)) .
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Assim, a partir da equagao (2.4) obtemos
(v,v)0* < f(h)*{dr(v),dr(v)) - (2.21)
Desde que assumimos que a funcao angulo de X é limitada longe do zero, temos que,
O] > 5 >0, (2.22)

para alguma constante 5 > 0.

Entéao, a partir (2.21) e (2.22), obtemos

(v,v) < eo(dm(v),dm(v))ar, (2.23)

sup f(h)
inf ©2
que a partir do Lema 3.3 do Capitulo 7 de [40] que 7 é uma aplicagao cobertura.

onde ¢, = max {1, } e, consequentemente, como X" é completa concluimos

Portanto, a partir das desigualdades (2.20), (2.23) e (2.22) concluimos que
cr{dm(v),dr(v))y < (v,0) < co{dm(v),dm(v)) .

uma vez que ¢; < 1 < ¢y, consideremos uma constante ¢ > 1 suficientemente grande
para que

¢ Hdr(v),dn(v))yr < (v,0) < cldr(v), dr(v))ar, (2.24)

mostrando que 7 é uma quase-isometria entre X" e M"™.

Agora, seja 3. uma cobertura Riemanniana universal " com projecao 7y : I
>". Entao, a aplicacao myp = mo 7y : > — M é uma aplicagao cobertura. Agora, se
M é uma cobertura Riemanniana universal de M com projecao T : M — M , entao
existe um difeomorfismo ¢ : > — M tal que T o ¢ = my. Além disso, a partir de (2.24)
nao ¢ dificil verificar que ¢ é uma quase-isometria. Portanto, desde que a cobertura
Riemanniana universal de M é parabolica, segue a partir do Lema 2.3.2 que a cobertura
Riemanniana unversal de >" é parabdlica e, assim, X" deve ser também parabodlica. m

Um caso particular da Proposi¢ao 2.3.3 é onde a funcao warping é identicamente
um, isto é, o espaco ambiente é justamente o espaco produto I x M™. Neste caso,

obtemos o seguinte

Corolario 2.3.4 Seja X" uma hipersuperficie completa two-sided imersa em um pro-
duto warped M =1 x M7 cuja fibra M™ tem cobertura universal parabolica. Se a

funcao dngulo € limitada longe do zero, entao X" € parabdlica.
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2.4 Resultados de unicidade

Esta secao ¢ dedicada a obter resultados de singularidade como aplicacao do
nosso critério de parabolicidade previamente apresentado. No que segue, uma regiao
limitada [t1,ts] x M™ = {(t,q) € I xy M" :t; <t <t} é chamada um slab de um
produto warped I x ¢ M™.

Teorema 2.4.1 Seja M= I'x M™ um produto warped cuja fibra M"™ tem covertura
universal parabolica e seja x : X" — M uma hipersuperficie completa two-sided

contida em um slab de """ . Se a funcao dngulo © de X" satisfaz —1 <0 < —f < 0,

para alguma constante 3 > 0, e

0<m< i (2.25)

entao X" € um slice.

Demonstracao. A partir da equacao (2.17) do Lema 2.3.1 e (2.25) temos

Ag(h) = n(f'(h) + F(R)HO) > n(F'(h) — F()H) (2.26)
oN
i) (i ) 20

Supondo que M™ tem cobertura universal parabodlica, a partir da Propositi-
¢ao 2.3.3 segue que X" ¢é parabolica. Por outro lado, assumindo que X" esta contida
em um slab de M”H, garantimos que g(h) é limitada. Consequentemente, a partir de
(2.26) obtemos que g(h) é consante. Portanto, desde que ¢’'(h) = f(h) > 0, a fungao
altura h é também constante e, assim, X" é um slice de .

Quando o espago ambiente é justamente o espago produto, temos

Teorema 2.4.2 Seja M =Ix M" um produto warped cuja fibra M™ tem cobertura

. L. R —n—+1 . L. .
unwversal parabolica e seja x @ X" — M uma hipersuperficie completa two-sided
—n

contida em um slab de M. Se a fungao dngulo © satisfaz —1 <O < —f3 < 0, para
alguma constante > 0 e a fungao curvatura média H nao muda de sinal sobre X",

entao X" € um slice.
Demonstracao. A partir da equagao (2.16) do Lema 2.3.1, obtemos
Ah =nH®O. (2.27)

Como O é limitado longe do zero e H nao muda de sinal sobre >", podemos ver que Ah

também nao muda de sinal sobre ¥". Por outro lado, supondo também que M" tem
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cobertura universal parabolica, segue a partir do Corolério 2.3.4 que X" é parabdlica.

——n+1

Consequentemente, levando em conta que X" estd contida em um slab de M, a

partir de (2.27) obtemos que h é constante sobre X". Portanto, X" deve ser um slice
de M'rz—i—l

Como foi mencionado na introducao, Montiel [68] estudou hipersuperficies com-
pactas em um produto warped R x; M, cujo tensor curvatura de Ricci da fibra M"

satisfaz a seguinte condicao de convergéncia

Ricyr > (n—1) s%p(f'2 — ¢ Y me (2.28)

Mais tarde, Alias e Dajczer [13| extenderam os resultados de Montiel 68| para o con-
texto de hipersuperficies completas. Procedendo nesta tematica, vamos aplicar o nosso
critério de parabolicidade nesta ordem para obter os proximos resultados

Teorema 2.4.3 Seja M =1 X ¢ M™ um produto warped cuja fibra M"™ tem cobertura
universal parabdlica e a curvatura de Ricci satisfazendo a condi¢ao de convergéncia
(2.28), e seja x = X" — M uma hipersuperficie completa two-sided com curvatura
média constante H e contida em um slab de M. Se a fungao dngulo © de X" satisfaz

-1 <06 < -8 <0, para alguma constante B > 0, entao X" € totalmente umbilica.

Além disso, se a desigualdade (2.28) € estrita, entdo X" é um slice de M

Demonstragao. Consideremos a fungao suave ¢ : X" — R dada por

o(p) = f(h(p)O(p) + Hg(h(p)). (2.29)

Usando o Lema 2.3.1, a partir de (2.29) temos que
Adp=—f(h)O (Ricy (N*, N*) + (n — 1)(log f)"|VA]> + |A]* = nH?). (2.30)

Levando em conta (2.28), e desde que © é negativo sobre ¥", a partir de (2.30)
concluimos que ¢ é uma fungao subharménica. Como X" esta contida em um slab de

M eH 6 constante, obtemos que ¢ é limitada sobre ¥". Mas, como M" tem co-

bertura universal parabodlica, a Propositicao 2.3.3 garante que »" é parabdlica. Assim,

temos que ¢ deve ser constante sobre ¥.". Voltando a equagao (2.30), temos
f(R)© (Ricar(N*, N*) + (n — 1)(log f)"|Vh[* + |A]* — nH?) = 0.
Desde que —1 < © < —f < 0, para alguma constante 5 > 0, obtemos
Ricy (N*, N*) 4 (n — 1)(log f)"|Vh|* + |A|* — nH? = 0.
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Consequentemente, temos

|A]? = nH? =0 (2.31)

Ricy (N*, N*) + (n — 1)(log f)"|Vh|* = 0. (2.32)

A igualdade em (2.31) assegura que X" é totalmente umbilica. Finalmente,
quando a desigualdade (2.28) é estrita, a equacao (2.32) implica que N*(p) = 0 em
qualquer p € X", isto é, Vh = 0 sobre X" e, assim, X" é um slice de M

Como uma primeira consequéncia do Teorema 2.4.3, obtemos
Corolario 2.4.4 Seja M =1 X ¢ M™ um produto warped cuja fibra M" tem cober-
tura universal parabdlica e curvatura de Ricci satisfazendo a condi¢ ao de convergéncia
(2.28), e seja x : X" — M uma hipersuperficie completa two-sided com curvatura
média constante H e contida em um slab de M. Se a func¢ao dngulo © de X" satisfaz

—1 <O < -3 <0, para alguma constante > 0, entao X" € totalmente umbilica.

Além disso, se a fun¢ao warping f € mondtona estrita sobre X", entao X" € um slice
—n+1

de M .

Demonstragao. A partir do Teorema 2.4.3, temos que X" é totalmente umbilica e
que a fungdo ¢ definida em (2.29) é constante. Por outro lado, um célculo simples
garante que

Vo = —f(h)A(VR) + f'(h)OVh + Hf(h)Vh. (2.33)

Entao, como © tem sinal estrito, segue a partir de (2.33) que f’(h)Vh = 0. Portanto,
assumindo que f é monoétona estrita sobre X", concluimos que Vh é identicamente
nulo, assim, %" é um slice de M

De acordo com o Corolario 9.107 de [28], M= X s M"™ & Einstein com

Ric =¢(, ), ¢ € R se, e somente se, a fibra M™ tem curvatura de Ricci constante ¢ e a

funcao warping f satisfaz as equacgoes diferenciais

e cn—1) _c— (-1

and =

f n n /?

Em particular, temos que (n — 1)((f")*> — ff") = ¢ = constant e que M satisfaz a

condigao de convergéncia (2.28), com Ricyr = ¢(, Yar = (n — D((f)2 = f "), )
Levando em conta digressao anterior, a partir do Teorema 2.4.1 e Corolario 2.4.4

obtemos
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Corolario 2.4.5 Seja M= I'xy M™ um produto warped Einstein cuja fibra M™ tem
cobertura universal parabolica e seja x : X" — M uma hipersuperficie completa two-
sided com curvatura média constante H e contida em um slab de M. Se a funcgao
dngulo © de X" satisfaz —1 < © < —f < 0, para alguma constante 5 > 0, entao X" é

totalmente umbilica. Além disso, se a fun¢ao warping f € mondtona estrita, entdo X"

B . —n—+1
é um slice de M~ .

Raciocinio analogo ao Teorema 2.4.2, obtemos também que

Teorema 2.4.6 Seja M =T X ¢ M™ um produto warped cuja fibra M"™ tem cober-
tura universal parabolica e curvatura de Ricci satisfazendo a condigao de convergén-
cia (2.28), e seja x : X" — M uma hipersuperficie completa two-sided contida em
um slab de M e com curvatura média constante H tal que f'(h)H < 0. Se a fun¢ao
dngulo © de X" satisfaz —1 < © < —f < 0, para alguma constante 5 > 0, entdao " é
totalemente geodésica. Além disso, se a desigualdade (2.28) € estrita, entdo X" é um

slice {to} x M™, com f'(ty) = 0.
Demonstracgao. A partir do Lema 2.3.1 temos

A(f(1)O) = —F(1)® (Ricar(N*, N*) + (n — 1)(log )" (h) VA + | A=) — nH f'(h)
(2.34)
Usando a hipotese f'(h)H < 0 e a condi¢ao de convergéncia (2.28), a partir de (2.34)

concluimos que
A(f(h)©) = 0.

Como X" esta contida em um slab de WH, temos que f(h)O ¢é limitado sobre ™.
Por outro lado, a partir da Proposicao 2.3.3 obtemos também que X" é parabdlica.
Consequentemente, a fungao f(h)O é, de fato, constante sobre ¥". Portanto, a partir
de (2.34) concluimos que |A| é identicamente nulo e, assim, %™ é totalmente geodésica.

Além disso, a partir da igualdade (2.34) obtemos também que Ricy (N*, N*) +
(n—1)(log f)"|Vh|?> = 0 sobre ™. Em cada ponto, assumindo que a desigualdade (2.28)
¢ estrita, podemos raciocinar como na ultima parte do Teorema 2.4.3 para concluir que
¥ é um slice {to} x M™, com f'(tp) =0. =

Seguindo as ideias do Corolario 2.4.5, obtemos

Corolario 2.4.7 Seja M =T X ¢ M™ um produto warped Einstein cuja fibra M™

. P . —n+1 . ..
tem cobertura universal parabdlica e seja x : X" — M uma hipersuperficie completa
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two-sided contida em um slab de M""" e com curvatura média constante H satisfazendo
f'(h)H < 0. Se a fungio dngulo © de 3" satisfaz —1 < © < —f < 0, para alguma
constante > 0, entao X" € totalmente geodésica. Além disso, se a fun¢ao f'(h) nao
muda de sinal sobre X", entaoX™ é um slice {to} x M"™, com f'(to) = 0.

Demonstragao. A partir do Teorema 2.4.3, temos que X" é totalmente geodésica.

Assim, a partir da equagao (2.17) obtemos

Portanto, o resultado segue como na tltima parte da demonstragao do Teorema 2.4.1.
]
O proximo Lema ¢é justamente uma consequéncia de uma extensao mais geral de

um Teorema do tipo Liouville devido a Yau [91].

Lema 2.4.8 Somente as fungoes semi-limitadas harmoénica definidas sobre uma vari-
edade Riemanniana completa n-dimensional que tem curvatura de Ricci nao negativa

sao as constantes.

Voltando a nossa tematica, vamos usar o Lema anterior para obter o seguinte

resultado

Teorema 2.4.9 Seja M = Ix M™ um produto warped cuja fibra M™ tem curvatura

. ~ . . - . —n+1
seccional nao negativa e cobertura universal parabolica, e seja x : X" — M uma

hipersuperficie completa two-sided contida em um semi-espago determinado por um
slice de M e com curvatura média constante H. Se a fungao angulo © de X"

satisfaz —1 < © < —f < 0, para alguma constante > 0, entdo X" € um slice de
—n+1

M

Demonstragao. Tendo em conta que H é constante juntamente com a nossa restri¢ao

sobre ©, a partir do Lema 2.3.1 temos
A® = —O(Ricy (N*, N*) + |A]*) > 0. (2.35)

Aplicando a Proposigao 2.3.3 para garantir que ¥" é parabélica, segue que O é constante
sobre X" e, voltando para (2.35) obtemos que |A| é identicamente nulo, isto é, X" é

totalmente geodésica.
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Pro outro lado, denotando por X* = X — (X,0,)0, e Ef = E; — (E;,0;)0; as
projecoes ortogonais dos campos de vetores tangentes X e F; sobre as fibras M", res-
pectivamente, nao é dificil ver que a partir da equacao de Gauss temos que a curvatura

de Ricci Ricy, de X é tal que

Ricy (X, X) = ZU_?(X, E)X, E;) = ZKM(X*>E§)(<X*>X*><E§3EZ‘> — (X", E)?)

= " KX EDIX A B, (2:36)

onde R é o tensor curvatura de M e K u denota a curvatura seccional de M™. Entao,
assumindo que K, é nao negativa, a partir de (4.13) obtemos que Ricy, é também nao
negativo. Desde que X" esta contido em um semi-espaco determinado por um slice de
Wnﬂ, segue que h é semi-limitado. Como X" é totalmente geodésico, a partir de (2.27)
obtemos também que h é uma funcao harmonica. Portanto, a partir do Lema 2.4.8
concluimos que h é constante e, assim, ¥" é um slice (totalmente geodésico) de M
[ |

Fechamos esta se¢ao observando que a partir do Teorema 2.4.9 obtemos o seguinte

semi-espaco que resulta do espaco Euclidiano R?

Corolario 2.4.10 Somente as superficies completas imersas em um semi-espa¢o de
R3 determinada por um plano a*, tendo curvarura média constantee cujo fecho da
imagem da aplicagcdo de Gauss estd em um hemisfério aberto de S* C R?® determinado

por um vetor unitdrio a, sao justamente os planos ortogonais para a.

2.5 Extensoes para curvaturas médias de ordem su-

perior

Nesta secao apresentamos alguns resultados para o caso das curvaturas médias de
ordem superior. No que segue, dizemos que o r-ésimo operador de Newton P, é limitado
por cima, se é limitado no sentido de formas quadraticas ou, equivalentemente, se existe

alguma constante positiva « tal que
P, <al, (2.37)

onde I denota o operador identidade.
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Teorema 2.5.1 Seja M= Ix M" um produto warped cuja fibra M™ tem cobertura

unwversal parabolica e seja x : X" — M uma hipersuperficie completa two-sided

contida em um slab de M. Se a funcao dngulo © de X" € limitada longe do zero,

H,.1 nao muda de sinal sobre X" e P, é limitado por cima, para algum 0 <r <n—1,
~ . . = n+1

entao X" € um slice de M~ .

Demonstragao. Como P, satisfaz a desigualdade (2.37), nao é dificil verificar que
aA§ > L€, (2.38)

para alguma constante positiva « e todo & € C*(M).

Entao, a partir da equagdo (2.16) do Lema 2.3.1 obtemos
nalAh > L.(h) = ¢, H,10.

Assim, desde que H,,; e ® nao muda de sinal sobre 3", temos que Ah também nao
muda de sinal sobre »". Portanto, como M"™ tem cobertura universal paraboélica e X"
estd em um slab de Mnﬂ, podemos raciocinar como nos Teoremas da secao anterior
para concluir que h é constante e, assim, X" deve ser um slice de M

Agora obtemos o seguinte
Teorema 2.5.2 Seja M = I'x ¢ M™ um produto warped cuja fibra M™ tem cobertura
universal parabolica e seja x : X" — M uma hiperspuperficie completa two-sided

contida em um slab de M. Se a funcao dngulo © de X" satisfaz —1 <O < - <0,

para alguma constante 8 > 0, P, € limitado por cima, para algum 0 <r <n—1, e

/
h
0 S HT+1 S LHT;

f(h)

~ . . ——n+1
entao X" € um slice de M~ .

Demonstragao. A partir das equagoes (2.17) e (2.38) obtemos

f'(h) f'(h)
f(h) f(h)

Como X" esta contida em um slab, temos que g(h) é limitada. Portanto, a Proposi-

nadg(h) > L(g(h) = e, f(h) ( HT+@HT+1) > crf<h>( i, —Hr+1) > 0.

¢ao 2.3.3 garante que g(h) é constante e, consequentemente, ¥ é um slice de .
]
De acordo com [48], para p € X", definimos o espago de nulidade relativa N (p)
de X™ em p por
Np) ={veT,X; v e ker(4y)},
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onde ker(A4,) denota o nicleo de A,. O indide de nulidade relativa n(p) de X" em p é
a dimensao de N (p), isto é,

n(p) = dim (N (p)) .

Entao, o inidice de nulidade relativa minima ny de ¥" é definida por

7o = mmin n(p).

Nesta configuracao, obtemos a seguinte estimativa para 7;.

Teorema 2.5.3 Seja M = I'xy M™ um produto warped cuja fibra M™ tem cobertura
universal parabolica com curvatura seccinal constante k e fun¢ao warping satisfazendo
a condigao convergéncia (2.33), e seja x : X" — M uma hipersuperficie completa
two-sided com r- "sima curvatura média constante H, e contida em um slab de m
Se a func¢ao dngulo © de X" satisfaz —1 < © < —f < 0, para alguma constante > 0,
f'(h) <0, P._q € limitada por cima e Hy, Hy, ..., H,41 > 0, entdo o indice de nulidade

relativa minimal ny de X" € pelo menos n — (r — 1).

Demonstragao. Assumindo o fato que H, é constante, a partir da equagao (2.18) do

Lema 2.3.1, temos

Desde que Hy, Hs, ..., H,.1 > 0, a Propositi¢ao 2.2 de [42]| garante que

1 1
>...> H; > H|.

N o)

H, > H.
Entao, nao é dificil verificar que
r—1

1 1
HT—IHT‘? - Hr = Hr; (Hr—l - H?”T) > 0.

Além disso,

nH,H, — THT"‘ > nHrl" —rH," =(n-— T)Hrl" > (n—r)H.1.
Entao,

nH\H, — (n—7r)H,+1 > rH, > 0. (2.40)
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A partir da hipétese H; > 0, para todo j = 1,2,...,r + 1, temos que F; sao

positivos semi-definidos, para todo j =1,2,...,r + 1. Entao,
(P._1Vh,Vh) < tr(P._1)|Vh|* = ¢,_1H,_1|Vh|*.

Consequentemente,

\Vh|*c,_1H,_y — (P,_yVh,Vh) > 0. (2.41)

Assim, usando as desigualdades (2.40) e (2.41), concluimos que
L.1(f(h)©®) > 0. (2.42)
Como P,_; é limitado por cima, a partir de (2.38) e (2.42) obtemos
nal(f(h)©) = L.(f(h)©) = 0.

Assumindo que M"™ tem cobertura universal parabdlica e que X" estd em um
slab do espago ambiente, concluimos que f(h)© é constante. Portanto por (2.39)
segue que nHyH, — (n — r)H,41 = 0 sobre ¥". Agora voltando a (2.40) obtemos que
H, = H,,; = 0 sobre ¥". Portanto, podemos aplicar a Proposi¢ao 1 de [39] para
concluir que H; = 0 para todo j > r e, assim, temos que g >n—(r—1). m

Levando em conta mais uma vez a digressao feita antes do Corolario 2.4.7, a

partir do Teorema 2.5.3 obtemos a seguinte consequéncia

Corolario 2.5.4 Seja M =1 X5 M™ um produto warped Einstein cuja fibra M™
tem cobertura universal parabolica com curvatura seccional constante k e seja x : X" —
M uma hipersuperficie completa two-sided com r-ésima curvatura média constante
H, e contida slab de M Sea fungao dngulo © de X" satisfaz —1 <O < —3 < 0,
para alguma constante 5 > 0, f'(h) <0, P,_y € limitada por cima e Hy, Hy, ..., H. 1 >

0, entao o indice de nulidade relativa minimal ny de " é pelo menos n — (r — 1).
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Capitulo 3

Hipersuperficies tipo-espaco em um

espaco-tempo GRW

Neste capitulo, apresentamos os resultados referentes ao artigo [25]. Nosso obje-

tivo ¢é estudar a unicidade e rigidez de hipersuperficies tipo espago em um espago-tempo

GRW.

3.1 Espacos-tempo GRW

Agora, seja M™ uma variedade Riemanniana orientada n-dimensional conexa,

I C R um intervalo e f : I — R uma fungao positiva suave. Na variedade produto
. .. ——n+1 n C o~ n
diferenciavel M =1 x M™, w; e mp» denotam as projegoes sobre os fatores I e M",
respectivamente. Uma classe particular de variedades semi-Riemannianas contendo

2 . w5 n+1 L.
campos conformes é obtido por M~ com a métrica

(v, W)y = —((m)v, (m1)aw) + (f o 71) () {(Tarn v, (Tarn)sw), (3.1)

para todo p € M e todos v,w € Tpﬁnﬂ, onde J; é um campo de vetores stan-
dard tangente em I. Tais espagos é um caso particular de um produto warped semi-

. . . —n+1 .
Riemanniano, e, de agora em diante, escrevemos M~ = —I x; M™ para denoté-lo.

Observacao 3.1.1 De acordo com a terminologia estabelecida em [17], dizemos que

M ¢ um Robertson-Walker generalizado (GRW) espago tempo. Quando a fibra

. —n+1 . L.
M"™ tem curvatura seccional constante, M € chamada na literatura matemdtica de



Robertson-Walker (RW) espago tempo, em motivag¢io ao fato que, para n = 3, € exa-
tamente a solugcao das equagoes de campos de Einstein (confira por exemplo o capitulo
12 de [72]). Neste caso, dizemos que N € a aplicagao de Gauss de X" apontando para

o futuro.

Observagao 3.1.2 Para ty € R, orientamos o slice ¥}, = {to} x M™ usando o campo

de vetores normal 0;. De acordo com o exemplo 5.6 de [6] e segio 2 de [12], X} tem

f'(to)
f(to)

,
uma r-ésima curvatura média H, = ( ) com respeito a 0.

Se ¢ : ¥ — —I xy M™ é uma imersao Riemanniana, com X" orientada por
um campo de vetores unitario N. Neste caso, vamos considerar naturalmente duas
fungoes particulares sobre ¥, chamadas, a fungdo altura(vertical) h = (7/)|sn € a
fungao angulo © = (N, 9;).

Nao ¢ dificil verificar que o campo gradiente de 7 sobre eI x; M™ é dado por
V= —(Vrr,0,)0, = —0;. (3.2)
Assim, a partir de (3.2) verificamos que o campo gradiente de h sobre X" é
Vh=(Vr)" = -0, = -0, — ON. (3.3)
Em particular, a partir de (3.3) obtemos
|Vh|? = —(1 — ©?), (3.4)

onde |.| denota a norma de um campo de vetores sobre X",
No que segue, motivado pela observacao anterior, vamos assumir que a orientacao

N da hipersuperficie tipo-espaco ¢ : X" — —I x ;M™ é tal que a funcao angulo satisfaz

o< -1

Observacao 3.1.3 Voltando ao contexto das imersoes Riemannianas em produtos
warped Lorentzianos e levando em conta a terminologia estabelecida em [3], dizemos
que uma hipersuperficie ¢ : X" — —1 x5 M"™ € limitada longe do infinito futuro de
—1I x ¢ M™ se existe algum t € I tal que

P(E) C{(t,x) € =1 x; M™;t <t}

Analogamente, dizemos que X" € limitada longe do infinito passado de —1I x ¢ M"

se existe t € I tal que
V() C{(t,x) € =1 xy M™t >t}
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3.2 Unicidade de hipersuperficie tipo-espaco em um

espago-tempo GRW

Considerando o contexo descrito na secao anterior, enunciaremos e demonstra-
remos o nosso primeiro resultado de unicidade de hipersuperficies tipo-espaco imersas
em um espaco-tempo GRW.

Teorema 3.2.1 Seja M= X ¢ M™ um espago-tempo GRW cuja fibra M"™ tem

curvatura seccional Ky satisfazendo a condi¢ao de convergéncia
K 2 sup(£f7 = (f)7). (3.5)

Seja ) : X" — M uma hipersuperficie completa tipo-espago com curvatura seccional
Ksn limitada por baizo e tal que
f//

Ksn < T(h)' (3.6)

Suponha que, para algum r € {0,1,...,n— 1}, a futura r-ésima curvatura média € tal
que o < H, < (3, para algumas constantes positivas o e 3, e que uma das sequintes

condigoes € satisfeita

(i) X" ¢é limitada longe do infinito futuro de M e fTI(h) < Hﬁjl.

(11) X" € limitada longe do infinito passado de M e fTI(h) > H[{tl

Se [Vh| < infyn Hﬁ—:l - fTI(h) , entao X" € um slice {t} x M™.

Demonstragao. Defina um operador auto-adjunto P, : X(3") — X(X") por
P, = H,P,.

Para cada p € X", consideramos um referencial local ortonormal e, es, ..., e, tal
que Ae; = \;e;. A partir de (1.13) temos que Pre; = (—1)" Zi1<i2<”_<ihij# Aig Nig -+ - i €5

Entao, para cada i € {1,2,...,n}, obtemos

P = (") R ) Qi i) i) - i )

i1 <ig <. <ip, 170,51 <j2 <...<jr

Por outro lado, a partir da equacao de Gauss obtemos
KZn (Gi, ej) = K(@Z‘, ej) - /\i)‘ja (37)
onde Ks» e K s@o as curvaturas seccionais de " e Mnﬂ, respectivamente.
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Usando a relagao geral entre o tensor curvatura de um produto warped e os
tensores curvaturas da base e da fibra(confira Proposigao 7.42 de [72]; ver também a

equagao (6.6) de [13]|) obtemos

R(U,V)W = Ram(U*, V)W* + ((log f)'(h))*({U, W)V —(V,W)U)
— (log /)" (h)(W, 0i)((U, 0)V — (V, 0,)U) (3.8)
— (log f)”(h)((U, W)V, 0:) — (U, 0)(V,W))0,

para campos de vetores arbitrarios U,V,W € Mnﬂ, onde U* = (myn).U = U +
U, 0;)0;. Entao, para uma base ortonormal X,Y de um 2-plano tangente sobre X", a
p p g

equagao (3.8) nos da

R(X,Y) — f% (XY A
+ ((log ) (M)*((X, X)(Y,Y) = (Y, X)(X,Y))
— (log f)”(h X, 0)((X,0)(Y,Y) = (Y,0,)(X,Y)) (3.9)
( )

— (log f)// (Y,0) — (X, 00)(Y, X))(0,Y)

)

)

= K (XY X AY P + ((log f) (1)
) )

—~~

(X, X

f2(h)
= (log f)"(h)((X,00)* + (Y, 0,)*).

Desde que Vh = -9, = —9; — ©ON, temos que
(X,0,)> = (X,—Vh —ON)?> = (X,Vh)> (3.10)
Além disso,

[XTAYTP = [ XPYP - (XY
L X XYY YY) — (XY
= (1+(X,9)*) (1 + (Y, 0)%) — (X, 0,)%(Y, 0)? (3.11)
= 1+(X,0)* +(Y,0,)*
= 1+ (X,Vh)* + (Y, Vh)>.
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Consequentemente, inserindo (3.10) e (3.11) sobre (3.9) obtemos

R(X.Y) = %mx*, Y*)(1+ (X, Vh)2 + (¥, VIY?) + ((log ) (h)?
- (og (. VRY 1 (Y, VhY)

= oY)+ (o ) () + (312

# (oK (XY — o 1)) ) (0917 + (.9

B v (L)
ED) <X’Y)+(f(h>) !
b (X Y) = 117 ()X, A2+ (7. 9,

Assumindo agora a condi¢ao de convergéncia (3.5), a partir (3.12) deduzimos a se-

guinte desigualdade

K(X,Y)> fTN(h) (3.13)
Entao, a partir (3.7) e (3.13) temos
N = K (e, ej) — Kx(e;, e;) > fTH( ) — Kx(eie;). (3.14)

Consequentemente, a partir de (3.6) e (3.14) temos
)\1)\]20 ,Vi,je{l,Q,...,n},i#]’.

Assim,

(Precr) = (”) SO A) - (g ) > 0. (3.15)

r
Portanto, a partir de (3.15) concluimos que P, é positivo semi-definido. Além disso,
H, ¢ limitado sobre ", 0 mesmo vale para tr(P,) = ¢, H?, onde ¢, = (n —r)("). Por

outro lado, a partir de (1.15) temos que

Leo(h) = cof 1) (-0~ L)1) (3.16)
Dai, a partir de (3.16) e (2.8) obtemos
£otot) = ef( a2 (-0 - L ). (3.17)
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Agora, suponha que »" é limitada longe do infinito futuro de M Assim, pelo Lema

2.2.1 obtemos uma sequéncia (py)reny C X" tal que

fim sup L, (o(h(pr))) < 0.

Logo, a partir de (3.17) e (3.18) temos

i () 2(00) (=000 220 — L0 ) <0
lim [Vo (h(px))| = lim (f (h(pe)) VA (p)]) = 0.
Note que
lim [Vh(p)| = 0.
e dai,

lilgn O(pr) = —1.

Observamos também que
Esuphon)) = -t i) = tim % b, )

Entao, assumindo (i) obtemos

A partir (3.19) temos que

e hjm (Hf(pkj>f<h<pk]))) li]m (HI_}_:l (pkj) - fTI(h(pkg») <0.

Por outro lado, supondo que 2zt > f—/(h), concluimos que

Cr 11;!11 (H?(p,) f(h(pr,))) 11?1

Além disso, sabemos que 0 < o? < H? < 32, temos

Entao, a partir de (3.21) e (3.22) concluimos que

im (%57 )~ 20 ) =0
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e, consequentemente,

. H., f
1%f< Hj —7(/1)) =0.

' . ) . —n+1
Portanto, 0 < |Vh| < infy, <HT+1 f7(h)> — 0 e, assim, X" é um slice de M
o P —n+1

Resta considerar o caso que X" é limitada longe do infinito passado de M n+
Conforme foi feito antes, usando mais uma vez o Lema 2.2.1, obtemos uma sequéncia

(pr,) C X" tal que

et (2, ) bl ) i () = 1)) 2 0

Por outro lado, temos

et (20, ) 1))t (55220~ -0 ) ) < 0
Assim
h;“ﬂ (H?Z () f (h(pxy))) > 0,
entao
i (2 ,) = ) ) 0.
e, dai,

! H
n f( ) r+1 —0.
2\ f H,
Portanto, como no caso anterior, também concluimos que " deve ser um slice de
Mn-i-l
A partir da equagao (1.17), concluimos que o operador L, é eliptico se, e somente

se, P, é positivo definido. Observemos que Ly = A é sempre eliptico. O préximo Lema

da uma condi¢do geométrica que garante a elipticidade de L;( confira o Lema 3.2 de

[13])

Lema 3.2.2 Seja v : X" — M uma hipersuperficie tipo-espagco em um espago-
tempo GRW M

¢ positivo definido (para uma escolha apropriada da aplicagio de Gauss N ).

Se Hy > 0 sobre X", entao Ly € eliptico ou, equivalentemente, Py

Quando r > 2, o seguinte Lema estabelece condi¢oes suficientes para garantir a

elipticidade de L, ( confira o Lema 3.3 de [13]).
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Lema 3.2.3 Seja ¢ : X" — M uma hipersuperficie tipo-espaco em um espago-
tempo GRW M. Se existe um ponto eliptico de X", com respeito a uma escolha
apropriada da aplicagao de Gauss N, e H..1 > 0 sobre X", para 2 <r <n — 1, entao
para todos 1 < k < r o operador L; € eliptico ou, equivalentemente, P, é positivo

definido (para uma escolha apropriada da aplicagio de Gauss N, se k é impar).

Aqui, ser um ponto eliptico de uma hipersuperficie tipo-espago ¥ : X" — m
em um espago-tempo GRW WH, quer dizer um ponto pg € X" onde todas as curva-
turas principais A;(py) s@o negativas.

Para a demonstragao do proximo Lema, recomendamos o Lema 4.1 de [13].

Lema 3.2.4 Seja i : X" — —1 X M™ uma hipersuperficie tipo-espaco imersa em um
espago-tempo GRW —1 x; M™. Se h = (nr)|x : ¥" — I € a fungdo altura de X", entdo

Ly(h) = —(log f)'(c;Hy + (P.Vh,Vh)) = ¢ Hy 1 (N, 0y) (3.23)

Ly(g(h)) = —cx (f'(h)Hy + f(h)Hys1 (N, Or)) (3.24)

onde g : I — R denota uma primitiva arbitrdria da funcao warping f.

Além disso, a partir das equagoes (6.2) e (6.16) de [6] temos também o seguinte.

Lema 3.2.5 Seja ¢ : X" — —1 x; M™ uma tmersao Riemanniana em um espago-
tempo GRW —I x¢y M™. Se h = (m[)|x : " — I € a func¢do altura de X", entao

(divP1, VA) = (Ricar(N*, N*) — (n — 1)(log £)"(h)|Vh[2)(N, 8,), (3.25)

onde Ricym denota a curvatura de Ricci da fibra M™ e N* = N+ (N, 0;)0; € a proje¢io
do campo de vetores normal unitdrio N de 3" sobre M™. Além disso, se a fibra M"

tem curvatura seccional constante k, entao

(divP,, Vh) = (n — 1) <% — (log f)”(h)) (P.Vh,VR)(N,d,). (3.26)

Precisamos também de condigoes suficientes para garantir a existéncia de um

ponto eliptico em uma hipersuperficie tipo-espaco imersa em um espaco-tempo GRW.

Entao vamos citar o Lema 5.4 de [6].

Lema 3.2.6 Seja M =1 X ¢ M™ um espago-tempo GRW, e : X" — M uma
imersao Riemanniana. Se f(h) atinge um minimo local em algum ponto p € X", tal

que f'(h(p)) # 0, entdo p é um ponto eliptico em X",
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Seja X" uma hipersuperficie tipo-espago imersa em um espacgo-tempo GRW e seja
N a aplicagao de Gauss apontando para o futuro. Podemos definir o &ngulo normal

hiperbolico © de X" como uma fungao suave O : X" — [0, +00) como sendo
cosh® = —(N,0;) > 1.

De acordo com a terminologia usada em [79], dizemos que um espago-tempo GRW
—1I x; M™ é dita ser espacialmente parabolica se a cobertura universal Riemanniana da
fibra M™ é parabolica ( e entdao, M™ também é parabolica). O proximo Lema estabelece
condicoes suficientes para uma hipersuperficie completa tipo-espago imersa em um
espago-tempo GRW espacialmente parabdlica ser parabolica (Para ver a demonstragao,

ver o Teorema 4.4 de [77]). No que se segue, um slab
[tl,tg] x M"™ = {(t,Q) e —1 Xf M™ tl <t< tQ}
¢ chamada uma regiao limitada tipo tempo.

Lema 3.2.7 Seja X" uma hipersuperficie completa tipo-espago que estda em uma reqgiao
limitada tipo tempo de um espaco-tempo GRW espacialmente parabdlica M= X ¢

M™. Se o dangulo normal hiperbolico de X € limitado, entdao X € parabdlica.

Agora, estamos em condigoes de enunciar e demonstrar nosso proximo resultado.

Teorema 3.2.8 Seja Mt =g X ¢ M™ um espago-tempo GRW parcialmente para-
bolica e seja ¢ : X" — M uma hipersuperficie completa tipo espaco que estd entre
uma regiao limitada tipo tempo de M Suponha que P, € limitada por cima ( no
sentido de formas quadrdticas) e que o dngulo normal hiperbolico de 3™ € limitado. Se,

para algum 0 <r <n—1, H,.1 é nao negativo e satisfaz

Hyy > fT/(h)HT, (3.27)

~ . . —n+1
entao X" € um slice de M~ .

Demonstragao. Vamos assumir que 2" estd entre uma regiao limitada tipo tempo
de M”H, entdo existe uma constante positiva C' tal que |g(h)| < C sobre X", onde ¢
denota uma primitiva de f. Entao, definimos sobre ¥" a fun¢ao positiva £ = C' — g(h).

Desde que P, < I para algum 5 > 0 temos SA > L,. Assim a partir (3.24) temos
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que

BAE = —BAg(h) < —L,(g9(h))
b (P H, + f(R)Hy (N, )
) y
e >(f< >H+Hr+l<Nat>).

Consequentemente, tendo em conta a nossa hipotese (3.27), obtemos

fl

98¢ < 0o 0) (L0, + Hoatv.0)) < 0o (S8, ~ 1) <0

Assim, ¢ é uma funcao superharmonica positiva sobre ¥X". Dai, o Lema 3.2.7
garante que £ é uma constante sobre X" e, sendo ¢’ = f > 0, h é também uma constante
sobre X", Portanto, X" deve ser um slice de M
Observagao 3.2.9 Relacionado a hipdtese (3.27) no Teorema 3.2.8, observamos
que Aledo em []] usou o principio do mdximo generalizado de Omori [71] para obter

estimativas severas para a curvatura média de ordem superior de uma hipersuperficie

completa tipo-espaco em um espaco-tempo GRW em termos do quociente f7

Desde que Py = I, a partir do Teorema 3.2.8 obtemos o seguinte

Corolario 3.2.10 Seja M= g X ¢ M™ um espaco-tempo GRW espacialmente
parabolico e seja 1 : X" — M uma hipersuperficie completa tipo espago que estd em
uma regiao limitada tipo tempo de M Suponha que o dngulo hiperbolico normal de
X" € limitado. Se H € nao negativo e tal que H > fT/(h), entio X" ¢ um slice de M.

Para obtermos alguns resultados de unicidade, vamos considerar dois Lemas cha-
ves. O proximo corresponde ao Teorema 3 de [92]. No que segue, usaremos a notagao

LP(E) ={u: X" = R: [ |uf’(x)dE < +o0}.

Lema 3.2.11 Seja u uma func¢ao suave nao negativa subharmoénica sobre uma varie-

dade Riemanniana completa ™. Se u € LP(X), para algum p > 1, entdo u € constante.

O proximo Lema corresponde ao Teorema 7 de [92].

Lema 3.2.12 Cada variedade Riemanniana completa nao compacta com curvatura de

Ricci nao negativa tem volume infinito.

Agora, estamos em condi¢oes de enunciar e demonstrar os nossos proximos resul-

tados.
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Teorema 3.2.13 Seja M= g X5 M™ um espago-tempo GRW tal que log f €
convexo. Seja ¢ : X" — M uma hipersuperficie completa tipo espacgo tal que P,
¢ limitado por cima (no sentido de formas quadrdticas). Suponha que H,y3 > 0 e
f'(h) > 0 satisfazendo

Hopy > HTfT/(h). (3.28)

Se f(h) € LP(X), para algum p > 1, e h tem um minimo local sobre ¥.", entao X" é
um slice de M com vol(X") < +oo. Além disso, se a fibra M™ tem curvatura de

Ricci nao negativa, entao X" é compacta.
Demonstracao. A partir de (1.16) temos
Ly(f(h)) = f/(R) Ly (h) + f*(h) (P V h, V).
Agora, usando (3.23) obtemos

LFI) = F() (og F)(h)(—byHy — (P 1, TRY) — by Hyy (N,89) +
+ )PV R, VR
(W) log FY ()b, H, — £'()(log ) (R)(P,Y, V) (329)
b H (N0 + ()P, VY
= 0108 1Y ) PTRTh — bof 0) (H0) + Hn(V.0) ).

Por outro lado, desde que assumimos que A tem um minimo local e f'(h) > 0 sobre
3" a partir do Lema 3.2.5 temos que X" tem um ponto eliptico. Agora, desde que
H,..1 >0,0Lema 3.2.3 assume que P, é positivo definido. Consequentemente, usando
a hipdtese que log f é convexo e usando o raciocinio da demonstracao do Teorema

anterior, a partir de (3.29) temos

BAF(R) > L, (f(h)) > b, f'(h) (—Hrf%(h) T Hy (—(N, at>>) , (3.30)

para alguma constante positiva.
Consequentemente, desde que (N,0;) < —1 e f'(h) > 0, considerando (3.28)

sobre (3.30) concluimos que

g

f

Portanto, assumindo que f(h) € LP(X), a partir de (3.31) podemos aplicar o Lema

BAF(h) = b, f'(h) (H,n+1 A, (h)> > 0. (3.31)

3.2.11 para concluir que f(h) é constante sobre X" e vol(X") < 400. Assim, desde que
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f'(h) > 0 sobre X", obtemos que h é também constante e, consequentemente, ¥" deve
. —n+1 , . n . .~ .

ser um slice de M . Além disso, se a fibra M" tem curvatura de Ricci nao negativa,

entao X" também tem curvatura de Ricci nao negativa. Portanto, neste caso, o Lema

3.2.12 garante que X" é compacta. B

Observacgao 3.2.14 De acordo com [68], V =V (t,p) = f(t)0; € um campo de vetores
conforme fechado globalmente definido em um espaco-tempo GRWM" ™ = -1 X g M™.
Sequindo as ideias de [66, 56/, dada uma hipersuperficie tipo espago L™ imersa em
M com aplicagao de Gauss N apontando para o futuro, podemos escrever V, =
e(q) N, + VqT, para cada g € X", onde e(q) = —(V,;, N,) >0 e VqT sao, respectivamente,
a energia e o n-tmpulso que o observador instantdneo N, medidas para V,. Neste
caso, dizemos que X" tem p-energia total finita quando fz eP(q)d% < 400, para p > 1.
Assim, desde que e(q) > f(q) para todo q € X", se assumimos no Teorema 3.2.20 que

X" tem p-energia total finita em vez de f(h) € LP(X), o resultado ainda € vdlido.

Também relacionado ao Teorema 3.2.20, levando em conta o Lema 3.2.2, vemos
que a hipétese que h tem um minimo local sobre X nao é necessaria no caso que r = 1.

Além disso, no caso em que 7 = 0, o Teorema 3.2.20 pode ser lido da seguinte forma

Corolario 3.2.15 Seja M= g X ¢ M™ um espago-tempo GRW e seja ¢ : ¥" —
M uma hipersuperficie completa tipo espago. Suponha que H > 0, f'(h) > 0 e que
as sequintes desiqualdades sejam satisfeitas

n2 f! 2 n2H? 1

— = )(h) < < (n—1)=(h). 3.32

(5w = <o-nkw (3.32)

Se f(h) € LP(X), para algum p > 1, entao X" € um slice de M com vol(X) < 400.

Além disso, se M obedece a SNCC, entao X" é compacta.

Demonstragao. Primeiramente notemos que nao é dificil verificar uge a hipotese
(3.32) implica que log f é convexo em ¥". Entao, podemos proceder como no Teorema
3.2.20 para obter que " é um slice de "' com vol(¥) < 4o0.

Além disso, assumindo que M obedece a SNCC juntamente com a segunda
desigualdade em (3.32), garantimos que a curvatura de Ricci de X" é nao negativa.
De fato, fixe X € X(X) e seja {F, ..., E,} um referencial local ortonormal sobre um
conjunto aberto U C X". Segue a partir da equacao de Gauss que a curvatura de Ricci
Ric de X" satisfaz
n2H?

T |X 2. (3.33)

Ric(X, X) > Z(ﬁ(X, E)X,E;) —
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Para estimar a primeira soma do lado direito de (3.33), seja (mudando U para
um pequeno conjunto aberto, se necessario) Ef = (my)«(E;) X* = (mp)«(X). A partir

da Proposicao 7.42 de [72| e equagao (3.3), temos

SRCG BN, B = R EDXC B+ = Do VT

—(n—2)(log f)"(X,Vh)* — (log f)"|VA[*| X,
onde Ry denota o tensor curvatura de M. Por escrito X* = X + (X, 9;)0;, podemos

estimar a primeira soma do lado direito de (3.34) para obtermos

Y (Ru(X* BNXTEL) = SAXIE] B — (X7 BN K (X7, EY)

)

(= DIXP +[VhPIXP
+(n — 2)(X,Vh)?) min Ky (X7, E).

v

Por outro lado, desde que o nosso ambiente satisfaz a SNCC, temos que
> (Ru(X* ENX* E) > ((n=1)|X[*+ VA X|?
i (3.35)
+(n — 2)(X, Vh)?)(log f)".

Substituindo (3.35) sobre (3.34), obtemos

Z(Tz(x, E)X,E) > ((n—1)|X]2+ (n—2)(X,Vh)?
+|Vh]*| X *)(log f)" + (n — 1)((log f)')?| X|?
(3.36)
—(n —2)(X, Vh)*(log f)" — |Vh|*|X|*(log f)"

1

=(n—-1)=|X|%
(n—1) f| |
Entao, a partir (3.33) e (3.36), finalmente chegamos a
f// 7’L2H2

Ric(X, X) > ((n “5 -

Portanto, podemos aplicar mais uma vez o Lema 3.2.7 para concluir que »" é

)|Xl220.

compacta.

Para estabelecer nossos proximos resultados, precisamos também do seguinte re-
sultado obtido por Caminha (confira Proposigao 2.1 de [38]) em que extende o resultado
do Yau [92] sobre uma versao do Teorema de Stokes para uma variedade Riemannian

completa n-dimensional.
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Lema 3.2.16 Seja X um campo de vetores sobre uma variedade Riemanniana 3"
completa orientada n-dimensional, tal que divX nao muda de sinal sobre ¥". Se | X| €
LX), entao divX = 0.

Agora, consideremos um espago-tempo GRW obedecendo uma condi¢ao de con-
vergéncia que pode ser considerado como uma situacao oposta da SNCC.

Teorema 3.2.17 Seja M= X M™ um espago-tempo GRW cuja fibra M™ tem

curvatura seccional constante Kk satisfazendo a sequinte condi¢ao de convergéncia
Kk < irllf(ff” — ). (3.37)

Seja v : X" — MnH uma hipersuperficie completa tipo espaco que estd em uma regido
limitada de M. Suponha que a curvatura média H > 0 € limitada e que, para algum
1<r<n-1, H, e H.1 sao positivas e tal que

Hr+1>£
H, — f

(h) > 0. (3.38)
Se h tem um minimo local em 3" e |[Vh| € LY(X), entdo X" € um slice de M

Demonstracao. Denotando por g uma primitiva arbitraria da fungao warping f, a

partir (1.17) temos que
div(F,(Vg(h))) = (divP,, Vg(h)) + L (g(h)). (3.39)
Entdo, a partir de (3.24) e (3.39) obtemos
div(F,(Vg(h)) = f(h)(divE,, Vh) = b (f'(R)H, + f(h)Hpa (N, 8p)).  (3.40)

Assumimos que H, and H,.; sdo positivas e considerando que (N, 0;) < —1, a

partir (3.40) obtemos

div(B, (Vg(h)) > f<h><divpr,w>+brf<h>ﬂr(H;;—f7'<h>>. (3.41)

Entao, usando a hipotese (3.38), a partir (3.41) obtemos
div(P.(Vg(h))) > f(h)(divP,, Vh). (3.42)

Assim, a partir (3.26) e (3.42) temos que

dv(P(Vg(h) > f(h)(n—1) (#—(logf)”(m) (PryVh, VRN, 9,
> (=) () [) — PV VR, (3.43)

f(h)
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Desde que f'(h) > 0 e h tem um minimo local sobre X", a partir do Lema 3.2.6
concluimos que X" tem um ponto eliptico. Consequentemente, assumindo que H, | >
0, podemos aplicar o Lema 3.2.3 para concluir que P, é positivo definido para todos
2 < k < r. Entao, também considerando a condigao de convergéncia (3.37), a partir
de (3.43) obtemos que div(P,Vg(h)) > 0.

Por outro lado, desde que H ¢ limitado e Hy > 0, podemos usar a relagao algébrica
|A|? = n?H? — n(n — 1) H, para garantir que P, é limitado. Entao, desde que X" esté

em uma regiao limitada tipo tempo de MnH, existe uma constante positiva C' tal que
|P-(Vg(h))| = | f(R)Vh] < C|VA]. (3.44)

Assim, assumindo que |[Vh| € £1(X), a partir de (3.44) concluimos que |P.(Vg(h))| €
L£1(X). Consequentemente, podemos aplicar o Lema 3.2.16 para obter que div(P,Vg(h))

0 em X". Entdo, voltando para (3.40) e usando mais uma vez a hipotese (3.38) obtemos

que
f/ Hyi1 Hy f/
—=—(h) = N,0y) < — < —=(h). 3.45
S = S0 < - Tt < L (3.45)
Portanto, a partir de (3.45) obtemos que (N, d;) = —1 on X" e, assim, X" deve ser um

slice de 1™

Nao é dificil verificar que, levando em conta a equacao (3.25) juntamente com
o Lema 3.2.2, podemos raciocinar de maneira semelhante como na demonstracao do
Teorema 3.2.17 para obter o seguinte resultado, onde o ambiente espago tempo é

suposto a obedecer a uma condi¢cao de convergéncia que é que ¢ uma situagao oposta
a NCC.

——n+1

Corolario 3.2.18 Seja M = —1 xy M"™ um espago-tempo GRW que satisfaz a

sequinte condi¢ao de convergéncia
Ricy < (n — 1)ir11f(ff” — O (3.46)

Seja i+ X" — M uma hipersuperficie completa tipo espaco que estd entre uma

regiao limitada tipo tempo de M Suponha que a curvatura média H > 0 € limitada

e que a sequinte desigualdade € satisfeita
Hy _f
— > =—=(h) > 0.
FEE0

Se |[Vh| € LY(X"), entdo X" € um slice de Vi
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Notemos que, considerando r = 0 ao longo da demonstracao do Teorema 3.2.17,

obtemos o seguinte

Corolario 3.2.19 Seja M R X M™ um espago-tempo GRW e seja 1) : X" —
—n+1 . L. . .  ~ .. .
M uma hipersuperficie completa tipo espaco que estd entre uma regiao limitada tipo

tempo de M Suponha que a curvatura média H > 0 satisfaz

H> f%(h) > 0.

Se |Vh| € L1(X), entdo S ¢ um slice de M.

Para fechar essa se¢ao, também observamos que podemos raciocinar como na
demonstracao do Teorema 3.2.17 para obtermos a seguinte extensao do Teorema 3.7

de [12] e o Teorema 4.1 de [76].

Teorema 3.2.20 Seja M= X ¢ M™ um espago-tempo GRW cuja fibra M™ tem
curvatura seccional constante k satisfazendo a SNCC e seja v : X" — —I X M™ uma
hipersuperficie completa tipo espaco que estd em uma regiao limitada tipo tempo de
i
n—1, H. e H..1 sao potitivas e tais que

Ho o 1 f

7= ey )

- Suponha que a curvatura média H > 0 € limitada e que, para algum 1 < r <

Se h tem um minimo local em X" e |Vh| € LY(), entdo X" € um slice de m

3.3 Graficos inteiros tipo-espaco

Seja 2 C M™ um dominio conexo de M™. Para cada u € C*°(Q) tal que |Du|y <
f(u) onde |Dulp; denota a norma do campo gradiente Du de u, vamos considerar o

grafico sobre €2 determinado por uma funcao suave u € C*(£2) e que é dado por
Y(u) = {(u(x),z); x € Q} C —1 xp M"™.

A métrica induzida sobre ) a partir da métrica Lorentziana sobre o espaco ambiente
via X(u) é

(,)=—du + fA(u)(, ) arn. (3.47)
O grafico é dito ser inteiro quando €2 = M". Neste caso, nao é dificil ver que o

grafico ¥(u) é um grafico tipo espago se, e somente se, |Duly < f(u). Observe que o
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Lema 3.1 em [17], neste caso onde M™ ¢ é uma variedade simplesmente conexa, cada
hipersuperficie completa tipo espago X" em —I x; M" tal que a funcao warping ¢
limitada sobre ¥" em um gréfico inteiro tipo espaco em tal espago. Em particular,
isso acontece para uma hipersuperficie completa tipo espaco limitada longe do infinito
de —I xy M™. Assim, em contraste para o caso de subvariedades fechadas em um
espago Riemanniano completo, um grafico inteiro tipo espaco em um espago-tempo
GRW completo nao é necessariamente completo, nesse sentido a métrica Riemanniana
induzida (3.47) nao é necessariamente completa sobre M™. Por exemplo, Albujer [1]
obteve exemplos explicitos de graficos inteiros maximais nao completos em —R x H?Z.

Se Y¥(u) é um grafico inteiro tipo espago vertical sobre um dominio €2, a aplicagao

de Gauss N apontando para o futuro é dado pelo campo de vetores

) flu()) 1

:¢ﬁmu»—wwmm<@“W@+F%E$D“”)’xEQ- (3.48)

Entao, no que segue podemos ver que, usando (3.4) e (3.48) obtemos a seguinte

relagao
| Dul3,
|Vh|? = : (3.49)
f*(u) = [Dul3,

A partir do Teorema 3.2.8 obtemos o seguinte resultado nao paramétrico.

Corolario 3.3.1 Seja M= X ¢ M™ um espago-tempo GRW espacialmente para-
bolico e seja X(u) um grdfico inteiro vertical de uma fungao suave limitada w € C*°(M).
Suponha que P, € limitado por cima (no sentido de formas quadrdticas) e que, para

algum 0 <r <n —1, H..1 € nao negativo e satisfaz

/
Hr+1 Z L(U,)Hr

f

Se |Dul3; < af?(u), para alguma constante 0 < a < 1, entao X(u) € um slice de e

Demonstracao. Usando o raciocinio da primeira parte da demonstragao do Teorema
4.1 de |2] ( recomendamos ver também o Lema 17 de [5]), obtemos que X (u) ¢, de
fato, completa. Além disso, a partir da relado (3.49) vemos que nossa hipotese que
|Dul3, < af?(u), para alguma constante 0 < o < 1. também garante que X (u) tem
angulo hiperbolico normal limitado. Portanto, podemos aplicar o Teorema 3.2.8 para
concluir o resultado. m

Finalmente, procedendo de forma similar a demonstragao do Corolario 5.1 de [12],
nao é dificil ver que podemos obter a seguinte versao dos Teoremas 3.2.17 e 3.2.20,

respectivamente.
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Corolario 3.3.2 Seja M =1 X M™ um espago-tempo GRW cuja fibra M™ tem
curvatura seccional constante k satisfazendo a condigao de convergéncia (3.37) e seja
Y(u) um grdfico inteiro vertical de uma fung¢ao suave limitada uw € C*°(M). Suponha
que a curvatura média H > 0 é limitada e que, para algum 1 <r <n—1, H. e H, 4

sao positivas tais que

H7'+1 > i/

02 f(u)>0.

Se u tem um minimo local sobre M™, |Dul3, < af?(u), para alguma constante 0 <
a <1, e|Duly € LY(M), entio X(u) é um slice de M

Corolario 3.3.3 Seja M =1 X ¢ M"™ um espago-tempo GRW cuja fibra M"™ tem
curvatura seccional constante k satisfazendo a SNCC' e seja 3(u) um grdfico inteiro
vertical de wma fung¢ao suave limitada w € C*°(M). Suponha que a cuvatura média
H > 0 € limitada e que, para algum 1 <r <n—1, H, e H,1 sao positivas tais que

/
<(-akw

Hy
H

|Duly; < af?(u),

para alguma constante 0 < a < 1. If u tem um ponto eliptico sobre M™ e |Du|y €
LY(M), entio S(u) € um slice de M
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Capitulo 4

Subvariedades completas em formas

espacialis Riemannianas

Neste capitulo, apresentamos os resultados referentes aos artigos [62, 63]. No que
segue, considerando o vetor curvatura média normalizado paralelo, apresentamos uma
formula tipo Simons para subvariedades imersas em ambientes com curvatura seccional

constante.

4.1 Alguns fatos basicos

Seja M™ uma subvariedade conexa n-dimensional imersa em uma forma espacial
Riemanniana Q7P com curvatura seccional constante c. No que segue, consideramos

a seguinte convencao para os indices:
1<ABC,...<n+p, 1<ijk...<n e n+1<a,8,7,...<n+p.

Escolhemos um referencial local ortonormal {ey,...,e,, €nq1,-.., €04} a0 longo de
M", onde {e;}i=1,. ., sdo tangentes a M"™ e {€a}a=nt1,. nip S80 normais a M". Seja
{wp} os correspondentes duais coreferenciais, e {wpc} a conexao 1-formas sobre Q7.
Restrigindo sobre M™, a segunda forma fundamental A, o tensor curvatura R e o tensor
curvatura normal R+ de M™ pode ser dado por

Wiq = Zh%wj, A= Zh%wz ® w; R €q,
J

2,7,¢



1
dwij = Zwik N Wgj — 5 Z Rijklwk N Wi,
k k,l

1
dwap = Zwav N Wyg — 5 Z Ri‘ﬁklwk A wy.

i k,l

Além disso, as componentes he, da derivada covariante V A satisfaz

ijk
Z hewr = dhs + > " hgwry + Y hiiwr + > hiwsa. (4.1)
k k B
A equagao de Gauss ¢é
Riji = c(0i0 — dudje) + Y (hhS — hhSy). (4.2)
Em particular, as componentes do tensor de Ricci R;; sao dadas por
Rix = c(n — 1)0 + nz Hh, Z hi:hSy, (4.3)

onde H* = 1 %" h sdo as componentes do vetor curvatura média

H= Z H¢%,,.

Além disso, a curvatura escalar normalizada R ¢ dada por

1
R=—— R;;. 4.4
A partir de (4.3) e (4.4), obtemos a seguinte relagao
n(n —1)R=n(n—1)c+n’H> —|A]?, (4.5)

onde

AP =) (h)?

a7l7-]

é a norma ao quadrado da segunda forma fundamental e
H = [H|

¢ a funcao curvatura média de M™.

Pela diferenciacao exterior de (4.1), temos a identidade de Ricci
zgkl z]lk Z hm]Rm’Lkl + Z hszm]kl + Z hzg Rﬂakl (46)
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As equacoes de Codazzi e Ricci sao dadas, respectivamente, por

iajk = ?l{cj = ?zk (4-7)

R(Jx_ﬁij = Z( thgj - ?khgz) (4-8)
k

4.2 Uma férmula tipo Simons

A partir de agora, vamos considerar subvariedades M™ de Q" com vetor curva-
tura média normalizado paralelo, em que a funcao curvatura média H é positiva e que
H
o correspondente vetor curvatura média normalizado T é paralelo como uma secao de
fibrado normal.
Neste contexto, podemos escolher um referencial local ortonormal {es, ..., €,4,}
tal que e, = T Entao,
n+1 1 n+1 (e’ 1 «
H" = —tr(h"")=H and H"=—tr(h*)=0,a>n+2. (4.9)
n n
Vamos considerar o seguinte tensor simétrico
¢=) Bfwi ®w; ® e,
Q,i,j

onde @7, = by, — H%9;;. Consequentemente, temos que

Q7 = pitt — Hby; and O =k, n+2<a<n+p. (4.10)

Seja |®* = Y7, . (®5)? o quadrado da norma de ®. A partir de (4.5), nao ¢

dificil verificar que ® é sem-traco com
|®|*> = |A]* —nH? =n(n —1)(c+ H* — R). (4.11)

Extendendo as ideias de [52], obtemos a seguinte férmula tipo Simons

Proposicao 4.2.1 Seja M"™ uma subvariedade n-dimensional (n > 2) com vetor cur-

vatura média normalizado paralelo imersa em uma forma espacial Q*P. Entao, temos

1 2 2 apa 2 nt+1p8 18
SAIAP =(VA + Y nHZhG + en|®* +n Y HRET RS B

ij" i J
i7j7a 677:7j7k

2
B Z (Z hij §l> - Z (Riﬁij)Z'
,7,k,l a i,5,0,0
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Demonstragao. Observe que
1 2 « «
SAlAP? = = h AR, Zk e (4.12)
a,i,] a,i,7,

onde o Laplaciano Ahf; de hg; ¢ definido por Ak, = Dok hiikr, usando a equagao de
Codazzi (4.7) em (4.12) temos

%A|‘4|2 = th (Z hzgkk) Z ZJk - |VA|2 + Z ha hgz]k (413>

a,i,] a,i,j,k a,i, g,k

Entao, a partir de (4.6) e (4.13) concluimos que

1 apa a apa
§A’A|2:‘VA|2+ Z h’ hkkzz Z hz]]hkkz+ Z h‘uhmz

ik oij.k oi,j,m
+ Y B Rk + > hShE Ry (4.14)
a,i,j,k,m B,o,t,5,k

Assim, observemos que hisihig: = n*|VEH]?, onde |[VIH|? = 37 (HP)?,

a,i, g,k " "tjj
a partir de (4.14) obtemos

1
§A|A|2:|VA|2_77‘2|VLH|2+ Z (h? kk’z Z hzy mk’RmZ]k’ (415)

a,i,7,k a,i,5,k,m
B pl
+ > SRS R+ Y hShiRE
a,i,j,m a,B,i,7,k

Mas, usando novamente a equagao de Codazzi (4.7) obtemos que

—n?|VEHP + > (W), = > nHGhS, (4.16)

a,i,5,k [ Re"

A partir de (4.2) e (4.3) concluimos também que

Z h‘z] mkRmUk +Zh‘zajh?m mj + Z h?lhzﬂkRé_ajk (417>

a,i,j,k,m a,i,j,m B,o,i,5,k

=c|®” — Y hEhhG o, +nY HRD hehe

myj' iy Vim

a,fB,i,5,k,m a,B,i,3,m
§ B 1,8 B 1B § B8 pl
- hzhzamhmlh + Z ha hgmhjmhzk‘ + h?lhzk:RBajk'
a,fB,i,5,m,l a,fB,i,5,k,m a,B,i,5,k

Por outro lado, a partir de (4.44) obtemos

> HW hghg, = > HAST L b (4.18)

a7/3’i7j7m 6 1/.] k
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2
> hgR RSk = (Z he, gl) . (4.19)

o,B,i,5,k,m hykl \

Assim, usando (4.8) temos

1L 2 _ B Bypl
Y (Ragp)’= Y (WihG — h5h) Ry (4.20)
o,B,3,k o,B,1,5,k
B 1,8 B 1B B pLl
= Z h%h?mhmlhlj - Z h% gmhjmhik - Z h?ihikRﬁajk'
a,B,i,5,m, | a,B,i,5,k,m a,B,i,5,k

Portanto, considerando (4.16), (4.17), (4.18), (4.19) e (4.20) em (4.15), concluimos

a demonstracao. m

4.3 Lemas auxiliares

Esta sec¢ao é dedicada a citar os Lemas chaves que serao usados para demonstrar

o Teorema 4.5.3 na proxima sec¢ao. O primeiro é justamente o Lema 2.1 de [52].

Lema 4.3.1 Seja M™ uma subvariedade imersa em uma forma espacial QP com

curvatura escalar normalizada constante R > c. Entao

IVAI> > n?|VH|?.

O segundo Lema auxiliar ¢ um resultado algébrico, cuja demonstragao pode ser

encontrada em [83].

Lema 4.3.2 Sejam B,C' : R® — R" aplicacoes lineares simétricas tais que BC —
CB=0c¢etrB=trC =0, entdo

-2 -2
~ e ———IBP|C] < t(B°C) < ————

n(n —1) vn(n—1)

Considere o seguinte Lema algébrico, cuja demonstracao pode ser encontrada

em|60)].

|B|?|C|. (4.21)

Lema 4.3.3 Seja B, B%,..., B? matrizes simétricas (n x n). Se S,z = tr(B*BFP),
Sa = Saa, S =Y, 5, entao

2
STBB — BB+ Y82, < ; <Z Sa) . (4.22)
o, a,B

[0}
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De acordo com Cheng-Yau [44], introduzimos o operador O associado a ¢ atuando

sobre uma funcao suave f por

i irj
Considerando um referencial local ortonormal eq, ..., e, em g € X" tal que h"Jrl

A16,5, podemos raciocinar como na demonstragao do Lema 5 em [15] afim de obter

o seguinte critério suficiente para a elipticidade do operador quadrado.

Lema 4.3.4 Seja M™ uma subvariedade com vetor curvatura média normalizado pa-
ralelo imersa em uma forma espacial Q*?, com curvatura escalar normalizada R > c.

Entao, O € eliptico.

O ultimo Lema chave corresponde ao principio do méaximo do tipo Omori para o

operador quadrado.

Lema 4.3.5 Seja M™ uma subvariedade completa com vetor curvatura média normali-
zado paralelo imersa em uma forma espacial Riemanniana Q7P com curvatura escalar
normalizada constante R > c¢. Se a fun¢ao curvatura média H € limitada sobre M™,

entao existe uma sequéncia de pontos{qxtren C M™ tal que

lilrﬂn nH(qy) = supnH, liin \VnH(q)| =0 e limsupO(nH(g)) <0.
M k

Demonstragao. Escolha um referencial local ortonormal {ey,...,e,} sobre M" tal

que hH = X5, A partir de (4.23) temos

i j
Por outro lado, assumindo que R > ¢, a partir de (4.5) obtemos, para todos

1=1,....,nen+1<a<n+p,
(A2 <|AP =n*H* +n(n—1)(c— R) < (nH)*.
Consequentemente, i =1,...,nen+1 < a <n+ p, temos
IAY| < nH. (4.24)
Além disso, a partir de (4.2) obtemos
Rijij = ¢+ Z hiih5; — Z he)?. (4.25)
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Desde que |A|? < (nH)?, temos que
(h5)* < |A] < (nH)?,
para cada «, 1, j e, assim, a partir de (4.24) temos

ap o « « 2
|hiihs;| = |hii||hjj‘ < (nH)".

' Yg]
Entao, assumindo que H é limitado sobre M", segue por

hehS, > —(nH)? > —c0 e — (hf‘j)2 > —(nH)?* > —c0. (4.26)

AV

Assim, a partir de (4.25) e (4.26) concluimos que as curvaturas seccionais de M" sao
limitadas por baixo. Entao, podemos aplicar o principio do méaximo generalizado de
Omori [71] para a fun¢do nH, obtendo uma sequéncia de pontos {gx}ren em M" tal

que
lilgn nH(qx) = supnH, liin IVnH(qx)] =0 and lim supZan-(qk) <0. (4.27)
k :
Além disso, a partir de (4.24) temos também que

0

IA

nH(qr) — [N )| < nH (qe) — N (an)
< nH(q) + [N ()| < 2nH (qr).

Esta estimativa anterior mostra que nH (q,) — A7 (g) é ndo negativa e limitada

sobre M", para todo k € N. Portanto, levando em conta (4.27), obtemos

lillcrnsup(D(nH)(qk)) < nZliinsup [(nH — )\?H)(qk)Hn‘(Qk)] <0.

4.4 Caracterizagao de subvariedades com curvatura

escalar constante

Agora, estamos em condigoes suficientes para enunciar e demonstrar o Teorema
principal desta secao
Teorema 4.4.1 Seja M™ uma subvariedade completa com vetor curvatura média nor-
malizado paralelo imersa em uma forma espacial Riemanniana Q2P (c € {1,0,—1} e

n > 4), com curvatura escalar normalizada constante R > 1, quando ¢ =1, e R > 0,
quando c € {0,—1}. Entao
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i. || =0 e M" é totalmente umbilica,

1. ou n(n— 1R
(n—2)(nR— (n—2)c)

Além disso, assumindo que R > 1 quando ¢ = 1, a igualdade sup,; |®|* = a,, .(R)

sup |<I>|2 > apo(R) =
M

vale e o supremo € atingido em algum ponto de M™ se, e somente se, M"™ é

1S0metrico ao

(a) toro de Clifford S* (v/1 —r?) x S"7H(r) < S"*! — S™, quando ¢ =1,
(b) cilindro circular R x S*~1(r) — R"" < R"*? quando ¢ = 0,

(¢) cilindro hiperbolico H' (—v/1+12) x S"7*(r) — H"*' — H"", quando

c=—1,

n—2
nR

onde r =

Demonstragao. A partir de (4.5), (4.23), Proposigao 4.2.1 e o Lema 4.3.1 obtemos

2
O(nH) > cn|®|” + Y HAZF G Ry = <Z h;;hgl) =Y (Ris,)?.  (4.28)

/B)i’j’k i7j7k7l 64 a)ﬁ’iﬂj

A partir de (4.44) e (4.10) temos

n+p
> HRERE AL =" HEE R + Y Y HRE O 0 (4.29)
i,5,k,0 0,5,k B=n+2 i,j,k
n+p n+p
=Htx("™ + HIP + Y Y HOL OG0 + Y H? |0
n-+p
:Htr((bn-‘rl)?) + 3H2|¢)n+1|2 + nH4 + Z H2|<Dﬁ|2
B=n+2
n—+p
-5 s maage,
B=n+2 i,j,k

Note que tr ®* = 0 e d"H PP — PO = 0,n 42 < 3 < n+p, a partir do Lema
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4.3.2 obtemos

n+p n+p
Htr(®" ) + 3H[ 0"+ nHY + Y HOP+ Y Y HOH O 0/ (4.30)
B=n+2 B=n+2 1,5,k
-2
> n H|S" P 4+ 25202 + H?|®)? + nH*
n(n —1)
n—9 n+p
H’q)n+1‘|q)ﬁ|2
n(n —1) ﬁ;ﬂ
-2
= 2H%|0"2 4+ HO? + nH* - —”( SHIo ol
n(n —
Assim, a partir de (4.50) e (4.51) temos
n—2

Z thﬂhﬁ Wl > 2H2o" 2 + H?|O|? + nH* — H|®" D%, (4.31)
=~ n(n—1)

A partir da equagao de Ricci (4.8) obtemos

i,9,k,1 « o, B4, a,f a;én—i-l ﬁ#n-{—l 1,5
= [tr(AT AT 42 Y [er(ATT A
B#n+1
+ ) (tr(A°A7)? 4> |A%AT — AP AP
a#n+1,#n+1 a#n+1,0#n+1

Mas, usando (4.10) e o Lema 4.3.3 obtemos

a#n+1,6#n+1 a#n+1,6#n+1

> [mAA)P+ > [AAP - APAP < 2(62 tr(ABA5)>
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Assim, a partir de (4.53) e (4.54) temos

3 (Z h“ho‘) ) (RE,)P < [er(AmH AT 2 (4.33)

1,7,k a a,B,i,J

+ 2 Y AP+ ( 2. |¢>ﬁ|2>

B#n+1 B#n+1
|<I>n+1’4 + 2nH2|(I)n+1‘2 + n2H* +92 Z (I)n+1q),6’)]
B#n+1

3
+5 (18 — [ P)? (4.34)
g‘¢n+l|4+2nH2‘®n+1’2_'_n2H4+2’q)n+l‘ (’(I)’Q— ‘(I)n+1’2)
+ 2@t~ 3fa|en
1
—§‘®n+1|4+2TZH2|(I)”+1’2+H2H4—|(I)|2’(I)n+1‘2+g‘q)‘4.

Portanto, a partir de (4.49), (4.52) e (4.55) obtemos

-2 1
D(nH) ch|(1)|2 o n(n ) H|q)n+1||q)|2 =+ H2|CI)|2 |(I)n+1|4
n(n —1)
3
@@ — S| (4.35)

n(n —1)

+ (1] [0 (%Hw (] — @) (o] + |<1>“+1|>2) .

Por outro lado, a partir de (4.11) obtemos o seguinte

— [P <—|c1>|2 _ MH@ + n(H? +c))

1
n(n —1)
Entao, a partir de (4.56) e (4.57) obtemos

H? = |®)* + (R—c) (4.36)

OlnH) > (0] - [07]) [%Hw (] ~ @) (] + |<1>"+1|>2]
| BPQn (|2, (4.37)

onde Qg(z) é a fungdo introduzida por Alias, Garcia-Martinez e Rigoli em [15] e que

¢ dada por

Qr(z) = —(n —2)2° — (n — 2)z\/22 +n(n — 1)(R — ¢) + n(n — 1)R.
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Por outro lado, notemos que vale a seguinte desigualdade algébrica (3.5) de [52]

32
(|] = [e™ (@] + |e"H))* < =

< 27|c1>|3. (4.38)

Ademais, assumindo que R > ¢, usando (4.5) temos também
n*H? = |A? +n(n — 1)(R—c¢) > |A]* = |®|* + nH?,

que nos dao

1
H> ——|9)|. (4.39)

 y/n(n—1)

Entao, a partir de (4.59) e (4.60) concluimos que

n(n —2) 5 1 1 12 n—2 16 5
T HIRL (10l — 7 (0] + 07 > (222 )P a0

Mas, assumindo que n > 4, temos que

n—2 16
n—1 27

> 0. (4.41)

Consequentemente, a partir de (4.58), (4.61) e (4.62) obtemos que

1 -2 16
D) 2 = 0P () + (0] - o)) (2=

1
—— ) [®P > ——|®)? D).
—2 - ) 1#P > L jeQa (o)

(4.42)
Desde que R > 1, qaundo ¢ = 1, e R > 0, quando ¢ € {0,—1}, temos que

Qr(0) =n(n—1)R > 0 e a funcdo Qr(x) é estritamente decrescente para z > 0, com

Qr(z*) =0 em

. -1
v R\/(n—Z)(nR— CEDDI A

Agora, suponha que M™ nao é totalmente umbilica. Neste caso, podemos consi-
derar sem perda de generalidade que sup,, |®| < +oo. Entao, a partir (4.11) obtemos
que H é limitada sobre M"™ e podemos aplicar o Lema 4.3.5 juntamente com (4.11) e

(4.63) para obter a sequéncia de pontos {qx}ren C M™ tal que

1
0 > limsup O(nH)(q) > sup |®°Qr (sup |CI>|) : (4.43)
k n—1 um M

Consequentemente, a partir de (4.43) obtemos que Qg (sup,,; |®|) < 0. Assim, a partir
do comportamento da fungao QQr anteriormente descrito, concluimos que sup,, |®|* >

pe(R).
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Vamos assumir que R > 1 quando ¢ = 1, a igualdade sup,, |®|* = a,, .(R) vale e
o supremo ¢é atingido em algum ponto de M™. Neste caso, notemos a partir de (4.11)

que H também atinge o méaximo sobre M™ e, a partir de (4.63), temos que
1
O(nH) > m@PQR(@D > 0.

Como o Lema 4.3.4 garante que [ é eliptico, concluimos que H é constante sobre M".
Assim, voltando (4.63), obtemos que |®| = |®"*!| e, consequentmente, ®* = 0, para
todon +2 < a < n+p. Entao, como e, = g é paralelo no fibrado normal de
M™, estamos em condigbes de aplicar o Teorema 1 de [90] para concluir que M™ é,
de fato, imersa isometricamente em uma subvariedade (n + 1)-dimensional totalmente
geodésica Q" de Q"*P. Portanto, podemos usar os Teoremas 1 e 2 de [15] para

concluir a demonstracao. m

4.5 Caracterizagoes de subvariedades Weingarten li-

neares

A partir de agora, vamos considerar subvariedades M™ Weingarten linear de Q77
isto é, R = aH + b onde a, b sao constantes, tendo vetor curvatura média normalizado
paralelo, em que a funcao curvatura média H ¢é positiva e que o vetor curvatura média

. H .
normalizado correspondente 77 ¢ paralelo como uma secao do fibrado normal.
Neste contexto, podemos escolher um referencial local ortonormal {es, ..., €,4,}

tal que e, = T Entao,

1 1
Hn+l — —tr(h"“) —H and H® = _tr(hOé) — O, a>n+ 2. (444)
n n

No que segue, o seguinte Lema pode ser demonstrado usando um raciocinio se-

melhante & Proposigao 2.2 de [89] (ver também o Lema 3.2 de [23]).

Lema 4.5.1 Seja M"™ uma subvariedade Weingarten linear imersa em uma forma es-

pacial Riemanniana Q"*?, com R = aH + b para alguns a,b € R. Suponha que
(n —1)a* +4n(b—c) > 0. (4.45)
Entao
|VAI> > n?|VH|. (4.46)
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Além disso, a igualdade vale em (4.46) sobre M™ se, e somente se, M™ € uma subva-

riedade isoparamétrica de QIP.
No estudo de subvariedades Weingarten lineares, vamos considerar, para cada

a € R, um operador modificado apropriado de Cheng-Yau, que é dado por

1
L=0-"

al. (4.47)

Considerando um referencial local ortonormal ey, ..., e, at ¢ € X" tal que h;‘j“ =
)\?Hdij, podemos mostrar as seguintes condi¢oes suficientes para o critério de eliptici-

dade de uma forma similar ao Lema 3.3 em [23].

Lema 4.5.2 Seja M™ uma subvariedade Weingarten linear com vetor curvatura média
normalizado paralelo imersa em wma forma espacial Riemanniana Q7P tal que R =
aH +b com b > c. Entao, L € eliptico.

No que segue, apresentaremos nossos resultados de caracterizagao referentes as
subvariedades Weingarten lineares completas imersas em uma forma espacial Rieman-
niana. O primeiro seré obtido aplicando o principio do méximo forte de Hopf’s que é

uma extensao natural do Teorema 1.1 de [23].

Teorema 4.5.3 Seja M"™ uma subvariedade Weingarten linear completa com wvetor
curvatura média normalizado paralelo imersa em uma forma espacial Riemanniana
QP (¢ =1,0,—1 en >4), tal que R =aH +b coma >0 eb > c. No caso que

c = —1, assumimos que R > 0. Se H atinge o mdximo em M" e
n(n —1)R?
o < 4.48
Wl < S R (=2 (4.48)

entao
i. ou |®| =0 e M™ € totalmente umbilica,

n(n — 1)R?
(n—2)(nR — (n —2)c)

e M™ € isométrica a

i. ou |P]* =

a) toro de Cliffor 1—72) xS r) =S8 — 3", quando c =1,
de Clifford S* 2) x §n! Sl ey St d
(b) cilindro circular R x S*~1(r) — R < R"™ quando ¢ = 0,

(¢) cilindro hiperbolico H' (—v1+72) x S"7'(r) — H"™ < H"™, quando

c=—1,
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n—2
nR

onde r € uma constante igual a

Demonstragao. A partir de (4.5), (4.23), (4.47) e Proposigao 4.2.1 temos que

-1
L(nH) =Y "(nHéy; — hiy™)(nH)yy — ——aA(nH)
,J
1 n—1 "
— 5n?AH? —n?|VH? - aA(nH) —n Z iU, (4.49)
%,J

2
= (IVAP? = n?|VH*) + en|® +n) _HOE B0 = <Z he, ;jl) > (Ragi)*

/8’/[:7.].7k: i7j7k7l 64 a7/37i’j

A partir de (4.44) ¢ (4.10) temos

n—+p
> HRERG AL =T HEET R 4+ Y Y HAE 00 0 (4.50)
i,5,k,8 ik B=n+2 i,k
n+p n—+p
=Htr(@" + HI)* + Y Y HOEO o)+ Y H?7)
B=n+2 i,k B=n+2
n—+p
= Htx(®")? + 3H*|®" > + nH* + > H?|®")?
B=n+2
n-+p
£y Y Hepelel,
B=n+2 i,5,k

Note que tr ®* = 0 e d"H PP — PO = 0,n+2 < B < n+p, a partir do Lema
4.3.2 obtemos

n—+p n—+p
Htr(®")? 4+ 3BH0" '+ nHY + Y HOP+ Y~ > HOLH @5 o) (4.51)
B=n+2 B=n+21jk
-2
2 _n—H’q)n-‘rlP +2H2‘(I)n+1|2 +H2’q)’2 +7’LH4
n(n —1)

n—+p
> He" o)

n—2
vn(n—1) ;2=

9
— 2H O ¢ BB+ nHE — L

vn(n—1)

H|®"|®]%.
Assim, a partir de (4.50) e (4.51) temos

-2
S~ HAG A = 2O 4 HO 4 — 2

Bk Vn(n—1)

H|®"||®]*. (4.52)
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A partir da equagao de Gauss (4.3) obtemos

Z (Zh kl) +Z Raﬁ” —Z(tr AaAﬂ + Z Raﬁw (4.53)

,79,k,l « a,B,1,j a, a;énJrl B#n+1,i,j
_ [tr(An+1An+1)]2 +2 Z [tr(An—i-lA,B)]Q
B#n+1
+ ) (tr(ATA%)? Y |ATAT — AP AP
a#n+1,8#n+1 a#n+1,6#n+1

Mas, usando (4.10) e o Lema 4.3.3 obtemos

> [tr(AAYPD T |AMAP AP A% < g (BZ tr(APA%) )

a#n+1,0#n+1 a#n+1,0#n+1 #n+1

l\DIOQ

(= =)

(4.54)
Assim, a partir de (4.53) e (4.54) temos

> (Zh“ha>+z (Rapy;)” < [tr(A™TTAM P 42 ) [tr(A™H A7) <Z |<I>ﬂ12>

igkl \ « a,B,i,j B#n+1 B#£n+1
=@ 4 20 H2 O 4 P HE 2 ) [tr(@"T0F)]?
BF#n+1
3
S (12 — [@™%)7 (4.55)
5

< SO p o HP| O T2 4 n2HY + 2|92 (|D)? — [0 ?)

l\')

+ 5’(1)’4 _ 3|(I)|2‘q)n+1’2
1 3
— §|q)n+1|4 + 2nH2|(Dn+1|2 + n2H4 o |CI)|2|CI)n+1|2 + §|CI)|4
Portanto, a partir de (4.49), (4.52) e (4.55) obtemos

n(n —2)
vn(n—1)

3
+ [@P|eT — Sl (4.56)

1
L(nH)>cn|®|? — H|®" ™ |®|* + nH?|®|* — 5|<1>”+1|4

_ 2_2_”(”‘2) n(H? + ¢
-2 ( 0~ L H (0] n(H >>

+(J] — o) (%H@F (] — @) (o] + |<1>"+1|>2> .

Por outro lado, a partir de (4.5) e (4.11) obtemos

H? = |®)* + (R — c). (4.57)

n(n—1)
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Entao, a partir de (4.56) e (4.57) obtemos

n(n_2) n n
———=H|D* — (|D| — [®"T])(|®] + [@"F1])?

L(nH) > (|®| — |@"*]) n(n—1) %

1
£ |BPQ (1B)), (459

onde Qg(z) ¢ a fungdo introduzida por Alias, Garcia-Martinez ¢ Rigoli em [15] e que

¢ dada por

Qr(z) = —(n —2)22 — (n — 2)z\/22 +n(n — 1)(R — ¢) + n(n — 1)R.
Por outro lado, notemos que vale a seguinte desigualdade algébrica (3.5) de [52]

32
(|2] = [ )| @] + |e"])* < =

< 27\@\3. (4.59)

Além disso, desde que a > 0 e b > ¢ usando (4.5), temos também
n*H?* > n’H? —n(n — 1)aH = |A]* + n(n — 1)(b—c) > |A]* = |®]* + nH?,

que é dada por

1
H> ———|0|. 4.60
> ol (4:60)

A partir de (4.59) e (4.60) concluimos que

n(n — 2) 5 1 n—2 16 ,
——————H|®|* — =(|®] — |®"T|)(|®| + |®"])* > —— | |®]*. (461
2ol - Jel - el + 0= (- R) 19 @

Mas, assumindo que n > 4, temos que

n—2 16>
n—1 27

0. (4.62)
Consequentemente, a partir de (4.58), (4.61) e (4.62) obtemos
1 n—2 16
L(nH) > ——|®]’Qg (|® O — ")) (| —= — = | [®? 4.
()2 0P Qr (@) + (0l ~ o) (222 - ) o (163)
1
> ——|P|? o
> 0P ()

Observemos que nossas hipoteses sobre a,b e M™ é Weingarten linear, obtemos

R=aH+b>b>c. (4.64)
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Assim, quando ¢ = 0,1, a partir de (4.64) devemos ter R > 0. Entao, Qgr(0) =
n(n—1)R > 0 é a fungao Qr(x) é estritamente decrescente para x > 0, com Qg(z*) =0

em

v R\/(n —2)(nR — (n—2)c) >0,

uma vez

nR— (n—2)c=naH +n(b—c) + 2¢c > 2c

e, consequentemente, se ¢ = 0, 1, obtemos nR — (n — 2)c > 0. Além disso, assumindo
que R > 0 quando ¢ = —1, temos também que nR + (n — 2) > 0.
Entao, a partir de nossa restricao (4.48) sobre a norma de ®, obtemos que

Qr (|®]) > 0. Assim, a partir de (4.63)
1
L(nH) > HWFQR(@D > 0.

O Lema 4.5.2 garante que L é eliptico e supondo que H atinge o méximo sobre
M™, a partir de(4.63) concluimos que H é constante sobre M". Entdo, voltando a
(4.49), obtemos a igualdade em (4.46). O Lema 4.5.1 garante que M" é uma subvari-
edade isoparamétrica Q7*? e, em particular, |®| é constante. Agora, suponha que M™
nao é totalmente umbilica, assim |®| é uma constante positiva. Neste caso, levando
em conta (4.62), a partir de (4.63) concluimos que |®| = |®"!| e, consequentemente,
®* = 0, para todo n+2 < a < n+ p. Entao, desde que e, 1 é paralelo no fibrado nor-
mal de M", estamos em posigao de aplicar o Teorema 1 de [90] para concluir que M™
é, de fato, imersa isometricamente em uma subvariedade totalmente geodésica (n + 1)
Q! de QUP. Assim, por resultados cléassicos sobre hipersuperficies isoparamétricas

de uma forma espacial [41, 57, 85] e tendo em conta que R > 0, concluimos que |®| =0
n(n —1)R?
(n—2)(nR — (n—2)c)

(a) toro de Clifford S' (v1 —7r2) x S"7}(r), com 0 <7 < 1,se c =1,

e M"™ & totalmente umbilica, ou |®|* = e M™ é isométrica a

(b) cilindro circular R x S"~!(r), com r > 0, se ¢ = 0,
(c) cilindro hiperbolico H' (—v/1 4 r2) x S"~(r), com r > 0, se ¢ = —1.

Quando ¢ = 1, para um dado raio 0 < r < 1, é um fato padrao que S* (\/ 1-— T2) X

S*1(r) — S"*! tem cuvaturas principais constantes dadas por

r Vi-i?
M=) M= = A= ———
N -
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Entao, neste caso,

nr? —(n—1) n—1
H=—-— 7 d o= ————— .
nrv/1 —r? and [2] nr2(1 —r?)

Quando ¢ = 0, para um dado raio r > 0, R x S"71(r) — R""! tem curvaturas

principais constantes dadas por

1
)\1:0, AQI...:/\RI—.
T

Neste caso,

n— n—1

H = and |®|? =

nr nr?
Finalmente, quando ¢ = —1, para um dado raio r > 0, H' (=v/1 +72)xS" ! (r) —

H"*! tem curvaturas principais constantes dadas por

r V142
M=———m, =...= Ny = ———.
it :

Entao, neste caso,

nr? + (n—1) n—1
H=——~—" and |®Pf= ——— .
nryv/' 1+ r? @ nr?(1+r?)

Portanto, para finalizar a nossa demonstragao, a partir das equagoes (4.5) e (4.11)
n—2

nR
Encerramos esta secao aplicando o Lema 3.2.16 para obter o seguinte resultado:

e com um calculo algébrico nao ¢ dificil verificar que r = [ ]

Teorema 4.5.4 Seja M"™ uma subvariedade Weingarten linear completa com wvetor
curvatura média normalizado paralelo em wma forma espacial Riemanniana QUt? (c =
1,0,—1 en >4), tal que R =aH +b coma >0 eb > c. Neste caso b =c =0 ou
c = —1, assumimos além disso que R > 0. Se H ¢ limitada sobre M", |[VH| € L'(M™)

e

n(n —1)R?
(n—2)(nR — (n—2)c)’

sup [0[* <
M
entao
i. ou |®| =0 e M™ € totalmente umbilica,

n(n — 1)R?
(n—2)(nR — (n—2)c)

ii. ou |®> = e M"™ € isométrica a

(a) toro de Clyfford S* (V1 —12) x S"7}(r) < S"* — §"*, quando ¢ = 1,

(b) cilindro circular R x S"~(r) < R < R"™ quando ¢ = 0,
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(¢) cilindro hiperbolico H' (—v1+12) x S"71(r) — H"*' — H"™P, quando

c=—1,

n—2

nR

onde r € uma constante igual a

Demonstragao. Observemos que a partir de (4.23) e (4.47) nap é dificil verificar que
L(nH) =div(P(VH)), (4.65)

onde

n(n —1)

P=(n’H -
(=5

a) I —nh", (4.66)

Seja h"t! = (h%*l) em M" na dire¢ao e, e I ¢ o operador identidade sobre M™.
Por outro lado, desde que R = aH + b e H ¢é limitada sobre M™, a partir da
equagao (4.5) temos que A é limitado sobre M™. Consequentemente, a partir de (4.66)

concluimos que o operador P é limitado, isto é, existe uma constante positiva C' tal

que |P| < C. Assumindo que |[VH| € L'(M™), obtemos
|P(VH)| < |P||VH| < C|VH| € L'(M™).

Assim, aplicando o Lema 3.2.16 obtemos L(nH) = 0 sobre M". Entao, desde que
vale (4.63), podemos usar mais uma vez o Lema 4.5.1 para obter que M™ é uma sub-
variedade isoparamétrica Q"*?. Portanto, podemos raciocinar como na demonstragao

do Teorema 4.5.3 para concluir o resultado. m

Observagao 4.5.5 Considerando no Teorema 4.5.4 mo caso que M™ é compacta,

a=0 ec=1, reobtemos justamente o Teorema 1.3 de [52].
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