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Resumo

Neste trabalho estabelecemos resultados de existéncia, multiplicidade e concentracao de

solucoes positivas para a seguinte classe de problemas quasilineares

—div(equ(e\Vu])Vu) +V(2)o(lu)u = f(u), em RY,

u € WH(RY), 4 > 0 em RY,
onde N > 2, € ¢ um parametro positivo, ¢, V, f sao funcoes satisfazendo condicoes técnicas
que serao apresentadas ao longo da tese e ®(t) = fOM ¢(s)sds. As principais ferramentas

utilizadas sao os Métodos Variacionais, Categoria de Lusternik-Schnirelman, Método de

Penalizacao e propriedades dos espacgos de Orlicz-Sobolev.

Palavras-Chave: N-funcao; Espacos de Orlicz-Sobolev; Métodos Variacionais; Categoria

de Lusternik-Schnirelman; Solugao Positiva.
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Abstract

In this work we establish existence, multiplicity and concentration of positive solutions

for the following class of problem
—div(e2¢(e| Vu|)Vu) + V(2)¢(Ju))u = f(u), in RY,
u € WH2(RYN), u > 0 in RY,

where N > 2, e is a positive parameter, ¢, V, f are functions satisfying technical conditions
that will be presented throughout the thesis and ®(¢) = fo‘ﬂ ¢(s)sds. The main tools used
are Variational methods, Lusternik-Schnirelman of category, Penalization methods and

properties of Orlicz-Sobolev spaces.

Keywords: N-function; Orlicz-Sobolev spaces; Variational methods; Lusternik-Schnirelman

of category; Positive solution.
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Indice de Notacoes

e ¢;, C; denotam constantes positivas genéricas;

e A denota o complementar do conjunto A;

e RY denota o espaco euclidiano N-dimensional;

e B,(z) é a bola aberta de centro x e raio p > 0;

e Se O C RY é um conjunto mensuravel & Lebesgue, entdo |(’)‘ denota a medida de
Lebesgue de O;

e catx(A) denota a categoria de A em X;

e A expressao ¢.t.p. é uma abreviacao para quase todo ponto, ou seja, a menos de um
conjunto com medida de nula;

e suppu denota o suporte da funcao wu;

e 1z, =0,(1) se, e so0se, x,, = 0;

e 1, | x significa que x, > r e x,11 < x,, Vn € N;

e 1, T x significa que x, — z € x,.1 > T,, Vn € N;

e O simbolo — significa convergéncia forte em um espaco normado;

e O simbolo — significa convergéncia fraca em um espag¢o normado;

e X — Y denota que X estd imerso continuamente em Y;

e Se u: O — R & mensuravel, entdo u™ e u~ denotam as partes positiva e negativa de

u respectivamente, ou seja,

u*(z) = max {u(z),0} e u” () = min {u(z),0}.

° C(O) denota o espaco das funcoes continuas definidas em O;
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c(0)

C5°(0)

L7(0)

L(0)

= {u € C(O) ; u é k-vezes continuamente diferenciével};

= c*0);

k>1

= {u € C*(0); supp(u) C O é compacto};

{u O — R mensuravel ; / lulPdr < oo} munido da norma

= ([ |u|pdx) ;

{u: O — R mensuravel ; supess |u| < oo} munido da norma
@

|u|oo = supess |ul.
o



Introducao

Na presente tese estamos interessados no estudo da existéncia, multiplicidade e

concentragao de solucoes positivas para a seguinte classe de problemas

—div(e2¢(e| Vu|)Vu) + V(2)o(Ju))u = f(u), em RY,

(Fe)
ue WHRN) u > 0em RY,

onde N > 2, € ¢ um parametro positivo, ¢: [0, +00) — [0, +00) ¢ uma fungio de classe C*
tal que ®(t) = OM #(s)sds & uma N-fungao, V: RY — R ¢ uma fungao continua chamada
potencial e a nao-linearidade f: R — R ¢ uma funcao de classe C*. Ao longo do trabalho
mencionaremos hip6teses adicionais sobre as funcoes ¢,V e f.

Com o proposito de estudar o problema (F,), lancaremos mao dos métodos variaci-
onais na obtengao de pontos criticos para o funcional energia associado a (P.).

Quando ¢(t) = 1 o problema (P,) torna-se

—Au+V(z)u= f(u), em RY,

(Se)
ue WR2(RN),

o qual aparece quando se deseja encontrar uma onda viajante para a equacao nao-linear
do tipo Schrodinger

ov
ie5r = —€AV + (V(z) + E)¥ — [W[**¥ para todo x € RY, (NLS)

onde ¢ é a unidade imaginéaria, € é a constante de Planck, ¢ >2se N =1;20u2 < ¢ < 2*
se N > 3. Uma onda viajante para a equacao (IVLS) é uma solugdo da forma

—iEt

U(t,z) = exp u(z), u:RY — [0, +00).
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O estudo da existéncia e concentragao de solugoes positivas para (S), com N > 3, foram
amplamente consideradas; ver por exemplo, Alves e Souto [9], Ambrosetti, Badiale e
Cingolani [11|, Ambrosetti, Malchiodi e Secchi [13], Bartsch e Wang [16], Cingolani e
Lazzo |23, 24], del Pino e Felmer [28], Floer e Weinstein [36], Lazzo [51], Oh [61, 62, 63],
Rabinowitz [66], Serrin e Tang [70], Wang [73] e suas referéncias.

Em [66], por um argumento via Passo da Montanha, Rabinowitz mostrou a existéncia
de solugbes positivas para (S.), quando € > 0 é suficientemente pequeno com o potencial
V' verificando

Voo = liminf V(z) > inf V(z) =V, > 0. (R)

|z|—o0 2€RN

Posteriormente, Wang [73] mostrou que essas solugoes se concentram?® no ponto de minimo
global de V' quando € tende a 0. Cingolani e Lazzo [24] exploraram a geometria do
potencial V' obtendo multiplicidade de solu¢oes para (S).. Assumindo (R) e usando teoria
de categoria de Lusternik-Schnirelman as autoras relacionaram o nimero de solugoes

positivas com a categoria do conjunto
M={zecR" : V(z) =V}

Em [28], del Pino e Felmer mostraram que as solugoes de (.S,) se concentram, quando
e — 0, em torno do minimo local de V introduzindo um método de penalizacao. Mais
precisamente, eles assumiram que o potencial V : RY — R é uma funcdo continua satis-
fazendo

V(z) > inf V(2) =V >0 para todo z € RY (Vo)

2€RN

e existe um dominio limitado 2 C R¥, tal que

inf V(2) < min V(z). (V1)

z€Q z€00

3Entedemos o fenomeno de concentragao da seguinte maneira: se u, é uma solugao de (P.) e z. denota

um ponto de méaximo global, entao
lim V(z.) = V.

e—0
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Para o caso em que ¢(t) = [t[P72, 2 < p < N, o problema (P.) torna-se

—ePApu + V(z)uP?u = f(u), em RV, @)
u € WIP(RY),
e foi estudado por Alves e Figueiredo em [5]. Os autores completaram o estudo feito por
Cingolani e Lazzo, no sentido de que os mesmos resultados sao obtidos considerando o
operador p-Laplaciano.
Para o caso onde e = 1 e ¢(t) = [t|P72 + [t|2 % paratodot > 0com 1 <p < g < N

e q € (p,p*), o problema (P.) torna-se

—Apu — Agu+ V() (JulP?u + [u]T%u) = f(u), em RY, )
u € WH(RN) N WLe(RY),

que aparece em varias aplicagoes, ver por exemplo Chaves, Ercole e Miyagaki [22], Figuei-

redo [34], He e Li [48, 49], Li e Liang [54] e suas referéncias. Para problemas envolvendo o

operador p-¢-Laplaciano em dominios limitados citamos Barile e Figueiredo [15], Figuei-

redo [33] e suas referéncias.

A existéncia de solucoes do tipo multi-peak tem sido considerada em alguns artigos.

Por exemplo, Gui em [47| assumindo que V : RY — R é uma fungdo continua verificando
V(z) >V > 0 para todo z € RY (Vo)
e que existem k regioes limitadas disjuntas §2q, ..., 2, tais que

M, = Jnin V(z) > o = Ilélé V) i=1,...k, (V1)

mostrou a existéncia de uma familia de solucdes u,, € suficientemente pequeno, para o
problema (S). com exatamente x picos. Um resultado similar foi obtido por del Pino e
Felmer em [29] usando uma metodologia diferente. Giacomini e Squassina [46] motivados
pelo estudo feito por del Pino e Felmer mostraram a existéncia solucoes que apresentam
mitltiplos picos para uma classe de operadores degenerados. Em [3], Alves generalizou
o estudo feito por Gui mostrando a existéncia de solucao multi-peak para problemas
envolvendo o operador p-laplaciano. Mais recentemente, Zhang e Xu em [75|, fazendo
uma abordagem diferente daquela feita por Alves [3], também mostraram existéncia de

solucdo multi-peak para problemas no RY envolvendo o p-Laplaciano.
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Motivados pelos trabalhos supracitados, mais precisamente pelos resultados encon-
trados em [3], [5], [6] e [7], uma questdo natural é saber se os mesmos fenomenos de
existéncia, multiplicidade e concentragao bem como a existéncia de solucao multi-peak
sao validos se considerarmos uma grande classe de operadores quasilineares. Nesta tese,

mostraremos que a resposta ¢ positiva para o seguinte operador
Agu = div(¢(|Vu|)Vu),

conhecido na literatura como operador ®-Laplaciano, onde ®(t) = Olt‘ ¢(s)sds & uma
N-funcao. Como visto acima, tal operador é uma generalizagao natural do operador p-
Laplaciano, definido por Ayu = div (|[Vu[P~?Vu), com p > 1 sendo uma constante real,

quando consideramos ¢(t) = tP~2.

Nos ultimos anos tem sido dada uma atencao especial para problemas quasilineares
envolvendo o operador ®-laplaciano, tendo em vista que estes modelam varios proble-
mas da Fisica-Matematica. Entre as diversas aplicacoes citamos a elasticidade nao-linear

(Fukagai, Ito e Narukawa [37|, Fuchs e Gongbao [41]) quando

B(t) = (14 — 10 e (1, %).

Outra aplicacao encontra-se na plasticidade (Fukagai, Ito e Narukawa [38], Fuchs e Os-

molovski [42]) quando

—1++v1+4N
2

O(t) =t"In(1+1),1 < <p<N-1,N>3.

Um modelo matemético para Fluido Newtoniano Generalizado (Fukagai, Ito e Narukawa

[38]) é dado para problemas quando
¢
O(t) = / s'7%(sinh ' s)Pds,0 <a<1lefB>0.
0

Aplicagbes também aparecem em problemas de Biofisica e Fisica dos Plasmas (He e Li
[49]) quando
1 1
D(t) = 5It|” + gltl", 1<p<g<N, eqc(pp)

Recentemente, com ¢ = 1, houve um grande interesse no estudo de problemas como

(P.) em dominios limitados e ilimitados de RY. Citamos, por exemplo, Alves, Figueiredo
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e Santos [8], Azzollini e Pomponio [14], Bonanno, Bisci e Radulescu [17, 18], Cerny [21],
Clement, Garcia-Huidobro e Manasevich [25], Donaldson [31], Fuchs e Li [41], Fuchs e
Osmolovski [42], Fukagai, Ito e Narukawa [37, 38, 39|, Gossez [44, 45|, Le, Motreanu e
Motreanu [52], Le e Schmitt [53], Mihailescu e Radulescu [58, 57|, Mihailescu e Repovs
[59], Mihailescu, Radulescu e Repovs [60], Orlicz [64], Santos [67, 68], Santos e Soares [69]
e suas referéncias.

Fazendo uma revisao bibliografica nao encontramos na literatura artigos que mos-
tram a existéncia, multiplicidade e concentracao de solucoes para problemas quasilineares
envolvendo o ®-Laplaciano, relacionados com a geometria do potencial V', e acreditamos
que esta tese mostra os primeiros resultados nesta linha.

A presente tese estd organizada da seguinte forma. No Capitulo 1, é apresentada
uma breve introducao aos espagos de Orlicz e Orlicz-Sobolev bem como as propriedades

mais importantes envolvendo N-funcoes que serao usadas no decorrer do trabalho.

No Capitulo 2, motivados por [5], [3] e [66], consideramos a classe de problemas

—div(€2¢(e|Vu|)Vu) + V(z)o(Ju))u = f(u), em R,

(F)
u e WH(RY) u > 0em RY,

onde N > 2, € ¢ um parametro positivo e o potencial V : RY — R é uma funcio continua,
satisfazendo a condigao (R). Doravante, diremos apenas que o potencial V' verifica ou nao
a condicao de Rabinowitz, quando o potencial V' verificar ou nao a condicao (R).

Neste capitulo, generalizamos os argumentos usados em [5], no sentido que, ob-
temos os mesmos tipos de resultados para uma classe mais ampla de operadores. Na
demonstracao dos nossos resultados, trabalhamos com a teoria de N-funcoes e os espacgos
de Orlicz-Sobolev. Nas referéncias acima citadas, a estimativa L* de algumas sequén-
cias foram obtidas usando o método de interacao de Moser o qual nao é muito adequado
quando se trabalha com uma classe mais geral de operadores quasilineares. Nesta tese,
contornamos essa dificuldade adaptando os argumentos encontrados em [4], [43], [50] e
[71].

A fim de enunciar o nosso principal resultado deste capitulo, apresentamos as hipo-

teses sobre as fungoes ¢ e f. A fungao ¢ : [0, +00) — [0, +00) & de classe C! e verifica:
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(01) o(t), (p(t)t) > 0 para todo t > 0;

(¢2) existem [,m € (1, N), tais que [ < m < [* = L_ll e
t)t2 i
[ < ) <m Vt#0, onde ®(t)= o(s)sds;
D(t) 0

t
(¢3) a funcdo o) é decrescente em (0, 4+00);

tm72
(¢4) a funcao ¢ é monotona,

(¢5) existe uma constante C' > 0 tal que

|¢'()t] < Co(t) Ve [0, +o0).

No que segue, diremos que ® € C,, se
(Cm) O(t) > [t|™ VteR.
Além disso, denotamos por 7 o seguinte niimero real

m, se ® €C,,

[, se ®¢&C,.
Assumimos que a nao-linearidade f : R — R é uma funcdo de classe C' que verifica:
(f1) existem fungoes r,b : [0, +00) — [0, 4+00) tais que
/()]

. f'(t) .
limsup ————— =0 e limsup ———— < +00;
o (r([ENIE])’ tj—>+oc (D(E))[E])

(f2) existe 6 > m tal que

0<O0F(t) < f(t)t Vt>0, onde F(t)= /tf(s)ds;
0

t
3) a funcao & é crescente para t > 0.
tm—l

As funcoes 7 e b sao de classe C* e satisfazem as seguintes condigoes:
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(r1) r é crescente;

(ry) existe uma constante C' > 0 tal que

Ir ()t < Cr(t), Yt>0;

(r3) existem constantes positivas r; e ry tais que

1)t2 12l
r < r(®) <ry Vt#0, onde R(t)= / r(s)sds;
0

(ry) a fungao R satisfaz

R(t)

limsup —= < +o00 e limsup
t—0 (I)(t) [t| =400 (D*(t)

(b1) b é crescente;

(by) existe uma constante C' > 0 tal que

0/ (t)t] < Cb(t), V> 0;

(bs) existem constantes by, by € (1,7*) verificando

[¢]
<by Vt#0, ondeBt:/ b(s)sds e v = ——;
Vi # 0= [ e

(by) A funcao B satisfaz
B(1)

lims <+ e lims B(t)
imsup ——= 00 im sup
>0 P(1) 1400 Pu(t)

— 07
onde @, ¢é a funcao de crescimento critico de ® dada por

B (1) = /Ot 27(5) 4.

s+ n

Em [38], com o intuito de mostrar a existéncia de solu¢do para problemas como
(P.), Fukagai, Ito e Narukawa em [38] fizeram uma das primeiras aplicacoes de (¢1) e
(¢2). Com tais hipoteses pode-se mostrar que a N-fungao ® dada por ®(t) = foltl o(s)sds

satisfaz uma importante propriedade, conhecida como condi¢ao As, que esta diretamente
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relacionada com a separabilidade e reflexibilidade dos espacos de Orlicz e Orlicz-Sobolev
associados a ®. A hipoOtese (¢3) é essencial para mostrar a caracterizagao dos niveis
minimax. A necessidade das hipoteses técnicas (¢3)-(¢5), (11)-(r2), (b1) e (b2), além do
crescimento assumido pela funcao f’ ficarao evidenciadas ao longo do capitulo. Ja as

hipoteses (r3)-(r4), (bs)-(bs) estao relacionadas com as imersao de Orlicz-Sobolev.

O principal resultado do Capitulo 2 é o seguinte:

Teorema A. Suponha que (¢1)-(95), (f1)-(f3), (b1)-(bs), (r1)-(r4) e (R) sao vdlidas.
Entao, para qualquer 6 > 0 suficientemente pequeno, existe s > 0 tal que (P.) tem pelo

menos caty, (M) solugdes positivas, para todo 0 < € < €5, onde
Ms={z e RN : dist(z,M) < 6}.

Além disso, se u. denota uma dessas solucoes e z. € RN é um ponto de mdximo global de
Ue, L€MOS que

lim V' (z) = Vb.

e—0

A ferramenta essencial para a demonstracao do resultado enunciado acima é a ca-
tegoria de Lusternik-Schnirelman. Neste momento, faz-se apropriado recordar ao leitor
que se A é um subconjunto fechado de um espaco topologico X, a categoria de Lusternik-
Schnirelman catx(A) é o menor nimero de fechados e contrateis em X que cobrem A. O
leitor interessado em estudar a teoria de categoria de Lusternik-Schnirelman pode consul-

tar o livro do Willem [74].

No Capitulo 3, aplicamos o Método de Penalizagdo de del Pino e Felmer [28] para
mostrar que sao validos, no contexto dos espacos de Orlicz, resultados analogos aqueles
encontrados em Alves e Figueiredo |7]. De forma mais precisa, consideramos a seguinte
classe de problemas (P.), onde o potencial V : RY — R é uma fungao continua satisfazendo
(Vo) e (V).

Na literatura, desconhecemos trabalhos que facam o uso do Método de Penalizagao
para problemas envolvendo o operador ®-Laplaciano. Além disso, diferentemente de [35],
foi dada uma atencao especial, principalmente devido a dificuldade técnica, a constru-
cao de uma funcao auxiliar adequada para aplicacao de tal método. Entretanto, com o

proposito de facilitar a leitura um apéndice foi dedicado para mostrar como tal funcao
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¢ construida. Ainda no Capitulo 3, seguindo a mesma linha de raciocinio de [7] e [28],
foi necessario modificar de forma conveniente a nao-linearidade, de modo que o funcional
energia associado satisfaga a condi¢ao de Palais-Smale.

O principal resultado do Capitulo 3 é enunciado como segue:

Teorema B. Assuma que (¢1)-(0s), (r1)-(rs), (b1)-(bs), (f1)-(f3), Vo)-(V1) valem. En-

tao, dado § > 0 suficientemente pequeno, existe e > 0 tal que (P.) tem pelo menos

catpr, (M) solugoes positivas, para todo 0 < € < €5, onde

M={zeQ : V(z) =V}

Ms ={z e RY : dist(z, M) < 6}.

Além disso, se u. denota uma dessas solucoes e z. € RY ¢ um ponto de mdzimo global,

temos

limV(z.) = V.

e—0

No Capitulo 4, motivados por [3] e [47], consideramos a existéncia de solucoes do
tipo multi-peak para a classe de problemas (P.), onde o potencial V : RN — R ¢ uma

funcdo continua satisfazendo (Vp) e (V4).

Nosso principal resultado do Capitulo 4 é o seguinte:

Teorema C. Assuma (61)-(d5), (r1)-(r1), (b1)-(ba), (f1)-(f3), Vo) e (Vi). Entio, para
cada I' C {1,...,/{}, k € N, existe € > 0 tal que, para 0 < ¢ < €*, (P.) tem uma
familia {u} de solugdes positivas verificando a sequinte propriedade para € suficientemente
PEQUENO:

Existe 6 > 0 tal que

sup u.(x) > 9.
zeRN

FEziste P., € Q; para todo © € I" tal que, para cada n > 0, existe p > 0 verificando

sup  uc(z) >0 para todoi €I’
.’EEBEP(PQZ‘)

sup UG(ZL’) <.
xERN\UierBep(Pe,i)
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No Teorema C, se I' tem [ elementos, dizemos que u, ¢ uma solucao [-peak. Ressal-
tamos que no contexto dos espacos de Orlicz, até onde sabemos, este é o primeiro estudo
relacionado a solugoes do tipo multi-peak.

Para finalizar a tese, no Apéndice A fazemos a construcao de uma funcao crucial
para aplicacao do método de penalizacao no Capitulo 3. O Apéndice B é dedicado a um
resultado de imersao que é crucial no Capitulo 4. Por fim, no Apéndice C generalizamos
uma versao de um Teorema do tipo Lions devido a Alves, Figueiredo e Santos [8] que

também serd usado no Capitulo 4.



Capitulo 1

Os espacos L?(0) e WHP(0)

Nesta capitulo, apresentaremos os espacos de Orlicz e Orlicz-Sobolev que sao gene-
ralizacao dos espacos de Lebesgue e Sobolev. Além disso, faremos um breve estudo das
principais propriedades envolvendo tais espacos.

E importante ressaltar que as informacoes presentes neste capitulo constituem ape-
nas a linguagem minima necesséria para o estudo que segue. O leitor interessado em um
estudo mais completo sobre o assunto pode consultar [1], [2], [44] e |[65]. A tese |68] é uma

boa referéncia em portugués sobre o assunto.

1.1 Resultados basicos e definicoes

1.1.1 N-funcao

A seguir definimos uma, classe especial de fun¢oes convexas, denominadas N-funcoes,

que desempenham um papel fundamental na defincao dos espacgos de Orlicz e Orlicz-

Sobolev.
Definigao 1.1.1. Dizemos que ®: R — [0,400) € uma N-fung¢ao se

(1) ® € um fung¢ao convera e continua.
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(i7) B(t) =0t =0.

o(t) o(t)

(i17) 15%7 =0 e tEerOOT = 400
(1v) ® € par.

Exemplo 1.1.2. A sequir, apresentamos alguns exemplos de N-funcoes.
1. &(t) = %|t|p7 onde p € (1,400) et € R;

2. Oy(t) = %|t|p + %|t|q, onde p,q € (1,+00) et € R;

3. D3(t) = (1+t)*—1, ondea>1eteR;

4. O,(t) = [t|PIn(1 + |t|), onde p € (1,4+0) et € R;

5. O5(t) = (14 [t]) In(1 + |t]) — |¢], t € R;

6. Dg(t) =€’ — 1, t € R;

7. &o(t) =ell —|t| -1, t € R.

O proximo resultado mostra como as N-funcoes sao caracterizadas.

Lema 1.1.3. Seja ®: R — [0, +00) uma fungao. Entao, ® € uma N-fungao se, e somente

se,
O(t) = /|t o(s)ds, t € R,
0
onde ¢: [0,+00) — [0, +00) € uma funcdao satisfazendo
(1) ¢ € continua a direita e nao-decrescente em (0, 4+00);
(i7) o(t) =0t =0;
(141) tE«anoo ©(t) = +oo;

(iv) @(t) > 0 para todo t > 0.

Uma importante propriedade das N-funcoes que seré frequentemente utilizada neste

trabalho é dada no préximo lema.

Lema 1.1.4. Seja ® uma N-funcdo. Entao,
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(i) ®(at) < a®(t), para todo a € [0,1] et € R;

(i7) ®(Bt) > pO(t), para todo 5 € (1,400) et € R;.

A seguir, definimos uma classe especial de funcoes chamadas fung¢oes conjugadas.

Defini¢ao 1.1.5 (Funcao Conjugada). Seja ® uma funcdo. A funcao conjugada de P,
denotada por &), € a funcao dada por

®(t) = sup {st — ®(s)}.

seR
N t|P N
Exemplo 1.1.6. 1. A N-funcao ®1(t) = — comp € (1,+00) et € R, tem como func¢ao
p
conjugada
~ |t|q
Oi(t) = —, teR,
q
1 1
onde — +—=1;
p q

2. A N-fungio ®(t) = el — |t| — 1, t € R, tem como funcio conjugada
(1) = (1+ [¢]) In(1 + [¢]) — |t = s(2).
A funcao conjugada ® de uma N-funcao ¢ também é chamada de fun¢ao complemen-
tar de ®. Observando o Exemplo 1.1.6 1., vemos que tal conceito generaliza a definicao de

funcao conjugada para os espacos de Lebesgue. Com as defini¢oes acima temos o seguinte

lema:
Lema 1.1.7. Se ® ¢ uma N-funcao, entao ® também é uma N-funcao.

O primeiro resultado envolvendo ¢ e Déa seguinte generalizacao da desigualdade

de Young.

Lema 1.1.8 (Desigualdade de Young). Sejam ® uma N-funcio e d sua funcao con-
jugada. Entao,
st < (s)+D(t), Vs,teR.

O lema seguinte decorre diretamente da Desigualdade de Young.
Lema 1.1.9. Sejam ® e d N-funcoes conjugadas. Entao,

t<® ' ()d(t) < 2t, para todo t > 0.
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1.1.2 Espacos de Orlicz

Nesta subsec¢ao, temos por objetivo apresentar os espacos de Orlicz. O leitor atento
vai observar que as N-funcoes tém papel crucial na definicao de tais espacos. De forma
precisa, para cada N-funcao iremos associar um espaco de Orlicz. Um estudo mais deta-
lhado sobre estes espagos podem ser encontradas nas referéncias citadas no inicio deste
capitulo.

No que segue, seja O C RY um conjunto aberto. Introduzimos agora os espacos de

Orlicz.

Definigao 1.1.10. Para cada N-funcao, definimos o espago de Orlicz L*(O) como
L*(0) = {u: O — R mensurdvel; / @(%)dw < 400, para algum X\ > O} .
o

Usando a convexidade da N-fungao @ observamos que L*(Q) é um espago vetorial.

Além disso, o espago L®(O) ¢ um espago de Banach munido com a norma

. |ul
= . —_— <
|| u||o 1nf{)\>0 /OCD(/\)dx_l :

chamada norma de Luxemburg.

Observacao 1.1.11. Note que a aplicagao ||.||e € um funcional de Minkowsky associado

ao conjunto convero
r— {u € 1%(0): / B(u)dz < 1} .
(@)

tp
Exemplo 1.1.12. Considerando a N-funcio ®41(t) = u comp € (1,400) et € R,
p

temos
w|P
L*(0) = {u: O — R mensurdvel; / ‘X’ dr < 400, para algum \ > 0} = LP(0O).
o
Por esse motivo, os espagos de Orlicz sao generalizagoes naturais dos espagos de Lebesgue.
A proxima definicao desempenha um papel fundamental ao longo do nosso trabalho.

Uma das utilidades desta reside em obter informacoes sobre separabilidade e reflexibili-

dade dos espacos de Orlicz e Orlicz-Sobolev.
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Definicao 1.1.13. Seja ® uma N-funcao. Dizemos que @ satisfaz a condi¢ao A,y se

existem Cy, > 0 e tg > 0, tais que

O(2t) < C.P(t), t > to.
Neste caso, usamos a notacao ® € A,.
Observagao 1.1.14. |O] = 400, & € Ay com to = 0.

Observacao 1.1.15. Essa condicao pode ser reescrita da sequinte maneira: Para cada
s > 0, existe Cy > 0 tal que

O(st) < Cs®(t), para todo t > 0.

As N-funcoes @, 9, $3 para a € (1, %), ®, e P5 dadas no Exemplo 1.1.2, sao

exemplos de N-funcbes que verificam A,. Entretanto, as N-funcdes ®g e $7 sdo exemplos
de N-fungoes que nao satisfazem a condicao A..
O resultado abaixo tacitamente motiva as hipoteses (¢2), (r3) e (b3) mencionadas

na introducao.

Lema 1.1.16. Seja & uma N-func¢ao dada por

It]
O(t) = / o(s)ds.
0
Entao, ® € Ay se, e somente se, existem o > 0 ety > 0 tais que

tolt) _

t > 1.
o) — =

Uma importante desigualdade que sera bastante utilizada no decorrer da tese ¢ dada

no lema seguinte.

Lema 1.1.17. Seja & uma N-funcao dada por

It]
O(t) = / o(s)ds.
0
Entao, as funcoes @ e d satisfazem a desiqualdade

5(@@)) < ®(2t) para todot > 0.

A seguir, apresentamos uma versao da desigualdade de Holder para os espacos de

Orlicz.
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Proposi¢ao 1.1.18 (Desigualdade de Hélder). Sejam u € L*(O) e v € L‘i(O).
Entao, uwv € LY(O) e

| [ wods] < 2ulolols
o
Conforme mencionado anteriormente fazendo uso da condicao A, resulta o

Teorema 1.1.19. Sejam ® uma N-funcao satisfazendo a condicdo Ay. Entdo, o espaco

L*(O) ¢ separdvel. Além disso, L*(O) € reflexivo se, e somente se, &, ® € A,.
Ainda usando a condicao As, mostra-se os seguintes resultados técnicos envolvendo
sequéncias em espacos de Orlicz.

Proposigao 1.1.20. Sejam ® uma N-funcao satisfazendo a condicdo Ay e (u,) C L*(O).

Entao,

u, =0 em L*(0) & /@(\un\)dxéo.
@

Proposicao 1.1.21. Suponha O C RN um dominio limitado. Sejam ® uma N-funcdo

satisfazendo a condi¢io Ay e (u,) C L*(O) uma sequéncia tal que
u, —u em L*(O).
Entao, existem h € L*(O) e uma subsequéncia de (u,), ainda denotada por (u,), tal que

up(x) = u(z) q.t.p. em O e \u, ()] < h(z) gtp. em O.

1.1.3 Espacos de Orlicz-Sobolev

Nesta subsecao, estudamos os espacos de Orlicz-Sobolev. Tais espacos sao obtidos
a partir dos espacos de Orlicz. Apresentamos algumas propriedades basicas bem como
imersoes dos espacos de Orlicz-Sobolev em espagos de Orlicz.

Definicao 1.1.22. Para uma N-funcao ®, definimos o espago de Orlicz-Sobolev
Wh®(O) como

ou
8l'i

wmﬂO)z{ueLQO); e[?KD,izlwwN}.

O espago WH(O) é um espago de Banach munido com a norma

[ullie = IVulle + [lulle,
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Teorema 1.1.23. O espaco WH®(O) € separdvel se ® € Ay, Além disso, WH*(O) ¢

reflexivo se, e somente se, &, ® € Ay.

Antes de apresentarmos alguns resultados de imersoes, iremos definir outra classe
importante de N-funcoes denominadas funcoes de crescimento critico. Para tanto, iremos

precisar da seguinte definicao:

Definicao 1.1.24. Sejam &, e ®y N-funcoes. Dizemos que ®5 cresce estritamente

mazis lento que ®1, quando para todo k > 0

Neste caso, usamos a notagao P9 << Py.
A seguir apresentamos o primeiro resultado de imersao.
Lema 1.1.25. Sejam O C RY com |O] < +00 e ® um N-fungdo. Entio, a imersao
L*(0) — LY(0)
€ conlinua.

Teorema 1.1.26. Scja O C RY com |0 < +oo. Sejam @, e &y N-funcoes tais que

by << Py. Entao, vale a sequinte imersao continua
L*(0) — L*(0).

Lema 1.1.27. Seja ® uma N-fucao satisfazendo

1 (I)—l +o0o q)—l
/ (ls)ds <400 e / (ls)ds = 400. (1.1)
o st . St

Entao, a fun¢ao H: [0,4+00) — [0,400) dada por

H(t) = /0 ) g

1
sl

€ biyjetora e sua inversa, denotada por ., estendida em toda reta de forma que ®, seja

uma funcao par, € uma N-funcao.

A N-funcao @, é chamada funcao de crescimento critico. A motivacao de tal

denominacao ¢ vista no exemplo abaixo.
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Exemplo 1.1.28 ([68, Observagao 2.6.1]). A N-fung¢ao ®(t) = [t|P, com p € [1,N), tem

como fung¢ao de crescimento critico

N —
onde p* = _p

pN
O principal resultado de imersao envolvendo tal funcao é devido a Dolnaldson e

Trundinger [32] e tem o seguinte enunciado.

Teorema 1.1.29 (|32, Teorema 3.2|). Seja O C RY aberto e admissivel'. Seja ® uma

N-fungao verificando (1.1). Entao, vale a imersdo continua
Wh®(0) — L*(0).
Além disso, se |O] < 400 e VU é uma N-funcao tal que ¥V << &, entdo a imersao
Wh®(0) — LY(0).
€ compacta.
A seguir, apresentamos outro importante resultado de imersoes em espacos de Orlicz-
Sobolev o qual pode ser encontrado em [8].

Teorema 1.1.30. Seja A uma N-funcao satisfazendo

A(t)

li <+ li A(t)
im sup ——= oo e limsup ——*
-0 D(t) |00 Pu(t)

Entao, vale a sequinte imersao conlinua

< +00

WEP(RYN) — LARNY).
O teorema abaixo é uma resultado do tipo Lions para os espacos de Orlicz-Sobolev

e desempenha um papel fundamental no nosso trabalho.
Teorema 1.1.31 ([8, Teorema 1.3|). Assuma (¢1)-(¢2) e seja (u,) C WHE(RY) uma

sequéncia limitada tal que

lim sup / O (|uy|)dx =0,
By (y)

n—4o00 yGRN

'Por admissivel, entendemos os dominios em que ocorrem as imersdes de Sobolev W11(Q) < L1(Q),
com 1 <¢q< 5.



1.1. RESULTADOS BASICOS E DEFINICOES 21

para algum p > 0. Entdao, para qualquer N-funcao B verificando a condi¢ao Ay com
B(t

®) = e lim B(#)

t—0 CD(t) [t]—+o00 q)*<t)

— ()’
temos

lim B(|uy|)dz = 0.

n—-+o00 RN

No que segue, ® é uma N-fungao verificando (¢1)-(¢2) e ®, ®, sio as funcdes con-
jugada e de crescimento critico de ®, respectivamente.

Os proximos trés lemas envolvem as funcoes @, ® e ®,. Tais resultados, apesar de
técnicos, desempenham um papel crucial neste trabalho e a demonstracao destes podem

ser encontradas em [68].
Lema 1.1.32. Considere as funcoes
&(t) = min{t' 1"} e &(t) = max{t', t"}, Vt > 0.

Entao,
Eo(s)D(t) < B(st) < &(s)P(t), Vs, t>0

Sollulle) < /N O(lul)dr < & (|lulls), Vu e LT(RY).
R
Lema 1.1.33. Considere as funcoes
&) =min{t" ™} e &) = max{t", ™}, Vt > 0.

Entao,
E(5) P, (1) < D, (st) < &1(5)D,(t), Vs,t >0

&([lulle,) < /RN @, (Jul)dz < &([lulls.), Vu e L**(RY).

Lema 1.1.34. Considere as funcoes
Eu(t) = min{tm1, t71} e &(t) = max{tT, w1} VE > 0.

Entao,

Ea(s)D(t) < D(st) < &(s)D(t), Vs, t>0

lals) < [ Bllubds < &xlull), Vo e LIRY)
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Agora, sejam B uma N-funciio e B sua funcio conjugada. Se B satisfaz (by) e (bs),

podemos mostrar os dois lemas seguintes.
Lema 1.1.35. Considere as funcoes
So.p(t) = min{t" 12} e & p(t) = max{t" 2}, Vt>0.

Entao,

§o.8(5)B(t) < B(st) < &1.5(s)B(t), Vs,t>0

€o.5([[ull) < /N B(|u|)dz < &.p(|lulls) Vue LP(RY).
R
Lema 1.1.36. Considere as funcoes

b b b b
& 5(t) = min{th T 1T} e € () = max{th T, 1T}, Vi > 0.

Entao,

&.5(5)B(t) < B(st) < & 5(s)B(t), Vst >0

&alulp) < [ Bluds <& plllullp) Vue LP®RY).

1.2 Um teorema do tipo Brezis-Lieb para espacos de

Orlicz

Nesta subsecao apresentamos resultados que desempenham papel crucial neste tra-
balho. Uma versdo deste resultado pode ser encontrada em [20, Lema 6.6.1]. No entanto,
as hipoteses impostas aqui sao mais fracas. Por exemplo, podemos aplicar o resultado
para a func¢ao ¢(t) = 2a(1 + %), que nao pode ser considerado em [20].

Proposigao 1.2.1 (Lema de Brezis-Lieb). Seja O C RN um dominio suave e suponha

que (¢1),(02), (94)-(0s) sio vdlidas. Seja (n,) uma sequéncia de vetores, n, : O — RN

satisfazendo

N € LP(O) x ... x L*(0) e nu(z) =0 ¢.tp. x € O.
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Se (||[nulle) € limitada, entdo a funcao a(y) := ¢(ly|)y para todo y € RY wverifica o limite
| Blatn + w) = alm) = a(w)idz = o),
para cada w € L*(0) x ... x L*(0).

Demonstragao. Dividiremos a demonstracao em dois casos

Caso: ¢ nao-decrescente. Para cada w € L*(0) x ... x L?(O) observe que

onde a;(y) = ¢(|ly))vi, vy = (y1,...,yn) ERY ei=1,..., N. Agora, note que

la;(n, + w) — a;i(n,)| = ‘/01 %ai((nn+tw))dt’

N 1
8ai
Z/ e )|

(¢5)
A~

1
< cl\w\/ o(|nn + tw])dt
0

e sendo ¢ nao-decrescente, temos

|ai(n + w) = ai(m)| < erw|d((m| + |w]). (1.2)

A seguir, veremos que existe uma constante co > 0 tal que

crfw]@(|na] + [wl) < ea((mal)w| + d(lw])|w]). (1.3)

Com efeito, por (¢2), recorde que

P

= 30 <m, paratodo t>0, (1.4)

o que implica

@ (| + o]
—_—.
(Ina] + fw])

Por outro lado, usando a convexidade de ®, obtemos

mfb(lnnl o) o(empd) 3 m(%@(zmp " %@(2|w|)>_

(il + 1) (il + wl)® (1 + [10])?

O[] + |w]) < m
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Combinando as desigualdades acima, deduzimos que

IA

o(lma] + o) m(ﬂ@mm+ameU

(11a] + lwl)®

m(@mmn+¢mmv_

2\ Iml? |w]?

2

Usando a condicao A, existe uma constante C, > 0 tal que

¢l + |wl) <
20\ Iml? |w]?

mC, (@(\m) ) <I>(|w|>>

Novamente, por (1.4),

(Il + ul) < "5 (Il + o))

e, consequentemente, existe uma constante ¢y > 0 satisfazendo
c1|wlg(|nal + [wl) < ca(@(|mn])w] + d(Jw])w]).
De (1.2) e (1.3) segue que
Jai(mn +w) = ai(nn)] < c2(d(|mal) lw] + ¢(Jwl)]w]) (1.5)

Afirmacgao 1.2.2. Dado € € (0,1), eziste C > 0, independente de €, tal que

S| < C(eo(mlm| + ccb(uw)lwl). (1.6)
De fato, fixado = € RY, consideramos os conjuntos

Ay ={n e N fw(@)] < |na(2)[} e By :={neN: |m(z)] < |w(@)]}.
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Se n € A,, usando a Desigualdade de Young? com o Lema 1.1.17, resulta que

G| ()]) I () [ ()] €¢(|77n(x)|)|nn(x)|é\w($)!

B 2) Dl (2)]) + (= fo()])

o
/\}1,> |/\} 2
=
ag

e® (|1 (@) )i (2)]) + Co®(|w(x)])

Ler/rgail.17
< e® (2|, (2)]) + C-®(Jw(z)|)
Ao

|/\>

Coe®(|mn(x)]) + C-(Jw(z)])
(

<
N

)

|/\>

% (oI ) () P + e (w)]) o) ),
mostrando que

S @) @)] < % (0 (@) @) + Ceo(fu@) (@)
Se n € B,, desde que ¢ é nio-decrescente

¢(|nn(2))[w(z)] < d(jw())w(@)] < ed([nn(x)])mm(x)] + ¢(lw(z)])|w(z)|.

Portanto, existe C' > 0 tal que

Sl (@)Dl)] < C(20(m()Dlm(@)] + cow@))w()]), Vo eN

e como = € RY foi arbitrario, concluimos que

S(InDlwl < O(co(mDlm + coluhlu]). Ve N
o que prova a Afirmagao 1.2.2. Agora, de (1.5)-(1.6), existe C; > 0 tal que
|a(nn +w) — a(nn)| < Cred(nn(@)])nn ()] + cad(|w(@)])|w(z)].

Definindo

Gn(w) = max {|a(n, +w) — a(n.) — a(w)|(z) — C12¢(|na])[na], 0},

2ver Lema 1.1.8
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observamos que

Gn(z) >0 q.t.p.em O

Gu(z) < la(nn +w) = a(mn)|(2) + la(w)[(x) — Cred([nn]) ||

< Cred([nn) ] + ccad(jw])w] + la(w)|(z) — Cred([nal) ||

< (14 cen)o(|lw])|w| € Lg(O).

Logo, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, tem-se

/ B(G)dz — 0,
(@]

pois

/(9(5((1+c€71)¢(\w\)|w\)d:c =

Lemai.1.17
=~
<

®(¢(|w])w])dz

S~

P (2|wl)dx

Cq

>

2
=~
< Cs

S~ o—

Por outro lado, se z € O satisfaz G,,(x) = 0 vem que

|a(n, +w) — a(ma)l(z) + |a(w)[(z) — Cred(|na])|na| <0,
assim
|a(nn +w) — a(na)[(z) + |a(w)|(z) < Cred(|nn])[na] + Gul2).
Agora, se z € O verifica Gy (z) > 0, entio

Gn(z) < la(nn +w) — a(nn)|(x) + |a(w)[(x) — Ced(|nn])nn]

de onde segue

|a(nn +w) = a(m)[(2) + |a(w)[(z) = Cred(|m])m] + Gnl2).

Em qualquer caso,

|a(nn +w) = a(n)[(2) + |a(w)[(z) < Cred(|ml[n.] + Gu(z)  q.t-p. em O.

P (|w|)dz < +oo.

(1.7)



1.2. UM TEOREMA DO TIPO BREZIS-LIEB PARA ESPACOS DE ORLICZ 27

Usando a convexidade de ®, a condicio A, e o fato de B(p(t)t) < (2t), deduzimos

5(015¢(|nn’)‘nn| + Gn)
5C6€I/)(¢(‘77n’>|77n|) + 075(Gn)
ece®(2|nn]) + 2 (Gy)

(ja(mn +w) = a(m)|(z) + |a(w)])

INIA

IN

ecs®(|1n]) + 2 ®(G). (1.8)

IN

Logo, por (1.8) e (1.7)

limsup/(OCT)(\a(nn +w) — a(n,)|(z) + |a(w)|)dx < eco.

n—+00
Portanto,

| @latn, + w) = atm) = atw)do = o)
Caso: ¢ decrescente. A demonstragao é feita como em [20, Lema 6.6.1].

O proxima proposicao sera usado em alguns resultados durante nosso trabalho. Uma

demonstracdo para tal resultado pode ser encontrada em Gossez [44].

Proposigao 1.2.3. Sejam O C RN wuma aberto e ®: RY — [0, +00) uma N-funcio
satisfazendo a condicdo Ay. Se ® também satisfaz a condi¢ao Ag e (hy,) € uma sequéncia
limitada em L*(O) satisfazendo h,(x) — h(z) q.t.p. em O, entio h, — h em L*(O),
15t0 €,

/ hpvdx — / hvdzx para todo v € L&)(O).
@ o






Capitulo 2

Multiplicidade e concentracao de
solucoes positivas com potencial

satisfazendo a condicao de Rabinowitz

Neste capitulo mostraremos a existéncia, multiplicidade e concentragao de solucoes

positivas para a seguinte classe de problemas:

—div(e2¢(e| Vu|)Vu) + V(2)o(Ju))u = f(u), em RY,

(Fe)
ue WH(RN) u >0 em RY,

onde N > 2, € ¢ um parametro positivo e o potencial V' : R¥ — R é uma funcao continua
satisfazendo a condi¢ao de Rabinowitz (R). As fun¢ées ¢: [0,+00) — [0, +o0)e f: R - R
sao de classe C! e verificam as hip6teses mencionadas na Introducao.

Conforme foi dito na Introducao faremos uso de métodos variacionais para obter
pontos criticos para o funcional energia associado a (P.). Para isso, recordamos que por

uma solucao fraca do problema (P.), entendemos uma fungdo u € X \ {0}, tal que
/ o (e| Vu|) VuVwdz +/ V(z)o(|u|)vwde = f(u)wdz, paratodo w € X,
RN RN RN

onde X é um subespago do espago de Orlicz-Sobolev W1®(RY) dado por

X = {u e W (RY) /RN V(2)®(|ul)dz < —|—oo} .
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Ao longo desta tese, afim de formulamos nosso problema em uma estrutura varia-
cional mais adequada, iremos trabalhar com um problema equivalente a (P.). Verifica-se

que u € X & uma solugdo fraca de (P.) se, e somente se, v(x) = u(ex) satisfaz
o(|Vo|)VoVwdz —|—/ V(ex)o(|v])vwde = f(v)wdx, paratodo w € X,
RN RN RN
onde X, denota o subespaco de W1 ®(RY) dado por
X, = {u € WHP(RN) - / V(ex)P(|ul)dx < —I—oo}
RN

munido da norma

[ulle = IVulle + lulls,v..

|Vul|g := inf {)\ > 0; /RN @(WTul>dx < 1}

[ul

Jullo . = int {1 > 0; /RN vienye(")ar <1},

Neste caso, v ¢ um ponto critico do funcional I.: X, — R dado por

onde

JE@):/RN <I>(|Vv|)dx+/RN V(ex)q)(|v])dx—/ F(o)da

RN

que ¢é o funcional energia associado ao problema

—Agv + V(ex)p(Jv))v = f(v), em RV, -
ve WL (RY), v >0em RY,

onde Ag é 0 operador ®-Laplaciano dado por Agu = div(¢(|Vu|)Vu).
A partir de agora, concentramos nosso estudo no problema (E) As solugoes que

encontramos para (156) possui a propriedade descrita na proxima definicao.

Definicao 2.0.4. Uma solugao u de (E) € dita uma solucao de energia minima quando
I(u) < I(v),

qualquer que seja v solucao de (é)



2.1. O PROBLEMA AUTONOMO 31

2.1 O problema Auténomo

Nesta secao demonstramos a existéncia de uma solugao positiva de energia minima

para a seguinte classe de problemas

—Agu+ po(lu)u = f(u), em RY, P

u e WH(RN) u >0 em RY, )
onde p é um parametro positivo. Neste momento, gostariamos de destacar que esta classe
de problemas foi considerada por Alves, Figueiredo e Santos em [8]. Os autores mostraram
a existéncia de solugao nao-trivial para o problema (FP,), com ¢ = 1, assumindo V radial
ou ZN-periédico. Entretanto, naquele artigo ndo foi estabelecida a caracterizacio do
nivel do passo da montanha como o minimo do funcional energia na variedade de Nehari,
existéncia de solucao de energia minima, regularidade e positividade das solucoes. Esse
estudo é crucial para o caso nao-autéonomo, em virtude de algumas estimativas dependerem

de tais informagoes.

Desde que estamos interessados em solucoes positivas, assumiremos em toda tese
f(t) =0 para todo (—o0,0]. (2.1)
De agora em diante, Y, denota o espago de Orlicz-Sobolev W®(RY) com a norma
[ully, = IVulle + pllulle.
Dizemos que u € Y, é uma solugao de (F,) se

/ o(|Vu|)VuVodzr + u/ o(|u))uvdr = flu)vde, YveY,.
RN RN RN

Além disso, denotamos por E, : Y,, — R o funcional energia associado ao problema (P,)

dado por
E,(u) = /RN O(|Vul)dr + M/]RN O (|ul)dx — /RN F(u)dz.

Usa-se argumentos padroes mostra-se que E, € C"! (Yu, ]R)1 com

B (u)v = /RN o(|Vu|)VuVudr + ILL/RN o(Ju|)uvdr — - fu)vder, Yu,veY,.

1Ver por exemplo [68, Apéndice BJ.
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Consequentemente, pontos criticos de E,, sao precisamente as solucgoes fracas para (P,).

O principal resultado desta subsecao é o seguinte:

Teorema 2.1.1. Suponha que (¢1)-(¢3), (r1)-(r4), (b1)-(bs) € (f1)-(f3) sdo vdlidas. En-
tao, o problema (P,) possui uma solu¢io nao-negativa de energia minima.

2.1.1 Preliminares

Comegamos observando que a hipotese (f;) combinada com a regra de I Hospital

implicam que

limsuth) =0 e limsup S < +o0. (2.2)

t—o T[]l tl—-+oo D([E])]1]
Além disso, usando (¢2) e (r3) Vé-se facilmente que
0< SOy, fO) R
o([t)]] r([t))It] @(t)
Combinando a desigualdade acima com (2.2) e (ry), obtemos

f(t) ft)

limsup ——=— =0 e limsup ——— < +00. (2.3)
-0 o([t])]] t|>+o00 D([E])[2]

Os limites obtidos acima serdao usados no decorrer do nosso trabalho.

Antes de seguir em frente, convém apresentar ao leitor as principais imersoes que
serdo usadas nesta tese. Segue-se do Teorema 1.1.30 e as hipoteses (r4) e (by) que as

imersoes
WH(RY) — LYRY) e WH(RY) — LE(RY)
sao continuas. Além disso, gracas ao Teorema 1.1.29, vale a seguinte imersao continua
WL (RN) < L (RY).

Portanto, pela defini¢ao da norma de Y),, as imersoes

Y, = WH(RY) — L*(RY) e Y, — WH(RY) — L (RY) (2.4)
também sao continuas. Além disso, dado p > 0 as imersoes

WH(RN) — L*(B,(0)) e WY(RYN) < LP(B,(0)) (2.5)

sao compactas?.

2yer Teorema 1.1.29.
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2.1.2 Geometria do Passo da Montanha

A seguir, mostraremos que o funcional F, verifica as hipoteses do Teorema do Passo

da Montanha.
Lema 2.1.2. O funcional E, satisfaz a geometria do passo da montanha, isto €,
(i) Ezistem p,7 > 0 tais que E,(u) > 7, se ||lully, = p,

(ii) Emiste e € Y, \ B,(0) verificando E,(e) < 0.
Demonstracao. Por (2.3), dado n > 0, existe ¢,; > 0 tal que
FO < no(leDlt] + cpnb(ie)l,  para todo t € R,

e consequentemente por (¢o), (f2), (b3) segue que

IF(t)] < %@(m) + C”’T}b?B(uD, para todo ¢ € R.

Por outro lado, usando a hipotese (bs), existe ¢, 2 > 0 tal que
B([t]) < n®(|t]) + ¢, 2P.(|t]), paratodot e R.

Logo, existe uma constante ¢, > 0 satisfazendo

0
|F(t)] < n(%)@ﬂﬂ) + ¢, ®.(|t]), paratodot e R.

Da desigualdade acima resulta que

Ey(u) — /RN<I>(|Vu|)dx—|—u/ <I>(|u|)dx—/RNF(u)dx

/RN (| Vul)dz + (1~ n(mTw» /RN &(Jul)dx — ¢, /RN &, (|ul)d.

Por outro lado, aplicando os Lemas 1.1.32 e 1.1.33,

v

(I Vulle) < [ ®(1Vudz < (1 Vals). 2.6

So(llulle) < /RN O(ful)dz < & (Jlulle) (2.7)
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llule) < [ 0. (lude < &llulle.), 25)

onde &(t) = min {¢',t™}, & () = max {¢', 1™}, & (1) = min{t", t™"} e &(¢) = max{t", ™" }.
Usando (2.6)-(2.8), ficamos com

m + 6
Bu(w) = &(IVulle) + (1= n(5=) ) Gllulle) = esa(ulle.).
, uo . :
Assim, fixando n < ————, existem constantes ¢, co > 0 tais que
2(m+0)

Eu(w) > o1 (&I Vulla) + uéolllulls)) — estallulle.),

De (2.4), existe uma constante c3 > 0 tal que

[ulle. < csllully,

Agora, escolhemos p > 0 suficientemente pequeno de modo que

IVulle + pllulle = [lully, =p <1 e [lufle. < esllully, <1.

Uma vez que m > [, as desigualdades acima implicam que

So([Vulle) = [Vulg e &([lu|

v.) = |lulls..

Desse forma,

l*
[ 3}

Bu(w) 2 er (IIVallg + pllullg) = ol

o que implica

Ey(u) 2 callully, — csllully,
¢y min{1, p'=m}
om

onde ¢4 = e cs = cacy . De (¢), recorde que I* > m. Logo, existe 7 > 0
tal que

E,(u)>7, YueY, e |uly, =p

mostrando a primeira geometria.

Além disso, por (f3), existem dy,dy > 0 tais que

F(t) > di|t|” — dy, para todo t € R. (2.9)
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Sejam ¢ € CP(RY)\{0} e ¢t > 0. De (2.9),

Bite) = [ @Vt +p [ alltohts— [ Fupis

R

< / (I (t¢)])dz + / B (|tol)dr — dyt” /N|80’0d95+d2\5upp<ﬂ’-
RN R

RN

Usando novamente (2.6) e (2.7),
E.(te) < &(tIVela) +u&i(tle lle ) — dit’[plg + dalsuppy]

< a®&aIvels) + u&ille llo ) — dit’[ols + dalsuppyl.

Para t suficientemente grande, temos &;(¢) = t™, de onde segue

Eu(to) < " (6(19¢la) + s (I¢lla)) = dit’loly + dalsuppepl

Desde que 6 > m, existe t, > 0 suficientemente grande tal que

E,(t.p) < 0.

Definindo e := t,¢ concluimos que

E,(e) <0,

mostrando a segunda geometria. [ ]

2.1.3 Caracterizacao do nivel do Passo da Montanha

Em vista do Lema 2.1.2, podemos aplicar uma versao do Teorema do Passo da Mon-

tanha sem a condi¢do (PS)? para encontrar uma sequéncia (u,) C W®(R") verificando

E,(u,) —d, e EL(un) — 0, (2.10)
onde
d, = aﬁfﬂ tern[gg}l(] E,(a(t)),
com

r, = {a c c([o, 1],Y#(RN)); a(0) =0 e E,(a(1)) < o} .

3ver [74, Teorema 1.15].
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Um ponto crucial para o estudo que segue é a caracterizacao do nivel do passo
da montanha d, como o minimo do funcional energia na variedade de Nehari. Neste
momento, é oportuno ressaltar que a hipotese (¢3) é fundamental para demonstrar tal
fato. Antes de seguir em frente, denotemos por M,, a variedade de Nehari associada a
E,, dada por

M, ={ueY,\{0} : E (u)u=0}.

Além disso, denotemos por d,; € d, 2 0s seguintes niimeros

duy = uéﬁi E(u) e dp= u@i{l\f{o} I?Zabx E,(tu).

Com as notacoes acima estabelecemos o seguinte resultado:

Lema 2.1.3. Assuma que (¢1)-(¢3), (r3)-(r4), (b3)-(bs) e (f1)-(fs) ocorrem. Entdo, para
cada u € Y,\{0}, eziste um dnico t, > 0 tal que t,u € M, e E,(t,u) = max E, (tu).

Além disso,
d,=d,1 =d,ps.

Demonstracao. Pra cada u € Y, \ {0} definimos ¢(t) = E,(tu), isto &,

g(t):/RN <I>(|V(tu)])dx+u/ @(\tu|)dm—/ F(tu)da.

RN RN

Existéncia

Combinado os limites em (2.3) com as hipoteses (¢2), (f2) e (bs), dadon > 0, existe ¢, > 0

tal que
|[F(t)] < n®(|t]) + ¢, P.(|t]), para todot € R.

Assim,

g(t) = /RN ®(|V(tu)])dm+u/ @(\tu|)dm—/}RN F(tu)dx

> [ ¥+ =) [ (e, [ @.(ud.

RN

Usando os argumentos do Lema 2.1.2, para 7 suficientemente pequeno e t € (0, 1)

9(t) > erlt™ (&0 Vulla) + péolula)) — el &s(1u

q>*)7
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e sendo | < m < [*, concluimos que
g(t) >0, Vit=~0". (2.11)
Por outro lado, de (f3) existem constantes dy,dy > 0 tais que
Ft) > dy|t|® —dy, VteR,

o que implica

F(t) > di|t|]® — dolt|™, Vit >1.

Logo, para todo ¢t > 1,

g(t) < / O(IV(tu))dz + p | @(Jtul)dz — duft|ulg + dolt]™[ul}y
RN

RN

IN

¢ (fl (IV(E)le) + & (||tU||<1>)) — dy[t)’|uly + dat]™uly;
<t (&(19uls) + 6 (lulle) ) = i+ "
e sendo # > m, concluimos que
g(t) <0, Vit~ +oo. (2.12)
Desde que g é de classe C, segue de (2.11) e (2.12) que existe ¢, > 0 tal que

g(t,) = max g(t) = max E, (tu),

t>0 t>0

implicando que ¢'(t,u) = 0, isto é, £ (t,u)t,u = 0, mostrando que t,u € M,.
Unicidade

Primeiramente, observe que se u € M,,, entao u; = max{u,0} # 0. Suponha que existem
t1,t2 > 0 tais que tyu, tou € M. Dessa forma,

S(IV(tru) DIV (tru)Pdz + u/ S(ltrul)[trul*dr = ftru)tiude
RN RN

[u>0]

OV (£220) )|V () Pl + / pltubltsuPdr = [ f(tu)tuds.

RN [u>0]
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Assim,
t|V t t
/ ¢( 1| u|22|vu‘mdl’—|—ﬂ/ ¢( 1|u|22|u|mdx :/ f( 1uzlumdl‘
ry (8| Vaul)™ ey (taful)™ so) (L1w)™
e

to| Vul)m=2 tolul)m=2 tyu)m—1

Entao, subtraindo as desigualdades acima obtemos

¢(t1|Vul) O (ts|Vu|) N
/]RN <(t1!Vu|)m—2 B (t2|vu|)m—2> Vu|™dx

oo (ol ) Ny [ (S S0
ey \ (tful)™=2 (taful)™- o) \ (B1w)™ 1 (tau)™
Suponha, por absurdo, que t; # t;. Sem perda de generalidade assuma que t; < to.

¢(s)

8m—2

¢(t2|Vul) m Otalul) |\, f(tau) o,
/IRN —( |Vul deru/RN( |u|™dx /[u>0]( udx.

Recorde que de (¢3) a a funcao

¢ decrescente para s > 0, e dai segue que o lado

esquerdo da igualdade acima é positivo. Contudo de (f3;) a fungao é crescente para

Smfl

s > 0, logo o lado direito é negativo, o que é um absurdo. Se t; > t, chegamos de maneira
analoga a um absurdo, e portanto t; = ts.

Por fim, adaptando os argumentos encontrados em |74, Teorema 4.2|, mostra-se que

d,=d,1 =d,s.

2.1.4 A condicao de Palais-Smale

Nesta subsecao, estabelecemos algumas propriedades envolvendo as sequéncias de

Palais-Smale de F,. A primeira delas ¢ obtida no préximo lema.

Lema 2.1.4. Seja (u,) uma sequéncia (PS)q para E,. Entdo, existe uma constante

C > 0, independente de n, tal que

lunlly, <C, ¥neN.
Demonstracao. Seja (u,) uma sequéncia (PS)q para E,. Por hipotese,

Eu(uy) —d e B (u,) = 0.
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Assim, existe uma constante ¢; > 0 tal que
1 /
E,(u,) — gEu(Un)Un < (1 + ||lvnlly,)- (2.13)

Por outro lado,

E,(u,) — %EL(Un)Un = /]RN <I>(|Vun|)dx+u/ S (|uy,|)dx — /RN F(u,)dx

RN

1 2 H 2 f(un)un
5 | oDV e =5 [ oo+ [ S

De (¢2) e (f2)
d(t)t* < md(t) e OF(t) < f(t)t, para todot > 0.

Entao,

(f(u")u" — F(un)>dx

Eu(un>—%E;(un)un > (1—%) /R ) (@(Fun]) + () ) der + / :

Cy /RN <<I>(|Vun|) + ,ufb(un)>dx,

v

0 —
onde ¢y = zom Recorde que, pelo Lema 1.1.32

0
[ 2V > &0uls) ¢ [ @(ulde > o)
onde &(t) = min{t,t™}. Logo,
Bulit) — 5By (un)iin > 02 (6 Vunlla) + p&o(llualle)) (2.14)
Agora, por (2.13) e (2.14), decorre que
ea (& Vualla) + o)) < er(1+ [l (2.15)
Suponha, por contradi¢ao que
|tnly, = +00 quando n — 4-o0.
Entao, os seguintes casos devem ser estudados:
(1) Vuplle = +o0 e |lunlle — +o0;

(i) || Viun|e — 400 e (||tn]|o) limitada em R;
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(173) (||Vuy||e) limitada em R e ||u,||le — +o0.
Caso (i)
Neste caso, sendo m > [, para todo n € N suficientemente grande

&IVualle) = [Vualls e &olllunlle) = llunlls.

A igualdade acima combinada com (2.15) implica

U+ lually,) = eIVl + ulunlls )

> o[Vl + (ulluallo)!).

de onde segue

(1 [lunlly,) = callun]

l
Vi

Uma vez que [ > 1, temos que (||uyy,) ¢ limitada em R, o que é um absurdo.
Caso (it)
Neste caso, como m > [, para todo n € N suficientemente grande
&(IVunlle) = [Vualls e llualle < cs,
e por (2.15) deduzimos que
co(1+ [Vunlle) = 2l Vunls,

implicando que (||Vu,||¢) é limitada em R, o que é um absurdo.
A anélise do caso (iii) é feita de maneira andloga ao caso anterior. Em qualquer
caso, temos um absurdo. Portanto, (||u,||y,) ¢ uma sequéncia limitada em R, mostrando

o lema. -

Nosso objetivo agora é verificar que se (u,) é uma sequéncia (PS)y para E,, entao

a menos de subsequéncia

Un(2) = u(z) q.t.p. em RV, (2.16)
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Para obter o limite acima, comecamos observando que CID,CB € Ay*, pois ¢ satisfaz as
hipoteses (¢1)-(¢2). Logo, argumentando como no Teorema 1.1.23 segue que Y), ¢ reflexivo.

Pelo Lema 2.1.4 (u,,) é limitada em Y),, assim existe u € Y), tal que a menos de subsequéncia
U, = u em Y. (2.17)

Por (2.5), dado p > 0
u, = u em L®(B,(0)).

Uma vez que vale a imersao continua
L*(B,(0)) = L'(B,(0)),

temos

u, —u em L'(B,(0)).
Portanto, para alguma subsequéncia ainda denotada por (u,),
un(x) = u(x) q.t.p. em B,(0).
Sendo p > 0 arbitrario, concluimos a convergéncia em (2.16).

O resultado seguinte, dentre outros beneficios, se faz itil quando se necessita mostrar

a existéncia de pontos criticos para o funcional £,,.

Lema 2.1.5. Seja (u,) uma sequéncia (PS)y para E,. Entdo, (u,) satisfaz o seguinte
limite

Vu,(z) = Vu(z) qtp. em RY.
Demonstracao. Iniciamos a demonstracao observando que

(Tz —Ty)(z —y) >0, paratodo z,y € RN z £y, (2.18)

onde T: RY — RY ¢ dada por Tx = ¢(|z|)z. Com efeito, sejam z,y € RY com = # y.

Se [Jz]l = ||z[l, entao o([lz]]) = é([lyl), e dai resulta que

(T2 = Ty)(z —y) = ¢(|lz]) [ — y[I* > 0.

“Ver [68, Lema 3.8 |.
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Se ||z|| < |ly||, recordando que (¢(¢)t)’ > 0 para t > 0, obtemos

(Tz=Ty)(@—y) = S(lzDll=l(l=l = Iyl + sUyID Iyl — )
> ollzDllllzll = Nyl + oDzl lyll = ll[]) = 0.

Analogamente se ||z| > ||y||, entdo
(Tz — Ty)(z —y) >0,

o que mostra (2.18).
Agora, dado p > 0 considere & = £, € C5°(RY) satisfazendo

0<E<1, £€=1em B,(0) e suppl C By,(0).
Usando as informagoes acima e (2.18), vem que
0 < /B o (BT T = (VU V)V — Ve
= /Bp(o) (¢(|Vun|)Vu, — ¢(|Vu|)Vu) (Vu, — Vu)édr

< /B o (V) Ve = 017U V) (Vo — Ve

= / A(|Vun|) Vu,(Vu, — Vu)édr — / £o(|Vu|)Vu(Vu, — Vu)dz. (2.19)
ng(())

BQp(O)

Em primeiro lugar, mostraremos que

EO(|Vu,|)Vu,V(u, —u)dr — 0.

Ba,
Para tanto, recorde que (u,) é uma sequéncia (PS)y para E,,, isto é,
Eu(up) —d e B, (u,) = o,(1).
Pelo Lema 2.1.4, existe C; > 0, independente de n, tal que

[(un = w)lly, <C1 VneN,

o que implica

EL(“H)(UTL - u)f = On(l)-

(2.20)
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Por outro lado,

E;L(un) ((un - u)ﬁ) = ¢(|Vun|)vunv((un - u)f)dx +u ¢<|un|)un(un - U)fdx

Bs, Bs,

- / ) = )

entao

on(1) = Eo(|Vuy|)Vu, V(u, — u)dz +/ (up, — w)p(|Vuy,|)Vu, Vidz

Bs, Bs,

+ O(|un|)un(un — w)éde — f(un) (un — u)éda. (2.21)

Ba, Ba,
Afirmagao 2.1.6. As sequéncias (¢(|Vun|)|Vun|) e (¢(Jun|)|un|) sio limitadas em L&’(ng(())).
De fato, usando a defini¢ao da norma de Y}, combinada com o Lema 2.1.4,
[Vug|le < unlly, < C, VneN.
Aplicando o Lema 1.1.32,
[, #(17ulde < max {1V s, V0 3}
Entao,

/ O(|Vuy|)de < Cy, Vn €N, (2.22)
BQP(O)

basta considerar Cy = C' + C™. Por outro lado, o Lema 1.1.17 junto com a condicido A,
implicam que

Lemai.1.17 Ao

(O Vua)[Vual) = BAVU]) T C(| V). (2.23)
Decorre de (2.22) e (2.23),

/ B(6(Vtn])| V] )i < C.Co.
Ba,(0)

Além disso, pelo Lema 1.1.34,

(160D Vtall ) < [ B((a Dl

BQp(D)
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onde &4(t) = min{tﬁ,t%}. Desde que,

m
-1

16(IVuDIVualllz5, o =1 < &6V Vunllz p, )

pois m > [ > 1, segue que

16(V D) Vtalllg g, o < Cor ¥n €N,

m—1

com C3 = (kCo +1) ™ , mostrando a limitacao de (¢(|Vu,|)|Vu,|) em LE’(BQ,,(O)). De

maneira analoga, verifica-se que existe Cy > 0 tal que

l6(ataDltalllz, g, ) < Ci

o que prova a Afirmacao 2.1.6.
Note que (b(|u,|)|un]) € limitada em LE(BQP(O)). De fato, usando a imersao com-

pacta Y, < LP(B,(0)) dada em (2.5), existe uma constante Cs > 0 tal que
HunHB < 05, Vn € N.

Repetindo o argumento anterior junto com os Lemas 1.1.35 e 1.1.36, concluimos que existe

Cs > 0 tal que

16(an) el 5, 0y < C:

Aplicando a Desigualdade de Holder para espacos de Orlicz’, temos

. O([un|)unllun — uldz < 2||¢(|un|)|un|”%,BQ,,(O)HUR — ulle,B,,(0)
2p

/B b([un) [ lun = uldz < 2[[b(Jun])|un | 5 p,,(0)[[un = vl B,B2(0),

2p

de onde segue

O(Jtn|)|un|[un — uldr < 2C4||uy — ulle,B,,(0)
Bap

/ bl et [t — ] < 2Cltm — 5.0, 0)-
B,

Sver Proposi¢ao 1.1.18.
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Por (2.3), dado n > 0 existe ¢, > 0 tal que

[F @O < 0D + cqd([E))]E

Assim, pelas desigualdades acima, exitem constantes C7, Cy > 0 tais que

Fln)en = < 0 [ oDl = e+ [ b(fua el —

BQp B2P

< Crllun — ulle,By,0) + Cslltn — || B,Bs,y(0)-

‘ B2p

Uma vez que as imersoes
Y L*(B,(0)) e Y, = LF(B,(0))
sao compactas e
U, =~ u em Y,
segue que
[t — ullo,Bs0) =0 e [lun — ull,B,,0) = 0,

isso nos permite concluir
[ f ) (= w0 (2.24)
Ba,
Desde que & € C5°(RY), existe Cy > 0 tal que
’ / (u, — u)¢(|Vun|)VunV§dx‘ < Cy O(|Vun|) [ Vup || (u, — u)|dz.
BQp BQ/J
Ora, pela Desigualdade de Holder
|| V) VeV, = )] < 20006 DIVt 5,010 = 0
2p
e pela Afirmacao 2.1.6
[ 60V Ve Ve (un — w)da| < Crollun — ulla, 5,00,
Ba,

o que implica

‘/BQ (un, —u)gzﬁ(\VunDVunV{fdx‘ — 0. (2.25)
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De modo similar, mostra-se que

‘u i, O(|un | )un (U, — w)édz| — 0. (2.26)

Aplicando (2.21), (2.25) e (2.26) deduzimos o limite em (2.20).

Agora, mostraremos que

/ o(|Vu|) Vu(Vu, — Vu)dz — 0. (2.27)
B2,(0)
Usando a limitagao de (u,) com a reflexibilidade de Y}, obtemos, a menos de subsequéncia,
os limites

ZZ’Z ~ g;i em L%(Byy(0)), i=1,..,N.

Observe que §¢(]Vu|)

/B » <T>(s¢<|w|>

?(B,(0)), pois

8; Jar < / (6(1vul) V] ) d

Lemar.1.17
=~
< / P (2|Vul)d
Bz,
As
=
<

k:/ O(|Vul|)dr < +o0.
B2p(0)

Para cada ¢ =1, ..., N, consideramos
Li: L%(By,(0)) — R
ou

v L= [ €|Vl
BQ/J(O) (%

i

vdx.

Segue-se da Desigualdade de Holder que L; é um funcional linear limitado em L®(B,,(0)).

Entao,

ou,, )
/ng( o(|Vul) Vu(a 8$Z)dx—>0 1=1,...,N,
de onde resulta (2.27). De (2.19)-(2.27),
/ (6(1Vtn]) Vit — (V) V) (Vi — Vi) — 0.
B,(0)

O ultimo limite implica que para alguma subsequéncia, ainda denotada por (u,),

(TVu, — TVu)(Vu, — Vu) - 0 q.t.p. em B,(0).
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Aplicando um resultado encontrado em Dal Maso and Murat [27],
Vu,(xz) = Vu(r) q.t.p. em B,(0).
Desde que p ¢ arbitrario, a menos de subsequéncia,
Vu,(r) = Vu(z) q.t.p. em RY,
finalizando a demonstracao. [ ]

A lema seguinte constitui um ponto chave para mostrar o Teorema 2.1.1.

Lema 2.1.7. Seja (u,) uma sequéncia (PS)q para E, e w como no Lema 2.1.5. Entdo,

u € um ponto critico para E,, isto ¢, B (u) = 0.

O
)

Demonstracao. Desde que (u,) é uma sequéncia limitada em Y),, segue que (¢(]Vun\)

¢ limitada em L®(RY), pois

J A ) E A o) P2

Lemari.1.17
< O (2|Vuy,|)dx
B2p(0)
A
< k:/ O(|Vuy|)dr < 4o00.
B2p(0)
Assim, pelo o Lema 2.1.5,
Ouy () Ou(x) N
o(|Vu,(z)]) oz, — ¢(|Vu(zx)]) . q.t.p. em RY.
Por sua vez, aplicando a Proposi¢ao 1.2.3, vem que
Ouy, () Ov(x) Ju(x) dv(x)
—_— Y,.
- o(|Vun(x)]) 05, or dr — . o(|Vu(x)l) or. o dr paratoda v €Y,
Entao,
O(|Vun(x)])Vu, (x) Vodr — o(|Vu(z))VuVudz para todo v € Y,. (2.28)
RN RN

Recordando que (¢(|unl)un> e (b(|un|)un> sdo também limitadas em L®(RY) e LB(RY),

respectivamente, e usando que

Un (1) — u(r) q.t.p. em RY,
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obtemos

O([tn(2)])un(x) = ¢(|u(x)])u(z) q.t.p. em RY

b(|tn () un(z) — b(|u(z))u(z) q.t.p. em RY.

Logo, usando novamente a Proposicao 1.2.3 concluimos que

¢(|un|)unvdx—>/ o(|u|)uvdz. (2.29)
RN RN

/RN b(|un|)uyvde — b(|u|)uvdz. (2.30)

RN

para todo v € Y),. Por outro lado, dado v € Y,

flun(z))v — f(u(z))v q.t.p. em RY.

Além disso, dado 1 > 0, existe ¢, > 0 tal que

[F @] < no([E)]E] + cqd(JE])]2]

o que implica

[f (un)ol < no(| (un) DI (un)0] + enb(|(wn))| (un)[[0] = P

Observando que

h(un(z)) — h(u(z)) q.t.p. em R,

onde h(z) = no(Ju|)uv + ¢,b(Ju|)uv e usando (2.29)-(2.30) resulta que

/ hp,dx — hdzx,
RN RN

Portanto, segue-se do Teorema da Convergéncia Dominada Generalizada de Lebesgue que
f(uy)vde — f(u)vdz, (2.31)
RN RN
para todo v € Y,,. Desde que
B (up)v = O(|Vun(x)])Vu, (z)Vodx + u/ (|un|)unvde — f(uy)vdx
RN RN RN

juntando (2.28)-(2.31) com o limite £/, (u,) — 0 concluimos, entdo, que E (u) = 0. n
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Observagao 2.1.8. Qualquer sequéncia (PS) para E, pode ser considerada como uma
sequéncia de fungoes nao-negativas, pois podemos considerar a parte positiva da sequéncia.

No seguinte sentido: Se (u,) € uma sequéncia (PS)q para E,, entdo
Ey(un) = Eu(uy) +oa(1) e Ey(un) = E(u)) + on(1).
Em particular, se E},(u) =0, entdo u > 0.

A seguir, apresentamos um resultado essencial para demonstracao do Teorema 2.1.1,
que permite concluir que o limite fraco u da sequéncia (u,) ¢ um ponto critico nao-trivial

de E,.
Lema 2.1.9. Seja (v,) C Y, uma sequéncia (PS)y para E,, com v, = 0 em Y,. Entdo,
(@) v, = 0emY,, ou

(b) Existem o, T >0
lim inf sup / O(|v,|)dx > 7> 0.
By (y)

n—-+oo yERN

Demonstracao. Suponha, por contradi¢ao, que (b) nao ocorre. Assim, para todo g > 0

lim sup / O (|v,|)dx = 0.
By (y)

n—-+4oo yERN

Entao, por (bs), podemos aplicar o Teorema do tipo Lions® para espago de Orlicz para

concluir que
/ B(loa])dz = o0,(1).
RN

De (2.3), dado n > 0 existe ¢, > 0 tal que
[ feais] < 0 [ otubiofas+e, [ sl
RN RN RN

< m (I>(|vn|)d:p+cnb2/ B(|v,|)dz,

RN RN
onde na tltima estimativa, usamos as desigualdades ¢(t)t> < m®(t) e b(t)t* < b B(t).

Sendo (v,,) limitada em Y,

f(vn)(vn)dm‘ < 7Cy + Cyon(1).

‘ RN

6Teorema 1.1.31.
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Passando ao limite quando n — +o0o na desigualdade anterior, ficamos com

lim ‘
n—oo RN

fvn)(vp)dx| < nCh.

Como 7 é arbitrario concluimos que

f(vn)(vy)dx = 0,(1).

RN

Desde que (v,) é uma sequéncia (PS), para E,,,

on(1) = Eyfon)on = [ o(Vunl)Tondz+p [ (joaDlends = o,(1)
RN RN
e assim
/ ¢(!V0n\)|an\2dx+,u/ o(Jvp|) |vnPdz — 0.
RN RN

Decorre de [®(t) < ¢(t)t? e o limite acima que

/ O(|Vuy|)de — 0 e u/ O (|uy|)dz — 0.
RN RN

Por conseguinte

u, -0 em Y,

mostrando que (a) ocorre. n

2.1.5 Demonstracao do Teorema 2.1.1

Estamos, finalmente, em condicdes de demonstrar o Teorema 2.1.1. Em vista
do Lema 2.1.2, podemos utilizar uma versao do Teorema do Passo da Montanha sem a

condicéo (PS)”, para concluir a existéncia de uma sequéncia (u,,) C Wh®(RY) verificando
By (up) = d, e B (up) =0,
onde

d, = inf max E,(«(t)),

a€l'y, te[0,1]

Tver [74, Teorema 1.15].
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é o nivel do passo da montanha associado a E,. Agora, pelo Lema 2.1.4, a sequéncia (u,)
¢ limitada em F,,. Sendo Y, reflexivo, existe v € Y, tal que, a menos de subsequéncia,

un, — u em Y,. Além disso, pelos Lemas 2.1.5 e 2.1.7, segue que
/ —
Eu(u)—O e u>0.

Se u # 0, entao u é solugao nao-negativa do problema (F,). Se v = 0, entdo u, - 0 em
Y,, pois d, > 0. Assim, do Lema 2.1.9, existe uma sequéncia (y,) C RY e constantes

o, 7 > 0 tais que

/ S (uy,)dx > 7 > 0. (2.32)
By (yn)

Considerando v, (z) = u,(x + y,), temos que (v,) é limitada em W1®(RY). Logo, existe
v e WHE(RYN) tal que

v, ~v em WUP(RY).

Uma vez que a imersao
WH(RY) < L*(B,(yn))

é compacta, segue-se de (2.32) que

/ O(v)dr > 7> 0,
B,(0)

implicando que v # 0. Usando que R¥ é invariante por translacoes, temos as igualdades
Ey(vn) = Ep(un) = dy + 0n(1) e [|E),(vn)]| = || 5, (un)]] = 0n(1).

Aplicando novamente os Lemas 2.1.5 e 2.1.7, para sequéncia (v,), conclui-se que £/, (v) =
0, mostrando que (P,) tem uma solu¢ao nao-trivial e nao-negativa.

Nosso objetivo agora é mostrar que a solucao encontrada é de energia minima. Para
tanto, denote por u uma solu¢do nao-trivial de (P,). Sendo u € Y}, \ {0} uma solucdo de

(P,), segue da caracterizagao do nivel do passo da montanha (ver Lema 2.1.3),

4 < Bulw) = Bulu) — —E(u)u
- /. [(@uwn — L 5(1Vul)VuP) + (@ (ful) ~ () ul?)

—|—<%f(u)u - F(u)) dx.
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As hipoteses (¢2) e (f3) implicam
3(Vul) ~ ~o(Vul)[Vu 20 e flupu— F(u) > 0

Levando em consideracao as desigualdades acima junto com o Lema de Fatou,

n—-+o0o

d, > MMM[AN@MV%D+MNWM—FWQ)M+

1
= [ (= 0T ua DIV = ol Dl + f(un)un>dx]

n—-+4oo m n——+oo

mostrando que E,(v) = d,. Consequentemente, v é uma solucdo de energia minima.

2.1.6 Limitacao, regularidade e positividade das solugoes de (P,)

Nesta subsecao estudamos a limitacao, comportamento assintotico, regularidade e a
positividade das solucoes para o problema autoénomo.

Observamos que em [35], o método de iteracao de Moser foi utilizado como uma
ferramenta basica para obtencao de estimativas na norma L. Todavia, nao é claro
que tal método seja uma boa ferramenta para obter as estimativas para a norma L
para o problema (P,). Para contornar tal dificuldade, fazemos uma abordagem diferente
de [35], adaptamos para nosso problema, os argumentos desenvolvidos [4], [43] e [71] e
obtemos limitacao L*°, bem como regularidade e comportamento assintético das solugoes
(P,). Para finalizar, fazendo uso de um resultado encontrado em [72], demonstramos a
positividade das solucoes.

Iniciamos apresentando um resultado técnico, porém crucial para o estudo que segue.

Lema 2.1.10. Seja u € WH*(RY) uma solugdo de (P,) e zo € RY. Entdo,

/}|VMWx§E / ‘“_k
At Ag s s—1

onde 0 <t <s <1, k>0,¢ éuma constante independente de k e Ay, = {x € B,(zo)
u(z) > k} para p > 0.

v* .
dr + (K7 + 1)|Ak78|),
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Demonstragdo. Sejam u uma solugio de (P,), zo € RY e Ry > 1. Fixemos 0 <t < s < 1
e £ € C°(RYN) verificando

2
0< <1, suppf C By(xg), £=1em By(zg) e [V < Pt
S—

Para cada k > 0 considere a fungio teste ¢ = £™(u — k). Pela a defini¢do de solugao
para (P,), temos
o(Vu)|[VuPemde +m [ €N u— k)T (| Vul) VuVeda
Ak'ys Ak',s

+MA o(lul)ul[€7(u — kyrdr = [ F(u)em(u — k)t

Ak:,s

Definindo
J = / O(|Vul)Emdx
Ak,s

e usando que [®(t) < @(t)t* resulta que

1< m [ & u— k) o(|Vul)|[Vul[VE|dx
Ag.s

—u/ o(luDlule™ - k) dz + [ Fu)e™u — k) de.
Ap s

Ak,s

Recorde que dado n > 0 existe ¢, > 0 tal que
[F@O < no([EDIE] + eqb([E])]E].
Assim, fixando n = pu, existe uma constante C; > 0 tal que
IJ < m " N u — k) o(|Vau)) | Vul||VE|dx + Cl/A b(Jul)|ulé™(u — k)T dz. (2.33)
s

Considere 7 € (0,1) a ser escolhido, convenientemente, mais adiante. Uma vez que
u € WHE(RY), temos ¢(|Vu|)|Vulc™ 17 € L2(RY), pois
Az

[ (v e = e [ a(s0vapivel)d

Lemai.1.17

I/\}

Cg/ O (2|Vul|)dx
RN

>

< 03/ O(|Vul)dr < +o0.
RN
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Desde que ¢ € C5°(RY), aplicando-se novamente a condi¢ao Ay, concluimos que

Vel

T

(u— k)" e L*(RY).

Em vista da Desigualdade de Young® para espacos de Orlicz, tem-se

V¢l

O Vul) [ VulVE[E" = k) < B(o(Vul)|Vule™7) + @ (S u - k)"

< B(vupIVule™ ) + oo (A=),

Por outro lado, do Lema 1.1.34,
O((|Vul)|[Vul¢"'7) < & (7€) @(6(| Vul)|[Vul),

onde &5(t) = max{tﬁ,t%}. Como 7™t € (0,1),

Bo(vuDivulgr ) < ()T B 9ul) Val)

TLemai.1.17
~= m—1
< (remt) eVl

m

’? Cs (Tfml)*éﬂww,

e portanto

mE™ Y (u — k) o(|Vul) | V| |VE| < mCy (Tgmfl) (V) + mo4q>((z—:f‘). (2.34)

Combinando (2.33) e (2.34), ficamos com

IJ < mC'57'mm1/

Ak',s

<I>(|Vu|)§mdx+m04/ o
Ak:,s
+cl/ b(Jul)|ul€™ (u — k)*da.
Ak,s
Agora, escolhemos 7 € (0,1) de maneira que
0 < mCsrm-1 < .

Assim,

Jgoﬁ/A (I)(‘u_k‘>dx+07/A b([ul)|ul€™ (u — k)" da.

s—t s

8ver Lema 1.1.8.
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Argumentando como na prova da desigualdade em (2.34) e usando novamente a Desigual-

dade de Young, deduzimos

B(b(|ul) ule™) + B(ju — k)

B(b(Jul)|ul) + B(|5 - t"%‘)

b(|ul)ule™ (u — k)™

IN

IN

IN

s (2 =4)

CsB([ul) + CgB(‘Z:fD

2]+ cuB(),

s—1

IN

IA

cun

e consequentemente,

JS06/Ak’5@()Z:ldeanC’u/Ak’sB(’Z:f‘)dm—i—(]lg/A B(|k|)dz.

k,s

Desde que I <m < v*, do Lema 1.1.32

o(|“=5]) < emmac {|" =5 [ E=5"} <o (i +1),

onde ~ foi definido na Introdugdo. De maneira analoga, como b; < by < ~*, pelo o Lema

1.1.35, mostra-se que

u—k u—k|7" .
< < ” ‘
B<s_tD_B(1)(S_t +1) e B(k|) < Bk +1)
Logo,
u— k|7 .
/= CM(/ ‘ ‘ dz + (k7 +1)|Ak,s|>- (2.35)
A s—t

Se ® € C,,, entdo v = m. Como & =1 em By(xg), obtemos

/ V" da g/ (|Vu|)dz < J,
Akt Akt

a desigualdade obtida combinada com (2.35) implica que

—k
/ [Vu["dz < Cia / ’u
At Ap.s s—1

Por outro lado, se ® ¢ C,,, entao v = [. Pelas desigualdades

o «
dr + (K7 + 1)\Ak75\>.

O(1)min {t',t"} < ®(t) e ¢ <t"+1, VE>0,
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deduzimos

d(1)(t —1) < d(t), Vt>0.

Como s > t segue que |Ay,| < |Ays| e, portanto,

o) [ [Vulds - o()]And < [ ¥(Tuds
Ag.t A

k.t

Por (2.35),

-k N
Y ; 7d:c+(l<ﬂ +1)|Ak75|>.

/ |Vu|7dx S 015 </
Ak,t Ak,s

Em qualquer caso, existe uma contante ¢ > 0, independente de £, tal que

/ |Vu|"de <€ / ‘U_k
Ap,t Aps ' 857 t

finalizando a demonstracao. ]

S —

v* X
dr + (K7 + 1)|A,€73|),

A demonstracao do proximo lema pode ser encontrado [50, Lemma 4.7].

Lema 2.1.11. Seja (J,) uma sequéncia de nimeros nao-negativos satisfazendo
Jpi1 <CD"J* n=0,1,2,...,

onde C;,( >0e D >1. Se
JO S C_%D_C%7

entao J, — 0, quando n — oo.

Apresentamos agora um resultado que desempenha um papel fundamental ao longo
deste trabalho.
Proposi¢ao 2.1.12. Seja v € WH*(RY) uma solugdo ndo negativa de (P,). Entao,
ue L®RN) eue CL%RN). Além disso, lim wu(z) = 0.

loc |z| =400

Demonstracao. Com o intuito de facilitar a leitura, dividiremos a demonstracao em trés

etapas.

Etapa 1: u € L*(RV).
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Primeiramente, fixemos R; € (0,1) e 2o € RY. Dado K > 0, defina as sequéncias

Ry Ry _ Op + Opt1 K 1
7= e T P e K= Gl Ym0
Note que,
R K
Un\L?la KnTg € Op+1 <6n<0-n<R1‘

Para cada n € N considaremos

n :/A (u— K de e ¢, 25(2;; (I

Kn,on

x—xd—%)), reRY,

com ¢ € C'(R) satisfazendo

D<E<L M =Tset<y N =0set> ¢ |¢|<C

DO | —

Afirmacgao 2.1.13. Existem C,( >0 e D > 1 verificando

o1 SCD" I n=0,1,2,..., (2.36)
Com efeito, desde que &, =1 em B, . (z0) e & =0 em B (x), segue que

Jn—i—l S / ((u - Kn+1)+§n)'y*dx
Ak

n+1 On

_ / (u— Kpr)*e)" do
Bg, (z0)
oo

< C(Nm)(/B ( )IV((U—KnH)Yn)I”dx)

Observando que

27(n+1)
V(0= Kast) &) < 27 (IVUPE) + = ((u = Kus))")
1

resulta que

Jﬁl < O(N7’Y7 Rl) </
Ak

Aplicando-se o Lema 2.1.10, obtemos

|Vu|"dx + 27"/
Ak

((u— Kn+1)+)7dx> :

n+1 on n+1 on

u— Kppq |7 -
‘—H dx + (KZ+1 + 1)‘AKn+1,Un
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Ry

ontd concluimos que

Sendo |0, — T,| =

~

< 01<N,7,R1>(2”"/ (4= Kp)") de + (K + 1) Agyyron
Ag

o /
Ak

Combinado a desigualdade acima com t7 < ¢7" 4 1 para todo t > 0 e usando que ,, < o,,,

n+4+1:9n

((u— Kn+1)+)7dx> .

n4+1:9n

vem que

Jn?—l < 02(N77> Rl) <2Fm/ ((U - Kn+1)+)’y*dx + (K’y* + 2 + ]‘)’AKn+1,Un|> :
Ak

n+1-9n
K
Por outro lado, como K,y — K,, = SR
K \7 .
(27’L+3) |AKn+170'n‘ = ’KTL+1 - Kn 7 AKn-klyUny
_ / Kooy — K| de
AKn+177TL
-
AKn+1 an
o que implica
97" (n+3)
|AKn+1,an| S K,Y* Jn
Entao,
[ Oy S
AKn+1ﬂ‘7n AKn«I»l"’n AKn+1f‘7n
< / ((u - Kn>+)’y*d1’ + [Kn1 — Ky, ” AKn+110'n|
AKTLvaTL
< 2Jy,

e consequentemente,

~

E3 K,Y* 2’\/71 1 )
TZ+1 S 02(Na e Rl) (2n’y+1Jn + ( + * )2'”('7""'7 )Jn>

K
< Co(N,v, Ry, K)2"07) g,

de onde segue
'Y*
7

Joi1 < Cy(N, v, Ri, K) (2<W*>%>”J

n,jg*
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*
Jo

Considerando C' = C3(N, v, Ry, K), D = 20T 6 ¢ = 77 — 1, obtemos
Jpi1 < CD™JHC,

mostrando a Afirmacao 2.1.13.
Tendo em vista a aplicacao do Lema 2.1.11, nosso objetivo serd verificar que existe
K* > 1 tal que
Jo < C’féD_é%, para todo K > K*.

Para isso, note que

- |
A

Passando ao limite na desigualdade acima quando K — +o00, temos

(- K)o < [ (=50 dn

Kg.00 RN 2

lim Jy=0.
K—+4o00
Assim, existe K* > 1, tal que
Jo<C DT, paratodo K >K*. (2.37)

Fixando K = K*, de (2.36)-(2.37) e aplicando o Lema 2.1.11, deduzimos
Jn — 0 quando n — oo.

Por outro lado, notemos ainda que

lim J, = lim (u—K,)*)" do = / (u—=)")" dz
n—-+00 n——+00 2

AKnxo'n AL* ﬁ

22

Portanto,
K*
u(r) < = qtp. em B (o)
2

Sendo zy € RY arbitrério, concluimos que u € L= (RY).

Etapa 2: u € C%(RN).

loc

Essa regularidade pode ser obtida usando resultados encontrados em DiBenedetto [30] e

Lieberman [55].
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Etapa 3: lim u(x)=0.

|| =00
Desde que u > 0, devemos mostrar que dado n > 0, existe p > 0 tal que
u(r) <n, Ve RN\ B,(0).
Repetindo os argumentos da Etapa 1, com K = 7, temos por (2.36)
Jpp1 < CD"JH¢,
Além disso, observando que

JOZ/
A

((u—Ko)")" da < / ((u— Z)+)7*dx.

Ko,00 Br, (z0)
e
. NN _
lim (u—-)")" dz =0,
\xo\ﬁ+oo BR1 (xO) 4
concluimos que
lim Jy=0.

|zo|—+o0

Logo, existe p > 0, tal que
Jo < C_%DV%, para todo 7o € RV \ B,(0).
Pelo Lema 2.1.11,
Jn, — 0 quando n — oo, para todo 7o € RV \ B,(0),
implicando
/A ((u— g)*)w*d:c =0 para todo g € RV \ B,(0).

Pela continuidade de u segue

u(r) < -, para todo zy € RV \ B,(0).

>3

isso encerra a prova da Etapa 3, e por conseguinte a proposicao. [
Para finalizar esta se¢dao, com o auxilio do [72, Theorem 1.1] e fazendo uso da

proposicao precedente, mostraremos a positividade das solucoes do Teorema 2.1.1.
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Corolario 2.1.14. Seja u € Y,\{0} uma solugio nao-negativa do problema (P,). Entao,

u € uma solucao positiva.

Demonstragao. Primeiramente, segue-se da Proposicao 2.1.12 que u € L>®(RY). Se

O C RY & um dominio limitado, a teoria de regularidade encontrada em [55] implica que

u € C*(O). Usando isto, fixamos M; > max{||Vu| s, 1} e

~ ¢<t)7 t S Ml
o(t) = ¢(M1)tl—1
M=

t> M.
Primeiramente, mostremos a existéncia de a; > 0 verificando

S(lyDlyl” = anlyl' — ar Wy e RY.
Para este fim, observe que se |y| < My, por (¢2)

o(ly)y = o(y)lyl?

> cymin{|y|"2 [y *Hy|?

> 01’y|l—M12-
Se ‘y’ 2 Ml;
7 (/b(Ml) —1y,,12
o(lyl)y = — |yl |yl
M2
d(My),
> M |y
> 02’y|l_M12‘

Agora, a desigualdade em (2.38) segue considerando a; = min{cy, 2} e ap = ME.

- 1 ~
A seguir, usando a funcdo acima, defina A(y) = Oé—lq§(|y\)y. Note que

~ 1
Aly) = a—1¢(|yl)y para |y| < M,

|A(y)| < |y

(2.38)

(2.39)
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para alguma constante ¢ > 0. De fato, se |y| < M7, novamente por (¢s)

A(y)| < csmax{]y">, [y|" >}yl

< cymax{L,|M;|" "yl

Se |y| > My, entao de (¢»)

o(M)
M2
max{ M2, M2}
ax 1 1 | |l—1
M~ y
< esmax{1, |M|" "}yl

Ay)] ™

IN

IN
2

de onde segue (2.39). Ainda por (2.38),
~ 1~ o
yA(y) = ~o(ly)lyl® = lyl' — —. (2.40)
« ai

Considerando B(z) = — (ué(Ju(z)|)u(z) — f(u(z))), concluimos que u é uma solu¢do

aq
fraca do problema quasilinear

—divA(Vu(z)) + B(z) =0 em O.

Desde que O é arbitrario e as desigualdades (2.38)-(2.40) ocorrem, pelo |72, Theorem 1.1],

deduzimos que u é uma solucao positiva.

2.2 O problema nao-auténomo

Nesta secao, temos por objetivo provar a existéncia de solucoes positivas de energia

minima para o problema

—Agpu+ V(ex)p(lu))u = f(u), em RY, ~

u € WH(RY), 4 > 0 em RY,

quando € é suficientemente pequeno.
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Usando (R), mostra-se que as imersoes
X, = L*RY) e X — L*(RY)
sao continuas. Além disso, devido a (2.5), valem as imersGes compactas
X = L®(B,(0)) e X, L?(B,(0))
para todo p > 0. Verifica-se também que I, € C' (X, R) com

= | o(Vu))Vuvods + /

RN RN

V(ex)o(|u|)uvde — . f(u)vdz,

para todo u,v € X.. Portanto, u € X, é uma solugao fraca de (P.) se, e somente se,
u é ponto critico de I.. Além disso, por (2.1), os pontos criticos de I, sdo fungdes nao

negativas.

O principal resultado desta secao é o seguinte:

Teorema 2.2.1. Assuma (¢1)-(¢5), (r1)-(r4), (b1)-(bs), (f1)-(f3) e (R). Entao, eriste

€ > 0 tal que o problema (P.) tem uma solugdo nao-negativa de energia minima ue para
todo 0 < € < €.

2.2.1 Preliminares

Com um raciocinio inteiramente andlogo ao Lema 2.1.2 mostra-se que I, verifica
a geometria do passo da montanha®. Assim, em virtude de uma versao do Teorema do

Passo da Montanha sem a condi¢ao (PS), concluimos que existe uma sequéncia (u,) C
Wt (RY) verificando

I(up) = ce e I(u,)—0,

onde ¢, é o nivel minimax associado a I, dado por

€ — inf ]e t )
¢ = inf max I.(a(?))

onde
T, = {a c c([o, 1],X€); a(0) =0 e I(a(1)) < 0} .

9Ver [8, Lema 4.1].
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Além disso, argumentando como no Lema 2.1.3, prova-se também que

ce = inf I(u) = inf maxI/(tu),
u€Ne ueX\{0} t=0

onde N, denota a variedade de Nehari associada a I, isto é,
Ne={ue X N\{0} : I(u)u=0}.

Neste momento é oportuno mostrar que a variedade de Nehari estd a uma distancia

positiva da origem de X..

Lema 2.2.2. Para todo u € N, existe ¢ > 0, independente de ¢, tal que

Julle > <.
Demonstragao. Observemos, inicialmente, que (2.1) implica em

¢ = L(u) g/RN <I>(|Vu|)dx+/RN V(ex)d(|ul)da.

Usando o Lema 1.1.32,

ce < &(IVulle) + & (lullev.)
< (IVullg + ulgy,) + (Vulls + llullsy,),
onde na tltima desigualdade usamos o fato de &;(¢) <t + ™ para todo t > 0. Logo,

ce < Culllull +llulle). (2.41)

Se |lu|le > 1 para todo u € N, o resultado segue. Se existe u € N; tal que ||ull < 1,
sendo [ < m por (2.41), obtemos

c < 26’1||u||l6.

Por outro lado, uma vez que Ey,(u) < I.(u) para todo u € X, concluimos que dy, < c,

dyy \ T
> 0> :
lulle > (56
%

O resultado segue, entao, considerando ¢ = min {1, (%) } [

e consequentemente
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2.2.2 A condicao de Palais-Smale

Nesta subsecao, temos por objetivo mostrar que o funcional I, associado ao problema
(P.) verifica a condi¢do (PS) abaixo de um nivel fixado. Para este fim, estabelecemos
algumas propriedades envolvendo as sequéncias de Palais-Smale para I..

Iniciamos provando que as sequéncias (PS). para I, sao limitadas em X..

Lema 2.2.3. Seja (u,) uma sequéncia (PS). para I.. Entao, existe uma constante C' > 0,
independente de n, tal que
|unlle < C, VneN.

Demonstracao. Seja (u,) C X, tal que
I(u,) = ¢ e I(u,)— 0.
Entao,
1 !
Ic(un) — gle(un)un < (1 + [lonlfe).

Por outro lado, por (¢2) e (f2)

d(t)t* <md(t) e OF(t) < f(t)t, para todo t > 0.

I(uy,) — %[é(un)un > (1 - g) /RN <<I>(|Vun|) +V(ex)<1>(un)>dx+/RN ( ; —F(un)>dx
c2 /RN (®(1Vus]) + V(ex)B(u,) ),

v

0 —
onde ¢y = z-m Aplicando o Lema 1.1.32

7

() = 51w > 2 (81T ualls) + Ellulosc))-
Portanto,
&2 (I Vtnlle) + €ollunllanc)) < 11+ flunlo).

Agora, a demonstracao segue por contradicdo usando o mesmo argumento do Lema

2.1.4. ]
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Usando as hipoteses (¢;)-(¢2) mostra-se que X, é reflexivo. Pelo lema anterior,

passando-se a uma subsequéncia, se necessario, existe u € X, tal que
Uy — u em X, (2.42)
e por imersao compacta deduzimos que
Un (1) = u(r) q.t.p. em RY,

Uma anélise cuidadosa da linha de raciocinio usada na demonstragao dos Lemas
2.1.5 e 2.1.7, nos permite concluir uma importante propriedade das sequéncias de Palais-

Smale para I..

Lema 2.2.4. A sequéncia (u,) satisfaz o sequinte limite
Vu,(z) = Vu(z) qtp. em RY.
Além disso, u é um ponto critico para I, isto é, I'(u) = 0.
Demonstracao. Procedendo como na demonstracao do Lema 2.1.5 mostra-se

Vu,(r) = Vu(z) q.t.p. em RY.

Resta provar que u é ponto critico. Para tanto, comecamos observando que

(V)P 5 69u@) T qop. em RY.

ou,,
axi

Usando a limitacdo da sequéncia <¢(|Vun|) ) em LE’(]RN) com a Proposi¢ao 1.2.3,

deduzimos

0|Vt ()] L2 V1)

dz ara toda v € X
RN 8CCZ 81’1 ’ p “e

dr — [ ¢(|Vu()])
RN
onde X . = {v € X.; v tem suporte compacto}. Portanto,

o(|Vup(2)|) Vu,(z)Vodr — ¢(|Vu(x)|)VuVodr  para todo v € X.
RN RN

Por outro lado, uma vez que V é limitada no suporte de v, <¢(|un|)un) é limitada em

L‘S(RN) e (b(|un\)un> é limitada em LE(JRN), segue-se da Proposigao 1.2.3

/RN V(ex)o(un|)uyvde — /RN V(ex)o(|u|)uvdz.
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f(up)vdr — f(uw)vdz,

RN RN
para todo v € X... Portando, I/(u) = 0. Agora, o resultado segue usando que X, . ¢é
denso em X.. [
O proximo lema ¢ uma versao do Lema 2.1.9 para o caso nao-auténomo.
Lema 2.2.5. Seja (v,) C X, uma sequéncia (PS). para I, com v, — 0 em X.. Entao,
(a) v, =0 em X, ou
(b) Existem o, T >0
lim inf sup / O(|v,|)dz > 7 > 0.
oo yERN J By (y)
Demonstracao. A demonstracao segue usando as mesmas linhas de raciocinio do Lema
2.1.9. ]
O proximo lema é crucial para mostrar que I, verifica a condi¢do (PS) em alguns
niveis.

Lema 2.2.6. Suponha que V,, < 4+00. Seja (v,) C X, uma sequéncia (PS). para I com
v, = 0 em X.. Sev, » 0 em X, entao dy_ <c.

Demonstragao. Aplicando o Lema 2.1.3, existe uma sequéncia (t,) C (0, 400) tal que

toUn € Mvoo.
Afirmagao 2.2.7. A sequéncia (t,) satisfaz o sequinte limite

limsupt, <1.

n—-+00
Com efeito, suponha, por contradicao, que a afirmacao acima nao é valida. Entao,

existe § > 0 e uma subsequéncia que denotaremos ainda por (¢,) tal que
t, > 146 paratodon e N. (2.43)
Sendo (v,) uma sequéncia (PS). segue que I (v,)v, = 0,(1), isto &,

/ ¢(|an|)|an|2d:B+/ V(ex)¢(|vn|)|vn|2d$:/ f(vp)vpdx 4+ 0,(1),
RN RN RN
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o que implica

/vanlmda: + / V(Ex)qb(!vn!)wnw
R RY

v [V, |m=2 vy, |2

:/R SO0 i 4 00 (1), (2.44)

N ‘,Un‘m—l

Por outro lado, usando que (t,v,) C My, obtemos

¢(|thvn|)|V(tnvn)|2dzE+VOO/ gb(|tnvn|)|tnvn|2dm:/ f (tpvn)tpopde,
RN RN RN

de onde segue

/ M\anvndx + Vo M|Un|mdx
R

v |V (tnvn)|[m2
- / Sntn) | g (2.45)

De (2.44) e (2.45),
AV (o)) _ VD) |5, O(Itan) o) Y,

/IRN <|V(tnvn)|m—2 B |an|m—2> Vo, |"dz + /RN (me — V(GZE)W> |v,| " dx

[ (e - S Y ),

(t)

tm—2

¢ ndo-crescente para t > 0. Logo, de (2.43)

Recorde que, por (¢3) a fungao

IV ({tava))  ¢(Veal) o A(taval) - o([val)

IV (tav,)|[m=2 = [V, ™2 |tnvn ™2 |Un|m_2’

e consequentemente

/RN ( ftnvn) — f(vn) >|Un|md:v < /R (Vo = V(ex))‘ﬁi"%’lwmdmwn(l)-

‘tnvn‘mfl ‘vn‘mfl

Agora, usando a hipotese (R) para todo n > 0, existe p > 0 tal que

V(ex) > Ve —n, Yz €RY com |z|>p. (2.46)
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Sendo V' continua,

| = viepotuilds = [ (Vi Viea)s(o,Dlends
RN B,(0)
[ = Vie)oljunlon o
B;(0)
< dlbPrtn [ o(uDlfds
B, (0) B3 (0)

< mC’l/ (I>(|vn|)dx+mn/ O (|vy,])de,
By (0) RN

onde na tltima desigualdade usamos a condigio (¢3). Como (v,) ¢ limitada em L®(RY),

a menos de subsequéncia, v, — 0 em L®(B,(0)). Assim,

/ ( f(tnvn) B f(vn) > v | d < Con + 0, (1).

’tnvn’m_l ’Unlm_l

Por hipotese, sabemos que v, - 0 em X.. Assim, aplicando o Lema 2.2.5, existem

(yn) C RY e constantes p, 7 > 0 verificando

/ B(|va]) > 7 > 0. (2.47)
Bp(yn)

Considerando v, (x) = v,(x — y,), usando a invariancia de RY por translacoes, segue que

(U,) é limitada em W1®(RY). Portanto, a menos de subsequéncia,
T, =0 em W"?(RY),

o que implica
v, = v em L%(B,(0)).

Por (2.47),
/ o(|5)) > 7 > 0.
B, (0)

Logo, existe O C B,(0) com medida positiva tal que 7 > 0 em O. Assim, combinando

(f3) com (2.43), concluimos que

0 </ ( S+ 0)vn) _ f(vn) >|vn|mdx < Con+on(1), V>0,
o\

(L+8)val™ " [oalm!
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Fazendo n — +o00 na tltima desigualdade e aplicando o Lema de Fatou, segue que

) 10 s
0</o<|<1+6>v|m—1 |v|m—1>' = G =0

o que é um absurdo, e a afirmacao esta provada.

Na sequéncia, estudaremos os seguintes casos:
Caso 1. limsupt, = 1.
n—-+400
Neste caso, existe uma subsequéncia de (¢, ), ainda denotada por (¢,), tal que ¢, — 1.

Sendo (v,) uma sequéncia (PS). para I, temos
c+on(l) = I(v,) = Iy, (tnvn) + Le(vy) — Ty (thvn).
Usando a caracterizagao do nivel ¢y, e recordado que t,v, € My,_, obtemos
c+on(l) > dy, + I(v,) — Iy, (thvy,). (2.48)

Note que,

I(v,) — Iy, (tyvn) = / (<I>(|an]) - <I>(|V(tnvn)|)>dx+/ V(ex)®(|v,|)dx
RN RN
Ve / B[, ) + / (F(tavn) = F(vn) ) da.
RN RN
A imersdo compacta X. — Lg(B,(0)) e a continuidade de V' implicam
/ V(ex)d(|jvn)dz = on(1) o voo/ B([tvn])dz = on (1),
B, (0) B, (0)

Usando (2.46) com os limites acima, obtemos

L(vy) — Iy (thv,) > on(l)—i—/RN (@(]V'z)nb—Q)(!V(zﬁnvn)\)>da¢+/

RN

(F(tnvn) - F(vn)>dx
=) [ by = Ve / Bl

o que implica

o) = Tralttn) = 0u(0)+ [ (80Venl) = @V )D)dr+ [ (Flty,) = Fw,))do
+Voo/c(0) <©(|vn|) - <I>(|tnvn|)>dx - n/B O(|v,|)da.

5
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Desde que (v,) é limitada em X, existe C5 > 0 tal que

L(vy) — Iy (thv,) > on(l)—i—/RN ((I)(]an|)—<I>(|V(tnvn)\)>dx+/

RN

<F(tnvn) . F(vn)>dx
Vi o (CD(|U,L|) . <I>(|tnvn|)>dx — Cyn. (2.49)

Afirmacgao 2.2.8.

L, (20950 = 0t do = on(0), [ (@l = B0, )do = 001,

/ (F(tnvn) - F(vn)>dx = 0,(1).

RN

Assumindo, que a afirmagao acima ¢ valida, de (2.48) e (2.49),
c+o,(1) > dy, — Csn+ o,(1).

Passando ao limite na desigualdade acima quando n — oo, em seguida fazendo n — 0,
concluimos que

C 2 dvoo.

Agora, nosso objetivo imediato é mostrar a Afirmagao 2.2.8. Aplicando o Teorema

do Valor Médio, temos
| 2(|Von|) = S|V ({Eava) )] < Call — ta][0(0n)0n] Vo)

com 0, € (|Vu,l, |V(t,v,)|) ou 0, € (|V(t,v,)|, [Von|). Desde que (¢(t)t) > 0 para todo

t >0, se 0, < |Vu,l|, entdo
|2(|Ven]) = @IV (tnvn))] < Call = talo(|Vva])[Von|* < mCy(1 — ) @(|Val).
Se 0, < |Vt,v,|, a limitagdo de (t,) combinada com condigdo Ay, implica em

[©(|Von]) = 2(IV(tva))| < Call = 1] 3|V (tnvn) DIV (Enva) |
< MmO — £,| BV (tavn)]) < 5|1 — o] B(|V)).

Logo, existe uma constante Cg > 0 tal que

|[2(|Von]) = S(IV (Enon)[)] < Col1 = ta] S([Vn]).
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Portanto,

/ B(|Von]) — B(|Vtrvn)ldz < Col1 — to] = oa(L),
IRN
pois (v,,) é limitada em X.. Assim,

/RN [ 2([Von]) = S(|VEyon|)|dz = on(1).

De maneira analoga, obtém-se

[, (0t )tz = 1),

Para concluir a Afirmacao 2.2.8, resta-nos provar que

/RN <F(t"U") B F(“n))dl‘ = on(1).

Para tanto, note que pelo Teorema do Valor Médio

|F'(thvn) = F(va)| < [1 = ta]|f(6n)]|vnl
com |6, < Cs|v,|. Dado n > 0, existe ¢, > 0 tal que

1(100])[0n] + ,b(1021)103-
< o (Cslvn|)Cslun| + cb(Cs|v,|)Csluy|

|/ (6n)]

IA

< Con®(Jun]) + CroB(|vnl),
o que é suficiente, com a limitagdo da sequéncia (v, ) em X, para concluir que
/ |F(thv,) — F(v,)|de < C11]1 — t,]| = 0,(1)
RN
e, consequentemente, o limite em (2.50), finalizando a prova da afirmagao.
Caso 2. limsupt, =ty < 1.
n—-+o0o
Neste caso, podemos supor, sem perda de generalidade que
t, <1 VneN.

Note que

1
dy, < Iy_(tyv,) = Iy (tyv,) — —](/OC (tnvn) (EnUn).
m

(2.50)
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Assim,

dy, < /RNP(\V(tnvn)])d:c—l—Voo/

RN

P(|tnvn|)d:c+/ Q(tpvy)dx,  (2.51)
RN

onde

P(s)=0(s) = 6(s)5" e Qls) = - f(s)s — F(s).

Vejamos agora que P e @ sdo fungoes crescentes em (0, +00). Com efeito, por (¢3),

<@>/ <0, Vs>0,

ou seja,
(¢/(5)s™ % — (m — 2)p(s)s™ %) s~ ™" <0, Vs> 0.
Logo,
S5t~ (m— 209(s)s <0, Vs> 0,
e, portanto,
(2(5) ~ 26()5%)' = 6(s)s — /()3 — 2(s)s = " Zg(s) - T ef()s >0

mostrando que P é crescente em (0, +00). De maneira similar, com a hipotese (f3) mostra-
se que a fungao @) também é crescente em (0, +00). Decorre de (2.51) e do crescimento

das funcoes P e () que

tn<l1

dr. [ P(Vudr Ve [ PUulids+ [ Qs
RN RN RN

Por (R), para todo n > 0, existe p > 0 tal que
Viex) >V —n, Vxe RY  com |z| > p.
Uma vez que v, — 0 em X, usando a imersao compacta X, — L*(RY),
/ P(lunl)dz = on(1).
B,(0)
Assim,

. < /RN P(Vua) dx+/ (V(ex) + m)P(val)dz + [ Qu)dz + on(1)

5(0) RN

A
%\

P(|Vuy,|) d:z:+/ V(ex)P(|v,|)dx + . Q(vy)dx

RN

—1—277/ O (|vy,|)dx + 0,(1)

RN

IN
@

3

SN—

(vn)vn + cin + +On(1)

SIH
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e sendo (v,) uma sequéncia (PS).,
dy, < c+can+on(l).
Fazendo n — 0, em seguida n — 0, concluimos que
dy,, <c,
finalizando a demonstracao. [ ]
A seguir, apresentamos uma consequéncia imediata o lema anterior.

Corolario 2.2.9. Se (v,,) € uma sequéncia (PS). para I, tal que v, — 0 e ¢ < dy,_, entdo

v, >0 em X,

O lema seguinte, embora de simples demonstracao, ¢ um resultado técnico impor-

tante para o estudo que segue.

Lema 2.2.10. Seja (u,) C X, uma sequéncia (PS). para I, com u, — u em X.. Entdo,

/RN O(|Vuy,|)dx = /RN O(|Vuy|)dr — /N O(|Vu|)dx + 0,(1), (2.52)

R

V(ex)®(|u,|)dx — / V(ex)®(|ul)dz + 0,(1), (2.53)

RN

/RN V (e2)D(|vn|)da =

/RN F(vp)dr = /R | F(un)dz — /R F(u)dz + 0,(1), (2.54)

onde v, = U, — U.

Demonstracao. Considere J = &, h,, = |[Vu,| e h = |Vu|. Como no Lema 2.2.4, temos
que

Vu, = Vu q.t.p. em RY,

de onde segue

h, = h q.t.p. em RV,

Uma vez que J(0) =0e
sup/ J(hp)dz < 400,
RN

neN
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aplicando um resultado devido a Brezis-Lieb!® | segue
/ T(hp)de = / J(hn—h)der/ J(h)dz + on(1),
RN RN RN
por conseguinte,
/ (IVun|)d / (Vo) dx+/ (|Vaul)dz + 0,(1). (2.55)
RN RN RN
Por outro lado, fazendo J = &, h, = |Vu,| — |Vu| e h = —|Vu|, temos J(0) = 0,
ho(x) — h(z) q.t.p. em RV e
sup/ J(hy)dx < +o0.
neN JRN

Segue-se novamente de [19, Teorema 2| que

/R 0V~ [Vul)dr = / (V) + / (= [Vul)dr +0,(1).

Desde que ||[Vv,| — |Vu|| < [Vu,|, usando o fato de ® ser crescente em (0, +00) e uma

funcao par, obtemos

/RN O(|Vu,|)de > /RN @(]an\)der/RN ®(|Vu|)dz + 0n(1). (2.56)

Agora, (2.52) segue combinando (2.55) e (2.56). A demonstragao de (2.53) segue os
mesmos argumentos usados anteriormente e a mesma serd omitida. Enquanto que (2.54)
¢ uma consequéncia imediata de Brezis-Lieb [19, Teorema 2].

O resultado abaixo é crucial para mostrar que o funcional /. verifica a condigao (PS)
abaixo de um nivel fixado. Na demonstracao de tal resultado ficara explicito o crescimento

assumido em f’, além das hipoteses técnicas (¢4)- (¢5), (r1)-(r2), (b1) e (b2).

Proposicao 2.2.11. Seja (u,) C X. uma sequéncia (PS). para I, tal que u, — u em
X.. Entao,

I(vy) = I(uy,) — I.(u) + 0,(1) e I(v,) = 0,(1),

onde v, = U, — U.

0ver [19, Teorema 2|.
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Demonstragao.

Em virtude do Lema 2.2.10, constata-se sem dificuldade que
I(v,) = I(uy) — I(u) + 0,(1).
Resta-nos mostrar que
e (vn)[| = on(1).
Para este fim, sendo (u,) uma sequéncia (PS), é suficiente que
e (un) = I{(vn) = I(u)]| = on(1). (2.57)
A fim de provarmos o limite acima, sejam w € X, com ||w|. < 1e

O 1= ‘(I;(un) — I/(v,) — IL(w))w)|.

Ora, como
- (/RN (DI tn]) Vit — BV 00 ]) Vot — 6( V) Vir) Vo
[ (0 = ol e, = olluu)u (ex)ds
+4Ngw@—f@@—fmnmmL (2.58)
entao

Do < [ 100190V = 60,90, = 6(Tu) V| Vulda
[ 1ollualn = oenl)en — ol (eo)a
[ 1) = ) = f)]uwlde
Usando que ® é crescente em (0, +00) combinado com a condigdo Ay, vem

& (|01 V ) Vitn — 3(|V ) Vet — 6(Vul) V)

< B(B(|Vun))| V) + 2 (6(Von|) [ Ven|) + @(6(| Vaul) [ Vul)
D (2|Vu,|) + @ (2|Vu,|) + ®(2|Vul)
e <<I>(|Vun|) +®(|Voa]) + CI>(|VU\)>.

IN

IN
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Sendo (u,) ¢ limitada em X, deduzimos que

/RN &)qu(]Vun\)Vun — ¢(|Vu,|)Vu, — ¢(\Vu\)Vu’>d:c < 400,
e, consequentemente,
(160Vua)Vtn = 61 V0a) Vo = 6(Vul) Vu|) € LT ®").
Aplicando a Desigualdade de Holder,

/RN |61V un| )Vt — 6(IV0a]) Vo, — ¢(|Vu|) V| [Vuw|dz

< 261V} Vitn = 6(V0]) Vo = 6 Vu) Vu || Ve
Agora, combinando a imersao continua X, < L*(R”") com a Proposigao 1.2.1, segue que
/RN (| Vun|) Vi, — ¢(|Vo|) Vv, — ¢(|Vu]) Vu||[Vwldz < o, (1) [|wl].. (2.59)
Repetindo o argumento anterior verifica-se que

/RN |6 (lunl)ttn = &(J0al) Von — (Jul)u|[w]V (ex)dz < 0n(1)]|w]l. (2.60)

Afirmacgao 2.2.12.
sSup ‘f(un)w - f(vn)w - f(u)w‘dx = On(l)
[wl]le<1 JRN
Suponha, por um momento, que a Afirmacao 2.2.12 é valida. Isso, combinado com
(2.58)-(2.60) resulta que

sup Unw < 0n(1).
flwlle<1

Passando ao limite quando n — +o00 na desigualdade acima, obtemos

sup |(I{(vn) = I{(un) + I{(u) Jw| = 0n(1),
[lwlle<1
o que mostra (2.57).

Desse ponto em diante, nosso objetivo serd mostrar a Afirmacao 2.2.12. Para isso,

observe primeiro que dado 1 > 0, existe p > 0 tal que

lullg gy < e Nullg pe) <
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pois ¢(|ul)u € Li’(RN) e b(Jul)u € LE(RN). Além disso, por (2.3), existe ¢; > 0 tal que

[F ()] < o(ful)ful + erb(ul)ful

Logo, aplicando a Desigualdade de Hélder,

A

/ F)lwlds < o(lu) ol + / bl |z
B5(0) Bg(0)

B5(0)

IN

< 2eom]|wle.

Por outro lado, considerando a sequéncia

hn,w = f(un)w - f(vn)w - f<u>w7

temos

/|hn,w|dxs / o lda + / ) — flon)lwlde + 2]l
RN B,(0) Bs(0)

Observe que

/ |hnw|dz = 0,(1).
B,(0)

De fato, recordando que as imersoes
X. = L*(B,(0)) e X.— L?(B,(0))
sao compactas, desde que u, — u em X, existem hy, hy € L'(B,(0)) tais que
O(lunl) <hi e Blual) < ha.

Além disso,

Ppw(z) =0 q.t.p. em B,(0)

2”¢(|Umu|||<£,B;(0)Hw“q>,B2(0) + 2||b(|ul)|u|”§,35(o)||w||B,BS(0)

(2.61)

(2.62)
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houl < L@l + | E)llel + | F )]l
< cs(G(unl)unllel + b unl ] + G0 ) ol + b(Jen ] en
+o((ul)ullw] + b el o]
Young
T (B0l unl) + BO(ualin]) + B@(lenDlvnl) + Bo(Jvn])fen)
+B(6(fublul) + B(lu)lul + () + B(u]))

S (@l + Blu) + 02 + B(lun)

+0(2Jul) + B(2[u]) + @(|w]) + B(|w|))

IA}E

s (@(Jual) + Blual) + (ul) + B(Jul) + @ (w]) + B(|w)
< es(hu+ho+ @(ful) + B(ul) + @(jwl) + B(l))) € L(B,(0)).

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, concluimos o limite em
(2.62).
A seguir, vejamos que existe uma constante positiva cg tal que
/ |f (un) = f (on)|Jw]dz < conljw]|.. (2.63)
Bg(0)
Por (f1), dado n > 0, existe ¢, > 0 tal que
@1 < nl(r)t)] + eyl (b(1)t)]
< (@)t +r(t) + e, (V) +b(t))  VE>0.
Assim, por (rq) e (bs),
7@ <n(C+Dr(t) +¢,(C+1b(t) vt >0. (2.64)
Por outro lado, pelo Teorema do Valor Médio,
|f () = f () |[w] < [f"(wn)l|uflwl,

onde w, € (min{un, Un }, max{u,, vn}) Recordando que as funcoes r e b sdo crescentes,

temos

r(lwnl) < r(lunl +[onl) e b(jwn]) < 7(fun] + |val). (2.65)
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Combinando (2.64) e (2.65), obtemos
| (wn)| < cxnr(2lun| + [u]) + c2b(2lun| + |u]).

Por sua vez, usando (r3), (b3) e a condigdo Ay,

Rlug| + ) | B(2lug| + [u)
Clu ]+ Tl % ] + Tul)?

o 1) . (B 1)

() () ) + 5 (Bl 4 () ).

crnr (2fun| + [uf) + cb2lun| + Jul) < e

IN

IN

Portanto,

[ (un) = fon)l[w] < eznr(lun])|ullw] + csb(Jun]) uf [w]

+eor(|ul)[ul[w] + erob(ful)|uw]. (2.66)
No que segue, fixemos x € RY e definamos os conjuntos
Az ={n eN: |u(@)] <[un(2)]} e B :={n € N: |un(z)| < |u(z)[}.
Sen € A,, entao

r(un (@) )] un (2)[Ju(z)] = nr(lun(x)D\un(:v)!%IU(w)!

R(npr (fun (@) )] un(2)]) + R(%IU(%)!)
nR(2Jun(2)]) + CpR(lu(z)])

IAN A

IN

CinB(Jun(z)]) + Cy R(lu(2)])
(Conr(Jun (@) Dun(2)* + Cor ([u(z))u()[*).

IN

1
o que implica
r(fun () u(z)] < Conr(|un])|un| + Coar([ulz)])|u(z)].

Se n € B,, desde que r é crescente segue

r(fun(@)])|u()] < r(lu(@)))|u(z)] < Conr(lun(@))un(@)] + r(Julz)])]u(@)].



2.2. O PROBLEMA NAO-AUTONOMO 81

Portanto,
r(un(@))[u()] < Conr(|un(@))un(2)| + (Cpa + Dr(lu@)])[ulz)],  Vn € N.
e como z € RY foi arbitrario resulta que
r(lun)lul < Conr(fun])un| + (Coa + Dr(fu])u(z)l,  vn e N. (2.67)
De modo anélogo, verifica-se que
b([unl)lul < Csnb(|unl)lun] + (o2 + Db(Ju(@)])u(z)], Vo € RY. (2.68)
Agora, combinando as desigualdades acima com (2.66), obtemos

[ (un) = fon)llw] < Canr(lun])[unl[w] + Csnb(|un|) [un|w]

+Cr (Jul)|ul[w] + Czb([ul) |ul|w].
Usando as imersoes continuas
WHP(RY) — LERY) e WH(RY) — LP(RY),

a limitacdo das sequéncias (r(|us|)|un]) € (b(|un|)|unl), respectivamente, em LE(RN) e
LE(RN) juntamente com a Desigualdade de Holder, obtemos (2.63). De (2.61)-(2.63),

vem que

sup / hwdz < 0,(1) + cen + 2cam.
lwlle<1 JRN

Fazendo  — 0 na desigualdade anterior, concluimos

sup / hpwdz = 0,(1),
RN

[[wl[e<1

mostrando a Afirmacao 2.2.12. Portanto, de (2.58)-(2.60)

sup ﬁn,w S On(l)v
flwlle<1

ou seja

sup |(1!(0) — I(1ts) + ()] = 0, (1),

[[wlle<1

isso encerra a prova.
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O proximo resultado estabelece uma imersao compacta envolvendo o espaco X..

Os casos particulares onde ®(t) = %|t|p para N > p > 1 e O(t) = %|t|p + %]t|q para

N > g > p > 1 foram considerados em [26] e [6], respectivamente.
Lema 2.2.13. Se V, = +00, a imersao

X, < L*(RY)

¢ compacta. Em particular, a imersio X, — LP(RY) ¢ compacta se B é uma N-fungao
satisfazendo (by).

Demonstracdo. Com efeito, seja (u,) C X, uma sequéncia limitada em X .. Assim,

existe u € X, tal que u,, — u em X.. Por (R), para cada n > 0, existe p > 0 satisfazendo
1
Viez) > =, |z| > p.
n
Por outro lado, usando a imersao compacta X, — L®(B,(0)), temos
u, —u em L*(B,(0)),

ou seja,
/ O (|u, — u|)dr = 0,(1).
B,(0)
Observando que
/ O (|uy, — ul)dr < 77/ V(ex)®(|un, — ul)dx + 0,(1)
RN Bg(0)

S 0177 + On(1)7

segue da arbitrariedade de n que

/RN O (|u, — ul)dr = 0,(1).

Para concluir a demonstragao, suponha que B verifica (by). Usando a limitagao e
(u,, — u) em L®(RY) junto com o fato que u, — u em L®(RY), para cada n > 0, existe

cp > 0 tal que

/ Bllun — ul)dz < cn/ <I>(|un—u])dx+n/ B, (|, — ul)dz
RN RN RN

< ¢,0,(1) + Cin.
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Sendo n arbitrario, deduzimos

/ B(|un, — u|)dz — 0,
RN

mostrando que u,, — u em LZ(RY). ]

A proposi¢ao abaixo mostra que I, satisfaz a condi¢do (PS) para determinados

niveis.

Proposigao 2.2.14. Assuma que V,, < +00. Entao, I, satisfaz a condi¢ao (PS). para
todo ¢ < dy,,. Se Vo = +00, a condi¢cdo (PS). ocorre para todo ¢ € R.

Demonstragao. Seja (u,) C X, uma sequéncia verificando
I(u,) = ¢ e Il(u,)—0.

Segue dos Lemas 2.2.3 e 2.2.4 que (u,) ¢é limitada em X, e existe u € X, tal que, a menos

de subsequéncia,

up, —u em X, e  I'(u)=0. (2.69)

€

Considerando v, = u,, — u, pela Proposicao 2.2.11,
I(v,) =c—IL(u)+0,(1) =T+ 0,(1) and I (v,) = o0,(1),

mostrando que (v,) é uma sequéncia (PC)z para I.. A seguir, vejamos que [.(u) > 0.

Fazendo uso das hipoteses (¢2) e (f2), obtemos

L) = L = [ (@(9u) = oV TuP)de+ [ (- fuu— Fu)de

+ [ Vi) (@(ul) = -olluluP)de = 0.

1
No entanto, por (2.69), I.(u) = I.(u) — —I(u)u, implicando que I.(u) > 0. Logo,
m

c<ec
Suponha que V, < +00. Se ¢ < dy,_, entdo (v,) é uma sequéncia (PS)z com

E§C<dvoo
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Entao, pelo Corolario 2.2.9, concluimos que
v, =0 em X,

isto é, u, — v em X.,.

Assuma agora que V., = +0o. Pelo Lema 2.2.13, a menos de subsequéncia,

/(I>(|vn])dx—>0 e /B(|vn|)dx—>0.
RN RN

Por outro lado, dado n > 0, existe ¢, > 0 tal que

| f(vn)vn] < n¢(‘vn‘)|vn’2+Cnb<‘vn|>’vn’2

< mn®([vn]) + cybaB([onl).

Consequentemente,

f(vp)vpdx — 0.

RN

Uma vez que que I(v,)v, = 0, temos

L, o0vudiufas+ [ Ve Fde = o,(1)

e entao
/ B(|Von|)dz — 0 o / V(ex)D(|vn] )z — 0.
RN RN

Portanto,

v, >0 em X,

A seguir, mostraremos que a condigao (PS) vale para I, sobre N, para alguns niveis.

Proposigao 2.2.15. Assuma que Vo, < +00. Entao, I, satisfaz a condi¢ao (PS). sobre
N para c € (0,dy). Se Voo = +00, a condigcao (PS) ocorre para todo ¢ € R.

Demonstragao. Seja (u,) C N, uma sequéncia verificando

I(u,) =c+o,(1) e H[é(un)H* = on(1).
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Entao, aplicando o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange!'!, existe ()\,) C R tal que
I (uy) = Ml (un) + 0,(1), (2.70)
onde J. : X, — R ¢é dado por

Ju(u) = / OV Vald + / V(ex)o(ul)uldz — / Fuudr.

Note que )
Tuwyu = [ (S050DIVu| +26(Vu,)) [V o
+ [ Vi) (@)l + 20(fual))
- /R () @) + flaun)u, ) da
Por (6s),
¢(t)t < (m —2)¢(t) V> 0.
Ento,

RN

J(up)u, < m(/ (| Vun|)| Vi, |*dr +/ V(ex)¢(|un|)|un|2d$>
RN
N /RN (f/<un>(un)2 + f(un)un)dx
Combinado a tltima desigualdade e o fato de I/(u,)u, = 0 resulta que
— J(up)uy > /RN (f'(un)(un)?® = (m = 1) f (up)up ) da. (2.71)

Por outro lado, usando o Lema 2.2.2 tem-se |lu,|e # 0. Isto implica que existe uma

sequéncia (y,) C RY, tal que

/ B(Jun|)dz > 7 > 0 (2.72)
Bﬂ(yn)

para constantes positivas p e 7. Definindo @,(x) = u,(x + y,), segue que (4,) é uma

sequéncia limitada em W1®(RY). Logo,

i, — U em WH(RY).

Hyer [74, Proposigio 5.12].
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Tendo em vista a imersdo compacta WH*(RY) — L®(B,(0)) com (2.72), conclui-se que
@ # 0. Portanto, existe O C RY com medida positiva tal que @ > 0 q.t.p. em O.
Agora, suponha que

lim sup J! (u,)u, = 0.

n—-4o00

Isso juntamente com (2.71) implicam em

0> /RN (f' () (T1n)? — (m — 1) f ()0 .

Por outro lado, por (f3) e o Lema de Fatou, observamos que

0= [ (F@@ - (m - 1)f@)ds >0,
o
o que ¢ um absurdo. Portanto, de (2.71),

lim sup Je'(un)un <0,

n—-4o0o

para alguma subsequéncia, consequentemente A\, = 0,(1). Consequentemente, por (2.70)
I(un) = 04(1),

mostrando que (u,) é uma sequéncia (PS).. Agora, o resultado segue da Proposi¢ao
2.2.14. [ |

Inspirados na demonstracao do resultado precedente obtemos o corolario abaixo.

Corolario 2.2.16. Os pontos criticos do funcional I, sobre N. sao pontos criticos de I,

em X..

2.2.3 Demonstracao do Teorema 2.2.1

Em virtude dos resultados provados nas secoes anteriores, estabelecemos a existéncia
de solugao ndo-negativa de energia minima para (P.) quando € é suficientemente pequeno.
Iniciamos recordando que I, satisfaz a geometria do Teorema do Passo da Montanha.

Entao, existe (u,) C X, satisfazendo

I(uy) = ce e I(u,) — 0,
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onde ¢, denota o nivel do passo da montanha associado a I..
Se V,, = 400, pela Proposicao 2.2.14, existe u € X, tal que, para alguma sub-
sequéncia,

U, = u em X..

Portanto,

I(u)y=c e I(u)=0.

Se V. < +o0, é suficiente provar que ¢, € (0,dy, ) para e suficiente pequeno. Com
este propoésito, sem perda de generalidade, considere V(0) = Vi. Seja p € (Vo, Vo).

Entao, pela definicao do nivel do passo da montanha, temos
dVo < d'u < d\/oo. (273)

No que segue, seja w € Y, uma solugao de energia minima para o problema (P,). Para

cada p > 0, consideramos , € C*(R") verificando
0<9,(x) <1, V,(r)=1, em B,(0), e suppd, C By,(0).
Sejam w, = wd, e t, > 0 tais que
E,(tow,) = nax E,(tw,).
Note que, existe py suficientemente grande tal que
Eu(tpywp,) < dv,,. (2.74)
De fato, caso contrario, para todo p > 0 teriamos
E,(tyw,) > dv,.
Por outro lado, usando a convexidade de ® e o fato de suppd, C B,,(0), obtém-se
w, —w em Y,
Agora, argumentando como na demonstracao do Lema 2.2.6,

t, — 1.
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Assim,

dy,, <liminf E,(t,w,) = E,(w) = d,

p—+00
o que ¢ um absurdo com (2.73), o que mostra (2.74).

Desde que Vy = V(0), dado n > 0, existe € > 0 tal que
Viex) <Vo+n, Vee (0,€) e Vae& supp(lp,wp,).
Observando que p € (Vp, V), para n suficientemente pequeno,
Vo+n<mu
e, consequentemente,
Vier) < p, Vee (0,€) e Vre supp(t,wp,)-

Logo,

/RN V (ex) ([t pow | )da S/

:U’(I)(|ttPOwPODdI7 vt Z 07 Ve € (076)7
RN

implicando em
Lc(ttpywp,) < max Eu(ttpywp,) = Eultpwp,), Yt =0, Vee (0,€).
Portanto,
e < Eu(tpwp,), Ve € (0,€).

Isso com (2.74) implica em

Ce < dvoo, Ve € (0,%).

Agora, o teorema segue da Proposicao 2.2.14.

~

2.2.4 Limitacao, regularidade e positividade das solugoes de (F,)

Nesta subsegao estudamos a limitagao, comportamento assintotico, regularidade e a po-
sitividade das solucdes para o problema (P.).

Como no caso autéonomo, o resultado técnico abaixo é crucial no estudo que segue.
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Lema 2.2.17. Seja u € WH2(RY) uma solugio de (P,) e zo € RY. Entao,

[ vl [ e 07 s il ),
Agt Apg,s s—t

onde 0 <t <s<1, k>0,céuma constante independente de k e Ay, = {x € B,(zo) :
u(x) >k} para p > 0.

Demonstracao.
Seja u uma solucio de (B,), 2o € RN ¢ Ry > 1. Fixemos 0 < t < s < 1 e & € C°(RY)

verificando

2
0<&<1, suppf C By(w), E=1em Byzo) e [VE[ =< —.

Para cada k > 0 considere a fungao teste ¢ = £"(u — k)*. Usando a definigao de solucao

para (P.), temos

O(|Vul)|Vul*¢"dr +m [ " (u— k) o(|Vu|) VuVede

Ak,s Ak,s

/Av<ex>¢<\ur>|uufm<u—k)*dx— F(W)E™ (u — ky*da.

Ak,s

Desde que Vy < V(z) para todo z € RY, temos
[ v o [ ok

< —mo [ E T u—k)To(|Vu]) VuVede + )€™ (u— k) dw.
Ap,s Ag,s

Definindo
J:/ O(|Vu|)mdx
Ak,s

e usando que [P (t) < ¢(t)t?, temos

W< m | & u—k)To(|Vul)|[Vu|[VE|dz
Ag,s

Vo [ o(ful)|ul€™(u— k) de + [ fu)€™(u— k) dz.

Ak s Ak,s

Recorde que, dado n > 0 existe ¢, > 0 tal que

[F@O] < ne([E)]e] + eqd([e))]2]-
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Assim, fixando n = Vj, existe uma constante C; > 0 tal que

IJ < m £ml(u—k)+¢(\VUI)\VUI\V£\dfC+Cl/A b(lul)|ul€™ (u — k)" da.

AIms

Desse ponto em diante, a demonstracao segue a mesma linha de raciocinio do Lema 2.1.10.

O proximo resultado é consequéncia do lema precedente juntamente com o Lema
2.1.11. Uma vez que sua demonstracao é feita de maneira andloga ao caso auténomo

omitiremos aqui sua demonstracao.

Proposigao 2.2.18. Seja u € X, uma solugio nio negativa de (P,.). Entdo, u € L(RY)
ew e CUYRN). Além disso, lim u(x) = 0.

loc |z| =400

A seguir, mostramos que as solugoes obtidas no Teorema 2.2.1 sdo positivas.

Corolario 2.2.19. Seja u € X \{0} uma solugio nio-negativa do problema (P.). Entao,

u € uma solucao positiva.

Demonstracao. A prova segue repetindo os mesmos argumentos do Corolério 2.1.14

considerando, neste caso,

~

2.3 Multiplicidade de solugoes para (P.)

Na presente secao, nosso principal objetivo é mostrar a existéncia de miltiplas solu-
¢oes bem como o estudo do comportamento dos pontos de maximo em relagao ao conjunto

M.
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2.3.1 Resultados Preliminares

Nesta subsecao, estabelecemos alguns resultados que possibilitam o estudo sobre a
multiplicidade de solucoes para o problema nao autéonomo.
Na sequéncia, w € WH?(RY) denota uma solugio positiva de energia minima de

(Py,). Dado ¢ > 0 suficientemente pequeno considere ¢ € C§° ([0, +00), [0, 1]) satisfazendo

1, se 0<s< %
p(s) =
0, se s >0.
Para cada y € M, seja
€ex —y

).

Vey(r) = o(lex — yl)w(

Note que, V., € X, para cada y € M. Entao, existe t. > 0 tal que t. ¥, , € N e
L(tVey) = r?gox L(tWy).

Consequentemente, a funcao U, : M — N. dada por lflg(y) = t. V., esta bem definida.
Além disso, \TIE tem suporte compacto para todo y € M.

A primeira propriedade importante envolvendo a fungao U ¢ dada no lema abaixo.
Lema 2.3.1. A funcdo v, verifica o sequinte limite

lim Ie(\ie(y)) = dy,, uniformemente em y € M.

e—0

Demonstracao. Comece observando que é suficiente mostrar que para (y,) C M e

(€,) C RT com ¢, — 0, a menos de subsequéncia,

Iﬁn (‘Ilen (yn>) — dVO .

Com o intuito de mostrar o limite acima, para cada n € N, considere t., > 0 tal que

tE'rL\IIE'my'VL € '/V’en'
Afirmacao 2.3.2. A sequéncia () satisfaz o limite

te. — 1.

n
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De fato, mostraremos primeiro que existe t, > 0 tal que

te, — Ls.

n

Desde que U, (y,) € N, , temos Ién(\ien (). (yn) = 0, ou seja,

[ AT E DIV )l + [ Vi + )0l T, ()] Teo )i

= N f(t€n\pfn7yn)t€n \Ij€n7yn d:U
R

Recorde que (¢2) combinada com o Lema 1.1.32 vem que

(¢2) Lemai.1.32

S(ts)(ts)? < md(ts) < mé&()d(s), Vi s >0,

onde & (t) = max{t,t™}. Assim,

[ AT T DIV TP+ [ Vieas+ )0l ) DT, ()P

< m@(ten)(/w @(\V(\Demyn)])da:+/R V(enz+yn)q>(\\p6myn|)dx).

N

€Enl — Yn
€n

Por outro lado, considerando a mudanca de variavel z = , usando que p =1 em

Bg(()) e Bg(()) C BQL(O), segue que

RNf(‘T’en(yn))‘T’en(yn)dfﬁ = /RNf(tentﬂ(|€n2|)w(Z))ten90(|€nZ!)w(Z)dﬂf

[ ) s
o S e

[N1Y)

Entao, das tultimas duas desigualdades,

[ et v < me) ([ #0900

5(0) (te,w(z))m 1 RN

2

b [ Vies 500w, i)
RN
Ora, pela Proposicao 2.1.12, tem-se w € C, logo, existe zy € RV tal que

vl = i, )
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e, consequentemente,

et [ e < me) ([ 090 )i

(e, w(20))™ " /s, RN
2

[ Viewz +5)@(0e,,)dz).  (275)
RN
Por (f3), existem constantes dy,dy > 0 tais que

F(t) > dyit™ —dy, Yt >0,

o que implica

(dyt?=™ — dot™), Wt > 0. (2.76)
De (2.75) e (2.76),

L f—m _ w(zg)) ")t w(z)|"dx
(b tewlea))! " =o)L [ i)

2

<méi(t) ([ AT Wers)de+ [ Vi +m)( Vo).

N

Agora, suponha por contradicao, que para alguma subsequéncia,
te, > t+oo e t, >1VneN.
Logo,

(dl(tenw(zo))e_m — da(te,w(20))™™) / lw(z)|"dx

B%(O)
<o [ @V)Ddnt [ View +u)B(E,Dd), 210
RN RN

pois §; (t,) = 7. Além disso, gragas ao Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

e a definigao de ¥, _,, , um calculo direto nos fornece

/RN SV (., ) )z = | (|Vw|)de

RN

/V(enz+yn)<1>(|\lfgmyn|)d:£—>/ Vo (|w])dex,
RN RN
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assim o lado direito da desigualdade em (2.77) é limitado. Contudo, como 6 > m
[di(te,w(z0))" ™™ — da(te,w(20))"™] — 400,

o que é uma contradigao. Portanto (t.,) é limitada, e para alguma subsequéncia, existe

t, > 0 tal que t,, — t,. Pelo Lema 2.2.2, temos

€n

1Pe () o + 1%, W) llveo = 1We, (ya)lle = >0, Ve>0.

Por outro lado, segue-se do Lema 1.1.32 que

&IV, () llo) +Eo (VT (yn)

) < [ B0VFeln)drs [ Ve ([T, (n)])da

N

onde & (t) = min{t', t™}. Considerando ¢; = min{s’,¢™}, temos

o S/RNCI)(W\Tfen(yn)Ddx—i—/R V(eat)®(| T, (42)]) da

N

Aplicando novamente o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

/(I)(|V(t€n\llemyn)|)dx—> (.| Viw|)dz
RN

RN

/RN V(enx)® (| Ve, (yo)|)dz — [ ®(t.|w|)dz.

RN

Usando os limites acima com o Lema 1.1.32, deduzimos que

0<q< §1(t*)(/ @(\vw|)dx+/ Vo®(Juw|)de )
RN RN
onde & (t) = max{t,t™}. Suponha que t, < 1, entdo & (t,) = t., de onde segue

l
S1
t* Z > 07
(fRN S(IVwl)dz + [on V0<I>(\w|)dx)

mostrando que t, > 0. Dessa forma, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebes-

gue, obtém-se

Ot |V Ve )t |V, P — / Ot V] (.| Vo],
RN RN

/V(Enif)éb(ten|‘Pen7ynI)(tsnl‘l’en,yn|)2div—>/ Voo (t|w]) (t:]wl)*dx
RN RN
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fteVey e, Ve, o dr — f(taw)t,wdz,
RN RN

implicando que Ey, (t.w)(t,w) = 0. Portanto, t,w € My, e consequentemente, t, = 1,
pois w é solugao de energia minima de (Py;), mostrando a Afirmacao 2.3.2.
Para finalizar, a Afirmagao 2.3.2 combinada com o Teorema da Convergéncia Do-

minada de Lebesgue nos leva a concluir

lim I, (Y., (yn)) = By (w) = dy,.

n—+400

|
A seguir, estabelecemos um importante resultado de compacidade para E,, restrito

a variedade M,,.

Lema 2.3.3. (Lema de Compacidade) Seja (u,) C M, uma sequéncia satisfazendo
E,(u,) — d,. Entado,

a) (u,) possui uma subsequencia convergente em 'Y, ou

b) existe uma sequéncia (J,) C RY tal que, a menos de subsequéncia, U, (x) = u,(z + Jn)

convergente em Y.

Em particular, existe u € M,, tal que E,(u) = d,.

Demonstracao. Aplicando o Principio Variacional de Ekeland'?, para todo n € N, existe

w, € M, tal que
Ey(wn) < Ey(un) +0n(1) e Jlwn — unl[u = on(1). (2.78)
Resulta da desigualdade acima que
E,(w,) =d, + 0,(1).
Além disso, usando a invariancia de RY por translacoes, temos

E;L(wn)wn =0.

2yer [74, Teorema 2.4].
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Assim, usando os Lemas 2.2.3 e 2.1.7, segue que (w,) é limitada em Y, e existe w € Y,
verificando

w, ~w em Y, e E (w)=0.

Se w # 0, com os mesmos argumentos do Teorema 2.1.1 segue que E,(w) = d,,.
Agora, seguindo a mesma linha de raciocinio usado na demonstragao da Proposicao 2.2.11,

deduzimos
Eu(vn) = Eu(wy) — Eu(w) +0,(1) = 0n(1) e E/;(Un) = on(1),
onde v, = w, — w. Logo, por (¢2) e (fa2),

(1) = Bulwn) = 5EL(vn)vn

> (1-M) AN®(|an])dx+u<1—%> /RNq)(yvnDdx
4 /R ) (% P — F(vn)
(-2 /RN 2( Vo +p(1-7) /RN B(|vn|)dz > 0.

IV

Logo,
/RN O(|Vu,|)dr = 0,(1) e /RN ®(|vn|)dz = 0,(1),

mostrando que

w, - w em Y,

Portanto, por (2.78),

U, —w em Y.
Se w = 0, em virtude do Lema 2.2.5, existem constantesp, 7 > 0 e uma sequéncia
(7n) C RY tais que

/ O (|wy|)dx > 7 > 0. (2.79)
By (gn)

Considerando w,(z) = w,(x + ¥,), tem-se (w,) limitada em WL®(RY) e existe w €
W2 (RY) tal que

w, —w em W RY).
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De (2.79), temos w # 0. Assim, pela primeira parte da demonstragao
w, —w em WH(RY). (2.80)

Definindo u,(x) = u(z + yy), segue de (2.78)-(2.80) que

H@n - an| Y, = On(l)

e, portanto,
U, > w em Y,
isso encerra a prova.
]
A proxima proposicao, a tltima desta subseccao, seré crucial no estudo da concen-
tracao dos pontos de maximo das solugoes de (]36)

Proposigao 2.3.4. Sejam ¢, — 0 e (u,) C N, tal que I, (u,) — dy,. Entdo, existe uma
sequéncia (7,) C RY, tal que v,(x) = un(x + §p) tem uma subsequéncia convergente em

Yv,. Além disso, a menos de subsequéncia, y, —y € M, onde y, = €,Yn.

Demonstracao. Argumentando como na demonstracao do Lema 2.2.5, obtemos um

sequéncia (7,,) C RY e constantes positivas p e 7 satisfazendo

/ S (up)dz > 1 > 0. (2.81)
By (n)

Desde que, (u,) C N, I, (u,) — dy, e V verifica a condigdo de Rabinowitz, por
intermédio de um calculo simples, obtém-se (u,) limitada em Yj,. Entdo, definindo

V() = up(x + yn), tem-se (v,) é limitada em Yy,. Assim, a menos de subsequéncia,
v, = v em Yy

e, por(2.81), conclui-se que v # 0. No que segue, seja t,, > 0 tal que v, = t,v, € My,.

Note que,

dy, < By (3) < /

RN

(V) + /RN V(ens + y) (5] dz — /RN F,)dx,

onde y, = €,J,. Ora, como (u,) C N, , por uma mudanca de variaveis,

dy, < By, (v,) < /RN O(|V(thun)|)dx + /RN V(enz) P (|t un|)dr — /RN F(tyuy,)dx

< r?;aox I, (tu,) = I, (un) = dy, + on(1),
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de onde segue que
Ev,(v,) = dy, e (vn) C My,. (2.82)
Com isso, mostra-se que (v,,) ¢ limitada em W1®(RY) e existe v tal que
U, =0 em WUP(RY).
Usando que ||v,]/1,6 # 0 juntamente com a limitagdo de (v,,), resulta que existe t, > 0

tal que

tn — T

Por (2.82) podemos aplicar o Lema 2.3.3, que combinado com a unicidade do limite nos

fornece a convergéncia

Uy —tw=10 em WH?(RY),
e portanto,
v, > v em Yy, (2.83)

Afirmamos que (y,) ¢ limitada em RY. De fato, caso contrario, existiria uma sub-

sequéncia ainda denotada por (y,), verificando
|Yn| — +00.

Suponha que V., = +00. Uma vez que

/ w%x+%wmmmm%x§/ aw%mv%ﬂm+/‘vmw+%wwmwm%%
RN RN

RN

onde y, = €,yn € 1] (Un)u, = 0, temos

[ Ve +maliublenPds < [ fen)onds
RN RN
Logo, usando a convergéncia em (2.83)

+oo = liminf f(op)vpde = f(v)vdr < +o0,
RN

n—-+4o0o RN

o que é um absurdo. Agora, suponha que V,, < 4+00. Aplicando o Lema de Fatou

/ Voo ®([0])dz < hminf/ V(e + yn) (|0 |)dr.
RN RN

n—-+40o
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Como v, — ¥ em WH*(RY), vem que

/RN |V, |)dz — /RN d(|Vo|)dz e /RN F(v,)dz — [ F(v)dz.

RN

Sendo Vy < V. segue das desigualdades acima que

dy, < By, () < /RN (V3| )dx + /RN Vo ®([3])dx —/R F(@)dz

N
< liminf</ <I>(|V5n|)dx+/ V(enx+yn)<1>(|i7n|)da:—/ F(a;n)dx>.
n—+o00 RN RN RN
Fazendo uma mudanca de variaveis, obtemos
dy, < limint ( / BV (ton)| ) + / Vient + ya)®([tntn] ) — / F(ty1,)de )
n—-+oo RN RN RN
< liminf I (t,uy)
n—-+00
< liminf I, (u,) = dy,, (2.84)

n—-+o0o

o que é um absurdo. Portanto, existe y € RV tal que

Yn — Y.

Vejamos agora que V(y) =V, isto &, y € M. Caso contrario, deveriamos ter V(y) > V.
Repetindo o mesmo raciocinio usado acima chegaremos novamente em (2.84), o que ¢ um

absurdo, finalizando a prova do resultado. [

Antes de seguir em frente, convém definir de forma apropriada a funcao Baricentro
para nosso estudo. Com esta finalidade, no que segue, dado § > 0, seja p = p(J) > 0 tal
que Ms C B,(0) e considere y : RY — RY dada por

zr, se z € B,(0)
x(x) = px
—, se € B¢(0).
a0 750

A funcao Baricentro 8 : N. — R ¢ definida por

| xenquaa

JRE

A partir de agora, concentramos nosso interesse na demonstracao dois resultados

plu) =

envolvendo as funcoes W, e 8. Tais resultados serao fundamentais na prova do Teorema

Al
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Lema 2.3.5. A fun¢ao \Tlen satisfaz o sequinte limite

lim 3(V,, (y)) =y, uniformemente em y € M.

en—0

Demonstragao. Sejam (y,) C M e (¢,) C (0,4+00) com €, — 0. Note que,

| e, ()
/8(\1[671, (yn)) = ==

[ ., s

Y

ou seja,

(e2)® (.. o(Jent — yn|)w(—Y") ) d
6(@en(yn))=/RNX ( ! ’ n ) .

€EnT — Yn
[ @(teetiens = (1)) o
RN €n

End — Yn

€n

Fazendo a mudanca de variaveis z = , ficamos com

. [ s (e pllens () da
ﬁ \Ijen n)) — .
y [ altesllenzhute)ie

Logo,

/N (X(enz + Yn) — yn)@<t€ngp(|enz|)w<z))dx
B(Ye, (yn)) =y = = |

[ #ltasencho)ds

Como na demonstracao da Afirmagao 2.3.2 do Lema 2.3.1, observamos que t,, — 1. Com

isso, gracas ao Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, um calculo direto nos

fornece
|/8<C1;5n(yn>> - yn| — 0,

como queriamos. [ |
Na sequéncia, consideramos a funcao h : RT — R* dada por

h(e) = sup |[I(V.(y)) — dy,|

yeM

que verifica pelo Lema 2.3.1,

lim /(€)= 0.

e—0
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Definindo o conjunto

No={ueN, : L(u) <dy +h(e)},
segue do Lema 2.3.1 que @E(y) € N., mostrando que N, # 0.

Com as notagoes acima, temos o seguinte resultado:

Lema 2.3.6. Sejam § >0 e Ms = {x € RY : dist(x, M) < 0}. Entdo, o limite abaizo
ocorre

lim sup inf u) —yl| =0.
E—>0u€/\£/)€ yEM;s ’B( ) y’

Demonstracao. Seja (¢,) C (0,4+00) uma sequéncia tal que €, — 0. Segue da defini¢ao

de supremo que existe uma sequéncia (u,) C /\N/En tal que

inf |6(un) —y| = sup Jnf |6(u) = y| +on(1).

Dessa forma, é suficiente provar que existe uma sequéncia (y,) C Ms tal que, a menos de

subsequéncia

lim |B(un) — ya| = 0. (2.85)

n—-+o0o

Uma vez que (u,) C N.C N,

Cep < 1o (u) < dy, +h(en) e I, (up)u, =0.

€

Afirmacao 2.3.7.
Ce,, — dVO'

De fato, segue diretamente da desigualdade anterior que

limsupec,, < dy,. (2.86)

n—-+00

Por outro lado, sendo Vy < V (e,z) para todo x € RY, dado u € X, , vem que

Ey,(tu) < I (tu), Vt>0,

entao

< <
dy, < max Iy, (tu) < max I, (tu)
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o que implica

dy;

0

< Ce,-
Assim,
dy, <liminfec,,. (2.87)
n—+00

Dessa forma, a Afirmagao 2.3.7 decorre de (2.86) e (2.87). Agora, aplicando a Proposicao
2.3.4, existe (7,) C RY tal que
Yn =y € M,

onde y, = €,J,. Logo, para n suficientemente grande (y,) C Ms. Recordando que

| xen(fun)yas
Bluy) = s )

/RN O(|uy|)dz

efetuando a mudanca de variaveis r = z + v, ficamos com
[ ez + )@z + )

/ B(un(z + ) )da
RN

Blu,) =

Consequentemente,
[ (xlenz ) = ) @02
RN
/ O (v,(2))dx
RN

6(“71) —Yn =

Y

onde v,(2) = u,(x + ¥,). Pelo o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, um

calculo direto nos permite concluir que

lﬁ(ur) - yn| — 07

o que mostra (2.85), finalizando a demonstragao. u

2.3.2 Demonstracao do Teorema A

Agora, estamos prontos para provar o resultado principal deste capitulo. Dividiremos a

demonstracao em duas partes.
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Parte I: Multiplicidade de solugoes

Aqui, faremos uso dos resultados preliminares obtidos na secao anterior. Como
mencionado na Introducao, a ferramenta usada sera a categoria de Lusternik-Schnirelman.
Considere X = X,, U = J, ¢ = I., d = cy, + h(e) e ¢ = N., em que J, define
a variedade de Nehari N.. Tendo em vista o Teorema 5.20 encontrado em [74], conclui-
se que o funcional I, restrito a N, tem pelo menos catgy. (Kfe) pontos criticos, para todo

e € (0,€). Assim, resta provar que
catpr, (M) < catgy. (M) (2.88)

e que todo ponto critico de I, restrito a N, é ponto critico de I, em X,. Sendo M &
compacto, temos caty, (M) < +oo. Dessa forma, podemos supor que cat g (.&l) < 400,
caso contrario, a desigualdade (2.88) ¢é verificada.

Mostraremos, inicialmente que podemos definir a aplicagao S o \T/e : M — Mg, para

algum 6 > 0. Pelo Lema 2.3.1, recorde que dado y € M

I(Pc(y)) < ey, + he),

o que implica em \Tfe(y) € M, ou seja, \TJE(M) - M Agora, aplicando o Lema 2.3.6,
fixados u € ./\76 e d; > 0, existe € > 0 tal que para todo € € (0,€),

o

sup inf [B(u) —y| < 5"

UENE y€M51

Por definicao,

dist(B(u), Ms,) = inf [G(u) —y| < sup inf [G(u) -yl

yeMs, A

Dessa forma,
01

dist(B(u), Ms,) < -5
Considerando 6 = 61 + %1, vem que
dist(B(u), M) < dist(B(u), Ms,) + dist(Ms,, M) < 6,

o que resulta 6(/\76) C Ms. Logo, a aplicacao o {Ivle : M — Mjs estd bem definida e é

continua.
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A seguir, defina a aplicacao
G:[0,1] x M — Ms;
(ty) = Glty)=t(BoT)(y) + (1-1t)y,
e observe que
dist(G(t,y), M) = inf [tB(Tc(y)) + (1~ )y — =]

Portanto,

dist(G(t,y), M) < inf (1H(8(Tc) = )|+ Iy - 1),
o que implica

dist(G(t,y), M) < té + in]\f4|y —z] <4, Vee (0,9,

ze

mostrando que G estd bem definida. Além disso, G é continua e verifica

G,y)=y e G(l,y)=VY(y),

mostrando que [ o \TJE é homotopica a inclusao v: M — Mj.
Neste momento, vejamos que (2.88) ocorre. Para tanto, suponha que cat g (.&l) =n.

Por definicao, existem Ay, ..., A, conjuntos fechados e contrateis em J\N/'6 tais que

Desde que A; é contratil em N, para cada i = 1, ..., n, existem uma aplicacdo continua

hi : [0,1] x A; %Kfe e w; € A;, tais que
hi(0,u) =u e hi(l,u) =w;.

Para cada i = 1,...,n, defina B; = \Tl;l(Ai). Sendo \TJE continua, segue que B; é fechado

em M. Assim, os conjuntos B, sao fechados, pois M é fechado. Além disso,

n

M=V (N) = U V(4 =B
=1 =1

Afirmamos que B; é contratil em My para cada i = 1,...,n. Com efeito, sejai € {1,...,n}

e considere a aplicacao
9+ [0,1] x B; — Ms

(ty) = gilt.y) = Blhi(t, T(y))).
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Note que g; é continua e

9i(0,y) = B(hi(0, ¥e(y))) = Ve(y)) e gi(Ly) = B(hi(1, Ve(y))) = Blw:).
Defina, para cada i, a aplicacao F; : [0,1] x B; — Mjs por

Gz(2t7y) se t6[07 L
gz(Qt_Ly) se tG[%,lL

N =

Fi(t,y) =

onde G; é a restri¢do da fun¢ao G ao conjunto [0, 1] x B;. Disso, nao é dificil ver que,

1

de onde segue que F; esta bem definida. Além disso, F € C([O, 1] x B, M(;) e
Fi(0,y) = Gi(0,y) =y e Fi(l,y) = g(1,y) = B(w),
resulta que B; é contratil para ¢ = 1,...,n. Portanto,
catpr, (M) <n,

mostrando (2.88).
Para finalizar, mostraremos que todo ponto critico de I, em N, é ponto critico de
I. em X,.. Com esse intuito, seja u, um ponto critico de I, em N_. Aplicando o Teorema

dos Multiplicadores de Lagrange!3, existe \. € R tal que
I(ue) = AeJ/(ue),

onde

Je(u):/RN ¢(|Vu|)|Vu|2da:—l—/ V(ex)¢(\u|)|u\2dx—/RN Fu)uds.

RN
Recorde que, por (¢3),

¢ ()t < (m —2)¢(t), Vt>0.

Bvyer [74, Proposigio 5.12].
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Entao,

Twdue = [ (@I Vad +26(090) VaPde = [ (70 + flu)u)da
+ [ Vi) (@ udlud + 20(fud) P

m( [ oVuDIVuds+ [ Vierpolludfudr)

RN

—/RN (f' (ue) (ue)® + f(ue)ue)dz. (2.89)

IN

Uma vez que u. € N, temos I’(u.)u. = 0, ou seja,
/ o(|Vu|) | Vue|*dx +/ V(ex)d(|ue])|ue*dr = / f(ue)uedx. (2.90)
RN RN RN
Por (2.89) e (2.90), segue que
Twdue < [ (G D = ) ) de
Sendo u, # 0, existe O C RY com |O] > 0 tal que
ue(zr) >0 q.t.p.em O
e, consequentemente, por (f3)
Tl [ (P = e+ Df(au)ds >0
Desde que I’(uc) = AcJ!(ue) e u. € N, vem
A (ue)ue = 0,

implicando que A = 0. Portanto, I!(u.) = 0, isto é, u. é ponto critico de I, em X..
Assim, o problema (é) tem pelo menos caty, (M) solugdes positivas para todo

e € (0,¢).

Parte II: Concentracao dos pontos de maximo

Desse ponto em diante, estudaremos o comportamento dos pontos de maximo
das solucoes. Convém mencionar que, novamente devido a generalidade do operador ®-

Laplaciano, temos uma dificuldade técnica para obter limitacao L°° para as sequéncias
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de solugoes, tendo em vista que nao claro o uso do método de interacao de Moser como
foi aplicado em [5]. Contornamos tal dificuldade seguindo a mesma linha de raciocinio do

Lema 2.1.10 e da Proposicao 2.1.12.

Proposicao 2.3.8. Seja v; € WHP(RY) uma solugdo do problema

{ —Agv; + Vi(@)d(|vjl)v; = f(v)), em RY, (£5)

v; € WEE(RN), v; > 0 em RY,

onde Vj(z) = V(ex + €;7;), €,y — y em RY e v; — v em WH(RY). FEntdo, v; €
L®¥(RN), v; € CLT(RN) e emiste C > 0 tal que ||vj]|oo < C para todo j € N. Além disso,

loc

lim wvj(x) =0, wuniformemente em j.
|| —+o0

Demonstracao. Com o intuito de facilitar a leitura e o entendimento da demonstragao,

dividiremos a mesma em trés epatas.
Etapa 1: v; € L>(RY).

Primeiramente, fixemos Ry € (0,1) e 2o € RY. Dado K > 0, defina as sequéncias

Ry Ry _ On + Opt1 K 1
O-TL:?—'_W’ O-TLZT e Kn:3(1—W>Vn:0,l,2,
Note que,
R K
O-n\LTIJ KnT? e Opp1 <0, <op < Ry

Para cada n € N consideramos

: gl R
L o +\7 o . - 1 N
Jnvj - /A ((U] n) ) d.fU € fn - g( Rl (‘x ‘IO‘ 2 ))7 HAS R 9

3, Kn,on

onde Aj;, = {x € B,(20) : v;j(x) >k} para k,p >0 e ¢ € CHR) satisfazendo

0<e<, &) =1, setﬁ%, e E(t)=0,set>- ¢ |¢'|<C.

W~

Antes de tudo, vejamos que existem C,( > 0 e D > 1 satisfazendo

Jnp1; SCD I n=0,1,2,...,

n’-] ’
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Com efeito, desde que &, =1 em B, . (z0) e & =0 em B (x), segue que

Iy < /A - ((Uj_KnH)Jrfn)v*dI

< C(Mv)(/B ( )!V((’Uj— Kni1) &)de) 7

< C(N,y)(/A \vuwdH/AK

Observando que

(0= Fop)* |vsn|>vdx) .

Kn+1.9n n+1:0n

9v(n+1)
V(0 = K €I" < 27 (19087 + = (03 = Kni)*))

deduzimos

JTZ+1] — C(N>’77R1) (/A

Repetindo os argumentos encontrados na demonstracao do Lema 2.2.17 mostra-se que

|Vu;|7dx + 27”/

5 Knt1:n Aj K150

(0= ).

existe uma constante ¢ > 0, independente de n e 7, tal que

v, — K, 7"
/ |Vv;["de <€ / ‘]—EH
A A Op — Op

3, Kpy1,0n
Combinando as desigualdades acima, ficamos com

dx + (/ﬂ* + 1)|Aj,Kn+1,crn|) )

3, Kp11:n

_ v — Kpp |7 .
JTZ+1,j S C(N7 ,}/7 Rl) (/A ‘]——H dm + (KZ—"—I + 1)|AKn+170'7L

Op — Op
iy
Ag

Agora, de maneira muito similar ao que fizemos na demonstragéo da Proposicao 2.1.12,

jaKn+11Un

(0= o).

n+1 on

verifica-se que existem C' = C(N,v, Ry, K), D = 20+)% ¢ = L — 1 satisfazendo
Jus1; SCD" I n=0,1,2,.... (2.91)

Tendo em vista aplicar o Lema 2.1.11, nosso objetivo imediato serd mostrar que existe

K* > 1 tal que

1
Joj < C <D 2 paratodo K > K*, paratodo j~ +oo.
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De fato, note que

J()J = /
A

Ora, como v; — v em WH®(RY), usando a imersio continua WH*(RY) — W7 (RY),

((v; — Ko)*) " da < / ((v; — §)+)7 da.

. N
3,Kg,00 R

existe jp € N tal que

K.
Jo.j S/ ((v— —)+)7 dr, paratodo j > jo.
RN

2
Passando ao limite na desigualdade acima quando K — +o00, vem que
lim Jy; =0, paratodo j> jo.

K—+oo
Assim, existe K* > 1, tal que

1

Jo,; < C'_%D_?, para todo K > K*, para todo j > jp. (2.92)

Fixando K = K*, por (2.91) e (2.92) podemos aplicar o Lema 2.1.11, para obter o limite

Jnj — 0 quando n — oo, paratodo j > jo.

Por outro lado,

lim J,,; = lim (v; — K)h)” dx:/ (v; = —-)F)" da.
= [ (e [ (=0
1T
Portanto,
K S
vj(x) < 5 q.t.p. em Br, (x9), paratodo j > jo.
2
Consequentemente,
vjlle <C  Vj €N,

onde C = max{ZE", ||v1]|ocs v’ [[0jo—1|00 }-

Etapa 2: v; € CL%(RN).

loc

Essa regularidade pode ser obtida usando resultados encontrados em DiBenedetto [30] e

Lieberman [55].

Etapa 3: ‘ |lim vj(x) = 0, uniformemente em j.
T|—+00
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Desde que v; > 0, devemos mostrar que dado n > 0, existe p > 0 tal que
vi(z) <n, VoreRY\B,0), VjeN.
Repetindo os argumentos da Etapa 1, com K = 7, temos por (2.91)
Jns1j < CD"JYES

Além disso, observando que

lim sup (lim sup ngj) = limsup (lim Sup/ ((Uj _ g)+)~y*dx>
A

|zo| =400 J—+oo |xo| =400 Jj—+oo 3.K0,00

|zo|—+o0

lim sup/ ((v— Q)Jr)'y dx =0,
BRl(mO) 2

concluimos

Logo, existem p > 0 e jo € N, tais que
1
Jo,; < C D < se |xo| >p, paratodo j > jo,
Aplicando o Lema 2.1.11, temos

lim J,; =0, se |z >p, paratodo j> jo,

n—-+o0o
ou seja,

/ ((Uj - Q)+>v*dx =0, se |xg|>p, paratodo j > jo,
B g, (z0)

N
2

mostrando que

vj(x) < =, para z € Br, (z9) e |zo| >p, paratodo j> jo.

2

N3

Agora, aumentando p se necessario,
n .
vj(x) < 50 se |x| > p paratodo 7 €N,

o que demonstra a Etapa 3. [
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Corolario 2.3.9. Seja v; € WH(RY)\{0} uma solugio de (P;). Entao, v; € positiva.

Demonstracao. A demonstracao segue como no Corolério 2.1.14.

Antes de finalizar, mostraremos o lema abaixo.

Lema 2.3.10. Eziste ap > 0 tal que ||v;||cc > o para todo j € N.

Demonstragdo. Suponha que ||vj] — 0. Fixando eo = %2, por (f1), existe jo € N tal

que
fvj)v; < eo¢(vj)v]2 para todo j > jo. (2.93)
Uma vez que I/(vj)v; = 0 segue que
[ ovuiivu+ [ viens(olutde = [ s

Usando (2.93), temos

- fv)
f(vj)vde = /]RN o(0,) vidx
¢

Vo
E/RM
1

§/RN V (ex)d(fv; vy

RN

U,
|v;])|v;]?

IN

IN

Logo,
[ ovuDITul+ [ Viewouhlufds <o
RN RN
e, dai, segue que ||v;||c = 0 para j > jo, 0 que é um absurdo com o Lema 2.2.2. Portanto,

existe ag > 0 verificando
|vjlloc > 9, paratodo j € N.

Finalmente, mostraremos a concentragao dos pontos de maximo. Para este fim,
seja u., uma solucio do problema (P, ). Entdo, vn(z) = ue, (z + 7,) ¢ uma solucdo do

problema

—Agvy + Vo(2)d(Jvn])vn = f(vn), em RY,

v, € WHR(RY), v, > 0 em RY,
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em que V,(x) = V(e,x + €,0n) € (yn,) C RY é dada na Proposigao 2.3.4. Além disso, a

menos de subsequéncia,
v, »v em WURN) e y, wyeM

onde ¥y, = €,y,. Aplicando a Proposicao 2.3.8 juntamente com o Lema 2.3.10, concluimos
que existe ¢, € B, (0) tal que v,(¢g,) = ma%vn(z), para algum p, > 0. Portanto,
z€R

Tp = Gn + Yn € um ponto de maximo u,, e
€EnTy —> Y.
Desde que V' é uma funcao continua, segue que

lim V(e,x,) =V(y) =W.

n—-4o0o

Comentario final.

~ T
Se u. ¢ uma solucao positiva de (P.), a funcao w.(z) = u, (—) é solucao positiva
€
de (P,). Portanto, os pontos de maximo z, e x. de w, e u, respectivamente, satisfazem a
igualdade

Ze = €L,

e consequentemente

lim V' (z) = Vb,

e—0
mostrando que os pontos de maximo das solucoes se concentram em torno dos pontos de

minimo de V.



Capitulo 3

Multiplicidade e concentracao de
solucoes positivas via método de

penalizacao

Neste capitulo mostraremos a existéncia, multiplicidade e concentracao de solugoes
positivas para (P.), onde o potencial V : RY — R é uma funcao continua satisfazendo
(Vo) e (V4). As fungoes ¢: [0,400) — [0,+00) e f: R — R sio de classe C' e verificam
as hipo6teses mencionadas na Introdugao.

Conforme visto no Capitulo 2 o problema (P.) é equivalente a

—Agpu+ V(ex)p(lu))u = f(u), em RV, -
ue WL (RN) u > 0em RY.

No decorrer deste capitulo nosso estudo serd dedicado ao problema (P,).
A fim de adaptarmos o método de del Pino e Felmer, ao longo deste capitulo iremos

assumir que dado § > 0, existe 2 satisfazendo a condigao (V1) com
Ms={zeR": d(z,M) <4} C Q.

Além disso, sem perda de generalidade iremos supor que 0 € (2.
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3.1 Um problema auxiliar

Nesta se¢ao, motivados por alguns argumentos explorados em Alves e Figueiredo [7],
e principalmente em del Pino e Felmer [28|, mostraremos a existéncia e multiplicidade de
solucoes positivas para um problema auxiliar. Para este fim, fixaremos algumas notagoes.

Seja 0 o namero dado na hipotese (f3), a, k > 0 satisfazendo

-0 m fla) _ Y
k>(9—m)7 e oaa k- (3.1)

Usando os nimeros acima, definimos a fun¢ao

. f(s) se s<a

He) = %qﬁ(s)s se s> a.

Fixando ty < a < t; com tg,t; ~ a, existe uma fungao ¢ € C([ty, t;]) satisfazendo

~

(C1) ¢(s) < f(s), para todo s € [to, 1],

~ -~

(G2) C(to) = f(to) e C(t1) = f(t1),

~ -~

() ('(to) = (f) (to) e '(t1) = (f)'(t1),
- ¢(s)
(¢4) A funcao s — o(5)s

No Apéndice A, mostramos como pode ser feita a construcao da funcao (.

¢ ndo-decrescente para s € [to, t1].

Usando as funcoes C e fdeﬁnimos

9(x,5) = xa(x)f(s) + (1 = xa(2)) f(s),

onde o é a funcao caracteristica associada ao conjunto ). Segue da definicao de g, que

a mesma é uma funcao de Carathéodory verificando

g(x,8) =0, V(x,5) € RY x (~00,0] (3.2)
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e

glx,s) < f(s), V(z,s) € RN xR.

(3.3)

Além disso, para cada z € RY, a fungio s — g(xz,s) é de classe C'. Usando as hipoteses

sobre a nao-linearidade f e a definicao de g, um calculo simples revela que

(g1) limsup g@s) 0, uniformemente em z € RY.
sloo @(]s])]s]
(g2) limsup 9(z,5) < 400, uniformemente em z € RV,
|| =00 (Is)ls]

(93) 0 <O0G(z,s) = 0/ gz, t)dt < g(z,s)s, V(z,s) € Q x (0,400).
0
A fungao g também satisfaz

(94) 0 <1G(z,8) < g(z,5)s < %QS(S)SQ, V(z,s) € Q° x (0,400).

De fato, vejamos primeiro que [G(x,s) < g(x, s)s para todo (z,s) € Q¢ X

ft)e
G, )_/ (, 1)t = /f
= f(s) =¢(s). Logo
/f dt+/f
:/f dt+/gdt /fdt+/<

IO yiar + / SO oyt

0 t)t (t)t

to/¢ttdt+%/¢ttdt
- /(;5 tdt+%/¢ t)tdt

t>
(s) (s)
< ¢<s>s/o Ottt 5 5)s ﬂ E)tdt

_ C(5>( ! (t)tdt+/s¢(t)tdt

este fim, suponha que x ¢ Q. Entao, g(z,t) =

Se s € [to, t1], temos g(z, s)

G(z,s) =

(0, +00). Para
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Se s & [to,t1], temos g(z,s) = f(s) = f(s). Assim, caso s < to, segue f(s) = f(s)

implicando que 0G(z, s) < f(s)s, em particular,
1G(z,s) < f(s)s.
Caso s > f,
Glz,s) — /0 i+ [ Foyde+ /t Ft)dt
= /Oto F(t)dt + ! C(t)dt+/tsf(t)dt

to 1

< Of( Pt + 1C(t)dt+/5%gb( it

< ¢f / o (t) tdt+ t1 / t)tdt + / Od)(t)tdt
< f / o(t) tdt+ t1 t1 / t)tdt + / 2o(t)tdt
= ?0/0 o(t tdt+—/ o(t tdt+—/ o(t)tdt

Vo K
= — /0 ¢(t)tdt—|—/to (t)tdt + 5 ¢(t)tdt)
Vo Wl 2 1~

1
= % - ®(s) < ?fb(s)s = 7f(3)3 = 79(9575)5‘

A seguir, mostraremos que g(z, s) < —d(s)s? (2, s) € Q°x (0, +00). Para tanto, suponha

que z € Q. Uma vez que ((s) < f(s) para todo s € [tg,t;], obtém-se

o~

g(x,5) < f(s).

Dessa forma, basta analisar o caso em que s < a. Neste caso,

S = e SO 1@ e Vo,
ls) = £(5) = S5 0()s < rma(s)s = 20009
e entao
Vo
gl )s < 2Lo(s)s*,
f(s)  C(s)

Agora, usando que as funcoes sao nao-decrescentes podemos mostrar

5(s)s * o(s)s

que g satisfaz
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g9(z,s)
¢(s)s

(g5) A fungao s — ¢ nao-decrescente para cada x € RY e para todo s > 0.

Usando a func¢ao ¢, consideramos o problema auxiliar
—Agu+ V(ex)op(|u))u = g(ex,u), em RV,
uwe WH(RY), u>0em RY,

e denotaremos por J.: X, — R o funcional energia associado a (A.) dado por

Je(u) = /RN O(|Vul)dx —i—/ V(ex)®(|ul)dx — G(ex,u)dx.

RN RN

Antes de seguir em frente, fixamos a seguinte notagao
Q={zecRY : ez € Q) =QJe.

Assim, se u é uma solucdo positiva de (A.) com u(z) < t, para todo z € RM\Q,, entdo u

¢ também uma solugdo positiva de (P.).

3.1.1 Caracterizacao do nivel do Passo da Montanha

Seguindo o mesmo raciocinio da demonstracao do Lema 2.1.2 mostra-se que J.
verifica a geometria do passo da montanha. Assim, aplicando uma versao do Teorema do
Passo da Montanha sem a condigao (P.S), concluimos que existe uma sequéncia (u,) C
W (RN) verificando

J(up) = ce e J(u,)—0,
onde ¢, é o nivel minimax associado a J..
Na sequéncia, mostraremos alguns resultados envolvendo J, e a variedade de Nehari

associada ao mesmo é dada por

N, = {ue X\{0} : J(u)u=0}.

O resultado abaixo é uma versao do Lema 2.2.2 e sua demonstracao é inteiramente

analoga. Assim, a sua prova sera omitida.

Lema 3.1.1. Para todo u € N, existe ¢ > 0 independente de €, tal que

lulle > <.
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No que segue, denotamos por c.; € c. 2 0s seguintes nimeros

cer = inf J(u) o cop = nf maxJ(tu).

Fixando o conjunto
Ac={ue X, : u"#0 e |supp(u)NQ|>0}

e 0 numero

Ceo = Inf max J (tu
% wed. t>0 e(tu),

mostra-se facilmente que

Ce2 = E6,2-
O proximo lema estabelece uma importante caracterizacao envolvendo o nivel do
passo da montanha.

Lema 3.1.2. Assuma que (¢1)-(93), (r1)-(ra), (b1)-(bs), (f1)-(f3) e (Vo)-(V1) ocorrem.

Entao, para cada u € A, existe um unico t, > 0 tal que t,u € N. e J(t,u) = max Je(tu).
Além disso, -

Ce = Ce,1 = Ce 2,

onde c. denota o nivel do passo da montanha associado a J..

Demonstracao. Para cada u € A, definimos h.(t) = J.(tu), isto é,

he(t) = /RN <I>(|V(tu)|)dx+/

RN

V(ex)®(|tu|)dz—/ G(ex,tu)dz.

RN

Existéncia

Argumentando como no Lema 2.1.3, podemos mostrar que h.(t) > 0 para ¢ suficientemente
pequeno e h.(t) < 0 para t suficientemente grande. Isto implica na existéncia de ¢, > 0
tal que

he(t,) = max he(t) = max Je(tu),

implicando que Rh.(t,) = 0, ou seja, J!(t,u)u = 0 e consequentemente t,u € N..

Unicidade
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Suponha que existem t1,t, > 0 tais que tju, tou € N, e t; < to. Entao,

o(|V (tu)))|V (tu)[Pde + / V(ex)qﬁ(]tlu])]tlu]de:/ g(ex, tyu)tyudz
RN RN [u>0]

/RN O(IV () |V (tw)|2dz + /

V(ex)d(|taul|)|taul*dr = / g(ex, tau)toudr.
RN

[u>0]

(t)

tm—2

Considerando v(t) = para todo ¢t > 0, temos

/RN (U(IhIVUH)—v(ltzIVUII))IWImd%L/ V(ex) (v(|tlull) = v([t2|ul]))[ul"dz

RN
/ g(exatlul) . g(€x7t2u1) u™dr.
wso) \ (i)™ (tau)™

Por (¢3), v é decrescente para t > 0. Isto com a hipotese (Vp) resulta que

[ e al) = ot Val) Vo
Yo

k J@vaonuso

fliw) — f(tow) oy
S/Qeﬂ[u>0]((t1u)m_1 (t2u)m—1> !

f(tlu) B f(tQU) m
+/(RN\QE)M>O} ((tlu)m—l (t2u)m_1>u dzx

+ (v(ltafull) = v(ltlul])) lul™ dz

e, portanto,

/RN (v([t1|Vul]) = v(lta| Vul ) [Vu|™ dz

fltiw)  f(tau) W™ d
= /Qeﬂ[u>0]<<t1u)m_1 (t2u)m_1> -

Considerando a fung¢ao
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observamos que
onde

Como v, h; sao nao-crescentes e nao-negativas, segue que h é nao-crescente. Assim,

h(tiu) > h(tau) e, entdo,

0 < /RN (v(|t1|Vul]) = v(|t2| V) | Vu|™dz +/ (h(tru) — h(tau))u™dx

(RN\Q¢)N[u>0]
< / fau)  f(tau)
~ Jarso | )™t (fau)m !

onde o lado direito da desigualdade acima decorre de (f3), o que é um absurdo, mostrando

u™dr <0,

que t1 = to.

Para finalizar, basta seguir as ideias contidas em [35]' para obter

Ce = Ce1 = Ce2-

3.1.2 A condicao de Palais-Smale para J.

Nesta subsecao, mostraremos que o funcional J, verifica a condigao (P.S) para alguns
niveis.
Preliminarmente, mostramos que as sequéncias (PS) associada ao funcional J; sdo

limitadas.

Lema 3.1.3. Seja (u,) uma sequéncia (PS)y para J.. Entao, existe uma constante C' > 0,

mdependente de n, tal que

unlle <C, Yn €N,

Demonstragdo. Sendo (u,) é uma sequéncia (PS). para o funcional J, existe C; > 0

tal que

Ten) = 5 i < G0+ [ (3.4)

lyver os Lemas A.4 e A.5.
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Por outro lado,

. /RN (®(Vual) + V(er)@(u) )

—~
s}
=

-

I\/>
/N
—
|

E
N— —
T
/N
ey
<
£
S
+
<
o
ak
ey
£
<
SN—
U
8

—~
s}
=

-

I\/>
g
|
|3
N—
T

) <(I>(|Vun\) + V(ex)(b(un)>dx

(-5 / o, Vel ds

|v>§

Ora, por (3.1),

Cg =

(-5 -0-5)] >0

Isso combinado com a tltima desigualdade implica em

Je(un)—%Jé(un)un > 02( /R 0|Vl + /R ) V(ex)@(un)dx>
> C3(&([[Vunlle) + &o[lunlle,)), (3.5)

onde na tltima desigualdade foi usado o Lema 1.1.32. De (3.4) e (3.5),

Cs (So(IVunlle) + Solllunllov)) < Cr(l+ [lualle).

Agora, a demonstracao segue argumentando como no Lema 2.1.4. [

O resultado abaixo é fundamental para mostrar que o funcional associado ao pro-
blema auxiliar verifica a condi¢ao (P.S).
Lema 3.1.4. Seja (u,) uma sequéncia (PS)q para J.. Entdo, para cada n > 0, existe

po = po(n) > 0 tal que

limsup/ [(I)(|VunD + V(ex)®(|un|)|dz < .
RN\Bj, (0)

n—-+00
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Demonstragao. Para cada p > 0, seja £, € C*(RY) verificando

0, ze¢€ B%(O),

o) =
1, z¢ BP(O),

C
com 0 < ¢,(z) <1e|VE| < —, onde C é uma constante independente de p. Note que
P

Tw)Guw) = [ V)V (Guds+ [ Viero(ful g ds
R R
—/ glex, up)u,é,pde.
RN
Escolhendo p > 0 de maneira que €2 C Bs(0), ficamos com

[ (607 0DIV P+ Vieao(ua Dl P)de = ) €tn) [ 16|V T, T,
RN N

R

+/RN\QF glex, uy)un&, da.
Por (¢2), 1®(t) < ¢(t)t* para todo ¢ > 0. Assim,
e [evuh +Vienp(uh]de < T+ [ lulo(Tu)iTul Ve
RN RN

+ / glex, upy)uné, de.
RN\Q,

Por outro lado, (g4) e (¢2) nos permite concluir que
/ glew uunyde < Aun)up&pdr < T/ V(ex)®(Jun|)Epdr.
RN\QE k RN\Q6 k RN

o que implica

[ 6(R0VuD + Vieo)@(fuah)dr < T ) + [ lunlo( VDIV |[VE b

m

+ V(ex)®(|un|)é, d.

ki Jen

Desde que (§,u,) é limitada em X,

Jé(“ﬂ)(gpun) = on(1).

m
Usando o limite acima com o fato de k > E obtemos

(1=7) [, (2090l + Vi@ )do < o,(1) + % [ JunloVu)) V.
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Aplicando a desigualdade de Holder, deduzimos

(z—%) /Rng(@(wunn+V(ex)c1>(|uny))dx < on(1)+%Hunuq»Hezﬁ(\un!)\un\Ha

Sendo (u,) limitada em X, existe C; > 0 tal que

Cy
/RNép(cb(lvuny)+v<ea;)c1>(\uny))dx < o)+

Agora, fixando n > 0, existe py > 0 tal que % < n, logo,

/]RN\B o <<I>(|VUn|)—i—V(ex)@(]unD)daE < oa(1) +7

e, portanto,

1imsup/ [<I>(|Vun|) + V(ex)fb(|un|)}dx <.
RN\ B, (0)

n—-+o0o

]
O proximo lema estabelece uma importante propriedade envolvendo as sequéncias
(PS) para J.. Uma vez que a demonstracao segue os mesmos argumentos do Lema 2.2.4,

omitiremos sua demonstragao.

Lema 3.1.5. Sejam (u,) uma sequéncia (PS)q para o funcional J. com u, — u em X..

Entao,
Vu,(r) = Vu(z) q¢tp. em RY.

Além disso, u € ponto critico de J..

Como aplicagao dos fatos até agora estabelecidos podemos provar a proposicao se-

guinte.

Proposicao 3.1.6. O funcional J. verifica a condi¢cao (PS).

Demonstracao. Seja (u,) uma sequéncia (PS)y para J.. Pelo Lema 3.1.3, segue que

(uy,) é limitada. Sendo X, um espaco reflexivo, existe u € X, tal que
U, — u em X, (3.6)

Em primeiro lugar, em vista do Lema 3.1.4, fixado n > 0, existe py > 0 tal que

limsup/ (®(Vual) + V(ex)B(Ju]) ) < 1.
RN\ By, (0)

n——4o00
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Aumentando pg > 0, se necessario, podemos supor que

/ O(|Vul)dr <7 o / V(ex)d(|Vu|)dz < 1.
RN\BPO (0) ]RN\B,)O (0)

Combinando as desigualdades acima com a condicao A, vem que

lim sup/ O(|Vu, — Vu|)dz < lim sup/ O(|Vu, — Vu|)dz + 2n (3.7)
RN By (0)

n—-+4o0o n—-+4o0o

n—400 n—-+00

lim Sup/ V(ex)®(|u, — ul)de < lim sup/ V(ex)®(|u, — ul|)dz + 2n.
RN By (0)
Por (3.6), a menos de subsequéncia, u, — u em L*(B,(0)). Portanto,

limsup/ V(ex)P(|u, — ul)dz < 2n.
RN

n—-+oo

Como 7 foi arbitrario, concluimos que

lim sup /RN V(ex)®(|u, — ul)dz = 0. (3.8)

n——+0oo
Desse ponto em diante, nosso objetivo serd mostrar que
limsup/ ¢(|Vu, — Vul|)dz = 0.
n—-+oo Bpo(o)
Para isso, comecemos observando que, pelo Lema 3.1.5
O(|Vuy,(z) — Vu(z)]) = 0 q.t.p. em B, (0).
Além disso, da condi¢do As e (¢2), existem constantes ¢;, ¢y > 0 tais que
O(|Vu, — V) < c1¢(|Vua]) [ Vua | + 2o (|Vul) [ Vul*.
Usando novamente o Lema 3.1.5,
1 d(|Vun|) | Vu,? + c26(|Vul) [ Vul® — (1 + c2)o(|Vul)|[Vul*  q.t.p. em B, (0).

Por outro lado, como na demonstracao do Lema 2.1.5, obtém-se

/B (Vi) Vit = GV V) Vet = Ve = (1),
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Portanto,
/ (| Vun|) |V, Pdr — / (| Vul)|Vul*dz.
By (0) By (0)

Por conseguinte,

/ (clqb(\VunD]Vun\z+02¢(]Vu])\Vu]2>dx—>(cl+62)/ 6(|Vul)|Vul*da.
By (0)

Bpy (0)

Segue do Teorema da Convergéncia Dominada Generalizada de Lebesgue que

lim O(|Vu, — Vu|)dz = 0.

n—-+o0o Bp() (0)

O limite acima com (3.7) implica em

lim ®(|Vu, — Vul|)dz = 0. (3.9)

n—-+o0o RN
De (3.8) e (3.9),

U, > u em X,

mostrando que J, verifica a condi¢ao (P5S5). u

A partir de agora, nosso principal objetivo é estudar a condigao (PS) para J,. sobre

N.. No que segue, sem perda de generalidade, iremos assumir que

V(0) = min V(z) = Vj.

z€RN
A seguir, fixamos o problema auténomo abaixo
—Agu+ Vod(lul)u = f(u), em RY,
u e WLRN) u >0 em RY,

Recorde que as solugbes fracas de (Fy) s@o pontos criticos do funcional

Eo(u):/RN <I>(|Vu|)da:+Vo/RN (IJ(]u|)da:—/ F(u)dz,

RN

o qual esta bem definido em Y = WH?(R") munido da norma
[ully = [Vulle + Vollulle.

Além disso, denotaremos por dp o nivel do passo da montanha associado a Ey, e por My,
a variedade de Nehari

Mo = {u e Y\{0} : Ej(u)u=0}.



CAPITULO 3. MULTIPLICIDADE E CONCENTRACAO DE SOLUCOES POSITIVAS VIA METODO DE
126 PENALIZACAO

O proximo lema serd de grande ajuda na demonstracao que o funcional J. verifica

a condicao (PS) sobre N..

Lema 3.1.7. Considere U = {u €N J(u) < do + 1}. Entao, ewistem constantes

01,09 > 0, independentes de €, satisfazendo

(a) / O(|u|)dx < o1 para todo u € U,
RN

(b) / (f’(u)u2 — (m — 1)f(u)u>dx > 09 para todo u € U,
Qe
para todo € pequeno.

Demonstracgao.

(a) Dado u € U, temos

Por outro lado,

<
N
=

(
Je(u)—%Jé(u)u = (-7 /RN (®(Vul) + V(er)o(w))dr

+% /RN (g(ex,u)u - 9G(€I,U))dl’
)

. /RN (®(Vul) + V(er) () ) dr

-(-9)uf g, Vieo(uinfas

Consequentemente

onde C' = (1 — %) — (1 — é)% > (. Portanto,

C’Vo/ O(u)dr <dy+1, VuelU
RN
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mostrando (a).

(b) Suponha por absurdo que (b) nao ocorre. Entao, para alguma sequéncia (u,) C U

/Q (f/(un)ui — (m — 1)f(un)un) dr — 0.

€n

Afirmamos que existem (y,) C RY, o > 0 e a > 0 satisfazendo

/ O(|up|)dzr > a > 0. (3.10)
Bo(yn)MQ2ep,

De fato, caso contrério, pela Proposicao B.2

/Q B(Jun|)dz — 0.

€n

Consequentemente, dado 1 > 0 existe ¢, > 0 verificando

/ﬂ Sz < /Q

Desde que (u,) C U, mostra-se que (||lu,]l,) ¢ limitada em R, o resulta

O (Ju,|)dx + ¢, /Q B(|uy,|)dx.

€n €n

f(uy)updr — 0. (3.11)
Qe'n

Por sua vez, como (u,) C N, temos

/ ¢(|Vun])\Vun|2dx+/ V(enx)¢(|un])\un|2dx:/ glen, up)uyde
RN RN N

R

Usando (Vp) e (g4) deduzimos que

(1_%)(/]@ ¢(]Vun\)\Vun]2dm+/ V(ewt) Dl ) S/am F(un ) unda.

RN

Agora, usando (¢2), a desigualdade e o limite em (3.11), temos

/ B(|Vun|)dz — 0 ¢ / V() (s )z — 0,
RN RN

e portanto,

l|nle, — 0

o que é um absurdo com o Lema 3.1.1, mostrando que vale (3.10). Logo,

/ O(|v,|)dx > a > 0, (3.12)
Bo(0)MQe, —{yn}
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onde v, (z) = u,(z +y,). Por outro lado, usando a limitagao de (||u,|.,) em R, segue que

(vp) ¢ limitada em W1H®(RY). Por conseguinte, existe v € WH®(RY) tal que, a menos de
subsequéncia,

v, = v em WU P(RY).

Por (3.12) e imersao compacta,

/ O(|v|)dx > a ou / O (|v])dx > a,
By (0)NRY B, (0)NRN

em qualquer caso deduzimos que v # 0. Por (f3) e o Lema de Fatou, temos

0= lim (f’(vn)vi—(m—l)f(vn)vn> dr > / (f’(v)vQ—(m—l)f(v)U> dr >0

=0 JQe—yn Bo(0)NRY

ou

0= lim (f’(vn)vi—(m—l)f(vn)vn>da: > /

=0 J Qe —yn B,(0)NRN

(f’(v)vQ—(m—l)f(v)v> dx >0

o que ¢ um absurdo.

Estamos, finalmente, em condigbes de mostrar a condigdo (PS) para o funcional

restrito a variedade de Nehari.

Proposigao 3.1.8. O funcional J. restrito a N, satisfaz a condi¢ao (PS). para ¢ €
(0,do+1).

Demonstracdo. Seja (u,) uma sequéncia (PS). para J. sobre N, isto é,
Je(un) = ¢ e [[J(un)|ls = 0n(1).
Entao, gracas ao Teorema dos Multiplicadores de Lagrande, existe (\,) C R tal que
Je(un) = A Le(un) + on(1),
onde L.(v) = J!(v)v para todo v € X,. Assim,

AL (up)u, = 0,(1). (3.13)
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Vejamos agora que, A\, = 0,(1). De fato, primeiramente, note que

L = [ (9 <|wnr>\wn|+2¢<|wn|>)|wn|2dx

[ VA ($ Dl + 26010 o s
“J

(e, up)u? + g(ex, un)un)dx

IN

( (| V)| V| dx—l—/ V(ex)¢(‘un‘)’un|2dx>
/RN <9 (ex, u,)u? + g(ex, Un)un>dm

onde na tltima desigualdade usamos que ¢'(t)t < (m — 2)¢(t) para todo t > 0. Dali,
L < [ (tm = gt — o',z da
RN
= [ (= ) — i) d
Qeu[un<t0]

+ — D))ty — ¢ (up)uZ |d
/(RN\QGWMSM [(m = 1))y = /()2 | da

o 2 _ Vo )
+ /(\ _ (m = D=2 = =26 (un) ()2 ) dar

Desde que ((t), (¢(t)t)" > 0 para todo t > 0, segue que

L < [ (0 ) i)

+ / (m — 1) (un)unda
(RN\Qe)N[to<un<t1]

v
+ / (m — 1)=2¢(u, )u2da. (3.14)
(RN\Q)Nun>t1] k

C(t) < %gb(t)t Vit € [to, 1],

Observando que

obtemos

L (uy)uy,

€

IN

gy (= D5 = 0

+ (m — 1)%¢(un)uidx

/(RN\Qe)ﬁ[tOSUnStl]

v
+/ (m — 1)=2¢(u, )uldz.
(RN\Q)N[un>t1] k
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Aplicando o Lema 3.1.7 resulta que

2mVyoy

_L;(un)un 2 09 — ]{7

Logo, aumentando k se necessario, existe C' > 0 tal que
— L (up)u, > C VneN.
Portanto, L. (u,)u, - 0, e por (3.13), conclui-se que \,, = 0,(1), donde
Je(un) = on(1),

implicando que (u,) é uma sequéncia (PS). para J. em X.. Agora, o resultado segue da
Proposicao 3.1.6. ]

Argumentando como na proposicao precedente obtemos o seguinte corolario.

Corolario 3.1.9. Os pontos criticos do funcional J. sobre N sdo pontos criticos de J.
em X..

Os proximos dois resultados sao obtidos usando os mesmos argumentos do Teorema
2.2.1 e a Proposicao 2.2.18, por esse motivo omitiremos suas demonstracoes.
Teorema 3.1.10. Assuma (¢1)-(¢5), (r1)-(rs), (b1)-(bs), (f1)-(f3) e (R). Entao, eriste

€ > 0 tal que o problema (A.) tem uma solug¢do nao-negativa de energia minima u. para
todo 0 < € <E.

Proposigao 3.1.11. Se u, € WH?*(RY) ¢ uma solugdo nao-trivial de (A.), entio u. ¢
positiva, u, € L®(RY) NCoY(RN) e

loc

lim wu.(z)=0.
|z| =400

3.1.3 Multiplicidade de solugao para (A.)

Nesta subsecao, iremos estabelecer a existéncia de multiplas solu¢oes positivas para
(Ae) fazendo uso da categoria de Lusternik-Schnirelman. Além disso, também estuda-

remos o comportamento dos pontos de méximos dessas solugoes em relagao ao conjunto

M.
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Para cada 6 > 0 suficientemente pequeno, consideremos ¥ € C§°([0,+00),[0,1])

verificando
1, se 0

IN

s <

J.

N[>

v

0, se s
Usando a funcao acima, para cada y € M, definimos

€T — Y

Vey(2) = Vlex — y[)w( ),

onde w € W1*(RY) denota uma solugdo positiva de energia minima do problema (Pp) a

qual é garantida pelo Teorema 2.1.1. Pelo Lema 3.1.2, existe ¢, > 0 tal que t. V., € N, e
Je(teV,,) = r?g%x J(tWey).

Isto nos permite garantir a boa definicao da funcao U, M — N. dada por @e(y) =t U,
A seguir, apresentamos um resultado que estabelece uma relacao entre o funcional
Je e a funcao T,

Lema 3.1.12. A funcao 0, verifica o sequinte limite

lin(l) J(Ve(y)) =do, uniformemente em y € M.
e—

Demonstracao. Observe que ¢ suficiente mostrar que para cada (y,) C M e (¢,) C Rt

com ¢, — 0 tal que, a menos de subsequéncia,

JEn (\Den (yn)) — d().

Primeiramente, recorde que Jén(\flen(yn))\lfen (yn) = 0, isto &,

V(ea) ([T, (9) )l = / 96w, o, () T (),

RN

SV (.., (ya) ) + /

RN RN

onde ¢(s) = ¢(s)s? para todo s > 0. Usando o Lema 1.1.32 com a hipotese (¢s),

AV (T () ) + / V(en2) BT, () )z

RN RN
< méilt)] [ VW + [ Vien)o( ., 0dx],  (319)
RN RN
onde & (t) = max{t!,t™}. Por outro lado, usando a mudanca de varidvel z = w,
€n

temos

/RN g(en, E]En(yn))®€n (Yn)dx = / 9(€n2 + Yn, te, V(|€nz])w(2))te, V(|€nz|)w(2)dx.

RN
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Note que, se z € B (0), entao €,z + y, € Bs(y,) C Ms C Q. Desde que f = g em €,
¥ =1em B%(O) e B%(O) C B%(O) obtém-se

/ glent, B (o)) Te (y)d > / Fltw(2))te w(z)da. (3.16)
RN B
Combinando (3.15) com (3.16), segue

/ f(te,w(z))
By (0) (te,w(z))mt

I3
2

)dx

o) < mé)] [ 80V(,)

+ [ Views(e, , ).
RN
Pela Proposicao 2.1.12, w ¢ uma funcao continua. Entdo, existe zo € RY tal que

w(zo) = zeHBli;o) w(@)

Consequentemente, por (f3)

Latlad [ i < mee)] [ o090

(te,w(z0))™ RN

+/RN V(Enf’f)@(l\lfen,yn|)dx],

De (f3), existem ¢y, co > 0 tais que

[e1(te,w(20))" ™™ = calte,w(z0)) ™|t / lw(z)|"dx

B (0)
b

Vi(enw)®(| e, . )da].

N

<méifte)] [ @V )Dds+
RN R
Agora, suponha por contradicao, que para alguma subsequéncia

te, >+o0 et, >1VnelN

Assim, & (t.,) = 7" o que resulta

1t 0 ()™~ ety ) "] [ e

B (0)
2

< m[/RN B(|V (T, ) |)dx + /RN V(en2)®(| V., )de|.
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Ent — Y

Novamente, usando a mudanca de variavel z = " juntamente com o Teorema da
ETL

Convergéncia Dominada de Lebesgue, conclui-se

Ydx — O(|Vw|)dx

RN

/ ®(|V(\D€nvyn)
RN

/ V(enz—i—yn)@(\\lfemynDdx}—>/ Vo (|uw|)da.
RN RN

Sendo 6 > m, tem-se
[cl(tenw<ZO))eim - CQ(fenw(ZO))fm] — _|_007

o que é uma contradi¢ao. Assim, (¢, ) é limitada, e a menos de subsequéncia, existe ¢, > 0
tal que

te, — ts.

n

Recordando que U, (y,) € N, temos ||, (y.)|l, > < para todo n € N. Aplicando o

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, mostra-se que
Ej(taw)(t,aw) =0 e t, >0,

donde t,w € My. Como w é uma solugao de energia minima de (Fp), segue que t, = 1.
Portanto, usando que ¢, — 1 com o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

vem que

lim J, (Ve,(yn)) = Eo(w) = do,

n—-+o0o

finalizando a demonstracao. [ ]

Repetindo os mesmos argumentos usados no Lema 2.3.5, temos o lema abaixo.

Lema 3.1.13. A funcao U, satisfaz o sequinte limite

lim 3(U.(y)) =y, uniformemente em M.

e—0
A seguir, consideremos a funcao h : Rt — R* dada por

h(E) = Sup |Je({fj€(y)) - d0|7

yeM
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que verifica lirr(l) h(e) = 0. Além disso, defina
e—

Jiv/;:: {uGM : Jf(u)§d0+h(e)}.

Pelo Lema 3.1.12, \Tle(y) € f\Z, mostrando que 1\76 # (). Com as notagoes acima, temos o

seguinte resultado.

Lema 3.1.14. Seja § >0 e My = {z € RN : dist(z, M) < §}. Entao,

g sup o 190 =] =0

Demonstragao. A demonstragao segue como o Lema 2.3.6. [

O proximo teorema é um resultado de multiplicidade para o problema auxiliar.

Teorema 3.1.15. Dado 0 > 0, existe €5 > 0 tal que (A.) tem pelo menos caty, (M) de

solugoes positivas, para todo 0 < € < €.

Demonstragdo. Considere X = X, U = L., o = J., d =dy + h(e) e ¢ = N., em que
L. define a variedade de Nehari N.. Em virtude do Teorema 5.20 encontrado em [74],
conclui-se que o funcional J, restrito a NV, tem pelo menos cat I (./\76) pontos criticos, para

todo € € (0,€). Para finalizar, como na demonstracdo do Teorema A motra-se que

catnr, (M) < catgy, (KL),
segue-se que o funcional J, tem pelo menos cat (M) de pontos criticos em N, para todo
e € (0,€). Por outro lado, seguindo o mesmo raciocinio da Proposicao 3.1.8 verifica-se
que todo ponto critico de J, restrito a N, é ponto critico de J, em X, o que finaliza a

demonstracao. n

3.2 Multiplicidade de solucoes para o problema original

O principal objetivo desta secao é provar que as solucao encontradas no Teorema

3.1.15 sao solugao do problema (P,), para todo e suficientemente pequeno. Para este fim,

primeiramente estabelecemos alguns resultados técnicos.



3.2. MULTIPLICIDADE DE SOLUCOES PARA O PROBLEMA ORIGINAL 135

Proposicdo 3.2.1. Seja ¢, — 0 ¢ (u,) C N, tal que J.,(u,) — dy. Entao, existe uma
sequéncia (3,) C RY | tal que v, (z) = un(z + ¥n) tem uma subsequéncia convergente em

WELE(RN). Além disso, a menos de subsequéncia, y, — y € M, onde y, = €,7p.
Demonstragao. A demonstragdo segue o mesmo raciocinio da Proposicao 2.3.4. [

A proposicao abaixo é crucial para o estudo que segue.

Lema 3.2.2. Sejam (z;) C Q. e (¢;) sequéncias com €; — 0 quando j — +oo. Se
vj(x) = uc,(x + x;) onde ue; € uma solugio de (Ej) obtida pelo Teorema 3.1.15, entao

(vj) converge uniformemente sobre subconjuntos compactos de RY.
Demonstracao. Primeiramente, observe que v; verifica o seguinte problema

—Agv; + V(@)e(|vj)v; = g€z +Tj,v5), em RY,

1,0 (N N ()
v; € WH®(RY), v; > 0 em RY,

onde V;(z) = V(ejx +7;) e T; = €;x5. A seguir, mostraremos que existe C' > 0 tal que
|vjllee < C V5 €N.

Com esta finalidade, fixemos R; € (0,1) e zp € RY. Dado K > 0, defina as sequéncias

Ry Ry _ Op + Opt1 K
On= T+ gty Tn = T e Kn:3(1—2n+1>Vn:0,1,2,....
Note que,
R K
an¢71, Kot e ona <0y <0< Ry

Para cada n € N consideremos

: g+t R
L= L +)7 — _ _ N
R I R i R e (e S ) B

3, Kn,on

onde A, = {x € By(x) : vj(x) >k} para k,p>0 e € C'(R) satisfazendo

0<E<T, E(t)=1set< e €' < C.

R

,E(t)=0set >

N | —

Seguindo os argumentos encontrados na demonstracao da Proposicao 2.3.8, mostra-se a

existéncia de constantes C,( > 0 e D > 1 satisfazendo

Jnp1; SCD" I n=0,1,2,..., (3.17)

n’-] ’
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Desse ponto em diante, nosso objetivo ¢ provar que existe K* > 1 tal que
1
Joj < C D 2 paratodo K > K*, paratodo j=~ +oo.

De fato, note que

Joj = /A ((v; = Ko)*) " dz < /RN ((v; = 5)")" dz.

7, Kp,00

Pela Proposicao 3.2.1,
v; = v em WHP(RY). (3.18)

O limite em (3.18) com a imersao continua WH®(RY) — W17 (RY) implicam na existéncia

de jo € N tal que

K *
Joj < / (v—==)")" dz, paratodo j > jo.
RN

2
Passando ao limite na desigualdade acima quando K — +o0, deduzimos que
lim Jy; =0, paratodo j > jo.
K—+oc0
Assim, existe K* > 1, tal que
Jo; < C’*%ch%, para todo K > K*, para todo j > jo. (3.19)
Fixando K = K*, por (3.17) e (3.19) podemos aplicar o Lema 2.1.11, para obter o limite

Jnj — 0 quando n — oo, para todo j > jo.

Por outro lado,

K *

li Jn j = P +)7 dz.

nalrfoo K /A,K* Ry ((v] 2 ) ) o
M s

Portanto,
K* o
vj(z) < 5 q.t.p. em Br, (z9), paratodo j > jo,

2

de onde segue

lvjlle <C Vj €N,
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onde C' = max{£-,

[V1][00s ey |Vjo—1]|oc }- Combinando a estimativa acima com a teoria

de regularidade, conclui-se que (v;) C CL*(RN) e existe v € CL%(RN) tal que

loc
v; = v em C"(B,(0), Vpy> 0.

Lema 3.2.3. Sejam (e,) uma sequéncia com ¢, — 0 e (z,) C Qe, uma sequéncia tal que
Ue, (xn) > 19 > 0, para todo n € N e alguma 79 > 0, onde u., € uma solu¢ao de (A.)
obtida pelo Teorema 3.1.15. Entao,
lim V(z,) =W,
n—+400

onde T, = €,T,.

Demonstracdo. Sendo ) limitado e Z, € Q, existe 2o € Q tal que, a menos de sub-
sequéncia,

T, — 1o em RV

Entao, pela continuidade de V/,

lim V(z,) =V (x) > V. (3.20)

n—-+4o0o

Suponha por contradicao que
V(zo) > Vo. (3.21)
Aplicando o Teorema 3.1.15, tem-se (u.,) C N. . Assim,
Ce, < e, (Ue,) < do + h(ep)
0 que resulta

limsupec,, < dp.
n

Por outro lado, uma vez que
Ey(tu) < J.,(tu) Vt>0 e Yuec WHP(RY),

tem-se

< <
dy < max Ey(tu,,) < max Je, (tue,) Vn €N,
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0 que nos permite concluir

dp < liminfec,,.
n

Portanto,

J

€n

(ue,) = do e J. (ue,)ue, =0.

€n

Logo, (u,,) ¢ uma sequéncia limitada em Wh®(RY), implicando que v,(2) = u,, (z + ;)

é limitada em W1H?(RY). Consequentemente, existe v € WH®(RY) tal que
v, =v em W P(RY). (3.22)

Ora, como u, (x,) > 79 > 0, o Lema 3.2.2 com a convergéncia acima implicam em
v(0) > 19 > 0, mostrando que v Z 0.
Para cada n € N, seja t, > 0 tal que t,v, € M. Repetindo os argumentos da

demonstracao do Lema 3.1.12, verificamos que
t, —t. em R.
Defina v, = t,v, e observe que
Eo(v,) = / O(|V(t, vn)|)d:13+V0/ (I>(|tn7)n|)dx—/ F(t,v,)dx
RN RN
< / B(|V (ty, )dx+/ Views +70)0([tava)dz — | Glens + T trvn)da
RN RN RN

= / O(|V(tyue, )dx+/ V(enz)fb(|tnuen|)dx—/ G(epz, tphue, )dz
RN RN RN
= J, (thue,) < maOXJ (tue,) = Je, (ue,).

Portanto,

dO S E()(,{jn) S dO + On(1>7

implicando em FEy(v,) — dy,. Aplicando o Lema 2.3.3, deduzimos que
Uy — v em WHP(RY), (3.23)
com v = t,v # 0. Além disso, Ey(v) = dy e por (3.21),

dy < /RN o(|V)dz + /RN V (20)®(|0])da — /RN F(@)da.
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Usando (3.23) com o lema de Fatou, vem que

n—-+00

do < liminf [/RN (R(IV5]) + Vo + Z)2(7]) — F(@)da]

< liminf [/]RN (<I>(|V(tnvn)|) + V(€enz + 7)) ®([thvn]) — Genz + 7, tn”n))dx}

n—+o00
= liminf J (t,ue,) < liminf J., (u.,) = do

n—-+o0o n—-+00

o que é um absurdo. Portanto, de (3.20),

lim V(z,) =W.

n—+00
]
Antes de concluir esta subsecdo estabelecemos um resultado fundamental na de-

monstracao do Teorema B.

Lema 3.2.4. Se k. = sup { IAX Ue * U € ./\N/'E € uma solucao de (é)}7 entao
lim k. = 0. (3.24)
e—0

Demonstragao. Assuma que

liminf k. > 75 > 0,
e—0

para algum 7y > 0. Isto implica na existéncia de (¢,) C (0,4+00) e z, € ), tais que

Ue, (Ty) = max u, () >1 VneN.

Aplicando o Lema 3.2.3,
lim V(z,) =W,

n——+o00

onde T, = €,z,. Sendo (T,) C I, existe xo € 0N tal que, a menos de subsequéncia,

T, — xg, e consequentemente V' (zq) = Vp, o que é um absurdo com (V;). Portanto,

lim k. = 0.
e—0

3.2.1 Demonstracao do Teorema B

Estamos, finalmente, em condicoes de demonstrar o principal resultado deste capi-

tulo. Com o proposito de facilitar a leitura, dividimos a demonstracao em duas partes.
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Parte I: Multiplicidade de solugoes

Aplicando o Teorema 3.1.15, dado § > 0 existe ¢5 > 0 tal que (A.) tem pelo menos
catpr, (M) de solugdes positivas, para todo € € (0,€5). Seja u. uma das solugoes de (A.).

Pelo Lema 3.2.4 existe € > 0 tal que
Ke < 1o, Ve € (O,E)
Assim, (u, — to)* € Wy (RN\Q,) e

0, se x €,

we(z) =
(ue —to)™, se z e RN\ Q,

pertence a WH?(RY). Usando w. como fungao teste, decorre que

/ o(|Vu|)VuV (ue — to)tdr + / V(ex)d(|ue|)ue(ue — to)Tdx
RN\Q.

RN\Q,

= / glex, ue)(ue — to) Tdu,
RN\Q,

o que implica
1 + +12
(1-7) D1V (e = o) 1)V (e — to)* da
RN\Q,
+V0/ O(|ue|)ue(ue — to)Tdx| <0.
RN\Q,
Pela Proposicao 3.1.11, tem-se u. > 0. Entao, da ultima desigualdade

/ O(|ue])ue(ue — to) Tdx = 0,
RN\Q,

e, consequentemente,
(ue — to)T =0 em RM\Q,,

mostrando que as solugoes do problema auxiliar sao de (P.).
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Parte I: Concentragao dos pontos de maximo

Finalmente, se u,, ¢ uma solu¢ao do problema (En) Entao, v, () = ue,(z + y,) € uma

solucao do problema

—Apvyn + Vo (2)o(|vn])vn = flvn), em RY

()
v, € WHR(RY), v, > 0 em RY,

onde V,,(x) = V(e x + €,Un) € (yn) € a sequéncia obtida na Proposi¢ao 3.2.1. Além disso,
a menos de subsequéncia, v,, — v em WL®(RY) e 3, — y em M, onde y,, = €,7,. Usando

que g < f e argumentando como no lema 2.3.10, mostra-se que existe a > 0
|vn]lo >, Vn €N.

Por outro lado, como ||v, || < C para alguma constante C' > 0, segue que existem py > 0

e qn € B,,(0) tal que v,(g,) = max v, (2). Portanto, z,, = ¢, + ¥, € um ponto de maximo
z€R

de u., e

€Enln — Y.

Desde que V' é uma funcao continua, segue que

lim V(e,x,) =V(y) =W.

n—-4o0o

Comentario final.

~ T
Se u. ¢ uma solucao positiva de (F,), a funcao w.(z) = ue<—) é solucao positiva
€
de (P,). Logo, os pontos de maximo z. e x. de w, e u, respectivamente, satisfazem a
igualdade

Ze = €T,

e portanto

lim V' (z) = V&,

e—0
mostrando a concentracao os pontos de maximo das solugoes em torno dos pontos de

minimo de V.






Capitulo 4

Solucoes do tipo multi-peak para uma
classe de problemas quasilineares em

RY envolvendo espacos de
Orlicz-Sobolev

Neste capitulo, estabelecemos a existéncia de solucao multi-peak para (P.), onde
o potencial V : RN — R é uma fungdo continua satisfazendo (Vo) e (V4). As funcoes
¢: [0,400) — [0,+00) e f: R — R sao de classe C! verificando as hipoteses mencionadas
na Introducao. Com esta finalidade, o estudo deste capitulo serd dedicado a seguinte

classe de problemas quasilineares

—Agpu+ V(ex)o(Ju))u = f(u), em RV, (B)
ue WHL(RN) u >0 em RY. ‘

Aqui, generalizamos o estudo feito por Alves em [3], no sentido que, obtemos os
mesmos tipos de resultados para uma classe mais ampla de operadores. Neste momento,
vale ressaltar, que os resultados obtidos no presente capitulo sao os primeiros no contexto
dos espacos de Orlicz-Sobolev com o intuito de estabelecer existéncia de solucao multi-

peak.
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4.1 Um problema auxiliar

Na presente secao, nosso principal objetivo é provar a existéncia de solucao para um
problema auxiliar usando a mesma abordagem encontrada em [3|, [28] e [47].

Seja 0 o namero dado em (f3), a,£ > 0 satisfazendo
6-)m | S _V

O-—m) 1 ° aa €

Usando os nimeros acima definimos a seguinte funcao

&>

_ f(s) se s<a,
fls) = Y,
£

(s)s se s> a.

Fixando I' C {1, o m} definimos

0=Jo

el

9(x,s) = xa(@)f(s) + (1 = xa(z))f(s),
onde yq ¢ a funcao caracteristica ao conjunto 2.

Por definicao g é uma fungao de Carathéodory verificando

g(x,8) =0, VY(x,5) € RY x (~00,0] (4.1)

g(x,5) < f(s), V(z,s)€RY xR. (4.2)

Além disso, para cada x € RV, a fungdo s — g(x, s) é de classe C! e satisfaz as seguintes

condigoes:

(g1) 0 <O0G(z,s) = Q/OSg(x,t)dt < g(z,s)s, V(z,s) € Q2 x (0,+00).

v
(g2) 0 <IG(z,s) < g(z,s)s < f(b(s)sz, V(z,s) € Q° x (0, +00).
Usando a funcao g, podemos considere o problema auxiliar

—Agpu+ V(ex)o(Ju))u = glex,u), em RY,
u € WH2(RN), u > 0 em RY,
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Denotaremos por funcional energia J, : X, — RY dado por
Je(u) = / O(|Vu|)dx + / V(ex)®(|u|)dx — / G(ex,u)dz.
RN RN RN
Antes de seguir em frente, convém recordar que se u, é uma soluc¢do positiva de (A.) com

ue(z) < a para todo x € RV \ Q, com Q, = Q/e, entdo u, é também uma solugao positiva

de (F,).

4.1.1 O comportamento das sequéncias (PS)}

A finalidade desta secdo é estabelecer um resultado crucial para demonstracao do
Teorema C. Antes, contudo, de passarmos a proposicao abaixo, precisamos apresentar
uma definicao que serd usada ao longo do capitulo.

Diremos que (u,) ¢ uma sequéncia (PS)* quando
(un) C Xe, € =0, Je, (un) = c e ||J (uy)]| — 0.

O principal resultado desta subsecdo é o seguinte:

Proposigao 4.1.1. Seja (u,) uma sequéncia (PS)%. Entdo, existe uma subsequéncia de
(un), ainda denotada por (u,), um nimero inteiro p, sequéncias de pontos (y, ;) C RN

com j=1,...,p tais que

€EnYn,j — Tj € Q e |Yn,j — Yn,i| = +00  quando n — 400

— 0 quando n — +o0

|

onde pc(x) = p(z/(—Ine€)) para 0 < e <1, e ¢ € uma fungdo corte satisfazendo p(z) =1

€n

Un (") — ZUO,J'<' — Ynj) e (- — Ynj)

para |z| <1, ¢(2) =0 para |z| > 2 e V| <2. A fungio ug; # 0 € solu¢do nao negativa
de
—Apu+ Vio(lu)u = goj(z,u) em RY, (P7)
onde V; =V (x;) > Vo >0 e go;(z,u) = lim g(e,z + €,ynj,u). Além disso, temos ¢ > 0
n—oo

e

p
c=>> Josluoy),
j=1



CAPITULO 4. SOLUCOES DO TIPO MULTI-PEAK PARA UMA CLASSE DE PROBLEMAS QUASILINEARES EM
146 RN ENVOLVENDO ESPACOS DE ORLICZ-SOBOLEV

onde Joj : WH?(RY) — R denota o funcional dado por
Joj(u) = / O(|Vu|)dx + Vj/ O(|u|)dx —/ Goj(z,u)dx
RN RN RN
com G ;(z,t) = fot 9o, (x, s)ds.

Demonstracao. Seja (u,) uma sequéncia (PS)%. Argumentando como no Lema 3.1.3,

mostra-se que existe C' > 0, independente de n, tal que
lunlle, < C V¥neN.
Consequentemente, usando (Vp), obtém-se (u,) limitada em W1®(RY). Observe que

¢+ on(1) = J. (1) — %Jén(un)un. (4.3)

Por outro lado, combinando (¢2) com (g1)-(g2), conclui-se que

T (un) — %Jgn (), > C (/RN (V) + /RN V(enar)<b(|un|)d:v>, (4.4)

onde C) = <1 — %) - <1 — é) g—rl‘] > 0. Assim, de (4.3) e (4.4) segue que ¢ > 0 e, se

¢ = 0, resulta que

/ B(|Vun|)dz — 0 ¢ / V(en)®(|un|)dz — 0
RN RN

implicando que ||u,|l, — 0. Dessa forma, desse ponto em diante, iremos considerar
apenas o caso em que ¢ > 0.
Afirmamos que existem constantes positivas p, a, uma subsequéncia de (u,), ainda

denotada por (u,), e uma sequéncia (y,1) C RV tais que
/ (Jun(z))dz > a >0, ¥neN. (4.5)
BP(yn,l)
Caso contrério, desde que (u,,) ¢ limitada em W1*(R"), pelo Teorema 1.1.31,

/ B(|uy|)dx — 0.
RN

Observando que

I, (up)uy, = /RN¢(]VUHD\Vun]2d:C+/ V(ent)d(|tn|)|un|*dx

RN

—/ g(enx,un)undx—/ f(up)uyde,
RN\Q.,, Q,
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e usando (f1), (¢2) e (by), obtemos

e /RN B(|up|)da + J. (u ), > z<1 - %) (/RN O(|Vun|)dz + /RN V(enx)<b(|un|)dx>

e, portanto,
/ O(|Vun|)dz — 0 e / V)0 (|| )z — 0.
RN RN

Ora, como
(4.1)

e+ op(1) = Jen(un)?/RN @(\Vun|)dx+/RN V(ena)®(|un|)dz

deduzimos que ¢ = 0 0 que é uma contradi¢do, mostrando que (4.5) ocorre.
No que segue, considere wy, 1(z) = u,(z + yn1). Usando (170), mostra-se que (wy, 1)

limitada em W1®(RY). Logo, existe ug; € WH*(RY) tal que, a menos de subsequéncia,
Wp,1 — Ug,1 €m Wl":D(RN).

O limite acima juntamente com (4.5) implica que ug; # 0.
Com o intuito de provar que ug; ¢ uma solu¢ao de (P'), mostraremos primeiro a

afirmacao seguinte.

Afirmacao 4.1.2. A sequéncia (€,yn1) € limitada. Além disso, eriste xq € Q tal que, a

menos de subsequéncia, €,Yn1 — T1.

Com efeito, suponha por contradi¢do que (€,y,1) ¢ uma sequéncia ilimitada. Entao, sem

perda de generalidade, podemos assumir que
l€nYn.1| — +o0.
Usando o limite lir%elne = 0, verifica-se que para n suficientemente grande
€e—

€ntni + €z € RY\Q para |z| < 2|lne,|.

Considerando v,(x) = u, ()@, (T — Yn1), tem-se (||v,||,) limitada em R e, sendo (u,)

uma sequéncia (PS)?, vem que J! (up)v, = 0,(1).
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Por outro lado, note que
I, (up)vn = / o(|Vuy,|) Vu, Vo, dz +/ V(enx)d(|un|)unvnde
RN RN

—/ g(ent, up)v,dx
RN

(Vo)
A~
= [ (VDI Vot Dl ) e o s}
RN
+/ Un¢(|vun|)vunvgpen (ZL’ - yn,l) - / g(anaun)ungpen (ZE - yn,l)dx
RN RN
(p2)
=0 (20Tl + Vo), (0 )
RN
2
it [ VDV ulds — [ gtent )i, (o = ).
|1nen| RN RN
Além disso,

/ O(|Vun|) | Vug||u,|de < 400,
RN

pois sendo (u,,) limitada em WH®(RY), aplicando a Desigualdade de Young, temos

Young
PN ~
/¢(|Vun|)|Vun|lun|dl’ < /®(¢(|Vun|)|VUn|)dl’+/ O(Juy|)dz
RN RN RN
Lemai.1.17
2 /<I>(2|Vun\)dx+/ B(|uy ) dx
RN RN

< (c+1) /N O (|uy,|)dr < +oo.

Recorde que se |z| < 2|Ine,|, entdo €,y,1 + e,x € RV\Q para todo n suficientemente

grande. Assim,
Tyes = [ (@Y + Ve, (o = )
RN
_/ g(enx>un)un¢en (-77 - yn,l)daj + On(l)
RN
= [ (@Yl + Vi (i) (2)de
RN

- /N g(Gn{L‘ + €nYn,1, wn,l)wmlgpen (l')dl' + On(l)
RN\Q)

(92)

= (1-7) [, (2090 + Ve@(wna) . (2)de + 0,1
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Desde que w,,; — ug; em WH?(RY), pelo o Lema de Fatou, segue-se

/RN (‘I)(]Vu(),l]) + %q)(‘uo,ﬂ))dac =0

e, consequentemente, uy; = 0 0 que é uma contradicdo, mostrando que (€,y,1) é uma

sequéncia limitada. Dessa forma, existe z; € RV tal que, a menos de subsequéncia,
€nlYn,1 — I.

Agora, seguindo a mesma linha de raciocinio anterior verifica-se que 1 € €2, o que prova
a Afirmacao 4.1.2.
Vejamos agora que g ¢ uma solugao de (P'). Argumentando como no Lema 2.2.4,

obtém-se uma subsequéncia de (w, 1), ainda denotada por (w, 1), tal que
Wy 1 (1) = ug1(2) e Vw, () = Vugi(r) q.t.p. em RY. (4.6)
Dado v € C$°(RY) observamos que

Jén(un)@(x - yn,l)) = 0,(1),
ou seja,
o) = [ (Vs @) V@ Vde + [ View + €)@ (a)ode

—/ 9(€n® + €nYn.1, Wy 1 )vd.
RN

Aplicando o Lema 1.2.3 juntamente com a Afirmacao 4.1.2, resulta que

O(|Vwn1(x)]) Vw1 () Vode — o(|Vug 1(z)|)Vug 1 Vode,

RN RN

/RN V(en® + €nYn1)d(|wp1 (x))wn 1 (z)vde — [ V(z1)d(|uo(7)])uovde

RN

/ 9(en + €nyn1, Wy 1 )vdr — g(x1, up)vde
RN RN

onde, no tltimo limite, usamos a convergéncia w,; — ug; em WhH®(RY). Assim,

/ ¢(|VUO,1(5E)|)VU071V’Ud£B—|—/
RN

RN

V(1) é(uos (o) g vde = / o, 1o i,

RN
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por conseguinte, ug; é solugao de (P').

A seguir, para cada n € N, considere

(7)) = tn (%) = (u0.106,) (& = Yn1)-

Agora, nosso objetivo imediato ¢ mostrar que (ul) é uma sequéncia (PS)i o1 (uo)> 1850
e,
Jen () = ¢ = Joa(uor) e |IJ, ()]l = 0.
Primeiramente, provaremos que
Je () = ¢ = Jo 1 (uo ). (4.7)

Para tanto, é suficiente mostrar a

Afirmacao 4.1.3.

Jen(urlz) = Je, (tn) — Jen((UO,lSDen)(x - yn,l)) + 0,(1).

De fato, suponha por um momento que o limite acima ocorre. Usando a definicao de ¢, ,

um calculo simples nos permite concluir que
U 1e, = uoy  em  WHP(RY), (4.8)
Entao,

Je, ((U0,1<Pen)($ - Z/n,1)) — Jo,l(uo,l)

e como J., (u,) — ¢, segue-se (4.7).

No que segue, defina

Lua = [ (906lD) = #(190,]) + S V(unr00,) (@ = o)) ),
Lua = [ (902D = ®(Jual) + ®(I ()@ = 1)) Vet

L,s;= / (G(enx, Uy) — Gepw,u)) — G(enat, (uo1pe, ) ( — yn,l))>d:v.
RN
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A fim de que se tenha a Afirmacao 4.1.3 é suficiente mostrar que
Lyi+ Lyo+ Lys = o0,(1). (4.9)
Dessa forma, na sequéncia, verificaremos a validade de (4.9). Comegamos notando que
Lo = o, (20001 = Varp0,)) = @1 Vuna]) + 2(V(uosge,)))da
2] In e

= [ (B9~ V)~ ST + BT} -+ on(1),
B2\ln€n\(0)

onde, na tltima igualdade, usamos a convergéncia dada em (4.8). Por outro lado, combi-

nando (4.6) com o Lema 2.2.10 decorre que

/(ww%_vwmmz/‘mw%mm—/’mw%mm+%m.
RN RN RN
Logo,
Lui= [ DV — V(ui100,)]) — B Vs — Vo)) ) + 0,(1). (4.10)
B2\ Inen| (0)
Segue-se do Teorema do Valor Médio,

(Vs = V(unie,)]) = O(Vans = Tugal)| < 6(0a1)160 19 (wo100,) = Vi,

onde [6,| < 2(|Vwn1| + |Vug1|). Uma vez que (¢(]6,])[6,]) ¢ limitada em L®(RY), pois

Lemai.1.17

J R R I TC TP
RN RN
Ao
~~
<

q/‘wmem+@/‘meMM<+w
RN RN

pela Desigualdade de Holder que
/ ( )¢(|9nl)\9nHV(Uo,1¢en) = Vuga|dz < 2[[6(10x])10a] 3]V (wo,106,) = Vo |e-
BQ\lnen\ 0
A desigualdade acima com a convergéncia em (4.8) implica que

/ ‘@(]an,l — V(up1¢e,)|) — @(|Vwn1 — Vug1|)|de = o0,(1). (4.11)
BQ\lnen\(O)
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De (4.10) e (4.11), segue que L,,; = 0,(1). Procedendo-se de maneira anéloga, obtemos

L, = o0,(1). Resta-nos provar que

)

Para isso, observe que, efetuando uma mudanca de variavel

Ln73 = / (G(Enﬂf + €EnYn,1, wn,l) - G(@LZE + €EnlYn,1, Wn1 — (’LL071g06n))
RN
_G(Enx + €EnYn,1, (uo,lwﬁn»)d‘r‘

Desde que

Up1Pe, — Up1 €m Wl"p(RN),

por (f1), dado n > 0 exitem p > 0 e ng; € N tais que

<mn, paratodon >mng;.

‘ / G(En.T + €nYn,1, (u071@6n))dx
lz|>p

Além disso, aplicando novamente o Teorema do Valor Médio juntamente com (4.2), temos
’G(enx + €nYn1s Wn1) — G, + €xYn1, Wn1 — (Uo1e,))| < |f(00)]|wo1],
onde |0,,| < 2|wy, 1| + up 1. Por outro lado, por (f1)
f(0n)uoy < n(|0n])]0n[uo | + cyb(10n])]0n] 01|

Sendo (¢(16,])]0,]) € (b(10,,])]6,]) limitadas em L¥(RN) e LB(RY), respectivamente, segue

da Desigualdade de Holder e da convergéncia em (4.8) que existe ngo € N tal que

/ (G(Gnl' + 6nyn,la wn,l) - G((en-ilj + Gnymla wn,l - (Uo,lSOen)))dl’ S 7,
[z[>p

para todo n > ngo. Pelas imersoes

WE(RY) — L*(B,(0)) e WUH(RY) < LP(B,(0))

compactas, um calculo direto acarreta na existéncia de ng3 € N satisfazendo
‘ / (G(Enx + Enyn,la wn,l) - G(Gnﬂf + enyn,la wn,l - (UO,IQPEH))
lz[<p

<1 para todo n > ng3.

_G(Gnl' + €nYn.1, (UQJQO%)))d;p
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Segue das desigualdades anteriores que L,3 = 0,(1) e, portanto, a Afirmacao 4.1.3 é
valida.
Mostraremos agora que
172, (un) | = 0. (4.12)
Para tanto, basta mostrar a
Afirmacao 4.1.4.
12, (wn) = T2, (ug) = T ((w0,006,) (2 = Y1) || = 0.

€n

Com efeito, desde que
U1 Pe, —> Up1 €M WLCD(RN),
tem-se
J! ((wo10e,) (T = Yna1)) = Jo1(o1) =0

e como ||.J! (u,)|| = 0, pois (u,) é uma sequéncia (PS)?, obtém-se o limite em (4.12).
A seguir, iremos verificar que a Afirmacao 4.1.4 ocorre. Para isto, seja ¢, € X,, com

|nlle, < 1. Aplicando a Desigualdade de Holder juntamente com a Proposicao 1.2.1,

/ <¢(|an,1|)an,1 — ¢(|Vup1|) Vo1 — cb(\VuO,ﬂ)Vuo,l)an(:c + Yn1)dx
RN

< 2[lo(Vwna)Vwny = o(IVoni ) Vona = o[ Vuoa ) Vuoal[gIVibnlle

< 200(1)[¢hnle, (4.13)

onde v, ; = wy,1 — up1. Usando novamente a convergéncia ug 1., — Up1 em Wl"l’(RN),

conclui-se

/ (qﬁ(!V'un,l\)an,l — o(|Vu) (x + yn1)|) Vu, (v + yn,l))an(x + Ypa)dr = 0,(1)  (4.14)
RN

e

[ (609 01D V1 = 9019 (100 )V (w10,) ) Ve + ) = (1), (415)
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Cousiderando

Loy = / (@Y V=6 (Vi) Vs =69 (o1, ) (£ =9n) DV (0100, )2 =41) ) Vi,

e usando (4.14)-(4.15), ficamos com

Lus = [ (00170 D T = 9017000 ) Tt = 6T t0) Vo) T+ )+ 0n (1)
RN

Logo, por (4.13)
sup L4 = 0,(1).
Hw’ﬂHE'ngl

De maneira analoga, considerando

Lus = [ (000l =6(1a k=01 w010,) (000190, 5= 0) )V (en)

verifica-se que
Sup  Lns = 0a(1).
[¥nllen <1

Por fim, definindo

Lua = [ (stens ) = glens, ) = g(ent (t0.0.,) (& = o))
RN
e procedendo de maneira similar a demonstragao que L, 3 = 0,(1), mostra-se

sup Ly = o,(1).
l[¥nllen, <1

Portanto,

sup ’LnA - Ln,5 - Ln,G’ = On(1)7
lnlle, <1

1

o que prova a Afirmacdo 4.1.4. Por (4.7) e (4.12), resulta que (u,) ¢ uma sequéncia

(PS);

c—Jo,1(uo,1)"

Uma vez que (u!) é uma sequéncia (PS) , podemos repetir os argumentos

*
c—Jo,1(uo,1)

anteriores para encontrar uma sequéncia (yn2) C R verificando
/ B[l (2)))dz > ar > 0. (4.16)
Bp(yn,2)
Note que a sequéncia (y,2) pode ser escolhida de maneira que

Y2 = Yna| = +o00. (4.17)
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De fato, suponha por contradicdo que (|yn2 — yn71|) é limitada em R. Assim, por (4.16),
existe p; > 0 tal que
[ a(u@hdrs [ @) - (wap.,)@) s
By(yn,2) By, (0)
Entao,

/ O (|wy(x) — (uo1pe,)(x)])dx > a1, Vn €N,
By, (0)

0 que é uma contradi¢do, pois w, — ug 1., — 0 em L®(B,, (0)), isso mostra o limite em
(4.17).
Considerando w, 2(z) = ul(z + yn2) segue que (w,2) ¢ limitada em WH*(RY) e,

consequentemente, existe upo € WH?(RY) tal que
Wy — Ugo €I Whe(RY).
Seguindo a mesma linha de raciocinio usado anteriormente deduzimos que
Wy o (1) = uo2(x), Vw,o(r) = Vuga(r) q.t.p. em RY.

Além disso, mostra-se que ug s é solucdo de (P?) e sequéncia (uZ) dada por

tp () =t (7) — (u026,) (T = Yn,2)

verifica

Je, (uh) = ¢ — Joa(ugr) — Joo(uo2) e |J. (ul)||Z — 0,

€n

2
n

*

e—Jo(uo.1)—Jo.2(uo.2)" Continuando com este raciocinio,

isto &, (u?) é uma sequéncia (PS)

encontramos sequéncias (y,s) C RV e (u3) € WH?(RY) com

S

up () = ul ' (2) — (uo,s%e,) (T = Yn,s)

satisfazendo

Je () = c=Y Joi(uos), L, @)lls, =0 e |ynj—ynil = +oo quando n — +oo.
i=1

Finalmente, argumentando como |47, Proposi¢ao 2.2|, encontramos p € N tal que

Je(up) = 0 e |IJL (up)lf, =0,

€
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implicando que
p
b lle, — O e c= Z Jo,i(wo),
i=1

finalizando a demonstracao. [

4.2 Existéncia de solugao para (F,)

Nesta secao, nosso objetivo é mostrar a existéncia um valor critico especial para .J,
para € suficientemente pequeno. Este fato é fundamental nos argumentos usados na prova
da existéncia de solugao multi-peak para o problema (F,).

No que segue, sejam 626,1, 52572, e 6267,{ C R¥ conjuntos abertos limitados satisfazendo

Qi CQyi e Q,NQ,; =0 parai#j.

)

A seguir, denotamos por E; : WH*(RY) - Re E,; : )?Qi — R os seguintes funcionais

EZ.(u):/RN <I>(|Vu])d:t—|—/ aiq)(]u\)dsc—/ Flu)da

RN RN

Eeyi(u):/ﬁﬂi@(\Vu\)der[ V(ex)@(\u])dx—/~ Glex,u)dz,

Qe,i Qe,i

onde )?E,i denota o subespaco de Wl’q’(ﬁe,i) dado por

Xei = {u e Wh*(Q.,) : /~ V(ex)®(|ul)dx < —1—00},
Qe,i

munido com a norma

lullg_, =Vullsg,, + lullsy, o
onde
\Y
IVullg g = inf{)\ >0, / @(Mﬁx < 1}
»Wle,i ﬁgﬂ' )\
(&

||u||(b7‘/euﬁe,i := inf {/\ > 0; /~ V(ex)@(%)dm < 1}.

Qe,i
Com os mesmos argumentos usados no Lema 3.1.2, mostra-se que existem funcoes

w; € WH(RY) e w,; € )Afﬁ,i satisfazendo

Ei(w;) = p, Ee,i(ws,i) = fle; € E{(wz) = Eéz(sz) =0,



4.2. EXISTENCIA DE SOLUGQAO PARA (P.) 157

onde
P = inf sup E;(tu) = inf sup E;
s weWbhe(RN)\{0} t>%)) ( ) aely; tE[Opl] ( ( ))
fie; = inf sup E;(tu) = inf sup Ej(a(t)),
ueX, {0} >0 a€le; t[0,1]
Iy = {a € C(10, 1, W (RY)) : a(0) = 0, E(a(1)) < 0}
e

T, ={aec0(0,1],X.,) : a(0) =0, E.;(a(1)) < 0}.

4.2.1 Alguns resultados envolvendo os niveis y; e ji;

Primeiramente, mostraremos algumas propriedades da variedade de Nehari associada
a Ee,i dada por
Noi={ue X \{0} : E (w)u=0}.

Lema 4.2.1. Fzxistem og,0, > 0, independente de €, tais que

lulz. >00 e Elu) >0, VueN,, Viel.
Demonstragao. Note que, dado u € /\wa-,
/ o(|Vu|)|[Vul|*dz + / V(ex)d(|ul)|ul*dz = / f(uw)udz + / g(ex, u)udx.
ﬁe,i ﬁe,i QE,'L ﬁe Z\QE’L

Por (f1) e (Vy), dado 7 > 0 existe ¢, > 0 tal que

/ Fu)uds < _/ o(Ju)) \u!2+c,7/9 @.(Jul)dr

€,

Além disso, por (gs),

/ﬁei\gmg(ex,u)udx < %/~ V(Ex)¢(|u|)‘u|2dac

€,1

Recordando que (P(t) < ¢(t)t para todo ¢ > 0, usando as desigualdades acima, obtém-se

cl</§m‘<I>(|Vu\)d:r—|—/ﬁe’iV(ex)<I>(|u|)dx> < @/{~2 <I>*(|u|)dx

€,1

Aplicando os Lemas 1.1.32 e 1.1.33, ficamos com

e (6oIVullag, ) + Glllullay,a.) < cslllulle, 5 ).
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Pela Proposicao B.2, existe uma constante positiva M*, independente de €, tal que

lully, ., < M |lullg,,

e, daf,
a1 (&oIVullgg,,) +ollulley.5.,) < M &(lullz,,).

Se |lullz., > 1, para todo u € /\N/'” nao ha nada a ser feito. Se existe u € /\7” tal que

Jullg., <1 tem-se

callull < exdfull

0 que resulta

C3 I*—m
lulls, > (Z3g)

1 *—m
Considerando oy = — min {1, ( “ ) }, conclui-se que
2 CQM*

lulg,, > o0, Vue AL

Por outro lado, dado u € N,;, combinando as hipoteses (¢2) e (g)-(g2), deduzimos

Eei(u) = Eei(u) — %E’éﬂ-(u)u > c(/ (| Vuy,|)da +/

Qe,i Qe,i

V(ex)@(un)dx> :

onde C = [(1 — %) — (1 — é) g] . Portanto, pelo Lema 1.1.32

Ei(u) > C(&(IVullyg,,) +&llullsy,ga,,))-

Se [lul| g, <1, entdo ||Vu||q,7§€7i <lelullgy, g , <1. Assim,

Em(u) >2""Coy.
Se [lul| ¢ , = 1, entdo
o [Vulleg,, <1 <lulloya., = lullz, <2lulley g,
o lulloy. ., <1< Vullos, = llulg,, <2(Vuleg,.-

Em qualquer caso

Ee,i (u) > C&(0y).
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o [IVullygs,, >1ellullgyqs, >1.

Neste caso,

Eez(u) > 2_1006.

1
Para finalizar, considerando o, = 3 min {2_’”006", 27'Cal, Cﬁo(cro)}, vem que
Eez(u) > oy,

mostrando o resultado. ]

No proximo lema estudamos o comportamento dos niveis p; e fi.; quando € — 0.

Lema 4.2.2. Para cada v € ', o sequinte limite ocorre

fte; — fbi  quando € — 0.
Demonstragao. Iniciamos mostrando que
Pei < i + o(e). (4.18)
Para tanto, seja w; € WH®(RY) tal que
Ei(w) =p e Ej(w;)=0.

Dado ¢ > 0 suficientemente pequeno, fixemos 1 € C’go([(), +00), [0, 1}) verificando

1 se 0<s< g,
I(s) =
0 se s>0.
Usando a fungao ¢, definimos
€Ex — T;

),

onde V(r;) = minV (y). Note que, supp(w.;) C Bs(*) o que implica w.; € )Z” Além
yeQ;

disso, existe t.; > 0 tal que V. ; :=t.,w.; € Kf” e

ﬁs,i < r?ax E&,i(twe,i) - Eei(ts zwsz)

—_— >0 ) ) )
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Agora, usando o mesmo raciocinio da demonstracao do Lema 3.1.12 verifica-se que a
sequéncia (., ;) ¢ limitada e

t — 1.

€n,t

Isso com o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue nos permite concluir que

lim B, i(te, e, ) = Bi(w;) =

en—0

e, consequentemente,

lim sup fie; < p;. (4.19)

e—0

Desse ponto em diante, nosso objetivo serd provar que
i < liminf gz ;. (4.20)
e—0 ’

Com este proposito, sejam ¢, € (0,400) come, — 0 e v, ,; € 5(,6” uma solucao do
seguinte problema

—Agu+ V(ea)p(ju)u = glex,u) em Q. ;,

N (Pgi)
@ = O7 sobre aQen 2
ov 7

Pelo Lema 4.2.1, existe oy > 0, independente de ¢,, tal que

x. . > 09, para todon € N.

€n,t —

[[Ven il

Usando a desigualdade acima com Lema C.1, mostra-se que existem (y,;) C RN, 0>0e
a > 0 satisfazendo

lim (|, i|)dx > a. (4.21)

norteo Be(yn,i)mﬂ

Além disso, por (4.21), aumentando o se necessario, podemos assumir que (y,;) C €2,
com dist(y, 4, 8526,“,») — +o00. Portanto, €,y,; — T; € Q, e dado p > o, temos By, (yni) C

ﬁemi para todo n suficientemente grande. Considerando

2]

wn,i,p(x) = ¢<7>ven,i<x + yn,i)a Vo € ﬁen,i — YUny
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onde ¢ € C*(R) satisfaz ¢ = 1, em [0,1], » =0, em (2,+00), 0 < < 1e ¢ € L®(R),

tem-se

/ O (|wy,ip|)dr = / O (|ve, i|)dx > a > 0.
B,(0)

Bo(Yn,i)
Desde que supp(wy;,) C Ba,(0), segue que wy,;, € WH?(RY). Sendo v, ; uma solugio
de (P.;), usando (4.18), por calculo direto, existe C' > 0, independente de p, tal que

[wnipllie < C. Logo,
Wnip — w), em WH*(RY)  quando n — 400,
para algum w) € WH®(RY). Entao,
Wnip — Wh  em L®(B,(0)) quando n — -+oo.
Consequentemente,
/ O (|w)|)dz > a > 0. (4.22)

B,(0)

Uma vez que (|Jw]|1,¢) é limitada em R, existe w € WH®(RY) verificando
wf) —w' em WH*(RY) quando p — +oo,

de onde segue,

w, —w' em Lp (RY) quando p— +oo

e, portanto,

/ d(Jw')dx > a > 0. (4.23)
B, (0)
Afirmacgao 4.2.3. A funcio w' é uma solugao de (P?).

Com efeito, dado E € C>®(RY), considere t > 0 tal que para todo n suficientemente

grande,

suppEC Bi(0) e By(yni) C Q

€n,tt
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Sendo v, ; solugao de (P.;), considerando L(y) = &(|y|)y e Q(s) = ¢(]s])s Vy € RN e
Vs € R, temos

/ [L(Vvemi(:c -+ yn,i))VZd:c + V(ent + €Yni)Q(ve, i(x + yn,i))C} dx
B¢ (0)

_ / (T ) V(@ = )z + V(€02)Qve, )C (& = yni) | o

Qen K

Qen N

= / g(€enx, ven’i)vemig(x — Yp,i)dx

= / g(enx + €nln,is Uen,i(m + yn,i))UEn,i(I + yn,i)zd$~
B:(0)

Para n suficientemente grande e p > t,

/ [L(an,z,p)ngQ: + V(Enx + Enyn,i)Q<wn,i,p)g dlL’
B:(0)

= / g(enx + EnYn,is wn,i,p)wn,i,pgdx-
B(0)

Passando ao limite na igualdade acima quando n — +oo,

/RN [L(Vw;,)VZd:U + V(E)Q(w;)g] dx :/ g(zi’w;)w;gd%

RN
Agora, usando que suppC C By(0), p > t e fazendo p — 400,

/R ) [¢(yvfwi\)wiv&zx + V(@)gb(\wq)wﬂ dr = /R 9@ yw'Cda.
Como ¢ € C®(RYN) foi arbitrario, concluimos que w* ¢ uma solucio ndo-trivial de (P?),

mostrando a Afirmacgao 4.2.3.

Fixando 7 > p, tem-se B;(y,;) C Qemi para todo n suficientemente grande. Assim,



4.2. EXISTENCIA DE SOLUGQAO PARA (P.) 163

definindo h(t) = ®(t) — 5¢(t)t

N . 1~
feni = Eepi(ve,i) — gEén,i(Uen,i)Uen,i

(W0, i]) + V(en)h([v, )| de

AV
D?\

1
+/ [—g(enx, Ve i) Veni — G(€n, vgmi)] dx
ﬁen,i 9

> / (A0 il) + V (€n)hl e, )| d
BT(yn,i)
1
+/ [—g(enx, Ve, i) Ve i — Gen, ven’i)} dx
Br(yns) -0
>

[ [T Vit + el
(0
1
[ [ttty — Glens, )| do
B, (0) -0

Aplicando o Lema de Fatou,

0

~ ; . 1 S 4
liminf fi,,; > / [MNMM+V@MW@@M+/} | 9@ Wy, — G wh) | da.
noteo B+ (0) (0)

T

Agora, fazendo p — +o0,

[lg(fi, ww' — G(7;, w’)] dx

liminf g, ; > /RN [h(lvwl‘) —|—V(f¢)h<‘wi|)]d$+/ 0

n——+o00 RN
1

= JO,i (wl) 0

Jé,i(wi)wi = ‘]O,i(wi) = Uy (z;) = Mis
o que mostra (4.20). Por (4.18) e (4.20),
fei — i quando e — 0,

finalizando a demonstracao do lema. [

4.2.2 Um valor critico especial para J.

No que segue, sem perda de generalidade, fixemos I' = {1, ..., A} C {1, e /@} e para

cada ¢ € T', escolha p; > 1 tal que

Ei(p; 'wi), Ei(pawi) < p.
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Considerando p = max p;, temos
(S
Ei(p~ 'w;), Ei(pw;) < p; para todo i € T

w; = max FE;(tpw;) para todo i € T.
te[p=2,1]

A seguir, definamos H,: [p~2,1]* — X, por

H(F)() = Y biplwie)(z = =)

B
para todo b = (01,....,0\) € [p72,1]*, onde z; € T; = {z €

disso, consideramos o conjunto

U, = {H eC(lp 21N X,); H= H. sobre d([p~"

(4.24)

(4.25)

V(z;) = a;}. Além

A1),

H(O) o, A0Viel eVl €[p, 1},

Desde que

supp (wz-cp(z - %)) C Qe

temos f[e € U.. Portanto, podemos definir o ntimero

S, = inf max JE(H(E>

Hel. ?e[p—QJ}X

),

para e suficientemente pequeno. No que segue, estabelecemos alguns lemas técnicos fun-

damentais para o estudo que segue.

Lema 4.2.4. Para € suficientemente pequeno a sequinte propriedade ocorre: Se H € U,,

%
entdo existe 0, € [p~2,1]*, tal que

0.))H (.

EQI(H(Q*))H( .) =0, para todoi€T.

~ — .
Em particular, Ec;(H(0.)) > fie;, i=1,..., .

Demonstragio. Dado H € U,, considere H : [p~2,1]* — R* dada por

— —

ONH(D), ... B (H(O

H(T) = (BLy(H(

9 ))H(?)), onde 0 = (61, ..., 0,).
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— — = ~ = —
Para 6 € O([p~',1]*), temos H(#) = H.(#). Isto implica que ndo existe § €

| =

) = 0. De fato, para qualquer i € T’

_>
) = E.(0;pw;)0;pw; + o.(1) uniformemente em ¢ € [p~2, 1]

ou

%
) = E} (p~"wiy)p~ ' wyy, + 0.(1) uniformemente em 6 € [p~2 1.

Portanto, se Eélo( 7))?(?) = 0, fazendo € — 0, obtemos

=

Eiy(pwi) > pi ou By (p~ w;) > pus,

o que é uma contradigao com (4.24). Agora, calculamos o grau deg(ﬁ, (p~2, DM (0, ...., O))
Ora, como

deg(H, (02, 1), (0, ..., 0)) = deg(H,, (p2,1)*,(0, ...., 0))

%
e para todo 6 € (p~2,1)*

conclui-se que
deg(ﬁa (p_27 ]->/\7 (07 ] 0)) = (_1))\ 7& 0

%
e, portanto, existe 6, € (671,1)" satisfazendo

EQZ(H(H_:))H(@_:) =0, paratodoieTl.

Antes de seguir em frente, fixemos
A
DF = Z -
i=1

O proximo resultado estabelece uma importante relacao entre S, e Dr.
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Proposicao 4.2.5. O nidmero S, satisfaz o seguinte limite

lim Se == Dp.

e—0

Demonstragao. Primeiramente, observe que usando (g;) e (g2), para cada H € U,

7

J(H(O)) >

Qe
—
0

m@\J

S(VH()]) + V(ex)®(| H

+
'T'

o
] Lo l?

My

>

E;(H()) para todo b e [p~2, 1]

M-

=1

Logo, pelo Lema 4.2.4

A

max J(H(G) > 3 _max E(H(6)>Y E.,

?E[p*Q,l}* i=1 ?G[p*2,1}>‘ i=1
e aplicando o Lema 4.2.2 resulta que

max S (H(6)) =3 Jiei +o0.(1)

—>
g elp=2,1]* i=1

implicando em
86 > Dr + 06(1).
Por outro lado, mostra-se que
T
Te((wigd)(- = =) = pi+ 0c(1)

e para todo t € [0, p

X

J(twig)(- = =) = Bi(tw)) + 0(1), VieT.

(
| [eava(@n + vieeia @l - [
.

(IVH(0 ])+V(ex)<1>(\H(7)\)}da:—/ G(ex, H(

)] da

Qe,i

(4.26)
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€

Uma vez que supp (winp(z — &4 ) C Q.; para todoi €T,

T (He(

de onde segue

e, portanto,

7

))

[ S rwtnote- )

> { | [2090n(wse) o = )0 + Vi) @0ip(use) (o = 2))] o

=1

_ G’(ex,ﬁip(wigp)(x — %))dw}

A

) { /RN 2(IVhip(wie) (x - =)) + V() (@(18ip(wip) (a - %)l))} dx

_ /]R;N G(ex, O;p(wip) (z — %))d:)&}

A A

> JBip(wip) (= — %)) = Ei(fipw;) + oc(1),

i=1 i=1

A

)) < sup E;(tpw;) + o.(1)
?E[p*Q,l})‘ i—1 t€lp™2,1]

S. < Dr + o.(1). (4.27)

Combinando (4.26) e (4.27), obtemos o resultado. n

Corolario 4.2.6. Para cada o > 0, existe ¢g = ¢y(a) tal que

sup Je(flﬁ(?)) <Dr+ % Ve € (0, ).

Fels-1,1)>

Demonstracao. A demonstracao pode ser obtida usando os mesmos argumentos da

proposicao precedente. [
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A seguir, iremos fixar algumas notagoes. Fixe oy > 0 verificando
.. ~ . - _ .
hm10nf |H ()]s > oo uniformemente em 6 € [p7?,1]* eieT
e— €2

e defina o conjunto

<@},

Z.= {u € j?e,i bl Xei = 9

H.(0

Pela defini¢do de H.( 0 ) e Z.;, segue que existem constantes positivas 7 e €* tais que

(0

%
diste;(H.(0), Z.;) > 7 paratodo 6 € [§° 1}, i€l eee (0,€),

onde dist,;(A, B) denota a distancia entre A e B em )?m Além disso, considerando os

nameros 7 e € € (0, €*), definimos
6= {u € X, : diste;(u, Z.;) > 7 para todo i € F}.
Dados ¢, 1 >0 e 0 <6 < 3, considere também os conjuntos
Ji={ueX. : J(u)<c} e Qp={uecOy : |J(u) =S| < u},
onde O, denota o conjunto
O, = {u € X, @ dist(u,0) < s}, s> 0.

Observe que para cada p > 0, existe €; = ¢;(p) > 0 tal que a fungdo ., dada por

verifica

Ue . € O, para todo € € (0,€1) e Je(uer) = Dr + o(1).
Desde que S, = Dr + o.(1), temos

Je(tes) = Se + 0c(1),

mostrando que Q. ,, # 0.

Agora, considere D suficientemente grande, independente de ¢, satisfazendo

_ L
1A.(0)]|. < = para todo b e p 2 1 (4.28)
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Para cada s > 0, denotamos por By = {u € X; |lul|c < s} e definamos o nimero

i Lo
u*:min{%,z,z; ZGF}.

Na proxima proposicao mostramos uma estimativa uniforme de [|J!(u)|| na regiao
(QE,ZM\QG,M) N §L+1 N J?F

Proposigao 4.2.7. Para cada p € (0, 1) fizado, existem o,,,€, > 0 satisfazendo
| J/(u)|| > o, parae>e, e para todou € (Qeop\ Qep) N Brii N JPT.
Demonstragdo. Assuma por contradi¢ao que existe uma sequéncia (e,) C (0, +00) com

€, — 0 e

Up, S (Qen,zu\gen,,u) ﬂELJrl N JGDnF

tal que ||J! (v,)|| = 0. Observando que v, € Q, 2, € (||vnll¢,) ¢ uma sequéncia limitada
em R, segue que (J, (v,)) também ¢ limitada. Portanto, existe ¢ € (—oo, Dr|, tal que, a

menos de subsequéncia,
Jen (Un) = €, (4.29)

implicando que (v,) é uma sequéncia (PS)i. Gragas a Proposicdo 4.1.1, existe uma
subsequéncia de (v,), ainda denotada por (v,), um nimero natural p, sequéncias (y,;) C

RY, pontos z; € Q, i =1, ...,p com
€nni — x; em RY (4.30)

e funcgoes ug; satisfazendo

de onde segue que A > p. Por outro lado, como v,, € Oqs, temos p > A e, portanto, p = A.

Dalf,

— 0 quando n — +o0

€n

on () — Z U0i(+ = Yni) Pen (- = Ynii)

Jen (Un) — DF:

mostrando que v, € Q. ,, para n suficientemente grande, o que é uma contradigao,
mostrando o resultado. [
Estamos, finalmente, em condicoes de mostrar existéncia de ponto critico para o

funcional modificado.
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Proposigao 4.2.8. Para cada ;o € (0, 1,), existe €, > 0 tal que J. tem um ponto critico
em Q.,, N By N JPT para todo € € (0,¢,).

Demonstragao. Suponha por contradi¢do que exitem p € (0,u,) e uma sequéncia
(€n) C (0,+00) com ¢, — 0, tal que J., nio tem pontos criticos em Q. , N By N JPr,
Desde que, pela Proposi¢ao 3.1.6, o funcional J, verifica a condigao (PS) e, assim, existe

d., > 0 satisfazendo
IJ. (u)|| > d., paratodo u € Q. , N BryiNJET. (4.31)
Pela Proposicao 4.2.7,
|J. (u)|| > o, para todo u € (Qe, 2,\Qey.p) N Brr N JET, (4.32)

onde 0, nao depende de ¢,, para n suficientemente grande. Agora, a demonstracao

consiste de duas etapas.
Etapa 1: Construcao de um fluxo.
Sejam U, : X, - Re L, : Jgf — X, funcoes continuas verificando,

1, parau € Q_ s, N BN O
’"/72

0, parau ¢ Q.. 2, N Br1.

0, ()||Y, ()] Yo (u), para u € QN Briy

Ln(u) = _
0, para u ¢ Q. 2, N Bri1.

onde Y,, é um campo pseudo-gradiente para J. em L, = {u € X, J(u) # 0}. Note
que L,, esta bem definida, uma vez que (4.31) e (4.32) implicam que J/(u) # 0, para todo

u € Qc, 2, N Bri1 NJET. Observando que
|L,(w)|| <1 VneNeue JIr,

o fluxo 7, : [0, +00) x JE — JPr definido por

dnn

pr L,(n,) e np(0,u) =u € Jff
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satisfaz
d 1 ,
g Je(m(t,w)) < =S W) [ J(ma(t, w))]| < 0 (4.33)
dny,
|22 = 12aml < 1 (4.34)
e
Na(t,u) = u paratodo t > 0eu ¢ Q. 2,N Bryi. (4.35)

A seguir, para cada n € N considere o niimero
Cg = sup {‘]En(u) ;U S Hﬁn ([p_27 ]‘]2>\>\(Q5nvli A EL)}

Afirmamos que limsup¢; < Dr. De fato, caso contrario, existiria uma subsequéncia de
n——+o0o

(cy’) verificando

s ~ — — ~ —
C()] — DFa Hen(eny) ¢ Qenj,u N BL7 Hen (0n7) — DF
[§]
n 1 ~ —
¢ — — < H, (0,) < Dr. (4.36)
n

Por (4.28), teriamos
o, (157201) € By (0),

J

donde
H, (b)) & Qe
isto é,
(e, 0) = S0, | > 1> 0.
Por outro lado, combinando o Lema 4.2.5 com (4.36), resultaria em

~
’Hen]' (an) B anj’ — 0

o que é uma contradi¢ao. Logo,

limsup ¢y < Dr
n—+o0

Além disso, mostra-se que existe K, > 0 satisfazendo

|, (u) — J., (v)| < K,||u—v], Yu,v€ Bryr.
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Etapa 2: Existem (7,,) C (0, +00) e €9 > 0, independente de n, tais que

lim sup max J., (nn(Tn, f[en(ﬁ)))] < Dr — .

n—+o0o 76[6*2,1P

~ = —
De fato, para simplificar a notacao, denotaremos por u = H. (6 ). Seu ¢ Q. ,NB;NOs,

usando (4.33) e a defini¢ao de ¢fj, obtemos
Je, ((t,w)) < Je, (u) < ¢§ para todo ¢ > 0.

Seue QN B N Oy fazendo

() = mu(t,u),  d., = min{d.,, 0.} e Tn:;%

€n

temos dois casos para analisar:
Caso 1: 7j,(t) € Qen%u N By, N ©s para todo t € [0, T,,).

Neste caso, temos W, e ||J. (17,(t))|| > o, para todo t € [0,7},]. Portanto, de (4.33)

_ g 1~
Jen (nn(Tn)) = JEn(u) + / EJE(nn(S»dS <Dr - §d€7zTn7
0

por conseguinte,

~ g
Je,in(T2)) < Dr = 22

Caso 2: 7,(ty) ¢ Qem% N B, N ©s para algum t, € [0, T,,).
Relacionado a este caso, temos as seguintes situacoes:
(i) Existe ty € [0,T,] tal que 7,(t2) & ©5. Sendo 7,,(0) € ©, fazendo t; = 0, vem que

7 (t2) = T (t)|le, > 0 > p.

(ii) Existe to € [0,T,] tal que 7,(t2) ¢ Br. Uma vez que, 7,(0) € E%, fazendo t; = 0,

tem-se

~ - L
1 (t2) = Ma(t)lle, = 5 > b
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(iii) Se m,(t) € By N O; para todo t € [0,T),], existem t,,ty € [0,7},] com t; < t, tais que

na(t) € (Q%%\Qemu) para todo t € [t,t5] com

Jes ) = S = @ | (1) — 5 = 2

Pela definicao de K., ¥,, e L,, obtém-se

]

ty — 1| > |7, (¢ (@)
ta = ] 2 () = Tt 2 55

Agora, note que

- Pd 1
Jo(T0) = T+ [ G I G)ds < D = S0, (t2 — 1)

e, entao,

Jeu (1 (T)) <

1
2K,

— —
Afirmagao 4.2.9. A fun¢io 0 — n,(T,, He,(0)) pertence a U,,.

De fato, como 7, (Tn e ( )) ¢ uma funcgao continua em [p=2,1]*, é suficiente provar que
~ - 5 (7
(T, He, (0)) = He,(6) para todo b e o([p~3,1]%).
. =~ — — _9 A .
Para tanto, vejamos que H, (0 ) ¢ Q. 2, para todo § € d([p%,1]") e n suficientemente

grande. Usando (4.24), temos

Je. (H

€n

— —
(6)) - Dp’ > 24, para todo ¢ € O([p~2,1]).
Isto juntamente com o limite
S — Dr quando n — 400

implicam

., (0

%
Jen (He, ( | > 2u, > 4u para todo § € d([p~%,1]*) e n suficientemente grande.

)~

~ >
Portanto, H,, (0 ) ¢ Q., 2,, mostrando a Afirmacao 4.2.9.

Combinando a definicao de S, com as Etapas 2 e 3, conclui-se que

limsup S, < Dr — €

n—-+o0o

o que ¢ uma contradicao com a Proposicao 4.2.5. [
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4.3 A existéncia de solucao multi-peak

Nesta se¢ao, mostraremos a existéncia de A-peak soluc¢oes para (P.). Para tanto,

mostraremos primeiramente o seguinte resultado

Lema 4.3.1. Existem €, 1, tais que a solu¢ao v. obtida na Proposicao 4.2.8 satisfaz

max ve(2) < a para todo p € (0,11) e € € (0,€).
FAS €

Demonstragao. Suponha, por contradicao, que existem sequéncias €,, i, — 0 verifi-
cando

Uy i= Ve, € Qe © max vn(2) > a para todo n € N.
z en

Desde que v, € Q. >
J. (vn) =0, |Je,(vn) — Se,| = 0 e dist(v,, 0) < 20. (4.37)

Aplicando a Proposigao 4.1.1, existe um ntimero natural p, sequéncias (y,;) C RY, pontos

x; €, 1=1,...,\ e fungoes uy; verificando

— 0 quando n — 400 (4.38)

€n

on () — Zuo,i(' — Yni)Pen (* = Ynii)

€nlni — T; para i = 1,..,p. (4.39)

Observando que dist(v,, ©) < 26, o limite em (4.38) implica que p > X e x; € Q; para
i=1,..,\ Agora, o limite S, — Dr combinado com (4.39) e |.J, (v,) — S, | — 0 resulta
que

p=X e z; €T, paratodo i=1,.., A\

Considere (z,) C 0€), satisfazendo

Un(2n) = AKX Ven (2)

e defina w,(z) = v,(z + 2,). Note que

p
Hwn() - Zuo,i(‘ + 2n = Yni)Pen (- + 20 — Yni) — 0 quando n — +o0

’ 1,o(RN
=1 w ( )
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Por outro lado, dado ¢ > 0,

— 0 quando n — +o0.

p
Up,;\* +zn — Yni)Pe, + 2n — Yn,i ‘
D AR Rt] M

Portanto,
|wn|lwe(B,0) — 0 quando n — +oo. (4.40)
Sendo v, solu¢do de (A.) segue que w, é solu¢ao do problema
—Agwy, + V(ent + €120)0(|wp|)wn = glen® + €n2n, wy) em RY,

Ora, argumentando como no Lema 3.2.2, existe w € CZIO’CC“(RN) tal que, a menos de sub-
sequéncia,

w, — w em CL%(RY).

loc

A convergéncia acima com a desigualdade

>
2161(19%); va(2) > a,

implicam que w,(0) > a para todo n € N, e entdo, w(0) > a. Portanto, existe ¢ € (0,1)
tal que

w(z) > para todo x € B,(0).

N

Assim, w # 0 0 que é uma contradi¢ao com (4.40), mostrando o lema. [ |

4.3.1 Demonstracao do Teorema C

Aplicando o Lema 4.3.1 existem €,z > 0, tais que a solu¢ao v € 9, obtida na

Proposicao 4.2.8 satisfaz
max ve(z) < a para todo p € (0,7) e € € (0,€).
zE €
Repetindo o argumento usando na demonstracao do Teorema B mostra-se que

ve(r) < a para todo z € RY \ Q.

Logo, v, € solucao de (]36) para todo € € (0,€).
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Para finalizar a demonstracao, mostraremos que a familia de solugbes (v.) tem a
propriedade mencionada na afirmacao do Teorema C. Tendo isto em mente, considere

€n — 0, v, = v, e observe que (v,) é uma sequéncia (PS)p, . verificando
dist(v,,, ©) < 2§ para todo n € N. (4.41)

Pela Proposicao 4.1.1, existe uma subsequéncia de (v,), ainda denotada por (v,), um

niimero natural p, uma sequéncia (y,;) C RY com i = 1,...,p tais que
€nlni — Ti € Q e |Ynj — Ynil = +00 quando n — +oo (4.42)

com ¢ € {1, ...,p} e

onde ¢ (z) = ¢(z/(—Ine)) para 0 < € < 1, e ¢ ¢ uma funcio corte satisfazendo ¢(z) = 1

— 0 quando n — +00 (4.43)

Un () — Z U0i(+ = Yn,i) Pen (- — Ynii)

€n

para |z| <1, ¢(z) =0 para |z| > 2 e |Vy| < 2. A funcao ug; # 0 é solugdo nao-negativa
do problema

—Agu + Vio(lu|)u = goi(z,u) em RY,

em que V; = V(x;) > Vo >0e goi(x,u) = lim g€, + €,Yn4, u). Além disso,

n—oo

A p
Z i = Z Jo,i(uo ;) (4.44)
i=1 i=1
onde Jy; : WH?(RY) — R denota o funcional dado por
Jos(u) = / (V| )dz + m/ B(Ju)dz — / Gos(, w)da
RN RN RN

com Go,(z,t) = fot go.i(x, s)ds. Usando os mesmos argumentos da demonstragdo do Lema

4.3.1, por (4.41)-(4.44), conclui-se que p = \, z; € ; e

A A
D = Joj(uy).
j=1 j=1

A dltima igualdade implica que z; € T, para todo ¢ = 1,...,A. De fato, caso contrario,

existiria algum iy € {1,..., A} tal que z;, € 9;,. Isso com a hipotese (Vi) nos permite
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concluir que V(x;,) > o e, entdo, Jo, (uoi,) > ti,- Por outro lado, sendo Jy;(uoi,) > i,

para todo i = 1,..., A\, terfamos

A A
Z My < Z Jo,i(to,:),
i=1 i=1

que é uma contradigdo. Portanto, x; € T; e, consequentemente, V' (z;) = «a; para todo

©=1,...,A. Dai, segue que up; é uma solugao nao-trivial do problema
—Agu + a;d(|u))u = f(u) em RN,

Desse ponto em diante, nosso objetivo serd mostrar que dado n > 0, existe p > 0

tal que
||Un||oo,RN\u§:pr(yn’i) <n (4.45)
e existe 0 > 0 tal que
H’UnHoo,Bp(yn,j) > ¢, para todo j €T (4.46)

Para este fim, mostraremos a seguinte estimativa:

Afirmacgao 4.3.2. Dado n > 0, existe p > 0 tal que
an||W1,¢(RN\U§:1BP(yn,¢)) <. (4-47)
De fato, para cada j € I, existe p; > 0 tal que
[uo i llwre @B, 0) < -

Considerando p = max{p1, ..., p,}, tem-se

/ O (|Vug ;|)de, / O (|ug j|)dxr < n para todo j € I
RN\ B, (0) RN\B,(0)
Note que
Lo (9= =mde = [ ®(Vuo,)do +0,(1)
RN\B)(yn,;) RN\ B, (0)

Portanto, dado n > 0, podemos encontrar p suficientemente grande verificando

Ui
/ (I)(‘v(uo,j( - yn,i)gpen(' - yw))\)dx < 5
RN\By(yn,;)
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De maneira similar,

1
/ (I)(|u0,j(' - yn,i>906n(' - yn,])‘)d.f < 5,
RN\BP(yn,j)

isso acarreta em

120,5(+ = Ynj)Pen (- = Unig) lwro@N\B,(y,,)) < 1- (4.48)

Assim, a Afirmagdo 4.3.2 segue combinando (4.43) e (4.48).

Com a afirmacao precedente podemos provar a seguinte estimativa:

Afirmacgao 4.3.3. Dado n > 0, existem p > 0 e ng € N tais que

lu.(2)| < n para todo z € RN\ U1 Bpr1(Uni),  Vn > ng.
De fato, fixemos Ry € (0,1) e zg € RN\ U)_; B,11(yn,;) verificando

Br

1
2

(w0) C R\ UJ_y By(yn,i)-

Para cada h,n > 0, defina as sequéncias

Ry R _ Op + Opt1 Ui 1
o= S s = T Kh:§<1—2h+1> Yh=0,1,2, ...
Note que,
R
O'hlé, Kth e O'h+1<5h<0'h<1.

No que segue, defina
An Ky on = {:U € B,, (xg) = vp(x) > Kh}.

Para cada h = 0,1, ..., fixemos

B [ (Rt e b =T (-l - ),

n,Kp,op

em que ¢ € C'(R) satisfaz
1 3
0<e<1, &t) =1, paratﬁif(t)zoparatzze|§|<c.

Repetindo os mesmos argumentos explorados na demonstragao da Proposi¢ao 2.3.8 verifica-
se que

Tnsrn < CARHT

hn
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onde C' = C(N,v,v*, Ry,n), T = 77 —1e A= 2% para algum f suficientemente grande.

Afirmamos que existe ng € N tal que
Jom < CT AT Nn > ny. (4.49)

Com efeito, note que

Jon —/ ((vn — Q)*)W*dx < / vl dx
A 2 A

n,g-,fﬁ

NG / 20,1\
(3) (5) ¢
27 SN\ By(yns) T

cl/ D, (|v,|)dz,
RN\U;):lBP(yn,i)

onde c¢; depende de 7. Por outro lado, aplicando o Corolario B.3, existe co > 0 que

IN

IN

também independente de p tal que

/ @, ([on)de < ool @i 5,0
RN\U§:1BP(yn,i)

Logo,
JO,n <cs3 ”Un Hle‘P(RN\Uﬁle,,(yn,i))a

em que c3 > 0 depende de 7. Agora, usando a Afirmacao 4.3.2, aumentando p se neces-

sario, podemos assumir que
Lk
csllvnllwre @y B, < C7AT,

mostrando (4.49). Aplicando o Lema 2.1.11, concluimos

lim Jh,n = 0.
h——4o00
Por outro lado,
. . * ’r] ,Y*
lim Jh,” = lim Up — Kh )7 dr = / ('Un - _>+ dxv
h—+o00 h—+o00 An,Kh,crh <( ) ) A - ( 2 )
2T
de onde segue
valz) < g 2 € Ba, (z0),
2
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e portanto,

[on(2)] <

N3

, z€RM\ U?:l Bpi1(Yni),
finalizando a prova da afirmacao.

No que segue, considere a fun¢ao w, ;(x) = v,(r+y,;). Note que w,; ¢ uma solu¢ao
nao-negativa e nao trivial do problema

_A<I>wn,i + ‘/(En‘T + Enyn,z)gb(’wn,z’)wn,z = g(EnZE + EnYn,iy wn,i) €m RN (Aen)

Afirmacao 4.3.4. Eziste 0 > 0 tal que ||wyil|cc > § para n suficientemente grande.

De fato, se ||wy;|lec — 0, combinando (f;) com a defini¢ao de g, segue

< Vo

g(6n$ + Enyn,ia wn,i)
¢(|wn7i|)wn,i

V' n > nyg.
para algum ng € N. A desigualdade acima com J (wp;)wy,; = 0 implicam

/ O(|Vw,, || Vw, ;| *dz +/ V(en® + €uYni)d(|wni) | wni*de = 0 ¥ n > ny, .
RN RN

Assim, ||wyille, = 0 para todo n > ny o que é uma contradi¢do com o Lema 4.2.1.

Na sequéncia, considerando n < ¢ e usando as Afirmagoes 4.3.3 e 4.3.4

"wn,i"oo,B(p+1)(0) >,

isto é,
||vn||00730+1(yn‘i) >0, para todoi eI

. x . , ~
Finalmente, fazendo u,(z) = v, (—) e P,; = €,Yn.i, concluimos que u,, ¢ uma solugao de

€n
(P,) verificando

HunHquEn(pH)(Pn,i) > 6, para todoi eI

HunHoo,RN\uiepBEn(pH)(Pm) < an”oo,RN\ngprJrl(yn,i) <n para todo n > ny,

provando o teorema.
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Apéndice A

Construcao de uma funcao auxiliar

Neste apéndice, mostramos como construimos a funcao ¢ usada no Capitulo 3. Pri-

meiramente, recorde que

o que implica
v
f'(a) > <> (m = 1)é(a).

Por continuidade, no que segue, fixamos ¢ suficientemente pequeno, tal que o nimero

A = a — ¢ verifique

%
f') > 2 m = 1)), (A1)
Considerando h(s) = E, temos
¢(s)
1% Vi
W\ > ?0 e h(\) < ?0)\
De fato, recorde que
fa) Ve
¢la)a Kk
ot f()
Desde que as fungoes o0 € 7 580 crescentes para t > 0, segue que

f) _ f@) e

o)ttt ()
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também ¢é crescente para t > 0. Logo, para A < a,
fN) _ fla)
h(\) =—=< A,
W=50) = dlaa
o que implica
Vo f(a) f(a)
— A= h(A) > A— A= 0.
W= 5@a ™ daa

k

Por outro lado, recordando que
¢'(AA < (m—2)p(N)

¢ crescente com (A.1), vem

e usando novamente que
(1)

iy J) FN)PA)
=) (6(N)?
> %(m—l)—(m—Z)%
Vo fla) Vo
> ?(m—l)—( _2>¢(a)a =
Agora, defina a funcao
- h(s), se s<a,
h(S){ xﬁo)
w5 se s>uq
h(s) = f(s) onde
e note que h(s) = o) d
N f(s), se s<a,
fs) = { Vo
?(ﬁ(s)s, se s>a
Além disso,
Cha)_ fl@) Ve
a O
b S R
s o(s)s  o(s) sm—1T P >0,
Vo
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. B::%)\—h()\)>0.

O proximo lema ¢ fundamental para obter a funcio C.
Lema A.l. Eristem to,t, € (0,400) tais que tg < a <t e € C*([to, t1]), satisfazendo
(1) C(s) < D(s), para todo s € [to, t1],
(G2) Clto) = h(to) e {(tr) = h(t),
(Gs) (€)' (to) = (h)(to) € (O)'(tr) = (R)' (ta),

(QN"4) A funcao s — @ ¢ nao-descrente para todo s € [to, t1].
s

Demonstracao. No que segue, para cada > 0 suficientemente pequeno, fixamos os

nameros
N—a—6B=H0) > % e D= %)\—h()\),
onde % = @. Considerando a fung¢ao
y(t) = At* + Bt,
temos que

y(0) =0 e y/(0) = B.

A seguir, nosso objetivo é provar que existem A < 0 e T > ¢ tais que

1% 1%
y(T) = ?OTjLD e (T = ?0

As igualdades acima sao equivalentes a resolver o seguinte sistema

AT*+ BT =T+ D

2AT + B =1

cuja solucao é
2D 2(%A—h(N)
p-% p-%

>0, se d~ 0"
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Agora, seja 5: R — R dada por

Note que
/ ’ = Vb Vi ‘/0
CA) =h(A), (YN =HA), ((T+X) =T +A) e (O(T+X)=-—. (A2)

Um céalculo direto nos permite concluir

Q) (1)t — C(t) = At> — AN? + BX\ — h()\).

Logo,
()t — C(t) > 0 & A2 — AN + BA — h()) > 0.
Entretanto,
At* — AN+ BX—h()\) >0 —t, <t <t,,
onde
B\ — f(A
t*:\/)\Q——< I >>:T—|—)\.
A
Portanto,

O/t —Clt) = 0¥t € T+, (A.3)
C(t
de onde segue que # é nao-decrescente em [a — d,a + 7], onde 7 =T — § > 0.

Usando (A.3)
C(t) < (O) ()t = (2A(t —N) + B)t Vte [\T+ A
o que implica

C(t) < (2AT + Bt = %t <h(t) Vi€ [aT+A. (AA)

Além disso, mostra-se que

A8® + BS + h(A) < h(a), §=~0%.
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Assim, diminuindo § se necessario, por continuidade, conclui-se que

C(t) = At — N2+ B(t— X)) +h(\) <h(t) Vte[\ad. (A.5)

Considerando tg =a —d e t; = a+ 7, por (A.2), (A.4) e (A.5),

((s) < h(s) paratodo s € [to, 1],

Clto) = hlto), (O)'(to) = H'(t). C(1) = h(ta) e () (t2) = W(h).
u
Usando o Lema A.1, segue que a funcdo ¢(t) = ¢(¢)C(t) verifica as seguintes condi-
coes:

-~

e ((s) < f(s), para todo s € [to, t1],

~ ~

o C(to) = dlto)h(to) = flto) e C(t1) = d(t)h(t:) = f(tr),

('(to) =

() _ o)) _ Cs)
o(s)s o(s)s s

mostrando que a fungao ¢ verifica as condigbes ((1), (1), ((3) e (¢4) mencionadas no

Capitulo 3.






Apéndice B

Um resultado de 1mersao

Neste apéndice, estabelecemos dois resultados de imersao que foram usados na tese.
O primeiro resultado esta associado a uma importante propriedade envolvendo os espacos
de Orlicz-Sobolev que sabemos ser valida para os espacos de Sobolev. Aqui, seguimos
as ideias encontradas em Donaldson e Trundinger [32, Teorema 3.2] e Adams [1, Teo-
rema 8.35]. Todavia, enfatizamos que a nossa demonstragdo pode ser aplicada também a

dominios ilimitados de R¥.

Proposicao B.2. Eziste uma constante M* > 0, independente de € tal que

.0, < M"|ull5., para todo u € X

€1 —

|

_1
Demonstracao. No que segue, defina a fungao v(t) = (@*(t))l N Primeiramente,

observe que

N -1~
)%U(i)‘ < T@’l(v(t)%) para todo t > 0. (B.1)

De fato, por definicao

ds 31+%
Por outro lado,

d 1

——®.(s)

ds L9, (s)
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Logo, fazendo s = ®, (), obtém-se

(I)‘l((b*(t))%@*(t) = (@.(t)"™ para todo t > 0. (B.2)
Aplicando o Lema 1.1.9
O.(1) < O7H(D.(1)) D (DL (1)). (B.3)

Combinando (B.2) e (B.3), obtemos

de onde segue

) ‘ . 1‘15 '(®.(t)) para todo t > 0.

Note que para cada u € Xﬁi N LOO(QEJ) ek >0,afuncio v:=vo (l—Z|> e Wh(Q. ) e

0 (ol )

Por [1, Teorema 4.12|, desde que Q) verifica a condigao do cone uniforme para todo € > 0,

. . . < N
sabemos que existe uma constante associada com a imersao Wh'(Q, ;) — L¥-1(Q. ;) que

nao depende de ¢, isto é, existe uma constante positiva C, independente de u e €, tal que

N ov
SIS

X LY Qe ;)

+ s )

ou equivalentemente,

[oale] <SS

Considerando k& =

<|U|)8xj dx —i—C’/Q |U<|u|>|dl’

..Q..» bela Desigualdade de Holder e (B.1), temos

g:: HchH +C/Qé,i| <‘u’>|d$ (B.4)

1< EN—ZH@ (@.(")) s,

Agora, observe que

ot (o (D, =m0+ [ #Ga7 (e (7))ar <1}

€,1
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Além disso,

donde
l~_y |ul
inf {A >0 (187 (0.()))ar <1} <1
Q0 A k
Logo,
¥ (@ (F) s, =
H k) ea, =
e, portanto,
5 @ (g |24 < 19l (B.5)
k @82 835] EX O ke ’
Por outro lado, usando o Teorema do Valor Médio, verifica-se
|l 2N - |ul
| (s L) [ T (1.6)
De (B.4)-(B.6), conclui-se que
2C'N — 2N —
1 < TTHVUH@Q N HUHMH

Portanto, existe M, > 0, independente de ¢, satisfazendo

lulle. 0., < M*|lullg., para todo u € Xei N L=(Qy).

Agora, o resultado segue usando densidade. ]
Decorre da demonstracao do resultado acima o seguinte corolario:

Corolario B.3. Seja (y,;) obtida na Proposicao 4.1.1. Entao, existe C' > 0 independente
de p en € N, tal que

/ D, (|v|)dx < C’||v||W1,¢(RN\U§:13P(%Z~))u
RN\UY_1 Bp(yn.i)
para todo v € WH*(RN\ UI_) B,(yn.i))-

Demonstracao. O corolario segue repetindo as mesmos argumentos usados na demons-
tracao da Proposicao B.2. O principal ponto que gostariamos de enfatizar é o fato de que

a constante associada com a imersao
N
Wl,l (RN\ Ué‘):l Bp<yn,z)) — L¥-1 (RN\ U?:l Bp(yn,z))

independe de p e n € N, pois os conjuntos 0,,,; = RV \ U1 By (Yn,i) verificam a condigdo

do cone uniforme para todo p > 0en € N. [






Apéndice C

Um resultado do tipo Lions para

espacos de Orlicz-Sobolev

Neste apéndice, estabelecemos um resultado bem conhecido para os espagos de So-
bolev. Entretanto, convém mencionar que nao encontramos na literatura uma versao para

os espagos de Orlicz-Sobolev . Aqui, adaptamos os argumentos encontrados em [§].

Proposigao C.1. Sejam 9,Cy > 0 e ¢, € (0,+00) com €, — 0. Seja (v,;) C X, ,i uma

sequéncia satisfazendo

lvnillg, . <Co e lim sup / O (|vy,,i])dx = 0.
v Bo(y)n&2

n—-+oo yERN

€n,t

Entao, para qualquer N-funcdao B wverificando a condicao Ay com

. B(t) . B(t)
lim——= =0 = 0.
B0 D(1) oo Do (1)
temos
lim B(|vpi|)dx = 0.
n—-+0o Q

€n,t

Demonstracao. Primeiramente, note que dado n > 0 existe k > 0 tal que

B(lvnil) < n®.(lonil) para [oni| = k.
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Combinando a Proposigao (B.2) com a limitacao de (v, . ) em R, temos
/ B(junal)dz < nC +/ B(jvnl)dz
Qe i Qe iN[lvn,i|<K]
o que implica
lim sup/ B(|vpq|)dz < nC + lim sup/ B(|vy,i|)dx. (C.1)
n—+oo JQ., n—+00 JQ., iN[|vn,i|<k]
Assim, a proposicao segue mostrando que

lim sup/ B(|vy,i|)dx = 0. (C.2)
Qen,imuvn,ilgﬁ]

n—-+oo

De fato, supondo (C.1) e (C.2),

n—-4o0o

limsup/ B(|vpi])dx < nC
Q

€n,t

e pela arbitrariedade de n segue que

lim Sup/ B(|vp|)dx = 0.
Qen,i

n—-+o0o

Agora, mostraremos que o limite em (C.2) ocorre. Com esta finalidade, para cada

¢ > 0 suficientemente pequeno considere a fungio x € Cj(R) dada por

/

1, se|s| < k-,
ar(s), se —(r+() <5< —(k=(),

Xe(s) =
as(s), se k —( <s<k+(,

0, sels| >kr+(,

\
onde a;,ay € C* (R; [0, 1]) com a; nao-decrescente e ay nao-crescente. A seguir, defina a
seguinte fungao auxiliar

tn,i(2) = X¢(|n,i (@) Joni(x).

Note que

/Q B([un|)dz > / B(|vn|)dz. (C.3)

Qepy,iN|vn,i|<k—(]

Logo, (C.2) segue mostrando o limite abaixo

lim sup/ B(|uy,i|)dx = 0. (C.4)
Q

n—-+o0o en i
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De fato, por (C.3) e CA4,

lim sup/ B(|vp,i])dx = 0.
Qe iNflvn,i|<k—(]

n—-+o0o

Desde que

/ B(|vni])dx = 0,(1)
QeyiN[K=C<on, 1| <K]

/ B(|vy,i|)dx :/ B(|vn7i|)dx+/ B(|vy,i|)dx,
Qep,iN[|vn,i|<k] Qep,iN[E—C< v, i <k] Qep,iN[|vn,i|<k—(]

resulta que

lim Sup/ B(|vpi|)dx =0,
Qen,iﬁ”vn,’i'SK}

n—-+o0o

Para concluir, provaremos (C.4). No que segue, defina

un,i

Wi = —2=
k4 C

e observe que a condi¢ao A, implica na existéncia de uma constante C\.; > 0 tal que

/ B(|up,i|)dx < Cn+</ B(|wy,|)dz.
Qenyi

Qenyi

Portanto, C.4 segue provando o seguinte limite

limsup/ B(|wy|)dz = 0. (C.5)
Qe,i

n—-+o00

Usando novamente a condicao A, existe uma constante C,, > 0 verificando

O (Jwy,|) < Co®(Jun,|) para todo n € N.

)

Uma vez que |w,;| < k+ (, para todo n € N, pelo Lema 1.1.32

O(k+¢ = m
[ ez M [ ez G [ s
Bo(y)MQe,, i K Bo(y)NQep i Bo(y)NQeyy i

onde &y(s) = min{s!, s™}, de onde segue

lim sup / W, ;|"dx = 0. (C.6)
=400 yeRN J B, (y)NQ

€n,t
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Afirmamos que para todo a > 1 e n € N, ®(Jw,,|*) € WH(9,, ;). Com efeito,

sendo |wy;| < 1ewp,; € X, i,

J

Além disso,

®(fun )iz < [

1
B([wn | )dz < —/ B(|wn s}V (en)d < +00.
Qen,i % Qen,i

€n,i

V@ (Jwni*)| < ad([wni|*)[wn ]|V S (Jwn )]

Aplicando a Desigualdade de Young,

/ Vo (jw, dr < a / D[ al") s Va0 | de
) Qen,i

€n,1

< a/ &)(¢(|wnyi|“)|wn7i|a)da:+0z/ O(|Vwy,,|)dx
Qen,i Qen,i

< a/ @(zywn,i!)d;cm/ (| V)
o |

€n,i Qin I

S C1 [/ <¢’(|an¢
Qen,i

de onde segue que ®(|w,;|*) € WH(Q,, ;). Usando a imersdo continua de Sobolev

)+ ¢(|wn,i|))dx < +o00,

Wi (B@(y) ARy’

existe uma constante c¢; > 0, independente de €, e o, satisfazendo

[/ (B(|wna]*) 7)o
B ()N

€n,t

N—1
< 01[/ (<I>(|Vwm-])+(I>(|wn7i|)>dx].
Bo(y)M ey, i

Considerando H,; = ®(|Vw,;|) + ®(|wy;|) observamos que

N—-1

/ | ¥ dz| < / H,dx. (C.7)
BQ(y)mQEn,i BQ(y)mgen,i

Agora, fixemos a suficientemente grande e consideremos p = % 4+ ma. Por (C.6) e (C.7),

1

N
/ wniPdz < / 0|l / i ¥
BQ(y)mQGnyi BQ(y)mQEn;i BQ(y)mQ@n;l

< an / Hy, dx.
Be(y)ern K3

z

—1

g

A
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A seguir, seja (y;.) C €, 4, 7 € N tal que

Qe C | Bolwia),
jEN
onde cada ponto de (), ; pertence a no maximo [ bolas. Portanto,

/ Wi [Pdx < 50177/ H, dx.

€n,1

Recorde que ||vy,;] %, < Co, entao Hy; € uniformemente limitada em LY, ), conse-

quentemente

Wy, — 0 em LP(§2, ;)

para p suficientemente grande. Por outro lado,

lomsllimn, o < cz/ (| V5| )dz < +o0.

€n,i

Por interpolacao, concluimos que
wy,; — 0 em LI(Q),, ;) para todo ¢ > m,
em particular,
Wy — 0 em L (Q, ;) e w,i — 0 em L™ (Q, ),

consequentemente,

/ ®, (|wni|)dz — 0,
Qen,i

pois @, (t) < c3([t|” + [t|™) para todo t > 0.

Finalmente, existe C,, > 0 tal que
B([|t]) < n®(|t]) + C,®@.(|t|) para todo ¢t >0,
logo

lim B(|wy|)dz < ney.

n—4o00 Qe
s

Fazendo n — 0, obtemos

lim B(|wy;|)dz = 0,

n—-+o00 Qe
€n,?

mostrando (C.5), finalizando a demonstragao. u
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