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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia de um atrator global para o fluxo gerado
pela equagao de evolugao nao local

ou(x,t

% = —h(x)u(z,t) + g(Kyu(x,t)) + f(x,u(x,t)),

no espago de fase LP(Q), onde ¢ um dominio limitado e suave em RY. Além disso,
provamos a semicontinuidade superior dos atratores globais com relacao aos parametros
h, J e f presentes na equacao.

Palavras-chave: Atrator global, equacao nao local, semicontinuidade superior de

atratores.



Abstract

In this work we study the existence of a global attractor for the flow generated
by nonlocal evolution equation

Ju(x,t)
ot

= —h(@)u(,t) + g(Ku(,1)) + f(z,u(z,1)),

in the phase space LP(£2), where € is a bounded domain and smooth in RY. Further-
more, we prove and upper semicontinuity of global attractors with respect to the pa-
rameters h, J and f present in the equation.

Keywords: Global attractor, nonlocal equation, upper semicontinuity of attractors.
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Introducao

Problemas de difusao nao locais aparecem em diversas areas diferentes, como
neurociéncia, engenharia dos materiais, medicina, biologia e economia. Muitos autores
tém estudado com profundidade a existéncia, regularidade de solucoes e a dinamica

assintotica de diferentes problemas nao locais (veja, por exemplo, [1], [10], [12] e [21]).

Neste trabalho, estudamos a dindmica assintotica da equagao de evolucao nao local

ou(x,t
QL) _ h(au(et) + g(Kpue0) + flru(et)), zeQ 120, (1)
onde  C RY é uma dominio limitado e suave em RY, N > 1; com u = u(x,t) uma
fungdao de valores reais, h € W1>°(Q), g : R — Re f : RY x R — R sao fungoes
continuamente diferencidveis e K; um operador integral com um ntcleo J simétrico,
isto ¢, J(x,y) = J(y,x) para todo x, y € RY. Associado & equagao (1), vamos

considerar o problema de Neumann assumindo que nao héa fluxo através da fronteira

00 (para mais detalhes, veja [2]).

Neste modelo, u(x,t) denota a densidade de magnetizacao e f(x,u(x,t)) descreve
a diminuicao da densidade de magnetizacao u no ponto = no tempo ¢ > 0. Estamos
considerando o caso em que u(x,t) decai com velocidade ﬁ, embora tenha uma taxa
de produgao proporcional a uma funcao nao linear que depende dos pontos em uma

vizinhanga de x através da fungao de conectividade J.

Nesta dissertacdo, estudamos o modelo (1), no qual os autores consideram uma vari-
agao dos modelos presentes em [3] e [21]. Mais precisamente, no modelo (1) os autores

consideram o termo —h(x)u(x,t) ao invés de —u(z,t) e adicionam o termo de reagao



7

nao linear f(z,u(z,t)). Neste sentido, os termos h(x) e f(z,u(z)) sdo as principais
diferengas em relagao aos trabalhos citados, onde os modelos que sao considerados nao

tem o termo de reacao f ou tem uma taxa de decaimento h constante.

Em [3] e [20], os autores estudam a seguinte equagao:

ou(z,t)
ot

onde 8 > 1, J € C'(R) ¢ uma fungao nao negativa com integral igual a 1 e suporte no

— —u(x,t) + tanh(B(J x u)(z,t) +m), z€R, t>0, (2)

intervalo [—1, 1], e m é uma constante positiva.

A equagao (2) é conhecida na literatura como Modelo de Ising, que constitui uma
importante ferramenta para o estudo de materiais com propriedades magnéticas. Esta
equagao pode ser obtida como caso particular de (1), com g = tanh, o operador K

sendo o produto convolucao e h =1

Em [21], os autores consideram o seguinte problema:
ou(z,t)
ot

onde h, B sao constantes nao negativas, g : R — R é uma funcao suficientemente suave

= —u(x,t) + g(BJ xu(z,t) + fh), xR, t>0, (3)

e J € C'(R) é uma fungao nao negativa com suporte no intervalo [—1,1] e integral

igual a 1. O simbolo x denota o produto convolucao.

Esta dissertagao esté organizada da seguinte forma: no Capitulo 1, seguindo [8],
[9], [11], [13], [14], [16], [23] e [25], exibimos importantes definigdes e resultados que
serao utilizados no decorrer do texto. Para tornar o texto mais didatico, repetimos
algumas demonstragoes detalhadas em [7| e [19], as quais seguem ideias de algu-
mas referéncias citadas acima. No capitulo 2, seguindo [5], estudamos o problema
de Cauchy associado a equagao (1). Mais especificamente, mostramos que o pro-
blema de Cauchy estd bem posto no espago de fase LP(£2), que a solugdo gera um
fluxo C([0, s); LP(2)) N C*([0, s); L*()) e que a equagdo (1) tem um atrator global em
LP(©2). No Capitulo 3, estudamos a semicontinuidade superior dos atratores globais
com relagdo ao niucleo J e as fungoes h e f, estendendo o resultado obtido em |[5].
Finalmente, no Apéndice, exibimos alguns resultados classicos que de alguma forma

foram utilizados neste trabalho.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos algumas defini¢oes e resultados importantes que

serao usados no decorrer do texto.

1.1 Teoremas de Existéncia e Unicidade em Espacgos
de Banach

Nesta segao, seguindo [11], [14], [16] e [25], exibimos alguns resultados sobre
existéncia e unicidade de solucao de equagoes diferenciais ordinarias em espacos de
Banach. Alguns resultados sao detalhados em |[7] e [19], mas repetimos aqui para

tornar o texto mais didatico.

Seja X um espaco de Banach arbitrario. Consideremos a seguinte equagao

diferencial em X.

du
2T — (¢ 1.1
()] (1)
com
f:IxX—>X

(t,u) = f(t,u)

onde f é uma funcao continua, e I um intervalo de R.
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Uma fungdo continuamente diferenciavel ¢ : I C R — X ¢é dita uma solucao (clas-

sica) de (1.1) no intervalo I se:

(i) O grafico de ¢ em I, ou seja, o conjunto {(t, ¢(t));t € I} esta contido no dominio
de f;

(ii) Lo(t) = f(t,¢(t)), para todo ¢ € I.

O problema de Cauchy para (1.1) com condigoes iniciais (o, ug) ¢ dado por

du
a =0, (1.2)

U(t()) = Ug, (to,Uo) el x X.

Lema 1.1 O problema (1.2) € equivalente & equagao integral

u(t) = ug —l—/t f(s,u(s))ds, to,t € 1. (1.3)

Demonstragao: De fato, integrando ambos os lados de (1.2) de tg a ¢, obtemos

u(t) = ug —l—/t f(s,u(s))ds.

Reciprocamente, derivando (1.3) com relagao a t, obtemos

d
Sult) = f(t,u()

Ademais, note que u(ty) = uy. |

Observacao 1.1 Se no problema de Cauchy (1.2) tivermos
f(tu) = Au+g(t,u),

com A: X — X um operador linear continuo, entio a solugao de (1.2) é dada por
t
o(t) = eAlttoly, +/ M=) g(s,u(s))ds,
to

(Ap)*
K

t

onde e ¢ o operador linear continuo dado por e =3 7
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De fato, observe que

d
d_:f = Au+ g(t,u). (1.4)
Multiplicando ambos os lados da igualdade (1.4) por e~ obtemos
d
_Atd—? —eMAu = e Mg(t,u).
Agora, note que,
du d
—A A —A
tdt e tAu:%[e tu}
Dai,
d - _ _
7 [eMu] = e Yg(t,u). (1.5)

Integrando (1.5) de ¢y a ¢, obtemos
t
Ay (t) — e~ Moy (ty) — / A g(s. u(s))ds.
to
Agora, multiplicando ambos os membros da igualdade acima por e, obtemos

¢
u(t) = ety +/ A9 g(s,u(s))ds.

to

Veremos a seguir que sob determinadas condi¢oes impostas a fungao f, podemos
garantir existéncia e unicidade local e/ou global de solugao para equagoes diferenciais
ordindrias. Quando X = R, por exemplo, o classico Teorema de Picard garante

existéncia e unicidade para (1.2).

Definicao 1.1 Seja X um espago vetorial normado. Dizemos que uma aplicagdo f :
X — X ¢€ localmente Lipschitz continua (ou simplesmente localmente Lipschitz) se,
para cada uy € X, existe uma constante C' > 0 e uma vizinhanga de ug, V = {u €
X |Ju —upl] < b}, tal que se u e v pertencem a V', entao || f(u) — f(v)|| < Cllu —v||.
Dizemos ainda que f é Lipschitz continua em conjuntos limitados se a vizinhang¢a V

na definicao anterior pode ser tomada como qualquer vizinhanga limitada em X.

Observacao 1.2 As duas defini¢oes na Definicao 1.1 sao equivalentes se o espaco

normado X for localmente compacto (veja [18], p. 262).

Teorema 1.2 (Teorema de Picard) Seja Q2 = I, X By, onde I, = {t;|t — to| < a},
By = {u;|Ju — upl| < b}. Suponha f: Q — RN continua e lipschitziana na sequnda
varidqvel. Se |f| < M em Q com M > 0, entdo existe uma tnica solu¢ao de (1.2) em
I, onde o = min{a,b/M}.

Demonstracao: Veja [25]. |
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O préximo resultado generaliza o Teorema de Picard.

Teorema 1.3 (Existéncia Local) Sejam X um espaco de Banach e (to,up) € Rx X.
Suponha que em uma vizinhanga do ponto (to,ug) a fungdo f é continua em t e €

Lipschitziana na sequnda varidvel, isto €, existe uma constante C' > 0 tal que

1 (8 u) = f(t )] < Cllu = vl| (1.6)

Entao existe uma vizinhanga de ty tal que o problema de Cauchy

du
o . (1.7)
U,(to) = U,

tem uma unica solucao.

Demonstragao: Seguimos a mesma prova dada em [19], a qual utiliza a ideia de
Dalecii e Krein em [11].
Como f & continua em ¢, fixado n > 0 e u € X tal que ||u — up|| < 1, temos que dado

e > 0, existe § > 0 tal que
1t u) = fto, u)l| <, (1.8)
sempre que |t — to| < d. Sendo f Lipschitz na segunda variavel, segue que
17(t) = £t o)l < Cllu—woll < Co. (1.9
Usando a norma da soma, obtemos
(2 = (to, o)l = 16 = to, = wo)l| = It = tol + Ju — o] €6+ (1.10)
Agora, de (1.8) e (1.9), temos que

[f(t,u) — f(to,uo)ll = [ (t,w) — f(t,u0) + f(¢,uo) — f(to, uo)|
< [ f @ w) = f(Euo)ll + ([ (2 o) — f(to, uo)l
<Cn+e

Dai, fazendo p = Cn + €, temos que
H(ta u) - (t[), UO)H < 0 + n,

o que implica que

1f (t,w) = f(to, o)l < p,
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ou seja, existe uma vizinhanga V' de (o, ug) tal que f é continua em V. Segue dai que
f € limitada nesta vizinhanga (ver [17], Teorema 2, p.225). Logo, existe C; > 0 tal que

1f(t,w)] < Ci < oo, (1.11)

para todo (t,u) € V. Agora, considere a = min{d, -} e denote por C,(X) 0 espago
das fungoes continuas u que sdo definidas para |t — ty| < « assumindo valores em X,
isto é,

u:to—a,to+a] > X

t— u(t)

equipado com a norma

lulll = sup [lu@)], (1.12)

[t—to|<a

o qual sabemos da Anélise Funcional que é um espaco de Banach (veja, por exemplo,

[15]).
Seja agora

B, = {u € Ca(X) : |[lu —uoll] < n},
e considere 7" um operador sobre B, definido por
(Tw) (t) = uo + /tt f(u,u(s))ds.
0
Observe que T'(B,)) C B,,, pois dado u € B,,, temos que
[ (Tu) (t) — uo|| < aCh. (1.13)
De (1.12) e (1.13) temos

[ Tw = woll| = sup || (T'u) (£) — uoll

[t—to|

< OéCl.

Logo,
Ui
17w = wlll < Z-C1 =,

Portanto,

T:B,CX — B,

Agora suponha, sem perda de generalidade, que t > t.



13

Para u; e up em B,, da hipétese de f ser Lipschitz, temos

| () (£) — (Tus) ()] < / 1 (s, ua(s)) — F (s, ua(s) 1 ds
< / Ollus(s) — ur(s) | ds
< [ Cllluz = ] as.

to

Dai,
[Tua(t) = Tur ()| < C(t = to)[[lug — wal]]- (1.14)
Usando (1.14), obtemos

I (T%u2) (8) = (T*ur) () | = | T (Tuz) () = T (Tw) (1) |

< / 1£ (5, Tus(s)) — £(s, Tus(s))ds

< / Ol (Tus) (s) — (Tur) (s) [|ds

to

t
s/ CC (s — to) ||| uz — w|||ds
to

t
:02|r|u2—u1||r/ (s — to) ds
to

< 02 (t — tO)Q

< 0y — |

Desta forma,

I(17) ()~ (1°) ()] < 20

[[[uz — wl].
Prosseguindo com o mesmo argumento, para a n-ésima composi¢ao, obtemos

[ (T"uz) () = (T"u) (1) || < %C”(t — t0)"[luz — uall].
Portanto,

(Ca)"
n!

[ (T"ug) = (T"u) I <

[l = wa ]

Uma vez que, para n suficientemente grande, 0 < (an')" < 1, pois n! cresce mais rapido
que (Ca)”, segue do Lema da Contragao (Veja [25]), que o operador possui um tnico

ponto fixo, isto ¢, existe um tnico u € B, tal que (T'u) (t) = u(t). Portanto,

u(t) = ug —{—/t f(s,u(s))ds e u(ty) = up.

Segue entao do Lema 1.1 que u(t) satisfaz (1.2), donde segue o resultado. [
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Observacao 1.3 O Teorema 1.3 apenas garante a existéncia de solugoes em uma certa
vizinhanga de ty, mas, tendo construido uma solug¢ao no intervalo [to — «, to+ f, pode-
mos tentar estendé-la. E 6bvio que podemos prossequir com tal argumento indefinida-
mente se, por exemplo, as condigoes (1.6) e (1.11) sao satisfeitas para todo t e u em X
com as mesmas constantes C' e Cy. Em particular, se as condigoes (1.6) e (1.11) estao
satisfeitas para todo t € [a,00), |[u — upl| < n, para algum o € R, e a solugao u de
(1.1) € tal que ||u(t) —uo|| < no < n, entao podemos estender a solugao indefinidamente
quando t — oo.

No teorema a seguir, mostramos que, sob condi¢oes impostas a fungao f, o problema

de Cauchy

du

W = f(t,u), t> tO;

dt (1.15)
U(Zfo) = Uy,

admite existéncia global de solugao, onde f : J x X — X, com J = [ty, +00), X um

espaco de Banach e ug € X.

No que segue, assumimos que f(¢,u) satisfaz condigbes suficientes para garantir
existéncia local de solugdo para o problema de Cauchy (1.15). Por exemplo, f(¢,u)

pode ser localmente Lipschitziana na variavel w.
Teorema 1.4 Suponha que:

(i) & € C[J x [0,00),[0,00)], (t,7) seja nao decrescente em r > 0 para todo t € J

e a solugcao maximal r(t;tg,79) do problema de valor inicial escalar

dr

— =®(t,r), r >ty

i~ ) ° (1.16)
T(to):TQ,

existe para todo t € J.

(1)) feClJxX,X] epara todo (t,u) € J x X
18wl < @, [lull)-

Entao o intervalo mdzimo de existéncia de qualquer solugao u(t;ty,ug) do problema de
valor inicial (1.15) é dado por J. Além disso, se r(t;tg,ro) for limitada em J, entio o

limite limy_, o u(t; g, ug) existe e é um elemento em X.

Demonstragao: Seguimos a demonstragao dada em [7], a qual foi baseada em [16].
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Considere uma solugao u(t) = u(t;to, up) de (1.15) com ||ug|| < 79, que existe no
intervalo [to, 3), para todo ty < B < oo, de sorte que o valor de 8 nao possa ser
estendido.
Agora, defina m(t) = ||u(t)||, para to <t < 5. Entao,
m(t+h) —m(t) = [ut + W) = l[u®)] < lult +h) —u()],

donde,

m(t+h) —m(t) _ HU(Hh/z_U(t)H’ (h> 0). (1.17)

N <
Fazendo h — 0" em (1.17) e usando (ii), temos

Drm(t) < [’ @) = [[f (&, u@®)]| < @(, [u(®)]]) = (£, m(t)), to <t < B,

onde DTm(t) é a derivada a direita de m(t), e m(to) = ||u(to)|| = ||uol| < ro. Dali,

m(t) — m(ty) < / O(s,m(s))ds,

to

donde, .
m(t) < m(to) +/t O(s,m(s))ds
<ot [ B uls) s

Pelo Lema 1.1, temos que 1y + fti (s, ||u(s)]|)ds é uma solugdo do problema de valor

inicial escalar (1.16), com ®(¢,r) = ®(¢, ||u(t)]|). Portanto,
lu@)] < r(t), to <t <p. (1.18)

Agora, devemos estabelecer que lim,; ,5- u(t) existe e é um elemento em X. De fato,
sendo ®(t,r) ndo-descrescente em r > 0, entao para quaisquer ti, to tais que ty < t; <
ty < [, temos

lu(ta) — u(ty)]] = f s, u(s

/ s, lu(s)l)ds
/ (1.19)
o

= tg) — T(tl)




16
Deste modo,
[ulte) = uty)l] < r(t2) —r(t).
Como lim,_,3- r(t) existe e é finito, entao tomando os limites ¢1,t, — 7, temos que

[u(tz) = u(t:)]| = 0.

Dai, pelo critério de Cauchy para fungoes (ver [18]), segue que lim,; ,5- u(t) existe.

Defina agora u(3) = lim;,5- u(t), e considere o seguinte problema de Cauchy

u' = f(t,u),
u(B) = ug.

Uma vez que assumimos existéncia local de solucao através de qualquer ponto de J x X,

(1.20)

obtemos que a solugao u(t) de (1.20) existe em uma vizinhanga de §, ou seja, o intervalo
de existéncia de solugao pode ser estendido além de (3, o que é absurdo, pois assumimos
que o valor de  nao pode ser estendido. Segue entao que qualquer solucao de (1.15)

existe sobre [tg, 00), donde (1.18) e (1.19) valem com [ = oc.

Ademais, como ®(t,r) > 0, temos que r(¢) é nao-decrescente em J, e supondo que
r(t) é limitada sobre J, concluimos que lim;_,,, r(¢) existe e é finito. Segue deste fato

e de (1.18) e (1.19), com [ = oo, que lim;_,o, u(t) existe e é um elemento em X. MW

Observagao 1.4 Substituindo J = [tg, 00) por I = (—o0, tg] no Teorema 1.4, este pode

ser estabelecido para o problema de Cauchy

du

— = f(t,u),t < to,

gt ~ k<t (1.21)
U(to) = Uyg,

onde f : I x X — X. FEntao, substituindo J por I na hipdteses (i) e (ii) do Te-
orema 1.4, a mesma conclusao do Teorema 1.4 vale para as solugées de (1.21) com
limy oo u(t; to, ug). Os intervalos J e I podem ser substituidos por quaisquer interva-
los [to,to + ) e (to — a, to], respectivamente.

1.2 Semigrupos e Conjuntos Invariantes

Nesta segao, seguindo [9] e [13], exibimos definigdes e resultados sobre semigrupos

continuos. No que segue, salvo menc¢ao em contrario, X denota um espac¢o métrico e
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d a sua métrica. Além disso, utilizamos as seguintes notagoes: R™ = {t e R : t > 0},

R-={teR:t<0},R, =t+R™ eR =¢t+R".

Definicao 1.5 Seja X um espaco métrico. Um Semigrupo € uma familia de operadores

(nao necessariamente lineares) S(t) : X — X, que satisfaz as sequintes propriedades:
(i) S(0) =1 (Operador Identidade sobre X );
(i) S(t+s) = S(t)S(s), ¥V t,s > 0;

(111) S(t)ug € continuo em t e uy.

Observacao 1.5 Se X é um espaco de Banach, dizemos que a familia de operadores
S(t): X — X éum C"-Semigrupo, r > 0, quando, além de satisfazer (1), (i) e (iii) na
definicao acima, S(t)ug tem derivada de Fréchet continua em ug até a ordem r, para
(t,up) € R x X.

Consideramos sistemas dinamicos cuja evolugao é descrita por um semigrupo sobre
X. Posteriormente, mostraremos que sob hipoteses adequadas sobre a fungao f, a

solucao do problema de Cauchy (1.2) gera um C°-semigrupo.
Dado o semigrupo {S(¢) : t € Rt} e um subconjunto B de X, definimos:

Para cada t € R, a imagem de B sob S(t) como

S(t)B = {S(t)UO U € B},

A orbita positiva de B como sendo o conjunto

teR+

A oOrbita parcial entre dois ntimeros reais t,t’ > 0, com t < t/

W[Jtr,tq(B) = U S(s)B;

t<s<t/



18

A orbita de S(t)B,

v (B) =] Sts+t)B= ] S(s)B.

sERT SGR:r

Definicao 1.6 Um subconjunto Y de um espago métrico X é dito um conjunto relati-

vamente compacto se seu fecho € compacto.

Definicao 1.7 Um semigrupo {S(t) : t € R} € dito eventualmente limitado se para
cada conjunto limitado B C X euiste tg € R tal que ;' (B) € limitado. Dizemos que

o semigrupo {S(t) : t € RT} € limitado se v+ (B) € limitado sempre que B for limitado.

O conjunto onde a 6rbita de B se acumula é chamado de conjunto w-limite e seu papel
no estudo do comportamento assintotico de um semigrupo é crucial. Mais precisamente,

temos a seguinte definicao:

Definicao 1.8 O conjunto w-limite de um subconjunto B de X € definido por

w(B) = [ % (B).
teR+
Definigao 1.9 Uma solugao global de {S(t) : t € R} por ug € X € uma fungao
continua u : R — X tal que u(0) = ug e S(t)(u(s)) = u(t + s), para todo t,s € R
comt > 0. Uma solugao global constante serd chamada de solugao estaciondria e seu
valor um ponto de equilibrio. Como S(t) ndo € necessariamente injetiva, se eziste uma
solucao global ela nao precisa ser unica. Quando existe uma solugao global u : R — X
porug € X, definimos a drbita global de ug relativa a solucao global u por {u(t) : t € R}.
Neste caso, para t € R escrevemos (7v,), (uo) := {u(s) : s <t} e definimos o conjunto

a-limite de ug relativo a solugao global u por

aluo) = [ (v (uo)-

teR—

A seguir, temos uma importante caracteriza¢ao do w-limite (veja [9], p. 10), a qual
sera utilizada nos resultados que se seguem.
Proposicao 1.10 Se B C X, w(B) € fechado em X. Além disso, dado ¢ € X,

© € w(B) se, e somente se, existe uma sequéncia {¢,} em B e uma sequéncia t, — oo

tal que S(t,)pn — @ quando n — oo.

Demonstragao: Primeiramente, w(B) é um conjunto fechado em X, pois ¢é intersecao

arbitraria de conjuntos fechados.
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Agora, para mostrar a caracterizagao, tome ¢ € w(B). Assim,

p €7/ (B), VteRT,
isto ¢, para cada n € N existe uma sequéncia {¢}},ren C 7,7 (B) tal que
¢y — ¢, quando k — oo.

Como ¢} € v (B) para todon € Ne k € N, existem {¢} }ken C B e {qf }nren C RY
tais que
vr = S(n+q)er

Ora, sabemos que dados n € N e € > 0, existe k(n, €) € N tal que

d(pp, ) <,

sempre que k > k(n,€), isto &,

d(S(n+q;)er,¢) <,

sempre que k > k(n,€). Defina entdo t, :=n + qz( 1) € Yp = ¢Z(n,l)’ Dai

1
d(S(tn)en, ) < — =0 quando n — oo.
n

Portanto,

e = lim S(t,)en,

n—oo
com t,, — 00 e ¢, € B. Reciprocamente, sejam ¢ € X e sequéncias {t, }ney C RT com

tn — 00 e {pnnen C B, tais que

e = lim S(t,)en.

n—oo

Dai, fixado 7 € R temos {S(t,)¢n}e,>r C 7V (B), e ¢ € v (B). Portanto,

o€ () 7 (B) = w(B).

teRT

Isto completa a prova. [

Observacao 1.6 De maneira andloga a Proposicao 1.10 se mostra que «(B) € um
conjunto fechado em X e 1) € a(B) se, e somente se, existe uma sequéncia {1, } em

B e uma sequéncia t,, — oo, tal que S(t,), — ¥ quando n — oc.



20

A nocao de invariancia, dada a seguir, desempenha um papel fundamental no estudo

da dindmica assintotica de semigrupos.

Definicao 1.11 Dizemos que um conjunto A C X € positivamente invariante sob a¢ao
do semigrupo S(t) se
S(t)AC A, VteR™.

Analogamente, A C X € negativamente invariante se

St)AD A, ViteR".

Definicao 1.12 Um conjunto A C X € um conjunto invariante sob acao do semigrupo

S(t) se A € positivamente e negativamente invariante sob S(t), isto é,
St)A= AV teR". (1.22)

Definigao 1.13 Um ponto fizo, estaciondrio ou de equilibrio do semigrupo {S(t) : t €
R} é um ponto ug € X tal que

S(t)'LLO = Ug,v te RJr.

Quando os operadores S(t) sao injetivos, a relagao (1.22) implica que S(—t) é bem
definido para todo t > 0 e
S(t)A=AVteR. (1.23)

A seguir, mostraremos que a solugao do Problema de Cauchy (1.2) gera um C°-

Semigrupo sobre X. Mais precisamente, temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.14 Seja X um espago de Banach e F': X — X uma aplicacao Lipschitz

em conjuntos limitados. Caso exista, a solug¢ao global do problema de Cauchy,

du
ar ~ s (1.24)

u(0) = uo,

define um C°-Semigrupo S(t): X — X, ¢t > 0.
Demonstragao: De fato, pelo Lema 1.1 a solugao u(t) = u(t, ug) de (1.24) é dada por
u(t) = up + /tF(u(s))ds.
0
Defina S(t)ug = u(t) = u(t, up), t > 0. Note que

S(0)ug = u(0,ug) = uo,
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donde vemos que S(0) = I (Operador Identidade sobre X). Além disso, para todo
t, 7> 0ewuy € X, temos
S(t +7)uo = u(t + 7, u0) = u(t,u(, uo))
= S(t)u(t,up) = S(t)S(T)up.
Portanto, S(t+7) = S(¢)S(7). Finalmente, precisamos mostrar que o semigrupo dado
por S(t)ug = u(t,ug) é continuo em ¢ e em uy. Note que a continuidade em t segue
da definigdo de S(t)ug. Por outro lado, dados ug, v9 € X, considere V' um conjunto

limitado de X que contém ug, vy € cuja constante de Lipschitz de F' em V é Ky > 0.

Dai,
1S (E)o — S(t)voll = [luo + /0 F(S(s)uo)ds — vo — /0 F(S(s)v0)ds|

< Jluo — voll + / IF(S(s)uo) — F(S(s)eo)ds.

Como F' é Lipschitz em conjuntos limitados e Ky > 0 é a constante de Lipschitz em

V', temos
|F(u) — F(v)|| < Kyl|lu—2|, Vu,veV CX.
Logo,
15()uo = S()voll < [luo — woll + Ky /Ot 15 (s)uo — S(s)vol|ds.
Usando a Desigualdade de Gronwall (ver Apéndice C), da tltima desigualdade, obtemos
1S (t)uo — S(t)voll < [luo — volle"".

Deste modo, segue a continuidade de S(t)uy em V. Como isto vale para cada conjunto

limitado de X (ver [18] p. 33), segue a continuidade de S(t) em X. |

1.3 Conjunto Atraente e Atrator Global

O conceito de atrator global constitui uma ferramenta crucial para o estudo de
sistemas dinamicos autéonomos. Nesta se¢ao, seguindo [8], |9] e [23] definimos as nogoes
de semidistancia de Hausdorff, atracao, absor¢ao, conjunto atraente e atrator global.
Também apresentamos um elegante resultado que garante a existéncia de um atrator

global para um semigrupo {S(t);t € R*}.
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Definicao 1.15 Seja X um espagco métrico. Definimos a semidistincia de Hausdorff

entre dois subconjuntos A e B de X por:

disty(A, B) =sup inf d(zx,y). (1.25)
zeA YEB
Em particular, adotamos a convengao disty(A,0) = oo se A# 0, e disty(0, B) = 0.

Denotamos por dist(A, B) a distancia usual entre dois conjuntos, isto é,

dist(A, B) = inf inf d(z,y).

z€A yeB

Proposicao 1.16 Dados os subconjuntos A, B e C de X, temos

Demonstragao: Note que, se a € A, b€ B e c € C, entao
d(a,c) < d(a,b) 4+ d(b,c). (1.26)
Tomando o infimo para ¢ € C' em (1.26), obtemos
dist(a,C) < d(a,b) + dist(b,C).
Como dist(b, C) < supy.p dist(b,C) = disty(B,C), segue que
dist(a,C) < d(a,b) + disty(B,C). (1.27)

Como o lado esquerdo de (1.27) ndo depende de b, entao tomando o infimo para b € B

no lado direito, temos
dist(a,C) < dist(a, B) + disty (B, C). (1.28)
Finalmente, tomando o supremo para a € A em (1.28) obtemos
disty(A,C) < disty(A, B) + disty (B, (),

donde segue o resultado. [

Proposicao 1.17 Dados os subconjuntos A, B de X, temos

disty(A,B) =0 AC B.
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Demonstrag¢ao: Suponha inicialmente que disty(A, B) = 0. Assim,

sup dist(a, B) = 0 = dist(a, B) = 0,Y a € A.

acA
Logo,
a€BVYacA.

Reciprocamente, suponha que A C B. Entdo, dado a € A, temos que a € B. Dai,

dist(a, B) =0,V a € A = supdist(a, B) =0 = disty(A,B) =0,

acA

como queriamos demonstrar. |

Definicao 1.18 Sejam A e B subconjuntos de X. Dizemos que A atrai B sob a¢do
do semigrupo S(t) se

disty(S(t)B,A) - 0 quando t — oc.
Se existir um tg € RT tal que S(t)B C A para todo t > to, diremos que A absorve B.

Observacao 1.7 Se A absorve B, entao A atrai B. Porém, a reciproca nao € verda-

deira.

Definicao 1.19 Diremos que um semigrupo {S(t) : t € R*} € ponto dissipativo (limi-
tado dissipativo/compacto dissipativo) se ezistir um subconjunto limitado B C X que

atrai pontos (subconjuntos limitados/subconjuntos compactos) de X .

Defini¢ao 1.20 Um conjunto A C X € atraente sob a¢do do semigrupo S(t) se atrai

0s subconjuntos limitados de X, isto €, se
disty(S(t)B,A) - 0 quando t — oo,

para todo subconjunto limitado B C X.

Com a nocao de invariancia dada na secao anterior e a nocao de conjunto atraente
dada nesta secao, ficamos em condi¢oes de definir atratores globais para semigrupos.

Mais precisamente, temos a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 1.21 Um conjunto A C X € um atrator global para o semigrupo {S(t) : t €

R*} se as sequintes condigoes sao satisfeitas:

(i) A é compacto;
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(i) A € invariante;
(1ii) A € atraente.
Proposicao 1.22 O atrator global € vuinico.

Demonstracao: Sejam A; e A, dois atratores globais. Deste modo, como A, é

limitado, entao ele é atraido por A;, isto é
disty(S(t)Az, A1) - 0 quando t — oo.
Como A, é invariante, temos que S(t).Ay = Ay, donde segue que
disty(Ag, Ay) = disty(S(t)Az, A1) — 0 quando t — co.

Deste modo, distg(As, A1) = 0. Portanto, Ay C A; = A;. De maneira aniloga vemos
que distg(A;, Ay) = 0, donde segue que A; C Ay = A,. Portanto, A; = Ay, e o

resultado segue. [

Proposicao 1.23 O atrator global A € o conjunto compacto e invariante mdzimo, e

o conjunto minimo que atrai conjuntos limitados de X .

Demonstracgao: Seja K um conjunto compacto e invariante. Como K é compacto,

entao K é limitado, logo é atraido por A. Consequentemente,
disty (K, A) = disty(S(t)K, A) = 0 quando ¢ — co.

Deste modo, disty(K,A) = 0, donde K C A. Analogamente, se B atrai todos os
conjuntos limitados de X, entao B atrai A. Usando novamente a invariancia de A,

temos

disty(A, B) = disty(S(t)A, B) = 0 quando t — oo.

Isto mostra que A C B. [ |

Definicao 1.24 Dizemos que um conjunto B C X € absorvente se para qualquer con-

gunto limitado B C X, existe um tempo tp tal que
S(t)B C B, para todo t > tg,

isto €, se as orbitas de todos os conjuntos limitados eventualmente entram e nao saem

de B.
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Lema 1.2 Seja K um subconjunto compacto de X e {x,} € X uma sequéncia com
dist(x,, K) = 0 quando n — oc.

Entao {x,} possui subsequéncia convergente, cujo limite pertence a K.

Demonstragao: Note que, dado m € N, existem n,, € N e y, € K tais que
d(xn,, , Yn,,) < % Como K é compacto, podemos assumir, passando a uma subsequén-
cia se necessario, que

Yn,, — Yo quando m — oo,

com yy € K. Assim, obtemos
d(xn,,,y0) < d(xn,,, Yn,,) + dYn,,, yo) = 0 quando m — oo,

isto é, {x,} possui subsequéncia convergente, com limite pertencendo a K. |

Proposicao 1.25 Suponha que existe um conjunto compacto atraente K C X. Entao

para cada subconjunto limitado B C X, o conjunto

w(B)= (]~ (B)

teR+t

¢ compacto, invariante e atrai B. Além disso, w(B) C w(K).

Demonstragao: Seja w, € w(B). Entao pela Proposi¢ao 1.10 existe uma sequéncia

{tﬁj)} com t,g") — 00 e {b,(cn)} com b,(cn) € B tal que

w, = lim S(tM)b.

k—o0

Segue-se em particular que existe uma sequéncia {t;} com t; — oo e b; € B tal que
d(wy, S(t;)b;) < 1/5. (1.29)

Como K atrai B, segue do Lema 1.2 que existe uma subsequéncia de {S(¢;)b;} que é
convergente e, pela Proposi¢ao 1.10, o limite pertence a w(B). Segue entdo que existe
uma subsequéncia de {w;} que converge para um elemento em w(B). Portanto, w(B)

é (sequencialmente) compacto.
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Agora suponha que z € w(B). Entao existe uma sequéncia {t,} com t, — oo e

b, € B tal que = = lim,,_,, S(t,)b,. Entdo, como S(t) é continuo,

S(t)x = S(t) (lim S(tn)bn> = lim S(t + t,)bn,

n—oo n—o0
e entdo S(t)r € w(B), isto &, S(t)w(B) C w(B). Por outro lado, se y € w(B) entao

y = lim,, o, S(t,)b,. Para cada t fixado com ¢, > t, podemos escrever:
S(tn)bn = S()[S(t, — t)by). (1.30)
Como K atrai B, entao
dist(S(t, —t)bn, K) — 0 quando n — oo.

E sendo K compacto, temos pelo Lema 1.2 que S(t,, —t)b,, possui subsequéncia conver-
gente. Além disso, pela Proposicao 1.10, temos que esta subsequéncia converge para
f € w(B). Tomando o limite em (1.30) quando n — oo, segue que y = S(t)/, com
f € w(B), donde w(B) C S(t)w(B). Segue, portanto, que S(t)w(B) = w(B).

Mostremos agora que w(B) atrai B. Com efeito, se isto ndo ocorresse, entao existiria

0>0,t, > ocoeb, €B tal que
dist(S(t,)bn,w(B)) > 4.

Mas, como K é um compacto que atrai B, temos pelo Lema 1.2 que {S(¢,)b,} possui
subsequéncia convergente, cujo limite pertence a w(B), o que é uma contradigao.

Finalmente, mostremos que w(B) C w(K). De fato, note que para cada n € N,
existe d,, tal que

d(z, k) <6, = d(S(n)z,S(n)k) <1/n, VEkeK.

Se B € w(B), entdo f = lim; o S(t;)b;, com b; € B. Agora, para cada n € N,

considere a sequéncia S(t; —n)b;. Como K ¢é atraente, entao existe j, tal que
dlSt(S(tjn — n)bjn, K) < 5n
E sendo K compacto, existe k, € K tal que

d(S(th — n)b] ]{Zn) < 5117

n?
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donde segue que

d(S(t;)b;,, S(n)ky) < 1/n.

Como S(t;,)b;, — [, entao segue que,
S(n)k, — 6 quando n — oo,

donde 5 € w(K), como queriamos demonstrar. [

O teorema a seguir segue como uma consequéncia imediata da Proposicao 1.25 e nos

da uma condigao necessaria e suficiente para a existéncia de um atrator global para o

Semigrupo {S(t);t € RT}.

Teorema 1.26 Ezxiste um atrator global A se e somente se existe um conjunto com-

pacto atraente.

Demonstracao: Se A ¢ um atrator global, entao por definicao A é um conjunto
compacto atraente. Reciprocamente, se K é um conjunto compacto atraente, entao
pela Proposicao 1.25, temos que w(K') é compacto, invariante e w(B) C w(K) pra todo
conjunto limitado B. Ademais, como w(B) atrai B, entao w(K) atrai B. Logo, existe

um atrator global A. [

Observacao 1.8 Conforme [8], a existéncia de conjunto compacto atraente € usual-
mente dificil de verificar, e o resultado € frequentemente usado de uma forma enfraque-
cida, no sequinte sentido: existe um atrator global A se existir um conjunto compacto
absorvente B.

Definigao 1.27 Um semigrupo {S(t) : t € Rt} € dito assintoticamente compacto se,
para qualquer conjunto B C X, nao vazio, fechado e limitado para o qual S(t)B C B,

existe um conjunto compacto J C B tal que J atrai B.

Proposigao 1.28 Seja {S(t) : t € R} um semigrupo em X. Suponha que {S(t,)x,, :
n € N} ¢ relativamente compacto sempre que {S(t,)x,} € limitada em X, {z,} €
limitada em X e t, — oo. Entao {S(t) : t € Rt} ¢ assintoticamente compacto.
Reciprocamente, se {S(t) : t € R} € um semigrupo eventualmente limitado e assin-
toticamente compacto, entao {S(t,)x, : n € N} € relativamente compacto sempre que

{z,} € uma sequéncia limitada em X e t, — cc.
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Demonstracao: Seja B C X um subconjunto fechado, limitado e nao-vazio, para o
qual S(t)B C B, para todo t € R*. Pela Proposigao 1.25, w(B) é compacto, invariante
e atrai B. Além disso, w(B) # (. De fato, tome uma sequéncia {z,} C B e t,, — 0.
Como B é positivamente invariante, segue que {S(t,)z,} C B. Ademais, por hipdtese,

{S(t,)z,} é compacto. Logo, a menos de subsequéncia,
S(t,)r, — a € w(B) quando n — co.

Note que a € w(B) segue da caracteriza¢ao dada na Proposigao 1.10. Portanto, w(B)
¢ um subconjunto compacto de B que atrai B, provando que {S(t) : t € R} é

assintoticamente compacto.

Reciprocamente, se {S(¢t) : t € RT} ¢ um semigrupo eventualmente limitado e
{z,} é uma sequéncia limitada em X, entdo existe um tempo t, € R tal que B =
m ¢ um conjunto limitado. Como B ¢é positivamente invariante e {S(t) :
t € Rt} é assintoticamente compacto, entdo existe um conjunto compacto J C B que
atrai B. Em particular, {S(t,)z, : n € N} converge para J quando n tende a infinito

e portanto é relativamente compacto. ]

A existéncia de um conjunto atrator global implica que o semigrupo {S(t) : t € R*}
¢é assintoticamente compacto. Mais precisamente, temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.29 Seja {S(t) : t € Rt} um semigrupo e A um atrator global, entao o

semigrupo {S(t) : t € RT} € limitado dissipativo e assintoticamente compacto.

Demonstracao: Suponha que o semigrupo {S(t) : t € R™} tem um atrator global
A. Entao {S(t) : t € Rt} é limitado dissipativo, pois A atrai todos os limitados

de X. Considere agora os conjuntos {S(t,)x, : n € N}, {z, : n € N} limitados

em X, com t, — oco. Afirmamos que {S(t,)z, : n € N} é compacto em X. De fato,

seja a € {S(tn)x, : n € N} Entao a = limg oo S(tn, )Tn,, onde {S(t,, )Tn, tren € uma
sequéncia em {S(t,)z, : n € N}, com t,, — oo quando kK — oco. Como A atrai

{2y, : k € N} sob S(t), temos que

dist(S(tn, )xn,, A) — 0 quando k — oo.
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Dai, pela Proposigao 1.2, {S(t,, )zn, } possui subsequéncia convergente, cujo limite per-

tence a A. Pela unicidade do limite, temos que a € A. Portanto, {S(t,)z, : n € N} C

A. Como {S(t,)x, : n € N} é um fechado contido em um compacto, devemos ter que

{S(t,)z, : n € N} é compacto. Logo, pela Proposi¢ao 1.28, concluimos que {S(t) : t €

R*} ¢ assintoticamente compacto. n

Observagao 1.9 E possivel mostrar também que se um semigrupo {S(t) : t € R*} ¢
eventualmente limitado, ponto dissipativo e assintoticamente compacto, entao {S(t) :
t € RT} tem um atrator global A . (Veja, por exemplo, [9]).

1.4 Semicontinuidade Superior de Atratores

Uma questao natural a ser examinada é a continuidade de atratores globais com
relacdo a perturbagoes no semigrupo. Esta é uma questao fundamental, uma vez
que toda modelagem matematica de fendmenos é baseada em aproximacoes. Desta
maneira, ¢ imprescindivel saber a robustez do modelo sob perturbagoes. No tltimo
capitulo, estudamos a dependéncia dos atratores globais para uma equacgao de evolugao
nao local com relag@o a seus parametros. Nesta se¢@o, seguindo [9] e [13], apresentamos
alguns resultados sobre a semicontinuidade superior de atratores globais em espacos

métricos.

Definigao 1.30 Sejam X e A espagos métricos e { Ay} axen uma familia de subconjuntos

de X. Dizemos que a familia Ay € semicontinua superiormente em A = \g Se

lim diStH<A>\,A>\O> =0.

)\—>>\0

E dizemos que a familia Ay é semicontinua inferiormente em A = \g se

lim diStH(AAO,AA> =0.

A—))\o

Ay € continua em A = Xy se for semicontinua superiormente e inferiormente em A = \q.

Abaixo damos uma importante caracterizagao para semicontinuidade superior de
uma familia de subconjuntos de um espago métrico X, que pode ser ttil em algumas

aplicacoes.
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Proposicao 1.31 Sejam A um espago métrico e {Ay}ren uma familia de subconjuntos
compactos de X. Entao {A)}ren € semicontinua superiormente em Ay se, e somente
se, dadas as sequéncias {\,} C A, com A\, — X, e {x\,} C X, com x,, € A,,, eziste
uma subsequéncia convergente de {xy,}, com limite pertencendo a Ay, .

Demonstragao: Suponha inicialmente que {A)} ep € semicontinua superiormente
em Ag. Considere entdo as sequéncias {x,,} C X, com z,, € A,,, e {\,} C A, com

)\n — /\0. Dai,
dist(xy,, Ay,) < distg(Ay,, Ay,) = 0 quando n — oo.

Pelo Lema 1.2, segue que {x,,} possui subsequéncia convergente, com limite perten-

cendo a Ay,.

Reciprocamente, suponha que {A)} ea ndo é semicontinua superiormente em \.
Entao, existe € > 0 e uma sequéncia {\,} C A com \, — A tal que disty(Ay,, Ay,) =
SUPe ., dist(x,Ay,) > 26, n € N. Dessa forma, para algum z,, € A,,, temos que
dist(xy,,Ay,) > €, n € N, contradizendo o fato de que {z,,} possui subsequéncia que

converge para um ponto de A,,, donde segue o resultado. ]

Observacao 1.10 A titulo de curiosidade, pode-se obter um resultado andlogo para a
semicontinuidade inferior, isto é, prova-se que a familia { Ay} de subconjuntos compac-
tos de X € semicontinua inferiormente em g se, e somente se, para cada x € {Ay,}
e a sequéncia {\,} C A, com A\, — Ao, existe uma subsequéncia X\,, — Ao e uma

sequéncia {x,,} C X com x,, € A\, que converge para & quando k — 00.

Abaixo apresentamos mais alguns resultados sobre semicontinuidade superior, os
quais foram retirados de [13|. A notagao foi adaptada, de modo a manter o texto

uniforme.

Suponha A e X espagos métricos e que, para cada A € A,
S,\(t) X=X

¢ um semigrupo com Sy (¢)u continua em ¢, A, u. Se para cada A € A, {S\(t),t € RT}
é assintoticamente compacto, entao para qualquer conjunto fechado e limitado B C X
para o qual S\(t)B C B, t € R, existe um conjunto compacto K,(B) C B tal que
K\ (B) atrai B sob agao de S\(t).
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Definicao 1.32 Dizemos que a familia de semigrupos
{S\(t),t e RT}, XN eA,

¢ coletivamente assintoticamente compacta, se

U KA(B)

A€A

€ um conjunto compacto.

Teorema 1.33 Suponha que S\(t) : X — X, t € RT, é um semigrupo para cada
A € A e suponha que existe um conjunto limitado B C X independente de A tal que B
atrai conjuntos compactos de X sob Sy\(t). Se a familia {S) : A € A} de semigrupos é
coletivamente assintoticamente compacta, a familia de conjuntos compactos invariantes

mazximais Ay de Sy € semicontinua superiormente em Ag.

Demonstragao: Veja [13|, Teorema 2.5.2. |

Teorema 1.34 Suponha que S\(t) : X — X, t € R", é um semigrupo para cada

A € A e existe um conjunto limitado dissipativo B em X para cada A\ € A e, para cada

v=_J U s\wu

AEA teRT

limitado U, o conjunto

¢ limitado. Se a familia {Sx\(t) : X € A} de semigrupos € coletivamete assintotica-
mente compacta, entio a familia {Ax : X € A} de atratores globais é semicontinua

superiormente em .

Demonstracao: Seja H um subconjunto compacto arbitrario de X. Entao A, atrai
H sob S\ para cada A € A. Além disso, o conjunto

V= U s»)Ax

AEA teR+

é limitado por hipotese, uma vez que cada A, é limitado. Agora, pela invariancia dos

atratores globais, temos que
Sx(t)Ayx= Ay, V te R*.

Daf,

v-UJ U

AEA teRT

¢ um conjunto limitado que atrai H sob S)(f). A conclus@o de que a familia {A, : A €

A} de atratores globais é semicontinua superiormente segue do Teorema 1.33. |



Capitulo 2

Existéncia de Atratores (Globais para

uma Classe de Equacoes de Evolucao

Nao Local

Neste capitulo, seguindo [5], estudamos a existéncia de um atrator global para o

fluxo associado ao seguinte problema de evolugao nao local com condi¢cao de Neumann:

8tu(x,t)+h(x)u(x,t)—g(KJu(x,t)) :f(Q?,'LL(.T,t)), ery t207 ( )
2.1
u(z,0) = ug(x), x€Q,
onde ¢ um dominio limitado e suave em RY, N > 1; h : RY — R ¢ uma funcao

continuamente diferenciavel, essencialmente limitada em (2 e com derivadas parciais

essencialmente limitadas em . Além disso,
h(x) > hy >0 e O0,h(z) > hy >0 (2.2)

para cada i € {1,..., N}, z € RY e hy, hy constantes. A funcdo f: R¥ xR — R &

continuamente diferenciavel e satisfaz a condicao dissipativa
€ 8)| < kyls| + e, (2.3)

onde § = f, 01 f ou Oaf e ky, c; sao constantes estritamente positivas.

A fungao g : R — R ¢é continuamente diferenciavel e satisfaz a condigao dissipativa

n(s)| < kgls| + ¢y, (2.4)
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onde n = g ou ¢, com k,, ¢, constantes estritamente positivas. Além disso, essas

constantes satisfazem a hipotese:

A desigualdade (2.5) é uma hipodtese técnica que serd usada fortemente para provar a
existéncia de um conjunto absorvente compacto em LP(Q2), para 1 < p < oo. Além

disso, K; é um operador integral definido por:

K o(z) = / J(, y)o(y)dy, (2.6)

com niicleo J simétrico, isto é, J(x,y) = J(y, z) para quaisquer x,y € RY.

2.1 Boa Posicao em LF(()

Nesta segao, procedendo como em [5|, mostramos que o problema de Cauchy
associado & equacao (2.1), com condigao inicial em LP(Q), 1 < p < oo, estd bem posto.

Para isto, comegamos reescrevendo (2.1) como o Problema de Cauchy abstrato

Ou = F(u), t >0,

(2.7)
u(0) = uy,
onde F': LP(Q)) — LP(Q) é a aplicagao definida por
Fu) = =h(-)u+ g(Ku) + f(-,u). (2.8)

Definicao 2.1 Uma solugao de (2.7) em [0,s) € uma fungdo continua u : [0,s) —
LP(Q) tal que u(0) = ug, a derivada com relagao a t existe, Oyu(t,-) pertence a LP(2)

e a equagao diferencial em (2.7) é satisfeita para todo t € [0, s).

Antes de verificar a boa posi¢cao do problema de Cauchy (2.7), faremos algumas
estimativas para o operador definido por (2.6), o qual é bem definido como um operador
linear limitado em vérios espagos de fungoes dependendo da regularidade assumida para

o nucleo J. Aqui, assumimos que
/ T, y)dy = 1. (2.9)
RN
Além disso, ao longo deste trabalho usaremos a seguinte notacao, para 1 < p < oo,

], := 81618 (2, )| ey < o0. (2.10)
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Lema 2.1 Seja K a aplicagio definida por (2.6). Se uw € LP(Q), 1 < p < oo, entdo
Kju € L>®(Q), e temos

| Kyu(z)| < 1]l l[ullzr@), ¥ € @, (2.11)

onde 1 < p' < oo € o expoente conjugado de p. Também temos que
K sull @) < I hllullze@) < llullzr@)- (2.12)

Além disso, se u € L'(Q) entao Kyu € LP(Q), para 1 <p < oo, €
1K sulle@) < [ ]lpl[ullrg)- (2.13)
Demonstragao: Vamos comegar mostrando (2.11). Suponha inicialmente que 1 <

p < oo e seja p’ o expoente conjugado de p. Entdo, pela Desigualdade de Holder (ver

Teorema A.22), temos

K yu(z)] < / 17z, y)u(y)ldy

<(/ |J<w,y>|p’dy)”l' (f |u<y>|pdy)’1’

= 17 (@, )l o el oy

< Wl llull ooy
Se p = oo entao,
K yulz)] < / 17z, y)uly)|dy
Q
< ullz=co / (@, y)ldy

= llulle@ 17 (z, )l 2 (@)
< 1 llull @)
Isto prova (2.11). Agora, para provar (2.12), considere inicialmente 1 < p < co. Note

que
(@, y)u(y)| = | (@, )7 (z, y)|7 [uly)]. (2.14)

Integrando (2.14) sobre Q) e usando a Desigualdade de Holder, obtemos

1ty < ( [ 15 |dy)p’ (/u(x,y)uu(ynpdy)"

< ||J (=, [ </|ny||u )|7’dy> (2.15)

1

<117 ([ 1w pltorar)
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Elevando a p ambos os lados da desigualdade (2.15), temos

([ 1 |dy) <7 [ e llut)ay (2.16)

Integrando (2.16) em relac¢do a = e usando o Teorema de Fubini (ver Teorema A.17),

/ </ |J(z,y)u Idy) de < ||J||” // | J(z,y)||u(y) |Pdzdy
117 [ 1P [ 176 p)idsdy

41
R / fu(y)Pdy

L1
= 717" Mlullfsq

obtemos

Como >+ 1 = p, devemos ter
[ ([ 1eautiar) as < 1l o (2.17)
Finalmente, elevando (2.17) a %, segue que
1K yulle@y < [ ]Il[ullr@) < llullze@)
Considere agora p = 1. Observe que
Kula)| < [ 17ty (218)
Q

Entao integrando (2.18) com relagdo a = e usando o Teorema de Fubini, segue que

[ @as < [ [ 156l iy
= [ Wl [ . ldody

< [ llullzr @

< lullzr (o)

Portanto,

I K yull o) < llullz @)
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Agora, se p = 00, temos
Ku(o) < [ 1 g)uto)ldy
<l | 176 9)ldy
< lull (o111
< Julli= @)

donde,

| K gl o) < llull oo (o)

o que prova (2.12). Finalmente, provaremos (2.13). Com efeito, argumentando de

maneira similar & prova de (2.12), segue pela Desigualdade de Holder que

\Kw@HS/U@wNMmWMmW@

(/ () Pluly \dy) (/ e \dy) (2.19)
nwmg(/nymwn@)

Elevando (2.19) ao expoente p, integrando ambos os lados e usando o Teorema de

Fubini, obtemos

Lémﬂwmmsw%g//ﬁmWwwmwm

= JlullFreo /hb!/nyWM@

p
< ullp gy lullz@ 115

/

P

= IIUIILI e,

Como z% + 1 = p, temos
Auammwxswwmﬂmz (2.20)
Elevando ambos os lados de (2.20) a 3, segue que
1K sulle@) < [ ]lpl[ull 1 )-
Agora, se p = 1, temos

IKw@HSAUmeMMW- (2.21)
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Integrando ambos os lados de (2.21) em relagdo a x e usando o Teorema de Fubini,

Segue que
t/Wﬂ@NS//ﬁWwNMMW@
Q QJQ
— [ 1u)| [ 1 )dedy
Q Q
SHN{/W@WM
Q

< M ez,

Dai,

[ K yullzvey < |11 llull2r -

Finalmente, se p = 0o, temos,
K yulz)] < / 172, )l uly)dy
Q
< lull oy / Tz, y)ldy

< [ull oo @ 17111

< Jullz @)
Portanto,
K jull @) < [lull @),
provando (2.13). Isto completa a demonstra¢dao do Lema. [ |

Proposicao 2.2 O operador nao local (2.6) é um operador linear limitado de LP(S)
em LP(QY), para 1 < p < o0.

Demonstragao: De fato, dados u, v € LP(Q2) e A € R, temos

Kj(u+ \v)(z) = /Q J(z,y)(u+ \v)(x)dx

= [ e luta) + do(w) da
— /Q J(x,y)u(z)ds + / J(z,y)v(z)dz

= K (u)(z) + AK;(v)(x),

mostrando que K é linear de LP(2) em LP(Q2), 1 < p < co. Além disso, pelo Lema

2.1, K é um operador limitado. [ ]
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Proposicao 2.3 Dado u € LP(Q), aplicagao F' definida por (2.8) estd bem definida de
LP(Q2) em LP(R2), 1 <p < c0.

Demonstracao: Recorde que F': LP(2) — LP(Q2) ¢ a aplicacao definida por
Fu) = =h(-)u+ g(Kju) + f(,u).

Seja inicialmente, 1 < p < oo. Observe que, usando as condigoes dissipativas (2.3),

(2.4) e o Lema 2.1, temos

|F(u(x))]" = [=h(z)u(z) + g(Ksu(z)) + f(z, ulz))]’ (2.22)
< |l @yu(@) + kgl K yu(@)] + cg + Eylu()| + |

Integrando ambos os lados de (2.22) sobre €2, obtemos
J 1P do < [ ll~@uto) + byl (@) + 6 + hylu(e)] + o do. (223
Q Q

Finalmente, como u € L?(2), o lado direito de (2.23) é integravel. Concluimos entao

que
/Q]F(u(x)ﬂp dz < 0.

Assim, F(u) € LP(£2). O caso p = oo ¢ imediato. [

No resultado abaixo, mostramos que sob hipoteses adequadas sobre g e f, a aplicacao

F definida por (2.8) é Lipschitz continua em conjuntos limitados.

Proposicao 2.4 Suponha que g € Lipschitz em conjuntos limitados e f(-,s) € global-
mente Lipschitz na sequnda varidvel. Entao, para 1 < p < 0o, a aplicacao F definida

por (2.8) é Lipschitz em conjuntos limitados.

Demonstragao: Fixe ug € LP(2). Seja V' a vizinhanca de uy em LP(2) dada por
V = fue () u — uollriey < b}

Segue de (2.11) do Lema 2.1 que

| K yuo(x)| < |||y |luol|zr (o)
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e para qualquer u € V e x € €,
| K yu) — K yuo(x)] = [K;(u —uo)(z)|
< [l llw = woll 2o
<[ 0.
Por outro lado, para todo x € Q2 e u € V, temos que

| K ju(x)| = |Kju(z) — Kjug(x) + Kyue(z)|

< |Kju(z) — Kyuo(x)| + | K juo(x)|

(2.24)
<[l luoll oy + 1/l
= I /1lpr (llwoll o) + b).
Dai,
[ K yu(a)| < [ ]ly ([Juollr) +b), ¥V 2 € Q.
Agora, seja Ky > 0 a constante de Lipschitz de g no conjunto
V' = {x € Rife] < [l (ol + D).
Como ¢ Lipschitz em conjuntos limitados, entao para u, v € V e x € (), temos
lg(Kju(z)) — g(Kyv(z))| < Ky/|Kyu(x) — Kyv(x)). (2.25)
Dai, para 1 < p < 00, elevando (2.25) a p e integrando em relagao a z, temos
/ lg(Kju(x)) — g(Kjv(z))|Pdx < Kp// | K ju(z) — K v(x)Pde. (2.26)
Q Q

Agora, elevando ambos os lados de (2.26) a %, obtemos

(/Q l9(Esu(w)) = g(K‘]U(‘I))‘pdw) "< Ky (/Q |Kyu(z) — KJU(QT)LDdx);

Usando (2.12) do Lema 2.1 e o fato de K; ser linear, segue que

lg(K ) — (K0 lmy < Ko ( [ 1) - Kw(xﬂpdx)p

= Ky (/Q |Kj(u— U)(x)|pdx)p (2.27)
= Kv/|| Ky (u— )00

< Kyllu = vl 0)-
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Se p = o0, de (2.25) e (2.12) do Lema 2.1, temos que
lg(Kyu(z)) — g(Kyv(x))| < Ky |[Kju(z) — Kyu(z)]
— Kol (u - v)(a)
< Kyrllu — || o (o
Em particular,
lg(Kgu) = g(Kv)|[L=(0) < Kvrllu — ][ = (q) (2.28)
Portanto, a aplicacao
u € LP(Q) — g(Kyu) € LP(Q)

é Lipschitz em V', 1 < p < oo. Também temos que para cada u, v € V e x € €,

1

1f(w) = FC o)) = (/ﬂ | f(z, u(z)) —f(:c,v(x))]pd:c)p

< (/Q LA |u(z) —v(l’)l”dl‘); (2.29)
<Ly </Q lu(z) — U($)|pd5‘7>;

< Lyllu — vl o (o,

onde Ly ¢ a constante de Lipschitz de f.

Além disso,

CICEOIP (/m (w—) )|,,dx)
< |lAllze o) (/Q |u(z) _U(x>|pdx>i (2.30)

< Az flu = vl ooy
Agora, de (2.27)-(2.30), obtemos
[1F(u) = F(0)llze@)
= || = h() + g(Kyu) + f(;u) + h()v — g(K0) = f(-,0) e
= [A()(v = w) + g(Kju) — g(Kv) + f(-,u) = f( 0)] e
< AC)(w =)o) + lg(EKsw) = g(K0)||lo) + 1 (5 w) = (- 0) [ zr)
< (IIll () + Kvr + Lg) lu = vl oo

= Ky|u = v,
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onde Ky = Ky (||| =), V', Ly) > 0 é uma constante. Isto mostra que a aplicagao F

¢ Lipschitz em conjuntos limitados. [

Do resultado acima e do Teorema 1.3, segue que o problema (2.7) tem uma solugao
local para quaisquer dados iniciais em LP(S2). Para existéncia global precisamos do

Teorema 1.4.

Teorema 2.5 Sob as hipdteses da Proposi¢io 2.4, o problema (2.7) tem uma inica
solugao global para cada condigao inicial em LP(S2), para 1 < p < 00, a qual depende

continuamente do dado inicial (to, uy) e € dada por
¢
u(z,t) = e "y (x) + / e~ @) [g(Kju(x, 5)) + f(z,u(z, s))] ds. (2.31)
0

Demonstragao: Da Proposigao 2.4, segue que o lado direito de (2.7) é Lipschitz em
conjuntos limitados de LP(§2) e, portanto, pelo Teorema 1.3 o problema de Cauchy

(2.7) estd bem posto em LP(2), com uma tnica solugao local u(z,t), dada por (2.31).

Mostremos que o problema de Cauchy (2.7) admite solugao global. De fato, se
1 < p < oo, entao por (2.3) e (2.4), temos

Il = [ 15t t)]pdm)l
< (/ﬂ|k¢f|u(x,t)|+cf|pdx); 2

= [[¢lu( O] + crll e
1
< kylluCs Ol o) + |7,
onde na tltima desigualdade de (2.32) foi usada a desigualdade de Minkowski (ver

Proposi¢ao A.24) e denotamos a medida de Lebesgue de €2 por |Q].

Além disso, por (2.12) do Lema 2.1 e a desigualdade de Minkowski, temos

1g(Kyu) || zo (e (/ lg(Kyu(z |pdx)
1
< ([ sl + )
Q

= ||k;gKJu + CgHLp(Q)

< kI sl ooy + |25



Assim,

1
1 (s u)llze) < ep|QfP + Epllull oo

lg(K )o@y < gl + Kllulloo.

Se p = oo, podemos argumentar de maneira similar ou fazer p — oo, obtendo

G u)llpoeq) < e + kellull o)

lg(K )|l L) < g + Kgllull L= (@)
Defina entao ¢ : [tg, +00) x [0, 400] — [0, +00) como no Teorema 1.4 por
3t 1) = (cs +¢g) |7 + (Ihllze() + kf + kg) 7.
Se 1 < p < oo, temos que
IE(u)l[Lr@) = [| = h(-)u+ g(Ku) + f( u) | @)
< [|hC)ullzr@) + lg(Esu)lle@) + 1wl o)
Agora, usando (2.3), (2.4) e o Lema 2.1 em (2.37), obtemos
1E(w)l[zr@) < [[R()ull o) + lg(Ksw)llze@) + 1f (- u)ll e
< [l llull oy + crlA7 + kgllulln@) + el
+ kgl oy + 5120
= (cs +¢9) 1907 + (|llc) + Ey + kq) ull oo

Assim,
1
IE(u)l[Lr@) < (¢f + o) |QU7 + ([[hll L) + Ff + ko) [ullr (@)

= qb(t, ||u||Lp(Q)), YVuce Lp(Q).
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(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

Agora observe que podemos escrever ¢(t,r) = ar + b, onde a e b sdo constantes

positivas, donde vemos que ¢ nao decresce em r > 0 para cada t € [tg, +00).

disso, sabemos que o problema de Cauchy escalar

dr
dt

T(to) =To,

= ¢(t,r), t >0,

Além
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possui tnica solugao (ver [25], p. 10, Exemplo 3), a qual pelo método de variagao das

constantes é dada por

¢
r(t) = ettt [ro + b/ e_“(s_t‘))ds} .
to

Note que 7(t) existe no intervalo [tg, +00). Portanto, segue do Teorema 1.4 que o maior

intervalo de existéncia de qualquer solugao u(t, to, ug) de (2.7) é [to, +00).

Para deduzir a férmula (2.31), observe que se u(x,t) é solucao de (2.7), entao

%u(m, t) = —h(x)u(x,t) + g(Kyu(z,t) + f(x,u(z,t)).

h(zx)

Multiplicando ambos os membros por e*) resulta

) (e, 1) + PO h(ule, 1) = O [g(Kyule, 1)) + fa,ule, 1)),
Observando que o lado esquerdo da igualdade acima é 24 [e"(®y(z,t)], obtemos
d
%[eth(x)u(x,t)] = "D g(K yu(z,t) + fz,u(z,1))]. (2.40)

Integrando (2.40) de 0 a t, temos
¢
eth(w)u(m, t) — eou(x, 0) = / (@) lg(Kju(x,s)) + f(xz,u(x, s))]ds.
0
Dai,

(e, t) = wle) + [ el u(e.s) + faute. )] ds. (2.41)

th(x)

Por fim, multiplicando ambos os membros de (2.41) por e "% resulta

u(z,t) = e‘th(r)uo(x) + /0 e~ (t=9)h(z) [9(Kju(zx,s)) + f(z,u(z, s))]|ds.

Para provar a dependéncia continua com relagao aos dados iniciais, sejam wu(x,t),
v(x,t) solugdes com condigdes iniciais ug e vy, respectivamente. Considere V' C LP(Q)
um conjunto limitado que contém u e v. Usando a féormula de variagao das constantes

obtida acima, temos

" u(-,t) = (-, )| ne)

< [Juo — vol|zr ()

+AQWWW%MWJ»—ﬁKﬂ@ﬂ%+ﬂﬂNﬁD—ﬂﬂWJMMmﬂs
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Agora, usando o fato de ¢ ser Lipschitz em conjuntos limitados e f ser globalmente

Lipschitz, temos pelo Lema 2.1 que

@ (-, 1) — v(-, )| Lo

< |Juo — vol|r(0)
t
+/ 68h($)|lg<KJu(" 8)) - g(KJU(" S)) + f("u('>3>> - f('?v('78))||Lp(Q)d8
0
< Juo — vol| zr (o)

t
+(KvHJH1+Lf)/O e u(-, ) = v, 8)l|neds,

onde Ky ¢ a constante de Lipschitz de g em V e L; ¢ a constante de Lipschitz de f,
respectivamente.

Agora, pela Desigualdade de Gronwall, temos

e u(,£) = (-, )| Loy < lluo — vol|oaye VI Er) Jods

= |luo — UOHLP(Q)@(KVHJHH-Lf)t‘

Logo,
[u-,t) = v( Oller@) < luo — ’UO||LP(Q)€(KV“J“1+Lf_h(x))t
Portanto, segue a continuidade em V' C LP(Q2). Como V' & arbitrario, segue a continui-

dade em LP(2). Isto completa a prova do Teorema. [

Teorema 2.6 Para cada uy € LP(2), 1 < p < o0, seja u(z,t) a unica solugao de (2.7)

com condicao inicial ug. Entao, a aplicacao
(x,t) = u(z,t)

definida por (2.31), dd origem a uma C°-Semigrupo nao linear em LP(Q2), {S(t);t > 0},
o qual € dado por
S(t)UO(l') = U(l', t)a

para todo x € Q2 et > 0.

Demonstragao: Este resultado segue da Proposicao 1.14. [ ]
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2.2 Suavidade da Solucao

Nesta secao, seguindo [5], mostramos que sob determinadas condigoes, a aplica¢ao

definida por (2.8) é Fréchet continuamente diferenciavel.

Proposigao 2.7 Suponha, além das hipdteses anteriores, que |Oaf (x,s)| < kg|s[P~! +
cr. Entao a aplicagio F definida por (2.8) é continuamente Fréchet diferencidavel com

derivada DF : LP(Q2) — L(L*(Q2), L*(QY)) dada por
DF (ujv(z) = —h(z)o(z) + g'(Kyu(@))(Kv(@)) + 0o f (z, u(@))v(@), (2.42)
para todo u, v € LP(Q), 1 <p < oo ex €.

Demonstracao: Dados u, v € LP(Q), recordamos que F(u) = —h(-)u + g(Kju) +
f(-,u). Deste modo, para t € R

F(u+ tv) — F(u)
= —h()(u+tv) + g(K;(u+1tv)) + f(-,u+tv) + hu — g(Kyu) — f(-,u)
= —h(-)u —th(:)v+ g(Kju + tK;v) + f(-,u + tv) + h(-)u — g(Kju) — f(-,u)

=th(-)v+ g(Kyu+tKv) — g(Kyu) + f(-,u+tv) — f(-,u).

Assim, pela definicao de Derivada de Géateaux, temos

F(u+tv) — F(u)

DF(u)v = lim

t—0 t
_ iyt A+ g(Kgu A TR v) — g(Kyu) + f(utto) = f(u)
150 t

t—0 t t—0 t t—0 t

K tK —g(K . tv) — f(-
ot g SR ) U | FCuck ) = F)
t—0 t t—0 t

Como f e g sao continuamente diferenciaveis, segue que:

g(Kju+tK ) — g(Ku)

lim . = ¢ (Kyu)(Kv),
R

Portanto,

DF(u)o = lim ZEF = FW) s K ) (K o) + 0o f (- ).

t—0 t
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Mostrando que,
DF(u)v(z) = —h(z)v(z) + ¢ (Kyu(z))(Kyv(z)) + 0o f (2, u(z))v(z).

Para aplicar a Proposigao B.5, consideremos Y = LP(Q) e Z = L'(). Desde que
F: LP(Q) — LP(R), teremos que F : LP(Q)) — L'(Q). Assim, a primeira hipotese da

Proposigao B.5 é satisfeita.

Vamos mostrar agora que o operador DF'(u) é um operador linear limitado de LP(£2)
em L'(Q). DF(u) é claramente linear. De fato, dados v e w em LP(Q) e A € R, temos

pela linearidade de K; que

DF(u)(v+ Aw)
= —h()(v+ Iw) + ¢ (Ku)(K (v + Mw)) + o f (-, u) (v + Aw)
= —h(-)v = A(Jw + g'(Kyu)(Kv) + Ag' (Kyu) (Kyw) + 0o f (-, u)v + Ao f (-, u)w
— —h()o+ g (K u)(Fw) + Buf ()0 + A (—h(Jw + g/ (K yu) (K yw) + 8o (- wo)

= DF(u)v+ ADF(u)w.

Logo DF(u) é linear.

Para mostrar que DF(u) é limitado, suponha inicialmente que 1 < p < co. Entéo

para u € LP(Q2), temos:

IDF (u)vll @) = | = hv + ¢’ (Kyu)(Kv) + 0f (- w)| 1) (2.43)
< Nl + [l (Kyw) (K)o + 10 ( w)olluiq)-

Com efeito, pela desigualdade de Holder:

Iloey = [ h@o@lds < Wl [ ofe)ds

< |IAll =0 ( /Q dx);, ( /Q |v<x>ypdx)‘l° (2.44)

1
= [ 1Al L@ V]| o (@)
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Agora pela desigualdade de Hélder, o Lema 2.1 e a hipotese (2.4), temos

lg’ (K yu) (K yv) | @) =/ 9" (K yu())|| K yv(z)|dz

( / g (K yu(z)) dm) ( / K yo(a |pd;c)

< (/Q |9/ (K yu())[” dfﬂ) K svlee) (2.45)

< (/ |kg| K ju(x)| + cg|p/d$) 0]l e (@)
0

(/wnKmmn +%vw) ol ooy

< |Q|P (gl Kull (@) + ¢g) V] oo

=

Novamente pela desigualdade de Holder, temos

102 £ C wyoll sy /W@fxu Yo(a)|dz

< ( /Q |0o.f (¢, u(x))” dw) ( / ol |pdx> 1 (2.46)
<( |kf|u<x>|f’—1+cf|”’dx)p ([ reore)

< (krllullzier + er1207 ) o]0y

onde p’ é o expoente conjugado de p.

Consequentemente, usando (2.43) junto com (2.44)-(2.46) segue que
IDF(u)vllLi@) = I = hv + g (Kyu)(Kv) + 0F (- u)llr@) < Cllvllee)

onde C' = C([|h| re(), |9, f,9,p) > 0, mostrando que DF(u) é uma operador linear
limitado de LP(€2) em L'(Q).

Seja agora u,, u, v € LP(Q2), com 1 < p < 00 e |lu, — ul|rr() = 0 quando n — oo.

Pela desigualdade de Minkowski e reorganizando os termos, segue que
IDF (un)v — DF(u)v| 1)
= || = hv + ¢'(Kyun) (K 0) + 02 (- un)v + hv — g (Kyu)(Kv) = 02f (-, u)vl|1(e)
< g (K yun) (Kyv) — ' (Kyu)(Kyv)l| 2@ + 102 (- un)v = 0F (- w)vll o)

= [[(¢'(Kyun) — ' (K 5u)) (K 50) || 210y + 102 (-, un) — 0o f (-, )0 L1(0).-
(2.47)
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Por um lado, pelo Lema 2.1, temos:
109" (K yun) — g'(Kyu)) (Kv) || 1o
= [ 10 @) = g US| o)
(2.48)
< ||J||p'||v||LP(sz)/Q|9’(KJUn(l’)) — ¢ (Kju(z))|dz

= [l 10l oI (9' (K yun) = ¢'(K )|l L1y

Por outro lado, usando a desigualdade de Holder, temos
102 (- un) = Oof (- u))vll i) < 102f (5 un) = Oof (W)l o @ IVl Loy (2:49)
Assim, de (2.47), (2.48) e (2.49), temos
| DF(uy)v — DF(u)v|| 1)
< Nl (Kyun) = g/ (Ksw) vy loll o) + 102 (5 un) = 02f ()l o oy 10 2
Agora, tomando o supremo sobre todos os v € LP(Q2) tais que ||v||z»(q) < 1, obtemos

|DF(un) — DF (u)l| (e (), L1(9)

< Nl llg' (Koun) = g'(Ksu)ll @) + 1026 (- un) = 02 W) v -

(2.50)

Para provar a continuidade da derivada, comecamos mostrando as seguintes afirmacoes:
Afirmagao 1: Kju,(x) — Kju(x) para todo = € 2 quando n — oc.

Com efeito, pelo Lema 2.1, temos
(K yun(z) — Kyu(z)| = [K(un — u)(x)|
< Nl ln = wllze()-

Como ||J||, € limitada e ||u, —u||Lr() = 0 quando n — oo, concluimos que K ju, (x) —

Kju(z), para todo = € €, o que prova a Afirmagao 1.

Afirmacao 2: Existe uma subsequéncia (u,,) de (u,) tal que u,, () — u(z) q.t.p.
em ().

De fato, isto segue imediatamente do Teorema A.31.
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Assim, da Afirmagao 1 temos que existe um subconjunto B C R tal que ¢’ é Lipschitz

em B e
19" (K un) — g'(Kyu)|| 10 = /Q ' (K yun(2)) — ¢' (K yu(x))|de
< Cy / K51, — 0)(a)|de
< CplQ7 1K (up — 1) oo
< (JB|Q|$||un — ul|Lr()
= Cllun — vl (),

onde C' > 0 depende da constante de Lipschitz C'z de ¢’ em B. Consequentemente,
' (K yun) — ¢ (Kyu)|| 1) — 0 quando n — oo. (2.51)

Por outro lado, pela Afirmagao 2, temos que uy,, (r) — u(z) q.t.p. em Q. Dai, em
virtude da continuidade de 0, f, temos
105 f (-, tn, () — Oaf (-, u(z))]P = 0 qt.p. em Q.

Além disso, usando a hipdtese assumida para 0, f, temos

100 (-t () = B f (- u(@)|” < ([eglun, (@) [P+ e + kylu(@) [P+ ¢p)” (2.52)

= (ks (lun, (@) P+ Ju(@) P7) + 2¢4)"

Agora, observe que o lado direito da desigualdade (2.52) é integravel, pois é um caso
semelhante a (2.46). Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
(ver Teorema A.18), temos que

1021 (- tng ) = Baf (- W)l 1o ()
1 (2.53)

p

= (/Q |62f(-,unk(:v))—agf(-,u(x))|p/dx> — 0 quando k — oo.

Afirmagao 3: A sequéncia definida por y, = [|02f (-, un) — 02 f (-, u)|| i () € conver-
gente.

De fato, como ||un, —u||zr) — 0 quando k — oo, temos pelo Teorema A.31 que existe
uma subsequéncia (unkj) de (u,,) tal que Un,,, () — u(z) g.t.p. em Q. Assim, repe-
tindo o mesmo argumento feito anteriormente, temos pelo Teorema da Convergéncia

Dominada que

102 (- tr,) — Oaf (- 10) 1y — 0 quando j — oc.
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Como toda subsequéncia (y,,) de (y,) possui subsequéncia convergindo para 0, con-
cluimos pela Proposigao C.4 (ver Apéndice C), que a sequéncia (y,) converge para 0,
e a Afirmac@o 3 estd provada. Finalmente, de (2.50), (2.51) e (2.53), e como ||J||,y é

limitada, temos que
|DF(uy) — DF(u)| ztr(0), L) — 0 quando n — oo.

Logo, DF' é continuo.
Com isso, pela Proposicao B.5 temos que F' é continuamente Fréchet diferenciavel.

Consideremos agora o caso p = oo. Sabemos que DF(u) é um operador linear.
Vamos mostrar agora que o operador D F'(u) é uma operador linear limitado de L>(£2)

em L'(Q2). De fato, note que

IDF () = v + g/ () () + 0wl -
< vl @) + g/ U S 0) 1)+ 10 )0l

Com efeito,

Ielzse = [ Ib@)o@)ids < Il ol [ do
Q Q (2.55)
= Q[ =@ [0l = (@)
Por outro lado, pela desiguldade de Holder e o Lema 2.1, temos

lg" (K yu) (K yv) |22 (o) I/QIQ'(KJU(SU))IIKJU(x)!dx

< Kol sy / 19/ (Kyu(a))| de

< oo [ \g'<KJu<a:>>v’dm)’l’ ([ar)" o0

< olli~) ( / k| K yu(a)] +cg|pdx) Ok

1 1
< (kgllull o) + 19217 |7 0]l (0)-

=
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Novamente pela desigualdade de Holder, temos

102£ (. w)oll ey / 10 f (2, u(2) ()| da
< Jolle / 0o (i, u(2))|de
Q

1
< ( / 10, f(:r;,u(:c))|pdx>p ( / dx) (2.57)
0 Q
< ([ paluto)= 4 e ac)
Q
< (Krllullzo) + es€07 ) 19207 ol <o
Consequentemente, usando (2.55)-(2.57) em (2.54), segue que
IDF (u)vll i) = v + ¢/ (Kyu)(Kv) + 0f ()l i) < Cllvlle(q), (2.58)
onde C' = C([|h| re(), 92, f,9,p) > 0, mostrando que DF(u) é uma operador linear

limitado de L>(Q) em L'(Q).

Suponha agora que up, u, v € L>(Q) e ||u, — ul|r~@) — 0 quando n — oco. Agora

recorde que

| DF(uy)v — DF(u)v|| 1o

(2.59)
< (19" (K yun) — g'(Kyu)) (K 0)llr) + [1(02f (-, un) — O2f (- w))v]| L1
Por um lado, pelo Lema 2.1 temos que
(g (K yun) — 9" (K yu)) (K 0) |l e /|g Kyun(x)) = g (Kyu(@))|| Kyv(z)|de

< Kol / 1§ un(2)) — of (B ) |da

= vl @llg' (Kun) — ¢'(Ksu)|| e
(2.60)

Por outro lado,

1D2f (-, un) = Oaf (2, u))vl L1 (0 /! 0o f (2, un(w)) = Do f (x, u(x))[[v(z)|dx

< |[vllzoe @) 102 (-, un) — Oaf (-, u)| 1)
Portanto, usando (2.60) e (2.61) em (2.59), obtemos

(2.61)

| DF(uy)v — DF(u)v|| 1)

< [[ollzee@ g (Kgun) — ¢ (Ksw)llzr@) + [[0] o@l102f (-, un) — G2 f (-, w)l 21
(2.62)
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E tomando o supremo em (2.62) sobre todos os v € L*®(Q) tais que ||v||z~@) < 1,

obtemos
|DF(un) — DF(u)|l £z, 1)

< Nl llg' (Koun) = g'(Ksu)ll ) + 102 ( un) = 02 u)ll @)

(2.63)

Agora, para provar a continuidade da derivada, comegamos mostrando o seguinte fato:
Afirmagao 4: Ku,(r) — Ku(z) para todo = € Q quando n — co.

De fato, pelo Lema 2.1
K (@) = Ku@)| < 7]t = llzego

< wn = ul| oo (o)

Como |lu, — ul/ze@) — 0 quando n — oo, concluimos que Ku,(x) = Ku(x), para
todo = € Q. Assim, da Afirmagao 4 temos que existe um subconjunto B C R tal que

g’ ¢é Lipschitz em B e
lg" (K un) — g'(Kyu)|l 1) = / 19" (K yun(x)) — g'(Kyu(x))|dz
Q
< CB/ | K j(u, — u)(z)|dx
Q
S OBHKJ(Un — U)HLOO(Q) / dl’
Q
< [QICBl[un — ul|L=()
— Cllun — ulleie)
onde C' = (2|, Cp) > 0. Consequentemente,

9" (K yun) — ¢ (Kyu)|| 11 = 0 quando n — oo. (2.64)

Por outro lado,
100F () — 0o f ()l 2y / 100 (. wn (1)) — Oaf (, ul2))|d
(2.65)
< / ey (Jun (@) + a2 ) + 2¢s]de
Q

Observe que o lado direito de (2.65) é claramente integravel, uma vez que w,, u €
L>(2). Entdo, argumentando de modo similar ao caso 1 < p < oo, obtemos pelo

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

102f (- un) — 0o f (-, u)|| L1 () = 0 quando n — oo. (2.66)



23

Logo, usando (2.64) e (2.66) em (2.63), concluimos que
|DF(uy) — DF(u)| 2z, L1@) — 0 quando n — oo.

Segue que DF' é continuo.

Logo, pela Proposicao B.5 temos que F' é continuamente Fréchet diferenciavel. W

Observagao 2.1 Pela Proposi¢ao 2.7, o fluxo gerado por (2.7) é C([0,s); LP(€2)) N
C1([0,s); L' (Q)), para s > 0.

2.3 Existéncia do Atrator Global

Nesta segao, procedendo como em [5], provamos a existéncia de um atrator global
A para o semigrupo nao linear {S(¢);t > 0} gerado por (2.7) em LP(2), com 1 < p < oo.
Mais precisamente, provamos que o semigrupo tem um conjunto atraente compacto em
LP(€)), com 1 < p < oo e usamos um resultado presente em [23|, para obter o atrator

global.

Lema 2.2 Suponha que as hipdteses (2.2), (2.3) e (2.4) sejam vdlidas e as constantes
hy, ks e kg, satisfacam (2.5). Entdo a bola de LP(SY), centrada na origem e cujo raio

rs definido por .

" hi— ks — k,

a qual denotamos por B(0;71s), onde ¢y e ¢, sao as constantes em (2.3) e (2.4), res-

s (cr+cg)(1+ 6)maz{l, |Qf}, (2.67)

pectivamente, e & € qualquer constante positiva, absorve os subconjuntos limitados de

LP(Q2) com relagao ao semigrupo nao linear S(-) gerado por (2.7).

Demonstracao: Seja u(z,t) a solugdo de (2.7) com condic¢ao inicial ug € LP(€2).

Entao, para 1 < p < oo, temos

d d
el Py — - p
G [t opds = [ St opas

(2.68)
:/p]u(x,t)|p1sgn(u(x,t))8tu(x,t)dx.
0
Agora, recorde que se u(z,t) ¢ solugao de (2.7), entao
ou(z,t
D) — h)u(et) + oK u(e ) + F (o (e, 1) (269

ot
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Substituindo (2.69) em (2.68), obtemos
—/ lu(z, t)|Pde = —p/ h(z)|u(z,t)[Pdx
+p/Q lu(x, 1) sgn(u(z, t)g(K yu(w, t))dx (2.70)
+p /Q fua, )P sgn(u(z, ) f (2, ulz, 1)dz.
Note que por (2.2), temos
hl/ﬂ|u(x,t)|pdx Sp/gh(:p)|u(x,t)|pdx, (2.71)
Agora usando a desigualdade de Holder, (2.12) do Lema 2.1 e (2.4), obtemos

p / ju(e, £) P sgn(u(z, ) g (K yulx, 1)) dz

< ( / |U(x,t)\p/(p1)d:v>pl/ ( / |g<KJu<x,t>>rpdx); -

< ([ tutarac)” ([ kolistute, 01+ pac)
Q Q
< N, 55ty (ol Dll ooy + 19207 )

onde p’ é o expoente conjugado de p e p’'(p — 1) = p. Novamente pela desigualdade de
Holder, (2.12) do Lema 2.1 e (2.3), obtemos

» / fue, P sgn(ulz, ) (z, u(z, t))dz

< (/Q [u(e, 1) Vd > (/ /(@ ule t))pdf)l (2.73)
S ( /Q ,u(x,mpdx)” ( /Q ey e, 1) +Cf!dx)”

< Nl )5ty (Rrllut Dllse) + 71217 )

Consequentemente, de (2.71) a (2.73), concluimos que

d
Sl Bl

< —phallul D)7 ) + (ks + ko) llul, D)7

==

+p(Cf+Cg)‘Q‘EHu('7t)’L;(Q) (2.74)
1
2

= pllul, o) |~ + kp + kg + W(Cf +¢)

max{1,|Q|}

< plluC, O)ls @ {_hl Ry kg [, )l e

(e + cg)] :
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Seja € = hy — (ks + ky) > 0, onde este ultimo fato vem de (2.5). Dai, enquanto

1
Nu(:, )| zr) > Z<Cf +¢,) (1 + 0)max{1, |} = rs, (2.75)
teremos por (2.74) que
d » » €
%”u<7 t)HLp(Q) < p“u(‘, t)HLP(Q) —€+ 1—4‘5

—(1+d)e+e
= plluC Dl (T

= pllu(, )]s (1 jdé)

—dep
= 2 Ol
Assim,
d —dep
Oy < TRl )

Reorganizando os termos e integrando ambos os lados de 0 a ¢, obtemos

/t d%HU( )Hip(g) < —dep tds
0 0

lu(s $)ip@ — 1+9

Deste modo,

—dep
1 ([l 0y ) =1 (s O )) < b,

e usando propriedades de logaritmo

In ||u(.,t)||1£p(9) < —5ept
s Oy ) — L6

o que implica que

||u('7t)||Lp(Q %t
Hu('ao)HLP(Q)
Entao,
[u(, sy < eTH (ks =Rty 1 2r()- (2.76)

Elevando ambos os lados de (2.76) a ]13, obtemos
(e, )| zoqey < €75 7E R gl 1. (2.77)
Agora, desde que uy € B, onde B C LP(£2) ¢ limitado, temos

lim [[u(-, )| = 0.

t—00
Logo, a bola B(0;75) de LP(Q2) é um conjunto absorvente para o fluxo S(-), como

queriamos demonstrar. |
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Observacao 2.2 O Lema 2.2 mostra que o semigrupo nao linear S(t) € limitado. De

fato, basta tomarmos M = max{rs, ||uo||} e teremos que |J S(t)B € limitado por uma
>0

bola B(0, M), para qualquer conjunto limitado B C LP(2).

Teorema 2.8 Além das condi¢ées do Lema 2.2, suponha que para cada i € {1,...,N}

e para cada 1 < r < oo, tenhamos
|0, |- = sup 10z, () || Lr(0) < 00
FAS

e hy > kgrs + ¢, onde rs € dado por (2.67), entio existe um atrator global A para o
semigrupo nao linear {S(t);t > 0} gerado por (2.7) em LP(2), para 1 < p < 0.

Demonstragao: Provaremos que o semigrupo {S(t);t > 0} gerado por (2.7) tem um
conjunto absorvente compacto em LP()), com 1 < p < oo. Com efeito, se u(z,t) é a
solucdo de (2.7) com condigao inicial ug, entao para 1 < p < oo, temos pela regra da

cadeia (ver [17], p. 127), que
%/meiu(:n,tﬂpd:v
:p/gzlaxiu(x,t)\p1sgn(8ziu(:1:,t))@taxiu(x,t)d:c
—p /Q 1000z, )7 sgn (s, u(z, £)) s dyu(x, £)d
= —p/Q3xih(x)|5xiu($,t)!p_lsgn(axiu(%t))dm —p/Qh(l")\axiu(%t)!; (2.78)
w1 [ [t O sgn 0o, )9/ (S rula. ) (Ko, ), )
+p /Q 00wz, ) sgn(Da,u(z, £))0h f (@, u(w, £))da
w1 [ 1t O sgn(0. (e, )0 (@, u(e. 0)0, u(a. )

onde
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Vamos agora encontrar estimativas para cada parcela de (2.78). Com efeito, pela

desigualdade de Holder, temos

—p/@xih(l’)\ﬁxiu(m,tﬂp1sgn(8xiu(x,t))d$

< pllhllwreo) (/ |0y, u(z, t)[° (= 1)) (/ lu(z, t) |”dx)
= pllhllwree @) </ |0y, u(x, t)| ) (/ u(w, t) |Pd3;> (2.79)
S G NCRTE] ) ( (e p)’

= pllAllwroo @) 10zl )y 1l 2oy

=

Note que para t suficientemente grande, ||u||rr(o) < 7s5. Disso e de (2.79), obtemos

—p / O, h(2)|0p,u(, 1) [P~ sgn (0, u(z, t))da
Q (2.80)

< prollhllwes (@ 10s,u(, 1)l -

Usando a desigualdade de Holder e a estimativa (2.11) do Lema (2.1), temos

/Q|8xl.u(x, )P~ sgn (0, u(z, t))g' (K u(z, t))(Ka,, ju)(z,t)dx

= (/Ja““(x’t)‘p/(plv ( | Wt )P0, t))|pd9:);
< llul Olle@ 19l (/Qlf’) e, )" ”) (/ 1 (K yulx, t>>|pdx)’l’
= e Dl Ty ([ 0 0) ( [ 1t t))lpdx)l

~ 0l 00 ( [l st )

onde p’ é o expoente conjugado de p. Pela condigao dissipativa (2.4), para t suficiente-

o=

mente grande, temos que

/Q|8$iu(x, )Pt sgn (0, u(z, t))g (K ju(w, t)) (Ko, ju)(x,t)dx

< om0l el ( [ lo i, t>>rpda:)‘l’

_ 7 2.81
< 0wt st 001 ( [ oVt 0]+ o 251

< 10w Tyl ) Loy 10e, . )y (RolluC, D)ooy + ol

< 1oll0u Ty (Kgrs + ¢4l23 ) 02 DI,
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Argumentando de maneira similar, mas agora usando a condigao dissipativa (2.3) tam-

bém temos

/Q O, )P sgn (D, )01 f (2, ulz, £))da

([ axiu(xjmp’(pl)dx)pll ([ s utappar) o)

1

< (/Q\amu(a:,t)!pdﬂﬁ)ﬂ (/Q|kf]u(x,t)| +Cf|pdx>;

< (yrs + 7101 ) 10nu(, DI

Finalmente,
/Q]@miu(x,t)\p1sgn(8xiu(:v,t))82f(x,u(a:,t))@xiu(:c,t)d:c
_ / O, u(, )P 5gn (O ulx, 1)) Do f (w, ul, 1))
< [ uuta O gluta, )| + .
Dat,

/ Oy, )7 sgn (o, 1)af (2, (i, 1)) Duyule, )
o (2.83)

< (kjfrfS + Cf)Haxiu('? t)H]zp(Q)'

Consequentemente, de (2.80) a (2.83), concluimos que

M
—hy + kyrs +cp + ],

d
—N0uu( Ol 0y < PllOwul-, )]
dt Lr(©) Lrisy ‘axzu(’ t)Hlip(Q)

1 1
onde M =& |r3l|0n, Tl (kgrs + cglQ07 ) + (kers + el ) + prollbllwroeco |
Seja € = hy — (kgrs + c¢5) > 0. Entao, enquanto
1
10zu( )| zr) 2 —M (L + p),

onde p é qualquer constante positiva, teremos

d p P M€
10Ol < PlOsu(, Do e <‘€+ M—>

(1+ p)
€
= pllOa,ul- )70 (_6 * m>
_H,ep
- 2 M||axiu(-,t>llip<m-
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Reorganizando os termos e integrando ambos os lados de 0 a t , obtemos
/t %H@ﬂ('ﬁ)”‘zp(g) ~ “Hep /tds
0 ||833iu('78)||1[),1’(ﬂ) 4w o

In (1100, Dl ) = 1n (190, 0) 50 ) < 722,

T 1l+p

Dali,

e usando propriedades do logaritmo
In 10z uf-, t)”p o THep,
Haﬁﬂiu<'70)||LP @)  1+nu ’

Haﬂczu(vt)”p —pepy

e 1+un

||8:czu(a0)||Lp(Q 7

e isto implica que

donde,

—pep
100,11, Oy < €T Ol - (2.84)

Elevando ambos os lados de (2.84) a 117, obtemos
182 (-, )| oy < €75 [|0usu0 ] Lo - (2.85)
Agora, desde que uy € D, onde D C WHP(Q) é limitado, temos
tim [9,,u(-, )]l r ey = 0. (2.56)

Dai e do Lema 2.2, concluimos que

lim [fu(-, ) [[wir) = lim [lu(, 8)][zro) + lim ZH@ ()|l = 0.

t—00

Com isso, concluimos que para qualquer p > 0 existe uma bola em W1?(Q) de centro
na origem que absorve subconjuntos limitados de W?(§2) com relagao ao semigrupo
S(-) gerado por (2.7). Para algum p > 0, denotemos esta bola por B,. Entao, pelo

LP(Q)

Teorema de Rellich-Kondrachov (ver Teorema A.35), B, ¢ compacto em LP(€).

Afirmacao 1: O conjunto B_NLP(Q) absorve subconjuntos limitados de LP(€2).
De fato, dado uy € B, com B C LP(Q2) limitado, existe, pelo Teorema A.32, uma
sequéncia (u,) em C°(Q) C WH?(Q) tal que

U, — ug em LP(Q).
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Como S(t) é continuo para todo t > 0, temos que
S(t)u, — S(t)ug em LP(2), V>0 en — oo. (2.87)

Considere C' = {u,; n € N} € W'(Q) o conjunto formado por todos os termos da
sequéncia (u,). Temos que C' é limitado, pois a sequéncia é convergente. Além disso,

como B,, & absorvente em W1P(Q), entao existe o > 0 tal que
st c B vt

Fixe t > tg. O conjunto S(¢)C é uma sequéncia contida em um conjunto compacto.

Desta forma, existe uma subsequéncia (u,, ) de (u,) tal que

S(t)up, — v, vE B_uLp(Q), quando k — 0. (2.88)

Pela unicidade do limite, segue de (2.87) e (2.88), que

Sty — S(tyue =v € B~ .

)

Logo, S(t)uy € B_MLP( . Isto mostra que B_“LP(Q) é um conjunto compacto absorvente

em LP(Q2), provando a afirmagao.

Finalmente, pela Observacao 1.8 do Teorema 1.26, segue que existe um atrator global

A para o semigrupo nao linear {S(t);t > 0} gerado por (2.7). |

Corolario 2.9 O semigrupo nao linear {S(t);t > 0} gerado por (2.7) é limitado dis-

stpativo e assintoticamente compacto.

Demonstragao: De fato, segue do Teorema 2.8 que o semigrupo nao linear {S(¢);t >
0} gerado por (2.7) tem um atrator global A. Logo, pela Proposi¢ao 1.29, S(t) é

limitado dissipativo e assintoticamente compacto. [ |



Capitulo 3

Semicontinuidade Superior dos
Atratores GGlobais

Neste capitulo, motivados pelo estudo de [5], estudamos a semicontinuidade su-
perior dos atratores globais com relagao as variagoes do niicleo J, a qual é provada
em [5]. Em seguida, estudamos a semicontinuidade superior dos atratores globais com

relagao as variagoes do parametro A = (h, J, f), estendendo o Teorema 4.3 de [5].

3.1 Continuidade do fluxo com relacao ao Ntucleo J

Comegamos examinando a continuidade da solugao de (2.7) com relagao a fungao
J presente em (1). Denotamos por A; o atrator global cuja existéncia foi provada no
Teorema 2.8 e por S;(+) os semigrupos que dependem de J. Denotamos por J a classe
das funcoes J sob as condic¢oes dos capitulos anteriores, a qual torna-se um espagco
métrico quando munido da métrica dada por (2.10).

Proposicao 3.1 Sob as condi¢oes do Teorema 2.8, fixado Jy € J, para o dado inicial
do problema de Cauchy (2.7) em um conjunto limitado de LP(2), com 1 < p < oo,

temos que uy converge para wuy, em LP(Q2) quando J converge para Jy em J, com
t€[0,b], b < o0.
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Demonstragao: Note que, parat > 0euy € B C LP(2), com B limitado, temos pela

formula de variagao das constantes (2.31) que,

ug(z,t) —uyy(z,t)
¢

_ e—th(ac)uO(x) + [ e (t=9)h() l9(Kjuy(z,s)) + f(z,uy(z,s))|ds

t

- eith(w)uo (‘7;) - ei(tis)h(x) [g(KJouJo <I7 S)) + f(.T, U.go (l’, 8))]d5

S— S—

Agora, note que

uy(z,t) —uyy(z,t)

= [ O s (a,9) — g ) s

+ /Ot e M@= (2 uy(x,s)) — f(x,uy(z,s)] ds

= /Ot e M) (K yuy (2, 5)) = g(K gy (2, 5)) + g(Kgyuy (2, 8)) = g(Kyug(z, )] ds
+ /Ot e M@ [ (2 uy(x,s)) — f(x,uy(z,s)]ds.

Pela desigualdade de Minkowski e propriedades da integral, obtemos

[[ees (-5 8) = s (-5 )| o)

t
< / Mg (K yuy (-, 8)) — g gt (- 8)) || oy ds
0
t
+/ ehl(t_S)Hg(KJouJ('as)) _9<KJOUJ0("S))HLP(Q)d8
0

b [P Custes)) = Fleun o) s
0

Agora, procedendo como na Proposicao 2.4, obtemos um conjunto limitado D o qual
contém Kju,(z,s), Kus(x,s) e Kjuy(z,s). Entdo, usando o fato de g ser Lipschitz

em conjuntos limitados e f ser Lipschitz na segunda variavel, obtemos

+ Lg/ 6hl(t_s)“l(JOUJ(W S) - KJouJo('7 S)HLP(Q)dS
0

t
y / Mg (- 5) — sy -, )| o ds,
0
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onde L, ¢ a constante de Lipschitz de g em D e Ly é a constante de Lipschitz de f,

respectivamente.

Reorgnizando os termos e usando a linearidade do operador K ,, obtemos

s (-, 8) = way (-, 0) | o)

<1, [ PN ~ K ands

o

+

Z@%e K gy (1 (-, 5) = 1, (- 5) | ey

+Lf/ ha(t=s) llus (- 8) = wug, (-, 8)||Lr)ds.

[e=]

Agora, pelo Lema 2.1, temos

”UJ('a t) - uJo('7 t)HLP(Q)

t
SLAJ—%m/Q@WﬂmAﬁmm&w
0
t
+LNK&M{/fﬁ@ﬂmuﬂvﬁ—uhﬂﬁmmmﬂs
0
t
—i—Lf/ ha(t=s) 1wy (-, 8) = wsy (-5 9)|| Loy ds
0
t
SLAJ—%m/eMWﬂmmﬁmmmw
0
t
+ (Lg—l—Lf)/ ehl(t_s)HuJ(-,s) — wy, (-, 8) || ey ds.
0

Da Observagao 2.2, temos que uy(+, s) é limitado em LP(£2), pois pertence a uma bola de

centro na origem e raio M, que independe de J, onde M = max{rs, ||uol }. Portanto,

HuJ(': t) - UJO('7 t)”LP(Q)

t
< LM = Bl [ e -ds o
0

t
Lyt L) [ PO us(es) = ) amads.
0
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hi

Multiplicando ambos os membros de (3.1) por e "'*, obtemos

e_hltHuJ('vt) - UJO('7t)||L”(Q)
t
< L,M||J - J0||1/ e Mds
0

t
+ (Ly + Lf)/ e M8 ug (e, 8) —ug (- s)|| e ()ds
0
Lg —hit
:—MHJ—J()H1<1—€ 1)
hy
¢
+(L9+Lf)/ e "y (-, 8) = wgy (-, ) || Loy ds
0
Lg ! —h1s
< h—lMHJ—JoH1+(Lg+Lf) e 5|y (+, 8) — gy (-, 8) || Loy ds.
0

Assim,

e g (1) — g (-, 1) || Log)

L b
= h_fMHJ — Joll1 + (Lg + Lf)/o e " g (- 8) =g (-, 8)| Loy ds.
(3.2)
Agora, usando a Desigualdade de Gronwall, obtemos
e M g () = w5 ) loey < CllT = JoflaeBoE0,
onde C; = i—i’M
Multiplicando ambos os membros de (3.2) por €™, temos
e (-, 8) = sy (Ol ooy < Cilld = JpllretbotErit,
Como ¢ € [0, b], temos
e g (- t) = wgy (- )l o) < ChllT = Jol[retFothrtin,
donde segue o resultado. [

Observagao 3.1 Fizado Jy € J, para J suficientemente proximo de Jy em J, a
familia de atratores globais {A;} € uniformemente limitada em J. De fato, pela Pro-
posicdo 3.1, Ay estd contido em uma bola cujo raio depende continuamente de J, entao
concluimos que existe uma bola de LP(S)) que contém todos os atratores Ay com J su-

ficientemente proximo de Jy.
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3.1.1 Semicontinuidade Superior dos Atratores com relagao a

J

A seguir, exibimos um resultado sobre semicontinuidade superior de atratores globais

com relagao ao parametro J. Mais precisamente, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.2 Sob as hipdteses da Proposi¢ao 3.1, a familia de atratores globais {Ay; J €

J} € semicontinua superiormente em J = Jy.

Demonstragao: Com efeito, usando a invariancia dos atratores e a Proposicao 1.28,

temos que
diStH(AJ, AJO) S diStH(SJ(t)AJ, SJO (t)AJ) + diStH(SJO (t)AJ, AJO).
Dado € > 0, temos pela Proposicao 3.1 que

. . €
dZStH(SJ(t)AJ,SJO(t)AJ) = sup inf ”SJ(t)CI/J — SJO(t>bJHLP(Q) < 5,

ajEA; bjeAy
para todo J suficientemente proximo de Jy em J. Por outro lado, pela Observagao
3.1, existe um subconjunto limitado By de LP(2) tal que A; C By para todo J sufici-

entemente préoximo de Jy em J. Dai,
diStH(SJO (t)AJ, AJO) S diStH(SJO (t)A], SJO (t)Bo) + diStH(SJO (t)Bo, AJO).

Pela Proposicao 1.17, temos que disty(Sy,(t)As, Sy (t)By) = 0, pois Sy, (t)A; C
S, (t) By, donde

disty (S, (t)As, Ayy) < disty(Sy,(t)Bo, Ag,)-
Finalmente, pela definicao de atrator global,
disty (S5, (t)As, Asy) < disty (S, (t)Bo, Ay) < ;
para todo t suficientemente grande. Consequentemente, para J suficientemente pro-

ximo de Jy em J, e para todo t suficientemente grande, temos
. € €
dZStH(AJ, AJO) < 5 + 5 = €.

E isto prova o resultado. ]
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3.2 Continuidade do fluxo com relacao aos parame-
tros h e f

Uma questao natural a se examinar ¢ a dependéncia desses atratores globais em
relagdo aos demais pardmetros presentes em (1). Neste sentido, denotemos por H a
classe de todas as fungoes h sob as condig¢oes dos capitulos anteriores e F a classe
de todas as funcoes f sob as condi¢oes anteriores e que sao essencialmente limitadas,
respectivamente. Dessa forma, mostraremos a continuidade da solucao de (2.7) com
relacao as variacoes de h e f. Em seguida, mostramos a continuidade da solugao de
(2.7) com relagao as variagoes de A = (J, h, f), onde A € N, em que N denota a classe
de todos A = (J, h, f), com J, h e f satisfazendo todas as hipoteses anteriores.

Proposicao 3.3 Sob as condi¢oes do Teorema 2.8, fixado hg € H, para o dado inicial
do problema de Cauchy (2.7) em um conjunto limitado de LP(S2), com 1 < p < o0,
temos que uy, converge para up, em LP(Q) quando h converge para hg em H, com
t €[0,0], b < c0.

Demonstracao: Note que se uy(z,t) e up,(z,t) sdo solugoes de (2.7) com condigao

inicial u(z,0) = ugp(z), onde uy € B, com B C LP(Q2) limitado e com os parametros h

e hg, respectivamente, entao

auha(f’ t) — auh(é(:" t) = —h(x)uh(x7 t) + g(KJuh(‘rv t)) + f(l’, uh(‘r’ t)) (33)

+ ho(x)uh()('r?t) - g<KJuho($=t)) - f(l’, uho(‘rv t))

Integrando ambos os membros de (3.3) de 0 a t e reorganizando os termos, obtemos

up(x,t) — up, (z,t) = /0 [ho(z)up, (x,8) — h(z)up(z, s)|ds

+/0 [g(K yun(w, 5)) — g(I yuny (v, 5))]ds

+£U@mﬂuw—f@mM%$W&

Agora note que,
Up (fL’, t) —Ungy (SC, t)

= /0 [ho(x)upy(z, 5) — ho(z)un(z, s) + ho(x)un(z, s) — h(z)up(z, s)]ds
[ (. 5)) = 90 .5

+Avumem—ﬂawmwmw.
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Entao, pela desigualdade de Minkowski e propriedades da integral, obtemos

(1) = ung (5 Dl &/hIVm (tng -+ 8) — wn(es )| o ds

+/WWm—meﬁMMQ@
0

[ a0 9) = g )l

t
[ I Cs) = £oun CosDllards.
0
Agora, argumentando como na Proposicao 2.4, podemos construir um conjunto limi-

tado D que contém K juy(z,s) e Kyup,(x,s). Entdo usando o fato de g ser Lipschitz

em conjuntos limitados, f ser Lipschitz na segunda variavel e o Lema 2.1, obtemos
t
Jun (-, 1) = wng (- )|l ey < ||h0||L°°(Q>/ [ung (-5 8) = un(:, )l Lr () ds
0
t
= Rallimey [ ln-5) o
t
Ly [ o) = tnac5) s
0

t
+ Lf/ [un(-s 8) = une (5 8)|| Lo (2 ds,
0
onde L, é a constante de Lipschitz de g em D e L ¢ a constante de Lipschitz de f.

Assim,
t
[un (-, 8) = wune (-, 8) || o) < |lh — hoIILoo(sz)/ [[un(-; s)|| Loy ds
0

t
+wmmﬂm+LffmyAw%mw—umu@w&

Pela condigdo (2.2), temos que h(x) > hy, para qualquer z € RY e h € H, onde
hy é uma constante fixada. Entao a bola B(0, M) da Observagao 2.2, contém up(-, s)
para todo h € H. Portanto, uy(+, s) ¢ limitado em LP(€2).

Assim,

t
(s £) = wn (- )Ly < Mk — holl e / ds
0 (3.4)

t
+mmmﬂm+Lf+my/wwm@—ummﬂws

Para simplificar a notacao, facamos C' = C(||ho||z~ (), Lg, L) > 0 em (3.4). Dai,

t
uwmwﬂ%mmm@SMm—mmmy/w
0

t
€ [ lunteos) = wny e 5) s
0
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Pela desigualdade de Gronwall generalizada (Ver Apéndice C), obtemos

lun (s 8) = tno (-, Ol rey < M[h— holl o (@yte” o ©

= M”h - hoHLoo(Q)t€Ct.
Finalmente, como ¢ € [0, b], temos
lun (-, ) = ung (-, )| o) < M[h = hol| (e,

e o resultado segue. [

Proposicao 3.4 Sob as condi¢oes do Teorema 2.8, fixado fy € F, para o dado inicial
do problema de Cauchy (2.7) em um conjunto limitado de LP(2), com 1 < p < oo,
temos que uy converge para ug, em LP(Q2) quando f converge para fo em F, com
t€10,b], b < 0.

Demonstragao: Note que, para ug € B, com B C LP(2) limitado, temos pela formula

de variac@o das constantes (2.31) que,

Uf(l’,t) - ufo(x7t)

— ety (z) + / e oK g, ) + (o, g, )] ds
0

N e_th(x)UO(fE) + /t 6—(t_8)h(x) [g(KJufo (.QT, S)) + f(xa Uf0(1’7 S))} ds.
0

Agora, note que

e M@ [F(z,up(x,5)) — folz,up(z, ) + folz,up(z,s)) — folz,ug(z,s))] ds.

+
ﬁ
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Dali, pela desigualdade de Minkowski e usando propriedades da integral, temos
fp (o 8) = ugo (5 Ol o) < /Ot Mg (K yup (-, 8) = g(Kgugy (- 9)) [ 1o ds
[N ) = ol
[t 9) = ol s

Agora, argumentando como na Proposi¢ao 2.4 obtemos um conjunto limitado D que
contém K juy(z,s) e Kjug (x,s). Entdao usando o fato de g ser Lipschitz em conjuntos

limitados, fy ser Lipschitz e o Lema 2.1, obtemos

t
letg (1 8) = gy (s 8) oo < Lo / = uiy (-, 5) — gy -, ) | oy s
. 0
n / I (f = fo) (o 1ag (- 8)) oy
0 t
—|—Lf0/0 Ghl(t_s)HUf(',S)—Ufo(',S)HLP(Q)dS,

onde L, ¢ a constante de Lipschitz de g em D e Ly, ¢ a constante de Lipschitz de fo.

Por outro lado, como f e fy sao fungoes essencialmente limitadas em {2 x R, temos

t
Huf(.7t) - ufo('vt)HLp(Q) = (Lg + Lfo)/0 ehl(t_S)Huf('7S) - ufo('v S)HL"(Q)dS

v e ( 17 = e usta, s>>rpdx) s

t
< (Ly+Lg) / Mg (-, 5) — gy (- 8) | ooy ds

t
v —S
+|Q|p\|f—f0\|Lo@(QxR)/ Ji(t=9) g
0

Assim,

t
HUf(-,t) _Ufo(-,t)HLIJ(Q) < |Q|5||f — f0||L°°(Q><R)/ eh(t=s) g
" (3.5)

t
Ly + Ly / Mg (-, 5) — gy (- ) oy ds.

h

Multiplicando ambos os membros da desigualdade (3.5) por e”"'* e reorganizando os
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termos, obtemos
h 1 ¢ h
llug (1) =g (5 )l ze) < Q171 f = foll L axr / ds

0
t
T+ (Ly+ L) / e g (-1 5) — gy -+ ) oy ds
mr

1f = foll Lo (axm)

t
+C‘)/ 15 g (-, 8) — gy (- 8) | oy ds,
0

onde Cy = L, + Ly,. Assim,

_ |Q|
hlt”“f("?t) _ufo('7t)||Lp( =

1f = foll L= (axm)

t
e / “13||us (-, 8) — gy -+ )| ey s

Agora, pela desigualdade de Gronwall, temos

T g (1) = g () g

1
Ql»
< |h| I1f = foll Lo (xmye™. (3.6)
1
Multiplicando ambos os membros de (3.6) por e e fazendo C; = If}lll obtemos
s () = g (D) rio

< Cillf = foll(xmyel @t
Finalmente, como t € [0, b], temos

g (1) — wpy () |zoi) < Cillf — foll e @xmye! T,

donde segue o resultado

No que segue, consideramos o parametro A = (J,h, f) no espago métrico N das
funcoes admissiveis, munido da métrica d dada por
d(A,A) = [T = Jll + |7 = hl|

o + I = fll=oxr) (3.7)

A partir de agora, denotamos por S, () o fluxo gerado por (2.7), para fazer explicito a
sua dependéncia com relagao ao parametro A

(J,h, f). Da mesma forma, denotamos
por A, o atrator global cuja existéncia foi provada no Teorema 2.8
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Proposigao 3.5 Sob as condi¢oes do Teorema 2.8, fixrado Ay = (Jo, ho, fo) € N para
o dado inicial do problema de Cauchy (2.7) em um conjunto limitado de LP(2), com
1 < p < oo, temos que up converge para up, em LP(Q) quando A converge para Ay em
N com a métrica d dada por (3.7), com t € [0,b], b < oo.

Demonstracao: Note que se up(x,t) e uy,(x,t) sdo solugoes de (2.7) com condigao
inicial u(z,0) = ug(z), onde ug € B, com B C LP(2) limitado e com os parametros A

e Ag, respectivamente, entao

auAa(tx,t) B aUAB§x7t> = —h(x)up(z,t) + g(Kjup(z,t)) + f(z,us(z, 1)) (3.9)

+ ho(x)u/\o(xv t) - g<KJ0qu(x>t>> - fO(xvqu(xvt))'

Integrando ambos os membros de (3.8) de 0 a ¢ e reorganizando os termos, obtemos

up(x,t) —up, (x,t) = /0 [ho(z)up,(x,8) — h(x)up(x, s)]ds
[ runte ) = K puns .5

n / (a2, ) — fols ung (2, 5))]ds.

Agora note que,
up(x,t) — up, (x,t)

= /0 [ho(x)up, (z, 8) — ho(x)ua(x, s) + ho(x)ua(z, s) — h(z)ua(z, s)|ds
+ /0 [g(KJuA(xv 5)) - g(KJouA(:Ea 8)) + g(KJouA(x7 5)) - g(KJoqu(xv S))]ds

+ /0 [f(x,uA(a:,s)) - fO(xvuA<I7S)) + fo(x,uA(x,s)) - fO(x7uA0(I7 S))]ds

Agora, usando a desigualdade de Minkowski e propriedades da integral, obtemos

lua -+ #) = uag (s 8)l1o(0) < / 1o(-) (- 8) = ag (s ) llm(eds
; / I(ho = )ua -, ) ooy ds
[ ot run(e5)) = g us(5)) s
o (3.9)
; / g (K pua(-+s)) — 9K stiag ) ll1r(eds

+/0 (- un(e,8)) = folosunls, )| ey ds
—l—/o | fo(-sun(,8)) — fo(s une (-, )| Loy ds.
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Faremos agora estimativas para cada parcela de (3.9). Além disso, em algumas estima-
tivas que se seguem, usaremos o fato de que uy (-, s) pode ser uniformemente limitado
em LP(Q2) por uma bola B(0, M) de centro na origem e raio M, onde M é uma cons-
tante positiva que independe de h, J e f. Note que isto pode ser feito, pois a estimativa
da Observacao 2.2 independe de J e h. Além disso, para a variagao de f € F, note que,
fixada g, o conjunto A = {ay € R: ay = ks + k,}, onde ky e k, sdo as constantes em
(2.5), é limitado superiormente, pois h; > ks + ky, para toda funcdo f € F. Tomando
entao a = sup A e supondo, sem perda generalidade, que a # hy, temos que h; —a > 0,

ja que h; é uma cota superior para A. Entao podemos fazer

1

:hl—a

T'sa (cr+cg)(1+ 6)maz{l, |Qf},

no Lema 2.2. Dali, usando argumentos semelhantes aos utilizados no Lema 2.2, é
possivel mostrar que a bola B(0; rs,) ¢ um conjunto absorvente para o fluxo Sy (-), a qual
independe de J, h e f. Tomando entao, como na Observacao 2.2, M = max{rsq, ||uol },
teremos que o semigrupo ¢ limitado.

Assim,

[ 1) C19) =, D s

t (3.10)
< Wl | llua5) = uny )
Também temos,
t
[ 0 = Bya (e )
< it = Al [ s )l (3.11)

t

S M”ho — h”Loo(Q)/ ds.
0

Como nos resultados anteriores, podemos obter um conjunto limitado D que contém

Kjup(z,s) e Kjyup,(z,s). Entao usando o fato de g ser Lipschitz em conjuntos limita-
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dos e o Lema 2.1, obtemos
t
/ 19K st )) — 9(E sn -+ )l mieyds
0
t
<1, / 1K (s 5) = Kytin ()| iy ds
0
t
1, / 1) — K )un (s )] oy ds (3.12)
0
t
< LgllJ — J0||1/ |ua (-, 9)|| ey ds
0
t
< ML,|J - JOHI/ ds
0
E também,
t
/0 19K syun (1 8)) — g(K rting -+ )| mieyds
t
< Ly [ K n(s) = un, Coo)llords
0 (3.13)

t
< Lyl Kl / (e ) — tiag (- 8)llmeds
0

t
< Lg/ Jua(:,8) — uny (-, )|l o) ds,
0

onde L, é a constante de Lipschitz de g em D.

Por outro lado,

/ T f( un(es ) o ds

- / ( / I(f—fo)(w)l”dx)pds 51
<l vy [ ([ dx>‘l°ds

t
1
= ’Q’pr_fOHLOO(QXR)/ ds.
0

E finalmente, usando o fato de fy ser Lipschitz na segunda variavel, obtemos

b2 9) = fale e 5Dl
’ (3.15)

t
- Ly, / an (- 8)) — sy (- )| oends,



74

onde Ly, é a constante de Lipschitz de fo.

De (3.9)-(3.15) e reorganizando os termos, obtemos

HU’A('7 t) - ul\o('7 t)HLp(Q)

t
< (ol + Lo + Ly,) / lua (-, 5) — tag (- )l meyds

t
1
+ (Mo = Bllmgoy + ML = Tl +1901f = follimiase) | ds.
0
Tomando C' = max{M, MLy, |Q|%} e reorganizando novamente os termos, temos

[ua () = uno (-, )| e ()

t
< C (o — Mm@y + 17 = Jolls + 1 — foll e / s
0
t
T (lhollz=q@ + Lo + Ly, / lua -, 5) = tno (- )L o(ands.
Entdo, usando que d(A, Ao) = ||J — Jo|l1 + [|h — hollz) + || f — foll = (@x®r), temos
t t
lua(-+8) — tno (- ) oy < Cd(A, Ao) / ds + C / (- 8) — g -+ )L zo e ds.
0 0

Por simplicidade de notacao, denotamos Cy = ||ho|| () + Lg + Ly,.

Agora, pela Desigualdade de Gronwall generalizada, temos

un (- 8) = wao (- 1) | ooy < CA(A, Ag)te® o

= Cd(A, Ao)te®".
Agora, uma vez que t € [0, b], obtemos
Jua (5 t) — g (- ) | zo() < Cd(A, Ag)bee?,

e o resultado segue. |

Observacgao 3.2 Fizado Ay € N, para A suficientemente prézimo de Ag em N, a
familia de atratores globais {Ap} € uniformemente limitada em A. De fato, pela Pro-
posicao 3.5, Ay estd contido em uma bola cujo raio depende continuamente de A, entao

concluimos que existe uma bola de LP(S)) que contém os atratores Ay.
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3.2.1 Semicontinuidade Superior dos Atratores com relagao aos

parametros J, h e f

A seguir, exibimos um resultado sobre a semicontinuidade superior dos atratores
globais com relagao & A, estendendo o Teorema 3.2. Mais precisamente, temos o

seguinte resultado:

Teorema 3.6 Sob as hipdteses da Proposi¢ao 3.5, a familia de atratores globais {Ax; A €

N} € semicontinua superiormente em A = Ag.

Demonstragao: De fato, usando a invariancia dos atratores e a Proposicao 1.16,

temos que
distg(An, Any) < distg(Sa(t)An, Sa,(t)An) + distg(Sa, () An, An,)-
Entao, dado € > 0, temos pela Proposicao 3.5 que
disty (Sa(t)Ax, Sag(t)An) = sup  inf  [[Sa(t)as — Say (E)balle(ey < g

ap€EAN bAEAA

para todo A suficientemente proximo de Ay em N.

Por outro lado, pela Observagao 3.2, existe um subconjunto limitado By de LP(£)
tal que Ay C By para todo A suficientemente proximo de Ay em N. Dai,

diStH(SAO (t)AA, AAO) S diStH<SAO (t)AA, SAO (t)Bo) + diStH(SAO (t)BO, AAO)-

Pela Proposigao 1.17, temos que disty(Sa,(t)Ax, Sa,(t)Bo) = 0, pois Sa,(t)Ax C
Sh, () By, donde

diStH(SAO (t)AA, AAO) S diStH(SAO (t)BO, AAO)‘

Finalmente, pela definicao de atrator global,
€

diStH(SAO(t)AA,AAO) < diStH(SAO<Zf)Bo,AAO) < 5,

para todo t suficientemente grande. Consequentemente, para A suficientemente pro-

ximo de Ay em N, e para todo ¢ suficientemente grande, temos
. € €
dZStH(AA,AA(J) < 5 + 5 =€,

como queriamos demonstrar. ]



Apéndice A

Espacos LP e WP

Neste apéndice, seguindo [4| e [6] apresentamos algumas nog¢des de Teoria da

Medida. Aqui, X denota um conjunto qualquer.

A.1 Nocoes de Medida e Integracao

Definicao A.1 Uma familia M de subconjuntos de X ¢é dita uma o-dlgebra se:
(i) 0, X € M;
(ii) Se A € M, entdo o complementar A° € M;

(iii) Se (An) € uma sequéncia de conjuntos de M, entao a uniao |J,-; A, € M.

Um par ordenado (X, M) consistindo de um conjunto X e uma o-algebra é chamado

de espago mensuravel.

Definigao A.2 Uma funcao f : X — R é M-mensurdvel (ou simplesmente men-

surdvel) se para qualquer o € R o conjunto
{z e M; f(z) > a} (A.1)

pertence a M.

O conjunto (A.1) da definigdo acima pode ser modificado trocando a desigualdade

> por <, > ou <. (veja [4], Lema 2.4 p.8).
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Exemplo A.1 Se £ € M, entao a fung¢ao caracteristica xg, definida por

xe(z)=1, z€E,
=0, ¢ F,

€ mensurdvel.

De fato, note que

o {re€X;xp(x)>a}=0 se a>1;

o {reX;xp(x)>a}=F se 0<a<l;

e {re€X;xp(x)>a}=X sea<0.
Como (), E, X € M, segue que xg ¢ mensuravel.

Se f e g sao fungoes a valores reais mensuraveis e ¢ € um ntmero real, entao as

fungoes cf, f+ g, f?, fg e |f| sao mensuréaveis. (veja [4], Lema 2.6 p.9).

Definigao A.3 Considere f : X — R qualquer. Denotamos por f*,f~: X — R as

fungoes nao negativas definidas por

fT(x) = sup{f(x),0}, f~(x) = sup{-f(),0}.

onde f* € chamada de parte positiva de [ e f~ de parte negativa de f.

Observe que

f=fr=f elfl=f"+f" (A.2)
Entao das identidades (A.2), segue que
=g+, F=500- ). (A3)

Conclui-se dai que f é mensuravel se, e somente se, fT e f~ sdo mensuraveis.

Definigao A.4 A reta estendida é o conjunto
R=RU{oo} U{—o0}
Defini¢do A.5 Uma fungio f: X — R é M-mensurdvel se o conjunto
{reX:f(z)>a}l e M,V aeR.

A colecio de todas as fungoes a valores reais f : X — R M-mensurdveis de X ¢
denotada por M (X, M).
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Observe que se f € M (X, M), entao

{reX: f(z)=+oo} =[x e€X: fz)>n},
0o C
{reX: flz) = —o0} = || {z € X; f(x) > —n}
pertencem a M.

Proposicdo A.6 Seja f : X — R. Entdo f ¢ mensurdvel se, e somente se, 0s con-

jJuntos

A={reX: f(x)=+oc0}, B={r € X : f(z) = —o0}

pertencem & M e a funcio fi : X — R definida por

fi(z) = f(x), se x ¢ AU B,
=0sex € AU B,

€ mensurdvel.

Demonstracao: (Veja [4], p. 11, Lema 2.8). |

Como consequéncia do tltimo resultado, segue que se f € M (X, M), entdo as fun-
coes
cf, f2 1L 5 7
também pertencem a M (X, M).
Definigao A.7 Uma fungao p: M — [0,00] € uma medida se:
(1) p(0) =0;
(1) p(A) >0,V Ae M;

(111) Se (A,) € uma sequéncia de conjuntos disjuntos em M, entao

2 (U An) = ZN(AH)'
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Uma medida p é dita finita se u(X) < oo, e é dita o-finita se existe uma sequéncia

de conjuntos (4,) € M tal que

X = UAne,u(An)<oo,Vn.

n=1
Definicao A.8 Um espago de medida ¢ uma tripla (X, M, u) consistindo de um

conjunto X uma o-dlgebra M sobre X, e uma medida jv definida sobre X.

Observagao A.1 Dizemos que uma propriedade é vdlida em quase todo ponto (q.t.p.)
de X ou p-quase sempre (u-q.s.) em X se existe um subconjunto N € M tal que
w(N) = 0. Por exemplo, duas funcgoes f e g mensurdveis sao iguais q.t.p. no caso de
f(z) =g(x), Vo e X\N, onde N € M é tal que f( N) =0, onde N = {z € X; f(x) #
g(x)}.

Dizemos que uma sequéncia (f,,) de fungoes de X converge ¢.t.p. para uma fungao
f se existe um conjunto N € M tal que u(N) =0 e f(z) = lim,ey fn(z) para x ¢ N.

Escrevemos:

flz) = lig\lI fo(z), qt.p. em X.

No que segue, denotamos por M (X, M) o subcojunto de M (X, M) formado pelas

fungoes mensuraveis nao negativas.

Definicao A.9 Uma fungao p : X — R é chamada de fung¢ao simples se ¢ assume

apenas uma quantidade finita de valores.

Uma funcao simples ¢ admite a seguinte representacgao
plz) = Z%XE]- (), (A.4)
j=1

onde a; € R e xp; ¢ a fungao caracterfstica de um conjunto F; em X.

Definicao A.10 Se ¢ ¢ uma fungio simples em M™T(X, M) com a representagdo

(A.4), definimos a integral de ¢ com relagao a p como sendo o sequinte nimero real

/ pdp =) a;u(E;).
X =

Se f e Mt (X, M), definimos a integral de f com relagao a medida p como sendo o

estendido

numero real estendido dado por

/ fdp = Sup/ pdp,
X X
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onde o supremo é tomado sobre o conjunto de todas as fungéoes simples p € M (X, M)
satisfazendo 0 < @(z) < f(x) V2 € X. Se f € MY (X,M) e E € M, entao
fyg € MT(X, M) e definimos a integral de f sobre E com respeito a medida p como

/Efduz/XfXEdu~

Proposicao A.11 Sejam f,g € M (X, M), ¢ > 0 e E,F € M. Entao valem as

sequintes propriedades:
(i) Se f < g, entao [ fdu < [y gdu;

(i) Se E C F, entio [, fdu < [ fdu;

sendo o numero real estendido

(111) fX fdu =0 se, e somente se, f =0 q.t.p.;
(iv) [cfdu=c [y fdu;

(W) [ (f+9)du= [y fdu+ [y gdu.

Demonstracao: Veja [4]. |

Definigao A.12 A colecio L = L(X, M, u) das fungdes integraveis consiste de todas
as funcoes a valores reais M-mensurdveis f : X — R tais que as fungoes f™ e [~ tem

integrais finitas com respeito a p. Mais precisamente,

/f*du < o0 e /fdu < +00.

Neste caso, definimos a integral de f com respeito a medida p por

/fduz/ﬁdu—/fdu.
[ gau= [ rran= [ ran

Observacao A.2 Se f € L e A: X — R € definida por

ME) = [E fdp.

Se E € M, definimos

Entao \ € uma medida com sinal. (Veja [4], p. 42, Lema 5.2).

Teorema A.13 Uma fungdo mensurdvel f € L se, e somente se, |f| pertence a L.

Neste caso,

] / fdu‘ < |fldp
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Demonstragao: Por definicao f € L se, e somente se, f* e f~ pertencem a M+ e

tém integrais finitas. Como,

T =1fl=f"+f e fI"=

Segue entao da Proposicao A.11, que
Jistrau= [ srdus [ 1au< o

Jisrau=0<c

De (A.5) e (A.6) segue que |f| € L. Reciprocamente, se |f| € L, temos

Além disso,

/|f+|du<+oo e /]f\du<+oo.

Segue entao de (A.2) e da Proposicao A.11, que

[rrans [rraus [rdu= [+ au= [157dn < o
/f < [ fran [ gdu= [+ odu= [ <o

De (A.7) e (A.8), segue que f € L.
‘/fdu’ _ ‘/f*dw/(f* +f‘)du'
o] |
=/f+du+/f‘du=/|f|du

Ademals,

como queriamos demonstrar.

Corolario A.14 Se f é mensurdvel, g € integravel e |f| < |g|, entdo f € integral e

[ 151 [ gla
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Demonstragao: De fato, de A.2, sabemos que |f| = f* + f~. Dai,

frifle f <1,

donde,
frifi<lgle fm<IfI <19l (A.9)

Pela Proposicao A.11, temos que

[ rdu< [lgldn < +oc (A.10)

/fdu < /lgldu < 00. (A.11)

Entao, de (A.10) e (A.11), concluimos que f é integravel. Ademais, novamente pela

[ 11 [1gla

como queriamos demonstrar. |

Proposicao A.11, segue que

Teorema A.15 O produto por escalar aof e a soma f + g de funcoes integrdveis é

integrdavel e valem as sequintes identidades:

/afduza/fdu, /(f+9)du=/fdu+/gdu-

Demonstracao: (Veja [4], p. 43. Teorema 5.3). |

Teorema A.16 (Tonelli) Seja F(z,y): X; X Xy — R uma fung¢ao mensurdvel satis-

fazendo
(i) [y, |F (2, y)ldps < 0o q.t.p.;
(11) le dp fX2 |F(z,y)|dps < 00.

Entao I € Ll(Xl X XQ)

Teorema A.17 (Fubini) Assuma que F € L'(X; x X,). Entdo para quase todo
r € Xy, F(z,y) € Ly(X2) fX (z,y)dps € LL(X1). Analogamente para quase todo
y € Xo, F(x, y)GL1 X1) fX (x yd,uleLl(Xg)
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A.2 Espacos L?

Com as nogoes de integracao vistas na secao anterior, estamos em condicoes
de definir os espacos de funcoes integraveis. Denotamos por L'(X, M, ), L'(X) ou

simplesmente L!, o espaco das funcoes integraveis f : X — R, equipado com a norma

1l = /X Fldu.

Teorema A.18 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,)
uma sequéncia de fungoes integraveis que converge q.t.p. para uma fungao real men-

surdvel f. Se existe uma fungao integrdvel g tal que |f,| < g para todo n, entao f €
/fdu: lim /fndu.
n— oo

Demonstracao: (Veja [4], p. 44, Teorema 5.6). |

integravel e

Definicao A.19 Sejap € R, 1 < p < oo. Definimos o conjunto

IP(X) ={f: X = R; f mensuravel e |f|P € L'(X)}.

1l = ( / |f|pdu)p-

Seja (X, M, ) um espago de medida. Dizemos que uma fungao f : X — R mensu-

Equipado com a norma

ravel é limitada ¢.t.p. ou essencialmente limitada em X se existe uma constante C' > 0
tal que
lf(x)]| <C, Vo € X\N,

onde N = {z € X;|f(x)| > C} € M é tal que pu(N) =0.
Definicao A.20 Definimos o conjunto
L=(X)={f: X — R; f mensuravel e limitada q.t.p.}.
Equipado com a norma
| fllze = inf{C;|f(z)| < C q.t.p. sobre X}.

Observacao A.3 Se f € L™, entao

|f(@)] < fllze q-tp.
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De fato, por defini¢do de infimo, existe uma sequéncia (C,,) tal que C, — || f|lL=~ e
para todo n € N, tem-se |f(z)| < C,, ¢.t.p. em X. Consequentemente, |f(z)| < C,,
V z € X\N,, onde N,, € M com pu(N,) = 0. Tomando N = [J 7, N, temos que
NeMep(N)=> 2 N,=0. Entao,

lf(z)| <Cp,VneN, Vae X\N. (A.12)
Logo, tomando o limite em (A.12), segue que
[f(@)] < | fllz,V @ € XAN.

Notacgao: Seja 1 < p < oo. Denotamos por p’ o expoente conjugado de p, isto &,
1 1
p p
Teorema A.21 (Desigualdade de Young) Sejam A e B nimeros reais nao nega-
tivos e 1 < p < 00, com p' seu expoente conjugado, isto €,

1 1

p p
Entao,
Ar BY
A'BS—-F—/'
p p

Demonstragao: Seja A um nimero real satisfazendo 0 < A\ < 1, e considere a fungao
¢ :[0,00) — R definida por
o(t) = Mt — A,

Temos que

Q) == MMt

1

Agora observe que ¢'(t) = 0; p(t) < 0, para 0 < t < 1 e ¢/(t) > 0, para t > 1. Logo
t =1 é um ponto de minimo global, isto é, ¢(t) > ¢(1) para t > 0. Assim,

M —t*>\—1,

implicando em

< AM4+1— )\
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[IS]

Agora para a, b>0et =3, b+# 0, temos

)\

b—AgA +(1- ).

S|

Dai,
a b < Aa+ (1 —N\)b.
Fagamos agora
)\:l, a=AP e b= B"
p

Como 1 —1 =121 temos
p p"’

o que implica em

Teorema A.22 (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP eg € LY, com 1 < p <
00 e%—i—z%:l. Entao, fg € L' e

gl < LAl ze llgll o

Demonstracao: Sejam f € [P e g € L¥ com HfHLp, HgHLp/ > (0. Temos que o produto

f - g € mensuravel e da Desigualdade de Young com

@l le@)]
e &7 Tl

[f@)g@)] _ 1f@)] lg(x)]
I lzellgllr N f e Nall e
Lf(@)]P | 1]g(=)]”
< = _ .
£, T lgll”,

temos que

(A.13)

Como f - g é integravel, obtemos

.f - gl pg oy
1o Talor p||f|| I 7l Hp J1oa

”pr Hf” /H Hp

gl

P
1 1
p p
1
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Portanto, fg € L' e temos
1fgller < [[Fllellgll 1o

Para o caso em que ||f|lzz = 0 ou ||g||,» = 0, temos fg = 0 € L' e ||fgll;: =

| fllzellgll . = O e o resultado segue. |

Corolario A.23 Sejal <p < oo ep seu expoente conjugado. Sep’ < p e u(X) < oo,
entdo LP(X) C L' (X).

Demonstragao: Se p = oo, o resultado é imediato. Seja entdo f € LP(X), com

1 < p < o0. Com efeito, pela desigualdade de Holder, devemos ter que

i< ([ () ae)” ([ a)™
X)p;p/ (/X|f(x)’p>€’/

= 1(X) 7 Il

[

onde ]% e ;%p/ sao expoentes conjugados. Agora elevando ambos os lados a z%’ obtemos

([1r@ra)” < a0 1w,

donde f € L¥(X), e portanto, LP(X) C L¥ (X). [ |

No entanto, se p’ < p, entdo f € L”(X) nao implica que f € LP(X). Como
Contraexemplo, tomemos X = (0,1), p' = 3/2, p =3 e f(z) = 27/3. Observe que
f € LP(X), mas f ¢ LP(X), pois

1
1
/\x3|dx—/ﬁda::2.
/]$3|3d95—/—

Proposicao A.24 (Desigualdade de Minkowski) Se f, g € L?, 1 < p < o0, entdo
f+gelle

Logo f € L”(X). Mas,

nao converge, donde f ¢ LP(X)

1f + gllee < [[fllze + llgllze-
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Demonstragao: Se p = 1, temos

t/u+gmus/Yumewm

= [1#1dn+ [ lglan

= [[fllzr =+ Ngllzr-

Logo, o resultado esta provado. Se p > 1, temos

£+ gl < (1] + lg)”
< [2sup {|f],1g]}]

< 2740f1" + I} -

Como f, g € LP, segue do Corolario A.14 e do Teorema A.15, que f + g € LP. Além

disso,
fHglP=1f+glP " f+9l <(fI+ gD | f + 9P

=fIlf+ 9P +1gllf +glP "

(A.14)

Agora, observe que |f + g|P~' € L7 1, pois

/ﬂf+m“wfwmzifu+mmﬂ<mx

Deste modo, por (A.14) e a Desigualdade de Holder, temos

|u+gwf3/V+mwu
g/lmf+mpwu+/MMf+mpwu

=1 (I + 9 ) Dl + 11 (gl + gl [l
<N eollf + gl ey + lgllelllf + g™ e

LT
= (Ifllze + llgllze) IILf + glP7Hl, 2y

Observe entao que

p—1

15+ = ([ 104 0la) ™ = 17+ 122"

donde,

1F + gl < (£ 1w + Ngllee) 1 + gl
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Finalmente, temos que

1f+glle < 1 Fllzr + llgllr,

como queriamos demonstrar. [

Abaixo definimos as importantes no¢oes de convergéncia nos espacos L.

Definigao A.25 A sequéncia de fungoes (f,) converge uniformemente para a fun-

cao f se para todo € > 0 existe um numero natural N(e) tal que sen > N(e) ex € X,
entio |fn(x) — f(z)| <e.

Definicao A.26 A sequéncia de fungoes (f,) converge pontualmente para a fungao

f se para todo e >0 e x € X existe um nimero natural N(e,x), tal que se n > N(e, ),
entao |fn(z) — f(x)] <e.

Definigao A.27 A sequéncia de fungoes (f,,) converge em quase todo ponto (q.t.p.)
para o fungao f se existir um conjunto N € M com u(N) = 0 tal que para todo

e >0 ex e X\N existe um nimero natural N(e,x), tal que se n > N(e,x), entdo

|[fu(x) = f2)] <e

Definigao A.28 A sequéncia de fungées (f,) em LP converge em LP para uma fun-
¢io f € LP, se para todo € > 0 existe um numero natural N (e, x), tal que se n > N(e),

entdo || fn, — fllr <e.

Definigao A.29 A sequéncia de fungoes (f,) em LP ¢é dita sequéncia de Cauchy

em LP se para todo € > 0 existe um niumero natural N(€) tal que se m,n > N(e), entao

||fm - anLP < €.

Teorema A.30 (Riesz-Fischer) LP é um espago de Banach para todop, 1 < p < 0.

Demonstracao: (Veja [6], p.93, Teorema 4.8) |

Teorema A.31 Seja (f,) uma sequéncia em LP(X) e seja f € LP(X) tal que || f, —

fller(xy = 0. Entao existe uma subsequéncia (f,,) e uma fungio h € LP(X) tais que

(i) foi(x) = f(2) gtp. em X,

(ii) |fu. ()] < h(x) q.t.p. em X,V k € N.

Demonstragao: (Veja [6], p.94, Teorema 4.9) |
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Dada uma funcao f € LP, nao necessariamente suave, é possivel aproxima-la por

fungoes que sao suaves. Por exemplo, temos o seguinte resultado:

Teorema A.32 Seja X C RY um conjunto aberto. Entdo C> é denso em LP(X) para
cada 1 < p < o0, onde CX denota o espago das fungoes infinitamente diferencidveis

com suporte compacto em X.

Demonstragao: (Veja [6], p.109, Corolario 4.23). |

A.3 Espaco Wlr

No que segue, Q C RY ¢ um conjunto aberto e p € R com 1 < p < oo.

Definigao A.33 O espaco de Sobolev WP(Q) é definido por

0
Whe(Q) = {uELp(Q);EI 9i GL”(Q);/ua;O = —/gm,VngC’é’o, Vi= 1,...,N}.
0 i Q

Para u € W'P(Q) definimos 2% = g;, e escrevemos
3

Vu:gradu:(au Ou au).

81'17 0x2’ o QxN

O espago WP(Q), para 1 < p < oo estd equipado com a norma

N
ou
fellvse =l + 3 &
i=1 19Tl
e, para p = 00, COmM a Norma
] e e [ 22 Ou
u N = max u —_— —_— .
Wleo Lo, 8:1:1 Lo PEEE) ﬁxN Lo

Proposicao A.34 WP ¢ um espago de Banach, com a norma

Yl ou
s = el + 3 ||| -
im1 11 9Tl
paral <p < oo e
0 0
[Ty max{HuHLoo, au ‘—“ }
axl L ach =

para p = Q.



Demonstracao: (Veja [6], p. 264, Proposicao 9.1)
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Teorema A.35 (Rellich-Kondrachov) Suponha que Q0 € limitado e de classe C*.

Entao temos as sequintes injegoes compactas:

1 1
WP(Q) c L), V q € [1,p*), onde o = — = P se p<n;

WP(Q) C L), ¥V g € [1,+00), se p=n;
WhP(Q) Cc C(Q), se p>n.

Em particular, W?(Q) C L1(Q) com injegao compacta para todo p (e todo n).

Demonstragao: (Ver [6], p.285, Teorema 9.16).



Apéndice B
Derivada de Fréchet e de Gateaux

Neste apéndice, seguindo [22], apresentamos algumas nogoes sobre Diferenciabi-
lidade de fungoes definidas em espacos de Banach.
Definicao B.1 Sejam X um espago vetorial e Y um espago vetorial topologico. Con-
sidere um operador F': X — Y. Dados x en em X, suponha que

.. F(z+1tn) - F(x)
DF(z)(n) = lim "1

existe. Entao DF(x)(n) € Y € chamada de derivada de Gateauzr de F' em x na dire¢io
n.

Dizemos que F' é Gateaux diferenciavel em = quando F' é Gateaux diferenciavel em

x para qualquer diregao n € X. Neste caso, o operador
DF(z): X =Y

que associa a cada n € X o vetor DF(z)(n) € Y é chamado de derivada de Gateaux
de FF em z. O operador DF : X — [X,Y] que associa a cada z € X o operador
DF(z) € [X,Y] é chamado de derivada de Gateaux de F', onde [X, Y] denota o espago
dos operadores T': X — Y.

Exemplo B.1 Se F: RY - R ee; = (1,0,...,0),...,ex = (0,...,0,1), entdo x € RY
€ tal que x = (T1,...,xN) = Zfil x;e;. Consequentemente,

DF(-T)(GZ) — lim F(.Tl, ey Ty + t, ) — F(l’l, 7$N) _ aF(x)7

isto €, a i-ésima derivada parcial de F' em x € a derivada de Gdteaur de F' em x na

direcao e;.
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Observacao B.1 A existéncia das derivadas parciais nao implica na existéncia da
derivada de Gateauz. (Veja [22], p. 52, Exemplo 2.2).

Observagao B.2 A derivada de Gateaur em um ponto nao € mecessariamente um

operador linear. (Veja [22], p. 53, Exemplo 2.3).

No que segue, L£(X,Y") denotara o espago vetorial de todos os operadores lineares

continuos T': X — Y, o qual esta equipado com a norma:

1T} = sup [Tz, = € X.
Jall <1

Em particular, denotamos o espago vetorial dos funcionais lineares continuos £(X,R)

por X*.

Proposicao B.2 Sejam X um espaco vetorial e Y um espago linear normado. Consi-
dere um operador F' : X — Y. Dados z, y € X, suponha que F' é Gateaux diferencidvel
em qualquer ponto de {z + t(y — x);0 < t < 1} na diregao y — x. Entdo para cada
0 €Y™*, valem

(i) 6 (F(y) — F(x)) =6 (DF(x+60(y —x))(y —x)) , para algum 0 < 0 < 1;

(10) [[F(y) — F(2)|| < supo<o<i | DF(z + 0(y — 2))(y — 2)]|-

Demonstracao: (Veja [22], p. 54, Proposicao 2.3). |

Definicao B.3 Considere F' : X — Y onde X e Y sao espacos lineares normados.
Dado x € X, se existe um operador linear F'(x) € LIX,Y] tal que

LI A - F() - Fi(@)(A)|
| Az||—0 || Azl

=0, Az € X, (B.1)

entio F'(x) é chamada de derivada de Fréchet de F' em x.

O operador
F'(z): X — L[X,Y]

que associa cada x € X a F'(z) ¢ chamado de derivada de Fréchet de F.

Observacao B.3 Ao contrdrio da derivada de Gateaur DF(z), a derivada de Fréchet

F'(x) é por definigao um operador linear continuo.
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Observacgao B.4 Por (B.1), temos que dado € > 0, existe 6 > 0 tal que
|1F(z + Ax) — F(x) — F'(z)(Az)|| < | Az (B.2)
para todo Ax € X tal que ||Ax| < 6.

Proposicao B.4 Se F : X — Y ¢é Fréchet diferencidvel em x, entdo ' € continua em

x.

Demonstragao: De fato, pela Observagao B.4 e usando desigualdade triangular, segue

que dado € > 0, existe § > 0 tal que
|F(x + Az) — F()|| — [[F'(2)(Az)|| < | F(z + Az) — F(z) — F'(z)(Az)||
< el|Az]],
sempre que ||Az|| < 4. Dai,
|F(z + Az) = F(z)|| < €| Az]| + ||F(z)(Az)]|
< el|Azf| + [ (z)[[[[(Az)]]
= (e+ [F'(@)) I (Az)]],

sempre que ||Az|| < 4. Portanto, a continuidade segue. |

Observagao B.5 Se I é Fréchet diferencidvel, entao F' é Gateaux diferencidvel. (Veja
[22], p. 56).

Proposicao B.5 Sejam X eY espacos lineares normados, F : X — Y uma aplica¢ao
e suponha que a derivada de Gdteaur de F', DF : X — L[X,Y] existe e é continua

num ponto x € X. Entao a derivada de Fréchet F' de F' existe e é continua em x € X.

Demonstragao: Seguiremos a mesma demonstracao feita em [7], a qual segue a ideia

de [22]. Com efeito, pela parte (i) da Proposi¢ao B.2, temos que para todo 6 € Y*
0 [F(x+mn)— F(z) — DF(x)(n)] = 6 [DF (x + 0n)(n) — DF(z)(n)] -
E por um Corolario do Teorema de Hanh-Banach (ver [15], p. 223),
|F(z+n) — F(x) = DF(x)(n)|| = 6 [DF(z + 6n)(n) — DF(x)(n)]
< |6 [DF(z+ 0n)(n) — DF(x)(n)] |
< 0lI1DF (z + 0n)(n) — DF () (n)||
< || DF(z + 6n) — DF(x)][[n]l
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Onde na ultima desigualdde foi usado o fato de que ||d]] < 1. Além disso, como DF é
continuo em = € X, dado € > 0, existe r > 0 tal que | DF(x+6n)—DF (z)|||nll < €llnl,

sempre que ||n]| < r, donde
[1F(z+n) = F(x) = DF(z)(n)]| < e|lnll, (B.3)

sempre que ||n|| < r. Dividindo ambos os membros da desigualdade (B.3) por ||n]| e

fazendo ||n|| — 0, obtemos

iy E @+ n) = F(z) = DE(z)(0)|
Infi—0 1kl

<€ Vex>0,

donde,

L IF @+ n) = Fl@) = DF(@)()]

= 0.
Inl|—0 7]

Portanto, DF(z) = F'(z). Por fim, sendo a derivada de Gateaux DF continua em z,

segue que a derivada de Fréchet F’ é continua em x. |

Proposicao B.6 (Regra da Cadeia) Seja X um espago vetorial e Y ,Z espagos li-

neares normados. Suponha que
(i) h: X =Y é Gateauz diferencidvel em X, e
(11) g:Y — Z é Fréchet diferencidvel em'Y .

Entio F = goh : X — Z € Gdteaux diferenciavel em X e DF(z) = ¢'(h(z))Dh(x).
Se X também € um espaco linear normado e h é Fréchet diferencidvel em X, entdo F
¢ Fréchet diferencidvel em X e F'(x) = ¢'(h(x))h/(z).

Demonstracao: (Veja [22], p. 60, Proposi¢ao 2.9). |



Apéndice C
Alguns Resultados Adicionais

Neste capitulo, exibimos alguns resultados importantes que sao usados neste texto.

Proposigao C.1 (Desigualdade de Gronwall) Se a € R, (t) > 0, e ¢(t) sao

fungoes reais continuas que satisfazem

o(t) <a+ /tﬁ(s)go(s)ds, para a <t <b. (C.1)

Entao,
p(t) < aele PO g <t <,

Em particular, se o = 0 entao u = 0.
Demonstragao: Considere o > 0. Seja a fungao,

R(t) = a+ /t B(s)p(s)ds. (C.2)
Observe que,

R(a)=ae R(t) > a > 0. (C.3)
Derivando R, temos

Por (C.2) e (C.3), temos que

Como R(t) > 0, podemos escrever

< B(1). (C.4)
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Integrando (C.4) de a a t, obtemos

t R/(t) t
[ <, s

Pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos

In(R(t)) — In(R(a)) < / ' B(s)ds
= In (%) < /at@(s)ds
= In (%) < /at,ﬁ(s)ds.

Tomando a exponencial, temos

R(t)

< el B0 R(t) < aela B,
Para a = 0, observe que
o(t) < oela Bds o/ > 0.
Fazendo o/ — a = 0, obtemos
0< i/iinow(t) < o%fiino o/ ela Bo)s —

Portanto, ¢(t) = 0, para todo t € [a, b]. Logo, u = 0, e isto completa a prova. |

Proposicao C.2 (Desigualdade de Gronwall Generalizada) Se ¢, a : [a,b] —

R sao fungées reais continuas, B(t) > 0 é integrdvel em [a,b] e

o(t) < a(t) +/ B(s)p(s)ds, para a <t <b. (C.5)

Entao .
o(t) < alt) —I—/ 6(s)a(s)efst Aldigs  para o <t <b.
Demonstragao: Seja a fun¢ao R(t) = exp (— fat B(s)ds) f; S(s)ds. Entao,

R'(t) = —B(t)e Ja Ble)ds /t B(8)o(s)ds + B(tYp(t)e a0

I COR OO
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Como f(t) > 0, por hipotese, temos
R(1) < ft)a(tye” 200 (C.6)
Integrando de a a t ambos os lados de (C.6) e usando o fato que R(a) = 0, obtemos
R(t) < / t B(s)a(s)e Ja Fwdugg (C.7)
Pela defini¢do de R(t), temos

s [ gsyp(oyis < [ plejalsye s

Dai,
t t
/ B(s)p(s)ds < / B(s)a(s)ela Pudu=f7 Blu)dugy
' p t (C.8)
< / 5(s)a(s)efs Bludu g
Finalmente, substituindo (C.8) em (C.5), obtemos
t
) <al)+ [ B(s)p(s)ds
t
< Oé(t) + B(S)Q(S)efs B(u)duds
[ |

Corolario C.3 Suponha que além das hipoteses da Proposicao C.2, o seja crescente.
Entao
o(t) < a(t)eh PEs g <t <,

Proposicao C.4 Seja (z,) uma sequéncia em R. Se existe um nimero a € R tal que
toda subsequéncia de (x,) possui subsequéncia convergindo para a, entao (x,) converge

para a.

Demonstragao: Suponha que (x,) ndo converge para a. Entao existe ¢ >0e N C N
infinito tais que z,y ¢ (a —€,a +¢€) ¥ n’ € N'. Por hipotese podemos extrair uma
subsequéncia de (2, ) en convergindo para a, digamos (2,7 )pren, em que N’ C N C
N infinito, o que é absurdo, pois x,» ¢ (a —€,a+¢€) ¥V n” € N”  ja que N” C N'. Logo,

(x,) converge para a. [ |
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