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Resumo

Neste trabalho estudamos o problema de evolução não local























∂u(t, x)

∂t
= −a(x)u(t, x) +K(f ◦ u)(t, x) + h(x, u(t, x)), t > 0, x ∈ Ω,

u(t, x) = 0, x ∈ R
n \ Ω,

u(0, x) = u0(x),

em um espaço de fase isométrico ao Lp(Ω), onde Ω é um aberto suave e limitado

do R
n. Aqui u = u(t, x) é uma função a valores reais, f : R −→ R é uma função

de classe C1(R), a ∈ W 1,∞(Ω), h : R
n × R −→ R é uma função continuamente

diferenciável com derivada limitada e K é um operador integral com núcleo simétrico

e não negativo. Provamos que o problema está bem posto, mostramos a existência de

um atrator global e exibimos um funcional de Lyapunov para o fluxo gerado por esta

equação. Além disso, usando este funcional de Lyapunov, conseguimos mostrar que o

fluxo gerado tem a propriedade gradiente e, consequentemente, o atrator global pode

ser obtido como o conjunto instável dos equilíbrios. Também provamos a existência

de uma solução de equilíbrio não trivial e estudamos a semicontinuidade superior dos

atratores globais com relação aos paramêtros a e h.

Palavras-chave: Campos neurais; Boa posição; Atrator global, Funcional de Lyapu-

nov; Propriedade gradiente; Semicontinuidade superior dos atratores.



Abstract

In this work we study the non local evolution problem























∂u(t, x)

∂t
= −a(x)u(t, x) +K(f ◦ u)(t, x) + h(x, u(t, x)), t > 0, x ∈ Ω,

u(t, x) = 0, x ∈ R
n \ Ω,

u(0, x) = u0(x),

in a phase space isometric to Lp(Ω), where Ω is a smooth bounded domain in R
n.

Here u = u(t, x) is a real value function, f : R −→ R is a continuously differentiable

function, a ∈ W 1,∞(Ω), h : Rn×R −→ R is a continuously differentiable function with

bounded derivative and K is an integral operator with a symmetric kernel. We prove

the well posedness of problem, we prove the existence of global attractor and we exhibit

a continuous Lyapunov functional for the flow generated by equation. Furthermore,

using this Lyapunov functional we to prove that the flow is gradient and that there

exists a non-trivial equilibrium solution. Finally, we study the upper semicontinuity of

global attractors with respect to parameters a and h.

Keywords: Neural fields; Well posedness; Global attractor; Gradient property; Upper

semicontinuity.
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Introdução

As equações Diferenciais constituem uma importante linha de pesquisas em Mate-

mática, a qual vem ganhando bastante atenção dos pesquisadores nas últimas décadas.

Um dos motivos para isso, se dá ao fato que tais equações modelam, entre outros,

sistemas físicos e biológicos que dependem simultaneamente de variáveis espaciais e

temporais (ver, por exemplo, [18]). Para fazer a análise desses modelos, uma das

ferramentas usadas é a Teoria de Semigrupos, (ver, por exemplo, [18] e [29]).

Neste trabalho, iniciamos seguindo as referências [2], [27] e [28], para estudar

alguns resultados abstratos de equações diferenciais do tipo

dx

dt
= f(t, x), (1)

com f : I × X −→ X, onde X é um espaço de Banach e I um intervalo da reta.

Aqui, apresentamos condições de existência, unicidade e diferenciabilidade da solução

do problema de Cauchy associado à equação (1), e também um estudamos algumas

características do semigrupo gerado por essa equação.

No decorrer do texto, aplicamos os resultados abstratos para estudar a dinâmica

da equação de evolução não local

∂tu(t, x) = −a(x)u(t, x) +K(f ◦ u(t, x) + h(x, u(t, x)), para t > 0 e x ∈ Ω, (2)

onde Ω é um limitado suave do R
N , ( N > 1), f : R −→ R é uma função real não

linear de classe C1(R), a ∈ W 1,∞(Ω), h : RN
× R −→ R é uma função continuamente

diferenciável com derivada limitada e K é um operador integral com núcleo simétrico

não negativo,

Kv(x) :=

∫
RN

J(x, y)v(y)dy.

6
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O estudo da equação (2) foi motivado após uma breve leitura do trabalho proposto

por Da Silva e Pereira, [11], onde os autores estudam o comportamento assintótico de

uma equação de evolução que modela a atividade neuronal, a qual pode ser obtida como

um caso particular da equação que estamos considerando em (2). Mais precisamente,

em [11], eles mostram a propriedade gradiente para o fluxo gerado pela equação

∂tu(t, x) = u(t, x) +K(f ◦ u(t, x)), para t > 0 e x ∈ Ω.

O que diferencia a equação que estamos propondo, da equação estudada em [11],

é que acrescentamos um amortecimento no termo linear e adicionamos mais um termo

não linear para representar os estímulos externos, deixando o modelo mais realístico.

Essa dissertação está dividida da seguinte maneira: no Capítulo 1, tendo como

principais referências [2], [25] e [28], apresentamos alguns conceitos e resultados sobre

as derivadas de Gâteaux e Fréchet. Depois, apresentamos resultados sobre existência

local(global) e unicidade de solução para o problema de Cauchy associado à equação

(1).

No Capítulo 2, seguindo [2], [9] e [28], fazemos uma introdução ao estudo de semi-

grupos não lineares, focando nos resultados que serão utilizados no capítulo seguinte.

No Capítulo 3, aplicamos os resultados abstratos dos capítulos anteriores para

estudar o comportamento assintótico da equação de Campos Neurais (2). Neste capí-

tulo, mostramos que o fluxo gerado por (2) é C
(

[0, r];Lp(Ω)
)

∩ C1
(

[0, r];L1(Ω)
)

, para

r > 0, provamos a existência de um atrator global, exibimos um funcional de Lyapunov

contínuo para o fluxo gerado por (2) e usamos isso para concluir que o semigrupo ge-

rado por (2) é gradiente. Por fim, provamos a existência de uma solução de equilíbrio

não trivial para (2).

Finalmente, no Capítulo 4, estudamos a semicontinuidade superior dos atratores

globais com relação aos parâmetros a e h.

Finalmente, no Apêndice, exibimos resultados que foram utilizados no decorrer

do texto.



Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo apresentamos alguns conceitos e resultados básicos que serão utilizados

nos capítulos seguintes.

1.1 Derivada de Gâteaux

Nesta seção, apresentamos alguns resultados sobre diferenciabilidade em espaços de

Banach. Mais detalhes sobre este conteúdo, sugerimos as referências [2] e [25].

Definição 1.1 Sejam X um espaço vetorial e Y espaço vetorial topológico. Considere

um operador f : X → Y . Dados x e η em X, se

Df(x)(η) = lim
t→0

f(x+ tη)− f(x)

t
(1.1)

existe, dizemos que f é Gâteaux diferenciável em x na direção η, e Df(x)(η) ∈ Y é

chamada a derivada de Gâteaux de f em x na direção η.

Quando f é Gâteaux diferenciável em x para toda direção η ∈ X, dizemos que f

é Gâteaux diferenciável em x.

Denotamos por [X, Y ] o espaço dos operadores T : X → Y.

Observação 1.2 O operador Df(x) : X → Y que atribui para cada η ∈ X o vetor

Df(x)(η) ∈ Y é chamado a derivada de Gâteaux de f em x. O operador Df : X →

[X, Y ] que atribui para cada x ∈ X o operador Df(x) ∈ [X, Y ] é chamado a derivada

de Gâteaux de f .

8
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Exemplo 1 Se f : Rn → R e e1 = (1, 0, ..., 0), ..., en = (0, ..., 0, 1), então x ∈ R
n é tal

que x = (x1, ..., xn) = x1e1 + · · ·+ xnen, assim

Df(x)(ei) = lim
t→0

f(x1, ..., xi + t, ..., xn)− f(x1, ..., xn)

t
=

∂f(x)

∂xi

,

o que implica que a derivada parcial de f com relação a xi é a derivada de Gâteaux de

f em x na direção ei.

Exemplo 2 Seja f : R2 → R dado por f(x) =
x1x2

x2

1
+ x2

2

se x = (x1, x2) 6= 0 e f(0) = 0.

Dado η = (η1, η2) ∈ R
2, segue que

Df(x)(η) = lim
t→0

f(x1 + tη1, x2 + tη2)− f(x1, x2)

t
,

assim

Df(0)(η) = lim
t→0

1

t

[

(0 + tη1)(0 + tη2)

(0 + tη1)2 + (0 + tη2)2
− f(0)

]

= lim
t→0

1

t

[

η1η2

η2
1
+ η2

2

]

.

Portanto Df(0)(η) existe se, e somente se, η = (η1, 0) ou η = (0, η2).

Observação 1.3 O Exemplo 2 deixa claro que a existência das derivadas parciais não

implica na existência da derivada de Gâteaux.

Exemplo 3 Seja f : R2 → R dado por f(x) =
x1x

2

2

x2

1
+ x2

2

se x = (x1, x2) 6= 0 e f(0) = 0.

Dado η ∈ R
2, segue que

Df(0)(η) = lim
t→0

1

t

[

tη1t
2η2

2

t2η2
1
+ t2η2

2

]

=
η1η

2

2

η1 + η2
2

.

Observação 1.4 O Exemplo 3 mostra que a derivada de Gâteaux em um ponto não

é necessariamente um operador linear. De fato, dados η, ξ ∈ X segue que Df(0)(η) +

Df(0)(ξ) =
η1η

2

2

η2
1
+ η2

2

+
ξ1ξ

2

2

ξ2
1
+ ξ2

2

e Df(0)(η + ξ) =
(η1 + ξ1)(η2 + ξ2)

2

(η1 + ξ)2 + (η2 + ξ2)2
. Considere η =

(1, 0), ξ = (0, 1), e perceba que Df(0)(η) +Df(0)(ξ) = 0, enquanto Df(0)(η + ξ) =
1

2
.

Assim, a derivada de Gâteaux nem sempre é um operador linear.

Proposição 1.5 A derivada de Gâteaux de f em x é um operador homogêneo, ou

seja, Df(x)(αη) = αDf(x)(η), para α ∈ R.

Demonstração: Como Df(x)(η) = lim
t→0

f(x+ tη)− f(x)

t
, substituindo t por αt, temos

que

Df(x)(η) = lim
t→0

f(x+ tαη)− f(x)

tα
=

1

α
Df(x)(αη).
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Logo,

αDf(x)(η) = Df(x)(αη).

�

Proposição 1.6 Se o funcional f : X → R possui um mínimo ou um máximo em

x ∈ X e Df(x) existe, então Df(x) ≡ 0.

proof Suponha que Df(x)(η) > 0, para algum η ∈ X. Para t suficientemente pequeno

temos

f(x+ tη)− f(x)

t
> 0,

implicando que f(x + tη) > f(x) para t > 0, e f(x + tη) < f(x) para t < 0. Assim,

f(x+ tη) > f(x) e f(x+ tη) < f(x), contradizendo a hipótese de f possuir um mínimo

ou máximo em x ∈ X. O caso em que Df(x)(η) < 0 segue de maneira análoga. Logo,

Df(x) ≡ 0.

�

Sejam X e Y espaços vetoriais topológicos. Vamos denotar por L[X, Y ] o con-

junto de todos os operadores lineares contínuos de X em Y . Em partícular, denotamos

L[X,R] por X ′ (dual topológico de X), onde seus elementos são funcionais lineares

contínuos.

Proposição 1.7 Sejam X um espaço vetorial e Y um espaço linear normado. Seja

f : X → Y um operador. Dados x, y ∈ X, suponha f Gâteaux difereciável para cada

ponto de {x+ t(y − x); 0 6 t 6 1} na direção y − x. Então para cada δ ∈ Y ′ valem:

1. δ(f(y)− f(x)) = δ(Df(x+ θ(y − x)))(y − x)), para algum 0 < θ < 1;

2. ‖f(y)− f(x)‖ 6 sup
0<θ<1

‖Df(x+ θ(y − x))(y − x)‖.

Demonstração: Considere g(t) = δ(f(x+t(y−x))). Temos que g′(t) = δ(Df(x+t(y−

x))(y − x)). Pelo Teorema do Valor Médio, existe θ, 0 < θ < 1, tal que g(1)− g(0) =

g′(θ). Assim, obtemos

δ(f(y))− δ(f(x)) = δ(Df(x+ θ(y − x))(y − x)),

como δ é linear, segue que

δ(f(y)− f(x)) = δ(Df(x+ θ(y − x))(y − x)),
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provando (1).

Agora, usando o Teorema de Hahn-Banach (ver Corolário B.2) existe δ ∈ Y ′ tal

que ‖δ‖ = 1 e δ(f(y)− f(x)) = ‖f(y)− f(x)‖, e por (1), obtemos

‖f(y)− f(x)‖ = δ(f(y)− f(x))

= δ(Df(x+ θ(y − x))(y − x))

6 |δ(Df(x+ θ(y − x))(y − x))|

6 ‖δ‖‖Df(x+ θ(y −X))(y − x)‖

= ‖Df(x+ θ(y − x))(y − x)‖

6 sup
0<θ<1

‖Df(x+ θ(y − x))(y − x)‖,

o que prova (2).

�

1.2 Derivada de Fréchet

Nesta seção, baseado nas referências [2] e [25], vamos fazer um breve comentário sobre

a derivada de Fréchet.

Definição 1.8 Considere f : X → Y , onde X e Y são espaços lineares normados.

Dado x ∈ X, se existe um operador linear f ′(x) ∈ L[X, Y ] tal que

lim
‖∆x‖→0

‖f(x+∆x)− f(x)− f ′(x)(∆x)‖

‖∆x‖
= 0, ∆x ∈ X, (1.2)

então f é diferenciável segundo Fréchet e f ′(x) é chamada a derivada de Fréchet de f

em x.

O operador

f ′ : X −→ L[X, Y ]

x 7−→ f ′(x) : X −→ Y

é denotado como a derivada de Fréchet de f .

Observação 1.9 A derivada de Fréchet, f ′(x), é por definição um operador linear

contínuo, o que não necessariamente ocorre com a derivada de Gâteaux Df(x).
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Observação 1.10 Dado ǫ > 0, segue de (1.2) que existe ξ > 0 tal que

‖f(x+∆x)− f(x)− f ′(x)(∆x)‖ 6 ǫ‖∆x‖, (1.3)

para todo ∆x ∈ X onde ‖∆x‖ 6 ξ.

Proposição 1.11 Se f : X → Y é Fréchet diferenciável em x, então f é contínua em

x.

Demonstração: Por (1.3) temos que

‖f(x+∆x)− f(x)‖ − ‖f ′(x)(∆x)‖ 6 ‖f(x+∆x)− f(x)− f ′(x)(∆x)‖

6 ǫ‖∆x‖.

Então

‖f(x+∆x)− f(x)‖ 6 ǫ‖∆x‖+ ‖f ′(x)(∆x)‖

6 ǫ‖∆x‖+ ‖f ′(x)‖‖∆x‖

= (ǫ+ ‖f ′(x)‖)‖∆x‖.

Assim, para ‖∆x‖ 6 δ obtemos

‖f(x+∆x)− f(x)‖ 6 (ǫ+ ‖f ′(x)‖)δ.

Logo, f é contínua em x.

�

Observação 1.12 Fréchet diferenciabilidade implica em Gâteaux diferenciabilidade.

De fato, Se f ′(x) existe, substituindo ∆x por t∆x em (1.2), obtemos

lim
‖t∆x‖→0

‖f(x+ t∆x)− f(x)− f ′(x)(t∆x)‖

‖t∆x‖
= 0.

Quando t → 0, temos que ‖t∆x‖ → 0, assim

lim
t→0

∥

∥

∥

∥

f(x+ t∆x)− f(x)− f ′(x)(t∆x)

t

∥

∥

∥

∥

= 0,

ou seja

lim
t→0

∥

∥

∥

∥

f(x+ t∆x)− f(x)

t
− f ′(x)(∆x)

∥

∥

∥

∥

= 0.
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Com isso

‖Df(x)(∆x)− f ′(x)(∆x)‖ = 0,

ou melhor

‖(Df(x)− f(x))(∆x)‖ = 0, ∀ ∆x ∈ X.

Logo, Df(x) = f ′(x).

Proposição 1.13 A derivada de Fréchet é única.

Demonstração: Suponha que f ′
1
(x) e f ′

2
(x) são duas derivadas de Fréchet de f em x.

Pela desigualdade triângular e a Observação 1.12, obtemos

‖f ′
1
(x)− f ′

2
(x)‖ 6 ‖f ′

1
(x)−Df(x)‖+ ‖f ′

2
(x)−Df(x)‖ = 0.

Assim,

‖f1(x)− f2(x)‖ = 0.

Logo, f ′
1
(x) = f ′

2
(x).

�

Observação 1.14 Se Df(x) é um operador linear limitado, então f ′(x) existe se, e

somente se, a convergência em (1.1) é uniforme com respeito a todo η ∈ X com ‖η‖ = 1.

Com efeito, se f ′(x) existe, pela Observação 1.12, Df(x) = f ′(x). Substituindo f ′(x)

por Df(x) e ∆x por tη em (1.3), obtemos

lim
‖tη‖→0

‖f(x+ tη)− f(x)−Df(x)(tη)‖

‖tη‖
= 0,

implicando em

lim
t→0

∥

∥

∥

∥

f(x+ tη)− f(x)−Df(x)(tη)

t

∥

∥

∥

∥

= 0.

Assim,

lim
t→0

∥

∥

∥

∥

f(x+ tη)− f(x)

t
−Df(x)(η)

∥

∥

∥

∥

= 0,

ou seja

Df(x)(η) = lim
t→0

f(x+ tη)− f(x)

t
.
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Agora, se a convergência em (1.1) é uniforme para todo η, com ‖η‖ = 1, temos

Df(x)(η) = lim
t→0

f(x+ tη)− f(x)

t
,

assim,

lim
t→0

f(x+ tη)− f(x)

t
−Df(x)(η) = 0.

Logo

lim
t→0

∥

∥

∥

∥

f(x+ tη)− f(x)−Df(x)(tη)

t

∥

∥

∥

∥

= 0,

ou seja,

lim
t→0

‖f(x+ tη)− f(x)−Df(x)(tη)‖

|t|‖η‖
= 0,

implicando em

lim
‖tη‖→0

‖f(x+ tη)− f(x)−Df(x)(tη)‖

‖tη‖
= 0.

Já que Df(x) é um operador linear limitado, temos Df(x) = f ′(x).

Observação 1.15 Se f : X → Y é Fréchet diferenciável, então pelo item (2) da

Proposição 1.7, temos

‖f(y)− f(x)‖ 6 sup
0<θ<1

‖Df(x+ θ(y − x))‖‖y − x‖.

Exemplo 4 Assuma que f : Rn → R
m é Frechet diferenciável em x, vamos calcular

f ′(x)(η). Temos que f(x) = f(x1, . . . , xn) = (f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)). Já

que η = η1e1 + · · · + ηnen, onde e1, . . . , en é base canônica de R
n, é suficiente calcular

f ′(x)(ei) e substituir em f ′(x)(η) = η1f
′(x)(e1) + · · ·+ ηnf

′(x)(en). Como

f ′(x)(ei) =

(

∂f1(x1, . . . , xn)

∂xi

, . . . ,
∂fm(x1, . . . , xn)

∂xi

)

,

segue que

f ′(x)(η) =













∂f1(x)

∂x1

· · ·
∂f1(x)

∂xn
...

. . .
...

∂fm(x)

∂x1

· · ·
∂fm(x)

∂xn



















η1
...

ηn






.
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Observação 1.16 A matriz













∂f1(x)

∂x1

· · ·
∂f1(x)

∂xn
...

. . .
...

∂fm(x)

∂x1

· · ·
∂fm(x)

∂xn













é chamada de Matriz Jacobiana de f e denotamos por Jf (x1, . . . , xn).

Os Exemplos 2 e 3 garantem que Df(x) pode existir e não ter matriz jacobiana,

também pode ocorrer de a matriz jacobiana existir e Df(x) não existir. Entretanto,

segue o seguinte resultado.

Proposição 1.17 Considere f : R
n → R

m, e suponha que Df(x) exista. Então,

Df(x) é representado pela matriz jacobiana em x se, e somente se, Df(x) é um ope-

rador linear.

Demonstração: Suponha que Df(x) é representada pela matriz jacobiana em x. Seja

{e1, . . . , en} a base canônica de R
n, dados η, ξ ∈ R

n, segue que

Df(x)(η + ξ) =







Df1(x)(e1) · · · Df1(x)(en)
...

. . .
...

Dfm(x)(e1) · · · Dfm(x)(en)













η1 + ξ1
...

ηn + ξn







=







Df1(x)(e1) · · · Df1(x)(en)
...

. . .
...

Dfm(x)(e1) · · · Dfm(x)(en)













η1
...

ηn







+







Df1(x)(e1) · · · Df1(x)(en)
...

. . .
...

Dfm(x)(e1) · · · Dfm(x)(en)













ξ1
...

ξn







= Df(x)(η) +Df(x)(ξ).

Logo, Df(x) é linear.

Reciprocamente, pelo Exemplo 4, apenas a linearidade do operador f ′(x) foi uti-

lizada para obter a matriz jacobiana. Portanto, se Df(x) é linear, então a matriz

jacobiana existe.

�

Proposição 1.18 Sejam X e Y espaços lineares normados. Suponha que f : X → Y

é Gâteaux diferenciável em X e, além disso, que para x ∈ X fixo:

1. Df(x)(·) : X → Y é contínua em zero;
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2. Df(·)(η) : X → Y é contínua em x para cada η ∈ X fixo.

Então, Df(x) ∈ L[X, Y ], ou seja, Df(x) é um operador linear contínuo.

Demonstração: Pela Proposição 1.5, Df(x) é um operador homogêneo, isto é,

Df(x)(0) = Df(x)(0 · η)

= 0 ·Df(x)(η)

= 0.

Devido ao item (1) existe r > 0 tal que ‖Df(x)(η)‖ 6 1 sempre que ‖η‖ 6 r. Assim,

temos que

‖Df(x)(η)‖ =

∥

∥

∥

∥

‖η‖

r

r

‖η‖
Df(x)(η)

∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

‖η‖

r
Df(x)

(

r

‖η‖
η

)
∥

∥

∥

∥

=
‖η‖

r

∥

∥

∥

∥

Df(x)

(

r

‖η‖
η

)∥

∥

∥

∥

6
1

r
‖η‖.

Logo, Df(x) é limitado. Agora, vamos mostrar que Df(x) é aditivo, ou seja, Df(x)(η1+

η2) = Df(x)(η1) +Df(x)(η2). Considere η1, η2 ∈ X. Dado ǫ > 0, existe τ > 0 tal que

∥

∥

∥

∥

Df(x)(η1 + η2) − Df(x)(η1)−Df(x)(η2)−

(

f(x+ tη1 + tη2)− f(x)

t

)

+

(

f(x+ tη1)− f(x)

t

)

+

(

f(x+ tη2)− f(x)

t

)∥

∥

∥

∥

6 3ǫ,

para |t| 6 τ .

Pela desigualdade anterior, obtemos

‖Df(x)(η1 + η2) − Df(x)(η1)−Df(x)(η2)‖ −

∥

∥

∥

∥

(

f(x+ tη1 + tη2 − f(x)

t

)

−

(

f(x+ tη1)− f(x)

t

)

−

(

f(x+ tη2)− f(x)

t

)∥

∥

∥

∥

6 3ǫ,

o que implica

‖Df(x)(η1 + η2)−Df(x)(η1)−Df(x)(η2)‖ 6
1

| t |
‖f(x+ tη1 + tη2)− f(x)

− f(x+ tη1) + f(x)

− f(x+ tη2) + f(x)‖+ 3ǫ. (1.4)
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Pelo Teorema de Hanh-Banach (ver Corolário B.2) existe δ ∈ Y ′ tal que ‖δ‖ = 1 e

δ(x) = ‖x‖. Assim, pelo item (1) da Proposição 1.7, segue que

‖f(x+ tη1 + tη2)− f(x+ tη1)− f(x+ tη2) + f(x)‖

= δ(f(x+ tη1 + tη2)− f(x+ tη1)− (f(x+ tη2)− f(x)))

= δ(Df(x+ tη1 + θ1(tη2))(tη2))− δ(Df(x+ θ2(tη2))(tη2)),

para alguns 0 < θ1, θ2 < 1. Assim,

‖f(x+ tη1 + tη2)− f(x+ tη1) − f(x+ tη2) + f(x)‖ = tδ(Df(x+ tη1 + θ1tη2)(η2)

− Df(x)(η2) +Df(x)(η2)−Df(x+ θ2tη2)(η2))

6 |tδ(Df(x+ tη1 + θ1tη2)(η2)−Df(x)(η2)

+ Df(x)(η2)−Df(x+ θ2tη2)(η2))|

6 |t|‖δ‖‖(Df(x+ tη1 + θ1tη2)(η2)−Df(x)(η2)

+ Df(x)(η2)−Df(x+ θ2tη2)(η2))‖

6 |t|‖(Df(x+ t(η1 + θ1η2))(η2)−Df(x)(η2)‖

+ |t|‖Df(x)(η2)−Df(x+ θ2tη2)(η2)‖.

Pela hipótese (2), segue que

|t|‖Df(x+ t(η1 + θ1η2))(η2)−Df(x)(η2)‖ + |t|‖Df(x)(η2)−Df(x+ θ2tη2)(η2)‖

6 2|t|ǫ. (1.5)

Para t suficientemente pequeno. De (1.4) e (1.5) obtemos

‖Df(x)(η1 + η2)−Df(x)(η1)−Df(x)(η2)‖ 6
1

|t|
2|t|ǫ+ 3ǫ = 5ǫ.

Logo, Df(x) é aditivo e, pela Proposição 1.5, homogêneo. O que mostra que Df(x) é

um operador linear.

Portanto, Df(x) é um operador linear limitado, como queríamos.

�

Proposição 1.19 Sejam X e Y espaços lineares normados. Considere f : X → Y .

Suponha Df : X → L[X, Y ] e Df contínua em x. Então f ′(x) existe e f ′ é contínua

em x.

Demonstração: Pelo Teorema de Hanh-Banach (ver Corolário B.2), e o item (1) da
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Proposição 1.7, segue que

‖f(x+ η)− f(x)−Df(x)(η)‖ = δ(f(x+ η)− f(x)−Df(x)(η))

= δ(Df(x+ θη)(η)−Df(x)(η))

6 |δ(Df(x+ θη)(η)−Df(x)(η))|

6 ‖δ‖‖Df(x+ θη)(η)−Df(x)(η)‖

6 ‖Df(x+ θη)−Df(x)‖‖η‖.

Como Df é contínuo em x, temos ‖Df(x+ θη)−Df(x)‖‖η‖ < ǫ‖η‖, sempre quando

‖η‖ < r, implicando que

‖f(x+ η)− f(x)−Df(x)(η)‖ < ǫ‖η‖,

sempre quando ‖η‖ < r. Dividindo a desigualdade acima em ambos os lados por ‖η‖ e

passando o limite com ‖η‖ → 0, obtemos

lim
‖η‖→0

‖f(x+ η)− f(x)−Df(x)(η)‖

‖η‖
< ǫ, ∀ǫ > 0.

Assim

lim
‖η‖→0

‖f(x+ η)− f(x)−Df(x)(η)‖

‖η‖
= 0.

Logo

Df(x) = f ′(x).

E como Df é contínuo em x, segue que f ′ é contínua em x.

�

Proposição 1.20 (Regra da Cadeia) Sejam X um espaço vetorial, Y e Z espaços

lineares normados. Suponha que

1. h : X → Y Gâteaux diferenciável em X;

2. g : Y → Z Fréchet diferenciável em Y .

Então f = g ◦ h : X → Z é Gâteaux diferenciável em X e Df(x) = g′(h(x))Dh(x). Se

X também é um espaço linear normado e h é Fréchet diferenciável em X, então f é

Fréchet diferenciável em X e f ′(x) = g′(h(x))h′(x).
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Demonstração: Dados x, η ∈ X, considere y = h(x) e ∆y = h(x+ tη)−h(x). Então,

f(x+ tη)− f(x)

t
=

g(h(x+ tη))− g(h(x))

t

=
g(y +∆y)− g(y)

t

=
g′(y)(∆y) + g(y +∆y)− g(y)− g′(y)(∆y)

t

= g′(y)

(

h(x+ tη)− h(x)

t

)

+
g(y +∆y)− g(y)− g′(y)(∆y)

‖∆y‖

‖h(x+ tη)− h(x)‖

t
.

Assim,

f(x+ tη)− f(x)

t
− g′(y)

(

h(x+ tη)− h(x)

t

)

+ g′(y)Dh(x)(η)

− g′(y)Dh(x)(η) =
g(y +∆y)− g(y)− g′(y)(∆y)

‖∆y‖

‖h(x+ tη)− h(x)‖

t
.

Organizando os termos e aplicando a norma, obtemos

∥

∥

∥

∥

g′(y)Dh(x)(η)−

(

f(x+ tη)− f(x)

t

)

−g′(y)

(

Dh(x)(η)−

(

h(x+ tη)− h(x)

t

))
∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

g(y +∆y)− g(y)− g′(y)(∆y)

‖∆y‖

‖h(x+ tη)− h(x)‖

t

∥

∥

∥

∥

.

Note que

∥

∥

∥

∥

g′(y)Dh(x)(η)−

(

f(x+ tη)− f(x)

t

)∥

∥

∥

∥

−

∥

∥

∥

∥

g′(y)

(

Dh(x)(η)−

(

h(x+ tη)− h(x)

t

))
∥

∥

∥

∥

6

∥

∥

∥

∥

g(y +∆y)− g(y)− g′(y)(∆y)

‖∆y‖

‖h(x+ tη)− h(x)‖

t

∥

∥

∥

∥

,

o que implica

∥

∥

∥

∥

g′(y)Dh(x)(η)−

(

f(x+ tη)− f(x)

t

)
∥

∥

∥

∥

6 ‖g′(h(x))‖

∥

∥

∥

∥

Dh(x)(η)−

(

h(x+ tη)− h(x)

t

)∥

∥

∥

∥

+
‖g(y +∆y)− g(y)− g′(y)(∆y)‖

‖∆y‖

‖h(x+ tη)− h(x)‖

|t|
. (1.6)
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Além disso, pelo item (2) da Proposição 1.7, obtemos

‖∆y‖ = ‖h(x+ tη)− h(x)‖ 6 sup
0<θ<1

‖tDf(x+ θ(tη))(η)‖,

assim ‖∆y‖ → 0 quando t → 0. Agora, passando o limite em (1.6) com t → 0, temos

lim
t→0

∥

∥

∥

∥

g′(y)Dh(x)(η)−

(

f(x+ tη)− f(x)

t

)∥

∥

∥

∥

6 lim
t→0

‖g′(h(x))‖

∥

∥

∥

∥

Dh(x)(η)−
h(x+ tη)− h(x)

t

∥

∥

∥

∥

+ lim
t,‖∆y‖→0

‖g(y +∆y)− g(y)− g′(y)(∆y)‖

‖∆y‖

‖h(x+ tη)− h(x)‖

|t|
.

Com isso

lim
t→0

∥

∥

∥

∥

g′(y)Dh(x)(η)−

(

f(x+ tη)− f(x)

t

)
∥

∥

∥

∥

= 0,

implicando que

g′(h(x))Dh(x)(η) = lim
t→0

f(x+ tη)− f(x)

t
,

ou seja,

g′(h(x))Dh(x)(η) = Df(x)(η), ∀η ∈ X.

Logo,

Df(x) = g′(h(x))Dh(x).

Agora, considere que X é um espaço linear normado e h é Fréchet diferenciável

em X. Dados x, η ∈ X, sejam y = h(x) e ∆y = h(x+ tη)− h(x). Então,
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‖f(x+ tη)− f(x)− g′(h(x))h′(x)(tη)‖

|t|

=
‖g(h(x+ tη))− g(h(x))− g′(h(x))h′(x)(tη)‖

|t|

=
‖g(y +∆y)− g(y)− g′(y)(∆y) + g′(y)(∆y)− g′(y)h′(x)(tη)‖

|t|

6
‖g(y +∆y)− g(y)− g′(y)(∆y)

|t|

‖∆y‖

‖∆y‖
+

‖g′(y)(∆y)− g′(y)h′(x)(tη)‖

|t|

6
‖g(y +∆y)− g(y)− g′(y)(∆y)‖

‖∆y‖

‖h(x+ tη)− h(x)‖

|t|

+ ‖g′(y)‖
‖h(x+ tη)− h(x)− h′(x)(tη)‖

|t|
.

Como ‖∆y‖ → 0 quando t → 0, passando o limite com t → 0 na desigualdade

acima, obtemos

lim
t→0

‖f(x+ tη)− f(x)− g′(h(x))h′(x)(tη)‖

|t|

6 lim
t,‖∆y‖→0

‖g(y +∆y)− g(y)− g′(y)(∆y)‖

‖∆y‖

‖h(x+ tη)− h(x)‖

|t|

+ lim
t→0

‖g′(y)‖
‖h(x+ tη)− h(x)− h′(x)(tη)‖

|t|
.

Desde que g e h são Fréchet diferenciáveis, temos

lim
t→0

‖f(x+ tη)− f(x)− g′(h(x))h′(x)(tη)‖

|t|
= 0.

Portanto, f é Fréchet diferenciável e, como a derivada de Fréchet é única, segue que

f ′(x) = g′(h(x))h′(x).

�

1.3 Semidistância de Hausdorff

Definição 1.21 Seja X um conjunto não vazio. Uma métrica sobre X é uma função

d : X ×X → R tal que para cada x, y, z ∈ X

1. d(x, y) > 0;

2. d(x, y) = 0 se e somente se x = y;

3. d(x, y) = d(y, x);
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4. d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z).

Neste caso, o par (X, d) é chamada um espaço métrico.

Definição 1.22 Sejam A e B subconjuntos de X, onde (X, d) é um espaço métrico.

A distância entre A e B é o número

d(A,B) := inf
x∈A

{

inf
y∈B

d(x, y)
}

.

Definição 1.23 Seja (X, d) um espaço métrico. Dados os subconjuntos A,B de X, o

excesso ou semidistância de Hausdorff de A sobre B é definida por

dH(A,B) = sup
a∈A

inf
b∈B

d(a, b)

com a convenção dH(A, ∅) = +∞ se A 6= ∅, e dH(∅, B) = 0.

Proposição 1.24 Seja (X, d) um espaço métrico.

i) dH(·, ·) não é simétrica; isto é, dados A,B ∈ X, dH(A,B) e dH(B,A) podem ser

diferentes;

ii) Dados A,B ∈ X, dH(A,B) = 0 não implica que A = B.

Exemplo 5 Sejam X = R, A = (0, 1) e B = {1}.

◦ ◦
0 1

Note que

d(A,B) := inf
x∈A

{

inf
y∈B

d(x, y)
}

= 0 = inf
x∈B

{

inf
y∈A

d(x, y)
}

= d(B,A),

dH(A,B) := sup
x∈(0,1)

{

inf
y=1

|x− y|
}

= sup
x∈(0,1)

|x− 1| = 1,

e

dH(B,A) := sup
x=1

{

inf
y∈(0,1)

|x− y|
}

= inf
y∈(0,1)

|1− y| = 0.

Exemplo 6 Sejam X = R
2, A = B((0, 0); 2) e B = B((1, 1); 1) (bolas centradas na

origem e no ponto (1, 1) no R
2 com raios iguais a 2 e 1, respectivamente).

A B
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Note que

d(A,B) := inf
x∈A

{

inf
y∈B

d(x, y)
}

= 0 = inf
x∈B

{

inf
y∈A

d(x, y)
}

= d(B,A),

dH(A,B) := sup
x∈A

{

inf
y∈B

d(x, y)
}

> 0,

e

dH(B,A) := sup
x∈B

{

inf
y∈A

d(x, y)
}

> 0.

Proposição 1.25 Seja (X, d) um espaço métrico. Dados os subconjuntos A,B,C de

X, temos

dH(A,C) 6 dH(A,B) + dH(B,C).

Demonstração: Para todo a ∈ A, b ∈ B e c ∈ C, temos

d(a, c) 6 d(a, b) + d(b, c).

Aplicando o ínfimo em relação a c e depois em b em ambos os lados da desigualdade

acima, obtemos

inf
c∈C

d(a, c) 6 inf
b∈B

d(a, b) + inf
b∈B

inf
c∈C

d(b, c).

Agora, aplicando o supremo com relação a a na desigualdade anterior, e já que

inf
b∈B

inf
c∈C

d(b, c) 6 sup
b∈B

inf
c∈C

d(b, c), encontramos

sup
a∈A

inf
c∈C

d(a, c) 6 sup
a∈A

inf
b∈B

d(a, b) + sup
b∈B

inf
c∈C

d(b, c).

�

Proposição 1.26 Seja (X, d) um espaço métrico. Dados os subconjuntos A,B de X,

temos

dH(A,B) = 0 ⇔ A ⊂ B.

Demonstração: De fato, suponha que dH(A,B) = 0. Assim,

sup
a∈A

inf
b∈B

d(a, b) = 0,

ou seja,

inf
b∈B

d(a, b) = 0, ∀a ∈ A.
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Considere a ∈ A fixado. Dado n ∈ N, existe bn ∈ B tal que

d(a, bn) <
1

n
.

Logo, existe uma sequência {bn} em B tal que bn → a. Portanto A ⊂ B. Reciproca-

mente, se A ⊂ B, então

inf
b∈B

d(a, b) = 0, ∀a ∈ A

o que implica

sup
a∈A

inf
b∈B

d(a, b) = 0.

Logo, dH(A,B) = 0.

�

Definição 1.27 Sejam (X, d) um espaço métrico e {Aε}ε∈[0,1] uma família de subcon-

juntos de X. Diremos que a família {Aε}ε∈[0,1] é semicontínua superiormente em ε = 0

quando

lim
ε→0+

dH(Aε, A0) = 0.

1.4 Teoremas de Existência e Unicidade em Espaços

de Banach

Nesta seção, abordamos alguns resultados sobre existência e unicidade de solução para

equações diferenciais em espaços de Banach. Para isto, seguimos as referências [2],

[19] e [28].

Seja X um espaço de Banach. Considere em X a seguinte equação diferencial

dx

dt
= f(t, x), (1.7)

com

f : I ×X −→ X

(t, x) 7−→ f(t, x)

onde f é função contínua e I ⊂ R é um intervalo.

Dizemos que uma função continuamente diferenciável φ : I ⊂ R −→ X é uma

solução clássica de (1.7) no intervalo I se:
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1. {(t, φ(t)); t ∈ I} está contido no domínio de f ;

2.
d

dt
φ(t) = f(t, φ(t)), para todo t ∈ I.

O problema de Cauchy para (1.7), com condições iniciais (t0, x0), será denotado

por

dx

dt
= f(t, x), x(t0) = x0, (t0, x0) ∈ I ×X. (1.8)

Lema 1.28 O problema (1.8) é equivalente a equação integral

x(t) = x0 +

∫
t

t0

f(s, x(s))ds. (1.9)

Demonstração: Integrando em ambos os lados de (1.8) de t0 a t, obtemos

x(t) = x0 +

∫
t

t0

f(s, x(s))ds.

Reciprocamente, derivando em ambos os lados de (1.9), encontramos

d

dt
x(t) = f(t, x(t)),

e também temos x(t0) = x0.

�

Observação 1.29 Se no problema de Cauchy (1.8) tivermos

f(t, x) = Ax+ g(t, x),

com A : X −→ X um operador linear limitado, então a solução de (1.8) é expressa por

ϕ(t) = eA(t−t0)x0 +

∫
t

t0

eA(t−s)g(s, x(s))ds,

onde eAt é um operador linear limitado (ver [24]), dado por eAt =
∞∑
k=0

(At)k

k!
. Com

efeito, considere

dx

dt
= At+ g(t, x).

Multiplicando ambos os lados da igualdade anterior por e−At, obtemos

e−At
dx

dt
− e−AtAx = e−Atg(t, x).
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Note que o lado esquerdo da igualdade acima é igual a
d

dt

[

e−Atx
]

, assim

d

dt

[

e−Atx
]

= e−Atg(t, x). (1.10)

Integrando (1.10) de t0 a t, obtemos

e−Atx(t)− e−At0x(t0) =

∫

t

t0

e−Asg(s, x(s))ds.

Por fim, multiplicando ambos os lados da igualdade anterior por eAt, encontramos

x(t) = eA(t−t0)x0 +

∫

t

t0

eA(t−s)g(s, x(s))ds.

Quando X = R
n e f é contínua, a existência de soluções locais para (1.8) segue

do clássico Teorema de Peano, (ver [17]).

Definição 1.30 Um subconjunto Y de um espaço métrico X é dito um conjunto re-

lativamente compacto se seu fecho é compacto.

Teorema 1.31 (Teorema de Peano, [17]) Considere um conjunto aberto Ω ⊂ R×

R
n. Seja f : Ω −→ R

n uma função contínua em Ω. Então, para qualquer (t0, x0) ∈ Ω,

dx

dt
= f(t, x)

possui pelo menos uma solução passando por (t0, x0), que está definida num intervalo

[t0 − α, t0 + α] para algum α > 0.

Demonstração: Sejam α, β constantes positivas, e considere o retângulo fechado

B(α, β) = B(α, β, t0, α0) = {(t, x) : t ∈ Iα, |x − x0| 6 β}, Iα = Iα(t0) = {t :

|t − t0| 6 α}, contido em Ω. Seja M = sup{|f(t, x); (t, x) ∈ B(α, β)}. Escolha cons-

tantes α, β tais que 0 < α 6 α, 0 < β 6 β, Mα 6 β, e defina o conjunto A = A(α, β)

das funções φ ∈ C(Iα e R
n), onde φ(t0) = x0, |φ(t)− x0| 6 β para todo t ∈ Iα.

Afirmação: O conjunto A é convexo, fechado e limitado. De fato, dados φ, φ ∈

A, temos que

|sφ(t) + (1− s)φ(t)− x0| = |sφ(t) + (1− s)φ(t)− (1− s)x0 − sx0|

6 s|φ(t)− x0|+ (1− s)|φ(t)− x0|

6 sβ + (1− s)β

6 β, ∀t ∈ Iα e s ∈ [0, 1]
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e

sφ(t0) + (1− s)φ(t0) = sx0 + (1− s)x0

= x0, com s ∈ [0, 1].

Dado φ ∈ A, existe uma sequência (φn) em A tal que φn → φ. Como lim
n→∞

|φn(t0)−

φ(t0)| = 0 e φn(t0) = x0, ∀ n ∈ N, temos φ(t0) = x0. Agora, perceba que

|φ(t)− x0| = | lim
n→∞

φn(t)− x0|

= lim
n→∞

|φn(t)− x0|

6 lim
n→∞

β

= β, ∀ t ∈ Iα.

Por fim,

|φ(t)| = |φ(t) + x0 − x0|

6 |φ(t)− x0|+ |x0|

6 β + |x0|

< ∞, ∀t ∈ Iα.

Logo, a afirmação é verdadeira.

Dado φ ∈ A, defina a função Tφ por

Tφ(t) = x0 +

∫

t

t0

f(s, φ(s))ds, t ∈ Iα. (1.11)

Pelo Lema 1.28, encontrar um ponto fixo para T é equivalente a encontrar uma solução

para (1.8). A seguir, vamos utilizar o Teorema do Ponto fixo de Schauder (Ver Teorema

B.6), para garantir a existência desse ponto fixo para T .

Note que, por definição, Tφ, com φ ∈ A, pertence a C(Iα,R
n) e Tφ(t0) = x0.

Agora, para t ∈ Iα,

|Tφ(t)− x0| 6

∣

∣

∣

∣

∫

t

t0

|f(s, φ(s))|ds

∣

∣

∣

∣

6 M |t− t0|

6 Mα

6 β,
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ou seja, T : A −→ A. Além disso, temos

|Tφ(t)− Tφ(t)| 6

∣

∣

∣

∣

∫

t

t

|f(s, φ(s))|ds

∣

∣

∣

∣

6 M |t− t|,

para todo t, t ∈ Iα. Isso implica que o conjunto T (A) é uma família de funções equi-

contínua. Logo, pelo Teorema de Arzela-Ascoli (ver [8], p.34), T (A) é relativamente

compacto.

Por fim, dados φ, φ ∈ A, segue da continuidade uniforme de f(t, x) em B(α, β)

que para qualquer ǫ > 0 existe δ > 0 tal que

|Tφ(t)− Tφ(t)| 6

∣

∣

∣

∣

∫

t

t0

∣

∣

∣

∣

f(s, φ(s))− f(s, φ(s))

∣

∣

∣

∣

ds

∣

∣

∣

∣

6 ǫα,

para todo t ∈ Iα, com |φ(s) − φ(s)| 6 δ, para todo s ∈ Iα. Assim, T é uma aplicação

contínua, isto é, para todo ǫ > 0, existe δ > 0 tal que Tφ− Tφ| 6 ǫα se |φ− φ| 6 δ.

Todas as condições do Teorema do Ponto fixo de Schauder são satisfeitas, logo

existe um ponto fixo em A para (1.11).

�

O Teorema de Peano não é válido quando a dimensão de X é infinita. A seguir,

exibiremos um contra exemplo.

Contra-exemplo para o Teorema de Peano em dimensão infinita (ver

[3] e [14])

Considere X o espaço de Banach contido em l∞, dado por

c0 =
{

(xn); xn ∈ R, ∀n ∈ N; lim
n→∞

xn = 0
}

,

com a norma ‖x‖ = sup
n

|xn|. Dado x = (xn) ∈ X = c0, considere y como sendo a

sequência (yn) definida por

yn =

√

|xn|+
1

1 + n
.

Temos que yn ∈ R e lim
n→∞

yn = 0, assim y = (yn) ∈ c0. Considere y = f(x). Desde que

a funcão
√

|x| é uniformemente contínua em R, a aplicação x 7−→ f(x) é contínua do

espaço c0 nele próprio. Agora, vamos mostrar que a equação diferencial

x′ = f(x) (1.12)
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não possui nenhuma solução em c0, supondo o valor zero no instante t = 0, ou seja,

x(0) = ⊙, (1.13)

onde ⊙ = (0, 0, . . .) ∈ c0. Com efeito, suponha por absurdo que x(t) seja uma solução

do problema (1.12)-(1.13). Como (1.12)-(1.13) equivale a

x′

n
= f(xn), xn(0) = 0,

para todo n, vamos denotar x(t) = (xn(t)), onde cada n-ésima coordenada xn é uma

função derivável em uma vizinhança de t = 0 e satisfaz a equação diferencial ordinária

unidimensional

x′

n
(t) =

√

|xn(t)|+
1

n+ 1
; xn(0) = 0. (1.14)

De (1.14) temos que xn(t) é estritamente crescente em t e, como xn(0) = 0, xn(t) > 0

para 0 < t < τ , onde τ é suficientemente pequeno. Assim,

x′

n
(t) >

√

xn(t), 0 < t < τ,

ou melhor

x′

n
(t)

√

xn(t)
> 1, 0 < t < τ. (1.15)

Integrando em ambos os lados de (1.15) de 0 a t, obtemos

xn(t) >
t2

4
, 0 < t < τ, ∀n.

Assim, xn está definida para todo t ∈ R, e para 0 6 t < τ temos

xn(t) >
t2

4
, ∀n.

Perceba que, independente do valor de τ , a sequência (xn(t)) não converge para zero

quando n → ∞, contradizendo o fato que x(t) é uma solução de (1.12)-(1.13) e também

x(t) ∈ c0.

De maneira análoga o resultado é verificado para a esquerda de t = 0.

Observação 1.32 Vimos que o Teorema de Peano não é válido para espaços de di-

mensão infinita quando a função f é apenas contínua. A seguir, acrescentando a

hipótese que f seja localmente lipschitiziana na segunda variável, vamos provar a exis-

tência local e unicidade para o problema de Cauchy (1.8) em espaços de Banach. Aqui
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usaremos a mesma prova dada em [19], a qual repetiremos aqui para deixar o texto

mais completo.

Teorema 1.33 Sejam X um espaço de Banach, δ > 0 e (t0, x0) ∈ R × X. Suponha

que numa vizinhança do ponto (t0, x0) a função

f : [t0 − δ, t0 + δ]×X −→ X

(t, x) 7−→ f(t, x)

é contínua em t e satisfaz a condição de Lipschitz na segunda variável, isto é, existe

M ∈ R+ tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ 6 M‖x− y‖, ∀t ∈ [t0 − δ, t0 + δ], ∀x, y ∈ X.

Então, existe uma vizinhança de t0 tal que o problema de Cauchy

dx

dt
= f(x, t); x(t0) = x0.

possui uma única solução.

Demonstração: (Existência Local e Unicidade, [19]) Considere η > 0 e x ∈ X

tal que ‖x− x0‖ < η. Como f é contínua em t dado ξ > 0, existe ǫ > 0 tal que

‖f(t, x)− f(t0, x)‖ 6 ξ (1.16)

sempre que |t− t0| 6 ǫ. Desde que f é localmente Lipschitz na segunda variável, tem-se

‖f(t, x)− f(t, x0)‖ 6 M‖x− x0‖

6 Mη. (1.17)

Temos também

‖(t, x)− (t0, x0)‖ = ‖(t− t0), x− x0)‖

= |t− t0|+ ‖x− x0‖

6 ǫ+ η.

Por (1.16) e (1.17), temos

‖f(t, x)− f(t0, x0)‖ 6 ‖f(t, x)− f(t, x0)‖+ ‖f(t, x0)− f(t0, x0)‖

6 Mη + ξ.
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Assim, f é contínua numa vizinhança de (t0, x0) e, consequentemente, f é limitada

nessa vizinhança. Então, existe uma constante M1 tal que

‖f(t, x)‖ 6 M1.

Agora, considere α = min{ǫ, η/M1} e Cα = C([t0 − α, t0 + α], X) o espaço de

Banach das funções contínuas x : [t0 − α, t0 + α] −→ X, com a norma

‖x‖Cα
= sup

|t−t0|6α

‖x(t)‖.

Considere também Bη = {x ∈ Cα(X); ‖x−x0‖ 6 η} e T um operador sobre Bη definido

como

(Tx)(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds.

Dado x ∈ Bη, obtemos

‖T (x)(t)− x0‖ 6 αM1,

implicando que

‖Tx− x0‖Cα
= sup

|t−t0|6α

‖(Tx)(t)− x0‖ 6 αM1 6
η

M1

M1 = η,

consequentemente, T : Bη ⊂ X −→ Bη.

Sem perda de generalidade, considere que t > t0. Dados x1 e x2 em Bη, tem-se

‖T (x2)(t)− (Tx1)(t)‖ 6

∫ t

t0

‖f(s, x2(s))− f(s, x1(s))‖ds

6

∫ t

t0

M‖x2 − x1‖ds.

Assim,

‖Tx2(t)− Tx1(t)‖ 6 M(t− t0)‖x2 − x1‖.
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Como

‖(T 2x2)(t)− (T 2x1)(t)‖ 6

∥

∥

∥

∥

∫ t

t0

[

f(s, Tx2(s))− f(s, Tx1(s))
]

ds

∥

∥

∥

∥

6

∫ t

t0

M‖Tx2(s)− Tx1(s))‖ds

6

∫ t

t0

M2(s− t0)‖x2 − x1‖Cα
ds

6 M2‖x2 − x1‖Cα

∫ t

t0

(s− t0)ds

6 M2
(t− t0)

2

2!
‖x2 − x1‖Cα

,

temos

‖T 2x2 − T 2x1‖Cα
6

M2α2

2!
‖x2 − x1‖Cα

.

Suponha que na n-ésima composição acontece a seguinte desigualdade

‖T nx2 − T nx1‖Cα
6

Mnαn

n!
‖x2 − x1‖Cα

.

Então, para a (n+1)-ésima composição

‖(T n+1x2)(t)− (T n+1x1)(t)‖ 6

∥

∥

∥

∥

∫ t

t0

[f(s, T nx2(s)− f(s, T nx1(s))]ds

∥

∥

∥

∥

6

∫ t

t0

M‖T nx2(s)− T nx1(s))‖ds

6

∫ t

t0

MMn(s− t0)‖x2 − x1‖Cα
ds

6 Mn+1‖x2 − x1‖Cα

∫ t

t0

(s− t0)
nds

6 Mn+1
(t− t0)

n+1

(n+ 1)!
‖x2 − x1‖Cα

.

Logo, por indução, temos

‖T nx2(t)− T nx1(t)‖Cα
6

Mnαn

n!
‖x2 − x1‖Cα

, ∀n ∈ N.

Quando n → ∞, segue que
(Mα)n

n!
→ 0. Daí, existe n0 > 1 tal que

(Mα)n0

n0!
< 1.

Então, Pelo Teorema do Ponto Fixo para Contrações (ver B.5 ), existe um único x ∈ Bη
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tal que (Tx)(t) = x(t). Assim,

x(t) = x0 +

∫

t

t0

f(s, x(s))ds, com x(t0) = x0.

�

1.5 Resultados sobre Existência de Solução Global

Nesta seção apresentamos resultados que garantem existência de solução global para o

problema de Cauchy (1.8). Os resultados apresentadas encontram-se nas referências

[2] e [28], (veja também [19]).

Inicialmente, apresentamos um resultado clássico, conhecido com Lema de Gronwall

(ver [27])

Lema 1.34 Sejam u, v funções contínuas não negativas em [a, b] ⊂ R tais que, para

α > 0, satisfazem a desigualdade

u(t) 6 α +

∫

t

a

v(s)u(s)ds, t ∈ [a, b]. (1.18)

Então,

u(t) 6 α · exp

(
∫

t

a

v(s)ds

)

.

Quando α = 0, temos u ≡ 0.

Demonstração: Considere α > 0. Seja

w(t) = α +

∫

t

a

v(s)u(s)ds. (1.19)

Por (1.19) segue que w(a) = α e w(t) > α > 0. Derivando w(t), encontramos

w′(t) = v(t)u(t).

Como u(t) 6 w(t), devido a (1.18) e (1.19), temos

w′(t) 6 v(t)w(t).

Desde que w(t) > 0, tem-se

w′(t)

w(t)
6 v(t). (1.20)
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Integrando (1.20) de a até t, obtemos

∫

t

a

w′(s)

w(s)
ds 6

∫

t

a

v(s)ds,

o que implica em

ln(w(s)) |t
a
6

∫

t

a

v(s)ds.

Assim

ln(w(t))− ln(w(a)) 6

∫

t

a

v(s)ds,

ou seja,

ln

(

w(t)

w(a)

)

6

∫

t

a

v(s)ds.

Como w(a) = α, segue que

ln

(

w(t)

α

)

6

∫

t

a

v(s)ds.

O que implica

w(t)

α
6 exp

(
∫

t

a

v(s)ds

)

.

Logo,

w(t) 6 α exp

(
∫

t

a

v(s)ds

)

.

Já que u(t) 6 w(t), o resultado segue para α > 0.

Quando α = 0, temos o seguinte

u(t) 6 α′ exp

(
∫

t

a

v(s)ds

)

, ∀ α′ > 0.

Fazendo α′ → α = 0, obtemos

lim
α′→0

u(t) 6 lim
α′→0

α′ exp

(
∫

t

a

v(s)ds

)

= 0.

Como u(t) é não negativa, segue que u(t) = 0, para todo t ∈ [a, b]. Logo, u ≡ 0.
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�

Teorema 1.35 (Cauchy, Lipchitz, Picard, [7]) Sejam X um espaço de Banach e F :

X −→ X uma aplicação tal que

‖F (x)− F (y)‖ 6 L‖x− y‖, ∀x, y ∈ X,L ∈ R+.

Então, para todo x0 ∈ X, existe um único x ∈ C1([0,∞), X) tal que

dx

dt
= F (x), x(0) = x0. (1.21)

Demonstração: Temos que encontrar x ∈ C1([0,∞), X]) tal que

x(t) = x0 +

∫

t

0

F (x(s))ds. (1.22)

Considere o conjunto

E =

{

x ∈ C1([0,∞, X]; sup
t>0

e−kt‖x(t)‖ < ∞

}

,

onde k > 0 será fixado posteriormente.

Afirmação 1: E é um espaço de Banach com a norma

‖x‖E = sup
t>0

e−kt‖x(t)‖, k > 0.

Com efeito, seja {xn} uma sequência de Cauchy em E. Então, dado ǫ > 0, existe

n0 ∈ N tal que

m,n > n0 =⇒ ‖xn − xm‖E = sup
t>0

e−kt‖xn(t)− xm(t)‖ < ǫ,

implicando que

e−kt‖xn(t)− xm(t)‖ < ǫ, ∀m e n > n0, ∀t > 0.

Note que, para cada t ∈ [0,∞) fixado, a sequência {xn(t))} é de Cauchy em X. Logo,

existe xt ∈ X tal que xn(t) → xt quando n → ∞.

Considere a função x : [0,∞) −→ X, dada por

x(t) = xt = lim
n→∞

xn(t), ∀t > 0.

Vamos mostrar que {xn} converge para x, e que x ∈ E. Como {xn} é de Cauchy, segue



36

que {xn} é limitada em E. Então, existe uma constante M > 0 tal que

‖xn‖E = sup
t>0

e−kt‖xn(t)‖ 6 M,

implicando que

e−kt‖xn(t)‖ 6 sup
t>0

e−kt‖xn(t)‖ = ‖xn‖E 6 M.

Assim e−kt‖xn(t)‖ 6 M, ∀n ∈ N, t > 0 e k > 0 fixado. Fazendo n → ∞ na última

desigualdade, obtemos

e−kt‖x(t)‖ 6 M,

e com isso

‖x‖E = sup
t>0

e−kt‖x(t)‖ 6 M,

o que mostra que x ∈ E. Agora, devemos somente verificar que ‖x−xn‖E → 0, quando

n → ∞.

Dado ǫ > 0 existe n0 ∈ N tal que

‖xm(t)− xn(t)‖ <
ǫ

2
, ∀t ∈ [0,∞),

para todo m,n > n0. Fazendo m → ∞ na desigualdade acima, obtemos

‖x(t)− xn(t)‖ 6
ǫ

2
< ǫ,

para n > n0, o que implica

e−kt‖x(t)− xn(t)‖ 6 ‖x(t)− xn(t)‖ < ǫ, t ∈ [0,∞).

Logo

‖x− xn‖E < ǫ,

mostrando a Afirmação 1.

Agora, vamos mostrar que a função Φ : E −→ C1([0,∞), X) dada por

(Φx)(t) = x0 +

∫
t

0

F (x(s))ds,

satisfaz Φ(E) ⊂ E.
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Primeiramente, note que a continuidade da Φ decorre da continuidade das fun-

ções presentes na sua definição e pelo fato de que integrais de funções contínuas são

contínuas. Por fim, vamos verificar que ‖Φ(x)‖E < ∞.

Temos que

‖Φ(x)‖E = sup
t>0

e−kt

(

‖x0‖+

∥

∥

∥

∥

∫

t

0

F (x(s))ds

∥

∥

∥

∥

)

6 sup
t>0

e−kt‖x0‖+ sup
t>0

e−kt

∥

∥

∥

∥

∫

t

0

F (x(s))ds

∥

∥

∥

∥

.

Como

sup
t>0

e−kt

∥

∥

∥

∥

∫

t

0

F (x(s))ds

∥

∥

∥

∥

6 sup
t>0

e−kt

∫

t

0

‖F (x(s))‖ds

= sup
t>0

e−kt

∫

t

0

‖F (x(s))− F (0) + F (0)‖ds

6 sup
t>0

e−kt

∫

t

0

[

‖F (x(s))− F (0)‖+ ‖F (0)‖
]

ds

e usando o fato que

‖F (x(s))‖ − ‖F (0)‖ 6 ‖F (x(s))− F (0)‖ 6 L‖x(s)‖,

temos

∫

t

0

‖F (x(s))‖ds 6

∫

t

0

L‖x(s)‖ds+

∫

t

0

‖F (0)‖ds

6

∫

t

0

L‖x(s)‖ds+ ‖F (0)‖t.

Multiplicando por e−kt na desigualdade acima, obtemos

e−kt

∫

t

0

‖F (x(s))‖ds 6

∫

t

0

Le−kt‖x(s)‖ds+ e−kt‖F (0)‖t,

ou equivalentemente,

e−kt

∫

t

0

‖F (x(s))‖ds 6

∫

t

0

Le−ktekse−ks‖x(s)‖ds+ e−kt‖F (0)‖t. (1.23)

Agora, considere o conjunto

G = {e−kt‖F (0)‖t; t > 0}.

Provaremos que G é limitado superiormente por ‖F (0)‖/ek. Com efeito, considere a
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função

g : [0,∞) −→ X

t 7→ g(t) = e−kt‖F (0)‖t.

Derivando com relação à t, obtemos

g′(t) =
‖F (0)‖ − ‖F (0)‖tk

ekt
,

implicando que g′(t) = 0 se, e somente se, t =
1

k
.

Derivando g′, encontramos

g′′(t) = ‖F (0)‖

(

−2k + k2t

e2kt

)

.

Como g(0) = 0 e g′′(1/k) < 0, segue que t = 1/k é um máximo global para g,

o que implica G ser limitado superiormente, e que supG < ∞. Calculando o supremo

em ambos os membros da equação (1.23), obtemos

sup
t>0

e−kt

∫

t

0

‖F (x(s))‖ds 6 sup
t>0

∫

t

0

Le−ktekse−ks‖x(s)‖ds+ supG

6 L‖x‖E

∫

t

0

e−kteksds+ supG

= L‖x‖Ee
−kt

∫

t

0

eksds+ supG

= L‖x‖E

[

1

k
−

e−kt

k

]

+ supG.

Logo

sup
t>0

e−kt

∫

t

0

‖F (x(s))‖ds 6 L‖x‖E
1

k
+ supG < ∞. (1.24)

Afirmação 2: Para k > L, Φ é uma contração

De fato, note que

‖Φ(x(s))− Φ(y(s))‖ =

∥

∥

∥

∥

∫

t

0

[

F (x(s))− F (y(s))
]

ds

∥

∥

∥

∥

6

∫

t

0

L‖x(s)− y(s)‖ds.

Multiplicando ambos os membros da desigualdade acima por e−kt e procedendo como
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em (1.24), obtemos

‖Φ(x)− Φ(y)‖E 6
L

k
‖x− y‖E.

Assim, quando k > L, Φ é uma contração. Logo, Φ tem um único ponto fixo x

que satisfaz (1.22), e por conseguinte é solução de (1.21).

�

Teorema 1.36 Sejam X um espaço de Banach, e suponha que f : [t0,∞)×X −→ X é

contínua e ‖f(t, x)‖ 6 g(t, ‖x‖), para todo (t, r) ∈ [t0,∞)×X, onde g : [t0,∞)×R
+ −→

R
+ é contínua e g(t, r) é não-decrescente em r > 0, para cada t ∈ [t0,∞). Então, se a

solução maximal r(t, t0, r0) do problema de valor inicial

r′ = g(t, r); r(t0) = r0, (1.25)

existe em [t0,∞), o intervalo maximal de existência de qualquer solução u(t, t0, u0) do

problema de valor inicial

dx

dt
= f(t, x), t > t0, x(t0) = x0, (1.26)

com ‖x0‖ 6 r0, também contém [t0,∞).

Demonstração: Considere x(t) = x(t, t0, x0) uma solução de (1.26), com ‖x0‖ 6 r0,

que existe sobre o intervalo [t0, β), com t0 < β < ∞, onde β não pode ser estendido.

Seja m(t) = ‖x(t)‖ para t0 6 t0 < β. Temos que

m(t+ h)−m(t) = ‖x(t+ h)‖ − ‖x(t)‖

6 ‖x(t+ h)− x(t)‖,

assim

m(t+ h)−m(t)

h
6

‖x(t+ h)− x(t)‖

h
, (h > 0). (1.27)

Fazendo h → 0+ em (1.27) e usando a hipótese dada, obtemos

d+m(t) 6 ‖x′(t)‖

= ‖f(t, x(t))‖

6 g(t, ‖x(t)‖)

= g(t,m(t)), t0 6 t < β,

onde d+m(t) é a derivada à direita de m(t). Ademais, m(t0) = ‖x(t0)‖ = ‖x0‖ 6 r0.
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Deste modo,

m(t)−m(t0) 6

∫ t

t0

g(s,m(s))ds,

ou seja,

m(t) 6 m(t0) +

∫ t

t0

g(s,m(s))ds

6 r0 +

∫ t

t0

g(s, ‖x(s)‖)ds.

Perceba que r0 +

∫ t

t0

g(s, ‖x(s)‖)ds é uma solução do problema escalar do tipo (1.25),

com g(t, r) = g(t, ‖x(t)‖). Assim,

‖x(t)‖ 6 r(t), t0 6 t < β.

Agora, vamos mostrar que lim
t→β−

x(t) existe e pertence a X. Como g(t, r) é não-

crescente em r > 0, para quaisquer t1 e t2 tais que t0 6 t1 6 t2 < β, temos

‖x(t2)− x(t1)‖ =

∥

∥

∥

∥

∫ t2

t1

f(s, x(s))ds

∥

∥

∥

∥

6

∫ t2

t1

g(s, ‖x(s)‖)ds

6

∫ t2

t1

g(s, r(s))ds

=

∫ t2

t1

r′(s)ds.

Com isso,

‖x(t2)− x(t1)‖ 6 r(t2)− r(t1).

Como lim
t→β−

r(t) existe e é finito, tomando os limites t1, t2 → β−, temos ‖x(t2) −

x(t1)‖ → 0. Pelo critério de Cauchy para funções (ver [21]), deduzimos que lim
t→β−

x(t)

existe.

Agora, seja x(β) = lim
t→β−

x(t), e considere o problema de Cauchy

x′ = f(t, x), x(β) = xβ (1.28)

onde xβ é a condição inicial em t = β. Como a solução local de qualquer ponto em

[t0,∞) × X existe, x(t), solução de (1.28), existe em uma vizinhança de β, ou seja,
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o intervalo de definição da solução pode ser estendido além de β, contradizendo a

hipótese. Logo, qualquer solução de (1.26) existe sobre [t0,∞).

�



Capítulo 2

Atratores Globais para Semigrupos

Neste Capítulo, apresentamos alguns resultados sobre a teoria de semigrupos não linea-

res. Em particular, estudamos um resultado abstrato sobre a existência de um conjunto

atrator global.

2.1 Semigrupos

Nesta seção, apresentamos alguns resultados sobre a teoria de semigrupos. Para isto,

seguimos as referências [2], [9] e [28].

Definição 2.1 Sejam X um espaço métrico completo e R
+ = [0,+∞). Um Cr- Semi-

grupo, r > 0, é uma família de operadores (não necessariamente lineares) T (t) : X →

X, t > 0, que satisfazem as seguintes propriedades.

1. T (0) = I;

2. T (t+ s) = T (t)T (s), t > 0, s > 0.

3. T (t)x é contínua em t e x, e tem derivada de Fréchet contínua em x até a ordem

r, para (t, x) ∈ R
+
×X.

Proposição 2.2 Seja X um espaço de Banach. Se F : X → X é uma função global-

mente Lipschitz, então a solução do problema de Cauchy

x′ = F (x), x(0) = x0 (2.1)

define um C0-semigrupo T (t) : X → X, t > 0.

Demonstração: A solução do problema (2.1) existe pelo Teorema 1.21. O problema

(2.1) é equivalente a equação

x(t) = x(t, x0) = x0 +

∫
t

0

F (x(x))ds.

42
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Dado x0 ∈ X, defina T (t)x0 = x(t) = x(t, x0), t > 0. Temos que

T (0)x0 = x(0, x0) = x0.

Como isto vale para qualquer x0 ∈ X, temos que T (0) = I. Agora, para cada t, τ >

0 e x0 ∈ X

T (t+ τ)x0 = x(t+ τ, x0) = x(t, x(τ, x0))

= T (t)x(τ, x0) = T (t)T (τ)x0.

Logo,

T (t+ τ) = T (t)T (τ).

Por fim, precisamos mostrar que T (t)x0 é contínuo em t e em x0, e tem derivada

de Fréchet contínua em x até a ordem r, para (t, x) ∈ R
+ ×X. A continuidade em t

segue da própria definição de T (t)x0. Agora, dados x0, y0 ∈ X, temos que

‖T (t)x0 − T (t)y0‖ 6 ‖x0 − y0‖+

∫
t

0

‖F (T (s)x0)− F (T (s)y0)‖ds

6 ‖x0 − y0‖+

∫
t

0

C‖T (s)x0 − T (s)y0‖ds,

onde C é a constante de Lipschitz de F . Pelo Lema de Gronwall, temos

‖T (t)x0 − T (t)y0‖ 6 ‖x0 − y0‖e
Ct.

Logo, a continuidade de T (t) em x0 segue naturalmente.

�

Seja x0 ∈ X. A órbita positiva iniciando em x0, denotada por γ+(x0), é definida

como

γ+(x0) = {T (t)x0, t > 0}.

Uma solução global de {T (t); t > 0} passando por x ∈ X é uma função contínua

φ : R → X tal que φ(0) = x e

T (t)(φ(s)) = φ(t+ s), s ∈ R e t > 0.

Os operadores T (t) não são necessariamente injetivos, assim se existir uma solução

global ela nem sempre é única. Quando existe uma solução global φ : R → X por
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x ∈ X, definimos a órbita completa de x relativa à solução global φ como

γφ(x) := {φ(t); t ∈ R}.

Neste caso, para t ∈ R, denotamos

(γφ)
−

t (x) := {φ(s); s 6 t},

e definimos a órbita negativa terminando em x0 relativa à solução φ como sendo

(γφ)
−

t (x) := {φ(s); s 6 0}.

Observação 2.3 Quando os operadores T (t) são injetivos isso equivale a "unicidade

para trás" do sistema dinâmico. Neste caso, denotamos por T (−t) sua inversa que leva

T (t)X em X. Quando essa família de operadores satisfaz a Definição 2.1 é chamado

de Cr-grupo.

Alguns subconjuntos possuem propriedades bastante importantes na Teoria de Se-

migrupos e, alguns destes conjuntos, definimos a seguir.

Definição 2.4 O conjunto ω-limite de um subconjunto B de X, ω(B), é definido

como

ω(B) := ∩t>0γ
+
t (B),

onde

γ+

t (B) = ∪x∈Bγ
+

t (x)

= ∪x∈B{T (s)x; s > t}.

Definição 2.5 O conjunto α-limite de um subconjunto B de X relativo a solução φ,

α(B), é definido como

α(B) := ∩t60(γφ)
−

t (B),

onde

γ−

φ (B) = ∪x∈B(γφ)
−

t (x).

O próximo resultado vai exibir uma caracterização para conjuntos ω-limite e α-

limite.

Lema 2.6 Seja x0 ∈ X. Então, x0 ∈ ω(B) se, e somente se, existe uma sequência
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{xn} em B e uma sequência tn → +∞ tal que

T (tn)xn → x0 quando n → +∞.

Analogamente, x0 ∈ α(B) se, e somente se, existe uma sequência {yn} ⊂ B e uma

sequência tn → −∞, tal que

T (tn)yn → x0, quando n → ∞.

Demonstração: Dado x0 ∈ ω(B), temos

x0 ∈ γ+
t (B), ∀t > 0.

Assim, existe uma sequência {an} em γ+

t
(B), t > 0, tal que an → x0 quando n → +∞.

Daí, existe n1 ∈ N tal que

n > n1 =⇒ ‖an − x0‖X < 1.

Como an1
∈ γ+

t
(B), segue que an1

= T (t1)x1, para algum t1 > 0 e algum x1 ∈ B.

Considere x1 = an1
.

Como x0 ∈ γ+
t (B), t > 1, existe uma sequência {bn} em γ+

t
(B), com bn → x.

Assim, existe n2 ∈ N com n2 > n1 tal que

n > n2 =⇒ ‖bn − x0‖X <
1

2
.

Já que bn2
∈ γ+

t
(B), t > 1, existem t2 > 1 e x2 ∈ B tal que bn2

= T (t2)x2.

Considere x2 = bn2
. Repetindo esse raciocínio, obtemos uma sequência {xn} com

xn = T (tn)xn, tn > n− 1, xn ∈ B, onde para qualquer ǫ > 0, existe N0 ∈ N tal que

n > N0 =⇒ ‖xn − x0‖X <
1

n
< ǫ.

Logo, existem sequências {xn} em B e tn → +∞ tal que T (tn)xn → x0 quando n →

+∞.

Reciprocamente, se T (tn)xn → x0 quando tn → +∞, podemos obter (passando

para uma subsequência se necessário) tn > n, ∀n ∈ N e

x0 ∈ {T (tn)xn, n > 0}.

Como toda subsequência de {T (tn)xn, n > 0} também converge para x0, segue que

x0 ∈ {T (tn)xn, n > s}, ∀s ∈ N.
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Logo,

x0 ∈ {T (tn)xn, n > s} ⊂ γ+
t (B).

Portanto,

x0 ∈ ∩t>0γ
+
t (B).

De modo análogo, mostra-se o caso para o α(X). Para mais detalhes (ver [26]).

�

Definição 2.7 Um ponto fixo, estacionário ou de equilíbrio do semigrupo T (t) é um

ponto u0 ∈ X tal que

T (t)u0 = u0, ∀ t > 0.

Definição 2.8 Um conjunto B ⊂ X é positivamente invariante sob o semigrupo T (t)

se

T (t)B ⊂ B, ∀t > 0.

Definição 2.9 Um conjunto B ⊂ X é negativamente invariante sob o semigrupo T (t)

se

T (t)B ⊃ B, ∀t > 0.

Definição 2.10 Um conjunto B ⊂ X é um conjunto invariante sob o semigrupo T (t)

se B é positivamente e negativamente invariante sob T (t), ou seja,

T (t)B = B, ∀t > 0.

O lema abaixo nos fornece uma importante informação sobre conjuntos invarian-

tes. Faremos aqui a demonstração dada em [2].

Lema 2.11 Um conjunto A ⊂ X é invariante se, e somente se, para qualquer x ∈ A,

existe uma órbita completa por x, γφ(x), tal que γφ(x) ⊂ A.

Demonstração: Suponha que A seja invariante, ou seja, T (t)A = A, para todo t > 0.

Dado x ∈ A, existe x1 ∈ A tal que

T (1)x1 = x.
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Como x1 ∈ A, existe x2 ∈ A tal que

T (1)x2 = x1,

e assim por diante. Fazendo x0 = x, construimos uma sequência (xn) de pontos de A

tal que

T (1)xn+1 = xn, para n > 0. (2.2)

Note que, utilizando (2.2), temos

T (n)xn = T (1) · · ·T (1)
︸ ︷︷ ︸

n vezes

xn

= T (1) · · ·T (1)
︸ ︷︷ ︸

(n−1) vezes

xn−1

= T (1) · · ·T (1)
︸ ︷︷ ︸

(n−2) vezes

xn−2

...

= T (1)x1

= x.

Defina φ : (−∞,∞) −→ X por

φ =

{

T (t)x, se t > 0

T (n+ t)xn, se t ∈ [−n,−n+ 1), n = 1, 2, . . .

Seja n ∈ N tal que s ∈ [−n,−n+ 1). Se t > −s, então

T (t)φ(s) = T (t)T (n+ s)xn

= T (t+ s+ n)xn

= T (t+ s)T (n)xn

= T (t+ s)x

= φ(t+ s).
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Se s ∈ [−k,−k + 1), k = 1, 2, . . . , e usando (2.2), então

φ(s) = T (k + s)xk

= T (k + s)T (1)xk+1

= T (k + s+ 1)xk+1

...

= T (k + j + s)xk+j,

onde j ∈ {0, 1, 2, . . .}. Se n > k e j = n− k, então

φ(s) = T (n+ s)xn se s ∈ [−k,−k + 1).

Agora, quando t < −s, existe k ∈ N tal que

0 6 k < n− 1 1 − 1 6 τ 6 0

onde

−s = t+ k − τ. (2.3)

Então

T (t)φ(s) = T (t)T (n+ s)xn

= T (t+ s+ n)xn

= T (n− (k − τ))xn.

Assim, por (2.3) e que n = j + k, com j = 1, obtemos

T (t)φ(s) = T (1 + k − (k − τ))xk+1

= T (1 + τ)xk+1

= T (1 + t+ k + s)xk+1.

Observe que de (2.3) tem-se t+ s ∈ [−(1 + k),−k). Logo, pela definição de φ temos

T (1 + t+ k + s)xk+1 = φ(t+ s).

Portanto, em todos os casos φ(R) ⊂ A.

Reciprocamente, quando t = 0 tem-se T (0)A = A. Considere t > 0. Dado x ∈ A,
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existe uma órbita completa φ : (−∞,∞) −→ A tal que

φ(0) = x e T (τ)φ(s) = φ(τ + s), para τ > 0 e s ∈ R.

Tomando τ = t e s = 0, temos

T (t)x = T (t)φ(0) = φ(t) ∈ A,

ou seja, T (t)x ∈ A. Logo, T (t)A ⊂ A. Para a inclusão contrária, note que dado x ∈ A,

tomando τ = t e s = −t, obtemos

T (t)φ(−t) = φ(t− t)

= φ(0)

= x.

Logo, A ⊂ T (t)A. Das inclusões acima, concluímos que T (t)A = A, para t > 0.

�

Lema 2.12 Seja {T (t); t > 0} um semigrupo em X. Se B ⊂ X, então ω(B) é

positivamente invariante, isto é, T (t)ω(B) ⊂ ω(B) para todo t > 0. Se B é tal que

ω(B) é compacto e atrai B, então ω(B) é invariante.

Demonstração: Se ω(B) = ∅, o resultado é imediato. Caso contrário, dado y ∈

ω(B), existem sequências {tn}n∈N ⊂ R
+ e {xn}n∈N ⊂ B tal que

lim
n→+∞

T (tn)xn = y.

Usando a continuidade de T (t) e fixando um t > 0, obtemos

T (t)y = lim
n→+∞

T (t+ tn)xn,

ou seja, T (t)y ∈ ω(B). Logo,

T (t)ω(B) ⊂ ω(B).

Agora, assuma que ω(B) é compacto e atrai B. Então, dado x ∈ ω(B), existem

sequências {tn}n∈N ⊂ R
+ com tn → +∞ e {xn}n∈N ⊂ B tal que

T (tn)xn → x, quando n → +∞.
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Fixando t ∈ R
+, existe n0 ∈ N tal que tn > t, ∀n > n0. Assim,

T (t)T (tn − t)xn = T (tn)xn → x, quando n → +∞.

Como ω(B) é compacto e atrai B, temos que

dist(T (tn − t)xn, ω(B)) → 0, quando n → +∞.

Daí, pela Proposição 2.25, existe uma subsequência {T (tnk
− t)xnk

}k∈N convergente. Se

T (tnk
− t)xnk

→ y,

então y ∈ ω(B) e, por unicidade dos limites, T (t)y = x. Logo, ω(B) ⊂ T (t)(ω(B)).

Portanto,

ω(B) = T (t)ω(B).

�

Lema 2.13 Sejam {T (t); t > 0} um semigrupo em X e B ⊂ X um subconjunto conexo

tal que ω(B) é compacto e atrai B. Então, ω(B) é conexo.

Demonstração: Como ω(B) = ∩t>0γ
+
t (B), e γ+

t (B) é conexo para cada t > 0, pois

[0,∞) × X ∋ (s, x) −→ T (s)x ∈ X é contínua e leva o conexo [t,∞) × B sobre o

conexo γ+

t
(B), segue que ω(B) é conexo.

�

Lema 2.14 Se B é um subconjunto não vazio de X tal que γ+
t0
(B) é compacto, para

algum t0 > 0, então ω(B) é não vazio, compacto, invariante e ω(B) atrai B.

Demonstração: Temos que γ+
t (B) é não vazio e compacto, para cada t > t0. Pela

propriedade da interseção finita (ver [22], p.16), segue que

ω(B) = ∩t>t0
γ+(B)

é não vazio e compacto.

Agora, suponha que ω(B) não atrai B. Então, existem sequências {xn;n ∈ N}

em B, {tn, tn > 0} com tn → +∞ e ǫ0 > 0 tal que

d(T (tn)xn, ω(B)) > ǫ0, ∀n ∈ N.
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Como γ+
t0
(B) é compacto e {T (tn)xn, n > n1} ⊂ γ+

t0
(B) para algum n1 ∈ N, existem

subsequências {tnj
}j∈N e {xnj

} ⊂ B tal que {T (tnj
)xnj

} converge para algum y ∈ X.

Logo,

y ∈ ω(B) e d(y, ω(B))) > ǫ0,

absurdo!

Portanto, ω(B) atrai B.

Segue do Lema 2.12 que ω(B) é invariante.

�

Lema 2.15 Seja x ∈ X, e suponha que exista uma solução global φ : R → X por x

tal que φ(R−) seja compacto. Então , αφ(x) é não-vazio, compacto e invariante.

Demonstração: A demostração é semelhante ao do Lema 2.14. Para mais detalhes

ver [26].

�

2.2 Existência de atrator global

Nesta seção, voltamos nossa atenção para conjuntos que apresentam características

especiais. Em particular, estamos interessados em conjuntos compactos e invariantes

sob a ação de um semigrupo. Para isto nos baseamos nas referências [2], [9] e [28].

Definição 2.16 Um conjunto A ⊂ X,A 6= ∅, é dito atrator sob o semigrupo {T (t); t >

0} se:

1. A é um conjunto invariante sob T (t);

2. A possui uma vizinhança aberta U tal que, para todo u0 ∈ U , T (t)u0 tende para

A quando t → +∞, ou seja,

d(T (t)u0, A) → 0, quando t → +∞.

A distância no item (2) é a distância de um ponto a um conjunto, dada por

d(x,A) = inf
y∈A

d(x, y).
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Quando A é um atrator, a maior vizinhança aberta U que satisfaz (2) é chamada

de bacia de atração de A. Um conjunto A atrai uniformemente um conjunto B ⊂ U se

dH(T (t)B,A) → 0, quando t → ∞,

onde dH(B0, B1), é a semidistância entre dois conjuntos (B0 e B1), definida como

dH(B0, B1) = sup
x∈B0

inf
y∈B1

d(x, y).

Neste caso, dizemos que A atrai B.

Definição 2.17 Um conjunto A ⊂ X é um atrator global (ou universal) para o semi-

grupo {T (t); t > 0} quando A é o maior (no sentido de inclusão de conjuntos) atrator

compacto que atrai os conjuntos limitados de X.

Definição 2.18 Sejam B ⊂ X e U um conjunto aberto de X contendo B. Dizemos

que B é absorvente em U se a órbita de qualquer subconjunto limitado de U entra em

B após um certo tempo, ou seja, se para todo B0 ⊂ U , B0 limitado, existe t1(B0) tal

que

T (t)B0 ⊂ B, ∀t > t1(B0).

Quando B é absorvente em U dizemos que B absorve os conjuntos limitados de U .

Lema 2.19 A existência de um atrator global A sob o semigrupo {T (t); t > 0} implica

na existência de um conjunto absorvente.

Demonstração: Sabendo que A atrai conjuntos limitados de X, dado C ⊂ X, C

limitado, existe t0 tal que T (t)B entra numa vizinhança aberta de A, para todo t > t0.

Assim, essa vizinhança aberta será um conjunto absorvente desse sistema.

�

Observação 2.20 A recíproca do Lema 2.19 não é verdadeira.

Definição 2.21 Um semigrupo {T (t); t > 0} é dito eventualmente limitado se para

cada limitado B ⊂ X existe tB > 0 tal que γ+

tB
(B) é limitado. Diremos que {T (t); t > 0}

é limitado se γ+(B) é limitado sempre que B for limitado.

Definição 2.22 Um semigrupo {T (t); t > 0} é dito assintoticamente compacto se,

para qualquer subconjunto fechado, limitado e não-vazio B ⊂ X, para o qual T (t)B ⊂

B, para todo t > 0, existe um conjunto compacto J ⊂ B que atrai B.
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Definição 2.23 Um semigrupo {T (t); t > 0} é ponto dissipativo se existe um subcon-

junto B ⊂ X que atrai pontos de X.

Proposição 2.24 Seja {T (t); t > 0} um semigrupo em um espaço métrico X. Su-

ponha que {T (tn)xn;n ∈ N} é relativamente compacto sempre que {T (tn)xn;n ∈ N}

é limitada em X, {xn;n ∈ N} é limitado em X e tn → ∞, quando n → ∞. Então

{T (t); t > 0} é assintoticamente compacto.

Demonstração: Seja B ⊂ X um conjunto fechado, limitado e não-vazio tal que

T (t)(B) ⊂ B, para todo t > 0. Como T (t)(B) ⊂ B, segue que ω(B) ⊂ B, e pelo

Lema 2.14, ω(B) é não-vazio, compacto, invariante e atrai B. Logo {T (t); t > 0} é

assintoticamente compacto.

�

Proposição 2.25 Seja K um subconjunto compacto de X e {xn;n ∈ N} uma sequên-

cia em X tal que

dist(xn, K) → 0, quando n → +∞.

Então {xn;n ∈ N} tem uma subsequência convergente. Dado um semigrupo {T (t); t >

0} e K um subconjunto compacto de X, se K atrai um conjunto compacto K1, então

γ+(K1) é relativamente compacto e ∅ 6= ω(K1) ⊂ K.

Demonstração: Primeiramente, dado m ∈ N, existe nm ∈ N e ynm
∈ K tal que

d(xnm
, ynm

) <
1

m
.

Como K é compacto podemos assumir, passando a uma subsequência, se necessário,

que ynm
→ y0 para algum y0 ∈ K. Assim, obtemos

d(xnm
, y0) 6 d(xnm

, ynm
) + d(ynm

, y0) → 0 quando m → +∞.

Logo, {xn}n∈N possui uma subsequência convergente.

Agora, dado ǫ > 0, considere a
ǫ

2
vizinhança de K, denotada por O ǫ

2
(K). Então,

existe t0 > 0 tal que

T (t)K1 ⊂ O ǫ

2
(K), ∀t > t0.

Assim, ∪t>t0
T (t)K1 está contido em uma união finita de bolas de raio ǫ.

Como ∪06t6t0
T (t)K1 é compacto e ǫ é arbitrário, segue que

γ+(K1) ∪K
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é compacto. Logo, γ+(K1) é relativamente compacto.

Por fim, temos que γ+
t
(K1) é compacto e não-vazio, para todo t > 0, e γ+

t
(K1) ⊂

γ+
s
(K1) para s 6 t, ou seja, a família {γ+

t
(K1)}t>0 possui a propriedade da interseção

finita. Daí

ω(K1) = ∩t>0γ
+
t
(K1) 6= ∅.

Dados y ∈ ω(K1) e ǫ > 0, existe t0 > 0 tal que

y ∈ γ+
t0
(K1) ⊂ Oǫ(K),

assim dist(y,K) 6 ǫ e como ǫ é arbitrário, segue o resultado.

�

Lema 2.26 Seja {T (t); t > 0} um semigrupo ponto dissipativo e assintoticamente

compacto. Se γ+(K) é limitada sempre que K é compacto, então {T (t); t > 0} é

compacto dissipativo.

Demonstração: Como {T (t); t > 0} é ponto dissipativo, existe um conjunto não-vazio

e limitado B que absorve pontos de X. Considere o conjunto

U = {x ∈ B; γ+(x) ⊂ B}.

Temos que U é limitado, absorve pontos de X e

γ+(U) = U.

Também temos

T (t)(γ+(U)) = T (t)(U) ⊂ γ+(U), t > 0,

e que {T (t); t > 0} é assintoticamente compacto. Assim, existe um conjunto compacto

K, com

K ⊂ γ+(U) = U,

tal que K atrai U . Portanto K atrai pontos de X.

Afirmação: existe uma vizinhança V de K tal que γ+

t
(U) é limitado para algum

t > 0.

De fato, suponha que isto não ocorra. Então, existem sequências {xn} ⊂ X, xn →
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y ∈ K e tn → +∞ tal que {T (tn)xn;n ∈ N} não é limitado. Considere o conjunto

A = {xn;n ∈ N}.

Logo, A é compacto e γ+

t
(A) é não limitado para cada t > 0. Absurdo, pois o semigrupo

é assintoticamente compacto.

Seja V uma vizinhança de K e tv > 0 tal que γ+

tv
(V ) é limitado. Como K atrai

pontos de X e T (t) é contínua, para todo x ∈ X, existe uma vizinhança Ox de x e

tx > 0 tal que

T (t)(Ox) ⊂ γ+

tv
(V ) para t > tx,

ou seja, γ+

tv
(V ) absorve uma vizinhança de x para cada x ∈ X. Assim, γ+

tv
(V ) absorve

subconjuntos compactos de X e que {T (t); t > 0} é compacto dissipativo.

�

Proposição 2.27 Seja X um espaço métrico e {T (t); t > 0} um semigrupo em X. Se

K é compacto e atrai a sí mesmo sob a ação de {T (t);T > 0}, então

ω(K) = ∩t>0T (t)K.

Demonstração: Por definição de ω-limite, temos

∩t>0T (t)K ⊂ ω(K).

Agora, vamos provar a inclusão contrária. Pela Proposição 2.25, com K1 = K,

temos que ω(K) ⊂ K e γ+(K) é relativamente compacto. Pelo Lema 2.14, ω(K) é

não-vazio, compacto, invariante e atrai K.

Logo,

ω(K) = T (t)ω(K) ⊂ T (t)K, ∀t > 0.

�

Teorema 2.28 Um semigrupo {T (t); t > 0} é eventualmente limitado, ponto dissipa-

tivo e assintoticamente compacto se, e somente se, {T (t); t > 0} tem um atrator global

A.

Demonstração: Como {T (t); t > 0} é assintoticamente compacto, ponto dissipativo e

eventualmente limitado, segue do Lema 2.26 que {T (t); t > 0} é compacto dissipativo.
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Seja C um conjunto limitado que absorve subconjuntos compactos de X. Consi-

dere o conjunto

B = {x ∈ C; γ+(x) ⊂ C}.

Temos que B absorve subconjuntos compactos de X, T (t)B ⊂ B e, como {T (t); t >

0} é assintoticamente compacto, existe um conjunto compacto K ⊂ B que atrai B.

Logo K atrai subconjuntos compactos de X.

O conjunto A = ω(K) é não-vazio, compacto e invariante. Se J ⊂ X é compacto,

ω(J) ⊂ K e, consequentemente,

ω(J) = T (s)ω(J) ⊂ T (s)K, ∀s > 0.

Pela Proposição 2.27

ω(J) ⊂ ∩s>0T (s)K = ω(K).

Assim, ω(K) atrai J .

Seja B um subconjunto limitado de X, como {T (t); t > 0} é eventualmente limi-

tado e assintoticamente compacto, temos que ω(B) é não vazio, compacto, invariante

e atrai B. Como ω(B) é compacto e invariante, segue que ω(B) ⊂ A e, consequente-

mente, A atrai B.

Reciprocamente, se {T (t); t > 0} tem um atrator global, é fácil perceber que ele é

eventualmente limitado, ponto dissipativo e assintoticamente compacto, onde a última

característica segue da Proposição 2.24.

�

2.3 Sistemas Gradientes

Os semigrupos Gradientes são uma classe de semigrupos que permite, através de suas

caracteristicas, descrever com bastante precisão a estrutura dos seus atratores. Em

particular, sugerimos a referência [9] para quem se interessar em aprofundar o estudo

neste tema.

Definição 2.29 Seja T (t) : X → X, t > 0, r > 0, um Cr−semigrupo. Uma função

V : X → R é chamada de funcional de Lyapunov para o semigrupo se:

1. V (x) é limitado inferiormente;

2. V (x) → +∞, quando |x| → +∞;
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3. V (T (t)x) é não crescente em t para todo x ∈ X;

4. Se x é tal que T (t)x está definida para t ∈ R e V (T (t)x) = V (x) para t ∈ R,

então x é um ponto de equilíbrio, ou seja, T (t)x = x, ∀t > 0.

Definição 2.30 Um semigrupo T (t) : X → X, t > 0, r > 0, é um sistema gradiente

se

1. Cada órbita positiva limitada é pré-compacta;

2. existe um funcional de Lyapunov para T (t).

Lema 2.31 Sejam {T (t); t > 0} um semigrupo gradiente e E o conjunto dos pontos de

equilíbrio de T (t). Então, o ω(x) é um subconjunto de E para cada x ∈ X. Se existir

uma solução global φ : R → X por x então αφ(x) é um subconjunto de E .

Se {T (t); t > 0} é gradiente, tem atrator global A e E só possui pontos isolados, então

E é finito e para cada x ∈ X, ω(x) é um conjunto unitário. Ademais, se x ∈ A e

φ : R → X é uma solução global por x, então αφ(x) é um conjunto unitário.

Demonstração: Como T (t) é um semigrupo gradiente, existe um funcional de Lya-

punov V : X → R. O conjunto V ({T (t)x; t > 0}) é compacto, pois as órbitas positivas

são pré-compactas. Assim, o conjunto

V ({T (t)x; t > 0})

é limitado inferiormente, ou seja, existe uma constante c tal que

V (T (t)x) > c, ∀t > 0, x ∈ X.

Suponha que V (T (t)x) é não constante. Sabendo que V é não crescente ao longo das

órbitas, temos

V (T (t)x) → c, quando t → +∞.

Dado y ∈ ω(x), existe uma sequência tn → +∞ tal que

T (tn)x → y.

Considere T (t)y, para algum t > 0. Pela continuidade de T (t), obtemos

T (t)T (tn)x → T (t)y.

Usando a continuidade de V , temos

V (T (t)T (tn)x) → V (T (t)y).
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Assim,

V (T (t)y) = lim
n→+∞

V (T (t)T (tn)x)

= lim
n+∞

V (T (t+ tn)x)

= c,

ou seja, V (T (t)y) = c, para todo t > 0 e para todo y ∈ ω(x). Logo, por unicidade dos

limites, V (T (t)y) = V (y). Como V é um funcional de Lyapunov para T (t), segue da

Definição 2.29 item (4), que y é ponto de equilíbrio. Portanto,

ω(x) ⊂ E .

Suponha que exista uma solução φ : R → X por x. Dado y ∈ αφ(x), existe uma

sequência tn → −∞ tal que T (tn)x → y quando n → +∞. Considere uma sequência

{tn}n∈N com tn−1 − tn > 1, ∀n ∈ N. Como V (T (t)x) é não crescente, dado t ∈ (0, 1),

temos

V (T (tn−1)x) 6 V (T (tn + 1)x)

6 V (T (tn + t)x)

6 V (T (tn)x), ∀n ∈ N.

Pela continuidade de V ,

V (T (tn + t)x) → V (y), quando n → +∞.

Além disso,

V (T (tn + t)x) → V (T (t)y), quando n → +∞.

Assim, V (T (t)y) = V (y), ou seja, y ∈ E . Portanto,

αφ(x) ⊂ E .

Agora, assuma que o semigrupo é gradiente, A é um atrator global e E é um

conjunto discreto. Como E é discreto, segue que E é compacto, pois E é fechado e

E ⊂ A. Suponha que E não seja finito. Assim, existe uma cobertura aberta para E

que não possui uma subcobertura finita. A saber, basta escolher a cobertura formada

por abertos disjuntos cada qual centrado em um ponto distinto de E . Absurdo, pois E

é compacto.

Por fim, o ω(x) é unitário porque ele é conexo. Caso contrário, o ω(x) seria um

conjunto discreto formado por no mínimo dois elementos, onde seria possível exibir
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uma cisão não trivial. Para o caso do αφ(x) a justificativa é análoga.

�

Teorema 2.32 Suponha que {T (t); t > 0} seja um semigrupo gradiente, eventual-

mente limitado e assintoticamente compacto cujo conjunto dos pontos de equilíbrio E

seja limitado. Então {T (t); t > 0} tem um atrator global A = W u(E), onde

W u(E) =

{

y ∈ X; existe uma solução global φ(·) : R −→ X por y

tal que φ(t) → E quando t → −∞

}

Demonstração: Como {T (t); t > 0} é eventualmente limitado e assintoticamente

compacto, para cada x ∈ X, ω(x) é não-vazio, compacto, invariante e atrai x. Desde

que {T (t); t > 0} é gradiente, ω(x) ⊂ E e, como E é limitado, o semigrupo {T (t); t > 0}

é ponto dissipativo. Logo, pelo Teorema 2.28, {T (t); t > 0} tem um atrator global.

Agora, dado x ∈ A, existe uma solução global φ : R → X por x. Sabendo que

φ(R) ⊂ A é relativamente compacto, pois A é compacto, temos αφ(x) 6= ∅. Assim

αφ(x) ⊂ E .

Logo, A ⊂ W u(E).

Quando x ∈ W u(E), existe uma solução global φ : R −→ X por x e

φ(t) → A quando t±∞.

Como φ(R) é invariante e limitado, concluímos que φ(R) ⊂ A e, consequentemente,

x ∈ A. Logo A ⊃ W u(E). Portanto,

A = W u(E).

�



Capítulo 3

Existência de Atrator Global para

Equação de Campos Neurais

Neste Capítulo, motivados pelo estudo feito em [11] e técnicas usadas em [5] e [11],

estudamos o comportamento assintótico da equação não local

∂u(t, x)

∂t
= −a(x)u(t, x) +K(f ◦ u)(t, x) + h(x, u(t, x)), (3.1)

onde Ω é um domínio limitado suave do R
N , (N > 1), f : R −→ R é uma função

de classe C1(R), a ∈ W 1,∞(Ω), h : R
n
× R −→ R é uma função continuamente

diferenciável com derivada limitada e K é um operador integral, com núcleo simétrico

e não negativo, dado por

Kv(x) :=

∫
RN

J(x, y)v(y)dy. (3.2)

Vamos supor, sem perda de generalidade, que

∫
RN

J(x, y)dy =

∫
RN

J(x, y)dx = 1.

A dinâmica de equações de evolução como em (3.1) já são bem conhecidas. En-

tretanto, o modelo apresentado aqui possui novidades, pois a equação (3.1) inclui um

termo de amortecimento na parte linear e mais uma função não linear representando

um campo externo, estendendo os modelos considerados em [1], [15], e [11] - [12], que

podem ser obtidos de (3.1) com a ≡ 1 e h uma constante não negativa.

Na equação (3.1), u(t, x) denota o potencial médio da membrana de um pedaço

de tecido nervoso localizado na posição x no tempo t > 0. A função de conexão J de-

termina o acoplamento entre os elementos na posição x com o elemento da posição y,

representando as conexões sinápticas entre as células nervosas. A função não-negativa

f(u) descreve a taxa local de produção ou diminuição de atividade neuronal correspon-

60
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dente a um nível de atividade u. E h(x, u) denota os estímulos externos envolvidos, os

quais estamos considerando que dependem da posição e do potencial.

A equação (3.1) tem um diferencial com relação aos modelos já analisados na li-

teratura devido aos termos a(x) e h(x, u(t, x)). A presença do termo de amortecimento

a(x) nos deixa na condição em que o potencial decai com velocidade
1

a(x)
, embora te-

nha uma taxa de crescimento proporcional a uma função não linear f que depende dos

pontos em uma vizinhança de x através da função de conectividade J . A adição do

termo h(x, u) significa que o campo externo está dependendo da posição x e da potência

neuronal u, enquanto nos trabalhos prévios o potencial decai com taxa constante e o

campo externo é, em geral, considerado constante.

A ideai básica da formulação do problema em (3.1) é encontrar uma maneira

abstrata de impor condições de fronteira de Dirichlet em equações de evolução não

locais (ver [10]). O problema (3.1) também é uma maneira de descrever o modelo

neural com excitação de curto alcance e inibição de longo alcance.

Neste capítulo, mostramos que o problema de Cauchy associado à equação (3.1)

está bem posto no espaço de fase X, que é isométrico ao espaço Lp(Ω). Provamos

a existência de um atrator global e exibimos um funcional de Lyapunov para o fluxo

gerado por esta equação. Além disso, usando as propriedades do atrator global e do

funcional de Lyapunov, verificamos que o fluxo gerado por (3.1) tem a propriedade

gradiente no sentido de [16].

3.1 Boa posição

Considere, para qualquer 1 6 p 6 ∞, o subespaço X de Lp(RN) dado por

X = {u ∈ Lp(RN); u(x ) = 0, se x ∈ R
N \ Ω}.

O espaço X é canonicamente isomorfo ao espaço Lp(Ω), e vamos identificar os

dois espaços, sem mais comentários. Também vamos usar a mesma notação para a

função definida em R
N e sua restrição a Ω, afim de simplificar a notação.

Para obter a boa posição de (3.1), consideramos o problema de Cauchy







∂tu = F (u)

u(t0) = u0

(3.3)

onde a aplicação F : X −→ X é definida por
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F (u)(x) =







−a(x)u(t, x) +K(f ◦ u)(t, x) + h(x, u(t, x)), x ∈ Ω

0, x ∈ R
N \ Ω

(3.4)

Lema 3.1 Seja K a aplicação definida em (3.2) e ‖J‖r := sup
x∈Ω

‖J(x, .)‖Lr(Ω),

1 6 r 6 ∞. Se u ∈ Lp(Ω), 1 6 p 6 ∞, então Ku ∈ L∞(Ω),

|Ku(x)| 6 ‖J‖q‖u‖Lp(Ω), ∀ x ∈ Ω, (3.5)

onde 1 6 q 6 ∞ é o expoente conjugado de p, e

‖Ku‖Lp(Ω) 6 ‖J‖1‖u‖Lp(Ω) 6 ‖u‖Lp(Ω). (3.6)

Além disso, se u ∈ L1(Ω), então Ku ∈ Lp(Ω), 1 6 p 6 ∞, e

‖Ku‖Lp(Ω) 6 ‖J‖p‖u‖L1(Ω) (3.7)

Demonstração: Primeiramente, usando a desigualdade de Hölder, vamos provar a

desigualdade (3.5). Para isto, note que

|Ku(x)| =

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

J(x, y)u(y)dy

∣

∣

∣

∣

6

∫

Ω

|J(x, y)||u(y)|dy

6 ‖J(x, ·)‖Lq(Ω)‖u‖Lp(Ω)

6 ‖J‖q‖u‖Lp(Ω), ∀ x ∈ Ω.

Agora, considere que 1 < p < ∞. Utilizando a seguinte igualdade

|J(x, y)u(y)| = |J(x, y)|
1

q · |J(x, y)|
1

p · |u(x, y)|,

e usando novamente a desigualdade de Hölder, temos

∫

Ω

|J(x, y)u(y)|dy =

∫

Ω

|J(x, y)|
1

q |J(x, y)|
1

p |u(x, y)|dy

6

[
∫

Ω

|J(x, y)|dy

]
1

q

[
∫

Ω

|J(x, y)||u(y)|pdy

]
1

p

6 ‖J‖
1

q

1

[
∫

Ω

|J(x, y)||u(y)|pdy

]
1

p

, ∀ x ∈ Ω.
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Elevando ambos os lados a p e integrando em relação à x, encontramos

∫

Ω

[
∫

Ω

|J(x, y)u(y)|dy

]p

dx 6 ‖J‖
p

q

1

∫

Ω

∫

Ω

|J(x, y)||u(y)|pdxdy

= ‖J‖
p

q

1

∫

Ω

|u(y)|p
∫

Ω

|J(x, y)|dxdy

6 ‖J‖
p

q
+1

1

∫

Ω

|u(y)|pdy

6 ‖J‖p1‖u‖
p

Lp(Ω).

Na última desigualdade, usamos que
p

q
+ 1 = p, pois p e q são expoentes conjugados.

Daí, elevando ambos os membros a
1

p
, obtemos

‖Ku‖Lp(Ω) 6 ‖J‖1‖u‖Lp(Ω)

6 ‖u‖Lp(Ω).

Quando p = 1, temos, sem dificuldades, que

∫

Ω

|Ku(x)|dx =

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

J(x, y)u(y)dy

∣

∣

∣

∣

dx

6

∫

Ω

∫

Ω

|J(x, y)||u(y)|dxdy

=

∫

Ω

|u(y)|

∫

Ω

|J(x, y)|dxdy

6 ‖J‖1

∫

Ω

|u(y)|dy

= ‖J‖1‖u‖L1(Ω)

6 ‖u‖L1(Ω).

Para finalizar a desigualdade (3.6), considere p = ∞. Então,

∫

Ω

|J(x, y)u(y)|dy =

∫

Ω

|J(x, y)||u(y)|dy

6 ‖u‖L∞(Ω)

∫

Ω

|J(x, y)|dy

6 ‖J‖1‖u‖L∞(Ω)

6 ‖u‖L∞(Ω).
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Em seguida, para provar a desigualdade (3.7), considere 1 < p < ∞. Então,

|Ku(x)| 6

∫

Ω

|J(x, y)u(y)
1

pu(y)
1

q |dy

=

∫

Ω

|J(x, y)u(y)
1

p ||u(y)
1

q |dy

6

[
∫

Ω

|J(x, y)|p|u(y)|dy

]
1

p

[
∫

Ω

|u(y)|dy

]
1

q

= ‖u‖
1

q

L1(Ω)

[
∫

Ω

|J(x, y)|p|u(y)|dy

]
1

p

.

Elevando ao expoente p e integrando em ambos os lados, obtemos

∫

Ω

|Ku(x)|pdx 6 ‖u‖
p

q

L1(Ω)

∫

Ω

∫

Ω

|J(x, y)|p|u(y)|dxdy

= ‖u‖
p

q

L1(Ω)

∫

Ω

|u(y)|

∫

Ω

|J(x, y)|pdxdy

6 ‖u‖
p

q

L1(Ω)‖J‖
p
p

∫

Ω

|u(y)|dy

= ‖u‖
p

q

L1(Ω)‖u‖L1(Ω)‖J‖
p
p

= ‖u‖
p+q

q

L1(Ω)‖J‖
p
p

= ‖u‖p
L1(Ω)‖J‖

p
p.

Portanto,

‖K‖Lp(Ω) 6 ‖J‖p‖u‖L1(Ω).

Quando p = 1, é análogo ao item (3.6). Por último, considere p = ∞. Então,

∫

Ω

|J(x, y)u(y)|dy 6

∫

Ω

‖J(x, ·)‖L∞(Ω)|u(y)|dy

6 ‖J‖∞

∫

Ω

|u(y)|dy

= ‖J‖∞‖u‖L1(Ω).

�

Definição: Seja E um espaço normado, dizemos que a função F : E −→ E é

localmente Lipschitz se, para qualquer x0 ∈ E, existem uma bola B = {x ∈ E; ‖x −

x0‖ < b} e uma constante C tal que, se x, y ∈ B , então

‖F (x)− F (y)‖ 6 C‖x− y‖.

Dizemos que F é Lipschitz em conjuntos limitados se a bola B, da definição anterior,
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pode ser escolhida como qualquer bola limitada em E.

Proposição 3.2 Suponha, além das hipóteses do Lema 3.1, que a função h seja limi-

tada e possui derivada limitada, e que a função f satisfaz a seguinte condição,

|f(x)| 6 C1(1 + |x|p), ∀ x ∈ R e 1 6 p < ∞.

Então a função F dada em (3.4) está bem definida em Lp(Ω). Se f é localmente

limitada, então a função F está bem definida em L∞(Ω). Agora, se

|f(x)− f(y)| 6 C2

(

1 + |x|p−1 + |y|p−1
)

|x− y|,

para qualquer (x, y) ∈ R
2, a função F é continuamente Lipschitziana em conjuntos

limitados de Lp(Ω), 1 6 p < ∞. Se p = ∞, isso é verdade se f é localmente Lipschit-

ziana.

Demonstração: Considere 1 6 p < ∞. Se u ∈ Lp(Ω), então

‖f(u)‖L1(Ω) 6

∫

Ω

C1 (1 + |u(x)|p) dx (3.8)

6 C1

(

|Ω|+ ‖u‖p
Lp(Ω)

)

.

Utilizando as desigualdades (3.7) e (3.8), obtemos

‖Kf(u)‖Lp(Ω) 6 ‖J‖p‖f(u)‖L1(Ω)

6 C1‖J‖p

(

|Ω|+ ‖u‖p
Lp(Ω)

)

.

Além disso, também temos

‖ − a(·)u‖p
Lp(Ω) =

∫

Ω

|a(x)u(x)|pdx

6

∫

Ω

‖a‖p
L∞(Ω)|u(x)|

pdx

= ‖a‖p
L∞(Ω)

∫

Ω

|u(x)|pdx

= ‖a‖p
L∞(Ω)‖u‖

p

Lp(Ω)

e, por último, considerando v ≡ 0,

‖h(·, u)‖Lp(Ω) − ‖h(·, v)‖Lp(Ω) 6 ‖h(·, u)− h(·, v)‖Lp(Ω)

6 Ch‖u− v‖Lp(Ω)

= Ch‖u‖Lp(Ω),
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onde Ch é a constante de Lipschitz da função h. Daí, pelo fato de h ser uma função

limitada,

‖h(·, u)‖Lp(Ω) 6 ‖h(·, 0)‖Lp(Ω) + Ch‖u‖Lp(Ω) < ∞.

Logo, F é uma função bem definida no espaço Lp(Ω).

Para p = ∞, basta notar que

|a(x)u(x)| < ∞; |h(x, u(x))| 6 |h(x, 0)|+ Ch|u(x)| < ∞, ∀x ∈ Ω,

e, para a parcela da função F dada por K(f ◦ u), utilizando o item (3.5) (ver Lema

3.1), obtemos

|K(f(u(x))| 6 ‖J‖q‖f(u)‖Lp(Ω) < ∞, ∀ x ∈ Ω.

Diante disso, concluímos que F é uma função bem definida no espaço L∞(Ω).

Agora, suponha que

|f(x)− f(y)| 6 C2

(

1 + |x|p−1 + |y|p−1
)

|x− y|,

com 1 < p < ∞. Então, dados u, v ∈ Lp(Ω), usando a desigualdade de Hölder, obtemos

‖f(u)− f(v)‖L1(Ω) 6

∫

Ω

C2

(

1 + |u|p−1 + |v|p−1
)

|u− v|dx

6 C2

[
∫

Ω

(

1 + |u|p−1 + |v|p−1
)q

dx

]
1

q

[
∫

Ω

|u− v|pdx

]
1

p

6 C2

[

‖1‖Lq(Ω) + ‖up−1‖Lq(Ω) + ‖vp−1‖Lq(Ω)

]

‖u− v‖Lp(Ω)

= C2

[

|Ω|
1

q + ‖u‖
p

q

Lp(Ω) + ‖v‖
p

q

Lp(Ω)

]

‖u− v‖Lp(Ω), (3.9)

onde q é o expoente conjugado de p. (Vale salientar que a última passagem é verdadeira

devido ao fato que (p− 1)q = p).

Pelas desigualdades (3.7) e (3.9), temos que

‖K(f(u)− f(v)‖Lp(Ω) 6 ‖J‖p‖f(u)− f(v)‖L1(Ω)

6 C2‖J‖p

[

|Ω|
1

q + ‖u‖
p

q

Lp(Ω) + ‖v‖
p

q

Lp(Ω)

]

‖u− v‖Lp(Ω).

Ademais,

‖a(·)(u− v)‖Lp(Ω) 6 ‖a(·)‖L∞(Ω)‖u− v‖Lp(Ω)
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e

‖h(·, u)− h(·, v)‖Lp(Ω) =

[
∫

Ω

|h(x, u(x))− h(x, v(x))|pdx

]
1

p

6

[
∫

Ω

C
p

h|u(x)− v(x)|p
]

1

p

= Ch‖u− v‖Lp(Ω).

Das estimativas acima segue que F é lipschitziana em conjuntos limitados de

Lp(Ω). Para p = 1, o resultado segue naturalmente.

Por fim, suponha que ‖u‖L∞(Ω) 6 R, ‖v‖L∞(Ω) 6 R, e M seja a constante de

Lipschitz de f no intervalo [−R,R] ⊂ R. Assim,

|f(u(x))− f(v(x))| 6 M |u(x)− v(x)|, ∀ x ∈ Ω.

Daí,

‖f(u)− f(v)‖L∞(Ω) 6 M‖u− v‖L∞(Ω).

Utilizando o (3.6), obtemos

‖K(f(u)− f(v))‖L∞(Ω) 6 M‖J‖1‖u− v‖L∞(Ω).

Além do mais, pelas hipóteses sobre as funções a e h, deduzimos que

‖a(·)(u− v)‖L∞(Ω) 6 ‖a(·)‖L∞(Ω)‖u− v‖L∞(Ω)

e

‖h(·, u)− h(·, v)‖L∞(Ω) 6 Ch‖u− v‖L∞(Ω).

Verificando, assim, o caso para p = ∞.

�

Observação 3.3 Da Proposição 3.2 e do Teorema 1.33, segue que a equação (3.4)

tem uma única solução local para cada condição inicial em X. Para estudarmos a

existência de solução global, precisamos do seguinte resultado. (Ver Teorema 1.36)

Teorema 3.4 Seja X um espaço de Banach, e suponha que g : [t0,∞) × X −→ X

é uma função contínua e ‖g(t, u)‖ 6 h(t, ‖u‖), para todo (t, u) ∈ [t0,∞) × X, onde

h : [t0,∞) × R
+ −→ R

+ é contínua e h(t, r) é não-decrescente em r > 0, para cada

t ∈ [t0,∞). Então, se a solução maximal r(t, t0, r0) do problema de valor inicial

r′ = h(t, r), r(t0) = r0
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existe em [t0,∞), o intervalo maximal de existência de qualquer solução u(t, t0, u0) do

problema de valor inicial

du

dt
= g(t, u), t > t0, u(t0) = u0,

com ‖u0‖ 6 r0, também contém [t0,∞).

Corolário 3.5 Suponha, além das hipóteses da Proposição 3.2, que f satisfaz

|f(x)| 6 k2 + k1|x|, ∀x ∈ R, (3.10)

com k1 e k2 constantes positivas. Então, o problema (3.3) tem uma única solução

global definida para qualquer condição inicial em X, na qual é dada, com t > t0, pela

"Fórmula da Variação das Constantes", por

u(t, x) =











e−a(x)(t−t0)u0(x) +

∫

t

t0

e−a(x)(t−s) [K(f ◦ (u(s, ·)))(x) + h(x, u(s, x))] ds, se x ∈ Ω

0, se x ∈ Ωc.

(3.11)

Demonstração: Usando a Proposição 3.2, temos que o lado direito de (3.4) é Lipschitz

em conjuntos limitados de X e, consequentemente, o problema de Cauchy (3.3) está

bem posto em X com uma única solução u(t, x), dado por (3.11).

Suponha que 1 6 p < ∞. Por (3.6) e (3.10), segue que

‖K(f ◦ u)‖Lp(Ω) 6 ‖f ◦ u‖Lp(Ω)

6 k2|Ω|
1

p + k1‖u‖Lp(Ω).

Além disso, temos

‖h(·, u)‖Lp(Ω) 6 Ch‖u‖Lp(Ω) + ‖h(·, 0)‖Lp(Ω).

Então,

‖F (u)‖Lp(Ω) ≤ k2|Ω|
1

p + ‖h(·, 0)‖Lp(Ω) + (k1 + 1 + ‖a‖L∞(Ω) + Ch)‖u‖Lp(Ω).

Agora, defina a função Φ : [t0,+∞)× [0,+∞) −→ [0,+∞)

Φ(t, r) = k2|Ω|
1

p + ‖h(·, 0)‖Lp(Ω) + (k1 + 1 + ‖a‖L∞(Ω) + Ch)r,

para todo (t, r) ∈ [t0,+∞)× [0,+∞). Temos que a equação (3.3) satisfaz as hipóteses

do Teorema 3.4, e a existência da solução global segue naturalmente.
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�

3.2 Suavidade da solução

Proposição 3.6 Sejam Y e Z espaços lineares normados, F : Y −→ Z uma aplicação,

e suponha que a derivada de Gateaux de F , DF : Y −→ L(Y, Z), existe e é contínua

em y ∈ Y . Então, a derivada de Fréchet F ′ de F existe e é contínua em y ∈ Y.

Proposição 3.7 Suponha, além das hipóteses do Corolário 3.5, que a função f é

continuamente diferenciável em R e f ′ satisfaz a condição

|f ′(x)| 6 C3

(

1 + |x|p−1
)

, (3.12)

para todo x ∈ R, onde 1 6 p < ∞. Se

|∂2h(x, y)| 6 α(1 + |y|p−1), α > 0,

então a função F : X −→ L1(Ω), dada em (3.4), é continuamente Fréchet diferenciável

com derivada DF : X −→ L(X,L1(Ω)) dada por

DF (u)v(x) :=







−a(x)v(x) +K (f ′(u)v) (x) + ∂2h(x, u(x))v(x), x ∈ Ω

0, x ∈ R
N \ Ω.

(3.13)

Além disso, para p = ∞, temos que F é diferenciável como função de X em X, com

derivada DF : X −→ L(X,X) dada por (3.13).

Demonstração: Como f é continuamente diferenciável em R, segue que a derivada

de Gateaux de F é dada por (3.13). De fato,

DF (u)v(x) := lim
t→0

F (u(x) + tv(x))− F (u(x))

t

= lim
t→0

−a(x)(u(x) + tv(x)) + a(x)u(x)

t

+ lim
t→0

K(f ◦ (u+ tv)(x)−K(f ◦ u)(x)

t

+ lim
t→0

h(x, u(x) + tv(x))− h(x, u(x))

t
= −a(x)v(x) +K(f ′(u)v)(x) + ∂2h(x, u(x))v(x), ∀x ∈ Ω.

O operador DF (u) é um operador linear em X. De fato, dados v, w ∈ X e
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α ∈ R, temos que

DF (u)(αv(x) + w(x)) = −a(x)(αv(x) + w(x)) +K(f ′(u)(αv + w))(x)

+ ∂2h(x, u(x))(αv(x) + w(x)).

Como

K(f ′(u)(αv + w))(x) =

∫

Ω

J(x, y)f ′(u(y))(αv(y) + w(y))dy

= α

∫

Ω

J(x, y)f ′(u(y))v(y)dy +

∫

Ω

J(x, y)f ′(u(y))w(y)dy

= αK(f ′(u)v)(x) +K(f ′(u)w)(x),

obtemos

DF (u)(αv(x) + w(x)) = α
[

− a(x)v(x) +K(f ′(u)v)(x) + ∂2h(x, u(x))v(x)
]

− a(x)w(x) +K(f ′(u)w)(x) + ∂2h(x, u(x))w(x)

= αDF (u)v(x) +DF (u)w(x).

Agora, suponha que 1 6 p < ∞ e q seja seu expoente conjugado. Dado u ∈ Lp(Ω),

como (p− 1)q = p e que p/q = p− 1, obtemos

‖f ′(u)‖Lq(Ω) 6

[
∫

Ω

Cq
3

(

1 + |u|p−1
)q

]
1

q

6 C3|Ω|
1

q + C3

[
∫

Ω

|u|pdx

]
1

q

= C3

(

|Ω|
1

q + ‖u‖
p

q

Lp(Ω)

)

= C3

(

|Ω|
1

q + ‖u‖p−1
Lp(Ω)

)

.

Usando a desigualdade de Hölder, encontramos

‖f ′(u)v‖L1(Ω) 6 ‖f ′(u)‖Lq(Ω)‖v‖Lp(Ω)

6 C3

(

|Ω|
1

q + ‖u‖p−1
Lp(Ω)

)

‖v‖Lp(Ω).

Por (3.7), temos

‖K(f ′(u)v)‖L1(Ω) 6 ‖J‖1‖f
′(u)v‖L1(Ω)

6 C3‖J‖1

(

|Ω|
1

q + ‖u‖p−1
Lp(Ω)

)

‖v‖Lp(Ω).
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Por fim,

‖∂2h(·, u)v)‖L1(Ω) =

∫

Ω

|∂2h(x, u(x))v(x))|dx

6

[
∫

Ω

|∂2h(x, u(x))|
qdx

]
1

q

[
∫

Ω

|v(x)|pdx

]
1

p

6

[
∫

Ω

|α(1 + |u(x)|p−1)|qdx

]
1

q

‖v‖Lp(Ω)

6 α
(

|Ω|
1

q + ‖u‖p−1
Lp(Ω)

)

‖v‖Lp(Ω).

Logo,

‖DF (u)v‖L1(Ω) = ‖ − av +K(f ′(u)v) + ∂2h(·, u)v‖L1(Ω)

6 C‖v‖Lp(Ω),

onde C = Max{(C3‖J‖p + α)
(

|Ω|
1

q + ‖u‖p−1
Lp(Ω)

)

, ‖a‖L∞(Ω)}. Mostrando que DF (u) é

um operador linear limitado.

Agora, suponha que u1, u2, v ∈ Lp(Ω), 1 6 p < ∞. Usando (3.7) e a desigualdade

de Hölder, temos

‖ (DF (u1)−DF (u2)) v‖L1(Ω) = ‖K [(f ′(u1)− f ′(u2)) v]

+ ∂2h(·, u1)v − ∂2h(·, u2)v‖L1(Ω)

6 ‖K [(f ′(u1)− f ′(u2)) v] ‖L1(Ω) + ‖∂2h(·, u1)v − ∂2h(·, u2)v‖L1(Ω)

6 ‖J‖1‖ (f
′(u1)− f ′(u2)) v‖L1(Ω) + ‖∂2h(·, u1)v − ∂2h(·, u2)v‖L1(Ω)

6 ‖J‖1‖f
′(u1)− f ′(u2)‖Lq(Ω)‖v‖Lp(Ω) + ‖∂2h(·, u1)− ∂2h(·, u2)‖Lq(Ω)‖v‖Lp(Ω).

Para provar a continuidade do operador de Gateaux, precisamos mostrar que

‖f ′(u1)− f ′(u2)‖Lq(Ω) −→ 0

e

‖∂2h(·, u1)− ∂2h(·, u2)‖Lq(Ω) −→ 0,

quando ‖u1 − u2‖Lp(Ω) −→ 0.

Temos que

|f ′(u1)(x)− f ′(u2)(x)|
q
6

[

C3

(

2 + |u1(x)|
p−1 + |u2(x)|

p−1
)]q

e

|∂2h(·, u1)− ∂2h(·, u2)|
q
6

[

α
(

2 + |u1(x)|
p−1 + |u2(x)|

p−1
)]q

.
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Então,

∫

Ω

|f ′(u1)(x)− f ′(u2)(x)|
qdx 6

∫

Ω

[

C3

(

2 + |u1(x)|
p−1 + |u2(x)|

p−1
)]q

dx

6 C
q
3

[

‖2 + |u1|
p−1 + |u2|

p−1‖Lq(Ω)

]q

6 C
q
3

[

‖2‖Lq(Ω) + ‖up−1
1 ‖Lq(Ω) + ‖up−1

2 ‖Lq(Ω)

]q

= C
q
3

[

2|Ω|
1

q + ‖u1‖
p

q

Lp(Ω) + ‖u2‖
p

q

Lp(Ω)

]q
.

De maneira análoga, encontramos uma desigualdade semelhante para |∂2h(·, u1) −

∂2h(·, u2)|
q. De fato,

∫

Ω

|∂2h(·, u1)− ∂2h(·, u2)|
q

6

∫

Ω

[

α
(

2 + |u1(x)|
p−1 + |u2(x)|

p−1
)]q

dx

6 αq
[

2|Ω|
1

q + ‖u1‖
p

q

Lp(Ω) + ‖u2‖
p

q

Lp(Ω)

]q
.

Como o lado direito de ambas as desigualdade são integráveis, o resultado segue

usando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue.

Pela Proposição 3.6, temos que F : X −→ L1(Ω), 1 6 p < ∞, é Fréchet diferen-

ciável com derivada contínua em cada ponto x ∈ X.

Agora, vamos mostrar o caso para p = ∞. Temos que |f ′(u)| é limitado por

alguma constante C4, para cada u ∈ L∞(Ω). Assim,

‖f ′(u)v‖L∞(Ω) 6 C4‖v‖L∞(Ω),

e, pela desigualdade (3.6), vemos que

‖K(f ′(u)v)‖L∞(Ω) 6 C4‖J‖1‖v‖L∞(Ω).

Por último, note que

‖∂2h(·, u)v)‖L∞(Ω) 6 ‖α(1 + |u|p−1)v‖L∞(Ω)

6 ‖α(1 + ‖u‖p−1
L∞(Ω))v‖L∞(Ω)

6 α(1 + ‖u‖p−1
L∞(Ω))‖v‖L∞(Ω).

Portanto,

‖ − av +K(f ′(u)v) + ∂2h(·, u)v‖L∞(Ω) 6 C‖v‖L∞(Ω),

onde C = Max{C4‖J‖1, ‖a‖L∞(Ω), α(1 + ‖u‖p−1
L∞(Ω))}.
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Dados u1, u2, v ∈ L∞(Ω), temos que

‖ (DF (u1)−DF (u2)) v‖L∞(Ω) = ‖K [(f ′(u1)− f ′(u2)) v]

+ ∂2h(·, u1)v − ∂2h(·, u2)v‖L∞(Ω)

6 ‖J‖1‖f
′(u1)− f ′(u2)‖L∞(Ω)‖v‖L∞(Ω)

+ ‖∂2h(·, u1)− ∂2h(·, u2)‖L∞(Ω)‖v‖L∞(Ω),

e a continuidade de DF segue da continuidade de f ′ e ∂2h .

Portanto, segue da Proposição 3.6 que F : X −→ X é Fréchet diferenciável com

derivada contínua.

�

Observação 3.8 Pela Proposição 3.7 segue que o fluxo gerado por (3.3) é

C([0, r];Lp(Ω)) ∩ C1([0, r];L1(Ω)), para r > 0. (Ver [18])

3.3 Existência do atrator global

Nesta seção, vamos provar a existência de um atrator global A em X, para o fluxo T (t)

gerado por (3.3), que atrai subconjuntos limitados de X.

Inicialmente denotamos por a0 = inf
x∈Ω

|a(x)|, o qual surge no lema abaixo.

Lema 3.9 Suponha que as hipóteses da Proposição 3.7 sejam satisfeitas com a cons-

tante k1 de (3.10) satisfazendo a0 − (k1 + Ch) > 0 e |h(x, 0)| 6 λ para todo x ∈ Ω.

Então a bola de Lp(Ω), 1 6 p 6 ∞, centrada na origem com raio
(1 + δ)(k2 + λ)|Ω|

1

p

a0 − (k1 + Ch)
,

onde k1 e k2 são as constantes que aparecem em (3.10) e δ é qualquer número positivo,

absorve subconjuntos limitados de X sob o semigrupo T (t) gerado por (3.3).(Com |Ω|
1

p

substituindo por 1 quando p = ∞).

Demonstração: Seja u(t, x) a solução de (3.3) com condição inicial u0. Então, para

1 6 p < ∞, temos

d

dt

∫
Ω

|u(t, x)|pdx =

∫
Ω

p|u(t, x)|p−1sgn (u(t, x)) ut(t, x)dx

= −p

∫
Ω

a(x)|u(t, x)|psgn (u(t, x)) dx

+ p

∫
Ω

|u(t, x)|p−1sgn (u(t, x))K (f(u(t, x))) dx

+ p

∫
Ω

|u(x, t)|p−1sgn(u(x, t))h(x, u(x, t))dx,
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onde sgn(u(t, x)) representa o sinal da função u.

Usando a desigualde de Hölder, a estimativa (3.6) e a condição (3.10), obtemos

∫

Ω

|u(t, x)|p−1sgn(u(t, x))K(f ◦ u)(x)dx

≤

(
∫

Ω

(|u(t, x)|p−1)q
)

1

q

(
∫

Ω

|K(f ◦ u)(t, x)|p
)

1

p

≤

(
∫

Ω

|u(t, x)|p
)

1

q

‖J‖1‖(f ◦ u)(t, ·)‖Lp(Ω)

≤
(

‖u(t, ·)‖Lp(Ω)

)p−1
(

k1‖u(t, ·)‖Lp(Ω) + k2|Ω|
1

p

)

,

onde q é o expoente conjugado de p. Em seguida, como a0 = inf
x∈Ω

|a(x)|, temos

∫

Ω

a(x)|u(t, x)|psng(u(t, x))dx > a0

∫

Ω

|u(t, x)|pdx

= a0‖u(t, ·)‖
p

Lp(Ω),

e

∫

Ω

|u(t, x)|p−1sgn(u(t, x))h(x, u(t, x))dx

6

[
∫

Ω

|u(t, x)|q(p−1)dx

]
1

q

[
∫

Ω

|h(x, u(t, x))|pdx

]
1

p

6

[
∫

Ω

|u(t, x)|pdx

]
1

q

[
∫

Ω

|Ch|u(t, x)|+ h(x, 0)|pdx

]
1

p

6 ‖u(t, ·)‖p−1
Lp(Ω)

[

Ch‖u(t, ·)‖Lp(Ω) + λ|Ω|
1

p

]

,

onde |h(x, 0)| 6 λ, ∀x ∈ Ω. Assim,

d

dt
‖u(t, ·)‖p

Lp(Ω) 6 −pa0‖u(t, ·)‖
p

Lp(Ω) + pk1‖u(t, ·)‖
p

Lp(Ω)

+ pCh‖u(t, ·)‖
p

Lp(Ω) + pk2|Ω|
1

p‖u(t, ·)‖p−1
Lp(Ω) + pλ|Ω|

1

p‖u(t, ·)‖p−1
Lp(Ω)

= p‖u(t, ·)‖p
Lp(Ω)

[

−a0 + k1 + Ch +
(k2 + λ)|Ω|

1

p

‖u(t, ·)‖Lp(Ω)

]

.
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Seja ǫ = a0 − (k1 + Ch) > 0. Então, sempre que

‖u(t, ·)‖Lp(Ω) > (1 + δ)
(k2 + λ)|Ω|

1
p

ǫ
,

obtemos

d

dt
‖u(t, ·)‖p

Lp(Ω) 6 p‖u(t, ·)‖p
Lp(Ω)

(

−ǫ+
ǫ

δ + 1

)

= −p
δ

1 + δ
ǫ‖u(t, ·)‖p

Lp(Ω).

Com isso,

d
dt
‖u(t, ·)‖p

Lp(Ω)

‖u(t, ·)‖p
Lp(Ω)

6 −p
δ

1 + δ
ǫ.

Integrando em ambos os lados de 0 a t a desigualdade anterior e resolvendo a integral,

obtemos

ln‖u(t, ·)‖p
Lp(Ω) − ln‖u0‖

p

Lp(Ω) 6 −p
δ

1 + δ
ǫt,

e consequentemente

ln‖u(t, ·)‖p
Lp(Ω) 6 −p

δ

1 + δ
ǫt+ ln‖u0‖

p

Lp(Ω).

Aplicando a exponencial em ambos os lados na desigualdade acima, encontramos

e
ln‖u(t,·)‖p

Lp(Ω) 6 e
−p δ

1+δ
ǫt+ln‖u0‖

p

Lp(Ω) .

Logo,

‖u(t, ·)‖p
Lp(Ω) 6 e−p δ

1+δ
ǫt‖u0‖

p

Lp(Ω). (3.14)

Portanto, segue o resultado para 1 6 p < ∞. Como as estimativas são uniformes

em p, o resultado é válido para p = ∞, tomando o limite com p −→ ∞.

�

Teorema 3.10 Além das condições do Lema 3.9, suponha que ‖Jxi
‖p = sup

x∈Ω
‖∂xi

J(x, ·)‖Lq(Ω) < +∞, |∂ih(x, u(t, x))| 6 βh|u(t, x)| + αh, com i = 1, 2 e βh, αh > 0 e

a0 − (βhM + αh) > 0, onde M =
(k2 + λ)|Ω|

1
p

a0 − (k1 + Ch)
. Então, existe um atrator global

A ⊂ Lp(Ω), 1 6 p < ∞, para o semigrupo {T (t), t > 0} gerado por (3.3), e A está
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contido na bola centrada na origem de Lp(Ω) e raio
(k2 + λ)|Ω|

1

p

a0 − (k1 + Ch)
.

Demonstração: Vamos mostrar que o semigrupo tem um conjunto compacto atraente

em Lp(Ω) com 1 6 p < ∞. Seja u(t, x) a solução de (3.3), com condição inicial

u0 ∈ W 1,p(Ω). Por (3.14), temos que ‖u(t, ·)‖Lp(Ω) 6 M , para t suficientemente grande.

Além disso, usando o Teorema de Schwarz (ver [20], p. 147), obtemos

d

dt

∫

Ω

|∂xi
u(t, x)|pdx = p

∫

Ω

|∂xi
u(t, x)|p−1sgn(∂xi

u(t, x))∂xi
∂tu(t, x)dx

= p

∫

Ω

|∂xi
u(t, x)|p−1sgn(∂xi

u(t, x))∂xi

[

− a(x)u(t, x)

+ K(f(u(t, ·)))(x) + h(x, u(t, x))
]

dx

= −p

∫

Ω

∂xi
a(x) · |∂xi

u(t, x)|p−1sgn(∂xi
u(t, x))u(t, x)

− p

∫

Ω

a(x)|∂xi
u(t, x)|pdx

+ p

∫

Ω

|∂xi
u(t, x)|p−1sgn(∂xi

u(t, x))∂xi
K(f(u(t, ·)))(x)dx

+ p

∫

Ω

|∂xi
u(t, x)|p−1sgn(∂xi

u(t, x)∂1h(x, u(t, x))dx

+ p

∫

Ω

|∂xi
u(t, x)|p−1sgn(∂xi

u(t, x))∂2h(x, u(t, x))∂xi
u(t, x)dx.

Utilizando a desigualdade de Hölder, obtemos

−p

∫

Ω

∂xi
a(x)|∂xi

u(t, x)|p−1sgn(∂xi
u(t, x))u(t, x)dx

6 −p‖∂xi
a(x)‖L∞(Ω)

∫

Ω

|∂xi
u(t, x)|p−1sgn(∂xi

u(t, x))u(t, x)dx

6 p‖a‖w1,∞(Ω)‖∂xi
u(t, ·)‖p−1

Lp(Ω)‖u(t, ·)‖Lp(Ω)

6 pM‖a‖w1,∞‖∂xi
u(t, ·)‖p−1

Lp(Ω).

Também temos,

p

∫

Ω

|∂xi
u(t, x)|p−1sgn(∂xi

u(t, x))∂xi
K(f(u(t, x)))dx

6 p

[
∫

Ω

|∂xi
u(t, x)|(p−1)q

]
1

q
[
∫

Ω

|∂xi
K(f(u(t, x)))|pdx

]
1

p

= p‖∂xi
u(t, ·)‖p−1

Lp(Ω)‖∂xi
K(f(u(t, x)))‖Lp(Ω).
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Por (3.7) e (3.8), (com Jxi
no lugar de J), encontramos

p

∫

Ω

|∂xi
u(t, x)|p−1sgn(∂xi

u(t, x))∂xi
K(f(u(t, x)))dx

6 p‖∂xi
u(t, ·)‖p−1

Lp(Ω)‖Jxi
‖p‖f(u)‖L1(Ω)

6 p‖∂xi
u(t, ·)‖p−1

Lp(Ω)‖Jxi
‖p

(

k2|Ω|+ k1‖u‖
p

Lp(Ω)

)

6 p‖∂xi
u(t, ·)‖p−1

Lp(Ω)‖Jxi
‖p (k2|Ω|+ k1M

p) .

Em seguida, usando a hipótese que

|∂ih(x, u(t, x))| 6 βh|u(t, x)|+ αh, com i = 1, 2 e βh, αh > 0,

obtemos

∫

Ω

|∂xi
u(t, x)|p−1sgn(∂xi

u(t, x))∂1h(x, u(t, x))dx

6

[
∫

Ω

|∂xi
u(t, x)|q(p−1)dx

]
1

q
[
∫

Ω

|∂1h(x, u(t, x))|
pdx

]
1

p

6 ‖∂xi
u(t, ·)‖p−1

Lp(Ω)

[
∫

Ω

|βh|u(t, x)|+ αh|
pdx

]
1

p

6

[

βhM + αh|Ω|
1

p

]

‖∂xi
u(t, ·)‖p−1

Lp(Ω).

Finalmente,

∫

Ω

|∂xi
u(t, x)|p−1sgn(∂xi

u(t, x))∂2h(x, u(t, x))∂xi
u(t, x)dx

=

∫

Ω

|∂xi
u(t, x)|p∂2h(x, u(t, x))dx

6

∫

Ω

|∂xi
u(t, x)|p|βh|u(t, x)|+ αh|dx

6 (βhM + αh) ‖∂xi
u(t, ·)‖p

Lp(Ω).

Das desigualdades acima, segue que

d

dt
‖∂xi

u(t, ·)‖p
Lp(Ω) 6 p‖∂xi

u(t, ·)‖Lp(Ω)

[

βhM + αh − a0 +
θ

‖∂xi
u(t, ·)‖Lp(Ω)

]

,

onde θ = M‖a‖w1,∞(Ω) + ‖Jx‖p (k2|Ω|+ k1M
p) +

(

βhM + αh|Ω|
1

p

)

.

Seja ǫ = a0−(βhM + αh). Então, sempre que ‖∂xi
u(t, ·)‖Lp(Ω) >

1

ǫ
θ(1+µ), µ > 0,
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teremos

d

dt
‖∂xi

u(t, ·)‖p
Lp(Ω) 6 p‖∂xi

u(t, ·)‖p
Lp(Ω)

(

−ǫ+
ǫ

1 + µ

)

= −
µǫp

1 + µ
‖∂xi

u(t, ·)‖p
Lp(Ω).

Daí

‖∂xi
u(t, ·)‖p

Lp(Ω) 6 e
−

µǫp

1+µ
t‖∂xi

u0‖
p

Lp(Ω). (3.15)

Pelo Lema 3.9 e a desigualdade (3.15), concluímos que, para µ > 0, existe uma

bola centrada na origem que absorve subconjuntos limitados de W 1,p(Ω) sob a ação

do semigrupo T (t) gerado por (3.3). Como W 1,p(Ω) está imerso compactamente em

Lp(Ω), para 1 6 p < ∞, temos a existência de um conjunto atraente compacto em

Lp(Ω). Portanto, o resultado segue do Teorema 2.28.

�

3.4 Existência de um Funcional de Lyapunov.

Nesta seção, exibimos um funcional de Lyapunov para o fluxo gerado pela equação

(3.3).

Motivados por funcionais energias de [11] e [13], definimos o funcinal F : Lp(Ω) −→

R, 1 6 p 6 ∞, dado por

F(u) =

∫

Ω

[

−
1

2
S(x)

∫

Ω

J(x, y)S(y)dy +

∫ S(x)

0

a(x)f−1(r)dr

−

∫ u(x)

0

f ′(s)h(x, s)ds

]

dx, (3.16)

onde S(x) = f(u(x)).

Teorema 3.11 Além das hipóteses do Teorema 3.10, assuma que |f(x)| 6 b, para todo

x ∈ Ω e

∫ b

0

|f−1(r)|dr < L < ∞, onde b, L > 0. Então, o funcional dado em (3.16)

está bem definido e é contínuo na topologia de Lp(Ω).

Demonstração: Primeiramente, vamos mostrar que o funcional está bem definido em
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todo espaço de fase Lp(Ω). De fato,

|F(u)| 6

∫

Ω

[

∣

∣

∣

∣

−
1

2
S(x)

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

|J(x, y)||S(y)|dy +

∣

∣

∣

∣

∣

∫ S(x)

0

a(x)f−1(r)dr

∣

∣

∣

∣

∣

]

dx

+

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∣

∫ u(x)

0

f ′(s)h(x, s)ds

∣

∣

∣

∣

∣

dx

6

∫

Ω

[

1

2
(k1|u(x)|+ k2)

∫

Ω

|J(x, y)|(k1|u(y)|+ k2)dy

]

dx

+

∫

Ω

[

‖a‖L∞(Ω)L+ ‖h‖L∞(Ω×R)

∫ u(x)

0

|f ′(s)|ds

]

dx.

Temos que

∫

Ω

|J(x, y)|(k1|u(y)|+ k2)dy = k1

∫

Ω

|J(x, y)u(y)|dy + k2

∫

Ω

|J(x, y)|dy

6 k1‖J‖q‖u‖Lp(Ω) + k2‖J‖1

6 k1‖J‖q‖u‖Lp(Ω) + k2 < ∞

e

∫

Ω

(k1|u(x)|+ k2) dx =

∫

Ω

k1|u(x)|dx+ k2|Ω|

6 k1|Ω|
1

q ‖u‖Lp(Ω) + k2|Ω|

< ∞.

Por último, usando (3.12), temos

∫ u(x)

0

|f ′(s)|ds 6 C3

∫ u(x)

0

(1 + |s|p−1)ds

= C3

∫ u(x)

0

ds+ C3

∫ u(x)

0

|s|p−1ds

6 C3

(

|u(x)|+
|u(x)|p

p

)

.
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Assim,

∫

Ω

∫ u(x)

0

|f ′(s)|dsdx 6

∫

Ω

C3

(

|u(x)|+
|u(x)|p

p

)

dx

= C3

∫

Ω

|u(x)|dx+ C3

∫

Ω

|u(x)|p

p
dx

6 C3|Ω|
1

q ‖u‖Lp(Ω) +
C3

p
‖u‖p

Lp(Ω)

< ∞.

Logo,

|F(u)| < ∞, ∀ u ∈ Lp(Ω).

Para provar a segunda parte do resultado usaremos fortemente o Teorema da

Convergência Dominada de Lebesgue (ver Teorema A.9).

Seja (un) uma sequência convergindo para u na norma de Lp(Ω). Assim, existe

uma subsequência (unk
) de (un) tal que

unk
(x) −→ u(x) q.s. em Ω.

Como f é contínua, temos que

Snk
(x) = f(unk

(x)) −→ f(u(x)) = S(x) q.s em Ω.

Daí,

lim
k→∞

∫ Snk
(x)

0

a(x)f−1(r)dr =

∫ S(x)

0

a(x)f−1(r)dr.

Agora, usando a desigualdade abaixo,

∣

∣

∣

∣

∣

∫ Snk
(x)

0

a(x)f−1(r)dr

∣

∣

∣

∣

∣

6

∫ b

0

‖a‖L∞(Ω)|f
−1(r)|dr

< L‖a‖L∞(Ω),

pelo Teorema da Convergência Dominada, segue que

lim
k→+∞

∫

Ω

∫ Snk

0

a(x)f−1(r)drdx =

∫

Ω

∫ S(x)

0

a(x)f−1(r)drdx.



81

Em seguida, note que

−
1

2
Snk

(x)

∫

Ω

J(x, y)Snk
(y)dy 6

∣

∣

∣

∣

−
1

2
Snk

(x)

∫

Ω

J(x, y)Snk
(y)dy

∣

∣

∣

∣

6
1

2
b

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

J(x, y)bdy

∣

∣

∣

∣

6
1

2
b2
∫

Ω

|J(x, y)|dy

6
b2

2
,

assim, pelo Teorema da Convergência Dominada, obtemos

lim
k→+∞

∫

Ω

J(x, y)Snk
(y)dy =

∫

Ω

J(x, y)S(y)dy.

Das convergência acima, obtemos

lim
k→+∞

∫

Ω

[

−
1

2
Snk

(x)

∫

Ω

J(x, y)Snk
(y)

]

dy =

∫

Ω

[

−
1

2
S(x)

∫

Ω

J(x, y)S(y)dy

]

dx.

Finalmente,

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

∫ unk
(x)

0

f ′(s)h(x, s)dsdx−

∫

Ω

∫ u(x)

0

f ′(s)h(x, s)dsdx

∣

∣

∣

∣

∣

6

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∣

∫ unk
(x)

0

f ′(s)h(x, s)ds−

∫ u(x)

0

f ′(s)h(x, s)ds

∣

∣

∣

∣

∣

dx.

Note que

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∣

∫ unk
(x)

0

f ′(s)h(x, s)ds−

∫ u(x)

0

f ′(s)h(x, s)ds

∣

∣

∣

∣

∣

dx

6

∫

Ω

∫ u(x)

unk
(x)

|f ′(s)h(x, s)|dsdx,

mas

∫

Ω

∫ u(x)

unk
(x)

|f ′(s)h(x, s)|dsdx ≤ ‖h‖L∞(Ω×R)

∫

Ω

∫ u(x)

unk
(x)

|f ′(s)|dsdx

≤ C3‖h‖L∞(Ω×R)

∫

Ω

∫ u(x)

unk
(x)

(

1 + |s|p−1
)

dsdx.
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Como

∫

Ω

∫ u(x)

unk
(x)

(

1 + |s|p−1
)

dsdx =

[
∫

Ω

|u(x)− unk
(x)|dx+

∫

Ω

|u(x)|p − |unk
(x)|p

p
dx

]

,

Usando a última equação, as desigualdades acima e a desigualdade de Hölder, obtemos

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

∫ unk
(x)

0

f ′(s)h(x, s)dsdx−

∫

Ω

∫ u(x)

0

f ′(s)h(x, s)dsdx

∣

∣

∣

∣

∣

6 C3‖h‖L∞(Ω×R)

[

|Ω|
1

q ‖unk
− u‖Lp(Ω) +

1

p

(

‖u‖p
Lp(Ω) − ‖unk

‖p
Lp(Ω)

)

]

→ 0,

quando k → +∞. Em função disso, concluímos que

lim
k→+∞

∫

Ω

∫ unk
(x)

0

f ′(s)h(x, s)ds −→

∫

Ω

∫ u(x)

0

f ′(s)h(x, s)ds.

Logo, F(unk
) é uma sequência tal que toda subsequência possui uma subsequência

convergente para F(u).

Portanto,

F(un) −→ F(u), quando n −→ +∞.

�

Teorema 3.12 Além das hipóteses do Teorema 3.11, suponha que f possui derivada

positiva. Seja u(t, ·) uma solução de (3.3). Então F(u(t, ·)) é diferenciável com respeito

à t e

dF

dt
= −

∫

Ω

[−a(x)u(t, x) +K(f ◦ u)(t, x) + h(x, u(t, x))]2 f ′(u(t, x))dx 6 0.

Demonstração: Seja ϕ dada pelo integrando em (3.16), isto é,

ϕ(s, x) = −
1

2
S(s, x)

∫

Ω

J(x, y)S(s, y)dy +

∫ S(s,x)

0

a(x)f−1(r)dr

−

∫ u(s,x)

0

f ′(r)h(x, r)dr,

onde S(s, x) = f(u(s, x)).

Usando as hipóteses sobre f , temos que

∥

∥

∥

∥

∂ϕ(s, ·)

∂s

∥

∥

∥

∥

L1(Ω)

< ∞, ∀ s ∈ R
+.
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Logo, podemos derivar (3.16) sob o sinal da integração. Daí

d

dt
F(u(t, ·)) =

∫

Ω

[

−
1

2

∂S

∂t
(t, x)

∫

Ω

J(x, y)S(t, y)dy −
1

2
S(t, x)

∫

Ω

J(x, y)
∂S

∂t
(t, y)dy

]

dx

+

∫

Ω

[

a(x)f−1(S(t, x))
∂S

∂t
(t, x)− f ′(u(t, x))h(x, u(t, x))

∂u

∂t
(t, x)

]

dx

= −
1

2

∫

Ω

∫

Ω

J(x, y)S(t, y)
∂S

∂t
(t, x)dydx−

1

2

∫

Ω

∫

Ω

J(x, y)S(t, x)
∂S

∂t
(t, y)dydx

+

∫

Ω

a(x)f−1(S(t, x))
∂S

∂t
(t, x)dx−

∫

Ω

f ′(u(t, x)h(x, u(t, x))
∂u

∂t
(t, x)dx.

Como

1

2

∫

Ω

∫

Ω

J(x, y)S(t, y)
∂S

∂t
(t, x)dydx =

1

2

∫

Ω

∫

Ω

J(x, y)S(t, x)
∂S

∂t
(t, y)dydx,

temos que

d

dt
F(u(t, ·)) =

=

∫

Ω

∫

Ω

−
∂S

∂t
(t, x)J(x, y)S(t, y)dydx+

∫

Ω

a(x)f−1(S(t, x))
∂S

∂t
(t, x)dx

−

∫

Ω

f ′(u(t, x))h(x, u(t, x))
∂u

∂t
(t, x)dx

= −

∫

Ω

[

−a(x)u(t, x) +

∫

Ω

J(x, y)S(t, y)dy + h(x, u(t, x))

]

∂S

∂t
(t, x)dx

= −

∫

Ω

[−a(x)u(t, x) +K(f ◦ u)(t, x) + h(x, u(t, x))] f ′(u(t, x))
∂u

∂t
(t, x)dx

= −

∫

Ω

[−a(x)u(t, x) +K(f ◦ u)(t, x) + h(x, u(t, x))]2 f ′(u(t, x))dx

Como f ′ > 0, segue o resultado.

�

Corolário 3.13 Se F(T (t)u) = F(u), ∀ t ∈ R, então u é um ponto de equilíbrio para

T (t).

Demonstração: De fato, se F(u(t, ·)) = F(u), ∀ t ∈ R, então
d

dt
(F(u(t, ·)) = 0.

Assim,

−

∫

Ω

[−a(x)u(t, x) +K(f ◦ u)(t, x) + h(x, u(t, x))]2 f ′(u(t, x))dx = 0
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o que implica em

[−a(x)u(t, x) +K(f ◦ u)(t, x) + h(x, u(t, x))]2 = 0, q.s. em Ω.

Então

−a(x)u(t, x) +K(f ◦ u)(t, x) + h(x, u(t, x)) = 0, q.s. em Ω.

Logo,

∂u

∂t
(t, x) = 0.

Portanto, u é um ponto de equilíbrio para T (t).

�

Proposição 3.14 Assuma as mesmas hipótese do Teorema 3.12. Então o fluxo gerado

por (3.3) é gradiente.

Demonstração: Note que:

1. A pré-compacidade das órbitas segue da existência do atrator global;

2. Das propriedades provadas para F , temos que ele é um funcional de Lyapunov.

Logo, o fluxo gerado por (3.3) é gradiente.

�

Da Proposição 3.14 e do Teorema 2.32 temos o seguinte resultado:

Corolário 3.15 O atrator global dado no Teorema 3.10 pode ser caracterizado como

o conjunto instável dos equilíbrios, isto é,

A = W u(E),

onde E = {u ∈ Lp(Ω); a(x)u(x) = K(f ◦ u)(x) + h(x, u(x))}.

3.5 Existência de equilíbrios

Nesta seção vamos provar a existência de uma solução de equilíbrio não trivial para o

fluxo gerado por (3.3).
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Observação 3.16 Suponha que f é globalmente Lipschitziana e
1

a0
(Ch+‖J‖1Cf ) < 1,

onde Ch e Cf são as constantes de Lipschiz de h e f , respectivamente. Existe um único

ponto u ∈ Lp(Ω) tal que

0 = −a(x)u(x) +K(f ◦ u)(x) + h(x, u(x)).

De fato, seja G(u) =
1

a(x)

[

K(f ◦ u)(x) + h(x, u(x))
]

. Dados u1, u2 ∈ Lp(Ω), temos

‖G(u1)−G(u2)‖Lp(Ω) =

∥

∥

∥

∥

1

a(x)

[

K(f ◦ u1)(x) + h(x, u1(x))

− K(f ◦ u2)(x)− h(x, u2(x))
]

∥

∥

∥

∥

Lp(Ω)

6
1

a0

[

‖J‖1‖f(u1)− f(u2)‖Lp(Ω) + Ch‖u1 − u2‖Lp(Ω)

]

6
1

a0
(Ch + ‖J‖1Cf )‖u1 − u2‖Lp(Ω).

Logo, F é uma contração.

Pelo Teorema do Ponto Fixo para Contração, existe um único ponto fixo para a

função G. Portanto, existe uma única solução de equilíbrio para o semigrupo gerado

por (3.3).

Agora, sem as condições da Observação 3.16, podemos provar a existência de

uma solução não trivial para o fluxo gerado por (3.3). Para isto, usamos o funcional

de Lyapunov dado na seção anterior e o Princípio da Invariância de La Salle (ver

[18]).

Teorema 3.17 (Princípio da Invariância de La Salle) Seja V um Funcional de Lya-

punov definido em um espaço métrico C, defina E = {x ∈ C;V ′ = 0} e M o conjunto

invariante maximal em E. Se {T (t)x0, t > 0} estiver contido em um conjunto compacto

C, então

T (t)x0 −→ M, quando t −→ ∞.

Demonstração: (Ver [18], Teorema 4.3.4., p. 92).

Proposição 3.18 Além das hipóteses do Teorema 3.12, suponha que f(0) = 0, h(x, 0) =

0, para todo x ∈ R
N , e que

∣

∣

∣

∣

∣

∫ f(b)

0

‖a(·)‖L∞(Ω)f
−1(r)dr

∣

∣

∣

∣

∣

<
(f(b))2

2
+ inf

(x,y)∈RN×R

{h(x, y)}f(b), (3.17)

para algum b ∈ R. Então, existe u1 ∈ Lp(Ω) tal que F(u1) < F(0) = 0.
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Demonstração: Considere u1(x) = b, para todo x ∈ Ω, e f(u1) = f(b) = c. Assim,

F(u1) =

∫

Ω

[

−
1

2
f(b)

∫

Ω

J(x, y)f(b)dy +

∫ f(b)

0

a(x)f−1(r)dr

−

∫ b

0

f ′(s)h(x, s)ds

]

dx

6

∫

Ω

[

−
1

2
c

∫

Ω

J(x, y)cdy +

∣

∣

∣

∣

∫ c

0

‖a(·)‖L∞(Ω)f
−1(r)dr

∣

∣

∣

∣

]

dx

−

∫

Ω

[

inf
(x,y)∈RN×R

{h(x, y)}

∫ b

0

f ′(s)ds

]

dx

6

∫

Ω

[

−
1

2
c2 +

∣

∣

∣

∣

∫ c

0

‖a(·)‖L∞(Ω)f
−1(r)dr

∣

∣

∣

∣

− inf
(x,y)∈RN×R

{h(x, y)}c

]

dx

=

(

−
c2

2
+

∣

∣

∣

∣

∫ c

0

‖a(·)‖L∞(Ω)f
−1(r)dr

∣

∣

∣

∣

− inf
(x,y)∈RN×R

{h(x, y)}c

)

|Ω|.

Usando a hipótese (3.17), temos que

F(u) < F(0) = 0. (3.18)

�

Teorema 3.19 A solução do problema de Cauchy com condição inicial u1 = b, tende

para uma solução de equilíbrio não trivial.

Demonstração: Devido a existência do atrator global, temos que as órbitas positivas

são pré-compactas, ou seja, o conjunto {T (t)u1, t > 0} está contido em um compacto.

Pelo Princípio da Invariância de La Salle, T (t)u1 tende para uma solução de equilíbrio

quando t −→ +∞. Como o Funcional de Lyapunov é não-crescente ao longo das órbitas

e F (u1) < F (0), segue que a solução trivial u ≡ 0 não está contida no ω(u1), devido

a (3.18). Logo, existe uma solução de equilíbrio não trivial para o fluxo gerado pela

equação dada.

�



Capítulo 4

Semicontinuidade superior dos

atratores globais com relação aos

parâmetros a e h

Nesta seção, vamos denotar por A e H as classes de todas as funções a e h, respec-

tivamente, que satisfazem as condições exigidas no decorrer das seções anteriores. O

semigrupo em Lp(Ω), {T (t); t > 0}, gerado por (3.3), é dado por

T (t)u(x) = u(t, x),

para qualquer x ∈ Ω e t > 0, onde

u(t, x) = e−a(x)(t−t0)u0(x) +

∫ t

t0

e−a(x)(t−s) [K(f ◦ u(s, x)) + h(x, u(s, x))] ds.

Proposição 4.1 Sob as condições do Teorema 3.10, fixado a∗ ∈ A, para o dado inicial

do problema de Cauchy (3.3) em um conjunto limitado de Lp(Ω), 1 6 p < ∞, segue que

ua(t, x) converge para ua∗(t, x) em Lp(Ω), quando a ∈ A converge para a∗ em L∞(Ω),

com t ∈ [t0, b], b < ∞.

Demonstração: Sejam ua(t, x) e ua∗(t, x) as soluções de (3.3), com os parâmetros a e

a∗, respectivamente, e com mesma condição inicial u0 ∈ B, onde B ⊂ Lp(Ω) limitado,

temos que

∂ua(t, x)

∂t
−

∂ua∗(t, x)

∂t
= −a(x)ua(t, x) +K(f ◦ ua(t, x)) + h(x, ua(t, x))

+ a∗(x)ua∗(t, x)−K(f ◦ ua∗(t, x))− h(x, ua∗(t, x)).(4.1)

87
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Integrando de t0 a t em ambos os lados de (4.1) e organizando os membros da equação,

obtemos

ua(t, x)− ua∗(t, x) =

∫ t

t0

[a∗(x)ua∗(s, x)− a(x)ua(s, x)] ds

+

∫ t

t0

[K(f ◦ ua(s, x))−K(f ◦ ua∗(s, x))] ds

+

∫ t

t0

[h(x, ua(s, x))− h(x, ua∗(s, x))] ds.

Assim,

‖ua(t, ·)− ua∗(t, ·)‖Lp(Ω) 6

∫ t

t0

‖a∗(·)ua∗(s, ·)− a(·)ua(s, ·)‖Lp(Ω)ds

+

∫ t

t0

‖K [f ◦ ua(s, ·))− f ◦ ua∗(s, ·))] ‖Lp(Ω)ds

+

∫ t

t0

‖ [h(·, ua(s, ·))− h(·, ua∗(s, ·))] ‖Lp(Ω)ds.

Com isso,

‖ua(t, ·)− ua∗(t, ·)‖Lp(Ω) 6

∫ t

t0

‖a∗(·) (ua∗(s, ·)− ua(s, ·)) ‖Lp(Ω)ds

+

∫ t

t0

‖(a∗(·)− a(·))ua(s, ·)‖Lp(Ω)ds

+

∫ t

t0

‖K [f ◦ ua(s, ·)− f ◦ ua∗(s, ·)] ‖Lp(Ω)ds

+

∫ t

t0

‖h(·, ua(s, ·))− h(·, ua∗(s, ·))‖Lp(Ω)ds

6 ‖a∗(·)‖L∞(Ω)

∫ t

t0

‖ua∗(s, ·)− ua(s, ·)‖Lp(Ω)ds

+ ‖a(·)− a∗(·)‖L∞(Ω)

∫ t

t0

‖ua(s, ·)‖Lp(Ω)ds

+

∫ t

t0

‖K [f ◦ ua(s, ·)− f ◦ ua∗(s, ·)] ‖Lp(Ω)ds

+ Ch

∫ t

t0

‖ua(s, ·)− ua∗(s, ·)‖Lp(Ω)ds.

Como

∥

∥K
[

f ◦ ua(s, ·)− f ◦ ua∗(s, ·)
]
∥

∥

Lp(Ω)
6 C2‖J‖p

[

|Ω|
1

q + ‖ua(s, ·)‖
p

q

Lp(Ω)

+ ‖ua∗(s, ·)‖
p

q

Lp(Ω)

]

‖ua(s, ·)− ua∗(s, ·)‖Lp(Ω),
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segue que

‖ua(t, ·)− ua∗(t, ·)‖Lp(Ω) 6 ‖a(·)− a∗(·)‖L∞(Ω)

∫ t

t0

‖ua(s, ·)‖Lp(Ω)ds

+
(

‖a∗(·)‖L∞(Ω) + Ch

)

∫ t

t0

‖ua(s, ·)− ua∗(s, ·)‖Lp(Ω)ds

+

∫ t

t0

θ‖ua(s, ·)− ua∗(s, ·)‖Lp(Ω)ds,

onde θ = C2‖J‖p

(

|Ω|
1

q + ‖ua(s, ·)‖
p

q

Lp(Ω) + ‖ua∗(s, ·)‖
p

q

Lp(Ω)

)

.

Na existência do conjunto absorvente as estimativas são uniformes com relação

ao parâmetro a. Daí, podemos supor que existe uma constante β > 0 tal que

‖ua(t, ·)‖Lp(Ω), ‖ua∗(t, ·)‖Lp(Ω) < β, ∀t > 0.

Assim, considerando a constante β1 = ‖a∗(·)‖L∞(Ω) + Ch + C2‖J‖p

(

|Ω|
1

q + 2β
p

q

)

, ob-

temos

‖ua(t, ·)−ua∗(t, ·)‖Lp(Ω) 6 β‖a(·)−a∗(·)‖L∞(Ω)

∫ t

t0

ds+β1

∫ t

t0

‖ua(s, ·)−ua∗(s, ·)‖Lp(Ω)ds.

Pela desigualdade de Grönwall generalizada, obtemos

‖ua(t, ·)− ua∗(t, ·)‖Lp(Ω) 6 β‖a(·)− a∗(·)‖L∞(Ω)(t− t0)e
∫
t

t0
β1ds

= β(t− t0)‖a(·)− a∗(·)‖L∞(Ω)e
β1(t−t0).

Como t ∈ [t0, b], segue que

‖ua(t, ·)− ua∗(t, ·)‖Lp(Ω) 6 β(b− t0)e
β1(b−t0)‖a(·)− a∗(·)‖L∞(Ω).

Logo, a convergência ocorre naturalmente.

�

Proposição 4.2 Sob as mesmas condições do Teorema 3.10, fixado h∗ ∈ H, para

um dado inicial do problema de Cauchy (3.3) em um conjunto limitado de Lp(Ω),

1 6 p < ∞, segue que uh converge para uh∗
em Lp(Ω) quando h ∈ H converge para h∗

em L∞(Ω× R), com t ∈ [t0, b], b < ∞.

Demonstração: Sejam uh(t, x) e uh∗
(t, x) as soluções de (3.3), com os parâmetros h e

h∗, respectivamente, e com mesma condição inicial u0 ∈ B, onde B ⊂ Lp(Ω) limitado,
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temos que

‖uh(t, ·)− uh∗
(t, ·)‖Lp(Ω) 6

∫ t

t0

ea0(t−s)‖K (f ◦ uh(s, ·)− f ◦ uh∗
(s, ·)) ‖Lp(Ω)ds

+

∫ t

t0

ea0(t−s)‖h(·, uh(s, ·))− h∗(·, uh(s, ·))‖Lp(Ω)ds

+

∫ t

t0

ea0(t−s)‖h∗(·, uh(s, ·))− h∗(·, uh∗
(s, ·))‖Lp(Ω)ds

6

∫ t

t0

(ea0(t−s)C2‖J‖p

[

|Ω|
1

q + ‖uh(s, ·)‖
p

q

Lp(Ω)

+ ‖uh∗
(s, ·)‖

p

q

Lp(Ω)

]

‖uh∗
(s, ·)− uh(s, ·)‖Lp(Ω))ds

+

∫ t

t0

ea0(t−s)‖(h− h∗)(·, uh(s, ·)‖Lp(Ω)ds

+

∫ t

t0

Ch∗
ea0(t−s)‖uh(s, ·)− uh∗

(s, ·)‖Lp(Ω)ds,

onde Ch∗
é a constante de Lipschitz de h∗.

Na existência do conjunto absorvente as estimativas são uniformes com relação

ao parâmetro h. Assim, existe uma constante β > 0 tal que

‖uh(t, ·)‖Lp(Ω), ‖uh∗
(t, ·)‖Lp(Ω) < β, ∀t > 0.

Agora, considere a constante β1 = Ch∗
+ C2‖J‖p

(

|Ω|
1

q + 2β
p

q

)

. Daí,

‖uh(t, ·)− uh∗
(t, ·)‖Lp(Ω) 6 β1

∫ t

t0

ea0(t−s)‖uh(s, ·)− uh∗
(s, ·)‖Lp(Ω)ds

+ |Ω|
1

p‖h− h∗‖L∞(Ω×R)

∫ t

t0

ea0(t−s)ds.

Multiplicando ambos os lados da desigualdade anterior por e−a0t, obtemos

e−a0t‖uh(t, ·)− uh∗
(t, ·)‖Lp(Ω) 6 |Ω|

1

p‖h− h∗‖L∞(Ω×R)

∫ t

t0

e−a0sds

+ β1

∫ t

t0

e−a0s‖uh(s, ·)− uh∗
(s, ·)‖Lp(Ω)ds

6 |Ω|
1

p‖h− h∗‖L∞(Ω×R)

(

e−a0t0 − e−a0t

a0

)

+ β1

∫ t

t0

e−a0s‖uh(s, ·)− uh∗
(s, ·)‖Lp(Ω)ds.
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Pela desigualdade de Grönwall generalizada, temos

e−a0t‖uh(t, ·)− uh∗
(t, ·)‖Lp(Ω) 6 |Ω|

1

p‖h− h∗‖L∞(Ω×R)

(

e−a0t0 − e−a0t

a0

)

e
∫
t

t0
β1ds

= |Ω|
1

p‖h− h∗‖L∞(Ω×R)

(

e−a0t0 − e−a0t

a0

)

eβ1(t−t0).

Multiplicando ambos os lados por ea0t, obtemos

‖uh(t, ·)− uh∗
(t, ·)‖Lp(Ω) 6 |Ω|

1

p‖h− h∗‖L∞(Ω×R)

(

e−a0t0 − e−a0t

a0

)

eβ1(t−t0)+a0t.

Por fim, como t ∈ [t0, b], segue que

‖uh(t, ·)− uh∗
(t, ·)‖Lp(Ω) 6 |Ω|

1

p‖h− h∗‖L∞(Ω×R)

(

e−a0t0 − e−a0b

a0

)

eβ1(b−t0)+a0b.

Assim, o resultatado é obtido naturalmente.

�

No resultado a seguir, consideramos o parâmetro Λ = (a, h) no espaço métrico

L∞(Ω)× L∞(Ω× R), com a métrica dada por

d(Λ, Λ∗) = ‖a− a∗‖L∞(Ω) + ‖h− h∗‖L∞(Ω×R). (4.2)

Pelas Proposições 4.1 e 4.2, é fácil ver o seguinte corolário:

Corolário 4.3 Assuma as mesmas condições do Teorema 3.10. Fixado Λ∗ = (a∗, h∗),

para cada dado inicial do problema Cauchy (3.3) em um subconjunto limitado de Lp(Ω),

1 ≤ p < ∞, segue que uΛ(t, ·) converge para uΛ∗
(t, ·) em Lp(Ω) quando Λ ∈ A × H

converge para Λ∗ em L∞(Ω)× L∞(Ω× R), com t ∈ [0, b], e b < ∞.

Demonstração: Sejam uΛ(t, x) e uΛ∗
(t, x) as soluções de (3.3), com os parâmetros Λ e

Λ∗, respectivamente, e com mesma condição inicial u0 ∈ B, onde B ⊂ Lp(Ω) limitado.

Temos que

∂uΛ(t, x)

∂t
−

∂uΛ∗
(t, x)

∂t
= −a(x)uΛ(t, x) +K(f ◦ uΛ(t, x)) + h(x, uΛ(t, x)) (4.3)

+ a∗(x)uΛ∗
(t, x)−K(f ◦ uΛ∗

(t, x))− h∗(x, uΛ∗
(t, x)).

Integrando de t0 a t em ambos os lados de (4.3) e organizando os membros da equação,
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obtemos

uΛ(t, x)− uΛ∗
(t, x) =

∫ t

t0

[a∗(x)uΛ∗
(s, x)− a(x)uΛ(s, x)] ds

+

∫ t

t0

[K(f ◦ uΛ(s, x))−K(f ◦ uΛ∗
(s, x))] ds

+

∫ t

t0

[h(x, uΛ(s, x))− h∗(x, uΛ∗
(s, x))] ds.

Daí,

‖uΛ(t, ·)− uΛ∗
(t, ·)‖Lp(Ω) 6

∫ t

t0

‖a∗(·)uΛ∗
(s, ·)− uΛ(·)ua(s, ·)‖Lp(Ω)ds

+

∫ t

t0

‖K [f ◦ uΛ(s, ·))− f ◦ uΛ∗
(s, ·))] ‖Lp(Ω)ds

+

∫ t

t0

‖ [h(·, uΛ(s, ·))− h∗(·, uΛ∗
(s, ·))] ‖Lp(Ω)ds.

Assim,

‖uΛ(t, ·)− uΛ∗
(t, ·)‖Lp(Ω) 6

∫ t

t0

‖a∗(·) (uΛ∗
(s, ·)− uΛ(s, ·)) ‖Lp(Ω)ds

+

∫ t

t0

‖(a∗(·)− a(·))uΛ(s, ·)‖Lp(Ω)ds

+

∫ t

t0

‖K [f ◦ uΛ(s, ·)− f ◦ uΛ∗
(s, ·)] ‖Lp(Ω)ds

+

∫ t

t0

‖h(·, uΛ(s, ·))− h∗(·, uΛ(s, ·))‖Lp(Ω)ds

+

∫ t

t0

‖h∗(·, uΛ(s, ·))− h∗(·, uΛ∗
(s, ·))‖Lp(Ω)ds

6 ‖a∗(·)‖L∞(Ω)

∫ t

t0

‖uΛ∗
(s, ·)− uΛ(s, ·)‖Lp(Ω)ds

+ ‖a(·)− a∗(·)‖L∞(Ω)

∫ t

t0

‖uΛ(s, ·)‖Lp(Ω)ds

+ |Ω|
1

p‖h− h∗‖L∞(Ω×R)

∫ t

t0

ds

+

∫ t

t0

C2‖J‖p

[

|Ω|
1

q + ‖uΛ(s, ·)‖
p

q

Lp(Ω)

+ ‖uΛ∗
(s, ·)‖

p

q

Lp(Ω)

]

‖uΛ(s, ·)− uΛ∗
(s, ·)‖Lp(Ω)ds

+ Ch∗

∫ t

t0

‖uΛ(s, ·)− uΛ∗
(s, ·)‖Lp(Ω)ds.
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Então, usando (4.2) e o fato que

‖uΛ(t, ·)‖Lp(Ω) < β, e ‖uΛ∗
(t, ·)‖Lp(Ω) < β, ∀ t > 0,

temos

‖uΛ(t, ·)− uΛ∗
(t, ·)‖Lp(Ω) 6 M‖Λ− Λ∗‖L∞(Ω)×L∞(Ω×R)

∫ t

t0

ds

+ C0

∫ t

t0

‖uΛ(s, ·)− uΛ∗
(s, ·)‖Lp(Ω)ds,

onde M = max{β, |Ω|
1

p} e C0 =
[

‖a∗‖L∞(Ω) + Ch∗
+ C2‖J‖p

(

|Ω|
1

p + 2β
p

q

)]

.

Portanto, pela desigualdade generalizada de Grönwall, obtemos

‖uΛ(t, ·)− uΛ∗
(t, ·)‖Lp(Ω) 6 M(t− t0)‖Λ− Λ∗‖L∞(Ω)×L∞(Ω×R)e

C0(t−t0).

Como t ∈ [t0, b], segue que

‖uΛ(t, ·)− uΛ∗
(t, ·)‖Lp(Ω) 6 M(b− t0)‖Λ− Λ∗‖L∞(Ω)×L∞(Ω×R)e

C0(b−t0).

Logo, o resultado é obtido naturalmente.

Observação 4.4 Fixado Λ∗ ∈ A×H, para Λ ∈ A×H suficientemente próximo de Λ∗

em L∞(Ω)×L∞(Ω×R), a família de atratores globais {AΛ; Λ ∈ A×H} é uniformemente

limitado em Λ.

De fato, como AΛ está contido em uma bola com um raio que depende continuamente

de Λ, existe um subconjunto limitado de Lp(Ω) que contém os atratores AΛ.

Teorema 4.5 Sob as mesmas hipóteses do Corolário 4.3, a família de atratores globais

{AΛ; Λ ∈ A×H} é semicontínua superiormente em Λ = Λ∗.

Demonstração: Como AΛ é invariante, TΛ(t)AΛ = AΛ para qualquer Λ ∈ A×H e

distH(AΛ,AΛ∗
) 6 distH(TΛ(t)AΛ, TΛ∗

(t)AΛ) + distH(TΛ∗
(t)AΛ,AΛ∗

)

= sup
aΛ∈AΛ

dis(TΛ(t)aΛ, TΛ∗
(t)aΛ) + distH(TΛ∗

(t)AΛ,AΛ∗
).

Dado ǫ > 0, pelo Corolário 4.3, temos

sup
aΛ∈AΛ

dis(TΛ(t)aΛ, TΛ∗
(t)aΛ) <

ǫ

2
,

para qualquer Λ suficientemente próximo de Λ∗ em L∞(Ω)×L∞(Ω×R). Pela definição

de atrator global e a Observação 4.4, existe um subconjunto limitado B0 em Lp(Ω) tal
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que

distH(TΛ∗
(t)AΛ,AΛ∗

) 6 distH(TΛ∗
(t)B0,AΛ∗

) <
ǫ

2
,

para t suficientemente grande. Portanto, para qualquer Λ suficientemente próximo de

Λ∗ em L∞(Ω)× L∞(Ω× R) e t suficientemente grande, obtemos

distH(AΛ,AΛ∗
) < ǫ.

�



Apêndice A

Uma rápida explanação sobre os

espaços Lp e suas propriedades

Seguindo [4] e [7], apresentamos definições e resultados sobre a Teoria da Medida.

Aqui, X denota um conjunto não-vazio qualquer.

Definição A.1 Uma família X de subconjuntos de X é uma σ-álgebra sobre X se:

1. ∅, X ∈ X ;

2. Se A ∈ X , então o complementar Ac ∈ X ;

3. Se (An) é uma sequência de conjuntos em X , então ∪∞

n=1
An ∈ X .

Um espaço mensurável é um par ordenado (X,X ) consistindo de um conjunto X

e uma σ-álgebra X sobre X.

Definição A.2 Uma função f : X −→ R é mensurável se para todo α ∈ R o conjunto

{x ∈ X; f(x) > α} pertence a X .

Se desejarmos, podemos trocar a desigualdade > por <, 6 ou >, na definição

anterior. (ver [4], Lema 2.4).

Definição A.3 Uma função µ : X −→ [0,∞] é uma medida se:

1. µ(∅) = 0;

2. µ(A) > 0, ∀A ∈ X

3. Se (An) é uma sequência de conjuntos disjuntos em X , então

µ (∪∞

n=1
An) =

∞∑

n=1

µ(An)

95
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Uma medida µ é dita σ-finita se existe uma sequência de conjuntos (An) em X tal que

X = ∪∞

n=1
An e µ(An) < ∞, ∀n.

Um espaço de medida é uma tripla (X,X , µ), onde X é um conjunto, X é uma

σ-álgebra sobre X, e µ é uma medida definida sobre X.

Observação A.4 Quando usarmos a expressão que dada afirmação é válida µ−quase

sempre (µ−q.s.) ou a menos de um conjunto de medida nula, essa afirmação é satisfeita

para todo x ∈ X \N , onde N ∈ X e µ(N) = 0.

Vamos denotar por L1(X,µ), ou apenas L1(X), o espaço das funções integráveis

f : X −→ R, com a norma

‖f‖L1 =

∫

X

|f |dµ.

Definição A.5 Seja p ∈ R, 1 < p < ∞. Definimos o conjunto

Lp(X) = {f : X −→ R; f é mensurável e |f |p ∈ L1(X)},

com a norma

‖f‖Lp =

(
∫

X

|f |pdµ

)
1

p

.

Proposição A.6 (Desigualdade de Hölder) Sejam f ∈ Lp(X) e g ∈ Lq(X) com 1 <

p < ∞ e
1

p
+

1

q
= 1. Então, fg ∈ L1(X) e

‖fg‖L1 6 ‖f‖Lp‖g‖Lq .

Demonstração: Primeiro, vamos mostrar a seguinte afirmação: Dados A e B núme-

ros não negativos e 1 < p, q < ∞ satisfazendo
1

p
+

1

q
= 1, temos que

A · B 6
Ap

p
+

Bq

q
. (A.1)

Com efeito, considere a função ϕ : [0,∞) −→ R dada por

ϕ(t) = αt− tα
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onde 0 < α < 1. Temos que

ϕ′(t) = α− αtα−1

= α

(

1−
1

t1−α

)

.

Perceba que ϕ′(1) = 0; ϕ′(t) < 0, para 0 < t < 1; ϕ′(t) > 0, para t > 1. Com isso,

ϕ(t) > ϕ(1) para t > 0, ou seja,

αt− tα > α− 1,

implicando que

tα 6 αt+ 1− α.

Dados a, b > 0 e t =
a

b
, b 6= 0, temos

aα

bα
6 α

a

b
+ (1− α),

assim,

aα · b1−α
6 αa+ (1− α)b.

Tomando

α =
1

p
, a = Ap e b = Bq

e devido que 1−
1

p
=

1

q
, temos

(Ap)
1

p · (Bq)
1

q 6
1

p
Ap +

1

q
Bq,

ou melhor,

A · B 6
Ap

p
+

Bq

q
.

Agora, considere f ∈ Lp e g ∈ Lq com ‖f‖Lp , ‖g‖Lq > 0. Usando (A.1) com

A =
|f(x)|

‖f‖Lp

e B =
|g(x)|

‖g‖Lq

,
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segue que

|f(x)g(x)|

‖f‖Lp‖g‖Lq

=
|f(x)|

‖f‖Lp

·
|g(x)|

‖g‖Lq

6
1

q

|f(x)|p

‖f‖pLp

+
1

q

|g(x)|q

‖g‖qLq

.

Integrado em ambos os lados, obtemos

1

‖f‖Lp‖g‖Lq

∫
|f(x)g(x)|dµ 6

1

p‖f‖|pLp

∫
|f(x)|pdµ+

1

q‖g‖qLq

∫
|g(x)|qdµ

=
1

p‖f‖pLp

· ‖f‖pLp +
1

q‖g‖qLq

· ‖g‖qLq

=
1

p
+

1

q

= 1.

Assim,

∫
|f(x)g(x)|dµ 6 ‖f‖Lq‖g‖Lq .

Logo, fg ∈ L1 e ‖fg‖L1 6 ‖f‖Lp‖g‖Lq . Quando ‖f‖Lp = 0 ou ‖g‖Lq = 0, tem-se

fg = 0 ∈ L1 e ‖fg‖L1 = ‖f‖Lp‖g‖Lq = 0.

�

Proposição A.7 (Desigualdade de Minkowski) Se f, g ∈ Lp, 1 6 p < ∞, então f+g ∈

Lp e

‖f + g‖Lp 6 ‖f‖Lp + ‖g‖Lp

Demonstração: Quando p = 1, segue que

∫
|f + g|dµ 6

∫
(|f |+ |g|)dµ

=

∫
|f |dµ+

∫
|g|dµ

= ‖f‖L1 + ‖g‖L1 .

Assim, temos o resultado. Para p > 1, note que

|f + g|p 6 (|f |+ |g|)p

6 [2 sup{|f |, |g|}]p

6 2p(|f |p + |g|p).
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Como f, g ∈ Lp, temos que f + g ∈ Lp. Ademais,

|f + g|p = |f + g|p−1|f + g|

6 (|f |+ |g|)|f + g|p−1

= |f ||f + g|p−1 + |g||f + g|p−1. (A.2)

Perceba que |f + g|p−1 ∈ L
p

p−1 . Então, por (A.2) e a desigualdade de Hölder, temos

‖f + g‖pLp =

∫

|f + g|pdµ

6

∫

|f ||f + g|p−1dµ+

∫

|g||f + g|p−1dµ

= ‖(|f ||f + g|p−1)‖L1 + ‖(|g||f + g|p−1)‖L1

6 ‖f‖Lp |f + g|p−1‖
L

p

p−1
+ ‖g‖Lp‖|f + g|p−1‖

L
p

p−1

= (‖f‖Lp + ‖g‖Lp)‖|f + g|p−1‖
L

p

p−1
.

Observe que

‖|f + g|p−1‖
L

p

p−1
=

(
∫

|f + g|pdµ

)
p−1

p

= ‖f + g‖pLp .

Assim,

‖|f + g|‖Lp 6 (‖f‖Lp + ‖g‖Lp)‖f + g‖p−1

Lp ,

implicando que

‖f + g‖Lp 6 ‖f‖Lp + ‖g‖Lp .

�

Definição A.8 Uma sequência (fn) em Lp é uma sequência de Cauchy em Lp se para

todo ǫ > 0, existe um N = N(ǫ) ∈ N tal que para n,m > N, temos

‖fn − fm‖Lp < ǫ.

Teorema A.9 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Seja (fn)

uma sequência de funcões integráveis que converge quase sempre para uma função men-

surável f . Se existir uma função integrável g tal que |fn| 6 g para todo n, então f é
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integrável e

∫

fdµ = lim

∫

fndµ.

Demonstração: (Ver [4]), p.44, Teorema 5.6).

Teorema A.10 O espaço Lp, 1 6 p < ∞, é um espaço de Banach com a norma

‖f‖Lp =

(
∫

X

|f |pdµ

)
1

p

.

Demonstração:(Ver [4], p.59, Teorema 6.14).

Sejam (X,X , µ) um espaço de medida e f : X −→ R mensurável. Dizemos que

f é limitada µ-q.s. se existe c > 0 tal que

|f(x)| 6 c, ∀x ∈ X \N,

onde N ∈ X é o conjunto N = {x ∈ X; |f(x)| > c} e µ(N) = 0.

Considere o conjunto

L∞(X) = {f : X −→ R; f é mensurável e limitada µ− q.s.},

com a norma

‖f‖L∞ = inf{ c; |f(x)| 6 c µ− q.s. sobre X}. (A.3)

Observação A.11 Se f ∈ L∞, então

|f(x)| 6 ‖f‖L∞ µ− q.s.

Com efeito, pela definição de ínfimo, existe uma sequência {cn} tal que cn → ‖f‖∞, e

para todo n ∈ N,

|f(x)| 6 cn µ− q.s.,

isto é,

|f(x)| 6 cn, ∀x 6∈ Nn, onde Nn ∈ X com µ(Nn) = 0.

Considere o conjunto N = ∪∞

n=1
Nn. Temos que N ∈ X , µ(N) = 0 e

|f(x)| 6 cn, ∀x 6∈ N, n ∈ N.



101

Logo, através do limite, temos |f(x)| 6 ‖f‖∞, para todo x ∈ N .

Teorema A.12 O espaço L∞(X) é um espaço de Banach com a norma (A.3).

Demonstração: (Ver [4], p.61, Teorema 6.16).



Apêndice B

Alguns resultados de Análise

Funcional

Neste apêndice exibimos resultados clássicos da análise funcional que foram usados

nesta dissertação.

Um espaço vetorial normado X será um espaço vetorial normado sobre o corpo

K = R ou C e X ′ é o espaço vetorial dos funcionais lineares contínuos (dual topológico

de X) com a norma

‖ϕ‖ = sup
x∈X

|ϕ(x)|, ∀ϕ ∈ X ′

‖x‖61

Teorema B.1 (Teorema de Hanh-Banach) Seja ϕ : G −→ K um funcional linear

contínuo, onde G é um subespaço de um espaço vetorial normado X. Então, existe

um funcional linear contínuo ϕ1 : X −→ K cuja restrição a G coincide com ϕ e

‖ϕ1‖ = ‖ϕ‖.

Demonstração: (Ver [6]).

Corolário B.2 (Ver [6],p.60) Seja X um espaço vetorial normado. Para todo x0 ∈

X, x0 6= 0, existe um funcional linear ϕ1 ∈ X ′ = 1 e ϕ(x0) = ‖x0‖.

Demonstração: Seja G um subespaço de X, onde G é formado por todos os elementos

x = ax0 com a ∈ K. Considere o funcional linear

ϕ : G −→ K

dado por

ϕ(x) = φ(ax0) = a‖x0‖. (B.1)
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ϕ é limitado e ‖ϕ‖ = 1. De fato, observe que

|ϕ(x)| = |ϕ(ax0)|

= |a|‖x0‖

= ‖ax0‖

= ‖x‖.

e

‖ϕ‖ = sup
x∈X

|ϕ(x)| = 1.

‖x‖61 .

Logo, ϕ é um funcional linear limitado. Pelo Teorema B.1 existe um funcional

linear contínuo ϕ : X −→ K onde a restrição a G é igual a ϕ e ‖ϕ‖ = ‖ϕ‖ = 1. De

(B.1) temos que

ϕ(x0) = ‖x0‖.

�

B.1 Teorema do Ponto Fixo para Contrações

Definição B.3 Seja (X, d) um espaço métrico. Uma aplicação F : X −→ X é uma

contração se existe λ, 0 6 λ < 1, tal que

d(F (x), F (y)) 6 λd(x, y), ∀x, y ∈ X.

Teorema B.4 (Lema da Contração, [27]) Sejam (X, d) um espaço métrico com-

pleto e F : X −→ X uma contração. Então existe um único ponto fixo p, por F , ou

seja, existe um único ponto p ∈ X tal que F (p) = p. Ademais, p é um atrator de F ,

isto é, F n(x) → p quando n → ∞, para todo x ∈ X, onde F n(x) é definido como

F (F n−1(x)).

Demonstração: Seja x ∈ X. Vamos denotar

x1 = F (x), x2 = F (x1) = F (F (x)) = F 2(x), · · · , xn = F n(x), · · · ; n ∈ N.

Afirmação: A sequência (xn) é de Cauchy. De fato, como F é contração, existe λ,
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0 6 λ < 1, tal que

d(xn+1, xn) = d(F (xn), F (xn−1))

6 λd(xn, xn−1).

Para n = 1, segue que

d(x2, x1) 6 λd(x1, x0).

Supondo por indução a desigualdade

d(xr+1, xr) 6 λrd(x1, x0),

para um certo r ∈ N, e usando o fato que F é contração, temos

d(xr+2, xr+1) = d(F r+2(x), F r+1(x))

= d(F (F r+1(x)), F (F r(x)))

= d(F (xr+1), F (xr))

6 λd(xr+1, xr)

6 λ · λrd(x1, x0)

= λr+1d(x1, x0). (B.2)

Agora, dados n, r ∈ N e usando (B.2), obtemos

d(xn+r, xn) 6 d(xn+1, xn) + d(xn+2), xn+1 + · · ·+ d(xn+r, xn+r−1)

6
[

λn + λn+1 + · · ·+ λn+r−1
]

d(x1, x0)

= λn

[

1 + λ+ · · ·+ λr−1]d(x1, x0)

6
λn

1− λ
d(x1, x0).

Sabendo que lim
n→∞

λn = 0, a sequência (xn) é de Cauchy e, como X é completo, essa

sequência converge para um ponto p ∈ X.

Temos que p é o ponto fixo de F . Com efeito,

F (p) = F ( lim
n→∞

xn)

= lim
n→∞

F (xn)

= lim
n→∞

xn+1

= p.

Ademais, p é o único ponto fixo de F . De fato, suponha que p, q ∈ X são pontos fixos
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de F . Então

d(p, q) = d(F (p)), F (q))

6 λd(p, q),

implicando que

(1− λ)d(p, q) 6 0.

Como (1− λ) > 0, segue que d(p, q) = 0, ou seja, p = q.

�

Corolário B.5 Seja (X, d) um espaço métrico completo. Se F : X −→ X é contí-

nua, Fm é uma contração, para algum m, então existe um único ponto fixo p para F .

Ademais, p é um atrator de F .

Demonstração: Seguimos a prova apresentada em [27]. Seja p o ponto fixo atrator

de Fm garantido pelo teorema anterior. Considere n = mk + l com 0 6 l < m. Dado

x ∈ X, temos que F l(x) é um ponto de X. Como p é atrator de Fm, segue que

(Fm)k(F l(x)) → p, quando k → ∞.

Note que F n(x) = F (m)k(F l(x)) e que k → ∞ quando n → ∞. Logo,

F n(x) → p, quando n → ∞,

ou seja, p é um atrator de F . Por fim, F (p) = p. De fato,

p = lim
n→∞

F n(F (p))

= lim
n→∞

F (F n(p))

= F ( lim
n→∞

F p(p))

= F (p).

�

B.2 Teorema do Ponto fixo de Schauder

Teorema B.6 Se A é um subconjunto convexo e compacto de um espaço de Banach

X e f : A −→ A é contínua, então f possui um ponto fixo em A.

Demonstração: (Ver [17], p. 10).



106

Corolário B.7 Se A é um subconjunto fechado, limitado e convexo de um espaço de

Banach X e f : A −→ A é completamente contínua, então f possui um ponto fixo em

A.

Demonstração: (Ver [17], p. 10).

B.3 Espaço W 1,p

Aqui, Ω ⊂ R
n é um conjunto aberto e 1 6 p 6 ∞.

Definição B.8 (Ver [7]) O espaço de Sobolev W 1,p(Ω) é definido por

W 1,p(Ω) =

{

u ∈ Lp(Ω); ∃g1, g2, ..., gn ∈ Lp(Ω) tal que

∫

Ω

u
∂ϕ

∂xi

= −

∫

Ω

giϕ,

∀ϕ ∈ C∞

c (Ω), ∀i = 1, 2, ..., n

}

onde C∞

c (Ω) é o espaço das funções C∞ com suporte compacto.

Para u ∈ W 1,p(Ω) definimos gi =
∂u

∂xi

, i = 1, 2, ..., n. O espaço W 1,p(Ω) é equipado

com a norma

‖u‖w1,p = ‖u‖Lp +
∞
∑

n=1

∥

∥

∥

∥

∂u

∂xi

∥

∥

∥

∥

Lp

.

Teorema B.9 (Rellich-Kondrachov, [7]) Suponha que Ω é limitado e de classe C1.

Então, ocorre as seguintes injeções compactas:

W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [1, p∗), onde
1

p∗
=

1

p
−

1

n
, se p < n;

W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [p,+∞), se p = n;

W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω), se p > n.

Em particular, W 1,p(Ω) ⊂ Lp(Ω) é injeção compacta para todo p.

Demonstração: (Ver [7], p.285, Teorema 9.16).

Teorema B.10 O espaço das funções C∞

c (Ω) é denso em Lp(Ω), 1 6 p < ∞. Além

disso, se u ∈ C∞

c (Ω), então
∂u

∂xi

∈ Lp(Ω), 1 6 p < ∞, com i = 1, . . . , n.
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Demonstração: (Ver [23], pags. 33 e 39, Teoremas 3.1.2 e 3.1.6).
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