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Resumo

Neste trabalho estudamos o problema de evolugao nao local

ou(t, )
ot
u(t,z) =0,z € R"\ Q,

= —a(x)u(t,x) + K(f ou)(t,x) + h(z,u(t,x)),t = 0,2 € §,

u(0, ) = ug(x),

em um espaco de fase isométrico ao LP(2), onde €2 é um aberto suave e limitado
do R". Aqui u = u(t,z) é uma fungao a valores reais, f : R — R ¢é uma funcao
de classe C'(R), a € W'>®(Q), h : R" x R — R ¢ uma funcdo continuamente
diferenciavel com derivada limitada e K é um operador integral com niicleo simétrico
e nao negativo. Provamos que o problema esta bem posto, mostramos a existéncia de
um atrator global e exibimos um funcional de Lyapunov para o fluxo gerado por esta
equacao. Além disso, usando este funcional de Lyapunov, conseguimos mostrar que o
fluxo gerado tem a propriedade gradiente e, consequentemente, o atrator global pode
ser obtido como o conjunto instével dos equilibrios. Também provamos a existéncia
de uma solucao de equilibrio nao trivial e estudamos a semicontinuidade superior dos

atratores globais com relacao aos paramétros a e h.

Palavras-chave: Campos neurais; Boa posicao; Atrator global, Funcional de Lyapu-

nov; Propriedade gradiente; Semicontinuidade superior dos atratores.



Abstract

In this work we study the non local evolution problem

augft, z) _ —a(x)u(t,z) + K(f ou)(t,z) + bz, ult,)),t > 0,2 € Q,

u(t,z) =0,z € R"\ Q,

u(0, ) = ug(x),

in a phase space isometric to LP(2), where 2 is a smooth bounded domain in R".
Here u = u(t, ) is a real value function, f : R — R is a continuously differentiable
function, a € WH*(Q), h : R” x R — R is a continuously differentiable function with
bounded derivative and K is an integral operator with a symmetric kernel. We prove
the well posedness of problem, we prove the existence of global attractor and we exhibit
a continuous Lyapunov functional for the flow generated by equation. Furthermore,
using this Lyapunov functional we to prove that the flow is gradient and that there
exists a non-trivial equilibrium solution. Finally, we study the upper semicontinuity of

global attractors with respect to parameters a and h.

Keywords: Neural fields; Well posedness; Global attractor; Gradient property; Upper

semicontinuity.
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Introducao

As equacoes Diferenciais constituem uma importante linha de pesquisas em Mate-
mética, a qual vem ganhando bastante atencao dos pesquisadores nas tltimas décadas.
Um dos motivos para isso, se dd ao fato que tais equacoes modelam, entre outros,
sistemas fisicos e biolégicos que dependem simultaneamente de variaveis espaciais e
temporais (ver, por exemplo, [18]). Para fazer a anéalise desses modelos, uma das
ferramentas usadas ¢ a Teoria de Semigrupos, (ver, por exemplo, [18] e [29]).

Neste trabalho, iniciamos seguindo as referéncias [2|, [27] e [28], para estudar
alguns resultados abstratos de equacgoes diferenciais do tipo

X~ ), (1)
com f : I xX — X, onde X é um espaco de Banach e I um intervalo da reta.
Aqui, apresentamos condigoes de existéncia, unicidade e diferenciabilidade da solugao
do problema de Cauchy associado a equagao (1), e também um estudamos algumas
caracteristicas do semigrupo gerado por essa equacao.

No decorrer do texto, aplicamos os resultados abstratos para estudar a dinamica

da equacao de evolucao nao local
Owu(t,x) = —a(z)u(t,z) + K(f ou(t,x) + h(z,u(t,z)), parat 20ex € Q, (2)

onde Q é um limitado suave do RY,( N > 1), f : R — R ¢ uma funcio real nio
linear de classe C*(R), a € W'°(Q), h : RY x R — R ¢ uma fungdo continuamente
diferenciavel com derivada limitada e K é um operador integral com ntcleo simétrico

nao negativo,

Kv(z) := /RN J(z,y)v(y)dy.
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O estudo da equagao (2) foi motivado apds uma breve leitura do trabalho proposto
por Da Silva e Pereira, [11], onde os autores estudam o comportamento assintotico de
uma equagao de evolugao que modela a atividade neuronal, a qual pode ser obtida como
um caso particular da equagao que estamos considerando em (2). Mais precisamente,

em [11], eles mostram a propriedade gradiente para o fluxo gerado pela equagao
Owu(t,x) = u(t,x) + K(f ou(t,x)), parat > 0e x € Q.

O que diferencia a equagao que estamos propondo, da equagao estudada em [11],
é que acrescentamos um amortecimento no termo linear e adicionamos mais um termo
nao linear para representar os estimulos externos, deixando o modelo mais realistico.

Essa dissertacao esta dividida da seguinte maneira: no Capitulo 1, tendo como
principais referéncias [2], [25] e [28], apresentamos alguns conceitos e resultados sobre
as derivadas de Gateaux e Fréchet. Depois, apresentamos resultados sobre existéncia
local(global) e unicidade de solugao para o problema de Cauchy associado & equagao
(1).

No Capitulo 2, seguindo [2], [9] e [28], fazemos uma introdugao ao estudo de semi-
grupos nao lineares, focando nos resultados que serao utilizados no capitulo seguinte.

No Capitulo 3, aplicamos os resultados abstratos dos capitulos anteriores para
estudar o comportamento assintotico da equagao de Campos Neurais (2). Neste capi-
tulo, mostramos que o fluxo gerado por (2) é C([0,7]; LP(€2)) N C*([0,r]; L'(2)), para
r > 0, provamos a existéncia de um atrator global, exibimos um funcional de Lyapunov
continuo para o fluxo gerado por (2) e usamos isso para concluir que o semigrupo ge-
rado por (2) é gradiente. Por fim, provamos a existéncia de uma solugao de equilibrio
nao trivial para (2).

Finalmente, no Capitulo 4, estudamos a semicontinuidade superior dos atratores
globais com relagao aos parametros a e h.

Finalmente, no Apéndice, exibimos resultados que foram utilizados no decorrer

do texto.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos e resultados basicos que serao utilizados

nos capitulos seguintes.

1.1 Derivada de Gateaux

Nesta secao, apresentamos alguns resultados sobre diferenciabilidade em espagos de

Banach. Mais detalhes sobre este conteido, sugerimos as referéncias [2] e [25].

Definicao 1.1 Sejam X um espago vetorial e Y espaco vetorial topoldgico. Considere

um operador f: X — Y. Dados x en em X, se

DF()(n) = lim L) = /(@)

t—0 t

(1.1)

existe, dizemos que f € Gateaux diferencidvel em x na dire¢io n, e Df(x)(n) € Y €

chamada a derivada de Gateaur de f em x na dire¢ao n.

Quando f é Gateaux diferencidvel em z para toda direcao n € X, dizemos que f
é Gateaux diferenciavel em .

Denotamos por [X, Y] o espago dos operadores T': X — Y.

Observacao 1.2 O operador Df(z) : X — Y que atribui para cada n € X o vetor
Df(x)(n) € Y é chamado a derivada de Gateauz de f em x. O operador Df : X —
[X,Y] que atribui para cada x € X o operador Df(z) € [X,Y] é chamado a derivada
de Gdteaux de f.
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Exemplo 1 Se f:R" - R ee; =(1,0,...,0),....,e, = (0,...,0,1), entdo x € R"™ € tal
que © = (T1,...,x,) = x161 ++ - -+ Tpey,, assim
floy,mi+ b)) — f(on,..,m,)  Of(x)

D)) = iy ; -

o que tmplica que a derivada parcial de f com relagao a x; é a derivada de Gateaux de

f em x na direcao e;.

Exemplo 2 Seja f: R?* = R dado por f(z) =

12
PR sex = (z1,22) #0 e f(0) =0.

Dado n = (n1,m2) € R?, seque que

D) () = Tim L FL 10 22+ 1) = f(ay, 22)

t—0 t ’

assim

1 (0 +t71)(0 + tno) e L mme
Dﬂmm)_Pﬁ?(0+mﬂ1+®+mm2_fmﬂ_y%t{%+n£'

Portanto Df(0)(n) eziste se, e somente se, n = (11,0) oun = (0,12).

Observacao 1.3 O Exemplo 2 deixa claro que a existéncia das derivadas parciais nao

implica na existéncia da derivada de Gdteaux.

1173

2 2
T+ 75

Exemplo 3 Seja f : R* — R dado por f(z) = sex = (x1,22) #0 e f(0) =0.

Dado n € R?, seque que

1 t t2 2 2
DF(O)(n) = lim - | ot b | =
=0t [2nf+ 23] m+n3

Observagao 1.4 O Exemplo 3 mostra que a derivada de Gateaur em um ponto nao

¢ necessariamente um operador linear. De fato, dados n,§ € X seque que D f(0)(n) +

2 2 + + &)?
DF(0)(€) = mﬁf?n% + ff&fgg e Df(0)(n+€) = (77(1771 5)5211577572 fzfl)g

(1,0),& = (0,1), e perceba que Df(0)(n)+ Df(0)(§) =0, enquanto Df(0)(n+ &) = %

. Considere n =

Assim, a derivada de Gateaux nem sempre € um operador linear.

Proposicao 1.5 A derivada de Gdteauxr de f em x € um operador homogéneo, ou
seja, D f(z)(an) = aDf(x)(n), para o € R.

Demonstrac¢ao: Como D f(x)(n) = lim flx+ t77t) — f(z)

t—0

, substituindo t por at, temos

que

D)) = lim LT o) = /(@)

t—0 ta

= Df(x)(am).
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Logo,

aDf(x)(n) = Df(z)(an).
0

Proposi¢cao 1.6 Se o funcional f : X — R possui um minimo ou uwm mdzimo em
r € X e Df(x) existe, entao D f(z) = 0.

proof Suponha que Df(x)(n) > 0, para algum n € X. Para t suficientemente pequeno

temos

flx+1tn) — f(z)
t

> 0,

implicando que f(z +tn) > f(x) parat > 0, e f(x +tn) < f(z) parat < 0. Assim,
flx+tn) > f(z) e f(z+1tn) < f(z), contradizendo a hipdtese de f possuir um minimo
ou mdazimo em x € X. O caso em que D f(x)(n) < 0 seque de maneira andloga. Logo,

Df(z)=0.
O

Sejam X eY espagos vetoriais topoldgicos. Vamos denotar por L[X,Y] o con-
jgunto de todos os operadores lineares continuos de X em Y. Em particular, denotamos
L[X,R] por X" (dual topologico de X ), onde seus elementos sao funcionais lineares

continuos.

Proposi¢cao 1.7 Sejam X um espaco vetorial e Y um espago linear normado. Seja
f: X =Y um operador. Dados x,y € X, suponha f Gdteauz difereciavel para cada
ponto de {x +t(y — x);0 <t < 1} na diregio y — x. Entao para cada 6 € Y' valem:

1.0(f(y) = f(x)) = 0(Df(x +6(y — )y — x)), para algum 0 < 6 < 1;
2 1) = @) < sup [Df(@+ 00y = 2)y - ).
Demonstragao: Considere g(t) = 0(f(x+t(y—x))). Temos que ¢'(t) = (D f(x+t(y—

z))(y — x)). Pelo Teorema do Valor Médio, existe 6, 0 < 0 < 1, tal que g(1) — g(0) =
g'(0). Assim, obtemos

0(f(y)) —o(f(x)) = o(Df(z +0(y — x))(y — z)),

como 0 € linear, seque que

0(f(y) = f(x)) = 0(Df(x +0(y — )y — x)),
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provando (1).

Agora, usando o Teorema de Hahn-Banach (ver Coroldrio B.2) existe § € Y’ tal

que [|0]| =1 e 6(f(y) — f(x)) = lf(y) = f(x)ll, e por (1), obtemos

1f(y) = f@)| = 6(f(y) — f(z))
= 0(Df(x+0(y—2)(y—x))
< [6(Df(z+0(y — 2))(y — 2))]
< ollIDf(x + 0y — X)) (y — 2)]
= [[IDf(z+0(y—x))(y—2)|
< sup [Df(z+0(y —2))(y — )|,

0<o<1

o que prova (2).

1.2 Derivada de Fréchet

Nesta se¢ao, baseado nas referéncias [2] e [25], vamos fazer um breve comentdrio sobre

a derivada de Fréchet.

Definicao 1.8 Considere f : X — Y, onde X e Y sao espacos lineares normados.
Dado x € X, se existe um operador linear f'(x) € L|X,Y] tal que

I/ (z + Az) — f(z) — f'(z)(Az)]]

| Az||—0 || Azl

=0, Az € X, (1.2)

entio [ € diferencidvel sequndo Fréchet e f'(x) é chamada a derivada de Fréchet de f

em x.

O operador

X — L[X,Y]

r— fl(z): X — Y

¢ denotado como a derivada de Fréchet de f.

Observagao 1.9 A derivada de Fréchet, f'(x), é por definicio um operador linear

continuo, o que ndao necessariamente ocorre com a derivada de Gateaux D f(x).
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Observagao 1.10 Dado € > 0, seque de (1.2) que existe £ > 0 tal que
If(z+ Az) — f(z) — f'(z)(Az)|| < €]| Az]], (1.3)
para todo Az € X onde ||Az|| < €.

Proposicao 1.11 Se f: X — Y € Fréchet diferencidvel em x, entdo f € continua em

x.

Demonstragao: Por (1.3) temos que

If(z + Az) = f(2)| = 1/ (@)(Az)]| < [If(z+ Az) = f(z) — f/(z)(Az)]]
< efAx|.

Entao

1f(z+Az) = f(2)ll < ellAz] + [1f (z)(Az)]]
cllAzfl + [ f ()| Ax]

(e + L (@) DN Azl

VASN/AN

Assim, para ||Az|| < 6 obtemos

1f(z + Az) — f(2)]| < (e+ [|f'(2)]])d.
Logo, f € continua em x.
O

Observacao 1.12 Fréchet diferenciabilidade implica em Gdteaux diferenciabilidade.
De fato, Se f'(x) existe, substituindo Ax por tAx em (1.2), obtemos

|f (2 + tAz) = f(z) = f'(x)(tAz)]|

= 0.
JtAz]->0 [tAz]
Quando t — 0, temos que |[tAz| — 0, assim
o[£ 80 = 1)~ F@EAD) | _
t—0 t
ou seja
[+ tAr) = f(z) _
i : - r@an| =o
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Com isso
IDf(x)(Az) — f'(x)(Az)|| =0,
ou melhor
I(Df(z) = f(2))(Az)|| = 0,V Az € X.

Logo, Df(x) = f'(x).
Proposicao 1.13 A derivada de Fréchet € unica.

Demonstracgao: Suponha que fi(x) e f3(x) sio duas derivadas de Fréchet de f em x.

Pela desigualdade triangular e a Observacao 1.12, obtemos

1fi(z) = fo(@)ll < I fi(x) = Df (@)l + [ f5(x) = Df(x)|| = 0.

Assim,
| fi(z) = fa(z)]| = 0.

Logo, fi(z) = f3(x).

[
Observagao 1.14 Se Df(x) é um operador linear limitado, entio f'(x) existe se, e
somente se, a convergéncia em (1.1) é uniforme com respeito a todon € X com ||n|| = 1.
Com efeito, se f'(x) emiste, pela Observagio 1.12, Df(z) = f'(x). Substituindo f'(z)
por Df(z) e Ax portn em (1.3), obtemos

i W@+ tn) = f(z) = Df(z)(tn)]

=0,
lenl—0 [£n]l
implicando em
i flz+tn) — f(f) — Df(z)(tn) H o,
Assim,
iy | LI gy~ o
ou seja

D))ty L) =S ()

t—0 t
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Agora, se a convergéncia em (1.1) € uniforme para todo n, com ||n|| =1, temos

[l +tn) — f(x)

Df(x)(n) = lim

Y

t—0 t

Logo

| L0 = S0 D)) _

t—0 t ’
ou seja,

i 1@ + 1) = f(z) = Df@)En)] _

150 [t]][nl] ’
implicando em

. 1£@ 5 10) = @) = D@ _

In]|—0 [tn]|

Ja que Df(z) é um operador linear limitado, temos D f(x) = f'(x).
Observacao 1.15 Se f : X — Y ¢é Fréchet diferencidvel, entao pelo item (2) da

Proposi¢ao 1.7, temos

1/ (y) = (o)l < sup [[Df(z+0(y —2))llly — ]

0<o<1

Exemplo 4 Assuma que f : R" — R™ € Frechet diferencidvel em x, vamos calcular

f'(x)(n). Temos que f(x) = f(x1,...,20) = (f1(x1,.  Zn)s ooy fn(T1, . 20)). Jd
que n = mniey + -+ + Nuen, onde ey, ..., e, € base candnica de R", € suficiente calcular

f'(z)(e;) e substituir em f'(x)(n) = mf'(x)(er) + -+ nuf'(z)(e,). Como

al 1,...7 n 8m 1’..., n
Plale) = (0eata) | Onltyet))

seque que

al‘l ' 81‘” m

Ofule)  Ofale) | \ o,
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Observacao 1.16 A matriz

oh() o)
8x1 8xn
Ofm(z)  Ofm(z)
0y o,
¢ chamada de Matriz Jacobiana de f e denotamos por Ji(z1,. .., ,).

Os Exemplos 2 e 3 garantem que D f(x) pode existir e ndo ter matriz jacobiana,
também pode ocorrer de a matriz jacobiana existir e D f(x) nao existir. Entretanto,

seque o sequinte resultado.

Proposicao 1.17 Considere f : R" — R™, e suponha que Df(z) exista. Entao,
Df(x) € representado pela matriz jacobiana em x se, e somente se, D f(x) é um ope-

rador linear.

Demonstracao: Suponha que D f(x) é representada pela matriz jacobiana em z. Seja

{e1,...,en} a base canonica de R", dados n,& € R", seque que

Dfi(z)(er) -+ Dfi(z)(en) m+&
Df(z)(n+¢) = : : ;
Dfn(z)(e1) -+ Dfm(z)(en) M+ &n
Dfi(z)(er) -+ Dfi(z)(en) T

Dfm(x)(ﬁ) Dfm(x)<en) Tin
Dfi(z)(er) -+ Dfi(x)(en) &

Dfm(z)(er) -+ Dfm()(en) &n
= Df(z)(n) + Df(x)(E).

Logo, Df(x) é linear.
Reciprocamente, pelo Exemplo 4, apenas a linearidade do operador f'(z) foi uti-
lizada para obter a matriz jacobiana. Portanto, se Df(x) € linear, entdo a matriz

jacobiana existe.

O

Proposicao 1.18 Sejam X eY espagos lineares normados. Suponha que f: X — Y

€ Gateaux diferencidvel em X e, além disso, que para x € X fixo:

1. Df(x)(-) : X =Y € continua em zero;
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2. Df(-)(n) : X =Y € continua em x para cada n € X fixo.
Entao, Df(x) € LIX,Y], ou seja, Df(x) é um operador linear continuo.
Demonstragao: Pela Proposi¢ao 1.5, Df(x) € um operador homogéneo, isto €,
Df(x)(0) = Df(x)(0-n)

= 0-Df(x)(n)
= 0.

Devido ao item (1) existe r > 0 tal que ||Df(z)(n)| < 1 sempre que ||n|| < r. Assim,

temos que

1 U
sl = M b

_ H@Df(x) (ﬁn) H
_ @ HDf(w)<ﬁ”> H

1
[l

N

Logo, Df(x) € limitado. Agora, vamos mostrar que D f(x) € aditivo, ou seja, D f(z)(m+
ne) = Df(x)(m)+ Df(x)(n2). Considere ny,me € X. Dado € > 0, existe T > 0 tal que

[+t + tns) — f(w)>

HDf(a:)(m +1m2) — Df(x)(m) — Df(x)(nm) — ( t

N (f(:v+t771) —f(fc)) N (f<~’€+“72) _f(x)) H < 3¢,

t t

para |t| < T.

Pela desigualdade anterior, obtemos

f(x+tmp +tn — f(ﬂf))
t

IDF@)m + ) — Df(w)(m)—Df(fv)(m)l|—H(

t t

- (et ) (fe i) = 1(0) H <3

o que 1mplica

‘ .

I1Df(@)(m +n2) = Df()(m) = Df(x) ()]l < |
- f
- f

| | f(z 4ty + tne) — f(x)

z+tm) + f()
x+tn) + f(x)||+3e.  (1.4)

~

—_— o~
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Pelo Teorema de Hanh-Banach (ver Coroldrio B.2) existe 6 € Y’ tal que ||§]] =1 e
d(z) = ||x||. Assim, pelo item (1) da Proposi¢ao 1.7, seque que

[f(z+tm + tne) — flx+tm) — f(z+tn2) + f(z)]l
= O(f(x+tm +tn) — f(x+tm) — (f(x+tn) — f(2)))
= O(Df(x+tn 4 01(tn2))(tn2)) — 6(D f(z + O2(tn2))(tn2)),

para alguns 0 < 61,09 < 1. Assim,

1f(z+tm +tn) — flx+tm) — flz+tm)+ f(@)] =t6(Df(x +tm + Oitnn)(12)

Df(z)(n2) + Df(x)(n2) — D f(z + Oatn2)(n2))

[t(D f(x + tm + O1tna)(n2) — D f(z)(n2)

Df(z)(n2) — D f(z + Oatna)(n2))|

(ESII(D f (2 + tm + O1tne)(n2) — D f () (n2)
Df(x)(n2) — Df(z + Oatnz)(n2))|l

(1D f(z +t(m + 01m2))(m2) — D f(x)(n2)]l

r+t
L[| Df(2)(12) — Df(x + Oatna) (m2) .

+ N + AN + A

Pela hipdtese (2), seque que

(D f (@ +tm + 01m2))(n2) — Df(x)(m)ll +  [[Df(@)(m2) — Df(x + Oatna) (m2) ||
< 2t (1.5)

Para t suficientemente pequeno. De (1.4) e (1.5) obtemos

IDf(x)(m +m2) — Df(x)(m) — Df(z)(n)] < 2|t|6 + 3€ = Be.

Logo, Df(x) € aditivo e, pela Proposicao 1.5, homogéneo. O que mostra que Df(x) é
um operador linear.

Portanto, D f(x) é um operador linear limitado, como queriamos.
O

Proposicao 1.19 Sejam X e 'Y espacos lineares normados. Considere f : X — Y.
Suponha Df : X — L[X,Y] e Df continua em x. Entao f'(x) existe e f' é continua

em T.

Demonstragao: Pelo Teorema de Hanh-Banach (ver Coroldrio B.2), e o item (1) da
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Proposicao 1.7, seque que

If(z+n) = flz) = Df (@) = 6(f(z+n) = f(z) = Df(z)(n))
= 0(Df(z+6n)(n) = Df(x)(n))

0(Df(x +6n)(n) — Df(x)(n)
IS D f (= + 0n)(n) — D f(2)(
IDf(z + 6n) = Df(@)[l[[n]-

)|
ol

N ININ

Como Df é continuo em x, temos | D f(x + 0n) — D f(z)||||nll < €||n||, sempre quando
Inll < r, implicando que

1 (2 +n) = f(x) = Df (@) ()] < ellnl],

sempre quando ||n|| < r. Dividindo a desigualdade acima em ambos os lados por ||n|| e

passando o limite com ||n|| — 0, obtemos

o W@ +n) — fl@) - Df(z)(n)]

< e Ve > 0.
lInl—0 izl
Assim
lim [f(x+n) — f(z) = Df) )l _ 0.
Inl| =0 7]l
Logo

E como Df € continuo em x, seque que f € continua em x.
U

Proposi¢ao 1.20 (Regra da Cadeia) Sejam X um espago vetorial, Y e Z espagos

lineares normados. Suponha que
1. h: X =Y Gdteaux diferencidvel em X;
2. g:Y — Z Fréchet diferencidvel em Y .

Entio f =goh: X — Z é Gateaux diferencidvel em X e Df(x) = ¢'(h(x))Dh(zx). Se
X também € um espaco linear normado e h € Fréchet diferencidvel em X, entao f é

Fréchet diferencidvel em X e f'(x) = ¢'(h(x))h' (z).
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Demonstragao: Dados x,n € X, considere y = h(x) e Ay = h(z+1tn) —h(x). Entao,

flx+1tn) — f(x) g(h(z +1tn)) — g(h(z))
t t
9y + Ay) — g(y)
/
9'(y)(Ay) + gy + Ay) — g(y) — g'(y)(Ay)
t

W (h@ + ) — h(x))

t

9(y + Ay) — g(y) — g'(v)(Ay) ||h(x + tn) — h(z)]
Ayl t '

Assim,

fla+ mt) — flx) 7w (h(x + mt) - W)) +¢'(y)Dh(z)(n)

, 9y +Ay) —g(y) — g (W) (Ay) |h(x +tn) — h(z)]|
(y)Dh(z)(n) = 1Ay p .

Organizando os termos e aplicando a norma, obtemos

S D))~ (LI ))

e o)

H g(y+Ay) —gly) —d'(y )(Ay) |7 (z +tn) — h(z)
IAyH ¢

Note que

/D)) - (L= (‘“))

t

o222

H gy + Ay) — gly) — ()(Ay)llh(w+tn
| Ayl t

o que implica

/i) — (L1 )H

cutwan o (2220

l9(y + Ay) — 9(y) — 9'(y)(Ay)]l Hh(aertn
1Ayl g

+
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Além disso, pelo item (2) da Proposi¢ao 1.7, obtemos

[Ayll = NI~z +tn) = h(z)|| < sup [[tDf(z +6(tn)) ()],

0<o<1

assim ||Ay|| — 0 quando t — 0. Agora, passando o limite em (1.6) com t — 0, temos

i o' one ) — (L )H
<ty /(1 (o))l | PAe o) ~ W”Z =l
v i lg(y + Ay) — g(y) — g'(y) (Ay)[| |h(x + tn) — h(z)]
1Ayl —0 | Ayl |t] '
Com isso
i ) D (a) ) — (FEEZIEL) |

implicando que

g'(h(x))Dh(z)(n) = lim ; ,
ou seja,

g (h(z))Dh(z)(n) = Df(z)(n),Vn € X
Logo,

Df(x) = g'(h(x)) Dh(x).

Agora, considere que X € um espaco linear normado e h € Fréchet diferencidvel
em X. Dados x,n € X, sejam y = h(z) e Ay = h(x +tn) — h(z). Entao,
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If (z +tn) = f(x) — g'(h(z))M' () ()]

lg(h(z + tn)) — g(ﬂfﬂ)) — g'(h(x)) W' () (tn)]]

lg(y + Ay) — g(y) — |gt’|(y)(Ay) +9'(y)(Ay) — g'(y)h' (=) (tn) ||

l9(y + Ay) — 9(y) — g’(y)(AZ/';|\IAyI\ L g @) (Ay) = g'(y)k () (tn)|

N

] 1Ay]| I
o gty +Ay) = g(y) = g W)(AY)|| Az + tn) — h(z)]]
h Ayl I

i

Como |Ay|| — 0 quando t — 0, passando o limite com t — 0 na desigualdade

acima, obtemos

i I (@ 1) — f(z) — g'(h(2)) I (2) (tn)]]
t—0 |t‘
o um N9+ AY) —g(y) — gAY [[A(x + ty) — h(z)]]
= Ayl -0 1Ay I
x +tn) — h(z) — W' (z)(tn)|
I '

. h
+1im /()
—0

Desde que g e h sao Fréchet diferencidveis, temos

o W@ 1) = () = g (W) @) 00|

t—0 |t|

=0.

Portanto, f € Fréchet diferencidvel e, como a derivada de Fréchet € tnica, seque que

f'(x) = g (h(z))l (z).

1.3 Semidistancia de Hausdorff

Definicao 1.21 Seja X um conjunto nao vazio. Uma métrica sobre X é uma fung¢ao

d: X x X — R tal que para cada z,y,z € X
1. d(z,y) = 0;
2. d(z,y) = 0 se e somente se v =y;

3. d(z,y) = d(y, ),
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4. d(@,2) < d(z,y) +d(y, 2).
Neste caso, o par (X,d) € chamada um espago métrico.
Definicao 1.22 Sejam A e B subconjuntos de X, onde (X,d) € um espago métrico.
A distincia entre A e B € o numero

{ inf d(:v,y)}.

yeB

d(A, B) := inf

€A

Definicao 1.23 Seja (X,d) um espago métrico. Dados os subconjuntos A, B de X, o

excesso ou semidistancia de Hausdorff de A sobre B € definida por
dn(A, B) = sup Inf d(a, b)

com a convengao dy(A,0) = 400 se A#0D, edy(d, B) =0.

Proposicao 1.24 Seja (X,d) um espago métrico.
i) dy(-,+) nao € simétrica; isto é, dados A, B € X, dy(A, B) e dy(B, A) podem ser

diferentes;
it) Dados A, B € X, dg(A, B) =0 nao implica que A = B.

Ezxzemplo 5 Sejam X =R, A=(0,1) e B={1}.

o o \
0 1
Note que
d(A, B) = inf { inf d(x,y)} =0= inf { inf d(x,y)} = d(B, A),
dy(A, B) ;== sup {inf |z — y|} = sup |z—1|=1,
z€(0,1) S ¥=1 2€(0,1)

dg(B,A) :=su { inf |z — }: inf [1—y|=0.
(B, A):=supq inf fv—ylp= f |1yl

Exemplo 6 Sejam X = R?, A = B((0,0);2) e B = B((1,1);1) (bolas centradas na
origem e no ponto (1,1) no R? com raios iquais a 2 e 1, respectivamente).

@
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Note que

d(A, B) := inf { inf d(x,y)} =0 = inf { inf d(x,y)} =d(B, A),

zeA \ yeB zeB LyeA

dy(A, B) = sup{ inf d(a:,y)} > 0,

zcA \yEB

dy(B,A) = Sup{ inf d(x,y)} > 0.

zeB L yeA

Proposigcao 1.25 Seja (X,d) um espago métrico. Dados os subconjuntos A, B,C de

X, temos

Demonstragao: Para todo a € A, b€ B ec e C, temos
d(a,c) < d(a,b) +d(b,c).

Aplicando o infimo em relagao a c e depois em b em ambos os lados da desigualdade

acima, obtemos

inf d(a,c) < gng d(a,b) + inf inf d(b, ¢).
€

ceC beB ceC
Agora, aplicando o supremo com relacao a a na desigualdade anterior, e jd que

inf inf d(b, ¢) < sup inf d(b, ¢), encontramos
beB ceC peB c€C

inf d < inf d(a,b inf d(b, c).
b b0 < b juf Al D)+ Sup el 6

O

Proposicao 1.26 Seja (X, d) um espago métrico. Dados os subconjuntos A, B de X,
temos
dy(A,B) =0« AC B.

Demonstragao: De fato, suponha que dy(A, B) = 0. Assim,

sup inf d(a,b) = 0,

acA beB

ou seja,

inf d(a,b) =0, Va € A.
beB
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Considere a € A firado. Dado n € N, existe b, € B tal que
1
d(a,b,) < —.
(0,00) <

Logo, existe uma sequéncia {b,} em B tal que b, — a. Portanto A C B. Reciproca-

mente, se A C B, entio

inf d(a,b) =0, Va € A

beB

o que 1mplica

sup inf d(a,b) = 0.

ac A bEB
Logo, dy (A, B) = 0.
U

Definigcao 1.27 Sejam (X, d) um espago métrico e {A:}ocp) uma familia de subcon-
juntos de X. Diremos que a familia {A:}ecjo1) € semicontinua superiormente em e = 0

quando
lim dH(A€7AO) =0.

e—0t

1.4 Teoremas de Existéncia e Unicidade em Espacgos
de Banach

Nesta se¢ao, abordamos alguns resultados sobre existéncia e unicidade de solugao para

equagoes diferenciais em espagos de Banach. Para isto, sequimos as referéncias [2],

[19] ¢ [28].

Seja X um espago de Banach. Considere em X a sequinte equacgao diferencial

dx

i 1.
com

FiIxX —X

(t,2) — f(t,x)

onde f € funcao continua e I C R é um intervalo.
Dizemos que uma funcao continuamente diferencidvel ¢ : I C R — X € uma

solugao cldssica de (1.7) no intervalo I se:
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1. {(t,0(t));t € I} estd contido no dominio de f;

2. %qb(t) = f(t,é(t)), para todo t € I.

O problema de Cauchy para (1.7), com condigoes iniciais (to, zo), serd denotado

por
dx
a = f(t7x)7 .T(t(]) = o, (t07x0) € I'xX. (18)

Lema 1.28 O problema (1.8) € equivalente a equagao integral

x(t) = xo +/t f(s,z(s))ds. (1.9)

Demonstragao: Integrando em ambos os lados de (1.8) de ty a t, obtemos

z(t) = o —l—/t f(s,x(s))ds.

Reciprocamente, derivando em ambos os lados de (1.9), encontramos

Zalt) = f(t,2(0),

e também temos x(ty) = xo.
Observagao 1.29 Se no problema de Cauchy (1.8) tivermos

ft,x) = Az + g(t, x),

com A : X — X um operador linear limitado, entdo a solugcao de (1.8) € expressa por

t
o(t) = eAlt=to) g0 +/ eA(t_S)g(s,:B(s))ds,

to

(At)*
o Com

onde e ¢ um operador linear limitado (ver [24]), dado por e = Z
k=0
efeito, considere

dx
— = At t,x).
- +g(t, )

At

Multiplicando ambos os lados da i1gualdade anterior por e ", obtemos

—adr

i e MAx = e My(t, ).
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d
Note que o lado esquerdo da igualdade acima € igual a — [e‘Atx} , assim

dt
“Ay] = e Mg(t, 2). (1.10)

Integrando (1.10) de ty a t, obtemos

e Ma(t) — e Mop(ty) = / e (s, z(s))ds.

to

At

Por fim, multiplicando ambos os lados da igualdade anterior por e, encontramos

t
z(t) = ety +/ M=) g(s, x(s))ds.
to
Quando X =R" e f é continua, a existéncia de solugoes locais para (1.8) seque

do cldssico Teorema de Peano, (ver [17]).

Definicao 1.30 Um subconjunto Y de um espa¢o métrico X é dito um conjunto re-

lativamente compacto se seu fecho é compacto.

Teorema 1.31 (Teorema de Peano, [17]) Considere um conjunto aberto Q C R x
R"™. Seja f: QQ — R™ uma fungao continua em ). Entao, para qualquer (tg,zo) € €2,

dx
E = f(t,ﬂf)

possui pelo menos uma solugao passando por (tg, xo), que estd definida num intervalo

[to — o, tg + & para algum o > 0.

Demonstragao: Sejam o, constantes positivas, e considere o retangulo fechado
B(a,B) = B(a, B,to,a0) = {(t,x) : t € I, |v — x| < B}, Lo = Lu(to) = {t :
|t —to] < a}, contido em Q. Seja M = sup{|f(t,z); (t,z) € B(a,p)}. Escolha cons-
tantes @, B tais que 0 < @ < a,0 < B < B, Ma < B, e defina o conjunto A = A(@, B)
das funcgoes ¢ € C(Iy e R™), onde ¢(to) = x0, |p(t) — 20| < B para todo t € I5.
Afirmacao: O conjunto A € convexo, fechado e limitado. De fato, dados ¢, ¢ €

A, temos que

|s¢(t) + (1 — 5)o(t) — (1 — s)x0 — s20]
s|6(t) — ol + (1 — 8)|o(t) — ol
sB+(1-5)p

B, VteIyese|0,1]

[56(t) + (1 — 5)o(t) — ol

INININ
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so(to) + (1 — 8)p(te) = swo+ (1 —8)xg

= x9, com s € [0,1].

Dado ¢ € A, existe uma sequéncia (¢,) em A tal que ¢, — ¢. Como lim |¢,(ty)—
n—oo
o(to)| = 0 € dn(to) = 20,V n €N, temos d(to) = . Agora, perceba que
(1) — 0| = |nh_>nolO Pn(t) — @0l
— i [0 (t) o
lim 3
n—oo

B, Vte ;.

N

Por fim,

(t) + xo — o
(t) — @o| + |zo|
B+ |0l

0o, Vt € I5.

=
—~
=
|
XY

N INN

Logo, a afirmagao € verdadeira.
Dado ¢ € A, defina a fungcao T'¢ por

To(t) = xo + /ttf(s,cb(s))ds, tel,. (1.11)

Pelo Lema 1.28, encontrar um ponto fixo para T € equivalente a encontrar uma solu¢ao
para (1.8). A sequir, vamos utilizar o Teorema do Ponto fizo de Schauder (Ver Teorema
B.6), para garantir a existéncia desse ponto fizo para T .

Note que, por defini¢ao, To, com ¢ € A, pertence a C(Ig,R") e Tp(ty) = xo.
Agora, para t € I,

To(t) — o < tlf(s,¢(s>>|ds
< Mt —t,|
< Ma
< B,
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ou seja, T : A — A. Além disso, temos

To(t) — To®)| < ‘ / (s, 6(s))|ds
< Mt -t

para todo t,t € Iy. Isso implica que o conjunto T(A) é uma familia de fungoes equi-
continua. Logo, pelo Teorema de Arzela-Ascoli (ver [8], p.34), T(A) € relativamente
compacto.

Por fim, dados ¢, ¢ € A, seque da continuidade uniforme de f(t,x) em B(a, )
que para qualquer € > 0 existe 6 > 0 tal que

To(t) — TH(t)| < /

S eaq;

f(s,0(s)) = f(s,0(s))|ds

para todo t € Iy, com |¢(s) — ¢(s)| < 9, para todo s € Iy. Assim, T ¢é uma aplicagio
continua, isto €, para todo € > 0, existe § > 0 tal que T — T¢| < ea se |¢p — ¢| < 6.
Todas as condi¢oes do Teorema do Ponto fizo de Schauder sao satisfeitas, logo

existe um ponto firo em A para (1.11).
U

O Teorema de Peano nao € vdlido quando a dimensdo de X € infinita. A sequir,
extbiremos um contra exemplo.

Contra-exemplo para o Teorema de Peano em dimensao infinita (ver

[3] e [14])

Considere X o espago de Banach contido em [*°, dado por
co = {(mn), z, €R, VneN; lim z, = 0} ,
n—oo

com a norma ||z|| = sup |x,|. Dado x = (x,) € X = ¢y, considere y como sendo a

\/ |l + !
=1/ |Tn )
4 14+n

Temos que y, € R e lim y, =0, assim y = (y,) € ¢o. Considere y = f(z). Desde que
n—o0

sequéncia (y,) definida por

a funcao \/|x| € uniformemente continua em R, a aplicagio x — f(x) é continua do

espaco ¢ nele proprio. Agora, vamos mostrar que a equagao diferencial

¥ = f(z) (1.12)
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nao possui nenhuma solugcdao em cq, supondo o valor zero no instante t = 0, ou seja,
z(0) = ©, (1.13)

onde ® = (0,0,...) € ¢g. Com efeito, suponha por absurdo que x(t) seja uma solugdo
do problema (1.12)-(1.18). Como (1.12)-(1.13) equivale a

2, = f(xn), 2.(0) =0,

para todo n, vamos denotar x(t) = (z,(t)), onde cada n-ésima coordenada x, é uma
funcao derivdvel em uma vizinhanga de t = 0 e satisfaz a equagao diferencial ordindria

unidimensional

2 (1) = \/|:cn(t)| + n%f 2(0) = 0. (1.14)

De (1.14) temos que x,(t) € estritamente crescente em t e, como x,(0) =0, z,(t) > 0

para 0 < t < 7, onde T € suficientemente pequeno. Assim,

z(t) > au(t), 0 <t <,
ou melhor

(¢)
T (t)

>1, 0<t<T. (1.15)

Integrando em ambos os lados de (1.15) de 0 a t, obtemos

2

xn(t) > T 0<t<T, Vn.

Assim, x, estd definida para todot € R, e para 0 <t < 7 temos

t2
xn(t) 2 R vn.
4
Perceba que, independente do valor de T, a sequéncia (x,(t)) nao converge para zero
quando n — 00, contradizendo o fato que x(t) € uma solucao de (1.12)-(1.13) e também
z(t) € co.

De maneira andloga o resultado € verificado para a esquerda de t = 0.

Observagao 1.32 Vimos que o Teorema de Peano nao € vdlido para espagos de di-
mensao infinita quando a funcao f € apenas continua. A sequir, acrescentando a
hipdtese que f seja localmente lipschitiziana na sequnda varidvel, vamos provar a exis-

téncia local e unicidade para o problema de Cauchy (1.8) em espagos de Banach. Aqui
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usaremos a mesma prova dada em [19], a qual repetiremos aqui para deizar o texto

mats completo.

Teorema 1.33 Sejam X um espago de Banach, § > 0 e (tg,z9) € R x X. Suponha

que numa vizinhanga do ponto (tg, x¢) a fungao

f:[t0—5,t0+6] x X — X
(t,2) — f(t,x)

€ continua em t e satisfaz a condi¢ao de Lipschitz na sequnda varidvel, isto €, existe
M e R, tal que

1t 2) = fFty)l < M|z =y, vt € [to = 6,40 + 6], YV, y € X.

Entao, existe uma vizinhanga de ty tal que o problema de Cauchy

le—f = f(z,t); x(ty) = .

possui uma unica solugao.

Demonstragao: (Existéncia Local e Unicidade, [19]) Consideren >0 e x € X

tal que ||z — zo|| < n. Como f € continua em t dado § > 0, existe € > 0 tal que

1f(t,2) — flto, )| <€ (1.16)

sempre que |t —to| < €. Desde que f € localmente Lipschitz na sequnda varidvel, tem-se

[f(t,x) = f(t,zo)l < Mz — 0|
< Mn. (1.17)
Temos também
[(t,2) — (to, zo)l| = [[(t —t0), — o)l

= |t = to| + [l — ol
< e+

Por (1.16) e (1.17), temos

1f (£ ) — f(to, o)l 1f () = (& zo)ll + £ (2, 20) = [f(to, xo)l

<
< Mn+é&.
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Assim, f € continua numa vizinhanga de (to,zo) e, consequentemente, f € limitada

nessa vizinhanca. Entao, existe uma constante My tal que
1 (¢t 2)| < M.

Agora, considere a = min{e,n/M} e C, = C([to — a,to + a, X) o espago de

Banach das fungoes continuas x : [ty — a, tg + a] — X, com a norma

[zllc, = sup [lz(®)].
|t—t0|<0¢

Considere também B, = {x € Co(X); ||z —xo|| < n} e T um operador sobre B, definido
como

(Tx)(t) = z0 + /ttf(s,x(s))ds.
0
Dado x € B,,, obtemos
1T () () — ol < by,
mmplicando que

T2 ~mollc. = sup |(T)(#) = woll < @My < My =,

[t—to|<a

consequentemente, T' : B,y C X — B,,.

Sem perda de generalidade, considere que t > ty. Dados x1 e o em B, tem-se

[T (z2)(t) = (Tz) ()] < /tHf(&%é(S))—f(Sywl(S))HdS
< /tMHxQ—leds.
Assim,

[ To(t) = T ()] < M(t = to)[[x2 — 2.
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Como
t
[(T%x2)(t) — (T?a1) ()] < /[f(3>T372(3))—f(&TiUl(S))}dS
to
t
< [ M Tas(s) - Tar(s))ds
t
Ot
< [ 2~ t)llee — i, ds
t
’ t
< M2||l‘2—$1||0a/(8—t0)d8
to
t—1)?
< MZ%H@—%HCM
temos
M?a?
17?2 — T?21 e, < o ez = zallea.

Suponha que na n-ésima composi¢ao acontece a sequinte desigualdade

Mma™
1Ty =T 21 flen < — |22 = @1llc..

Entao, para a (n+1)-ésima composi¢ao

(T ) () = (T ) ()] < ’/tt[f(s,T"flfz(S)—f(S,T"fﬂl(S))]dS

0
t
< / M| T 2y (s) — T (s)) | ds
t
Ot
< /MM”(S—to)I|$2—$1||CadS
to

t
< M"+1||932—$1||Ca/(s—to)”ds

to
< a0 e,
Logo, por inducao, temos
T2 (t) — T3 (). < MZ‘O‘" lzs — z1llc., W € N.
) no

< 1.

Quando n — 0o, seque que — 0. Dat, existe ng > 1 tal que

n! ng!
Entao, Pelo Teorema do Ponto Fizo para Contracoes (ver B.5 ), existe um unico x € B,
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tal que (T'z)(t) = x(t). Assim,

x(t) = xo —I—/ f(s,z(s))ds, com x(ty) = xo.

to

1.5 Resultados sobre Existéncia de Solucao Global

Nesta se¢ao apresentamos resultados que garantem existéncia de solugcao global para o
problema de Cauchy (1.8). Os resultados apresentadas encontram-se nas referéncias
[2] e [28], (veja também [19]).

Inicialmente, apresentamos um resultado cldssico, conhecido com Lema de Gronwall
(ver [27])

Lema 1.34 Sejam u,v fungdes continuas nao negativas em [a,b] C R tais que, para

a = 0, satisfazem a desigualdade
t
u(t) < « —l—/ v(s)u(s)ds, t € [a,b]. (1.18)
Entao,

u(t) < a- exp (/atv(s)ds) .

Quando a = 0, temos u = 0.

Demonstragao: Considere o > 0. Seja

w(t) =« —i—/ v(s)u(s)ds. (1.19)

Desde que w(t) > 0, tem-se

< w(b). (1.20)



Integrando (1.20) de a até t, obtemos

/at 2"08 ds < /atv(s)ds,

o que implica em

Assim

ou seja,

Como w(a) = «, seque que
O que implica

Logo,

w(t) < a exp (/atv(s)ds> .

Ja que u(t) < w(t), o resultado seque para a > 0.

Quando a = 0, temos o sequinte

¢
u(t) < o exp (/ v(s)ds) , Va' >0.

Fazendo o/ — o =0, obtemos

t
lim u(t) < lim o exp (/ v(s)ds) = 0.
o’ =0 a’—=0 a

Como u(t) é nao negativa, seque que u(t) =0, para todo t € [a,b]. Logo, u = 0.

34
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O

Teorema 1.35 (Cauchy, Lipchitz, Picard, [7]) Sejam X um espago de Banach e F :
X — X uma aplicacao tal que

|1F(z) — F(y)ll < Lllz —yl, Vz,y € X,L € Ry.
Entéo, para todo xo € X, existe um tinico x € C*([0,00), X) tal que

dx
pri F(z), x(0) = . (1.21)

Demonstracao: Temos que encontrar x € C*([0,00), X]) tal que

t
x(t) = xo + / F(z(s))ds. (1.22)
0
Considere o conjunto

B = {v e (0,001 supe )] < o0

>0
onde k > 0 serd fizado posteriormente.

Afirmacgao 1: FE € um espaco de Banach com a norma

|2l = sup e Mlz@®)], k> 0.

=

Com efeito, seja {x,} uma sequéncia de Cauchy em E. Entao, dado € > 0, existe

ng € N tal que

m,n > nyg = ||z, — Tnl|lp = su%) e’ktHa:n(t) — ()] <e,

=

implicando que
e M|z, (t) — 2 ()| <€, Ym en > ng,Vt = 0.

Note que, para cada t € [0,00) fizado, a sequéncia {x,(t))} é de Cauchy em X. Logo,
eziste x* € X tal que x,(t) — z' quando n — .

Considere a fungao x : [0,00) — X, dada por

z(t) = 2" = lim z,(¢),Vt > 0.

n—o0

Vamos mostrar que {x, } converge para x, e que x € E. Como {x,} € de Cauchy, seque
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que {z,,} € limitada em E. Entao, existe uma constante M > 0 tal que

a2 = Sup e Mz ()] < M,

=

implicando que

B EAGIES Suopefkt\lxn(t)ll = [lznlle < M.

=

Assim e ||z, ()| < M, Vn € N;t > 0 e k > 0 fizado. Fazendo n — oo na iltima

desigualdade, obtemos
e Ma)ll < M,
e com 1850

]le = Sup e Mzl < M,

=

o que mostra que x € E. Agora, devemos somente verificar que |z —z,||g — 0, quando
n — 0o.
Dado € > 0 existe ng € N tal que

lm(t) = 2a(B)] < 5,V € 0,00),
para todo m,n = ng. Fazendo m — oo na desigualdade acima, obtemos

[2(t) =z (] < 5 <€

NN e}

para n > ng, o que implica
e Mla(t) — za ()] < lla(t) — 2a(B)ll <€, t €[0,00).
Logo
|z — zu|lE <,

mostrando a Afirmacao 1.
Agora, vamos mostrar que a fun¢io ® : E — C([0,00), X) dada por

@@@=%+AFMW@,

satisfaz ®(F) C E.
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Primeiramente, note que a continuidade da ® decorre da continuidade das fun-

coes presentes na sua definicao e pelo fato de que integrais de fungoes continuas sao

continuas. Por fim, vamos verificar que | ®(z)||gr < oo.

Temos que

z}m@ms

)

[o(@)s = supe™ <|rxo|| . \

>

kt

t
< supe ™| x| + supe” /F(x(s))ds :
> > 0
Como
t
sup e "t /F(m(s))ds < supe /||F ))||ds
t>0 0
:swe“/ﬂﬂﬂm—F@+F@Ms
t>0 0
t
< swpe™ [ [IPG(s) = PO+ 1PO))ds

e usando o fato que

IE () = IO < [1F(x(s)) = FO)I] < Lllx(s)]],

temos

[ e < [ i+ [ 1o

< / Lljx(s)[1ds + || F(0)]|t.

Multiplicando por e ™ na desigualdade acima, obtemos

t
[Nl < [ Lt ats)lds + e FO)

ou equivalentemente,

t
ot [ NGl < [ Lt ato)lds + e H O

Agora, considere o conjunto

G ={e™|F(0)]t; t > 0}.

(1.23)

Provaremos que G ¢ limitado superiormente por |[F(0)|/e*. Com efeito, considere a
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funcao

t o g(t)=eMF(0)]t.

Derivando com relacao a t, obtemos

J() = | F(0)| _ekUFm)Htk,

implicando que ¢'(t) = 0 se, e somente se, t = T

Derivando ¢', encontramos

70 = P (5.

Como g(0) = 0 e ¢"(1/k) < 0, seque que t = 1/k é um mdzimo global para g,
o que implica G ser limitado superiormente, e que sup G < oo. Calculando o supremo
em ambos os membros da equagao (1.23), obtemos

t
supe /||F Nds < sup/ Le *ere™ || 2(s)||ds + sup G
0

t=0

t
< L|]:c||E/ e MR ds - sup G
0

t
= LHxHEe_kt/ e"ds + sup G
0

1 —kt
= L|z|s [E - GT} +supG.
Logo
1
supe” / | F(z(s))||ds < L||z||g— + sup G < oc. (1.24)
20 k

Afirmacgao 2: Para k > L, ® ¢ uma contracao

De fato, note que

1@ (z(s)) = @(y(s))l| = /O[F(HC(S))—F(Z/(S))WS

< / Llla(s) — y(s)|ds.

Multiplicando ambos os membros da desigualdade acima por e ** e procedendo como
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em (1.24), obtemos

L
12(2) = 2W)]le < L lle = ylle.

Assim, quando k > L, ® é uma contracao. Logo, ® tem wm inico ponto fizo x

que satisfaz (1.22), e por consequinte é solugao de (1.21).

[l

Teorema 1.36 Sejam X um espago de Banach, e suponha que f : [tg,00)x X — X €
continua e || f(t, 2)|| < g(t, ||x]]), para todo (t,7) € [ty,00)x X, onde g : [ty, 00) xRt —
R™ ¢ continua e g(t,r) é nao-decrescente em r > 0, para cada t € [ty,00). Entdo, se a

solu¢ao mazximal r(t,ty, o) do problema de valor inicial
= g(t,r); r(to) = ro, (1.25)

existe em [tg, 00), o intervalo mazimal de existéncia de qualquer solugao u(t,ty,ug) do

problema de valor inicial

dx

% = f(t7$)a t 2 tOy lL‘(to) = Ty, (126)

com ||zo|| < 7o, também contém [ty, 00).

Demonstragao: Considere x(t) = x(t,to, xo) uma solugio de (1.26), com ||zol|| < ro,
que existe sobre o intervalo [tg, B), com tg < B < oo, onde 3 nao pode ser estendido.

Seja m(t) = ||z (t)|| para ty < to < . Temos que

m(t+h) —m(t) = |zt +h)] =@l
<zt +h) — 2@,

assim

m(t+ h) —m(t) < lx(t+ h) —x(t)|

- - . (h>0). (1.27)

Fazendo h — 07 em (1.27) e usando a hipdtese dada, obtemos

VAN

d*m(t) [E20]
1f 2z (@)
< g [lz@)])

= g(t,m(t)), to <t <P,

onde d*m(t) € a derivada & direita de m(t). Ademais, m(to) = ||z(to)|| = ||zol| < 0.
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Deste modo,

m(t) — m(ty) < / g(s,m(s))ds,

to

ou seja,

m(t) < m(t0)+/g(s,m(s))d8

to

< o+t / 9(s.||(5)])ds.

to

t
Perceba que 1 +/ g(s, |z(s)|)ds € uma solu¢ao do problema escalar do tipo (1.25),

to
com g(t,r) = g(t, |2(Il). Assim,
[z(@)[| < 7(t), to <t <.

Agora, vamos mostrar que lim x(t) eziste e pertence a X. Como g(t,r) € nao-
t—B~

crescente em r > 0, para quaisquer ti ety tais que to <ty <ty < 3, temos

t

lo(ts) — )l = || [ (s 2(s))ds

t1

< / g5, llz(s) ) ds

t1

< [Cotsrtonas

t1

[
= / r'(s)ds.
t1

Com isso,
[2(t2) — x(t1)[] < r(t2) —r(t).

Como lim r(t) existe e é finito, tomando os limites t1,to — [, temos ||z(t2) —
t—B~

z(t1)|| = 0. Pelo critério de Cauchy para fungoes (ver [21]), deduzimos que lirﬁn x(t)
=B~
existe.

Agora, seja z(5) = lirﬁn x(t), e considere o problema de Cauchy
t—B—

= f(t,x), z(B) = x5 (1.28)

onde xg € a condigao inicial em t = 3. Como a solugao local de qualquer ponto em

[to, 00) x X existe, x(t), solugcao de (1.28), existe em uma vizinhanca de [, ou seja,
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o intervalo de definicao da solu¢do pode ser estendido além de 3, contradizendo a

hipdtese. Logo, qualquer solugdo de (1.26) existe sobre [tg, 00).



Capitulo 2
Atratores (Globais para Semigrupos

Neste Capitulo, apresentamos alguns resultados sobre a teoria de semigrupos nao linea-
res. Em particular, estudamos um resultado abstrato sobre a existéncia de um conjunto

atrator global.

2.1 Semigrupos

Nesta secao, apresentamos alguns resultados sobre a teoria de semigrupos. Para isto,
sequimos as referéncias [2], [9] e [28].

Definicao 2.1 Sejam X um espago métrico completo e RT = [0, +00). Um C"- Semi-
grupo, v = 0, é uma familia de operadores (nao necessariamente lineares) T(t) : X —

X,t >0, que satisfazem as sequintes propriedades.
1. T(0)=1;
2. Tt+s)=T{)T(s),t >0,s > 0.

3. T(t)x € continua em t e x, e tem deriwada de Fréchet continua em x até a ordem
r, para (t,z) € RY x X.

Proposi¢cao 2.2 Seja X um espago de Banach. Se F : X — X € uma fung¢ao global-

mente Lipschitz, entao a solu¢ao do problema de Cauchy
' = F(z), z(0) = (2.1)

define um C°-semigrupo T(t) : X — X,t > 0.

Demonstragao: A solugio do problema (2.1) existe pelo Teorema 1.21. O problema

(2.1) € equivalente a equagao
t
z(t) = x(t, xg) = z0 + / F(z(zx))ds.
0

42
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Dado xy € X, defina T'(t)xg = x(t) = z(t,x0),t = 0. Temos que
T(0)xog = z(0,z9) = xo.

Como isto vale para qualquer xy € X, temos que T(0) = I. Agora, para cada t,7 >
Dexpe X

Tt+71)rg = z(t+7,20) = x(t, (7, 70))
= T(t)x(r,xo) = T(t)T(7)x0.

Logo,
Tt+7)=T@)T(1).

Por fim, precisamos mostrar que T(t)xy € continuo em t e em xg, e tem derivada
de Fréchet continua em x até a ordem r, para (t,z) € R x X. A continuidade em t

seque da propria definicao de T(t)xg. Agora, dados xo,yo € X, temos que

[T(t)xo = T(@)yoll < llxo = woll + /Ot [E(T(s)x0) — F(T'(s)yo)l|ds
< o=l + [ CIT(s)z0 = Tls)unlds
onde C' € a constante de Lipschitz de F'. Pelo Lema de Gronwall, temos
IT(#)z0 = T(t)yoll < llzo — yolle™".
Logo, a continuidade de T'(t) em xo seque naturalmente.

O

Seja xo € X. A orbita positiva iniciando em xg, denotada por v*(xo), € definida

v (w0) = {T()wo, 1 > 0}.

Uma solugao global de {T'(t);t > 0} passando por x € X € uma fungao continua
¢:R— X tal que p(0) =z e

T(t)(6(s) = 6t +5),s €R e 1> 0,

Os operadores T'(t) ndo sao necessariamente injetivos, assim se existir uma solugdo

global ela nem sempre € unica. Quando existe uma solu¢ao global ¢ : R — X por
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x € X, defintimos a orbita completa de x relativa a solu¢ao global ¢ como

Yo(z) = {o(t);t € R}.

Neste caso, para t € R, denotamos

(V8); (w) :={d(s); s < t},

e definimos a orbita negativa terminando em xy relativa a solucao ¢ como sendo

(6)i () == {o(s); s <O}

Observagao 2.3 Quando os operadores T(t) sao injetivos isso equivale a "unicidade
para tras" do sistema dindmico. Neste caso, denotamos por T(—t) sua inversa que leva
T(t)X em X. Quando essa familia de operadores satisfaz a Definigao 2.1 € chamado
de C"-grupo.

Alguns subconjuntos possuem propriedades bastante importantes na Teoria de Se-

migrupos e, alguns destes conjuntos, definimos a sequir.

Defini¢do 2.4 O conjunto w-limite de um subconjunto B de X, w(B), € definido

como

w(B) := ﬂt>0%+(B)u
onde

7 (B) = Ugenv (2)
= UxeB{T(s)xQS >t}~

Definicao 2.5 O conjunto a-limite de um subconjunto B de X relativo a solu¢do ¢,
a(B), € definido como

a(B) = Ni<o(7)r (B),
onde
Yy (B) = Usen () ().

O prozimo resultado vai exibir uma caracteriza¢ao para conjuntos w-limite e a-

limite.

Lema 2.6 Seja o € X. Entao, xo € w(B) se, e somente se, existe uma sequéncia
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{z,} em B e uma sequéncia t, — +oo tal que
T(t,)x, — xo quando n — +00.

Analogamente, xo € «(B) se, e somente se, existe uma sequéncia {y,} C B e uma

sequéncia t, — —o0, tal que
T(tn)yn — o, quando n — oo.
Demonstracao: Dado xy € w(B), temos
2o € 7; (B),Vt > 0.

Assim, existe uma sequéncia {a,} em~; (B), t >0, tal que a,, — x¢ quando n — +oc.

Dai, existe ny € N tal que
n=n = |la, — zo|lx < 1.

Como a,, € v, (B), seque que a,, = T(t;)x1, para algum t; > 0 e algum v, € B.

Considere Ty = ay, .

Como 1y € v (B),t > 1, existe uma sequéncia {b,} em ~; (B), com b, — .
Assim, existe ng € N com ny > nq tal que

1
n=ny = ||b, — zolx < 3"

Jd que b,, € v (B),t > 1, existem ty > 1 e 29 € B tal que b,, = T(ty)xs.
Considere Ty = by,. Repetindo esse raciocinio, obtemos uma sequéncia {T,} com

Tp =T(ty)xn, t, 2n— 1,2, € B, onde para qualquer ¢ > 0, eziste Ny € N tal que
_ 1
n>=Ny—= H.ﬁEn—.T()HX < —<e€
n

Logo, ezistem sequéncias {x,} em B e t, — +oo tal que T(t,)x, — xo quando n —
+00.
Reciprocamente, se T(t,)x, — x¢ quando t, — +oo, podemos obter (passando

para uma subsequéncia se necessdrio) t, = n,¥n € N e

zo € {T(tp)xn,n = 0}.

Como toda subsequéncia de {T (t,)x,,n = 0} também converge para xo, seque que

zo € {T(tp)xn,n > s}, Vs € N.
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Logo,

zo € {T(tn)wn,n = s} C v (B).

Portanto,

To € mtgo’}/;_(B)
De modo andlogo, mostra-se o caso para o o(X). Para mais detalhes (ver [26]).

O

Defini¢ao 2.7 Um ponto fizo, estaciondrio ou de equilibrio do semigrupo T (t) é um

ponto ug € X tal que
T(t)uo = UO,V t Z 0.

Definicao 2.8 Um conjunto B C X € positivamente invariante sob o semigrupo T'(t)

se
T(t)B C B,vVt > 0.

Definicao 2.9 Um conjunto B C X ¢é negativamente invariante sob o semigrupo T'(t)

se
T(t)B > B,Vt > 0.

Definicao 2.10 Um conjunto B C X € um conjunto invariante sob o semigrupo T'(t)

se B € positivamente e negativamente invariante sob T(t), ou seja,
T(t)B = B,Vt > 0.

O lema abaixo nos fornece uma importante informagao sobre conjuntos invarian-

tes. Faremos aqui a demonstra¢io dada em [2].

Lema 2.11 Um conjunto A C X € invariante se, e somente se, para qualquer x € A,

existe uma drbita completa por x, v4(x), tal que v4(x) C A.

Demonstracao: Suponha que A seja invariante, ou seja, T(t)A = A, para todo t > 0.
Dado x € A, existe x1 € A tal que

T(1)x; = .
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Como x1 € A, existe x9 € A tal que
T(1)xy = 21,

e assim por diante. Fazendo xo = x, construimos uma sequéncia (x,) de pontos de A

tal que
T(1)xps1 = xp, paran > 0. (2.2)

Note que, utilizando (2.2), temos

n vezes
= T(1)---T(1)zp
—_——
(n—1) vezes
= T)---T(1) xy_o
N————

(n—2) vezes

= X.

Defina ¢ : (—o00,00) — X por

T(t)x, set >0
B T(n+t)x,, set € [-n,—n+1), n=1,2,...

Sejan € N tal que s € [-n,—n +1). Set > —s, entao

T(t)¢(s) = THT(n+ s)wn
= T(t+s+n)z,
= T(t+5)T(n)rn
= T({t+s)x

= ¢(t+s).
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Sese [k, —k+1),k=1,2,..., e usando (2.2), entao
o(s) = T(h+s)m
= T(k+s)T(1)xgsq
= T(k+s+1)zp
= T(k+J+ 5Tk,
onde j € {0,1,2,...}. Sen >k e j=n—k, entio
o(s) =T(n+ s)x, sese€[—k,—k+1).
Agora, quando t < —s, existe k € N tal que
0<k<n—11-1<7<0
onde
—s=t+k—r. (2.3)
Entao

T(t)p(s) = THT(n+s)x,
= T{t+s+n)z,
= T(n—(k—1))z,.

Assim, por (2.3) e que n = j+ k, com j =1, obtemos

T(t)¢(s) = T(A+k—(k—7))zk
= T(1+7)rp4
= T(14+t+k+s)Tp.

Observe que de (2.3) tem-se t +s € [—(1 + k), —k). Logo, pela defini¢ao de ¢ temos
TA+t+k+s)xp = ot + s).

Portanto, em todos os casos ¢(R) C A.
Reciprocamente, quando t = 0 tem-se T'(0)A = A. Considere t > 0. Dado x € A,
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existe uma drbita completa ¢ : (—o0,00) — A tal que
o0)=zeT(T)p(s) =d(T+s), paraT >0 e s €R.

Tomando T =1t e s =0, temos

ou seja, T(t)x € A. Logo, T(t)A C A. Para a inclusao contrdria, note que dado x € A,

tomando T =1t e s = —t, obtemos

T(t)p(=t) = ot —1)

Logo, A C T(t)A. Das inclusoes acima, concluimos que T(t)A = A, para t > 0.
[

Lema 2.12 Seja {T'(t);t > 0} um semigrupo em X. Se B C X, entio w(B) €
positivamente invariante, isto €, T(t)w(B) C w(B) para todo t > 0. Se B € tal que

w(B) € compacto e atrai B, entio w(B) € invariante.

Demonstracao: Se w(B) = &, o resultado € imediato. Caso contrdrio, dado y €
w(B), existem sequéncias {t,}nen C RT € {x,}nen C B tal que
lim T(t,)z, =y.

n—-4o0o

Usando a continuidade de T(t) e fitando um t > 0, obtemos

Tty = lm T(t+t,)z,,
n—+o0o
ou seja, T(t)y € w(B). Logo,
T(t)w(B) C w(B).

Agora, assuma que w(B) é compacto e atrai B. Entao, dado x € w(B), existem

sequéncias {t,}nen C RT com t, — +00 € {Z,}nen C B tal que

T(t,)x, — x, quando n — +oc.
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Fizando t € RT, existe ng € N tal que t, > t,Yn > ng. Assim,
THT(t, —t)z, =T(t,)r, = x, quando n — +oo.
Como w(B) é compacto e atrai B, temos que
dist(T(t, — t)xp,w(B)) — 0, quando n — +0o0.
Dai, pela Proposi¢ao 2.25, existe uma subsequéncia {T'(t,, —t)xn, }ken convergente. Se
T(tn, —t)xn, — v,

entio y € w(B) e, por unicidade dos limites, T(t)y = x. Logo, w(B) C T(t)(w(B)).
Portanto,

O

Lema 2.13 Sejam {T'(t);t = 0} um semigrupo em X e B C X um subconjunto conexo

tal que w(B) € compacto e atrai B. Entao, w(B) é conezo.

Demonstracao: Como w(B) = N>y, (B), e v, (B) € conexo para cada t > 0, pois
[0,00) x X 3 (s,2) — T(s)r € X € continua e leva o conexo [t,00) X B sobre o

conezo v, (B), seque que w(B) € conezxo.
U

Lema 2.14 Se B é um subconjunto nao vazio de X tal que %t(B) € compacto, para

algum ty = 0, entao w(B) € nao vazio, compacto, invariante e w(B) atrai B.

Demonstracao: Temos que v, (B) € ndao vazio e compacto, para cada t > ty. Pela

propriedade da intersecao finita (ver [22], p.16), seque que

w(B) = Nizt,7T(B)

€ nao vazio e compacto.
Agora, suponha que w(B) nao atrai B. Entao, existem sequéncias {x,;n € N}
em B, {t,,t, >0} com t, — +ooc e €y > 0 tal que

d(T(tp) T, w(B)) > €, ¥n € N.
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Como ~;(B) € compacto e {T(t,)x,,n = n} C v (B) para algum ny € N, existem
subsequéncias {t,;}jen € {xn,} C B tal que {T(t,;)xn,} converge para algumy € X.
Logo,

yew(B) e dly,w(B))) = e,

absurdo!
Portanto, w(B) atrai B.

Seque do Lema 2.12 que w(B) € invariante.

O

Lema 2.15 Seja x € X, e suponha que exista uma solugao global ¢ : R — X por x

tal que ¢(R~) seja compacto. Entio , ay(x) € ndo-vazio, compacto e invariante.

Demonstracao: A demostracao é semelhante ao do Lema 2.14. Para mais detalhes
ver [26].

2.2 Existéncia de atrator global

Nesta secao, voltamos nossa aten¢ao para conjuntos que apresentam caracteristicas
especiais. E'm particular, estamos interessados em conjuntos compactos e invariantes

sob a a¢do de um semigrupo. Para isto nos baseamos nas referéncias [2], [9] e [28].

Defini¢do 2.16 Um conjunto A C X, A # &, € dito atrator sob o semigrupo {T(t);t >
0} se:

1. A € um conjunto invariante sob T'(t);

2. A possui uma vizinhanga aberta U tal que, para todo ug € U, T(t)uy tende para

A quando t — 400, ou seja,

d(T(t)ug, A) — 0, quando t— +oo.

A distancia no item (2) € a distdncia de um ponto a um conjunto, dada por

d(w, 4) = inf d(z. ).
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Quando A é um atrator, a maior vizinhan¢a aberta U que satisfaz (2) € chamada

de bacia de atragao de A. Um conjunto A atrai uniformemente um conjunto B C U se
dy(T(t)B,A) — 0, quando t — oo,
onde dy(Bo, By), € a semidistancia entre dois conjuntos (By e By), definida como

dy(Bo, B1) = sup inf d(z,y).

r€By yeB
Neste caso, dizemos que A atrai B.

Defini¢do 2.17 Um conjunto A C X é um atrator global (ou universal) para o semi-
grupo {T'(t);t = 0} quando A é o maior (no sentido de inclusao de conjuntos) atrator

compacto que atrai os conjuntos limitados de X.

Definicao 2.18 Sejam B C X e U um conjunto aberto de X contendo B. Dizemos
que B € absorvente em U se a orbita de qualquer subconjunto limitado de U entra em
B apds um certo tempo, ou seja, se para todo By C U, By limitado, existe t1(By) tal

que
T(t)BO C B, Vit > t1(Bo).
Quando B é absorvente em U dizemos que B absorve os conjuntos limitados de U.

Lema 2.19 A ezisténcia de um atrator global A sob o semigrupo {T'(t); t > 0} implica

na existéncia de um conjunto absorvente.

Demonstragao: Sabendo que A atrai conjuntos limitados de X, dado C C X, C
limitado, existe ty tal que T(t)B entra numa vizinhanga aberta de A, para todo t > to.

Assim, essa vizinhanga aberta serd um conjunto absorvente desse sistema.

Observacao 2.20 A reciproca do Lema 2.19 nao € verdadeira.

Definicao 2.21 Um semigrupo {T'(t);t > 0} é dito eventualmente limitado se para
cada limitado B C X existetp > 0 tal que~;, (B) € limitado. Diremos que {T'(t);t > 0}

¢ limitado se y*(B) € limitado sempre que B for limitado.

Defini¢ao 2.22 Um semigrupo {T'(t);t > 0} € dito assintoticamente compacto se,
para qualquer subconjunto fechado, limitado e nao-vazio B C X, para o qual T(t)B C

B, para todo t > 0, existe um conjunto compacto J C B que atrai B.
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Definicao 2.23 Um semigrupo {T'(t);t > 0} € ponto dissipativo se existe um subcon-
junto B C X que atrai pontos de X.

Proposicao 2.24 Seja {T'(t);t > 0} um semigrupo em um espago métrico X. Su-
ponha que {T'(t,)x,;n € N} € relativamente compacto sempre que {T'(t,)x,;n € N}
¢ limitada em X, {x,;n € N} € limitado em X e t, — oo, quando n — oo. Entao

{T'(t);t > 0} € assintoticamente compacto.

Demonstracao: Seja B C X um conjunto fechado, limitado e nao-vazio tal que
T(t)(B) C B, para todo t > 0. Como T(t)(B) C B, seque que w(B) C B, e pelo

-

Lema 2.14, w(B) € nao-vazio, compacto, invariante e atrai B. Logo {T(t);t > 0} é

assintoticamente compacto.
U

Proposicao 2.25 Seja K um subconjunto compacto de X e {x,;n € N} uma sequén-

cta em X tal que
dist(z,, K) — 0, quando n — +o0.

Entao {x,;n € N} tem uma subsequéncia convergente. Dado um semigrupo {T'(t);t >
0} e K um subconjunto compacto de X, se K atrai um conjunto compacto Ky, entao
M (Ky) € relativamente compacto e @ # w(K;) C K.

Demonstragao: Primeiramente, dado m € N, existe n,,, € N ey, € K tal que

1
Ad(Tn,  Yp ) < —.
(T > Yri) -

Como K é compacto podemos assumir, passando a uma subsequéncia, se necessdario,

que Y, — Yo para algum yo € K. Assim, obtemos
d(xp,,,y0) < d(xn,,, Yn,,) + d(Yn,,, Yo) = 0 quando m — +o0.

Logo, {xn}nen possui uma subsequéncia convergente.
€
Agora, dado € > 0, considere a 3 vizinhanga de K, denotada por (’)g(K). Entao,

existe to = 0 tal que
T(t)K: C Og(K), Vt > to.

Assim, Uy, T(t) Ky estd contido em uma uniao finita de bolas de raio €.

Como Upci<t, T (t) K1 € compacto e € € arbitrario, seque que

’7+(K1) U K
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€ compacto. Logo, 7+(K1) € relativamente compacto.

Por fim, temos que 7, (K1) € compacto e nao-vazio, para todot > 0, e v, (K;) C

vH(Ky) para s < t, ou seja, a familia {~; (K1) }i=o0 possui a propriedade da intersecao
finita. Dai

w(K1) = N0y (K1) # 9.

Dados y € w(K;) e € > 0, existe tg > 0 tal que

Y € 7y (K1) C O(K),
assim dist(y, K) < € e como € € arbitrario, seque o resultado.
O

Lema 2.26 Seja {T'(t);t > 0} um semigrupo ponto dissipativo e assintoticamente
compacto. Se v (K) é limitada sempre que K é compacto, entio {T(t);t > 0} €

compacto dissipativo.

Demonstragao: Como {T'(t);t > 0} é ponto dissipativo, existe um conjunto nao-vazio

e limitado B que absorve pontos de X. Considere o conjunto
U={z € B;y*(z) C B}.
Temos que U € limitado, absorve pontos de X e
yHU) =U.

Também temos

T((yH(U)) =TH)(U) C v (U),t >0,

e que {T'(t);t > 0} € assintoticamente compacto. Assim, existe um conjunto compacto

K, com

K CyH(U) =T,

tal que K atrai U. Portanto K atrai pontos de X.
Afirmacao: existe uma vizinhanga V de K tal que v, (U) € limitado para algum
t>0.

De fato, suponha que isto nao ocorra. Entdo, existem sequéncias {z,} C X, x, —
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ye K et, — +oo tal que {T'(t,)xn;n € N} ndo € limitado. Considere o conjunto
A ={z,;n € N}.

Logo, A é compacto e ;" (A) é nao limitado para cadat > 0. Absurdo, pois o semigrupo
€ assintoticamente compacto.

Seja V' uma vizinhanga de K e t, > 0 tal que v, (V') € limitado. Como K atrai
pontos de X e T(t) é continua, para todo x € X, existe uma vizinhanca O, de = e
t, > 0 tal que

T(t)(0z) C(V) para t > t,,

ou seja, ;' (V') absorve uma vizinhanga de x para cada x € X. Assim, ~," (V) absorve
subconjuntos compactos de X e que {T'(t);t = 0} é compacto dissipativo.

O

Proposicao 2.27 Seja X um espago métrico e {T(t);t = 0} um semigrupo em X . Se
K é compacto e atrai a si mesmo sob a agdo de {T'(t);T > 0}, entao

Demonstragcao: Por defini¢ao de w-limite, temos
ﬂt>0T<t>K C UJ(K)

Agora, vamos provar a inclusao contrdria. Pela Proposicao 2.25, com K| = K,
temos que w(K) C K e y7(K) € relativamente compacto. Pelo Lema 2.14, w(K) ¢
nao-vazio, compacto, invariante e atrai K.

Logo,

[l

Teorema 2.28 Um semigrupo {T'(t);t > 0} é eventualmente limitado, ponto dissipa-

tivo e assintoticamente compacto se, e somente se, {T(t);t > 0} tem um atrator global

A.

Demonstragao: Como {T(t);t > 0} € assintoticamente compacto, ponto dissipativo e

eventualmente limitado, seque do Lema 2.26 que {T'(t);t > 0} € compacto dissipativo.
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Seja C' um conjunto limitado que absorve subconjuntos compactos de X. Consi-

dere o conjunto
B={reC;y"(z) CcC}.

Temos que B absorve subconjuntos compactos de X, T(t)B C B e, como {T(t);t >
0} € assintoticamente compacto, existe um conjunto compacto K C B que atrai B.

Logo K atrai subconjuntos compactos de X .

O conjunto A = w(K) € nao-vazio, compacto e invariante. Se J C X é compacto,

w(J) C K e, consequentemente,

Pela Proposicao 2.27
w(J) C Ns=oT(s)K = w(K).

Assim, w(K) atrai J.

Seja B um subcongunto limitado de X, como {T'(t);t > 0} € eventualmente limi-
tado e assintoticamente compacto, temos que w(B) € ndao vazio, compacto, invariante
e atrai B. Como w(B) é compacto e invariante, seque que w(B) C A e, consequente-
mente, A atrai B.

Reciprocamente, se {T(t);t > 0} tem um atrator global, € facil perceber que ele é
eventualmente limitado, ponto dissipativo e assintoticamente compacto, onde a iultima

caracteristica seque da Proposi¢ao 2.24.

2.3 Sistemas Gradientes

Os semigrupos Gradientes sao uma classe de semigrupos que permite, através de suas
caracteristicas, descrever com bastante precisao a estrutura dos seus atratores. Em
particular, sugerimos a referéncia [9] para quem se interessar em aprofundar o estudo

neste tema.

Defini¢ao 2.29 Seja T(t) : X — X,t > 0,r > 0, um C"—semigrupo. Uma fung¢ao

V: X — R € chamada de funcional de Lyapunov para o semigrupo se:
1. V(x) € limitado inferiormente;

2. V(z) = 400, quando |x| — +00;
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3. V(T'(t)z) € nao crescente em t para todo x € X ;

4. Se x € tal que T(t)x estd definida parat € R e V(T'(t)x) = V(z) para t € R,

entao x € um ponto de equilibrio, ou seja, T(t)x = x,Vt > 0.

Defini¢ao 2.30 Um semigrupo T(t) : X — X,t > 0,r > 0, é um sistema gradiente

se

1. Cada orbita positiva limitada é pré-compacta
2. existe um funcional de Lyapunov para T'(t).

Lema 2.31 Sejam {T(t);t = 0} um semigrupo gradiente e £ o conjunto dos pontos de
equilibrio de T(t). Entao, o w(x) € um subconjunto de £ para cada x € X. Se existir
uma solugao global ¢ : R — X por x entao oy(x) € um subconjunto de E.

Se {T'(t);t > 0} € gradiente, tem atrator global A e £ s6 possui pontos isolados, entao
E € finito e para cada x € X, w(x) € um conjunto unitdrio. Ademais, se x € A e

: — € uma Soucao giooat por T, enitao x\xT) € um conjunito unitario.
¢ R— X ¢ lugdo global tio ay(r) ¢ junto unitdri

Demonstracao: Como T(t) é um semigrupo gradiente, existe um funcional de Lya-

punov V : X — R. O conjunto V({T'(t)x;t > 0}) é compacto, pois as orbitas positivas

sao pré-compactas. Assim, o conjunto
V{T(t)x;t > 0})
€ limitado inferiormente, ou seja, existe uma constante c tal que
V(T(t)x) > e, ¥Vt 20,z € X.

Suponha que V(T (t)x) é nao constante. Sabendo que V' € nao crescente ao longo das

orbitas, temos
V(T(t)x) — ¢, quando t — +o0.
Dado y € w(x), existe uma sequéncia t,, — 400 tal que
T(t,)r —y.
Considere T (t)y, para algum t > 0. Pela continuidade de T (t), obtemos
T)T (ty)x — T(t)y.
Usando a continuidade de V', temos

V(T(t)T(t,)x) — V(T (t)y).
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Assim,

VTt = lm VTOTE))

= lim V(T(t +1,))

= C7

ou seja, V(T (t)y) = ¢, para todo t > 0 e para todo y € w(x). Logo, por unicidade dos
limites, V(T(t)y) = V(y). Como V ¢é um funcional de Lyapunov para T(t), seque da
Defini¢ao 2.29 item (4), que y € ponto de equilibrio. Portanto,

w(z) C €.

Suponha que exista uma solu¢io ¢ : R — X por x. Dado y € ay(x), existe uma
sequéncia t, — —oo tal que T(t,)r — y quando n — +oo. Considere uma sequéncia
{tn}nen com t,—1 —t, > 1,¥n € N. Como V(T'(t)x) é nao crescente, dado t € (0,1),
temos

V(T(tn1)z) < V(T(t + 1))
< V(T(t, + 1))
<

V(T(t,)x),Vn € N.
Pela continuidade de V,
V(T(t, +t)x) = V(y), quando n — +oo.
Além disso,
V(T(t, +t)x) = V(T(t)y), quando n — +oo.
Assim, V(T (t)y) = V(y), ou seja, y € E. Portanto,
ag(z) C €.

Agora, assuma que o semigrupo € gradiente, A é um atrator global e £ é um
conjunto discreto. Como & € discreto, seque que £ é compacto, pois £ € fechado e
E C A. Suponha que £ nao seja finito. Assim, ewxiste uma cobertura aberta para &
que nao possui uma subcobertura finita. A saber, basta escolher a cobertura formada
por abertos disjuntos cada qual centrado em um ponto distinto de £. Absurdo, pois £
€ compacto.

Por fim, o w(x) € unitdrio porque ele é conexo. Caso contrdrio, o w(x) seria um

congunto discreto formado por mo minimo dois elementos, onde seria possivel exibir
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uma cisao nao trivial. Para o caso do ag(x) a justificativa € andloga.
O

Teorema 2.32 Suponha que {T(t);t > 0} seja um semigrupo gradiente, eventual-
mente limitado e assintoticamente compacto cujo conjunto dos pontos de equilibrio &€
seja limitado. Entao {T(t);t > 0} tem um atrator global A = W*"(E), onde

wW*€) = {y € X; existe uma solugao global ¢(+) : R — X pory

tal que ¢(t) — £ quando t — —oo}

Demonstragao: Como {T(t);t > 0} € eventualmente limitado e assintoticamente
compacto, para cada x € X, w(x) é nao-vazio, compacto, invariante e atrai x. Desde
que {T(t);t = 0} € gradiente, w(z) C & e, como & € limitado, o semigrupo {T(t);t > 0}
¢ ponto dissipativo. Logo, pelo Teorema 2.28, {T'(t);t > 0} tem um atrator global.
Agora, dado x € A, existe uma solugao global ¢ : R — X por x. Sabendo que

#(R) C A € relativamente compacto, pois A € compacto, temos ay(x) # . Assim
ag(z) C €.

Logo, A C W*(E).
Quando x € W*(E), eziste uma solugao global ¢ : R — X por x e

o(t) = A quando t £+ cc.

Como ¢(R) € invariante e limitado, concluimos que p(R) C A e, consequentemente,
x € A. Logo A D W*(E). Portanto,

A=W E).



Capitulo 3

Existéncia de Atrator Global para

Equacao de Campos Neurais

Neste Capitulo, motivados pelo estudo feito em [11] e técnicas usadas em [5] e [11],

estudamos o comportamento assintotico da equacao nao local

ou(t, )

ot
onde Q0 € um dominio limitado suave do R™, (N > 1), f : R — R ¢ uma funcgdo
de classe C'(R), a € Wh=(Q), h : R x R — R ¢ uma funcdo continuamente

diferencidvel com derivada limitada e K € um operador integral, com nicleo simétrico

= —a(z)u(t,x) + K(f ou)(t,x) + h(z,u(t, x)), (3.1)

e nao negativo, dado por

Kv(z) := /RN J(x,y)v(y)dy. (3.2)

Vamos supor, sem perda de generalidade, que

/]RN I, y)dy = /RN J(z,y)dz = 1.

A dindmica de equagdes de evolugao como em (3.1) ja sao bem conhecidas. En-
tretanto, o modelo apresentado aqui possui novidades, pois a equa¢io (3.1) inclui um
termo de amortecimento na parte linear e mais uma fun¢dao nao linear representando
um campo externo, estendendo os modelos considerados em [1], [15], e [11] - [12], que
podem ser obtidos de (3.1) com a =1 e h uma constante nao negativa.

Na equagdo (3.1), u(t,x) denota o potencial médio da membrana de um pedago
de tecido nervoso localizado na posicao x no tempo t > 0. A funcao de conexdo J de-
termina o acoplamento entre os elementos na posi¢ao x com o elemento da posi¢ao v,
representando as conexoes sindpticas entre as células nervosas. A funcdao nao-negativa

f(u) descreve a tazxa local de produgdo ou diminui¢do de atividade neuronal correspon-

60



61

dente a um nivel de atividade w. E h(x,u) denota os estimulos externos envolvidos, 0s
quais estamos considerando que dependem da posi¢cao e do potencial.
A equagao (3.1) tem um diferencial com rela¢ao aos modelos ja analisados na li-

teratura devido aos termos a(z) e h(x,u(t,z)). A presenca do termo de amortecimento

. . . . . 1
a(x) nos deiza na condi¢ao em que o potencial decai com velocidade ——, embora te-
a(x

nha uma taxa de crescimento proporcional a uma funcao nao linear f que depende dos
pontos em uma vizinhan¢a de x através da funcao de conectividade J. A adi¢do do
termo h(x,u) significa que o campo externo estd dependendo da posicio x e da poténcia
neuronal u, enquanto nos trabalhos prévios o potencial decai com taxa constante e o
campo externo €, em geral, considerado constante.

A ideai basica da formulagdo do problema em (3.1) é encontrar uma maneira
abstrata de impor condicoes de fronteira de Dirichlet em equacgoes de evolugao nao
locais (ver [10]). O problema (3.1) também é uma maneira de descrever o modelo
neural com excitagao de curto alcance e inibicao de longo alcance.

Neste capitulo, mostramos que o problema de Cauchy associado & equagdao (3.1)
estd bem posto no espago de fase X, que é isométrico ao espago LP()). Provamos
a existéncia de um atrator global e exibimos um funcional de Lyapunov para o fluxo
gerado por esta equacao. Além disso, usando as propriedades do atrator global e do
funcional de Lyapunov, verificamos que o fluxo gerado por (3.1) tem a propriedade

gradiente no sentido de [16].

3.1 Boa posicao

Considere, para qualquer 1 < p < 0o, o subespago X de LP(R™) dado por

X ={u € LP(RY); u(z) =0, sex € RV \Q}.

O espago X € canonicamente isomorfo ao espago LP(S)), e vamos identificar os
dois espacgos, sem mais comentdrios. Também vamos usar a mesma notacao para a
funcio definida em RN e sua restricio a 2, afim de simplificar a notacdo.

Para obter a boa posicao de (3.1), consideramos o problema de Cauchy

Owu = F(u) (3.3)

U(to) = Ug

onde a aplicagao F : X — X € definida por
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Flu)(z) = —ao(x)u(t, x)+ K(fou)(t,z)+ h(z,u(t, )), z i HZN . (3.4)

Lema 3.1 Seja K a aplicagao definida em (58.2) e ||J||, :=sup ||J(z,.)|| L0
1<r<oo Seue LP(Q), 1 <p< oo, entio Ku € LC’O(Q),QBEQ
[Ku(z)] < [ llgllullr@), Vo e (3.5)
onde 1 < q < 00 € o expoente conjugado de p, e
1K ullzo@) < 11 llullzr @) < llullze@)- (3.6)
Além disso, se u € L'(Q), entio Ku e LF(Q), 1<p< oo, e
5wl ey < 1 llpllwll 2o (3.7)

Demonstragao: Primeiramente, usando a desigualdade de Hélder, vamos provar a

desigualdade (3.5). Para isto, note que

[Ku(z)| =

[ ety >dy\

/|ny||u Iy

< @ Lo lullzr@
< Wllgllullzre, Ve Q.

N

Agora, considere que 1 < p < oo. Utilizando a sequinte igualdade

(@, y)uly)| = @)l 1 @)l - ue, )],

e usando novamente a desigualdade de Hélder, temos

/|Ja:y y)dy = /\J(x,y>|3|J<x,y>\i\u<x,y>|dy

[/|ny|dy} [/|ny||u |de}

Tk [/ ()l uly >|pdy] —

N

N
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Elevando ambos os lados a p e integrando em relagao a x, encontramos

/Q[/Q‘”””’y>“<y>'dyrdﬂf < I [ 1l pdsy

1117 / ()P / T, )| dady
Q Q
£+1
ik / () Pdy

< IRl zo 0)-

N

Na dltima desigualdade, usamos que P + 1 = p, pois p e q sao expoentes conjugados.

Dai, elevando ambos os membros a —, obtemos

[ Kullzry < | J]1llullzr)
<

[l Lr ()

Quando p = 1, temos, sem dificuldades, que

[ = [ | sy
< / / (@, 9)llu(y)|dedy
= [l [ 1 idsdy

dx

< M / lu(y)|dy
9]

= el

< Jull -

Para finalizar a desigualdade (3.6), considere p = oo. Entao,

/Q (e, yuly)ldy = / 17z 9)|u(y)|dy

< Nulli= / T (2, ) |dy
Q

< 1l z=gon

<

]| oo (-
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Em seguida, para provar a desigualdade (3.7), considere 1 < p < co. Entao,

Ku(z)| < / (e, y)uly)Puly)F|dy

— / |J (x, y)u(y)% | |u(y)% |dy
Q

) V I y>'p|“<y>|dy} % U |u<y>|dy} %
— lulld, { /Q () Pluty)| dy};

Elevando ao expoente p e integrando em ambos os lados, obtemos

[isu@pds < lalfg [ [ 196 )Pty
Q QJQ
— Nl [ )l [ 19w Pdsy
Q Q
< Nl 11 [ ol

p
= lullf g lull @ 11

ptq

= ull i o) 1715

= HUH%(Q)”J”g-

Portanto,

1K | zo ) < 1 pllullr o)
Quando p =1, é andlogo ao item (3.6). Por wltimo, considere p = 0o. Entao,
[ Vaautlay < [ 17 = luw)ds
< e Tut)idy

= [ leellullzre)-
U

Definicao: Seja E um espaco normado, dizemos que a funcao F : E — FE ¢é
localmente Lipschitz se, para qualquer vo € E, existem uma bola B = {x € E; ||z —

xo|| < b} e uma constante C' tal que, se x,y € B , entao
|1F(z) = F(y)l| < Cllz —yll.

Dizemos que F' € Lipschitz em conjuntos limitados se a bola B, da definicao anterior,
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pode ser escolhida como qualquer bola limitada em E.

Proposi¢cao 3.2 Suponha, além das hipoteses do Lema 3.1, que a fungao h seja limi-

tada e possui derivada limitada, e que a funcao f satisfaz a sequinte condi¢ao,

lf(@) <Ci(1+]z)P),YVzeR el <p< 0.

Entao a funciao F dada em (3.4) estda bem definida em LP(QY). Se f € localmente

limitada, entdo a fun¢ao F estd bem definida em L*°(Q). Agora, se

[f(2) = FI < Co (L [z~ + [yl ™) | =y,

para qualquer (z,y) € R?, a fungao F é continuamente Lipschitziana em conjuntos
limitados de LP(2), 1 < p < 00. Se p = 00, isso € verdade se f é localmente Lipschit-

ziana.

Demonstragao: Considere 1 < p < oo. Seu € LP(Q), entdo

[f (Wl < /01 (1 + |u(z)|?) dx (3.8)
Q
< G <|Q| + ||U||]2p(n)) :

Utilizando as desigualdades (3.7) e (3.8), obtemos

1K f@llse) < IT10F @)l
< Cill Tl (190 + Jullfygg) -

Além disso, também temos
=l = [ laau(o)rds

| Nl )P
— g | Juo)Pds
Q

= lallfe o llullzeq)

N

e, por ultimo, considerando v = 0,

1A G wllzr@) = 170 0) o) 1A G5 w) = A v) e

<
< Cullu = v ze

= Chullullzr o),
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onde C}, € a constante de Lipschitz da func¢ao h. Dai, pelo fato de h ser uma func¢ao
limitada,
17(-s u)ll o) < (IR0 0) o) + ChllullLr @) < oo

Logo, F' é uma fun¢ao bem definida no espago LP().

Para p = oo, basta notar que
la(z)u(z)] < oo; |h(x,u(z))| < |h(z,0)] + Chlu(z)| < 0o, Vz € Q,

e, para a parcela da fun¢ao F dada por K(f o), utilizando o item (3.5) (ver Lema
3.1), obtemos

[K(f(u(@)] < llgllf(w)llzr@) < o0, V2 el

Diante disso, concluimos que F' é uma fun¢ao bem definida no espago L*(€).

Agora, suponha que

[f(2) = f@)l < Co (L+ [P~ + [y~ [z — g,

com 1 < p < oo. Entao, dadosu,v € LP(Q2), usando a desigualdade de Hélder, obtemos

[f(w) = ()@ < /QCQ (1 + ul™ + [oP") Ju — v|da

Cs / (1+ Jul~ + ]v|p1)qu} ' [/ lu — v|pd:c} ’
L/ Q

Co [l zagey + 1w Hlzagy + V7 o)) lw = vllo (@)

/A

/N

r 1 P P
Co 100 + Nullsggy + el iy | 1w = vl (39)

onde q € o expoente conjugado de p. (Vale salientar que a ultima passagem € verdadeira
devido ao fato que (p— 1)q =p).
Pelas desigualdades (3.7) e (3.9), temos que

1K) = F@)l@ < 111 @) = f0)l
1 p 2
< Call Tl (1907 + lull gy + 10120y | Tt = vlaogen.

Ademais,

la(-)(u = v)l[zr) < llaC)l @ llu = vllr@)
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|h(- u) = h(,0)||r) = [/Q |h(z,u(z)) — h(m,v(m))|pdx} ’
< [ etmer o]
= Chllu—v| e

Das estimativas acima seque que F' € lipschitziana em conjuntos limitados de
LP(Q2). Para p =1, o resultado seque naturalmente.

Por fim, suponha que |ul|p=@) < R, ||v||L=@) < R, e M seja a constante de
Lipschitz de f no intervalo [—R, R] C R. Assim,

|f(u(z)) — fv(z)] < Mu(z) —v(z)],V z € Q.

Dat,
1f () = f(0)l[oe(@) < Mlu— vl (@)-

Utilizando o (3.6), obtemos

I (f(u) = F@Dle=@) < M{[Tlh][w =]l

Além do mais, pelas hipoteses sobre as funcoes a e h, deduzimos que

la()(w = v)l[z@) < [laC)[[ze@llu = vllz=()

[A (1) = h(,0)|[zo(@) < Cullu — v| (o).

Verificando, assim, o caso para p = oo.
O

Observagao 3.3 Da Proposi¢ao 3.2 e do Teorema 1.33, seque que a equagdo (3.4)
tem uma unica solucao local para cada condicao inicial em X. Para estudarmos a

existéncia de solugao global, precisamos do seguinte resultado. (Ver Teorema 1.36)

Teorema 3.4 Seja X um espago de Banach, e suponha que g : [to,00) x X — X
¢ uma fungdo continua e ||g(t,u)| < h(t,||ul|), para todo (t,u) € [to,00) x X, onde
h : [tg,0) x Rt — RY € continua e h(t,r) é ndo-decrescente em r > 0, para cada

t € [tg,00). Entao, se a solu¢ao maximal r(t,tg,ro) do problema de valor inicial

r' = h(t,r), r(te) =ro
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existe em [to,00), o intervalo mazimal de existéncia de qualquer solugao u(t,ty,ug) do
problema de valor inicial

du
— =g(t,u), t >to, u(ty) = uo,

dt

com ||ug|| < 7o, também contém [ty, o0).

Coroldrio 3.5 Suponha, além das hipoteses da Proposi¢ao 3.2, que f satisfaz

|f(2)] < ko + k||, Vo € R, (3.10)

com ki e ky constantes positivas. Entao, o problema (3.3) tem wma inica solugdo
global definida para qualquer condi¢ao inicial em X, na qual € dada, com t > ty, pela

"Formula da Variagao das Constantes”, por

e—a(m)(t—to)uo(x) + / e a(x)(t=s) [K(f o (u(s,-))(x) + h(z,u(s,x))]ds, sex e

u(t,z) = to
0, se x € Q)°.
(3.11)

Demonstracao: Usando a Proposi¢ao 3.2, temos que o lado direito de (3.4) é Lipschitz
em conjuntos limitados de X e, consequentemente, o problema de Cauchy (3.3) estd
bem posto em X com uma tunica solugcao u(t,x), dado por (3.11).

Suponha que 1 < p < oo. Por (3.6) e (3.10), seque que

[ K (f ou)|lLr |.f oullr(o)

<
< kol + Kl o).
Além disso, temos
[A(sw)lle@) < Chllulle@) + 1R 0) | zr()-

Entao,

| F(w)]|ri@) < ko |7 + 12(-, 0)|| ey + (k1 4+ 1+ ||al| 2o (@) + Ch)|ul|zr0)-

Agora, defina a fungao ® : [tg, +00) X [0, +00) — [0, +00)

O(t,r) = ko|Qf7 + |A(, 0) Loy + (k1 + 1+ ||al| (o) + Ch)r,

para todo (t,r) € [to, +00) X [0,400). Temos que a equagdao (3.3) satisfaz as hipdteses
do Teorema 3.4, e a existéncia da solucao global seque naturalmente.
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3.2 Suavidade da solugao

Proposicao 3.6 Sejam Y e Z espacos lineares normados, F : Y — Z uma aplicacao,
e suponha que a derivada de Gateaux de F', DF 1Y — L(Y,Z), existe e € continua
emy €Y. Entao, a derivada de Fréchet F' de F existe e ¢ continua emy €Y.

Proposicao 3.7 Suponha, além das hipoteses do Corolario 3.5, que a fungao f €

continuamente diferencidvel em R e f' satisfaz a condicao
()] < Cs (L+ [z[P7), (3.12)
para todo x € R, onde 1 < p < 0o0. Se
|0:h(, )| < a(l +[y["™), a>0,

entdo a fungio F : X — L'(Q), dada em (3.4), € continuamente Fréchet diferencidvel
com derivada DF : X — L(X, L'(2)) dada por

—a(z)v(z) + K (f'(u)v) (x) + deh(z, u(z))v(z), =€ Q
0, r e RV\ Q.
(3.13)

DF(u)v(x) :==

Além disso, para p = oo, temos que F' € diferencidvel como func¢io de X em X, com

derivada DF : X — L(X, X) dada por (3.13).

Demonstracao: Como f € continuamente diferencidvel em R, seque que a derivada
de Gateauz de F € dada por (3.13). De fato,

Fu(z) + to(z)) — F(u(z))

DF(u)v(x) = lim :
i —0@)(u(2) + to(2) + a(@)u(z)
t—0 t
b lim K(fo(u+ tv)(g;;) ~ K(fou)(x)
b lim h(z, u(z) + tv(f)) — h(z,u(z))

= —a(x)v(z) + K(f'(u)v)(z) + deh(z, u(x))v(z), Vo € Q.

O operador DF(u) é um operador linear em X. De fato, dados v, w € X e
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a € R, temos que

DF(u)(av(z) + w(z)) = —a(x)(av(z) +w(z)) + K(f (u)(av + w))(z)
+ Oh(z,u(x))(av(z) + w(z)).

Como
K(f'(w)(ow + w))(z) = / T 9) £ (u(y))(@v(y) + w(y))dy
- o / I, ) (uly))o(y)dy + / T ) ' (u(y)w(y)dy
= aK(f/(u))(z) + K(f(w)w)(@)
obtemos

DF(u)(av(z) + w(x)) = af—a(@)v(z) + K(f'(w)v)(z) + 0h(z, u(z))v(z)]
— a(r)w(z) + K(f'(w)w)(@) + Oh(z, u(z))w(z)
= aDF(u)v(z)+ DF(uv)w(z).

Agora, suponha que 1 < p < 00 e q seja seu expoente conjugado. Dado u € LP(S2),
como (p—1)g=p e que p/q=p — 1, obtemos

@y < { [eras |u|P1)Q] :

1
q

< CslQs + Cy U |u‘Pd:U]
Q
= Cs (1905 + [ull (o))
1 _
= Gy (1907 + ullfsloy)

Usando a desigualdade de Hélder, encontramos

1 @l < 17 @ lolle
1 -1
< Gy (1907 + Il ) I0lzoe.

Por (3.7), temos

K (' (w)o)ll o) 711 (ol

<
1 _
< Coll Il (1905 + ooy ) oo
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Por fim,

1020, w)o) [ 1) = /Q|32h(fU,U($))U(x))|de

< {/ﬂ|82h(x,u(x))|qu]; {/ﬂ |U(m)|pd$:|;

1
q
< | [+ @pinde] ol
Q
1 —
< a (1907 + lulllo ) 0l

Logo,

|DF(w)v|lpiey = || —av+ K(f (u)v) + Oh(-, u)v| o)
< Clllzre,

onde C' = Max{(Cs||J||, + @) <|Q\% + ||u|]’£;(lﬂ)> |l ey} Mostrando que DF(u) €
um operador linear limitado.

Agora, suponha que uy,us,v € LP(Q),1 < p < oco. Usando (3.7) e a desigualdade
de Hdélder, temos

I (DF(u1) = DF(u2)) vl pra) = | K [(f'(ur) — f'(u2)) 0]

Oah (-, ur)v — O2h(-, u2)v| L1 (q)

K [(f(ur) = f/(u2) 0] [[1@) + [|02h(-, u1)v — Ooh(-, uz)v]| 110

[N () = ' (u2)) vllor@) + 1020 (-s ur)v — Doh(-, uz)v| 11y

[Tl (wa) = £/ (u2) | Lo lvllzog) + |02 (-, ur) — Oh(-, u2) (| Loy l[v]| o (@) -

NCINOIN +

Para provar a continuidade do operador de Gateaux, precisamos mostrar que

||f/(u1) - .f/(u2)”Lq(Q) —0

Ha2h<'>ul) - 32h('a UZ)HL‘?(Q) — 0,

quando ||uy — uz|rr0) — 0.
Temos que

[/ () (@) = f'(u2) (@) < [C5 (2 + fur (2) 77 + Juz(2)[771))*

10ah (- 1) — Dsh(-,un)|? < [e (2 + [ ()P~ + Jug () P~1)] .
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De maneira andloga, encontramos uma desigualdade semelhante para |O2h(-,uy) —
Ooh(-,ug)|?. De fato,

/ Ooh(-,u1) — Doh(-,u)|? < / [a 2+ lua (@) + Jus()[P)] da
Q Q
1 H q
< 21907 + | g + lualfa))”

Como o lado direito de ambas as desigualdade sao integraveis, o resultado seque
usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue.

Pela Proposicio 3.6, temos que F : X — L'(Q), 1 < p < 0o, € Fréchet diferen-
cidvel com deriwada continua em cada ponto v € X.

Agora, vamos mostrar o caso para p = oco. Temos que |f'(u)| € limitado por

alguma constante Cy, para cada u € L*™(Q). Assim,

1 (Wl @) < CallvflL= o,
e, pela desigualdade (3.6), vemos que
K (f' (o)l zoeqey < Call Tl l|v][ oo (-
Por dltimo, note que
102+, u)v) || o= (o)

(14 [ulP~ ol Lo

-1
a1+ [lullfe @) lIvllL @)

<

<l + [lullf2o) vl
<

Portanto,

| = v+ K(f (o) + 0ol vl ey < Cllv] e,

-1
onde C' = Maz{Cy|[ |1, |a]| Loe(), (1 + [[ul[foc ) }-
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Dados uy,ugy,v € L*(Q), temos que

[ (DF(u1) = DE(u3)) vl =) 1K [(f (ur) = f(u2)) 0]
82}1(', Ul)U — 82}1(', UQ)UHLoo(Q)
TS () = f* ()| oo @ l0]] 2o 2

|02 (-, ur) — Ooh(-, u2)|| Loo (o) [|V]| Lov ()

+ N+

e a continuidade de DEF seque da continuidade de f' e Osh .
Portanto, seque da Proposi¢io 3.6 que F : X — X € Fréchet diferencidvel com

derivada continua.

Observagao 3.8 Pela Proposi¢ao 3.7 seque que o fluzo gerado por (3.3) é
C([0,7]; LP(2)) n ¢ ([0, r]; LY(Q)), para r > 0. (Ver [18])

3.3 Existéncia do atrator global

Nesta segao, vamos provar a existéncia de um atrator global A em X, para o fluzo T'(t)
gerado por (3.83), que atrai subconjuntos limitados de X .

Inicialmente denotamos por ag = inf |a(z)|, o qual surge no lema abaizo.
e

Lema 3.9 Suponha que as hipoteses da Proposicao 3.7 sejam satisfeitas com a cons-

tante ky de (3.10) satisfazendo ag — (kv + Cp) > 0 e |h(x,0)| < X para todo x € €.

(L+8)(ka + N[O
ap— (k1 +Cp)

onde ki e ko sao as constantes que aparecem em (3.10) e § € qualquer nimero positivo,

Entao a bola de LP(£2), 1 < p < 00, centrada na origem com raio

absorve subconjuntos limitados de X sob o semigrupo T'(t) gerado por (3.3).(Com |Q|%

substituindo por 1 quando p = 00).

Demonstracao: Seja u(t,x) a solugao de (3.3) com condigao inicial ug. Entao, para

1 <p<oo, temos

d P - p—1
E/Q|u(t,a:)| dr = /Qp|u(t,x)| sgn (u(t, x)) u(t, r)dx
= —p[za(x)]u(t,x)]psgn (u(t,x)) dz
[ fult)lsgn (ut,a) K (f(utt, ) do

+ p/ﬂ|u(x,t)]p_lsgn(u(:v,t))h(x,u(a:,t))d:v,



onde sgn(u(t, x)) representa o sinal da fun¢ao .

Usando a desigualde de Holder, a estimativa (3.6) e a condigcao (3.10), obtemos

/Q fult, 2P sgn(ult, 2)) K (f o u)(z)dz

(/(|u(ta;|P1 ) (/|Kfou t:p|)
([ 1ute.2) ) LI © )t v

1 1
< (utt, M) (Fillutt, o) + kal27)

IA

IA

onde q € o expoente conjugado de p. Em sequida, como ag = ingf2 la(x)|, temos
[AS

/a(x)|u(t,m)|psng(u(t x))dr > ao/ lu(t, z)|Pdx
Q

= aollult, )L,

/Q|u(t,x)]p_lsgn(u(t,.r))h(x,u(t,:v))dx

< [ /Q \u(t,x)|q(p1)da:r { /Q |h(a:,u(t,a:))|pdxr

< [/Q \u(t,x)|pdx]; [/Q |Chlu(t, z)| + h(x,O)\pda:];

_ 1
< Nl )5ty [Callutt, sy + A |

onde |h(x,0)| < \,Vx € Q. Assim,

d
Zillu L@ < —paollult, )IIL, Q)+pk1HU( Moo
+ pOnllult, ) [y + PR2IQP [ult, ) [ty + PAIRIP fult, ) 52,
1
(ko + X927

= pllu(t, )|} —ap+ k1 +Cp +
Lr(s) [u(t, )| @)

74
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Seja € = ag — (k1 + Cy) > 0. Entdo, sempre que

1
(ko + A)|Q»
lu(t, ) ze@) = (1+ 5)%,
obtemos
d » , c
a”u(u ')HLP(Q) < pHu(t, ')HLp(Q) —€ + 5+—1
)
= _pl I 5€Hu<t7 )”II),p(Q)
Com isso,
%”U(ta ')lep(g) < )

< —p——€.
[u(t, ')“ip(g) 149

Integrando em ambos os lados de 0 a t a desigualdade anterior e resolvendo a integral,

obtemos
inlult, )y — ol ) < —poet
»)Le() ollr() X p1+(5 )
e consequentemente
5 p
In|lu(t, )”Lp Q) 1_'_5675"’1””“0””((2)

Aplicando a exponencial em ambos os lados na desigualdade acima, encontramos

6ln”u(t )”Lp Q) < e p1+55t+ln”u0HIL),P(Q)'

Logo,

_p-9_
lut, Moy < €7 luoll

Lr(Q) (3.14)

Portanto, seque o resultado para 1 < p < oo. Como as estimativas sao uniformes

em p, o resultado € vdlido para p = oo, tomando o limite com p —» 0.
O

Teorema 3.10 Além das condigées do Lema 3.9, suponha que ||Jy,||, = sup |0,
z€eQ

J(x,)||re@) < 400, [Oih(x,u(t,x))| < Bulu(t,z)| + an,com i = 1,2 € Br, o, > 0 €
(k2 + M) |Q|7

ag — (k’1 + Ch)
A C LP(Q),1 < p < oo, para o semigrupo {T'(t),t > 0} gerado por (3.3), e A estd

ap — (BnM + o) > 0, onde M =

Entao, existe um atrator global
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(ks + N)|Q|
— (k’l + Ch) '

contido na bola centrada na origem de LP()) e raio

Demonstragao: Vamos mostrar que o semigrupo tem um conjunto compacto atraente
em LP(Q2) com 1 < p < oo. Seja u(t,z) a solu¢ao de (3.3), com condi¢ao inicial
uy € WHP(2). Por (3.14), temos que ||[u(t, )| o) < M, parat suficientemente grande.
Além disso, usando o Teorema de Schwarz (ver [20], p. 147), obtemos

%/Wxiu(t,x)]pdx = p/\@ziu(t,xﬂp1sgn(8xiu(t,x))axiatu(t,x)dx
Q Q

= p/Q |0z, u(t, 2)|P~ L sgn (O, u(t, )0y, [ — a(z)u(t, x)
+ K(f(u(t,))(x) + hz,u(t,z))]dz
S /Q Du,a() - 10u,u(t, 2) P sgn(Dn,ult, 2))ult, )

- [ a@)lonutt.o)da
+ p/Q\axiu(t,xﬂp1sgn(8xiu(t,x))axiK(f(u(t,-)))(x)dw
+ p/Q\axiu(t,x)|p_1sgn((9ziu(t,x)@lh(x,u(t,x))dx

+ p/ |0z, u(t, 2)|P~ sgn(Op,u(t, 2))Ooh(z, u(t, )0y, u(t, z)dx.
Q
Utilizando a desiqualdade de Hélder, obtemos

—p / O, a(2)| 0y, u(t, 2) [P sgn (0, u(t, 2))u(t, 2)dx
Q

< —pllf?xia(fﬁﬂlLoo(m/ [0, u(t, )" sgn (O, u(t, x))u(t, x)dz

< pllallwtee@10ut, M@ lult, e
<

pM [alur.o [0z, ut, ) c)-

Também temos,

p / Ot ) P sg (Bt )00, K (u(t, 2)))da
Q

g |axiu(t’x)'(p_l)} V 0 K (f >>>|pdx’l’

= pl|Ow,ult, )7y 102, K (f (ult, 2))) | (e
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Por (3.7) e (3.8), (com J,, no lugar de J), encontramos

p‘/£|6uiu<t,ava1sgn<éaiu<t,a»)éauf(<f<u<t,x>>>dx

<mmwmww* ol () 20
< plozult, I, n@m(@muwﬂwmm)
<m&w@OMmﬂkﬂﬁ@MH%MW%

Em sequida, usando a hipdtese que

|0ih(z,u(t, x))| < Brlu(t,x)| + an, comi=1,2 e By, ap, > 0,

obtemos
/|8xiu(t,x)|p_1sgn(8xiu(t,x))@lh(x,u(t,x))dz
Q
< [ / lﬁxiu(t,x)\q(pl)dxr [ / \81h(9c,u(t,x))]pdxr
Q 0
< ||@wiu(t,-)||7£;(lﬂ) {/ |Bulu(t, x)] +Ozh|1’dx]
< B + QP | 10u(t, )i
Finalmente,

/Qlﬁxiu(t,a:ﬂp1sgn((9miu(t,:c))ﬁgh(x,u(t,x))&piu(t,x)dx
:/Q|8xiu(t,x)|p62h(a:,u(t,x))dx

</¢%Mummmmwxﬂ+%ux
Q
< (BhM + ah) ||a:vzu(t’ )HiP(Q)

Das desigualdades acima, seque que

g 0
NOnult, Moy < IO ult, Ms [ M+ ap, —ao+ ]

onde 9 = M[allur<(o) + 1 ally (B2l62 + ki M7) + (M + 27 )

—_

Seja e = ap—(BpM + o). Entdao, sempre que ||0y,u(t, )| ey = —0(1+p), p >0,
€
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teremos
i!l@ﬂ(ta')”i’p(m S p“a“u(t">|‘§p(m( 6+;)
7 1+p
_ _1“+€pﬂy|am ult, oy
Da7

10t Moy < € 100t0 1 (3.15)

Pelo Lema 3.9 e a desigualdade (3.15), concluimos que, para p > 0, existe uma
bola centrada na origem que absorve subconjuntos limitados de WP(Q)) sob a agdo
do semigrupo T(t) gerado por (3.3). Como W'P(Q) estd imerso compactamente em
LP(Q), para 1 < p < oo, temos a existéncia de um conjunto atraente compacto em
LP(QY). Portanto, o resultado seque do Teorema 2.28.

3.4 Existéncia de um Funcional de Lyapunov.

Nesta secao, exibimos um funcional de Lyapunov para o fluxo gerado pela equagao
Motivados por funcionais energias de [11] e [13], definimos o funcinal F : LP(Q) —
R,1 < p < oo, dado por

Foy = [ [ 350 [seswas [ awriow
— OU(x)f'(s)h(a:,s)ds]dx, (3.16)

onde S(z) = f(u(x)).

Teorema 3.11 Além das hipdteses do Teorema 3.10, assuma que | f(z)| < b, para todo

reNe / |f'(r)|dr < L < oo, onde b, L > 0. Entdo, o funcional dado em (3.16)

estd bem deﬁmdo e € continuo na topologia de LP(S2).

Demonstragao: Primeiramente, vamos mostrar que o funcional estd bem definido em



todo espago de fase LP(2). De fato,

[F(u)] <

_|_

<

Temos que

[
J

/Q 17z, )15 () |dy +

/0 f'(s)h(x,s)ds

dx

S(x)
/o a(z)f~(r)dr

/Q B“ﬁ'“(ﬂfﬂ + ka) / [ ()| ()] + kg)dy} dz

u(z)
/Q l||a||L°°(Q)L+ ||h||L°°(Q><]R)/ |f’(s)|ds] dx.
0

/Q (@, 9) (Rafu(y)] + ko)dy

NN

/ (kq|u(x)| + ko) dx
Q

Por dltimo, usando (3.12), temos

|1
0

]dx

" / T (2, y)uly)|dy + ks / Tz, y)|dy
Q Q

el T el oy + Rl 1

b Il ooy + 2 < 00

_ /k:1|u(x)|dx+k2|§2]
Q

1
< kl’Q’ g ||u||LP(Q) + kQ’Q’

79
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Assim,
u(x) )
// If/(s)|dsdz < /03 <‘ (z )|+| ($)| )dm
aJo
< 03|Q|6Hu||Lp( H ||Lp(Q
00.
Logo,

| F(u)| < 00,¥ u € LP(Q).

Para provar a sequnda parte do resultado usaremos fortemente o Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Teorema A.9).
Seja (u,) uma sequéncia convergindo para w na norma de LP(Q). Assim, existe

uma subsequéncia (uy, ) de (u,) tal que
Up, () — u(x) q.s. em L.
Como [ € continua, temos que
Sni (@) = [ un, () — f(u(z)) = S(z) ¢.5 em Q.
Dag,

S(x)
lim a(x)fHr)dr = /o a(x)fH(r)dr.

k—o0 0

Agora, usando a desiqualdade abaizo,
Snk(x)

[ e
0

pelo Teorema da Convergéncia Dominada, seque que

Sny,
lim // ka(x drdx—// r)drdz.
k—=+c Jo Jo

b
/O lall oo | £ () dr

< Lllal|z~ @)
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Em sequida, note que

1

——Snk(x)/QJ(z,y)Snk(y)dy <

1
2

_ésw(x)/gj(x,y)snk(y)dy’
/QJ(;:;,y)bdy‘

1

< L / Tz, )|dy
2 Ja

b2

37

1
§b

N

<

assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos

lim J(%y)Snk(y)dy:/QJ(x,y)S(y)dy-

Das convergéncia acima, obtemos

[ =3, [ sensu]a= [ =550 [ s

Finalmente,

Un (x u(x)
' :L’sdsda:—// 1 (s)h(z, s)dsdx
u(x)

Un, (T)
g/ / ' f'(s)h(zx,s)ds — 1 (s)h(z, s)ds| dz.
o lJo 0
Note que
uny, ()
1 (s)h(x,s)ds —/ f'(s)h(x,s)ds|d
// h(z, s)|dsdz,
Un,, ()
ma

u(x) u(z)
// h(z,s)|dsdx < ||h||Lexr) // s)|dsdx
unk(x Un

C3||h||L°°(Q><]R)// (1+|sP™") dsdz.
Q Jup, (z)

IA
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Como

P
// (1+[sP) dsdx—{/|u ) — Up, (x \d:z:+/| |unk( 2l dm],
unk(x

Usando a ultima equacao, as desigualdades acima e a desiqualdade de Holder, obtemos

Un u(x)
. h(z, s)dsdx — // ' (s)h(z, s)dsdx

1 1 »
< Ol gy {190t = o) + - (ulniey il )| = 0.

quando k — +oo. Em funcao disso, concluimos que

lim//nk xsds—>// ,8)ds.
k——+o0

Logo, F(uy,) € uma sequéncia tal que toda subsequéncia possui uma subsequéncia
convergente para F(u).
Portanto,
F(u,) — F(u), quando n — +00.

O

Teorema 3.12 Além das hipdteses do Teorema 3.11, suponha que f possui derivada
positiva. Sejau(t, ) uma solugao de (3.3). Entao F(u(t,-)) € diferencidvel com respeito
ate

dF

- = /Q [—a(2)u(t, z) + K (f o u)(t, z) + hz, u(t, )] f/(u(t, z))dz < 0.

Demonstragao: Seja ¢ dada pelo integrando em (3.16), isto é€,

1

S(s,z)
flon) = —5S(a) [ HeSedy+ [ o) war

u(s,z)
- / F(r)h(z, r)dr,
0

onde S(s,x) = f(u(s,z)).
Usando as hipdteses sobre f, temos que

< o0, VseRT.
LY(Q)

Hé’sO(& )
ds




Logo, podemos derivar (3.16) sob o sinal da integra¢io. Dai

d
SFu(t, ) =

/Q {_ %a@_f(t x)/ﬂJ(%y)S(tﬂJ)dy - %S(t,x)/ﬂJ(x,y)%—f(t,y)dy} dr

- [a(w)f (s, x))%f (t.2) — F(u(t.x)hCe, u(t. ) 20t x)]dx

:——// (2, 9)S(t,y)— txdydx——// (z,y)S tl’ ty)dydx

~|—/Qa(:L‘)f (S(t, x))%f(t x)dr — / [ (u(t, z)h(z, u(t, x))gt( x)dx.

Como

// x,y)S(t y t (t,x)dydx = ;/Q/QJ(x,y)S(t’x)aa_f(t’y)dyd%
temos que

d

S F(ult, ) =

= ) -G sttt + Lo () 6 e

, ou
—/Qf (u(t,x)) (x,u(t,x))g(t,x)dx
_ /Q [—a(aj)u(t,x) + /Q I, 9)S(t, y)dy + h(z, ult, x))] %—f(t, )de
= —/ [—a(x)u(t,z) + K(f ou)(t,z) + h(x,u(t, x))] f’(u(t,x))%(t,x)dm
Q
= — /Q [—a(x)u(t,z) + K(f ou)(t,z) + h(:zc,u(t,:n))]2 I (u(t, z))dx

Como f' > 0, seque o resultado.

Coroldrio 3.13 Se F(T(t)u) = F(u),V t € R, entdo u é um ponto de equilibrio para

T(t).

Demonstragao: De fato, se F(u(t,-)) = F(u), ¥V t € R, entdo i(}'(u(t,)) = 0.

, dt
Assim,

- /Q [—a(z)u(t,z) + K(f ou)(t,z) + h(z,u(t, a:))]z f(u(t,z))dz =0
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o que implica em

[—a(x)u(t,z) + K(f ou)(t,z) + h(z,u(t,z))]> =0, ¢.s. em Q.

Entao
—a(x)u(t,x) + K(fou)(t,x) + h(z,u(t,z)) =0, ¢.s. em Q.
Logo,
ou

Portanto, u € um ponto de equilibrio para T'(t).
[

Proposi¢cao 3.14 Assuma as mesmas hipotese do Teorema 3.12. Entao o fluxo gerado

por (3.3) é gradiente.

Demonstracao: Note que:
1. A pré-compacidade das orbitas seque da existéncia do atrator global;
2. Das propriedades provadas para F, temos que ele € um funcional de Lyapunov.

Logo, o fluzo gerado por (3.3) é gradiente.

Da Proposicao 3.14 e do Teorema 2.32 temos o sequinte resultado:

Coroldario 3.15 O atrator global dado no Teorema 3.10 pode ser caracterizado como

o conjunto instdavel dos equilibrios, isto ¢,
A=W"E),

onde E = {u € LP(Q);a(x)u(r) = K(f ou)(x) + h(z,u(x))}.

3.5 Existéncia de equilibrios

Nesta secao vamos provar a existéncia de uma solucao de equilibrio nao trivial para o
fluzo gerado por (3.3).
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1
Observagao 3.16 Suponha que f € globalmente Lipschitziana e —(Ch+ || J]1Cy) < 1,
a

onde Cy, e Cy sao as constantes de Lipschiz de h e f, respectivamente. Existe um tnico
ponto u € LP(Q) tal que

0=—a(x)u(x) + K(f ou)(z) + h(x,u(z)).

De fato, seja G(u) = %x) [K(fou)(z)+ h(z,u(z))]. Dados uy,us € LP(2), temos

1
a(x)
— K(f ouz)(z) — h(z, us(w))]

|G (ur) — G(ug)l|Lr(0)

[K(f our)(x) + h(x, ui(x))

LP()

[HJHle(ul) = fu)llr() + Crllur — 2 Loy

N

1
Qo

N

- (Cht 111G — el
Logo, F' é uma contracao.

Pelo Teorema do Ponto Fixo para Contragao, existe um unico ponto fixo para a
funcao G. Portanto, existe uma unica solucao de equilibrio para o semigrupo gerado
por (3.3).

Agora, sem as condig¢oes da Observacao 3.16, podemos provar a existéncia de
uma solugdo nao trivial para o fluxo gerado por (3.3). Para isto, usamos o funcional

de Lyapunov dado na segao anterior e o Principio da Invaridncia de La Salle (ver

[18]).

Teorema 3.17 (Principio da Invariancia de La Salle) Seja V' um Funcional de Lya-
punov definido em um espa¢o métrico C, defina E = {x € C;V' =0} e M o conjunto
invariante mazimal em E. Se {T'(t)xo,t > 0} estiver contido em um conjunto compacto
C, entao

T(t)xg — M, quando t — 0.

Demonstracao: (Ver [18], Teorema 4.3.4., p. 92).

Proposigao 3.18 Além das hipdteses do Teorema 3.12, suponha que f(0) = 0, h(z,0) =
0, para todo z € RN, e que

f(0) 2
[ 10l < Y54 it s, @an

(z,y)ERN xR

para algum b € R. Entdo, eziste uy € LP(Q) tal que F(uy) < F(0) = 0.
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Demonstragao: Considere ui(x) = b, para todo x € Q, e f(uy) = f(b) = c. Assim,

F) = | [——f() | sy + /Of(b)a@)f-l(r)dr

- /f xsds}dx

1 ¢ 1
< /Q_—EC/QJ(%?J)CC@‘F /0 la(-)ll o) f~ (TW]‘”
_ b
B /Q :(xyy)lerﬁngxR{h@?y)}/o f(S)dS} &
< /Q _%C2+‘/0 lla(-) | oo f~H (r)dr

_ (z,y)ierngR{h@’ y)}c} dx
/O ()| ey f ()

N 2

Usando a hipdtese (3.17), temos que

— inf  {h(z, y)}c) €2].

(z,y)ERN xR

Flu) < F(0) = 0. (3.18)
0

Teorema 3.19 A solucao do problema de Cauchy com condi¢ao inicial u; = b, tende

para uma solugao de equilibrio nao trivial.

Demonstragcao: Devido a existéncia do atrator global, temos que as orbitas positivas
sao pré-compactas, ou seja, o conjunto {T(t)ui,t > 0} estd contido em um compacto.
Pelo Principio da Invaridncia de La Salle, T'(t)u; tende para uma solugdo de equilibrio
quando t — +00. Como o Funcional de Lyapunov é nao-crescente ao longo das orbitas
e F(uy) < F(0), seque que a solugdo trivial uw = 0 nao estd contida no w(uy), devido
a (3.18). Logo, eziste uma solug¢io de equilibrio nao trivial para o fluxo gerado pela

equacao dada.



Capitulo 4

Semicontinuidade superior dos
atratores globais com relacao aos

parametros a e h

Nesta segcao, vamos denotar por A e H as classes de todas as funcoes a e h, respec-
tivamente, que satisfazem as condigoes exigidas no decorrer das segoes anteriores. O
semigrupo em LP(Q2), {T(t);t = 0}, gerado por (3.3), é dado por

T(t)u(z) = u(t,x),
para qualquer x € Q) et > 0, onde

t

ult,a) = = ug(a) [ eI K ou(s,a)) + b, uls,)] ds.
to

Proposicao 4.1 Sob as condigoes do Teorema 3.10, fixado a, € A, para o dado inicial

do problema de Cauchy (3.3) em um conjunto limitado de LP(€)),1 < p < 0o, seque que

uq(t, x) converge para u,, (t,x) em LP(S2), quando a € A converge para a, em L>(),

com t € [to,b], b < o0.

Demonstragao: Sejam u,(t, z) e u,, (t,x) as solugdes de (3.3), com os pardmetros a e
a, respectivamente, e com mesma condi¢do inicial ug € B, onde B C LP(§2) limitado,

temos que

Ou,(t, ) B Oug, (t, )

ot ot = —a(x)ua(t, o) + K(f oua(t,x)) + h(x, ua(t, v))

+  a(z)ug, (t, ) — K(f o ug, (t, 7)) — h(x,u,, (¢, )). (4.1)

87
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Integrando de tg at em ambos os lados de (4.1) e organizando os membros da equagao,

obtemos

ua(t7 I) — Ug, (tv SL’) =

Assim,

ua(t, ) = ta, (t; )| r) <
+

_l_

/ [a. () g, (s, 2) — a(x)u,(s, x)] ds

to

/RUQfOUA&xD—Jﬂfouwﬁﬂwﬂds

to

/ [h(z,ua(s,x)) — h(z,uq, (s, 7))] ds.

to

“a* ||L°°(Q / ||Ua* _Ua( )HLP(Q)dS
||a(')—a*(')||L°°<m/t (s, )| Loy ds
J IR o (s = 7 0 (5. s

t
Cn [ 5. =t (5: ) s
to

[ ouals,) = Foua(s.)]|| ey < CﬂJMDQV+H%( Misey

P
+ ua(s, ')||£p(m] [ta(s, ) = ta. (8, )| o(e)
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seque que

t
ltat ") — tte, (6 Mmey < lla() — ae()ll =y / lta (s, M zocenyds
to
t
T (lan() ey + Ch) / lta(s,) =t (5, o ds
to

t
n /9\|ua(s,~)—Ua*<57'>HLP(Q)dS’
to

1 L ]
onde 0 = Coll Tl (1947 + lua(s, M ey + lta. (5, M e ) -
Na existéncia do conjunto absorvente as estimativas sao uniformes com relacao

ao parametro a. Dai, podemos supor que existe uma constante 5 > 0 tal que
[a(t, o), 1ta. (¢ )l o) < 6,9t = 0.

Assim, considerando a constante By = ||a.(+)| L) + Ch + Col| ]|, <|Q|% + 25%) , 0b-

temos

t t

) =t 8. 1) < BllaC) sy [ st [ s, )= (5. s
to to

Pela desigualdade de Gronwall generalizada, obtemos

[ta(t,) = ta, (t, Wzry < Bllal-) = au(-)||no o (t — to)elo %
= Bt —to)]a() = au(-) =@ .

Como t € [ty,b], seque que

ua(t, ) = wa. (8, o) < B = t0)e™ ™ al() = au()[1=(@)-
Logo, a convergéncia ocorre naturalmente.
OJ

Proposicao 4.2 Sob as mesmas condigcoes do Teorema 3.10, fizado h, € H, para
um dado inicial do problema de Cauchy (3.3) em um conjunto limitado de LP(S2),
1 < p < oo, seque que uy, converge para uy, em LP(Q) quando h € H converge para h,
em L=(Q2 x R), com t € [ty,b],b < co.

Demonstragao: Sejam uy(t, z) e up, (t, ) as solugdes de (3.3), com os parametros h e

h., respectivamente, e com mesma condi¢ao inicial ug € B, onde B C LP(Q2) limitado,
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temos que

DK (f ounls, ) — f oun,(s,)) [ oeyds

< [
+/e”\

[

I

lun(t, ) = (0, vy
|A( un(s, 7)) = Bl un(s, )l Lo(o)ds
0y un(5, ) — By, (5, oy
=Gy 7], @mq (s, Mo
5. g () = (5. e s
b [ = ) (oo
/tt Ch, €9 |Jupy (s, ) — up, (s, )Nl ey ds,

onde Cy,, € a constante de Lipschitz de h,.
Na existéncia do conjunto absorvente as estimativas sao uniformes com rela¢ao

ao pardmetro h. Assim, existe uma constante B > 0 tal que
[un(t, )z, lun, (&, )l @) < B, VE =0

Agora, considere a constante 51 = C, + Ca||J||, (\Q\% + 2B§) . Dag,

t
[un(t, ) — un.(t, )r@) < 51/ e lup(s, ) — un. (s, )|l ooy ds
to

t
Q|7 ||h — h*HLoo(QXR)/ e t=3) .

to

—aot

Multiplicando ambos os lados da desigualdade anterior por e, obtemos

t
1 —aps
e lun(t,) = un.(t,)|rie) < IQIPIIh—h*HmexR)/ e %ds

to

t
B[ e ) = un s lds

to

1 efaoto _ efaot
Q[ — e (—)
ap

t
4 51/ e~ |un(s, ) — un, (s, -)|| Lo (yds.

to

N
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Pela desigualdade de Gronwall generalizada, temos

w 1 e—aoto _ e—aot t <
e ) = o 0oy 1R = A=y () o
0

—aopto __ ,—aot
= |Q’%Hh‘ - h*HLOO(QXR) (%) eﬁl(t—to).
aop

Multiplicando ambos os lados por e®*, obtemos
1 e~ 0t — gm0t B1(t—to)+aot
lun(t, ) = wn, (8 )o@y <L MR = hall e @xry | —————— ) 7T
0

Por fim, como t € [ty,b], seque que

1 gm0t — emab (b—to)+aob
lun(t, ) = wn, (8 )llze@) < IQP R = hall e @xry | —————— | ™77
0
Assim, o resultatado € obtido naturalmente.

U

No resultado a seguir, consideramos o pardmetro A = (a,h) no espago métrico
L>(Q2) x L=(Q2 x R), com a métrica dada por

AA, A = fla — aullzmg@ + 17— bl =@, (4.2)
Pelas Proposicoes 4.1 e 4.2, € fdcil ver o sequinte coroldrio:

Coroldrio 4.3 Assuma as mesmas condi¢oes do Teorema 3.10. Fizado A, = (ax, hy),
para cada dado inicial do problema Cauchy (3.3) em um subconjunto limitado de LP(S2),
1 < p < oo, seque que up(t,-) converge para up,(t,-) em LP(Q) quando A € A x H
converge para A, em L™(2) x L=(Q x R), com t € [0,b], e b < oc.

Demonstracao: Sejam uy(t,z) euy,(t,z) as solugoes de (3.3), com os parametros A e
A, respectivamente, e com mesma condi¢dao inicial ug € B, onde B C LP(Q) limitado.

Temos que

Qua(t,x)  Oua,(t x)
ot ot

= —a(z)up(t,x) + K(f oup(t,z)) + h(z,up(t,z)) (4.3)
+ (I*(.CU)UA* (t’ .73) - K(f O Un, (tv l‘)) - h‘*(x7 UA, (t> .CE))

Integrando de tg at em ambos os lados de (4.3) e organizando os membros da equagao,



obtemos

Dat,

up(t,x) —up, (t,z) =

[[ua(t, ) —ua. (t

Assim,

[ua(t,-) — un.(t

7')HL7’(Q)

s Mze o)

<

o\;

t

[K(f oua(s,

o\“

t

h

t

la(-)ua, (s

[P, ua(s,

to

[a.(z)ua, (s, 2)

[h(l‘, u/\(87 x)) -

z)) =

—f

— h*(7

— a(z)up(s,x)] ds

K(f oup.(s,z))]ds

hi(z,up, (s, x))] ds.

;) = ua()ua(s, )l Lo (yds

oup,(s,)] lzr)ds

up, (s, )] | Lr(@)ds.

(8:) =ua(s, ) e (@yds

8, )l e (yds

— foup,(s,°)]||zr)ds

) = ha(e ua(s, '))HLP(Q)dS

/ Va0 (5, ) — By an, (5 ) | gy s

e ooy / Jus. (s
|la(-) — a.(: ||L0°(Q)/ [ua(s, )l e ds
to

t
9L = bty [ ds

to

- uA )”LP(Q)dS

t . »
[ callaty |91+ fua(s.
to

Jun. (5, e }num ) = s (5, ) lwiends

Ch. / [|lua (s

_uA

)HLP(Q)dS.

92



93

Entao, usando (4.2) e o fato que

lua(t, )|r) < B, e [Jua,(t, )@ <B,Vt=0,

temos

t
lua(t,-) —ua, (t, )lr) < MHA_A*HLOO(Q)XLOO(QXR)/ ds

to

t
+ G [ uals) = un. (s iands,
to

onde M = max{p, \Q\%} e Cy= |:HCZ*HLOO(Q) + Ch, + Co|| ]|, (\Q\% + 255)} .

Portanto, pela desigualdade generalizada de Grénwall, obtemos
lua(t, ) = ua. (t ) lerey < Mt~ to)|A = Aullzo(@yxr=@xme ™).
Como t € [to,b], seque que
lua(t, ) —un, (8, ey < M(b—to)[|A = Aul oo () Loo(xmy e

Logo, o resultado € obtido naturalmente.

Observacao 4.4 Fizado A, € A x H, para A € A x H suficientemente préoximo de A,
em L(Q)x L= (QxR), a familia de atratores globais {Ax; A € AxHY} € uniformemente

limitado em A.

De fato, como Ay estd contido em uma bola com um raio que depende continuamente

de A\, existe um subconjunto limitado de LP(QQ) que contém os atratores Ay.

Teorema 4.5 Sob as mesmas hipoteses do Coroldrio 4.3, a familia de atratores globais

{Ax; A € A x H} € semicontinua superiormente em A = A,.
Demonstracao: Como Ay € invariante, Th(t) Ay = Ay para qualquer A € A x H e

disty(Ax, Ap,) < distg(Th(t)Ax, Ta, (£)Ax) + disty(Ty, (t)Ax, Ax,)
= sup dis(Ta(t)an, Th,(t)an) + disty(Th, (t).Ar, An.,).

aprEAN

Dado € > 0, pelo Coroldrio 4.3, temos

sup dis(Ta(t)an, Th,(t)apr) <

apEAp

Y

N

para qualquer A suficientemente prozimo de A, em L (Q) x L=(QxR). Pela defini¢ao

de atrator global e a Observagdo 4.4, existe um subconjunto limitado By em LP(Q) tal
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que

disty(Ta. () Ax, Ax.) < dist(Th. (1) Bo, Ay.) < %

para t suficientemente grande. Portanto, para qualquer A suficientemente proximo de
A em L2(Q) x L>(2 x R) et suficientemente grande, obtemos

diStH(.AA, .AA*) < €.



Apéndice A

Uma rapida explanacao sobre os

espacos LY e suas propriedades

Sequindo [4] e [7], apresentamos defini¢des e resultados sobre a Teoria da Medida.

Aqui, X denota um conjunto nao-vazio qualquer.

Definicao A.1 Uma familia X de subconjuntos de X € uma o-dlgebra sobre X se:
1. 9, X e X;
2. Se A e X, entdao o complementar A° € X;

3. Se (A,) € uma sequéncia de conjuntos em X, entao Uy" | A, € X.

Um espago mensurdvel é um par ordenado (X, X) consistindo de um conjunto X

e uma o-dlgebra X sobre X.

Definicao A.2 Uma funcao f : X — R € mensurdvel se para todo o € R o conjunto
{z € X; f(z) > a} pertence a X.

Se desejarmos, podemos trocar a desiqualdade > por <, < ou =, na defini¢cdo
anterior. (ver [4], Lema 2.4).

Definicao A.3 Uma fungao p: X — [0,00] é uma medida se:

2. W(A) >0, VAe X

3. Se (A,) € uma sequéncia de conjuntos disjuntos em X, entao

p(UpAn) = ) u(Ay)

95



96

Uma medida p € dita o-finita se existe uma sequéncia de conjuntos (A,) em X tal que
X =U2 A, e u(A,) < oo, Vn.

Um espago de medida é uma tripla (X, X, p), onde X € um conjunto, X é uma
o-dlgebra sobre X, e pu € uma medida definida sobre X .

Observagao A.4 Quando usarmos a expressao que dada afirmacgao € vdlida pu—quase
sempre (j1—q.s.) ou a menos de um conjunto de medida nula, essa afirmagao € satisfeita
para todo x € X \ N, onde N € X e u(N) = 0.

Vamos denotar por L'(X, 1), ou apenas L' (X), o espago das fungoes integrdveis
f: X — R, com a norma

1l = /X Fldu.

Definicao A.5 Sejap € R, 1 < p < oco. Definimos o conjunto
P(X)={f: X —R;f ¢ mensurdvel e |f|P € L*(X)},

com a norma

1l = ( / \f\pdu>p-

Proposicao A.6 (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP(X) eg € LY(X) com 1 <
1 1

p<ooe=-+==1. Entio, fg € L'(X) e
p q

1fgllee < LFllze llgllze-

Demonstragao: Primeiro, vamos mostrar a sequinte afirmacao: Dados A e B nime-

ros nao negativos e 1 < p,q < oo satisfazendo — + — =1, temos que
q

AP Bi
A-BLE= 4= (A1)
p q

Com efeito, considere a fungdo ¢ : [0,00) — R dada por

o(t) = at —t°
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onde 0 < a < 1. Temos que
Ot = a—at*!
1
= a<1 — tl_a).

Perceba que ¢'(1) = 0; ¢'(t) <0, para 0 <t < 1; ¢'(t) > 0, para t > 1. Com isso,
©(t) = ¢(1) parat >0, ou seja,

at —t*>a—1,
implicando que
t*“<at+1-—a.

Dados a, bZOet:g, b # 0, temos

b
e <alt(1-a),
assim,
a® b < aa+ (1 —a)b.
Tomando

1
a=—,a=AP eb=B1
p

1 1
e devido que 1 — — = —, temos

p q
1 11 1
(AP)3 - (BY)S < AP 4 -1,
p q
ou melhor,
AP B
A-BL —+4 —
p q

Agora, considere f € LP e g € L com || f||e, |lg||lze > 0. Usando (A.1) com

() 19(2)]
A — _
1l €7 = gl
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seque que

f@)g(@)] @] |g(@)|

[ fllzellgll e [fllze lgllze

Integrado em ambos os lados, obtemos

F@)g@)ldy < / F@)Pdu+ / g 'dp
HfHLpHgHLq / p||f||| q||g||Lq

- prH 1z

1 1
= —+4 -

p q
= 1.

1lgll%
CIHQHL‘I !

Assim,

/ F@g(@)ldp < | fllzellglze.

Logo, fg € L' e [|fgller < I fllollgllze- Quando |[fllrr =0 ou [lglle =0, tem-se
fg=0€L" el fglle = Ifllellgllze = O.

W

Proposi¢cao A.7 (Desigualdade de Minkowski) Se f,g € LP,1 < p < oo, entao f+g €
LP e

1f +glle < 1Fllze + llgllze

Demonstragcao: Quando p =1, seque que

/|f+g|du < /<|f| T lgldu

— [1rtdu+ [ 1glan

= Al + Mgl

Assim, temos o resultado. Para p > 1, note que

< (IF1+lgl)
< [2sup{lf]; lg[3]?
< 2°(1F1P A+ 1glP)-

|f+ gl
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Como f,g € L?, temos que f + g € LP. Ademais,
[f+9l"'f + 9]

(I +1gDIf + gl
FILf+ gl + gl f + g7 (A.2)

\f+gl

N

Perceba que |f + g|P~* € Lv-1. Entdo, por (A.2) e a desiqualdade de Hélder, temos

I + gl :l/u+mwu

< /|f||f+g|p‘1du+/|9||f+g|p‘1du
= (IS + 9P e + gl f + gDl
< Aol f + gl ey +llgllzeILF + gl 2y
= (1fllee + Nglleo)lILf +glP7H], e,
Observe que
p—1
p
I+ e = [f11+aban)

= If+ gl

Assim,

117+ glle < U e+ llgll) LS + gl
implicando que
If +glle < fllze + llgllze-
O

Definicao A.8 Uma sequéncia (f,) em LP é uma sequéncia de Cauchy em LP se para

todo € > 0, existe um N = N(e) € N tal que para n,m > N, temos

1o = finllr <e

Teorema A.9 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,)
uma sequéncia de funcoes integrdveis que converge quase sempre para uma fun¢ao men-

surdvel f. Se existir uma fun¢ao integravel g tal que |f,| < g para todo n, entao f €
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integravel e

/ fdy = lim / fm

Demonstracao: (Ver [4]), p.44, Teorema 5.6).

Teorema A.10 O espaco LP,;1 < p < 00, € um espa¢o de Banach com a norma

1l = ( / \f\pdu>p-

Demonstragao:(Ver [4], p.59, Teorema 6.14).
Sejam (X, X, pu) um espago de medida e f : X — R mensurdvel. Dizemos que
f € limitada p-q.s. se existe ¢ = 0 tal que

lf(x)] <¢, Yo e X\ N,

onde N € X € o conjunto N ={z € X;|f(z)| >c} e u(N) =0.

Considere o conjunto
L¥(X)={f: X — R, f € mensurdvel e limitada p — q.s.},
com a norma
|fllze =inf{ ¢; |f(z)| < c p—q.s. sobre X}. (A.3)
Observagcao A.11 Se f € L™, entao

[F@)] < Nfllzee = ges.

Com efeito, pela definigao de infimo, existe uma sequéncia {c,} tal que ¢, — || f|loo, €

para todo n € N,
f@)| <enp—qes.,
15to €,
|f(2)] < ¢n, Yo & N, onde N,, € X com pu(N,) = 0.
Considere o conjunto N = U;2 | N,,. Temos que N € X, u(N) =0 e

f(2)] < ¢, Yz & Ny €N,
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Logo, através do limite, temos |f(x)| < || fll, para todo x € N.
Teorema A.12 O espago L*=(X) € um espago de Banach com a norma (A.3).

Demonstracao: (Ver [4], p.61, Teorema 6.16).



Apéndice B

Alguns resultados de Analise

Funcional

Neste apéndice exibimos resultados cldssicos da andlise funcional que foram wusados
nesta dissertacao.

Um espaco vetorial normado X serd um espaco vetorial normado sobre o corpo
K =R ouC e X' € 0 espago vetorial dos funcionais lineares continuos (dual topoldgico

de X') com a norma

el = sup |¢(x)|, Yo e X’
reX

llzll<1

Teorema B.1 (Teorema de Hanh-Banach) Seja v : G — K um funcional linear
continuo, onde G € um subespaco de um espago vetorial normado X. Entdo, existe

um funcional linear continuo o1 : X — K cuja restricio a G coincide com ¢ e

leall = llll-

Demonstragao: (Ver [6]).

Coroldrio B.2 (Ver [6],p.60) Seja X um espago vetorial normado. Para todo xy €

X, xg # 0, existe um funcional linear 1 € X' =1 € (o) = ||z0]|.

Demonstragao: Seja G um subespago de X, onde G € formado por todos os elementos

x = azxg com a € K. Considere o funcional linear
p:G—K
dado por

() = ¢(azo) = al|zoll. (B.1)

©
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@ € limitado e ||p|| = 1. De fato, observe que

lp(x)] = |p(axo)]

= lalllzl

ol = sup|p(x)| =1.
rxeX

llzll<1

Logo, ¢ € um funcional linear limitado. Pelo Teorema B.1 existe um funcional
linear continuo @ : X — K onde a restrigio a G € igual a ¢ e ||@]| = ||¢|]| = 1. De
(B.1) temos que

@(z0) = [oll

B.1 Teorema do Ponto Fixo para Contracoes

Defini¢cdo B.3 Seja (X, d) um espago métrico. Uma aplica¢io F : X — X € uma

contracao se existe \,0 < \ < 1, tal que
d(F(z), F(y)) < Ad(z,y), Vr,y € X.

Teorema B.4 (Lema da Contragao, [27]) Sejam (X,d) um espago métrico com-
pleto e F' : X — X uma contracao. Entdo existe um tunico ponto fizo p, por F, ou
seja, existe um unico ponto p € X tal que F(p) = p. Ademais, p é um atrator de F,
isto €, F"(x) — p quando n — oo, para todo v € X, onde F"(x) é definido como
F(F"(z)).

Demonstracgao: Seja x € X. Vamos denotar
r) = F(z), 13 = F(z,) = F(F(2)) = F*(x), -+, , = F"(z), ---; n€N,

Afirmacao: A sequéncia (x,) é de Cauchy. De fato, como F € contragao, eziste X,



0< A< 1, tal que
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d(nir,w0) = d(F(2n), F(2n-1))

Paran =1, seque que

< )\d(xna xn—l) .

d(ZEQ, .171) < /\d([[‘l, l’o).

Supondo por indugao a desigualdade

d(xy1,w,) < N'd(21, 70),

para um certo r € N, e usando o fato que F' € contragao, temos

d(mr—f—% xr—&—l)

NN

d(F™(z), F™(2))
d(F(F™(x)), F(F"(x)))
AP (), Fla2))
A(Tpyq, x,)

A Ad(xq, x0)

N d(zy, x0).

Agora, dados n,r € N e usando (B.2), obtemos

d<xn+r7 xn) g d($n+1> xn) + d(£n+2)7 Tn+1 + -+ d(£n+7‘7 anrrfl)
< [)\n + )\n—I—l + + )\n-i-r—l} d(l‘l,itQ)
= N[+ X+ + XN d(21,20)
A"
< - /\d(l'bﬁo)-

Sabendo que lim A" = 0, a sequéncia (x,) € de Cauchy e, como X €é completo, essa

n—o0

sequéncia converge para um ponto p € X.

Temos que p € o ponto fizo de F'. Com efeito,

F(p)

Ademais, p € o unico ponto fizo de F.

F(lim z,)

n—oo

lim F(z,)

n—o0

lim 2,44
n—oo

De fato, suponha que p,q € X sao pontos fixos
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de F. Entao

d(p,q) = d(F(p)),F(q))
< Ad(p,q),

implicando que
(1=N)d(p,q) <0.
Como (1 — \) > 0, seque que d(p,q) =0, ou seja, p = q.
O

Coroldrio B.5 Seja (X,d) um espago métrico completo. Se F' : X — X € conti-
nua, F™ € uma contragdo, para algum m, entdo existe um unico ponto fizo p para F.

Ademais, p € um atrator de F.

Demonstracao: Seguimos a prova apresentada em [27]. Seja p o ponto fizo atrator
de F™ garantido pelo teorema anterior. Considere n = mk + 1 com 0 <1 < m. Dado

z € X, temos que F'(z) é um ponto de X. Como p € atrator de F™, seque que
(F™*(F'(z)) = p, quando k — oc.
Note que F"(x) = F(™)*(F'(2)) e que k — oo quando n — oo. Logo,
F"(z) — p, quando n — oo,
ou seja, p € um atrator de F. Por fim, F(p) = p. De fato,

p = lim F"(F(p))

n—o0

— lim F(F"(p))

n—oo

— F(lim F"(p))

n—oo

= F(p).

B.2 Teorema do Ponto fixo de Schauder

Teorema B.6 Se A é um subconjunto convexo e compacto de um espago de Banach

X ef:A— A € continua, entao f possui um ponto firo em A.

Demonstragao: (Ver [17], p. 10).
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Coroldrio B.7 Se A é um subconjunto fechado, limitado e convero de um espaco de
Banach X e f: A — A é completamente continua, entdao f possui um ponto fizo em

A.

Demonstragao: (Ver [17], p. 10).

B.3 Espaco W!?

Aqui, Q C R"™ € um conjunto aberto e 1 < p < o0.

Definicao B.8 (Ver [7]) O espago de Sobolev W'P(Q) € definido por

0
Whr(Q) = {u € LP(Q);3g1, 92, .., gn € LP(2) tal que /u Y _ —/gigp’

Vo € C®(Q), Vi=1,2, n}

onde C°(2) € o espaco das fungoes C™ com suporte compacto.

0
Parau € WHP(Q) definimos g; = a—u,z’ =1,2,...,n. O espaco W'P(Q) € equipado
X

com a norma

ou
(9:1:'1-

Lr

[o@]
lluts = lfullor + Z'
n=1

Teorema B.9 (Rellich-Kondrachov, [7]) Suponha que Q ¢ limitado e de classe C.

Entao, ocorre as sequintes injecoes compactas:

1 1 1
WP (Q) C LYQ), Vg € [1,p"), onde — = = — =, sep <n;
p p n

WP (Q) € LUQ), Yq € [p, +00), se p = n;

WhP(Q) Cc C(Q), sep > n.

Em particular, W"P(Q) C LP(Q) € injecio compacta para todo p.
Demonstragao: (Ver [7], p.285, Teorema 9.16).

Teorema B.10 O espago das fungoes C°(S2) € denso em LP(§2), 1 < p < co. Além
ou

e LP(Q),1<p<oo,comi=1,...,n.
8272'

disso, se u € C°(2), entdo
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Demonstragao: (Ver [23], pags. 33 e 39, Teoremas 3.1.2 ¢ 3.1.6).
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