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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma prova do problema colocado por Vladimir I. Gurariy,
em 2003, que se refere a existéncia ou nao de um espaco vetorial, a menos do vetor nulo, no
conjunto C (R), das fungoes reais continuas definidas sobre R que atingem o méximo em
um unico ponto do seu dominio. Nos capitulos iniciais apresentamos todos os conceitos e
resultados preliminares para a total compreensao da referida demonstracao e, no ultimo
capitulo, verificamos, inicialmente, a 2-lineabilidade de C (R) e o concluimos provando a

nao 3-lineabilidade desse conjunto, fazendo uso do Teorema de Moore.

Palavras-chave: Lineabilidade, fungdes continuas que atingem o maximo em um tnico

ponto, Teorema de Moore.



Abstract

In this work we present a proof of the problem posed by Vladimir I. Gurariy, in 2003,
which refers to the existence or not of a vector space, except for the null vector, in the set
C (R), of all continuous real functions defined on R that attain its maximum at a single
point of its domain. In the initial chapters, we present all the concepts and preliminary
results for the full understanding of that proof. In the last chapter, we initially verify the
2-lineability of C (R) and then we conclude it by proving the non 3-lineability of this set,

using Moore’s Theorem.

Keywords: Lineability, continuous functions that attain their maximum at a single point,

Theorem of Moore.
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Introducao

Espacos vetoriais sao estruturas matematicas elegantes que, a primeira vista, pa-
recem ser “proibidas” para familia de objetos “estranhos”. Em outras palavras, pode-se
acreditar que encontrar grandes espacos vetoriais dentro de tais familias é bastante im-
provavel. Nos ultimos anos, tem aumentado o interesse na busca de estruturas algébricas
dentro de determinados subconjuntos de espacos vetoriais. Tais conjuntos sao consi-
derados algebricamente grandes se contiverem, exceto eventualmente o vetor nulo, um
subespaco vetorial de dimensao infinita. Ao estudo de conjuntos com essa propriedade
dé-se o nome de lineabilidade.

Um subconjunto M de um espaco vetorial V' é dito ser a-linedvel (respectivamente,
a-linedvel ou somente linedvel) em V' se MU{0} contém um subespaco Y de X de dimensao
finita dim(Y) = a (respectivamente, de dimensao infinita a = dim(Y") > card(N)).

Dentre os diversos ambientes lineares onde podem ser feitos estudos sobre a line-
abilidade de determinados conjuntos, o espaco R® das funcoes reais de uma varidvel real
tem sido o foco de diversos pesquisadores, pela riqueza de propriedades que seus elementos
podem ter. Um exemplo de um elemento em R® com uma propriedade bastante peculiar
foi dado por Lebesgue, que exibiu uma funcao que é sobrejetiva em todo lugar, no sentido
de que, a imagem de um intervalo nao trivial por essa funcao sempre é o conjunto dos
nimeros reais. Em [2], os autores provaram que o conjunto FS(R) das fungoes que sao
sobrejetivas em todo lugar é 2°-lineavel, o que é o melhor resultado possivel em termos de
dimensao.

Em 1966, V. I. Gurariy [11], provou que a familia N'D[0, 1] das fungoes continuas
no intervalo [0,1] que nao sdo derivdveis em nenhum ponto, contém com exce¢ao da
funcao nula, um espago vetorial de dimensao infinita. E um resultado interessante, ja
que ¢ dificil obter exemplos concretos de funcgoes desse tipo, como aquela construida
por Karl Weierstrass em 1872. A lineabilidade dessa classe de funcoes foi amplamente
estudada, sendo obtidos resultados ainda mais surpreendentes, como foi mostrado por L.
Rodriguez-Piazza [22], que o espago vetorial em N'D[0,1]U {0} pode ser tomado para ser
isometricamente isomorfo a qualquer espaco de Banach separavel.

A existéncia de fungoes diferenciaveis em R que nao sao monétonas em nenhum
intervalo I C R é um fato bastante conhecido desde o surgimento do exemplo dado por
Katznelson e Stromberg em 1974 [13], sendo provado por R. M. Aron, V. I. Gurariy, e J. B.

Seoane-Sepulveda em [2] que o conjunto DN M(R) dessas fungoes é Ng-linedvel. Apesar



da Ng-lineabilidade de DN M (R) ser um excelente resultado, outras generalizagoes foram
provadas, como em [10], onde foi verificado que DN M(R) é na verdade c-linedvel, o que
nao pode ser melhorado em termos de dimensao, tendo em vista que dim(C'(R)) = c.

O estudo da existéncia de estruturas lineares em ambientes a priori nao lineares
teve inicio nos anos 80, sendo usado o termo lineabilidade recentemente, aparecendo pela
primeira vez no artigo On lineability of sets of continuous functions de Gurariy e Quarta
[12]. Neste artigo, no espago das fungoes continuas definidas sobre um intervalo da reta I,
os autores focam no conjunto formado pelas fungoes que atingem o maximo em um nico

ponto, o qual é denotado por C (I). Alguns dos resultados obtidos foram:
e C(]0,1]) é 1-linedvel, mas nao 2-linedvel;
e C([0,2m)) é 2-linedvel;
e C(R) é 2-linedvel.

Tomando o subconjunto de C (R) formado pelas fungées que tendem a zero no infinito e
denotado por C'O(R), Gurariy e Quarta conseguem verificar a 2-lineabilidade e a nao 3-
lineabilidade de Co(R). Intuitivamente os conjuntos C([0,1]) e Co(R) aparentam ser muito
maiores que N'D[0,1] e DN M(R), porém a diferenga entre o comportamento linear das
operacoes de soma e produto por escalar de seus elementos sao notaveis.

Os autores de [12] fazem uma observacao sobre a lineabilidade de C(R), afirmando
nio terem conhecimento sobre a existéncia de espacos tridimensionais em C(R) U {0}.
Essa observacao havia sido feita por Gurariy durante um seminério de Andlise nao Linear
na Kent State University em 2003.

Em [4], L. Bernal-Gonzéalez, H. J. Cabana-Méndez, G. A. Munoz-Fernandez, e
J. B. Seoane-Sepulveda provaram a nao 3-lineabilidade do conjunto C (R), resolvendo o
problema levantado por Gurariy. Neste trabalho, apresentamos de forma detalhada a
demonstracdo dada em [4] para a nao 3-lineabilidade de C(R), além de fazermos um
estudo preliminar sobre todos os conceitos necessarios para uma total compreensao da
referida prova, na qual os autores fizeram uso de técnicas inovadoras para a area, como,
por exemplo, o Teorema de Moore.

No Capitulo 1, fazemos um estudo sobre os niimeros cardinais com a finalidade de
estender a nocao de dimensao de um espaco vetorial. Usamos fortemente o Lema de Zorn
e o Axioma da Escolha em alguns resultados do capitulo, sendo eles importantes para a
verificagao de que o conjunto dos nimeros cardinais é um conjunto totalmente ordenado
que estende naturalmente conjunto dos niimeros naturais.

Na primeira secao do Capitulo 2, estudamos Topologia Geral, verificando sob quais
hipdteses um determinado espaco topoldgico deve estar para que fungoes sequencialmente
continuas sejam continuas, além de verificarmos quando que bijecoes continuas serao ho-
meomorfismos. Na segunda secao, fazemos um estudo de Analise Funcional, construindo

a topologia fraca em um espaco normado e a topologia fraca-estrela no dual de um espago



normado. Verificamos também alguns critérios e caracterizacoes para que funcoes entre
espagos topoldgicos com as topologias fracas sejam continuas.

Finalmente, no Capitulo 3, definimos o conceito de lineabilidade e demonstramos
de duas maneiras distintas a 2-lineabilidade de C (R). Na primeira demonstracao usamos
ferramentas da Anadlise Real classica, exibindo explicitamente uma base de um espaco
bidimensional contido em C(R)U{0}. J4 na segunda demonstracao, usamos ferramentas
da Topologia Geral e da Algebra, sendo um resultado mais abstrato e consequéncia de
uma teoria mais geral. Finalizamos o terceiro capitulo apresentando a demonstracao
do problema proposto por Gurariy em 2003, que consiste na verificacao da lineabilidade
maximal de C/(R).



1 Conceltos Preliminares

A nocao de cardinalidade, como é compreendida hoje em dia, foi formulada por
Georg Cantor, o criador da teoria dos conjuntos, em 1874-1884. Cantor foi o primeiro a
estabelecer a cardinalidade como um instrumento para comparar conjuntos finitos; por
exemplo, os conjuntos {1,2,3} e {2,3,4} nao sao iguais, mas tém a mesma cardinali-
dade: trés. Neste capitulo, apresentaremos conceitos e resultados iniciais sobre niimeros
cardinais ou que deles necessitem, que servirao como base para o desenvolvimento deste

trabalho. Este capitulo foi baseado na referéncia [1].

1.1 Numeros cardinais

A nogao de nimeros cardinais e alguns fatos bésicos sobre a aritmética cardinal
serd de importancia crucial para compreender totalmente a maioria das nocoes nesta
dissertacao. Os numeros cardinais sao, em certo sentido, uma extensao dos nimeros
naturais e a aritmética cardinal é a extensao da base aritmética de niimeros naturais
para numeros cardinais. Vamos comegar fornecendo a primeira definigao, em que card(A)

representa a cardinalidade do conjunto A.
Definicao 1.1. Sejam A e B conjuntos nao vazios, definimos:
(1) card(A) < card(B), se existe uma funcdo injetiva de A em B.
(2) card(A) > card(B), se existe uma sobreje¢io de A em B.
(3) card(A) = card(B), se houver alguma bije¢io entre A e B.
(4) card(A) < card(B), se card(A) < card(B) e nao houver bije¢io entre A e B.
(5) card(A) > card(B), se card(A) > card(B) e ndo houver bijecio entre A e B.

Segue imediatamente da defini¢ao acima que se card(A) < card(B) e card(B) <
card(C'), entao card(A) < card(C). Os resultados a seguir mostram que as definigoes
acima estao de acordo com o que é de se esperar, ou seja, terao as mesmas propriedades

que a relacao de ordem dos nimeros naturais.



Observacao 1.1. Observe que a definicao de numero cardinal € apenas uma simbologia
que representa a quantidade de elementos de um conjunto. No entanto, logo veremos que
o card(A) se comporta como um extensao da no¢ao de nimero natural e os simbolos <,

>, <, > e = wvao se comportar naturalmente.

Para o préximo resultado utilizaremos de uma forma bem sutil o Axioma da Es-

colha, que afirma: Se A é uma familia de conjuntos nao vazios, entao existe uma funcao

f:A—)UY

YeA

tal que f(Y) € Y. Algumas equivaléncias com o Axioma da Escolha sao verificadas em
[20].

Proposicao 1.2. card(A) < card(B) se, e somente se, card(B) > card(A).

Demonstracao. Seja f: A — B uma funcao injetiva. Fixado ag € A defina g: B — A
por g(x) = f~(z) se x € f(A) e g(x) = ag caso contrrio. Dessa maneira g é sobrejetiva,
pois dado a € A, basta tomar x = f(a) € B que temos g(z) = a.

Reciprocamente, se g : B — A é sobrejetiva, entao para cada a € A podemos
tomar um tnico b € g~'(a) e definir a funcio f : A — B por f(a) = b, que ¢ injetiva,
pois para a; # as temos g~ (a;) N g~ (az) = & e portanto by # by. O

Vimos anteriormente que se card(A) < card(B) e card(B) < card(C), entao
card(A) < card(C), mas serd que esse resultado também ¢é vélido com as “desigual-
dades estritas”? O primeiro resultado principal desta secao conhecido por Teorema de

Cantor-Bernstein-Schroeder ira nos ajudar a responder essa pergunta.

Teorema 1.3 (Cantor-Bernstein-Schroeder). Se card(A) < card(B) e card(A) > card(B),
entao card(A) = card(B).

Demonstracao. Considere f: A — B e g: B — A fungoes injetivas. Para cadan € N
defina h,, : A — A por h, = (go f)™ (composicao de n fatores iguais a g o f). Note que
da injetividade de g e f temos que h,, é injetiva para todo n € N, e para n = 0 temos
ho = [dA

Consideremos agora o seguinte subconjunto X C A definido por
X ={a € A:existen € Ncoma € h,(A) eh,(a) ¢ g(B)}.

Se a ¢ g(B), entdao tomando n = 0 temos que hy'(a) = a ¢ g(B), ou seja, a € X.
Equivalentemente, se a ¢ X entdo a € g(B).

Por outro lado, para b € B, se tivermos g(b) € X, entao b € f(A) e f71(b) € X.
De fato, se g(b) € X, entdo existe n € N de modo que h;*(g(b)) ¢ g(B). E claro que



neste caso n # 0 e assim podemos escrever

hy ' (g(b)) = (g0 f) 0 ha1) " (g(0)) = 21 (g0 /)7 (9(8)))
=h L1 (f (g7 (9(0))) = h 2y (F7H(0)).

Logo bt (f7'(b)) ¢ g(B), donde segue que f~(b) € X.

Definamos agora, p : A — B pondo p(a) = f(a) se a € X e p(a) = g~ *(a) se
a ¢ X. Note que p estd bem definida, pois g é injetiva e se a ¢ X entao a € g(B),
como ja observado. Verifiquemos agora que p é uma bijecdo. Sejam a,a’ € A, temos as
seguintes possibilidades: a,a’ € X; a,a’ ¢ X; oua € X, a’ ¢ X. Nos dois primeiros
casos a igualdade p(a) = p(a’) implica em a = a/, devido a injetividade de f e de g. No
tltimo caso, se fosse p(a) = p(a’), entao teriamos f(a) = g~'(a’), de onde resultaria que
a= f"Yg Y (a')) = hy'(a’). Porém, como a € X, existe n € N tal que h;'(a) ¢ g(B), ou
seja, hyt(hy' (")) = h,11(a') ¢ g(B), daf concluimos que @’ € X, mas isso ¢ um absurdo,
portanto deve ser p(a) # p(a’) e assim temos a injetividade de p.

Por fim, dado b € B temos duas possibilidades: g(b) ¢ X ou g(b) € X. No primeiro
caso, temos que p(g(b)) = g~(g(b)) = b e no segundo caso, como foi observado, temos
que f71(b) € X e dai, p(f~1(b)) = f(f~*(b)) = b. Portanto p também ¢é sobrejetiva e

concluimos o resultado. ]
Corolério 1.4. Se card(A) < card(B) e card(B) < card(C), entdo card(A) < card(C).

Demonstragao. Nao é dificil verificar que card(A) < card(C'), pois de card(A) < card(B)
e card(B) < card(C') temos que existem injegoes f : A — Beg: B — C. Verifiquemos
que nao existe bijecao entre A e C'. Suponhamos que exista uma bijecao h : A — C.
Assim f o h™! é uma injegao de C em B, ou seja, card(C) < card(B). Como ja temos
card(B) < card(C), pelo Teorema anterior concluimos que card(B) = card(C), o que é

uma contradi¢ao, pois nao existe bijecao entre B e C'. O]

No decorrer do trabalho, se A for um conjunto, o simbolo card(A) serd denominado
nimero cardinal (ou simplesmente cardinal). Um ndmero cardinal pode ser considerado
como uma classe de equivaléncia de conjuntos, onde dois conjuntos A e B estao relacio-
nados se existe uma bijecao entre eles.

Dizemos que o cardinal card(A) é:
e finito, se A for finito; caso contrério, é chamado de niimero cardinal infinito;
e cnumerdvel, se for finito ou card(A) = card(N).

Para conjuntos contédveis, podemos ver card(A) como o nimero de elementos de

A. Em particular, se existir uma bijecao de A para I,, = {1,...,n} escrevemos

card(A) = n.



Posteriormente iremos utilizar a nota¢ao ja bem conhecida card(N) = X e card(R) =
¢, onde dizemos que N tem cardinalidade aleph zero e R tem a cardinalidade do continuo.
E conveniente considerarmos a cardinalidade do conjunto vazio como sendo zero.

Comumente denota-se um nimero cardinal por letras para simplificar a notagao.
Veremos a seguir que para quaisquer nimeros cardinais a e 3, temos a < fou f < a, e

para isso vamos utilizar o Lema de Zorn, mas antes recordemos alguns conceitos.

Definicao 1.5. Uma ordem parcial < em um conjunto P € uma relagao que satisfaz as

sequintes condigoes, para todos a,b,c € P:
(1) a <a.
(2) Sea<beb<a, entio a="0.
(8) Sea<beb<c, entioa<c.

Definicao 1.6. Uma ondem total em um conjunto P € uma ordem parcial onde a < b ou

b < a para todos a,b € P (nesse caso dizemos que P ¢é totalmente ordenado).

Definicao 1.7. Uma cota superior de um subconjunto S do conjunto parcialmente orde-

nado P, € um elemento p € P tal que s < p para todo s € S.

Defini¢ao 1.8. Um elemento mazimal/mdzimo de um conjunto parcialmente ordenado

P é um elemento m € P tal que se m < p para p € P, entao m = p.

Kazimierz Kuratowski provou em 1922 [14] uma versao menos genérica do Lema
de Zorn (usando conjuntos parcialmente ordenados pela inclusao e fechados relativamente
a unido arbitraria de subconjuntos totalmente ordenados). O Lema na sua forma atual
(usando qualquer relacao de ordem, e usando qualquer subconjunto totalmente ordenado)
foi proposto independentemente por Max Zorn em 1935 [23]. Zorn propos esta formulagao
como um novo axioma da teoria dos conjuntos, como um substituto do teorema da boa
ordenacao. Neste artigo, Zorn exibiu algumas aplicacoes do seu lema na &dlgebra. Zorn
também prometeu publicar um texto que comprovasse a equivaléncia de seu lema com
o Axioma da Escolha. Esse resultado nunca foi publicado por ele, mas em 1939, Bour-

baki formulou o enunciado classico deste lema e mostrou sua equivaléncia ao Axioma da
Escolha.

Lema 1.1 (Lema de Zorn). Se P é um conjunto parcialmente ordenado e cada subconjunto
S C P totalmente ordenado possui uma cota superior em P, entdo o conjunto P possui

pelo menos um elemento maximal.
Teorema 1.9. Dados niumeros cardinais o e 3, entao o < 3 ou 5 < a.

Demonstragao. Sejam A e B conjuntos tais que card(A) = « e card(B) = . Para termos
o resultado ¢ suficiente mostrarmos a existéncia de uma fungao injetiva fy de A para B,

ou uma f; de B para A. Consideremos o conjunto

U ={(CD,g):CCA, DCBeg:C— D uma bijegao}.



Claramente ¥ é nao vazio, pois podemos tomar um conjunto unitario de A, outro de B e

exibir uma bijecao trivial. Munindo ¥ da relagao
(C1, D1, g1) < (C3, D3, 92)

se C1 C Cy, D1 C Dy e go|lc, = g1, temos que “<” é uma relagao de ordem parcial em ¥,

pois:
(1) C CC, D CD e g|lc=gparatodo (C,D,g) € ¥, ou seja, (C,D,g) < (C,D,q);

(2) Se (CbDlagl) < (02,D2792) € (027D2792> < (CbDl,gl), entao C) C Cy, Dy C Dy
e Cy C Cy, Dy C Dy, ou seja, Oy = Cy e Dy = Dy. Como galc, = g1 € galo, = 92,
pois C1 = Cs, temos que g1 = g e portanto (Cy, D1, g1) = (Ca, Da, 92);

(3) Se (C1,D1,91) < (Cs,Da,92) € (Ca, Do, g2) < (C5,Ds3,g3), entdao C; C Cy C Cs,

Dy C Dy C Ds e g3lc, = go implica em g3|c, = (93]cn)|ler = 92lcr = g1, ou seja,
(Cthgl) S (C37D37g3>‘

Seja ® C ¥ um subconjunto totalmente ordenado, tome C' = U(CMD)HQA)G':D Ch,
D = U(C/\yDA»gA)ECD Dy eg: C — D dada por g(x) = gx(x) se x € C\. Note que g
esta bem definida, pois se x € Cy, N C),, temos que Cy, C C), ou C,, C C,,, pelo fato
de @ ser totalmente ordenado (pois (Ch,, Dx,, 9x;) < (Chyy Day,y gry) 0u (Chy,y Dy, gay) <
(Cis Dass 9a1)) digamos que seja Oy, C Oy, logo gx,|c,, = g, € assim g(z) = gy, (z) =
92 ().

Dados z,y € C tais que g(z) = ¢g(y), temos que z € Cy, e y € C), para
(CxysDayy 90y)s (Chyy Dayyga,) € @ Pelo que foi visto anteriormente concluimos da or-
dem total de ¥ que z,y € C), ou z,y € C),. Supondo sem perda de generalidade que
z,y € C\,, temos gy, () = g(z) = g(y) = g, (v). Da injetividade de gy, temos que z =y
e portanto g é injetiva.

Dado d € D, temos que d € D, para algum (Cy, Dy, gx) € ®, logo da sobrejetivi-
dade de g, existe z € C\ C C tal que g(x) = gx(x) = d, o que nos mostra a sobrejetividade
de g.

Com isso verificamos que (C, D, g) € ¥ e que (C, D, g) é uma cota superior para
® (pelo fato de que C\ C C, Dy C D e g|c, = g para todo (Cy, Dy, g») € ®). Logo pelo
Lema de Zorn existe (A,,, By, f) um elemento maximal de W.

Afirmacao: Devemos ter A,, = Aou B,, = B.

De fato, se fosse A,, # A e B,, # B, poderiamos tomar a € A\ A,,, b € B~ By,
e definir a bijecao
h:A,U{a} — B, U{b}

dada por h(z) = f(x) se x € A, e h(a) = b. Assim teriamos (A,, U{a}, B, U{b},h) € ¥,
(Apy B, [) < (A U{a}, B,y U{b},h) e (Ap, B, ) # (A, U{a}, B, U{b}, h), o que
contraria a maximalidade de (A,,, By, f)-



Se for A,, = A, tomamos fo(x) = f(x), Vo € A, e temos que f, é injetiva. Se for

B,, = B, consideramos fi(z) = f~(z), Vo € B que também é injetiva. O

Os dois ultimos Teoremas nos mostram que o conjunto dos nimeros cardinais é
um conjunto totalmente ordenado com a relacao de ordem “<”.

O proximo resultado nos mostra como encontrar um nimero cardinal maior do que
outro ja fixado, em particular temos que existem infinitos nimeros cardinais infinitos. A

seguir, se A for um conjunto, entdo P(A) representara o conjunto de todos subconjuntos

de A.
Proposicao 1.10. Dado um conjunto nao vazio A, vale card(A) < card(P(A)).

Demonstragao. Como f : A — P(A) dada por f(a) = {a} ¢ injetiva, temos que
card(A) < card(P(A)). Agora dada uma fungdo qualquer g : A — P(A), mostrare-
mos que g nao pode ser sobrejetiva (consequentemente bijetiva). Para isso considere o
conjunto B={a € A: a ¢ g(a)} € P(A) e suponha que exista a € A tal que g(a) = B.
Se a € B, entdo a ¢ g(a) = B, o que é um absurdo. Se a ¢ B, entao a € g(a) = B, o que
também é um absurdo. Portanto nao pode existir a € A com g(a) = B, e assim g nao é

sobrejetiva, o que ¢ suficiente para mostrar que card(A) < card(P(A)). O

Um fato interessante mas bem simples de ser mostrado é que todo numero cardinal
infinito é “maior ou igual” a card(N) = Vg, ou seja, a cardinalidade Ry é a menor entre

as cardinalidades infinitas.
Proposicao 1.11. Dado um numero cardinal infinito o, entao o > Ng.

Demonstragao. Considere um conjunto infinito A com card(A) = «. Tomando z; € A,
como o conjunto A \ {x;} ainda ¢é infinito, podemos tomar x5 € A \ {x1}. Supondo ji
definidos z1, ..., x,, tome x,.1 € AN{x1,...,z,}. Assim, por indugao, construimos uma
sequéncia (z,) em A com termos dois a dois distintos. Logo definindo f : N — A por

f(n) = x,, temos que f é injetiva e portanto o > Ny. O

1.2 Aritmética cardinal

Como ja mencionado na primeira secao, a nocao de cardinalidade é, em um sentido
muito natural, uma extensao da nogao de nimeros naturais. Por isso, um passo natural

a ser dado é o de definir operagoes entre niimeros cardinais.
Definicao 1.12. Sejam « e 8 numeros cardinais. Definimos:
(1) a+ [ := card(S), onde S = AU B com card(A) = a, card(B) = e ANB = @.

(2) a- B :=card(P), onde P = A x B, com card(A) = « e card(B) = 3.
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(3) o := card(C), onde C é o conjunto
iel
formado pelas familias (z;)icr, com x; € A;, card(I) = 8 e card(4;) = « para todo

i € I. Equivalentemente se card(A) = a, entdo o’ = card(A!), onde

Al = {f: f éuma funcdo de I em A}.

Observe que se card(A) = card(A;) = «, card(B) = card(B;) = f e ANB =
A1 N By = &, podemos tomar f : A — A} e g : B — Bj bijecgoes, e definir h :
AUB — Ay U B; dada por

f(z), sex e A

h(x) =
@) g(x), se z € B.

Dessa maneira, claramente as condicoes AN B = A1 N By = I e a bijetividade de f e
g, implicam na bijetividade de h. Podemos também definir h; : A x B — A; x B; por
hi(z,y) = (f(x),9(y)) e concluir que hy; também é bijetiva. Nao é tao complexo exibir
uma bijecao entre os conjuntos C' e A’ da definicao acima. Isso nos mostra que a definicao
das operacoes dadas sao consistentes e nao dependem dos conjuntos escolhidos.

A partir da definicao das operagoes dadas acima, para «a, 3,7 > 1, segue imedia-

tamente que:
e a+ 3=+
o (a+f)+y=a+(B+7)
e a-B=0" a.
Proposicao 1.13. Se a, 8,7 > 1 sdo nidmeros cardinais, entdo valem:
(1) (a-B)-y=a-(8-7)
(2) a-(B+7)=(a:B)+(a).
(3) (a-B)" = (a7) - (B).
(4) o7 = (a”) - (a7).
(5) (aﬁ)v =aPr = (Oﬂ>5'

Demonstragao. (1) A fungao f : (A x B) x C — A x (B x C) dada por f((a,b),c) =

(a, (b,c)) é uma bijecgao.

(2) Note que: Ax (BUC)=(Ax B)U(AxC(C).
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(3) Para f € (A x B)Y, segue que f(c) = (fi(c), fo(c)) para todo ¢ € C, ou seja, f; € A
e fo € BY. Definimos entao a bijecio ¢ : (A x B)Y — A® x BY por o(f) = (f1, f2).

(4) Considere o : ABYC) — (AB x A®) onde ¢(f) = (f|s, flc), e noque que ¢ é bijetiva.

(5) Dado ¢ € (AP)Y, definimos ¢* € AB*Y por p*(b,c) = ¢(c)b. Considere entao
1 (AB)Y — ABXC dada por *(p) = ¢*. Dada f € AP*C tomamos ¢ € (AP)Y definida
por p(c)b = f(b,c), ou seja, *(¢) = f (* é sobrejetiva). Agora se o, e py em (AP)C sdo
tais que *(p1) = *(p2), entao pi(c)b = @a(c)b para todos b € B e ¢ € C, logo para cada
¢ € C fixado, temos p;(c) = ¢a(c), consequentemente segue que p; = @y (* é injetiva).
Defina — : ABXC — A9*B por —(p) = @, onde @(c,b) = ¢(b,c). Da funciao “x”

conclufmos que (a)” = a7, assim como (a7)? = a7#. J4 a fungdo “—” nos mostra que

]

Além dessas propriedades, as operacoes definidas acima e a relagao < se comportam

bem, no sentido de que dados niimeros cardinais a; < ap e 51 < (39, entao:
o ap + 1 < ag + P

o a1 < g P
° 05161 S 06262

Dados conjuntos Ay, Ay, By, By com A; N B; = @, card(4;) = «;, card(B;) = 5, 1 = 1,2
e f: A — Ay, g: By — By injegoes, para verificar o primeiro item basta definir a
injeg:éo +: A1 UB; — A2 U By por

f(x), sex € Ay

+(x) =
g(x), se x € By.
O segundo item se verifica ao definir ® : A} x By — Asx By por O(z,y) = (f(x), g(y)). Ja
no terceiro item, definimos & : A;%* — 4,52 que leva a funcao ¢ € A, em £(p) € A,
dada por £(¢)g(b1) = (fo)(by), Vb € By e {(p)b=1a,V b€ By~ g(By) (onde a € Ay é
fixo). Dados o1, 0y € A;P' com &(py) = £(ip2), temos que

Flp1(b)) = €(01)g(b) = &(@2)g(b) = [f(2(b)), Vb € B.

Sendo f injetiva, concluimos que ¢1(b) = ¢o(b) para todo b € By, ou seja, p; = @y €
portanto £ ¢ injetiva.

Algo interessante sobre a soma de nimeros cardinais, é que a soma de dois deles
com pelo menos um sendo infinito, é igual ao “maior” dos dois, no sentido de que se 8 < «a,
entdo a + = . Dados m € N e « infinito, sendo A um conjunto com card(A) = «

e Anl, =@ (I,, = {1,2,...,m}), considere uma sequéncia com elementos distintos
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(an) em A e defina f: AU, — A por f(a) =asea € A~{a,:n €N}, f(i) =aq
para i € I, e f(a;) = Gi1m, Vi € N, dessa maneira f é bijetiva e podemos concluir que

a +m = « nos mostrando o resultado para 3 finito. Vejamos agora o caso geral.

Teorema 1.14. Sejam «,  numeros cardinais, com < « e « infinito. Entdo
a+f=a.

Demonstrac¢ao. Temos que o < a+ < a + «, assim basta mostrarmos que &« = a+ a e
o resultado segue do Teorema de Cantor-Bernstein-Schroeder.

Suponhamos card(A) = a. Seja I' o conjunto de todas as bijecoes f de X; x {0,1}
para Xy, onde X; é um subconjunto de A. Consideremos a ordem parcial em I' definida
por
Xy CX,

f(x,y) = g(a:,y),V(x,y) € Xf X {07 1}'

Note que I' é nao vazio, pois sendo A infinito, é possivel encontrar V' C A com
card(V') = Ny e exibir uma bijecao entre V' x {0,1} e V.

Seja I = {f\}rer um subconjunto totalmente ordenado de I'. Tome a funcéo
[ User X5 x {0,1} — U,y Xy, dada por f(z,i) = fa(x,4) se v+ € Xy,. Note que f
estd bem definida, pois se (z,i) € Xy, x {0,1} N Xy, x {0,1}, temos que Xy, C Xy,
ou Xy, C Xy, , pelo fato de F' ser totalmente ordenado (pois fy, < fi, ou f, < fy)
Digamos que seja fx, < f,, 1080 fa|x;, xqo1y = oy eassim f(z,0) = fy, (2,7) = fa,(2,7).

Dados (z,), (y. j) € Xy x {0,1} = Uype, Xjy x {01} tais que f(z,i) = £(y.7).
temos que x € Xy ey € Xy para Aj,Ay € I. Pelo que foi visto anteriormente

[Lg=

concluimos da ordem total de F' que =,y € Xy, oux,y € Xy, . Supondo sem perda
de generalidade que z,y € Xy, , temos fy,(z,i) = f(x,1) = f(y,7) = fn(y,5). Da
injetividade de fy, concluimos que (x,7) = (y,j) e portanto f é injetiva.

Dado d € Xy, temos que d € Xy, para algum A € I, logo da sobrejetividade de fy
existe (x,1) € Xy, x {0,1} C Xy x {0,1} tal que f(z,7) = fi(z,7) = d, o que nos mostra
a sobrejetividade de f.

Com isso verificamos que f € I' e que f é uma cota superior para F' (pelo fato de
que X5 C Xy e f|Xfo{o,1} = f\ para todo A € I), logo pelo Lema de Zorn existe um
elemento h : X x {0,1} — X que é maximal em I". Sendo h bijetiva, temos

card(X) = card(X x {0,1})

Afirmagao: card(A\ X) < co.
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De fato, pois do contrario conseguiriamos um subconjunto B C A ~ X tal que
exista uma bijecdo ¢ : B x {0,1} — B. Logo a funcéo h, : (X UB) x {0,1} — X UB
definida por

hy(x,i) = h(z,i) se v € X

) x,1
hy(x,i) = g(x,i) sex € B

seria uma bijegao e, uma vez que h < h, e h # hg, terfamos uma contradi¢ao. Portanto
devemos ter card(A \ X) < oo.

Dessa maneira X ¢ infinito e, pelo que ja foi observado antes, temos
card(A) = card(A N\ X) + card(X) = card(X).
Por fim, segue que
a = card(A) = card(X) = card(X) + card(X) = card(A) + card(A) = o + «.

]

Corolario 1.15. Se «, 8,7 sdo numeros cardinais infinitos, com a+ 5 = v e a < 7,

entao 8 =r.

Demonstrac¢ao. Temos que o + f = « ou a + § = [, mas como « # v, devemos ter
y=a+p=0. O

Em sequéncia veremos uma versao multiplicativa do 1ltimo teorema, mas antes

facamos um caso particular.
Lema 1.2. card (N x N) = card (N).

Demonstragao. De fato, considerando f : N x N — N dada por f(m,n) = 2™ 3" temos
que f é injetiva pela unicidade da decomposicao dos nuimeros naturais em produto de
fatores primos (Teorema Fundamental da Aritmética), ou seja, card (N x N) < card (N).
Por outro lado, g : N — N x N definida por g(n) = (n,n) ¢ trivialmente injetiva,
nos mostrando que card (N) < card (N x N). Logo, pelo Teorema de Cantor-Bernstein-

Schroeder concluimos o lema. O
Teorema 1.16. Sejam «, f numeros cardinais, com 1 < 8 < « e « infinito. Entao
a-f=a.

Demonstracao. Desde que a < - 8 < « - a, basta verificarmos que o« = «v - av.
Suponhamos card(A) = « e considere I' o conjunto de todas as bijegoes f de

Xy x Xy para Xy, onde Xy ¢ um subconjunto de A. Observe que I' ¢ nao vazio, pois sendo
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a infinito, pela Proposigao 1.11 conseguimos um subconjunto A; C A com card (A;) = Ny,

e como pelo lema anterior temos que Nj - Ny = N, entao existe uma bijecao entre A; x A;
644L

Consideremos a ordem parcial em I' definida por

)(fC:A%
f<g<—=
f(l‘7y) :g(a:,y),‘v’(x,y) S Xf X Xf’

Seja F' C I' um subconjunto totalmente ordenado e considere

T:UXfx UXf—>UXf,

fer fer fer

onde T'(z,y) = f(z,y) se (z,y) € X;xXy. Observe que dado (z,y) comz € Xrey € X,
entdo vale (z,y) € Xy x Xy ou (z,y) € X, x X,. A boa definicao de T" segue da definicao
da ordem parcial em I'; além disso T" é bijetiva com f < T, Vf € F. Assim, podemos
usar o Lema de Zorn e encontrar um elemento maximal h: X x X — X em I

Note que
card(X) - card(X) = card(X), (1.1)

e desse modo é suficiente verificarmos que card(A) = card(X).

Como X C A, temos card(X) < card(A). Vejamos que nao ¢é possivel card(X) <
card(A). Suponhamos que seja card(X) < card(A), entdao do iltimo Corolério temos que
card(A) = card(A \ X), pois vale

card(A) = card(X) + card(A \ X).

Tomemos agora Y C A~ X um subconjunto com card(Y) = card(X). Tal Y existe pelo
fato de X C A e card(A) = card(4A \ X).
De (1.1) temos que card(X) é nao finita e

card(X x Y) = card(X) - card(Y') = card(X) - card(X) = card(X).
Além disso,
card(Y x Y') = card(Y) - card(Y) = card(X) - card(X) = card(X) = card(Y).

Como X XY, Y xX eY xY sao dois a dois disjuntos com a mesma cardinalidade,
considerando
D=(XxY)U{Y xX)U(Y xY),

pelo Teorema 1.14 temos que card(D) = card(Y).
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Seja M : D — Y uma bijegao e defina R: (X x X)UD — (X UY) por

M(x), sex € D

R(z) =
h(z), se x € X x X.

Desde que
(X xX)UD=(XUY)x (XUY),

segue que R € I' e h < R, o que é uma contradigdo. Concluimos entao que card(A) =
card(X) e de (1.1) temos o que querfamos. O

Corolario 1.17. Se a € um numero cardinal infinito, entao a - Ny = «.
Proposigao 1.18. A sequinte igualdade é verdadeira: 2% = ¢ = card(R).

Demonstragao. Considere g : {0, 1} — R definida por g(f) = > o, f(i) - 107*. Dados
f1, f2 € {0,1}N com f; # fy, tome m = min{n € N: fi(n) # fo(n)}. Como sempre é
vélida a desigualdade ’Z?ierl(fg(Z.) — f1(4)) - 10_i| < 1057 segue que

—m 10—™ . . 10—™
0<10 —T_|f1(m)_f2(m)|.10 -
< Ufa(m) = folm)| - 107" = 37 () = fi(i) - 107"
i=m+1
< |(Ailm) = fo(m) 107"+ 37 (Aili) = fo(i)) - 107
i=m+1
= Z(fl(l) — f2(1)) - 107 = [g(f1) — 9(f2)],

ou seja, g(f1) # g(f2) nos mostrando a injetividade de g (2% < ¢).
Tome agora h : R — {0,1}9, onde h(x) = h, e

0, sey<uax
ha(y) =
1, sex <y

Segue que para x1, s € R com x; < x9, temos para todo y € (z1,z2) N Q que

hay (y) = 1 # 0 = hyy(y),

ou seja, h(xy) # h(xy) e h também ¢ injetiva (¢ < 2%0).

Portanto concluimos do Teorema de Cantor-Bernstein-Schroeder que 2% =¢. [

Lema 1.3. Se o é um cardinal infinito e B € um numero cardinal tal que 2 < [ < 2%,
entio [ = 2%,
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Demonstracao. De fato, temos

204 S Ba S (204)04 — 204-04 — 204'

Proposicao 1.19. ¢ =¢

Demonstracao. Como vale 2 < ¢ = 2% pelo Lema anterior temos
Mo = M0 — ¢,

]

A seguir veremos uma generalizacao do principio das gavetas para os nimeros

cardinais infinitos que posteriormente sera de grande utilidade.

Teorema 1.20. Se S,T sao conjuntos tais que S € infinito, card(T) < card(S) e
f:8S —T éuma funcio qualquer, entdo existe t € T de modo que f~1(t) € infinito.

Demonstragdo. Suponhamos por absurdo que seja f~!(t) finito para todo ¢ € T. E claro

que nesse caso devemos ter que 1" ¢é infinito, pois do contrario teriamos

card(S) = card (U f_l(t)> = anrd(f_l(t)) < 00,

teT teT

o que é uma contradicao.
Para cada t em f(S), seja f~1(t) = {S1,- -, Stm, | €

Cin = {stn}, sen <mny

Cin =9, sen > mn.

Temos entao
s=Jr'o= 1J G
teT (t,n)eTxN
Uma vez os Cy,, sao dois a dois disjuntos e cada C;, nao tem mais que um elemento, a
funcao
v: |J Ca.—TxN

(t,n)eTxN



17

definida por W¥(s;,) = (t,n) é injetiva. Das Defini¢des 1.1 e 1.12, segue que

card(S) = card U Cin

(t,n)eTxN
< card(T x N)
= card(7T) - Xy = card(T),

mas isso nao pode ocorrer, pois ja temos por hipdtese que card(7T") < card(S). A con-
tradigao ocorreu ao supormos que f~1(t) era finito para todo ¢t € T, portanto deve existir
t € T tal que f~!(t) é infinito. O

1.3 Resultados de Algebra Linear

Nesta se¢ao veremos alguns resultados da Algebra Linear que fazem uso da nogao de
cardinalidade, mais especificamente iremos verificar que uma base de um espaco vetorial
tem uma cardinalidade fixa, sendo ela finita ou nao. O intuito é apresentar algumas
ferramentas para que o conceito de lineabilidade que serd apresentado no terceiro capitulo
seja consistente. Aqui abordamos assuntos da Algebra Linear, Algebra Abstrata e Espacos
Métricos, utilizando as ferramenta ja obtidas sobre niimeros cardinais a fim de generalizar
a nocao de dimensao de um espaco vetorial. Certas defini¢coes serao omitidas, porém
no decorrer da secao recordamos alguns conceitos importantes dessas disciplinas. As
referéncias [15] e [9] podem ser uteis para um melhor esclarecimento das nogoes utilizadas

nesta secao.

Definicao 1.21. Um conjunto nao vazio G € um grupo se houver uma opera¢ao
*:GxG— G,

de modo que:

(1) Dados a,b,c € G, entdo ax (bxc) = (a*b)*c.

(2) Eziste um elemento e € G tal que axe=exa=a,V a € G.

(8) Para todo a € G eziste um elemento b € G tal que axb=bxa = e.
Quando a operacao x for comutativa, chamamos G de grupo comutativo.

O conjunto dos nimeros inteiros com a adicao é um exemplo simples de grupo

(comutativo). Para a nogao de anel duas operagoes sao necessarias.

Definicao 1.22. Um conjunto nao vazio A é um anel se houver duas operacoes definidas
em A, digamos +: AxA— Ae-: AXA— A, com:
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(1) (A,+) € um grupo comutativo.

(2) Se a,b,c € A, entioa-(b-c)=(a-b)-c.

(3) Se a,b,c € A, entaoa-(b+c¢)=(a-b)+ (a-c).

(4) (b+c)-a=(b-a)+ (c-a), para quaisquer a,b,c € A.

Se, além disso, existir um elemento 1 € A coma-1 = 1-a = a para todos a € A
dizemos que A € um anel com unidade (ou um anel unitdrio, ou anel com identidade).

Se a operacao - for comutativa, A € chamado de anel comutativo.

Um anel comutativo K com unidade e tal que, para cada elemento a € K diferente
de zero (o elemento do item (2) da Definigao 1.21, normalmente denotado por 0), existe
um elemento o' € K, tal que a-a~! = 1, é chamado de corpo. Os elementos em um
corpo sao geralmente chamados de escalares.

O conjunto de todos os polinémios com coeficientes em um corpo K munido com
as operagoes usuais é um exemplo classico de anel e Q, R e C sao exemplos classicos de

COTPOS.

Defini¢ao 1.23. Um conjunto V' € chamado de espago vetorial sobre um corpo (K, +, ),

ou, simplesmente espago vetorial (quando o corpo estiver subentendido), se existem operagoes
D: VXV —7V e o KxV —V,

chamadas respectivamente de soma de vetores e produto por escalar, tais que para u,v € V.

e a,b e K, valem:
(1) (V,®) é um grupo comutativo.
(2) ae(bev)=(a-b)ev.
(3) 1ev=u, onde 1 € a unidade de K.
(1) ae(u®v)=(aeu)d® (aev).
(5) (a+b)ev=(aev)® (bev).

Um subconjunto W de um espaco vetorial (V, @, o, K) é dito um subespaco vetorial
seu®v €W eaev € W, para quaisquer u,v € W e a € K. Verifica-se sem muita
dificuldade que o subespaco W é um espago vetorial sobre K com as operacoes herdadas
de V.

Chamamos os elementos de um espaco vetorial de vetores, e denotamos as operacoes
de soma e produto por escalar do espago com a mesma notacao da soma e do produto do

corpo, cabendo o leitor identificd-las e distingui-las.
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Sejam V' um espaco vetorial sobre um corpo K e S um subconjunto de V. Um
vetor v € V é uma combinagao linear dos elementos de S se existirem vy,...,v, € S e

escalares Ay, ..., \, € K de modo que
V= MU+ A

O subconjunto S é chamado linearmente independente, se para todo inteiro positivo n e

todos elementos vy, ...,v, € S dois a dois distintos implicarem em Ay = --- = \,, = 0,
onde A1, ..., \, s@o escalares com Ajv; + -+ + A\,v, = 0. As vezes, dizemos apenas que
v1,...,0, sdo linearmente independentes em vez de dizer que o conjunto {vy,...,v,} é

linearmente independente.
O subespaco de V consistindo de todas as combinagoes lineares possiveis de ele-
mentos de um dado subconjunto S de V' é denotado por span(S) e chamado de espacgo

gerado por S. Dizemos que S gera V se
span(S) = V.

Uma base de Hamel de um espago vetorial V' é um conjunto B tal que span(B) =V
e B é linearmente independente. Usando o Lema de Zorn é possivel provar que todo
espago vetorial possui uma base de Hamel, e também que todo conjunto L.I. (linearmente
independente) estd contido em alguma base de Hamel. Dizemos que V' é dimensionalmente
finito (ou de dimensao finita) quando existe uma base de Hamel B em V| com card(B) <
0. Neste caso é bem conhecido que quaisquer duas bases tem a mesma cardinalidade.
Entao no caso de V ser dimensionalmente finito fica bem definida a nogao de dimensao

dada por
dim (V') = card(B), (1.2)

onde B ¢é qualquer base de V. Se V nao é dimensionalmente finito, dizemos que V ¢é
dimensionalmente infinito (ou de dimensao infinita).

Iremos verificar que a defini¢ao dada em (1.2) ainda faz sentido no caso de V' ser
um espaco dimensionalmente infinito, ou seja, dadas duas base de Hamel de V', B; e By,
entao card(B;) = card(Bz). Vejamos inicialmente o seguinte lema que serd de grande

ajuda. Para qualquer conjunto S, considere o seguinte subconjunto de P(S):
F(S)={ACS: card(A) < co}.
Lema 1.4. Dado um conjunto infinito S, entao
card(F(S)) = card(S).

Demonstragao. E claro que existe uma fungao injetiva de S para F(.5), logo é suficiente



20

verificarmos apenas que card(F'(S)) < card(S).
Para n > 1, considere S™ = S x --- x S (n vezes). Dado n € N defina

fu: S — F(S)

por fn(s1,...,8,) ={s1,...,8n}, € a sobrejecao
flJsm — F(9)
n=1

dada por f(s1,...,8,) = fu(s1,...,5n), ou seja, temos card(F(S)) < card (U,—, S™).
Note que pela Definicao 1.12 e pelo Teorema 1.16 temos

card(S™) = card(S)" = card(S),Vn € N.

Tomemos entao uma bijegao g, : S* — S para cada n natural. A funcao ¢ : Nx § —
U2, S™ dada por ¢(n, s) = (s,...,s) (n vezes) e a fungdo ¢ : | J,—; S — Nx S definida

por ¢(s1,...,8,) = (n,gn(s1,--.,8,)) s@o claramente injetivas, nos mostrando que vale
o
card <U S") = card(N x 5).
n=1

Dessa maneira chegamos em

card(F(S)) < card (O S")

n=1
= Ny - card(9)
= card(S),

e assim temos o resultado pelo Teorema de Cantor-Bernstein-Schroeder. O

Teorema 1.24. Quaisquer duas bases de Hamel de um espago vetorial V tem a mesma

cardinalidade.

Demonstracao. Vejamos apenas o caso em que V' é dimensionalmente infinito. Usando o
Teorema Cantor-Bernstein-Schroeder é suficiente mostrarmos que se A é L.I. e B é uma
base, entao card(A) < card(B).

Sendo span(B) = V' e V' dimensionalmente infinito, entao é nitido que B ¢ infinito
(pois do contrério terfamos que V seria dimensionalmente finito). Para cada z € A existe

um unico subconjunto finito Z, C B tal que
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onde A, # 0 para todo z € Z,.
Definimos entao

f:A— F(B)

por f(x) = Z,. Como B é infinito, se tivéssemos card(A) > card(B), pelo Lema anterior
terfamos card(A) > card(F(B)) e assim, pelo Teorema 1.20 existiria Z € F(B) com
f~YZ) infinito. Mas

span(f~1(2))  span(2),

e span(Z) é dimensionalmente finito, o que é uma contradigdo. Portanto devemos ter
card(A) < card(B). O

Suponha que X seja um conjunto nao vazio. Uma aplicagdo d : X x X — [0, 00)
é dita ser uma métrica ou distancia em X, se satisfaz as seguintes propriedade para todos
x,y,z2 € X:

o d(z,y) =0 z=y
o d(z,y) = d(y,z);
o d(z,y) <d(z,z)+d(zvy).

Se X for dotado de uma métrica d, entdo X (ou mais corretamente, o par (X, d))
¢ chamado de espago métrico. Dados z € X e r > 0, definimos os conjuntos B(z,r) =
{y €e X: d(z,y) <r}eBlx,r] ={y € X: d(z,y) <r}, que sdo denominados bola
aberta centrada em x de raio r e bola fechada centrada em x de raio r respectivamente.

Nao é tao complicado verificar que em um espago normado (F, || - ||), se tomarmos

a métrica dada por d(x,y) = || — y||, temos a seguinte relagao

para quaisquer x € e r > 0.

Um subconjunto A de um espaco métrico X é dito ser aberto, se para cada a € A
existir € > 0, de modo que B(a,¢) C A. Um subconjunto K C X é dito ser denso em X,
se para todos z € X e r > 0 tivermos K N B(z,r) # .

Uma sequéncia (x,)neny em um espago métrico (X, d) é chamada de sequéncia de
Cauchy, se para ¢ > 0 dado, for possivel encontrar N > 0 tal que d(x,,z,,) < € para
todos m,m > N. O espaco métrico (X,d) é dito ser completo, se toda sequéncia de
Cauchy (z,)ney em X for convergente em X, no sentido de que, existe x € X tal que
para cada € > 0, conseguimos N > 0 de modo que d(z,,r) < € paran > N.

Agora, afirmamos e provamos o Teorema da Categoria de Baire, que afirma que
interseccoes contaveis de conjuntos abertos densos dentro de um espago métrico completo
sao ainda densos. Este teorema tera uma papel importante para a prova do resultado

principal deste trabalho.
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Teorema 1.25. Em um espaco métrico completo X, a intersecao enumerdvel de conjun-
tos abertos densos ainda € denso em X.

Demonstracao. Seja {Aj, As, ...} uma familia de conjuntos abertos densos em X. Dado

B um aberto nao vazio de X, devemos mostrar que

<ﬂAn)ﬂB7é®.

neN

Uma vez que A; N B # @ é aberto, podemos encontrar x1 € BN Ay e r; > 0 tal
que Blzy,r1] € BN A;. Escolhamos agora xs € B(xy,71) N Ay e r9 > 0 verificando

Blzy, 5] € B(x1,r1) N As com ry < % Repetindo esse processo, encontramos duas

sequencias (x,) e (r,) onde

r
B[xn+17rn+1] C B(:Enarn) N An-i—la 0< Tn+1 < En

Note que 0 < r,1; < & para todo n € N, logo temos que 7, — 0. Além disso para

m > n temos que z,, € B(x,,r,), ou seja,
(T, Tp) < T,

nos mostrando que (x,) é de Cauchy. Desde que (X,d) é completo, existe y € X onde
z, — y. Como x,, € B(x,,r,) para todos n,p € N e

lim 2,4, = lim z, =y
p—00 p—00

para cada n fixado, concluimos que
y € Blzp, ] C Ap,Vn €N,

e também que y € Bz, | C B. Portanto

y € <ﬂAn>ﬂB

neN

e temos o resultado. ]

Observacao 1.2. Uma afirmacao equivalente ao resultado visto acima é: Em um espaco
métrico completo, o interior de uma unido enumerdvel de conjuntos fechados, cada um

dos quais tem interior vazio, também € vazio.

Um espago vetorial normado (E, || - ||) é denominado espago de Banach, quando o
espago métrico (E,d) com a métrica proveniente da norma d(z,y) = ||z — y||, Vz,y € E,

for completo.
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O proximo resultado nos mostra que os espacos de Banach de dimensao infinita
tem dimensao maior ou igual a ¢. A prova desse resultado nao depende da Hipdtese
do Continuum, mas por simplicidade, na prova a seguir serda considerada a hipdtese
como verdadeira (A Hipdtese do Continuum afirma que nao existe conjunto H tal que
Ng < card(H) < ¢). O leitor interessado em saber mais sobre a Hipdtese do Continuum

pode consultar [3].

Proposicao 1.26. Se V é um espaco de Banach dimensionalmente infinito, entao
dim(V) > c.

Demonstra¢ao. Suponha que exista V' um espaco de Banach com B = {v; : i € N} C V
uma base de Hamel. Temos que V' = J 7, F,,, onde F,, é o subespago gerado pelos vetores
{v1,...,v,}. Note que cada F,, é fechado, pois os mesmos tem dimensao finita. Assim,
pelo Teorema da Categoria de Baire, existe um inteiro positivo ng tal que F},, tem interior
nao vazio, o que é uma contradi¢ao, pois todo subespaco préprio de um espago vetorial
tem interior vazio. Portanto, se assumirmos a Hipotese do Continuum, concluimos que

dim(V') > c. O
Corolario 1.27. O espaco vetorial

co0 = {(Tn)nen € RY . card({z,, : =, # 0}) < o0},
munido de qualquer norma nao € Banach.

Demonstragao. Basta notar que B = {(d;;)jen € oo : @ € N}, onde 0;; = 1 se i = j e zero

caso contréario, é uma base de Hamel com card(B) = ¥, < ¢. ]



2 Topologia Geral e Analise Funcio-

nal

O nascimento da Topologia Geral ocorreu durante a tentativa de reformular o
Caélculo Diferencial e Integral, baseando-se em conceitos mais formais. O que antes era
entendido através de nocoes intuitivas baseadas na Geometria Euclidiana e na Mecanica
(Newton e Leibniz), comegou a ser formulado dentro da linguagem matematica: definigao
de limite de sequéncias (D’Alembert e Cauchy), formulagao dos testes de convergéncia
(D’Alembert, Cauchy, Gauss, Weierstrass), a defini¢ao precisa de continuidade de fungoes
(Bolzano e Weierstrass), e a construcao de uma teoria formal sobre os nimeros reais (Ri-
chard Dedekind, Méray, Cantor e Cauchy). Aqui veremos apenas os conceitos suficientes
que serao usados no ultimo capitulo deste trabalho. As principais referéncias utilizadas

neste capitulo sao [16], [6] e [1].

2.1 Espacos topoldégicos
Definicao 2.1. Seja X um conjunto nao vazio. Uma cole¢ao T de subconjuntos de X é
chamada topologia sobre X se satisfaz as sequintes condigoes:

(1) &, X €.

(2) Se A,B €T, entio ANB € 7.

(3) Se (Ai)icr € uma familia qualquer de elementos de T, entio |J,c, Ai € 7.

Nas condigoes da defini¢ao acima, dizemos que o par (X, 7) é um espago topoldgico
e os elementos de 7 sao chamados de abertos. Quando a topologia ja esta subtendida,

escrevemos apenas X como espaco topoldgico.

Observagao 2.1. E equivalente, em vez de (2), afirmar que a intersecdo finita de ele-

mentos de T ainda pertence a T.

Exemplo 2.2. Para X # &, a colecao {&, X} é uma topologia sobre X que é conhecida

por topologia cadtica.

Exemplo 2.3. Dado X # &, o conjunto das partes de P(X) define uma topologia sobre

X, a qual chamamos de topologia discreta.

24
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Exemplo 2.4. Seja (M,d) um espago métrico. A colecao dos conjuntos abertos de M

define uma topologia sobre M.

Exemplo 2.5. Seja X um conjunto infinito. A cole¢do
r={otu{dc X: A" = X <A € finito}

define uma topologia sobre X, a qual chamamos de Topologia Cofinita sobre X. Também,

no caso em que X € nao enumerdvel, verifica-se sem muita dificuldade que
r={o}U{AC X: A® = X \ A ¢ enumerduvel}

¢ uma topologia sobre X, denominada de Topologia Coenumerdvel.
Exemplo 2.6. Seja A uma classe que subconjuntos de X tal que
(1) @,X € A.
(2) Se A,B € A, entaio ANB € A.

Nessas condigoes, a colecao T de todas as reunides possiveis de elementos de A € uma

topologia sobre X.

Exemplo 2.7. Sejam (X1,71) e (X2, 72) espagos topoldgicos. A cole¢ao A = {G x H :
G € 11 e H € 1y} satisfaz as condigoes do exemplo anterior para X = X; x X3. Logo,
a colecao das unioes de elementos de A é uma topologia sobre X = X7 X X5 a qual

denominamos de topologia produto.

Proposicao 2.8. Seja {7;}icr uma familia de topologias em X . Entdo a intersegdo (\;c; i

também € uma topologia em X.
Demonstragao. Imediato da definicao de topologia. O

Defini¢ao 2.9. Seja (X, 7) um espaco topolégico. Dado S C X wm subconjunto nao
vazio, a cole¢ao ¢ = {ANS : A € 1} € uma topologia sobre S a qual é chamada de

topologia relativa a S por 7. O par (S, Ts) € dito subespago topoldgico de (X, T).

Defini¢ao 2.10. Dado um espago topoldgico (X, T), o interior de um subconjunto A C X
que se indica por int(A) ou A°, € a unido de todos abertos contidos em A, isto é, int(A)

¢ 0 maior aberto (no sentido da inclusao) contido em A.
Segue da definicao acima as seguintes observacoes.
Observacao 2.2. Seja (X, 7) um espaco topoldgico e A, B subconjuntos de X, entdo:
(1) p € int(A) se, e somente se, existe G € T tal que p € G C A.

(2) int(A) = A se, e somente se, A é um aberto.



26

(3) int(A) C A.
(4) Se A C B, entdo int(A) C int(B).
(5) int(int(A)) = int(A).

(6) int(X) = X.

Proposicao 2.11. Se (X, 7) é um espago topoldgico e A, B subconjuntos de X, entdo
vale
int(A N B) = int(A) Nint(B).

Demonstragao. Pelo item (4) da observacao anterior temos int(ANB) C int(A) e int(AN
B) C int(B), donde concluimos a inclusao int(A N B) C int(A) Nint(B). Por outro lado
temos que int(A) C A e int(B) C B, ou seja, int(A) Nint(B) € AN B, agora como
int(A) Nint(B) é um aberto, chegamos em int(A) Nint(B) C int(AN B). O

Definicdo 2.12. Dizemos que F C X é um conjunto fechado se F* = X ~ F ¢ aberto.

Sendo F a colecao de todos os fechados de um espaco topoldgico, valem as seguintes

propriedades:
(1) o, X € F;
(2) Se F1, Fy € F, entao F,UF, € F;
(3) Se (Fi)ier for uma colegao de fechados, entao (,., F; € F.

Defini¢ao 2.13. Seja (X, 7) um espago topolégico. O fecho de um subconjunto A C X

denotado por A, é a intersecdo de todos os fechados que contém A.
Observagao 2.3. A partir da definicao acima se verifica facilmente que:
(1) A é o menor fechado que contém A;
(2) AC A
(3) =2 eX =X.
Proposicao 2.14. Valem os sequintes itens:
(1) Se AC B, entio A C B.
(2) AUB=AUB.

(3) A=A
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Demonstragio. (1) Do item segundo item da observacio anterior temos A C B C B.

Agora, do primeiro item segue que A C B, uma vez que B é fechado.

(2) Como A C Ae B C B, entaio AUB C AUB. Logo, AUB C AU B, pois
AU B é fechado. Por outro lado, temos A C AUB e B C AU B, nos mostrando que
AUBCAUB,.

(3) Como A é fechado e contém A, entdo vale A C A pelo item (1) da observagao anterior.

Ja a inclusdo contraria segue de (2).
O

Proposicao 2.15. Seja A um subconjunto de um espaco topoldgico (X, 7). Dadop € X,

entao:
peEA—= GNA#DNYGeTcompéeQC.

Demonstracao. Suponhamos que exista G um aberto contendo p com GN A = @. Dessa

maneira Gt é fechado com
AcGlepe¢ Gt

Se p € A, entéo terfamos p € Gt e p ¢ G pelo que foi visto acima, o que é um absurdo.

Reciprocamente, suponhamos que para todo GG contendo p tenhamos G N A # &.
Se p ¢ A, entdo existiria um F fechado com A C F e p ¢ F, logo F® seria um aberto
contendo p de modo que AN F C-go que é uma contradicao. Portanto p deve pertencer

a A e temos o resultado. O

Assim como visto em espacos métricos, podemos definir o conjunto dos pontos de
acumulacao e a fronteira de um conjunto utilizando os abertos da topologia. Todos os
resultados e caracterizagoes sobre esses conjuntos que sao verificados em espagos métricos

também sao validos aqui.

Definigao 2.16. Seja (X, 7) um espago topolégico. Dizemos que uma sequéncia (x,) de
pontos em X converge para p € X, quando para cada aberto A que contém p existir ng € N
de modo que

n>ny= x, € A.

O ponto p chama-se limite da sequéncia (z,,) e denotamos como de costume por T, — p

ou limx, = p.

Observacao 2.4. Se considerarmos T = {&,N,P,1}, onde P é o conjunto dos nimeros
pares e 1 o conjunto dos numeros impares, verifica-se sem muita dificuldade que T €
uma topologia sobre N. Tomando a sequéncia (z,)nen dada por x, = 2n, vemos que para
qualquer numero par p, os unicos abertos que contém p sao P e N, e além disso x, € P C N
Vn € N, isto €, limx, = p. Isto nos mostra que em certos espagos topologicos, podem

existir sequéncias que possuam mais de um limite.
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Definicao 2.17. Seja (X, 7) um espago topolégico. Uma sequéncia (T,)neny em (X, T) é

dita ser estaciondria, se existir ng € N tal que x,, = x,, para todo n > ny.

Proposicao 2.18. Seja X um conjunto infinito e 7 a Topologia Coenumerdvel sobre X .
Entao, uma sequéncia é convergente em (X,T) se, e somente se, a sequéncia € esta-

ciondria.

Demonstragao. Se a sequéncia for estaciondria, trivialmente ela é convergente (indepen-
dentemente do espago topolégico). Seja agora (z,),eny uma sequéncia convergindo para
z € X. Claramente A = {x,, : 2, # x} é enumerével e = ¢ A, isto é, A® é um aberto com
z e AL, Logo, existe ng € N tal que z,, € A para todo n > ng, o que é equivalente a

x, = x para todo n > ng, ou seja, (x,)n,en € estaciondria. O

Sempre que tivermos uma topologia que provém de uma métrica os limites serao
unicos, isso porque essa propriedade é sempre verdadeira quando estivermos em espagos

de Hausdorff, cuja definicao é dada a seguir.

Defini¢ao 2.19. Seja (X, 7) um espago topolégico. Dizemos que X € um espago de
Hausdorff quando para quaisquer dois pontos distintos p e ¢ em X for possivel encontrar
dois abertos A e Bcompe A, qge BeANB=0g.

Teorema 2.20. Se X é um espaco de Hausdorff, entao toda sequéncia convergente em

X tem limite dnico.

Demonstra¢ao. Tomemos (x,) uma sequéncia em X que é convergente e suponhamos que
essa sequéncia convirja para pontos distintos p e ¢. Como X é Hausdorff, podemos tomar
A, e A, abertos disjuntos com p € A, e ¢ € A,. Consequentemente, por definicao de

convergéncia, existem ng,n; € N tais que

n>ny = v, €A,

n>n; =z, €A,

Dal, tomando m = max{ng, ny} temos para n > m que z, € A,NA,, o que é um absurdo.

Portanto devemos ter que o limite é tinico. O]

Definigao 2.21. Seja (X, 7) um espago topolégico e p € X. Uma cole¢ao B, = {By}reL

de conjuntos abertos de X se diz base local em p quando:
(1) p€ By, VA€ L.
(2) Para todo aberto G que contém p existe X € L tal que p € By C G.

Exemplo 2.22. A colecao de todos os abertos de X que contém um ponto p € X € uma

base local em p.
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Exemplo 2.23. Num espago métrico (M,d) a cole¢ao B, = {B(p,r) : r € (0,00)} €
uma base local em p.

Proposicao 2.24. Seja B, = {Ba}xer uma base local de um ponto p pertencente ao
espaco topoldgico X. Uma sequéncia (x,) C X converge para p se, e somente se, para

cada \ € L existe ng € N tal que x,, € By sempre que n > ny.

Demonstracao. Se x, — p em X, entdao dado um aberto G que contém p existe ng € N
de modo que z,, € G sempre que n > ny. Em particular, dado By € B, existe um indice
ng € N tal que x,, € By quando n > ny.

Reciprocamente, desde que um aberto G que contém p, G também contém B) para
algum A € L, entao x,, € By € G para n suficientemente grande. Portanto, (x,) converge
para p em X. O

Definicao 2.25. Dizemos que um espaco topologico X satisfaz o primeiro axioma da enu-

merabilidade se, para cada p € X, existe uma base local em p enumerdvel
Bp:{Bl,Bg,...}.

Exemplo 2.26. Seja X um espagco métrico ep € X. A classe enumerdvel de bolas abertas
{B(p,1),B(p,1/2),...,B(p,1/n),...} com centro em p é uma base local em p. Portanto,

todo espagco métrico satisfaz o primeiro axioma da enumerabilidade.

Exemplo 2.27. Seja X um espago discreto (isto é, X esta dotado da topologia discreta
P(X)). Dado p € X, temos que B, = {{p}} € uma base local em p. Portanto, X satisfaz

o primeiro axioma da enumerabilidade.

Exemplo 2.28. Seja 7 a Topologia Cofinita sobre R. Entdao o espaco (R, T) nao satisfaz
o primeiro axioma da enumerabilidade. De fato, suponhamos por absurdo que (R,T)
satisfaga tal axioma. Logo, 1 € R possui uma base local B, = {B,, : n € N}. Assim,
cada BY ¢ fechado e finito. Por conseguinte, A = U, BE ¢ enumerdvel. Sendo R nao

enumerdvel, existe p & A e p # 1. Consequentemente,

pe Al = (G BE)E - ﬁ (BE)C - ﬁBn.
n=1 n=1 n=1

Logo, p € B, para todo n € N. Por outro lado, {p}c ¢ um aberto que contém 1. Desde
que B € base local, existe um B,, € B, tal que B,, C {p}ﬂ, donde chegamos em p ¢ B,,,

o que € um absurdo. Portanto, (R, T) ndo satisfaz o primeiro axioma da enumerabilidade.

Observagao 2.5. Se B, = {By, By, Bs, ...} € uma base local enumerdvel em p, entao a
sequéncia By, By N By, By N By N Bs, ... é também uma base local enumerdvel em p e

decrescente no sentido de que

BiDOB NBy,DB NByNBsD....
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Assim, se um espacgo satisfaz o primeiro axioma da enumerabilidade, para cada um de

seus pontos existe uma base local enumerdvel e decrescente.

Proposicao 2.29. Seja B, = {B; }ien uma base local, enumerdvel e decrescente em p num

espago topoldgico X. Se p € A, entdo existe uma sequéncia (x,) C A tal que x,, — p.

Demonstracdo. De fato, como p € A, entdo da Proposicio 2.15 temos que B, N A # @

para todo i« € N. Logo existem x1,29,...,%,,... em X tais que
r; € B;NA, VieN,
Por outro lado, dado um aberto G com p € G sabemos que existe B, € B, tal que
pe B, CG.
Mas sendo {B; }sen decrescente, concluimos que
T, € B, C G, Vn>r.

Portanto, z,, — p em X. O

Teorema 2.30. Seja X um espaco topoldogico que satisfaz o primeiro arioma da enume-

rabilidade. Se toda sequéncia convergente em X tem limite unico, entao X € Hausdorff.

Demonstracao. Suponhamos por absurdo que X nao é Hausdorff. Entao, existem a,b €
X, a # b, tais que para todos abertos G e H com a € G e b € H tem-se GN H # @.
Consideremos agora {G, }nen € {Hp}nen bases locais enumerdveis e decrescentes de a e b
respectivamente. Dessa maneira temos G, N H,, # @ para cada n € N. Assim, para cada
n € N podemos tomar z, € G, N H,. Desde que {G,,}nen € {H,}nen sdo decrescentes,
segue da Proposicao 2.24 que x, — a e x, — b em X, o que contraria a hipdtese.

Portanto, X é um espaco de Hausdorff. n

2.1.1 Funcoes continuas

Definigao 2.31. Sejam (X, 7) e (Y, 7*) espagos topoldgicos. Uma fungio [ : (X, 7) —
(Y, 7%) se diz continua num ponto p € X se dado qualquer aberto B € 7 que contém f(p),

existe um aberto A € T de modo que
peAe f(A) C B.

Dizemos que [ € continua em X, se f for continua em todos os pontos de X.

Exemplo 2.32. Se a topologia de X € a discreta, entdo toda funcdao f : X — Y
¢ continua para qualquer topologia em Y. De fato, se p € X e B € um aberto de Y

contendo f(p), entao tomando A = {p} que é um aberto de X, temos que f(A) C B.



31

Exemplo 2.33. Se a topologia de Y € a cadtica, entao qualquer funcao f : X — Y é
continua, nao importa qual a topologia de X .

Proposicao 2.34. Se f : X — Y eg:Y — Z sao funcoes continuas em p € X e
f(p) € Y respectivamente, entao go f : X — Z é continua em p.

Demonstracao. Seja C' um aberto de Z contendo g(f(p)). Da continuidade de g em f(p),

existe B um aberto de Y contendo f(p) com
g(B) C C. (2.1)

Agora, como f(p) € B e f é continua em p, existe um aberto A de X contendo p de modo

que
f(A) C B. (2.2)

Finalmente temos que p € A, e de (2.1) e (2.2) concluimos que (go f)(A) = g(f(A)) C C,

nos mostrando a continuidade de g o f. [

Teorema 2.35. Se X e Y sdo espacos topologicos e f : X — Y € uma funcao, entdao

as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) f € continua.
(2) f~Y(B) ¢ aberto em X para qualquer aberto B de Y .
(3) f7YF) € fechado em X para qualquer fechado F deY .

Demonstragao. (1)=(2) Seja B um aberto de Y. Desde que f é continua, para cada p €
f71(B) existe A, um aberto de X que contém p tal que f(A,) C B, ouseja, A, C f~(B).

Dessa maneira temos que

U wc U a4crm,

pef~1(B) pef~1(B)
istoé, |J A,=f"Y(B), nos mostrando que f~'(B) é um aberto em X.
pef~1(B)
(2)=(1) Seja p € X e B um aberto de Y contendo f(p). Desde que f~'(B) é um aberto
de X, temos que p € f~1(B) e f(f~'(B)) C B, nos dando a implicagao.
(2)=(3) Como vale f~1(BY) = (f~'(B))® para qualquer conjunto B C Y, claramente

temos a equivaléncia entre (2) e (3). O

Proposicao 2.36. Sejam f: X — Y eg: X — Y funcoes continuas de um espago
topolégico X em um espaco de Hausdorff Y. Entao S ={x € X : f(x) = g(x)} € fechado
em X.



32

Demonstracdo. Seja p € ST, entdo temos que f(p) # g(p). Desde que Y é Hausdorft,
podemos tomar G e H abertos disjuntos de Y com f(p) € G e g(p) € H. Agora, como f
e g sao continuas, conseguimos abertos A e B em X ambos contendo p de tal modo que
f(A) c Geg(B)C H. Como AN B ainda ¢é aberto e f(z) # g(x) para todo x € AN B,
pois f(ANB)Ng(ANB) C GNH = &, temos que p € AN B C St nos mostrando que

SC ¢ aberto, e consequentemente que S é fechado. n

Definigao 2.37. Sejam (X, 7) e (Y,7*) espagos topoldgicos quaisquer. Uma fungdo f :
X — Y se diz sequencialmente continua em um ponto p € X, se para qualquer sequéncia
(x,) C X que converge para p acarreta que a sequéncia (f(x,)) C Y converge para
f(p) € Y, isto €, ©, — p em X implica f(x,) — f(p) em Y. Dizemos que f é

sequencialmente continua quando for sequencialmente continua em cada ponto de X.

Proposicao 2.38. Se f : X — Y € continua em p € X, entao f € sequencialmente

continua em p.

Demonstra¢ao. Tomemos uma sequéncia arbitraria (x,) convergindo para p. Seja B um
aberto em Y que contém f(p). Desde que f é continua em p, segue que existe um aberto
Aem X com p € A tal que

f(A) C B.

Por outro lado, existe ny € N tal que z,, € A quando n > ng. Consequentemente, se

n > ng entao f(x,) € f(A) C B, o que nos mostra que f(z,) — f(p) em Y. ]

Observagao 2.6. A reciproca da proposicao acima nao é verdadeira em geral, precisando

entao de mais hipotese. Vejamos o sequinte exemplo.

Exemplo 2.39. Consideremos R munido da Topologia Coenumerdvel 7. Lembramos
que nesse espago toda sequéncia convergente € estaciondria (Proposicio 2.18). Assim,
qualquer funcio f : (R,7) — (X,7%) € sequencialmente continua, pois se x, — p,
temos que (z,)nen € estaciondria, logo a sequéncia (f(xy))nen € estaciondria em (X, 7%)
e convergente para f(p) € X. Visto isso, consideremos X = R e 7 a topologia usual de
R. Sendo f: (R,7) — R a fungdo identidade f(x) = x, seque que f € sequencialmente

continua mas nao continua, pois f~1((0,1)) = (0,1) nado € aberto em (R, 7).

Proposicao 2.40. Seja X um espago topologico que satisfaz o primeiro axioma da enu-
merabilidade. Entao, toda funcio f : X — Y sequencialmente continua em p € X €

continua em p.

Demonstracao. Seja B, = {Bi, Bs, ...} uma base local e enumerdvel em p. Suponhamos
sem perda de generalidade que By D By D Bs D .... Se f nao fosse continua em p,

existiria um aberto G do espaco Y tal que

f(p) €Ge f(B,) LG, ¥neN.
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Dai, podemos concluir que para cada n € N existe um z,, € B, tal que f(x,) ¢ G. Assim,
r, — pem X e f(x,) - f(p) em Y, o que é um absurdo, pois f é sequencialmente

continua em p. Portanto, f deve ser continua. O

Corolario 2.41. Se X é um espaco topoldgico que satisfaz o primeiro axioma da enume-

rabilidade, entao f : X — Y € continua se, e somente se, f € sequencialmente continua.

Uma fungao continua tem a propriedade de que a imagem inversa de um aberto
é aberto e a imagem inversa de fechado é fechado. E natural entao, cogitar os seguintes

tipos de fungoes:

e Uma funcao f : X — Y é chamada funcdo aberta (ou aplicacdo aberta) se a

imagem de todo aberto é um aberto;

e Uma fungdo f : X — Y é chamada funcao fechada (ou aplicagao fechada) se a

imagem de todo fechado também é fechado.

Em geral, funcoes abertas nao sao necessariamente fechadas e vice-versa.

Exemplo 2.42. Considerando a topologia usual de R e a aplicacao f(x) = 1 para todo

x € R, seque que f € fechada mas nao € aberta. Além disso, f € continua.

Exemplo 2.43. A aplicacio f : R? — R dada por f(x,y) = x € aberta mas nao ¢é
fechada, pois o conjunto A ={(z,y) : xy =1, > 0} € fechado, porém f(A) = (0,+00).

Definicao 2.44. Se X eY sdo espacos topoldgicos, f : X — Y € continua, bijetiva e f*
também € continua, dizemos que f € um homeomorfismo e que X e Y sdo homeomorfos.
Se f: X — Y € apenas injetiva, mas f : X — f(X) € um homeomorfismo, dizemos
que [ € um mergulho de X em 'Y, e que X estd merqulhado em 'Y por f.

Defini¢ao 2.45. Dado n € N, definimos a esfera unitdria do espago normado (R™, || -||)
por
Srl={zeR": |z| =1}

Exemplo 2.46. Um ezxemplo classico de homeomorfismo é dado através da proje¢ao
estereogrdfica, onde € verificado que C ~ R? com a topologia usual é homeomorfo a
S?2{(0,0,1)} com a topologia induzida de R3. A partir desse homeomorfismo, podemos
estendé-lo da sequinte forma: consideramos um ponto a mais no plano complexo, que é
comum ser denotado pelo infinito oo. Tomamos CU{oco} e a extensao natural da proje¢ao
estereogrdfica para S* (associando oo a (0,0,1)), considerando em C U {oo} a topologia
que faz dessa extensio um homeomorfismo. Esse novo espaco topoldgico C := CU {0} €

denotado por plano complexo estendido e serd importante no proximo capitulo.

Por questao de simplificacao de notacao, quando dois espacgos topoldgicos X e
Y sao homeomorfos, em vez de exibir o homeomorfismo é comum escrevermos apenas
X~Y.

O proximo resultado nos da outras defini¢oes equivalentes de homeomorfismo, que

sao bastante uteis dependendo de qual problema esteja sendo abordado.
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Teorema 2.47. Se X e Y sdo espacos topologicos e f : X — Y € bijetiva, as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:
(1) f é um homeomorfismo.
(2) Se AC X, entdo f(A) € aberto em Y se, e somente se, A € aberto em X.
(8) Se F C X, entao f(F) € fechado emY se, e somente se, F' € fechado em X .

Demonstragao. (1)=(2) Suponhamos que f é um homeomorfismo. Se A C X é um

aberto, entao como f é bijetiva temos que

Sendo f~! continua, segue que f(A) é aberto. Analogamente, se f(A) é aberto em Y,

entdao como f é continua, temos que A = f~1(f(A)) é aberto em X.

(2)=(3) Se F é fechado em X, entdo FC é aberto. Dai, f(FT) é aberto em Y. Sendo
F(FY = (f(F))C, segue que f(F) é fechado em Y. Reciprocamente, se f(F) é fechado
em Y, entdao (f(F))C = f(FE) é aberto em Y. Por hipétese, FC é aberto em X, ou seja,
F ¢ fechado.

(3)=(1) Sendo F fechado em X, entéo

por hipétese é fechado. Logo, f~! é continua. Analogamente, se H é fechado em Y, entao
H = f(G) para algum fechado G em X. Consequentemente, f~'(H) = G é fechado.

Portanto, f é continua e, assim, f é um homeomorfismo. O

Corolario 2.48. Se f: X — Y ¢é um homeomorfismo, entao f € uma funcdo aberta e
fechada.

Se denotarmos a propriedade “X é homeomorfo a Y” por X ~ Y, a relacao ~ sera
uma relagao de equivaléncia em qualquer conjunto formado por espacos topoldgicos, pois

facilmente se verifica que valem as propriedades:
(1) X ~ X (reflexiva);
(2) X ~Y =Y ~ X (simétrica);
(3) X ~YeY ~7= X ~Z (transitiva).

Lembremos que uma funcao f : (M,dy) — (N,dy) entre os espagos métricos

(M,dyr) e (N,dy) é dita ser uma isometria, quando f preserva distancias, isto é, quando

dn(f(x), f(y)) = dy(,y), Yo,y € M.
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Definicao 2.49. Uma propriedade que, quando € vdlida para um certo espaco topoldgico,
também € vdlida para todos os espacos que lhe sdo homeomorfos, chama-se propriedade
topolégica. Uma propriedade é chamada de propriedade métrica se for invariante por
1sometrias bijetivas.

v

Exemplo 2.50. A Propriedade “ser Hausdorff” € uma propriedade topoldgica. De fato,
se X € um espaco de Hausdorff e f : X — Y € um homeomorfismo, entao dados

Y1,Y2 € Y, y1 # yo, existem x1,x9 € X, com x1 # x5 tais que
f(@1) =y1 e f(z2) =y
Por hipdtese, existem Gy, e G, abertos disjuntos com
1 € Gy € 29 € Gy,.

Logo, f(Gy,) e f(G,,) sao abertos disjuntos com y; € f(Gy,) € y2 € f(Gy,), 0 que prova
que Y é um espaco de Hausdorff.

Exemplo 2.51. A propriedade de “ser uma sequéncia de Cauchy” ndo é topoldgica.
Com efeito, seja X = (0,+00). A funcio f : X — X definida por f(z) = 1/z é
um homeomorfismo de X em X. Notemos agora que a sequéncia (1,1/2,1/3,...) € de

Cauchy, mas a sequéncia correspondente pelo homeomorfismo (1,2,3,...) nao é Cauchy.

2.1.2 Compacidade

Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que K C X é compacto quando toda
cobertura aberta de K admite uma subcobertura finita. Se X for compacto, dizemos que

X é um espaco topologico compacto.

Observagao 2.7. Note que K C X € um conjunto compacto se, e somente se, K € um

espaco topologico compacto com a topologia induzida.

Da definicao de conjunto compacto podemos encontrar alguns conjuntos trivial-
mente compactos, que sao os conjuntos com cardinalidade finita, pois se uma quantidade
finita de pontos estd em uma unido, com certeza estara em uma quantidade finita de con-
juntos dessa uniao. Note que, intuitivamente, quanto menos abertos a topologia possuir,

mais facil é para se encontrar compactos. Vejamos os seguintes exemplos.

Exemplo 2.52. Se 7 ¢ uma topologia em X com uma quantidade finita de abertos, entao
todo subconjunto de X € compacto. Em particular, (X,T) € um espago topoldgico com-

pacto.

Exemplo 2.53. Se 1 ¢ a topologia discreta em X, entao K C X ¢é compacto se, e somente

se, K ¢€ finito. De fato, basta observar que

A= J{=}

z€A
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Proposicao 2.54. Seja X um espaco topolégico. Se K C X € compacto e F C K é

fechado, entao F' é compacto.

Demonstracao. Seja A = {A;}ier uma cobertura aberta para F. Entdao, A* = AU
FC & uma cobertura aberta para K, pois F' é fechado. Sendo K compacto, existem
Ay A, € A tais que

K CA,U...UA,; UFC

Desde que FC Ke FNF L=y , concluimos que
FCA,U...UA,,,

nos mostrando que f é compacto. O

Proposicao 2.55. Sejam X eY espacos topologicos, K C X um conjunto compacto e
f: X — Y uma aplicagao continua. Entao, f(K) é compacto em Y.

Demonstracao. Seja A = {A;}ier uma cobertura aberta de f(K) em Y. Entao, A* =
{f7Y(Ay)}ier é uma cobertura aberta de K em X, pois f é continua. Dai, existem
Ay A, € A tais que

KcfYA)u...uft4)

e portanto,
f(K)C A, U...UA,;,

o que nos mostra que f(K) é compacto em Y. ]

Em espacos métricos todo conjunto compacto é fechado, mas isso nao é verdade
em geral para espacos topoldgicos, vejamos entao uma condicao suficiente para que isso

ocorra.
Teorema 2.56. Todo subconjunto compacto de um espaco de Hausdorff é fechado.

Demonstracao. Seja K um compacto num espaco de Hausdorff X. Para mostrar que K
é fechado vamos provar que KU é aberto. Seja p € KC. Para cada z € K existem abertos
disjuntos G, e H, tais que

reG,epe H,.

Como {G,}zex é uma cobertura aberta para K, existem G, ...,G,, tais que
KCG,U...UG,,.

Consequentemente, temos que H = H,, N...NH, ¢éum abertotal quep € H e H C KT

Portanto Kt é aberto, o que nos mostra que K é fechado. O
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Proposicao 2.57. Sejam X um espaco topologico compacto e Y um espaco de Hausdorff.

Se f: X — Y € uma bijecio continua, entao f € um homeomorfismo.

Demonstracao. E suficiente verificarmos que f é uma aplicacao fechada. Seja I C X
um fechado. Pela Proposicao 2.54 segue que F' é compacto. Sendo f continua, temos da
Proposigao 2.55 que f(F) é compacto em Y. Agora, sendo Y um espago de Hausdorff,
temos pelo Teorema 2.56 que f(F') é fechado. Do Teorema 2.47 concluimos que f é um

homeomorfismo. [

2.1.3 Subconjuntos residuais

Um subconjunto de um espago topoldgico é chamado de conjunto G4 (conjunto F,
resp.) se for uma intersegdo enumeravel de conjuntos abertos (uma unido enumerdvel de

conjuntos fechados, resp.).
Definicao 2.58. Vejamos os sequintes tipos especiais de espacos topoldgicos:

(1) Um espago topoldgico (M, T) € dito metrizdvel se existe uma métrica d em M que

gera a topologia T.

(2) Um espago topoldgico (M, T) € dito ser completamente metrizdvel, desde que haja

uma distancia d gerando T de modo que o espago métrico (M,d) seja completo.

(8) Um espago topoldgico X € considerado um espago Baire se qualquer intersec¢ao

enumerdvel de subconjuntos abertos densos é densa em X.

Os Exemplos dados a seguir servem apenas de ilustracao e usam conceitos ainda

nao vistos até o momento. O leitor interessado nas demonstragoes deve consultar [15, 6].

Exemplo 2.59. Se E ¢ um espago normado separdvel, entdo (Bg/,Tg,,) € metrizdvel,
onde T = o(E', E) (ver [6], pag. 161). O conjunto Bg: denota a bola unitdria fechada do

espaco E' que serd apresentado na secao 2.2.

Exemplo 2.60. (R",o(R", (R")")) é completamente metrizdavel. Isso ocorre em qualquer
espaco de dimensao finita e serd verificado mais adiante como uma consequéncia da Pro-
posicao 2.73.

Exemplo 2.61. Se (E.| -||) € um espaco de Banach, x € E e r > 0. Entao
Slr,r)={yeX: |z -yl =r}

¢ um espago de Baire com a topologia induzida da norma. Isso decorre do Coroldrio 2.63,
do fato de que duas esferas quaisquer em (E.|| - ||) sdo sempre homeomorfas e que ser

espaco de Baire € um tnvariante topoldgico.
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Observacao 2.8. Quando E ¢ um espaco vetorial de dimensdao finita n, denotamos a

esfera de raio 1 centrada na origem por
Si=85(0,1)={ye X : ||z|| = 1}.

Uma vez que o Teorema da categoria de Baire (1.25) nos mostra que em espagos
métricos completos a interse¢ao enumeravel de abertos densos ainda é densa no espaco,
para verificarmos que um espago topoldgico é Baire, é suficiente mostrarmos a existéncia
de uma métrica no espaco que o torne completo e gere a topologia em questao, isto é,
que o espaco topoldgico é completamente metrizavel. O proximo resultado nos mostra
que a esfera unitaria de um espacgo de Banach é um espago métrico completo, e portanto

também é um espaco de Baire.

Proposigao 2.62. Seja X um espago vetorial normado. Entdo X € Banach se, e somente

se, S={x e X: ||z|]| =1} € um espago métrico completo.

Demonstragao. =) Seja (x,)neny uma sequéncia de Cauchy em S. Claramente (x,),en
também ¢é uma sequéncia de Cauchy em X, e portanto usando a hipotese, existe x € X

tal que x, — x. Para que S seja completo, temos que verificar que x € S. Uma vez

que a norma é uma funcao continua e ||z,[| =1 para todo n € N, temos lim |lz,[[=1e
n—oo

lim ||z,|| = ||=|| simultaneamente, nos mostrando que ||z|| = 1 e consequentemente que

n—oo

x € S como queriamos.

<) Seja agora (Y, )neny uma sequéncia de Cauchy em X. Temos duas possibilidades:
(1) (Yn)nen possui uma subsequéncia que converge para zero;
(2) (Yn)nen ndo possui subsequéncia que converge para zero.

No primeiro caso nao ha nada o que fazer, pois sequéncias de Cauchy que possuem sub-
sequéncia convergente sao também convergentes. Consideremos entao o segundo caso.
Sem perda de generalidade podemos supor que y,, # 0 para todo n € N. Assim existem
C1,Cy > 0 tais que C1 < ||lyn|| < Oy para todo n € N. Dessa maneira a sequéncia

(y—"> estd em S e para m,n € N vale
lynll ) en
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H ‘ H Yo Yo Ym ‘
lynll HymH lgall Nyl Mywall Nyl
1 1
HynH [yl [yl

1
1
= aﬂllymll — Nyl - llynll + allyn — Y|
Co 1
< mil nll + = 11Un — Um
<o 1Yl = llynlll + Z-llvm = ym

02 1 CQ + C]_
< _— —_ _— —_ = _— —_

ou seja, (sz’—"H) ¢ Cauchy em S. Sendo S um espaco métrico completo por hipotese,
"/ neN

existe y € S tal que 2 — y. Agora note que temos llyn|| — C € R, pois (Y, )nen ser

Cauchy em X implica (||y,||)nen ser Cauchy em R, logo

g — Cyu—HuynnH H CyH
Huynnu H uynnwuynuy—cyH

<l H o yH llynll = €1l
o que ¢é suficiente para nos mostrar que y, — Cy em X.
]

Corolario 2.63. Se X ¢ um espacgo vetorial normado de Banach, entao a esfera unitaria

S é um espaco de Baire com a topologia induzida.
Demonstracao. Basta combinar a Proposi¢ao anterior com o Teorema 1.25. O]

No Capitulo 1 o conceito de cardinalidade de alguma forma nos passa a nogao de
tamanho de um determinado conjunto, mais especificamente a quantidade de elementos
que compoe aquele conjunto. Agora veremos outra nogao de tamanho de um conjunto,

no qual sera utilizado uma topologia para isso.
Definicao 2.64. Seja X um espaco topologico. Um subconjunto A C X € chamado
(1) raro ou denso em lugar nenhum, se int(A) = (A)° = @.

(2) escasso ou de primeira categoria, sempre que A for uma unido enumerdvel de con-

Juntos densos em lugar nenhum.

(8) de sequnda categoria, se nao for de primeira categoria.
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(4) residual se X . A for de primeira categoria.

Por exemplo, se X =R, entao Ne Z,, = {Z: z € Z} sao raros, Q = oy Zn € de
primeira categoria, o intervalo (0,1) é de segunda categoria mas nao residual, enquanto
R\ Q é residual e de segunda categoria.

Se X for um espaco topoldgico arbitrario, entao cada subconjunto de um conjunto
escasso também é escasso, pois se B C A =J 7, A, com int(A,) = @ para todo n € N,
entdao B = |2, (BN A4,) e int(BN4,) C int(A,) = @. Além disso, se X = {J, .y Xn
com X, = U,en
U(mm)eNxN A, m, ou seja, X é escasso.

An,m e An,m raro para todos n,m € N, entao claramente temos X =

A categoria de um conjunto nos da uma ideia do seu tamanho. Os conjuntos de
primeira categoria podem ser considerados como “pequenos”, enquanto seus complemen-
tares, isto €, os conjuntos residuais podem ser considerados “grandes”. Para que isso faca
sentido, é necessario que um conjunto nao seja grande e pequeno simultaneamente, mas

serd verificado na Proposi¢ao 2.66(5) uma condi¢do para que isso nao ocorra.

Proposicao 2.65. Se X ¢ um espaco de Baire, entdo X € de sequnda categoria. Em

particular, qualquer espago topolégico completamente metrizdvel é de sequnda categoria.

Demonstra¢ao. Suponhamos que X seja escasso. Entao existem subconjuntos raros R,
tais que X = (J>7, R,. Definindo F, = R, (n > 1), segue que X = |J.~, F,,, onde cada
F, é um conjunto fechado que satisfaz int(F,) = @. Seja A, = FL. Entdo cada A, é

aberto e denso, consequentemente, @ = [~ A, é denso, o que é um absurdo. O

Os lemas a seguir serao necessarios para o proximo resultado, onde veremos carac-
terizacoes de espacos de Baire, que sao os espacos onde ficam bem definidos os conceitos
de categoria vistos acima, ou seja, em espacos de Baire nao é possivel um conjunto ser
“pequeno” e “grande” simultaneamente.

Para um subconjunto K de um espaco vetorial V', a € V e r > 0, definimos
K—{a}:={k—a: ke K}er-K:={r-k: ke K}.

Lema 2.1. Seja V' um espago vetorial. Se {Cy\}xer € uma familia de subconjuntos de V
ea €V, entdo vale
(U ca) ~{ay = J (@~ {a)).
XeL AL

Demonstragio. Dado y € (Uye; Cr) — {a}, existe z € C), para algum Xy € L tal que
y = x — a. Daif temos que y =z —a € Cy, — {a} C U, (Cr — {a}).

Agora, dado y € |J,; (Cx — {a}) temos que y € C), — {a} para algum \; € L,
e uma vez que Cy, C J,c; C», concluimos que Cy, — {a} C (U, C\) — {a}, ou seja,
Y € (Urer O) — {a}- O

Lema 2.2. Seja K um subconjunto de um espaco vetorial normado V, c,a € V er > 0,

entao valem:
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(1) K —{a} = K —{a}.
(2) By(c) —{a} = B(c —a).
(3) int(K) — {a} = int(K — {a}).

Demonstragio. (1) Dado k —a € K — {a}, existe uma sequéncia (k,)n,ey em K tal que
k, — k. Dessa maneira, a sequéncia (k, — a)nen pertence a K — {a} e
Jingo(kn—a):k—a,
nos mostrando que k —a € K — {a} e, consequentemente K — {a} C K — {a}.
Reciprocamente, dado x € K — {a} existe (k, — a)neny C K — {a} tal que
lim (k, —a) = x.
n—oo
Dai, segue que lim k, = = + a, ou seja, v +a € K. Como = = (x + a) — a, concluimos
n—oo
que x € K — {a} e, consequentemente K — {a} C K — {a}.

(2) Dado y € B,(c) — {a}, entdo y = x — a com ||z — ¢|| < r. Dessa maneira,
ly = (c=a)l| = l[(z —a) = (c = a)| = [lx —cl| <,

nos mostrando que y € B,(c — a), e dai segue B,(c) — {a} C B,(c — a).
Reciprocamente, dado y € B,.(c—a) temos que y+a € B,(c), pois ||(y+a) — || =
|ly — (¢ —a)|| <r. Agora, como y = (y + a) — a, podemos concluir que y € B,(c) — {a} e

consequentemente B,(c —a) C B,.(c) — {a}.

(3) Dado y € int(K) — {a}, existem x € K e s > 0 tais que y = x —a e By(z) C K.
Uma vez que By(x) — {a} C K — {a} e Bs(z) — {a} = Bs(z — a), pelo item 2 segue que
Bs(x —a) C K —{a}, ouseja, y =2 —a € int(K — {a}) (int(K) — {a} C int(K — {a})).

Reciprocamente, se y € int(K — {a}) entao existem x € K e s > 0, tais que
y=x—ae By(y) C K —{a}. Para mostrarmos que y € int(K) — {a}, basta verificarmos
que z € int(K). Observe que dado v € Bs(z) = Bs(y — (—a)) = Bs(y) — {—a}, entdo
v = (k—a)— (—a) para algum k € K (pois Bs(y) C K — {a}). Logo v = k € K, nos

mostrando que Bg(x) C K e, consequentemente que z € int(K) como queriamos. ]

Lema 2.3. Seja K um subconjunto de um espaco vetorial normado V., c €V er,s >0,

entao valem:
(1) r-K=r-K.
(2) r- Bg(c) = Bg(r - c).

(3) int(r- K) =r-int(K).
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Demonstracao. (1) Dado y € r- K, existe uma sequéncia (r - k,)neny em 7 - K tal que

lim r -k, = y. Dessa maneira a sequéncia (k,)nen de elementos de K converge para % -,
n—oo

ou seja, 1

L.ye K. Unavez que y =r- (% -y), concluimos que y € r - K.
Agora, dado 7 - k € r - K, existe uma sequéncia (k,)neny C K tal que k, — k.
Assim, a sequéncia (7 - ky)peny C 7 - K é tal que r - k, — 7 -k, onde chegamos em

r-ker-K.

(2) Seja r-x € r- Bg(c), entdo temos ||z — ¢|]| < s. Como r > 0, chegamos em
|lr-ax—r-c|| <rs,
nos mostrando que r - x € B,4(r - ¢). Como 7 - By(c) C B,s(r - ¢), também temos que

By(c)=r""(r-By(c)) Cr " Bs(r-c) C Bo-1ys (r '+ (r-¢)) = Bs(c).

1

Logo obtemos Bg(c) = r~" - B,s(r - ¢), ou equivalentemente r - By(c) = B,s(r - ¢).

(3) Dado y € int(r - K), existe t > 0 tal que By(y) C r - K. Usando o item anterior
chegamos em
r~t.y € By (7"1 y) crt-(r-K)=K,
o que nos mostra que r -y € int(K). Logo, como y = r-(r~!-y) temos que y € r-int(K).
Seja agora r - x € r-int(K), entdo existe t > 0 de modo que Bi(z) C K. Logo,

pelo item anterior temos que By (r-x) = r- Bi(z) C r- K, e isso é suficiente para mostrar
que 7 -z € int(r - K). O

Lema 2.4. Seja X um espaco topologico e A C X um subconjunto. Entdao vale o sequinte
AT = int(A)C.

Demonstracao. De fato, note primeiramente que in (A)E é fechado. Da inclusao
int(A) C A concluimos que A® C int(A)%, ou seja, AL int(A)° (E é o menor fe-
chado que contém AE). Por outro lado, como vale AL E segue que AU c A Dai,
sendo AL aberto, temos EE C int(A), e consequentemente int(A)° C AP, Conclufmos

assim a igualdade desejada. O]

Observe que se trocarmos A por A’ no tltimo lema, obtemos a relacdo A =
. , . —C . ~ . .
int(AYE, que é equivalente a A° = int(AY). Essas relacdes em particular nos dizem

que um conjunto tem interior vazio se, e somente se, seu complementar é denso.
Proposigao 2.66. As afirmativas a sequir sao verdadeiras:

(1) Um espago topoldgico é Baire se, e somente se, cada subconjunto aberto nao vazio

¢ de sequnda categoria.

(2) Um espago topolégico € Baire se, e somente se, cada uniao enumerdvel de conjuntos

fechados com interior vazio tém interior vazio.
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(3) Se X € um espago normado, entdo X é Baire se, e somente se, X € de sequnda

categoria em Si.

(4) Em um espago de Baire, um subconjunto € residual se, e somente se, contiver algum
conjunto G denso; e um subconjunto € escasso, se e somente se, estiver contido em

algum F, definido com interior vazio.
(5) Em um espago de Baire, todo subconjunto residual é de sequnda categoria.

(6) Em um espago de Baire, uma intersecao enumerdvel de subconjuntos residuais ainda
é residual.

Demonstragao. (1) =-) Suponhamos que exista A um aberto nao vazio de primeira catego-
ria. Entao existe uma cole¢ao enumerdvel (A,,),en de subconjuntos tais que A = J>7 | A4,
com int(4,) = &, ou seja, A_nE é denso para todo n € N. Como A =27, A, C U2, Ay,
temos que ()~ A_n[3 c A, ou seja, A = X j4 que ﬂzo:lA_nC é denso (pois X ¢ Baire)
e Al & fechado. Sendo assim, chegamos em A = &, o que é uma contradicao com o que
foi suposto inicialmente. Logo, todo subconjunto aberto nao vazio deve ser de segunda
categoria.

<) Suponhamos agora que X seja um espago topolégico que nao é Baire, entao
existe uma familia (F,),en de conjuntos fechados com int(F,) = @, Vn € N tais que
int(F) # @, onde F' = |J, oy - Assim temos que int(F) = J,cy(int(F) N F,) com
int(int(F) N F,,) C int(F,) = @ para todo n € N, ou seja, int(F) é um aberto nao vazio
de primeira categoria, o que contraria nossa hipétese. Concluimos entao que X deve ser

Baire.

(2) =) Seja (F,)nen uma colegao enumeravel de conjuntos fechados com interior vazio,

entao temos que A, = F,E ¢ denso, de modo que [),,cy An ainda é denso, ou seja, |J,,cy Fr =
(Mhen A,)P tem interior vazio.
<) Seja (A, )neny uma colecio de conjuntos abertos densos. Desde que int(A°) =

A”, temos F, = AC tem interior vazio, logo Nnen An = (Unen F,)t ¢ denso.

(3) =) Segue imediatamente do item a) ou da Proposigao 2.65.

<) Verifiquemos a contra positiva. Se X nao é Baire, de modo andlogo ao que foi
feito em @) encontramos um aberto ndo vazio A de primeira categoria. Podemos entao
tomar uma bola B, aberta de raio r > 0 contida em A, que claramente também é de
primeira categoria. Fazendo uso dos Lemas 2.1 e 2.2, podemos concluir que B,(0) (bola
de raio r centrada na origem) é de primeira categoria. Sendo B,.(0) de primeira categoria,
entao existe uma familia enumeravel (Cy, )nen tal que B, (0) =, oy Cn € int(C,,) = @ para
todo n € N. Agora dado m € N, temos que m - B,(0) = {J,cym - C, com int(m - C,,) =
int(m-C,) = m-int(C,) = @ Vn € N, ou seja, m- B,(0) é de primeira categoria. Por fim,

como X = J,,en™ - Br(0) = U, ey Bm(0), temos que X ¢ de primeira categoria.
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(4) =) Se A é residual, entdo X N\ A = J, .y Cn com cada C, raro, ou seja, C'_nc ¢ denso.
Como C_TLC C Ct, temos que A = (,,cn Ct D Nyen C'_nc, donde segue que G5 = (,,cn C_nc
¢ denso.
<) Se A D (G5 com Gs = [,y An denso, entdo cada A, ¢ denso, de modo que AEL
tem interior vazio, logo X \ A C |J, .y AS com int (A_EL> — int(AL) = @, ou seja, X \ A
¢ de primeira categoria.

Para ver a outra equivaléncia basta observar que
A é escasso <= AL ¢ residual
e que
Gs é denso <— F, = Gg tem interior vazio.
(5) Como X é aberto e ndo vazio, pelo item a) devemos ter que X ¢é de segunda categoria.
Suponhamos entao que exista A residual que seja de primeira categoria (que nao é de

segunda categoria). Entao AL ¢ A sdo de primeira categoria e, portanto X = A U A

também ¢é de primeira categoria, o que é um absurdo.

(6) Seja R = (1, ey Rn uma intersecao enumerdvel de conjuntos residuais, temos entao
que Rt = Unen REL ¢ escasso, pois a uniao enumeravel de conjuntos escassos ainda é

€scasso. O

2.2 Operadores lineares continuos e topologias fracas

Em Analise Funcional, chamamos de operador toda aplicacao entre espagos vetori-
ais. Ja um operador linear, é uma aplicacao T' entre espagos E e F' sobre o mesmo corpo
K (R ou C) tal que para todo u,v € E e a € K se tenha

Tu+v)=T(u)+Tw)eT(a-u)=a-T(u).

Se E e I’ sao espagos vetoriais normados e T' : E — I um operador linear,

dizemos que T é limitado se existe um ntumero real C' tal que
1T (w)]| < Cllull,Yu € E.

Nessas condigoes, para cada operador linear limitado 7" entre E e F', fica bem definido o

numero ||T'|| dado por

IT) = sup (2.3)

Claramente vale também ||T'(u)|| < ||T|| - ||u|| para todo u € E.
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Além disso, podemos considerar L(E, F') como sendo o conjunto de todos opera-
dores lineares limitados, e munir esse conjunto das operagoes naturais de soma e pro-
duto por escalar. Dessa maneira L(F, F) se torna um espago vetorial. A aplicagdo

|-l : L(E, F) — R dada em (2.3) acaba sendo uma norma para tal espago.

Observacao 2.9. Uma formula para calcular a dimensdo do espaco L(E, F) quando E
e I sao espagos de dimensdo finita é dada por dim(L(E, F')) = dim(E) - dim(F).

Ja que na definicao de operador limitado se faz necessario espagos normados, po-
demos cogitar sobre a continuidade desses operadores. Notoriamente temos que todo

operador linear limitado é continuo, pois para u,v € E vale
[T (u) = T(0)|| = 1T (v —v)|| < Cllu— vl

o que nos mostra que 7' é Lipschitziana e consequentemente continua. O proximo resultado
verifica que a reciproca também é verdadeira, ou seja, todo operador linear continuo é

limitado.

Teorema 2.67. SejaT : E — F um operador linear e E, F' espacos vetoriais normados.
Entao

(1) T é continuo se, e somente se, T' é limitado.
(2) SeT € continuo em um ponto, entao T € continuo em todo dominio.

Demonstragao. (1) Iremos verificar apenas a implicagao, pois a volta ja foi observada.

Seja ug € E um ponto onde T é continuo. Entao, dado € > 0 existe § > 0 tal que
IT(u) — T(ug)|| <€, Yu € E com ||u—upll <.

Escrevendo 5
)
Uy = Uy + =, v € B~ {0},
2]

encontramos ||T(u,) — T (uo)|| = HﬁT(v)H < €, pois temos [lu, —ug|| = § < §. Portanto

2€
1Tl < = llvll = Cllv]l, Yo e B

onde C = %.

(2) Imediato pelo item anterior, pois na prova foi utilizado apenas a continuidade em
Uug- ]

Seja E um K-espaco vetorial. Chamamos de funcional linear todo operador linear
que tem o corpo K como contra-dominio. O conjunto de todos os funcionais lineares
f+ E — K é denominado dual algébrico de E e é denotado por E*.
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Se 0 espaco F estd munido de uma norma, denotamos por E’ o conjunto de todos
funcionais lineares f : E — K que sao continuos/limitados, ou seja, £ = L(F,K).
Claramente temos a inclusao

E' C E¥,

no qual pode ser mostrado sem muita dificuldade que a igualdade ocorre somente se

dim(E) < co. O espago E’ é chamado de dual topoldgico de E.

2.2.1 A topologia gerada por uma familia de funcoes

Dizemos que uma topologia tem menos abertos que uma outra se estiver contida
propriamente nesta outra. E expressao menos abertos sera usada sempre nesse contexto,
sem conexao com a ideia de cardinalidade.

Intuitivamente, quanto menos abertos uma topologia tiver mais chances temos de
encontrar conjuntos compactos, pois menos serao suas coberturas abertas, e de fato isso
ocorre!. A ideia de considerar um espaco topolégico com menos abertos é exatamente
aumentar as possibilidades de encontrar compactos, pois esses conjuntos dizem muito
sobre os espacos nos mostrando vérias propriedades sobre eles?. Veremos a seguir uma
maneira de definir uma topologia que adiante serd usada para encontrar uma topologia
com menos abertos que a topologia da norma de um espacgo vetorial.

Sejam X um conjunto, (Y;);e; uma familia de espagos topoldgicos e (f;)ie; uma
familia de fungoes f : X — Y, para cada ¢+ € I. Queremos definir a menor topologia que
torna todas as funcoes f; continuas.

Para cada ¢ € I e cada aberto A; de Y; considere o conjunto

Consideremos ® a cole¢ao dos subconjuntos de X que podem ser escritos como

intersecdes finitas de conjuntos da forma f; ' (4;).

Proposicao 2.68. FExiste uma topologia T em X que tem ® como base, isto €, os elementos

de T sao unioes de elementos .
Demonstracao. Basta verificarmos que a colecao de subconjuntos de X

T={ACX: A=|]JU), Uye®

AEL

¢ uma topologia, onde L é uma colecao de indices qualquer.

Tsso pode ser visto na passagem da topologia da norma para a topologia fraca-estrela em E’ quando
dim(E") = oo (consultar [6]), onde a bola unitdria que antes ndo era compacta passa a ser.

2A compacidade ou ndo da bola unitaria de um espaco normado, caracteriza a dimensdo do espaco,
assim como também caracteriza a reflexividade do espago, quando munido da topologia fraca.
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Note que, A = Uy com Uy = f;*(V;) e B =V, com V) = f;}(@) estdo em 7 para
qualquer i € I, ou seja, A = X e B = & sao elementos de 7.

Agora dados A= |J Uy e B= |J V) em 7, temos que
AEL AEQ

an=(Un)n(Ur)
=Y (e (um))

- U (U(Um%>> - U @nw.

XeL \éeQ (A,6)€LxQ

Uma vez que Uy é uma intersecio finita de conjuntos da forma f;*(A;) assim como
Vs também é, podemos concluir que Uy N Vs estd em ® para cada (A,0) € L x Q e
consequentemente que A N B pertence a 7.

Por fim, dada uma colegao (B;)jes de elementos de 7 onde B; = |, 1, Uy, para

cada j € J, segue que

s=Us=UlUu|= U v

jeJ jed \N€eL; AeUjesL;
o que nos mostra que B € 7. Com isso temos de fato que 7 é uma topologia em X. [

A topologia T da proposicao anterior é chamada de topologia gerada pela familia
de fungoes (f;)icr- A préxima proposicao é bastante ttil para fazermos alguns célculos

com a topologia vista anteriormente.

Proposicao 2.69. Seja 7 a topologia em X gerada pela familia de funcgées (f;)icr. Entao:
(1) Para cadai € I a fungao f; : X —Y; € continua.
(2) T é a menor topologia em X tal que vale (1).

(8) T € a intersecao de todas as topologias em X em relagdo as quais todas as f; sao

continuas.

(4) Seja (x,)nen uma sequéncia em X. Entio x, — x em (X, T) se, e somente se,
filzn) — fi(x) em Y] para todo i € I.

(5) Sejam Z um espago topoldgico e f : Z — (X, 7). Entao f é continua se, e somente
se, fiof:Z —Y; é continua para todo v € I.

Demonstragao. (1) Note que temos & C 7, assim para cada i € [ fixado, dado A; um
aberto de Y;, segue que f;l(Ai) € ¢ C 7, o que é suficiente para nos mostrar a continui-
dade de f;.
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(2) Seja A uma topologia satisfazendo (7). Uma vez que cada f; é continua, temos que
os conjuntos da forma f; '(A;) com A; aberto de Y; pertencem a A. Dessa maneira vale
® C A, pois pela segunda propriedade da definicao de topologia, A absorve todas as
intersegoes finitas de seus elementos. Ja a terceira propriedade da defini¢ao de topologia
nos diz que A absorve as unides arbitrarias de seus proprios elementos, em particular as
unioes de elementos de ®, mas o conjunto dessas unioes é exatamente a topologia 7, ou

seja, temos 7 C A.

(3) Se A é a intersecao de todas as topologias que tornam as fungoes f; continuas, pelo
item (1) podemos concluir que A C 7, pois a prépria topologia 7 torna todas as fungoes
fi continuas. Por outro lado, A também faz com que as funcoes f; sejam continuas, logo

pelo item (2) também temos a inclusao contraria 7 C A.
(4) Sendo f; continua para cada i € I, pela Proposi¢ao 2.38 temos a implicagao
T, — v = fi(r,) — fi(x).

Reciprocamente, seja U uma aberto de 7 contendo z € X. Entao existe Uy € ®
tal que
zeU,cCU.

Segue da definicao de Uy que Uy = (¢, £ (A;), com J C I finito. Portanto, temos que
fi(z) € A;, Vi € J. Assim, usando a hipdtese, existe n; € N tal que

filzn) € Aiy Vn > n,,

para cada i € J. Fixando m = max{n; : ¢ € J}, obtemos f;(z,) € A; para todon >m e

todo 7 € J, mostrando que
T, € 71 (A), VieJen>m,

implicando em z,, € Uy C U para todo n > m, ou seja, x,, — x em (X, 7).

(5) Se f é continua, entdo pela Proposigao 2.34 temos que f; o f é continua para cada
1€ 1.
Reciprocamente, seja U um aberto de (X, 7). vamos verificar que f~'(U) é um

aberto de Z, de onde podemos concluir que f é continua pela Teorema 2.35. Temos que

U= |J U ondelUy= () 0;e0; = f(4)

qualquer finita

Segue da teoria de conjuntos que

o= o= (ﬂ f*(@-)).

qualquer qualquer \finita
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Desde que O; = f; ' (4;) com A; aberto de Y;, temos

mostrando que f~1(0;) é aberto em Z. Portanto, f~*(U) é um aberto em Z. ]

2.2.2 A topologia fraca em um espaco normado

Se E' é um espaco vetorial normado, consideremos a seguinte familia de topologias
em I,
T={r: ¢:(F,7) — K é continuo para todo ¢ € E'}.

Claramente esta familia é nao vazia. Podemos entao tomar em E a menor topologia
que mantém todos funcionais de E’ ainda continuos, isto é, essa topologia é dada pela
interseccao de todos elementos de 7.

s

Definigao 2.70. A topologia fraca no espago normado E, denotada por o(E,E'), € a
topologia gerada pelos funcionais lineares continuos ¢ € E'. Quando uma sequéncia

. w
(Zn)nen em E converge para x na topologia fraca escrevemos x, — x.

Observacao 2.10. A notacio o(E, E') nos sugere que E € o conjunto onde queremos
considerar uma topologia, e E' € a familia de fungoes ou indices no qual serd usada para

gerar a topologia de E.

As primeiras propriedades béasicas da topologia fraca seguem, basicamente, da

construcao geral que foi feita anteriormente.
Proposicao 2.71. Seja E um espago normado. Entdo:

(1) Funcionais lineares continuos sao fracamente continuos, ou seja, para todo ¢ € F',
¢:(E,o(E,E")) — R € continuo.

(2) Para cada xo € E, 0s conjuntos da forma
Vie={z € E: |pj(x) —¢j(zo)| <€Vj € J},

onde J € um conjunto finito, p; € E' para todo j € J e € > 0, formam uma base

local em ¢ para a topologia fraca.

(3) Seja (x,)nen uma sequéncia em E. Entio x, — x se, e somente se, o(x,) — @(x)
para todo p € E'.

(4) Sejam Z um espaco topoldgico e f : Z — (E,o(E,E")) uma fun¢do. Entdo f é

continua se, e somente se, po f: 7 — K € continua para todo ¢ € E'.
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Demonstracao. Os itens (1), (3) e (4) seguem imediatamente da Proposigao 2.69.

(2) Seja U um aberto contendo xy na topologia fraca. Pela Proposigao 2.68 existem um
conjunto finito J, funcionais ¢; € E’ e abertos V; em K contendo ¢,(z¢) para todo j € J,
tais que () et <p;1(V]) é um aberto da topologia fraca contendo x e contido em U. Como
J é finito e p;(xg) € V; para todo j € J, existe € > 0 tal que B(p;(x¢),€) C V; para todo
j € J. Disso resulta que

Vie={x € E: |pj(x) — pj(xe)| <eVjeEJ}
= e " (Blei(w). ) € ey (Vy) c U

jeJ jedJ

e portanto os conjuntos da forma Vj,. formam um base local em z, para a topologia

fraca. 0
Corolario 2.72. Em um espaco normado E, se x,, — x entdo x, — .

Demonstracao. Se x, — =z, da continuidade dos funcionais de E’ resulta que
o(x,) — @(x) para todo ¢ € E'. Pelo item (3) da proposi¢ao anterior, segue que
T, — . ]

Pelos resultados ja vistos podemos verificar que a topologia gerada a partir da
norma de um espago vetorial F contém a topologia fraca o(E, E'), isto é, a topologia
fraca tem menos abertos que a topologia da norma. Uma questao que pode ser levantada
é se essas duas topologias coincidem ou nao em certos casos, o interessante é que a resposta
pode ser tanto verdadeira como falsa, dependendo apenas da dimensao do espago FE, e é

isto que veremos na préxima proposicao.
Proposicao 2.73. Seja E um espago normado.

(1) A topologia fraca estd contida na topologia da norma.

(2) As topologias da norma e fraca coincidem se, e somente se, E tem dimensao finita.

Demonstragao. (1) Basta observar que os funcionais ¢ € E’ sdo continuos na topologia
da norma e que a topologia fraca é a menor topologia em E que mantém esse funcionais

continuos.

(2) Suponha que E tem dimensdo finita. Do item (1) ji sabemos que todo aberto da
topologia fraca é também aberto da topologia da norma. Basta entao provar que abertos
da topologia da norma sao abertos fracos. Sejam entao U um aberto nao vazio da topologia
da norma e xq € U. Para provar que U é aberto na topologia fraca basta verificar que
xo ¢ ponto interior de U, ou seja, mostrar a existéncia de um aberto fraco que contem
xo e que esteja contido em U. Consideremos entao r > 0 tal que B(zg,7) C U e fixemos
uma base {e;,...,e,} de E com ||e;|| =1 paratodo j =1,...,n. Paracada j=1,...,n,
considere o funcional
pj: E—K
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que leva . = 3" | x;e; em p;(z) = ;. Note que cada ¢; é linear e continuo pelo fato de

E ter dimensao finita. Pelo item (2) da Proposigao 2.71 sabemos que

r .
V={zeB: l¢i@) = g0l < 3 J=1,...m}

¢ um aberto da topologia fraca contendo xy. Além disso, dado =z = Z?zl xie; €V,

escrevendo o = Y .| g e; temos

n

D (@ — o )es

=1

||$ - 900|| =

n
< E |25 — o5
=1

= - r T
:Z|¢j(9¢—$o)|<' on 5 =T
]:1 ]:1

Logo V' C B(xg,7) C U, como querfamos.

Suponhamos agora que E tenha dimensao infinita. Seja S = {z € E: ||z| = 1}
a esfera unitdria de E. E conhecido que S é fechado na topologia da norma. Basta
entdo mostrar que S nao é fechado na topologia fraca, pois assim teremos S® um aberto
na topologia da norma que nao estd na topologia fraca. Para isso mostraremos que o
conjunto {z € E : ||z|| < 1} estd contido no fecho de S na topologia fraca. Seja zp € E
com ||zg|| < 1 e seja V um aberto na topologia fraca contendo xy. Para verificarmos que
xo pertence ao fecho de S na topologia fraca, usaremos a caracterizacao da Proposicao

2.15. Sem perda de generalidade, podemos supor que

V={zekl: |pjlx)—pjlr))| <e j=1,...,n},

como visto no item (2) da Proposigao 2.71. Vejamos que existe yo € E ~ {0} tal que

©i(yo) = 0 para todo j = 1,...,n. De fato, caso contrario o operador linear
T:E—K" T(x)=(pi1(x),...,pu()),

seria injetor, mas isso nao ocorre pois E tem dimensao infinita e K" dimensao n. Podemos
agora considerar a fungao r(t) = |lxg + tyo|| para todo t € R. Como r é continua,
r(0) = ||@o|| < 1 elimy_o r(t) = 00, 0 Teorema do Valor Intermedidrio garante a existéncia

de um numero real ty tal que ||z + toyo|| = r(to) = 1. Portanto z¢ + toyo € SNV ja que

(0 + toyo) — ¢j(zo)| = |@;(tayo)| = Itol - l¢i(yo)| = [to] -0 =0 < ¢

para todo 5 =1,...,n. O]

Denotemos por (E,o(E, E'))" o conjunto de todos os funcionais lineares em F que

sao continuos quando F estd munido da topologia fraca.

Corolario 2.74. E' = (E,o(E, E")) para todo espago normado E.
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Demonstra¢ao. A Proposigao 2.71(1) nos mostra que todo funcional linear continuo é
fracamente continuo, isto é, E' C (E,o(FE,E")).

Para verificar a outra inclusdo, tomemos ¢ € (E,0(E, E')) ¢ A C K um aberto
qualquer. Temos que ¢ '(A) € o(E,E') pela caracterizagao do Teorema 2.35. Pela
Proposicao 2.73(1) segue que ¢~ '(A) € o(E, E') C 7, onde 7 é a topologia proveniente
da norma do espaco E. Novamente pelo Teorema 2.35, segue que ¢ é continuo com a

topologia da norma, ou seja, ¢ € E'. ]

2.2.3 A topologia fraca-estrela

Para todo espago normado F, podemos considerar seu dual E’. Visto que E’ é um
espaco normado munido com a norma do supremo, podemos entao considerar o seu dual,
chamado de bidual de E e denotado por E”, ou seja, E” = (E’)’. Pode ser verificado
que o espaco E se encontra dentro de seu bidual (ver [6]), no sentido de que existe uma

isometria linear (operador linear que preserva a norma) entre F e E”.

Observagao 2.11. No que se seque, se f : V. — W € um operador entre espago vetoriais,

(f,v) representard a imagem de v € V' por f.

Proposicao 2.75. Para todo espaco normado E, o operador
P:E— E" (P(z),¢)={p,x)

para todos x € E e p € E' € linear.

Demonstracao. Dados z,y € E e a € K temos,

(P(z +ay),¢) = (p,z + ay) = p(z + ay)
p(x) + ap(y)
= (p,2) +alp,y)
= (P(2), ) + a(P(y), )
= (P(z) + aP(y), ¢)

para todo ¢ € E’, ou seja, P(x + ay) = P(z) + aP(y) e o resultado segue. O

Observacgao 2.12. O operador linear P visto acima é chamado de mergulho canodnico.

Para cada x € E podemos escrever P(x) € E" por P, para simplificar a notagao.

Observacao 2.13. O operador P da ultima proposi¢ao também serd injetivo, e para a
prova deste fato se faz necessdrio o uso do famoso Teorema de Hahn-Banach que pode ser

encontrado em [6].

Observagao 2.14. Quando o mergulho canonico P for sobrejetor dizemos que o espaco

E ¢ reflexivo.
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No dual £’ de um espago normado FE, até o momento é possivel considerarmos a
topologia da norma e a topologia fraca o(E’, E"), que é a topologia gerada pelos elementos
de E”. Agora considerando o mergulho canoénico P : E — E”, a imagem P(FE) se torna
um conjunto notdvel de fungoes definidas em E’, e é a partir desse conjunto que definimos

a topologia fraca-estrela em E'.

Definigao 2.76. A topologia fraca-estrela no dual E' do espagco normado E, denotada
por o(E', E), € a topologia em E' gerada pelas fungdes pertencentes ao conjunto P(E) =
{P,: ©z€FE}.

Quando uma sequéncia (¢, )neny em E’ converge para ¢ € E’ na topologia fraca-
estrela escrevemos ¢, — .
Como no caso da topologia fraca, as primeiras propriedades da topologia fraca-

estrela seguem da Proposicao 2.69.
Proposicao 2.77. Seja E um espago normado. Entao:

(1) Para todo x € E, P, : (E',o(E',E)) — K ¢é continuo.

(2) Para cada po € E', 0s conjuntos da forma
Wie={p € E": Py () = Pu,(0)| = lo(2:) — pol@:)| < e Vi € I},

onde I € um conjunto finito, x; € E para todo i € I e € > 0, formam uma base local

em g para a topologia fraca-estrela.

(3) Seja (on)nen uma sequéncia em E'. Entdo o, % & se, e somente se, on(x) —
o(x) para todo x € E.

(4) Sejam Z um espago topoldgico e f : Z — (E',o(E', E)) uma fun¢ao. Entao [ é

continua se, e somente se, P(x)o f: Z — K é continua para todo x € E.

Demonstracao. Os itens (1), (3) e (4) seguem imediatamente da Proposigao 2.69, lem-

brando que a topologia o(E’, E') é gerada pela familia de fungoes { P, }.ecp = P(E).

(2) Seja U um aberto contendo ¢q na topologia fraca-estrela. Pela Proposi¢ao 2.68 existem
um conjunto finito I, funcionais P,, € P(E) C E” e abertos W; em K contendo P, (o)
para todo i € I, tais que (,c; P, L(W;) é um aberto da topologia fraca-estrela contendo
@o e contido em U. Como I é finito e P,,(yg) € W, para todo i € I, existe € > 0 tal que
B(P,,(¢0),€) C W, para todo i € I. Disso resulta que

Wie={p € E": |P(p) = Pu(vo)l = l@(x:) — @o(w:)| < e Vi€ I}
= ()P (B(Pu,(¢0),€) C [ By, (Wi) C UL

il i€l

Portanto os conjuntos da forma W; . formam um base local em ¢, para a topologia fraca-

estrela. O



54

Denotemos por (E',o(E', E))" o espago formado pelos funcionais lineares de £’ em
K que sao continuos na topologia fraca-estrela o(E’, E). Pelo item (1) da proposi¢ao ante-
rior sabemos que P(E) C (E',0(E', E))'. Para verificarmos a inclusao inversa precisamos

do seguinte resultado de Algebra Linear.

Lema 2.5. Sejam V' um espaco vetorial e p, o1, ..., v, funcionais lineares em V' tais que

Mi_, ker(y;) C ker(yp). Entdo existem escalares ay, ..., a, tais que ¢ = Y .| a;p;.
Demonstracao. Considere as transformagoes lineares
T:V—K" T(z)=(p1(x),...,0n(x)), €
U:T(V) =K, Ulpi(x), ..., ¢n(2)) = o(z).

Vejamos que U de fato estd bem definida. Se (¢1(2),...,¢n(x)) = (p1(y), ..., en(y)),
entao (¢1(x —y),...,on(x —y)) = (0,...,0), e neste caso (z —y) € [, ker(yp;). Dali,
por hipdtese concluimos que (x —y) € ker(y) e portanto ¢(x) = ¢(y). A linearidade de U
é imediata da linearidade dos funcionais ¢, @1, ..., ¢,. Seja U : K* — K uma extensio
linear de U. Da representagao matricial das transformacoes lineares entre espacos de

dimensao finita existem escalares ay,...,a, tais que

U(z1,-..,2n) = Y1y @iz para todos z1,. .., 2, € K.

Em particular, temos

p(x) =Ulpi(z), -, pa(@) = Ulpr(@), ... pu(z)) = Zam(x), VreV.

O

Proposigao 2.78. Sejam E um espa¢o normado e f : (E',0(E',E)) — K um fun-
cional linear e continuo. FEntao eriste v € FE tal que f = P(x). Em outras palavras,

(E',o(E',E)) = P(E).

Demonstra¢ao. Como f é continuo na topologia fraca-estrela o(E’, E') e f(0) = 0, existe
uma vizinhanca V da origem em E’ na topologia fraca-estrela tal que
lf(©)] = |f(e) = f(0)] < 1 para todo funcional ¢ € V. Da Proposi¢ao 2.77(2) pode-

mos tomar V da forma

V=A{peE: |P(p) = Puo(0)] = |p(x:) = O(x;)| <€ i=1,...,n}
={peFE: |px;)|<e i=1,...,n}

onde € > 0 e xy,...,2, € E. Se p € (i, ker(P,,), entdao Py, (p) = p(x;) = 0 para
todo ¢ = 1,...,n, dai temos claramente que ¢ € V. Neste caso, para todo k € N vale

(ko)(z;) = 0 para todo i = 1,...,n, e portanto kp € V. Dal temos que |f(ky)| < 1,
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ou seja, |f(p)| < % para todo k natural, de modo que f(y¢) = 0. Isso nos mostra que

Ni, ker(P,,) C ker(f). Pelo Lema 2.5 existem escalares ay, ..., a, tais que

f= ZaiP(asi) =P (Z azmi) .

]

Como esse resultado podemos estabelecer a relacao que existe entre a topologia

fraca e fraca-estrela.
Proposicao 2.79. Seja E um espago normado.
(1) Em E', a topologia fraca-estrela o(E', E) estd contida na topologia fraca o(E', E").

(2) As topologias fraca o(E', E") e fraca-estrela o(E', E) coincidem em E' se, e somente

se, E € reflexivo, isto €, se o mergulho canonico P for sobrejetivo.

Demonstragao. (1) A topologia fraca o(E’, E”) mantém continuos todos os funcionais de
E”, em particular mantém continuos os funcionais da forma P(z) com x € E. Como a
topologia fraca-estrela o(E’, E) é a menor topologia que mantém os funcionais em P(FE)
continuos, resulta que o(E’, F) C o(E', E").

(2) Se E é reflexivo, o(E', E) e o(E', E") coincidem com a menor topologia em E’ que
mantém continuos os funcionais em P(FE) = E”, logo sao iguais. Reciprocamente, supo-
nhamos que E nao seja reflexivo. Neste caso existe f € E” que nao pertence a P(E).
Entao f é continuo na norma de E’, e portanto continuo na topologia fraca o(E’, E")
pelo Corolario 2.74. Mas pela Proposicao 2.78 sabemos que f nao é continuo na topologia

fraca-estrela o(E’, E), o que prova que as duas topologias ndo coincidem. O

Note que se estivermos trabalhando com um espago normado E de dimensao finita,
temos que dim(E£’) = dim(F) - dim(K), ou seja, dim(E’) = dim(E£). Dessa maneira,

dim(E") = dim(E’") = dim(E).

Logo pela Proposicao 2.75, Observacao 2.13 e pelo Teorema do Nicleo e da Imagem
podemos concluir que
dim(FE) = dim(P(E)) = dim(E").

Dai, chegamos em P(E) = E” e consequentemente que E ¢ reflexivo. Nesse caso, pela
Proposigao 2.79 temos que a topologia fraca e fraca-estrela coincidem. Ja pela Proposi¢ao
2.73, a topologia fraca coincide com a topologia da norma. Com isso concluimos que em
espacos normados de dimensao finita a topologia da norma, fraca e fraca-estrela do seu

dual coincidem.
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2.2.4 Hiperplanos

J4 é de nosso conhecimento que os planos em R? sdao os conjuntos da forma
W={weR*: (wv)=C}, (2.4)

onde (-,-) é o produto interno usual, v € R* \ {0} e C' € R. Isso nada mais ¢ do que um

caso particular dos hiperplanos em espacos vetoriais que veremos a seguir.

Definicao 2.80. Seja V' um espaco vetorial real nao nulo. Um hiperplano de V' é um
subespaco W # V' tal que se Wy € um subespaco de Ve W C Wy, entao W1 =V ou
Wy =W.

Note que no caso C' = 0 em (2.4), W é um subespago de R3. Além disso, nao é
tao complexo verificar que W é um hiperplano de V', ji que dim(WW) = 2. Veja também
que podemos considerar f, o funcional linear dado por f,(w) = (w,v) e definir W como
sendo o niicleo de f,, ou seja, W = f,71(0) = ker(f,).

No geral isso também ocorre, isto €, os hiperplanos sao exatamente os nicleos dos

funcionais lineares nao nulos.

Proposicao 2.81. Sejam V' um espago vetorial, V' # {0}, e W um subespago de V.
Entao W € um hiperplano de V' se, e somente se, existe um funcional linear nao nulo

f:V — R tal que ker(f) = W.

Demonstra¢ao. Suponha que W seja um hiperplano de V. Como W # V| podemos tomar
vy € V. W. Considerando agora o espago Wi = W +span({vp}), temos W C Wy e W #
Wi, donde concluimos que W7 = V. Vejamos agora que cada v € V. =W + span({vp}) é

escrito de modo 1inico como v = u + avy. Sejam ui,us € W e a1, as € R tais que
U1 + a1Vg = U + asVo,

entao u; — ug = (ag — ar)vg € WN [{ve}] = {0}, o que nos mostra que u; = uy € a; = as.

Da unicidade da representacao de cada elemento de V', é imediato que o funcional
f:V—R, flu+av) = a,

é nao nulo, linear e ker(f) = W.

Reciprocamente, seja f : V' — R um funcional linear nao nulo tal que ker(f) = W.
Sendo f nao nulo, temos que ker(f) # V. Seja W; subespaco de V' tal que ker(f) C Wj.
Vejamos que se ker(f) # Wi, entdao Wy = V. Suponhamos entao ker(f) # Wi, e tomemos

vo € Wi Nker(f). Dadov € V, tomando u = v — %UO temos que u € ker(f) C Wy, pois

flu)=f (v - Jf((;;)) Uo) —flo) - J{((;;))f(vo) -

f(v)
f(vo)

Logo, v = u + vy € Wi, e temos o resultado. O]
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Se H é um hiperplano de V' e vy € V', dizemos que o conjunto
vo+H={vo+v: veH}

¢ um hiperplano afim de V. Da proposicao anterior segue que os hiperplanos afins de V

sao precisamente os conjuntos da forma
{fveV: flv)=C},

onde f é um funcional linear nao nulo em V e C' é um ntmero real.

Definicao 2.82. Seja V' um espaco vetorial normado. Dizemos que um subconjunto
E C V € um espago FEuclidiano afim n-dimensional, se E estd munido da topologia
proveniente da norma e exite xo € E tal que (—xo)+ E = {—x¢+x: © € E} € um espago

vetorial de dimensao n.

Nas condigoes da definicao acima, se V' tem dimensao n+ 1, podemos considerar £
como sendo R" para verificar propriedades topoldgicas (como conexidade e compacidade)
e algébricas (como convexidade), pois E serd a imagem de um hiperplano afim de R"*!
por um isomorfismo, e um hiperplano afim em R"™! “se comporta como R"”. Essas ideias

serao importantes para os resultados do préximo capitulo.



3 O Problema de Gurariy

As nogoes de lineabilidade e espagabilidade foram originalmente cunhadas por Vla-
dimir Gurariy e elas aparecem pela primeira vez em [12]. Durante a tltima década, muitos
autores tem investido muito tempo e esforco estudando casos especiais de lineabilidade
em conjuntos patoldgicos de fungdes com valores reais.

A maioria dos resultados obtidos dessa teoria foram positivos, no sentido de que
os conjuntos considerados eram (geralmente) linedveis. Desse modo, atualmente, alguns
autores buscam encontrar subconjuntos nao linedveis (nao triviais). Esta teoria expe-
rimentou um rapido desenvolvimento na tultima década. No entanto, existem muitos
problemas ainda nao resolvidos. Neste capitulo, apresentaremos uma prova do problema
colocado por Gurariy durante um seminério de Andalise nao Linear na Kent State Univer-
sity (Kent, Ohio, USA) no ano letivo de 2003/2004, o qual foi demonstrado recentemente
por L. Bernal-Gonzalez, H. J. Cabana-Méndez, G. A. Munoz-Fernandez, e J. B. Seoane-
Sepulveda em [4].

Seja A C R e C(A) o conjunto das fungoes continuas f : A — R. Designamos
por C (A) o subconjunto de C'(A) das fungoes que atingem o seu maximo em um unico

ponto. O problema de Gurariy consiste na seguinte questao:

Questao. Existe um espaco vetorial a-dimensional, com « > 2, onde todo elemento

diferente de zero pertenca a C/(R)?

A existéncia de espacos bidimensionais em C' (R)uU{0} foi provada pelo préprio Gu-
rarly juntamente com Quarta em [12], onde no mesmo artigo afirma néo ter conhecimento
de espacos com dimensoes maiores. Na busca de uma resposta ao problema levantado por
Gurariy, em [5], os autores provam o seguinte resultado, que generaliza um dos resultados

principais de [12]:

Teorema 3.1. Se K ¢ um subconjunto compacto de R" e V' é um subespago de C(K)
contido em C(K) U {0}, entio dim(V) < n.

Um dos pontos interessantes da prova do Teorema 3.1 é que, enquanto Gurariy e
Quarta usaram ferramentas cldssicas de Andlise Real em [12], o Teorema 3.1 requer uma
técnica topolégica (a saber, o Teorema de Borsuk-Ulam).

Infelizmente, nao foram obtidos mais avancos em relagao a questao original. Aqui,
apresentaremos a solucao de [4] (que também pode ser verificada em [7]) com a maior

riqueza de detalhes possivel, fechando o problema no negativo.

o8
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Novamente, a técnica empregada em [4] estd longe de ser uma ferramenta da
Analise Real classica. Devemos usar uma combinagao de ferramentas de Topologia Ge-
ral, Geometria e Andlise Complexa. Em particular, devemos usar decomposi¢oes (ou
particoes) de variedades, um tépico que remonta ao trabalho de R. L. Moore na década
de 20 (ver [19]), e isso foi renovado pelos resultados do R. H. Bing na década de 50. Esta
area de pesquisa provou ser de extrema importancia para a recente caracterizacao de vari-
edades dimensionalmente superiores em termos de propriedades topoldgicas elementares.

Em particular faremos uso do Teorema de Moore (Teorema 3.57).

3.1 Lineabilidade

Lembramos que um espacgo vetorial topoldgico é um espaco vetorial com uma to-
pologia onde as operacoes de soma e produto por escalar sao continuas. O “tamanho
linear” de um subconjunto em tal espaco pode ser descrito com as nocoes de lineabilidade

e espacabilidade, dados na préoxima definigao.

Definicao 3.2. Seja X um espago vetorial topologico, M um subconjunto de X e pu um

numero cardinal.

(1) M é dito ser p-linedvel se M U {0} contém um espago vetorial de dimensao f.

(2) M é dito ser u-espagdvel se MU{0} contém um espago vetorial fechado de dimensao
IL.

(3) M ¢€ dito p-denso-linedvel se M U{0} contém um espago vetorial denso de dimensio

L.

E comum simplesmente referir-se ao conjunto M como lineavel, espacavel ou denso-
lineavel, se o respectivo subespago existente for infinito dimensional, ou seja, se u > No.
Observe que se estivermos somente no ambiente de espagos vetoriais (sem topologia envol-
vida), entao a nogao de lineabilidade ainda é vélida. O méximo dos niimeros cardinais y de

modo que M seja p-lineavel pode nao existir. O seguinte exemplo pode ser esclarecedor.

Exemplo 3.3. Considere K[X]| o espago de polindmios em X com escalares no corpo
K. Sejam 71 < k1 < 70 < -+ < kpy < Jme1 < --- numeros inteiros positivos tais que

ky, — jn — 00 quando n — 00, e considere

M::U{iai)(i: aieK}.

TLEN Z:]n

Os conjuntos {Zk" a; X' a; € K}, {ka b;X': b € K} possuem apenas o

i=jn i=jm

polinomio nulo em comum para quaisquer n,m &€ N distintos, pois se m > n, entao
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ko < Jms € S0 a; X0 = S0 b X implica em

1=jm

kn km kn km
D aX Y 0XT = 0X+ ) bX
1=Jjn i=Jm 1=Jn 1=Jm

ou seja, a; = 0 = b; para todo 1.
Como {X" € K[X]: i € N} é um conjunto linearmente independente em K[X],

temos que o conjunto {Zfijn a; X' a; € K} € um espago vetorial de dimensao k, — j, +
1. Logo sempre € possivel encontrar um espa¢o m-dimensional em M U {0}, uma vez
lim (K, — jn + 1) = o0.
o Por outro lado, ndao existe espago Wo-dimensional em M U {0}, pois se V' fosse
um tal espago, existiriam p(X) e q(X) polinomios linearmente independentes em V' tais
que p(X) € {Zf’zjn a;X": a; € K} eq(X) € {Z?:jm a; X": b; € K} para n,m € N com
m > n. Porém,

km

p(X)+q(X) =) X’
i=jn

nao pertence a M, o que é um contradicao.

Um conjunto é maximal lineavel ou maximal espacavel se a dimensao do espago

linear existente é igual a dim(X).

Exemplo 3.4. Se V € um espaco vetorial, entdo um subespaco W de V' é a-linedvel para
todo o < dim(W).

Exemplo 3.5. O conjunto C*°((0,1)) das fungoes infinitamente diferencidveis no inter-
valo (0,1) € espacdvel em C((0,1)) (ver [24]).

Exemplo 3.6. Como uma consequéncia do Teorema de Aproximagao de Weierstraas,
seque que o conjunto de todos polindmios é Wo-denso-linedvel em C([0,1]). Com isso

também inferimos que C*°([0,1]) é c-denso-linedvel em C([0,1]).

3.2 A 2-lineabilidade de C(R)

Nesta seciio iremos verificar a 2-lineabilidade de C (R). Primeiramente faremos uma
prova construtiva, exibindo a base de um espaco 2-dimensional contido em C' (R)u{0}. Em
seguida provaremos a n-lineabilidade do conjunto C (D), onde D é um espago topoldgico
satisfazendo certas condi¢des. A 2-lineabilidade de C (R) decorre naturalmente como um
caso particular C(D). As referéncias [7], [4], [21] e [12] podem ser uteis para o melhor

entendimento de alguns resultados apresentados nesta secao.

Teorema 3.7. C(R) ¢ 2-linedvel.
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Demonstracao. Consideremos as fungoes f, g definidas por

f(t) = p(t) cos(4 arctan(|t]))

g(t) = p(t)sen(4 arctan(|t])),

onde p é dada por
e, set <0,
1, set > 0.

pu(t) =

Da continuidade das fungoes cosseno, seno, valor absoluto, arco-tangente e y, concluimos
que f e g sao continuas.
Vejamos que f e g sao linearmente independentes. De fato, se a, 8 € R sao tais
que
af(t) + Bg(t) = p(t)(acos(4 arctan(|t|)) + Bsen(4 arctan(|t]))) = 0,

entao
acos(4 arctan([t])) + Psen(4 arctan(|t])) = 0,

uma vez que u(t) > 0 para todo t € R. Para t = 0, temos

= a cos(4 arctan(0)) + fsen(4 arctan(0))
= acos(0) + Bsen(0) = av.

Para t = /3, segue que

0 = acos(4arctan(v/3)) + Bsen(4 arctan(v/3))
= 0 cos(4arctan(v/3)) + Bsen(4 arctan(v/3))

T
= (se 4—) .
peen ( 3
Como sen (4?”) # 0, temos § = 0, o que nos mostra que f e g sao linearmente indepen-
dentes.
Vejamos agora que toda combinacao linear nao trivial de f e g pertence a C (R).
De fato, dado (a, 8) € R? com («, 8) # (0,0), sabemos que existe 6 € [0,27) tal que

(o, B) = (Va2 + B2cos(0), /a? + 52sen(6)).
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Assim,

af(t)+ Bg(t) \/mcos f(t) + /a2 + B?sen(d) - g(t)
a? + 2 cos(0) - u(t) cos(4 arctan(|t]))
+ MSen - u(t)sen(4 arctan(|t]))
a2+ (2 p(t) - (cos(0) - cos(4 arctan(]t|)) + sen(f) - sen(4 arctan(|t])))
m p(t) - cos(6 — 4 arctan(|t|))
=\/aZ + 32 pt

Note que para t > 0, temos p(t) = 1 e 4arctan (|t|) € [0,27). Uma vez que a funcdo
cos(t) atinge o méximo uma tnica vez em [—0, 21 — ), segue que

- cos(4 arctan(|t]) — 6).

af(t)+ Bg(t) = \/a? + B2 - cos(4arctan(|t]|) — 0)

atinge um 1nico ponto de maximo quando ¢t > 0 e o valor maximo atingido é y/a? + 32 >

0. Parat < 0, segue que 0 < pu(t) < 1. Se for avcos(4 arctan(|t|)) + fsen(4 arctan(|¢])) < 0
entao

af(t) + Bg(t

~—

= u(t)(acos(4arctan(|t])) + PBsen(4 arctan(|t]))) < 0 < v/a? + (2.

Se tivermos « cos(4 arctan(|t|)) + fSsen(4 arctan(]t|)) > 0, segue que

af(t)+ Bg(t) = pu(t)(acos(4 arctan(|t])) + Ssen(4 arctan(|t])))
< accos(4 arctan(|t|)) + Bsen(4 arctan(|t]))
= af(=t) + fg(-1)
<Va?+ 32

ou seja, af + B¢ atinge um ponto de maximo uma unica vez quando ¢t > 0.
Portanto, qualquer combinacao linear nao trivial af + B¢ pertence a C (R). Isso
prova que span{ f, g} € C(R) U {0}, nos mostrando a 2-lineabilidade de C/(R). O

Aqui relembramos a famosa desigualdade de Cauchy-Schwarz, omitindo sua de-
monstragao, que pode ser encontrada em qualquer livro de Algebra Linear.

Teorema 3.8 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja V' um espa¢o com produto in-

terno. Se u e v sao elementos de V', entao
| (w0 [ < lull - [Jo]]

e a 1qualdade € valida se, e somente se, os elementos u e v sao linearmente dependentes.

No que se segue, usaremos em R" a norma || - || proveniente do produto interno
usual.
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Teorema 3.9. Sejamn > 2 e D um espaco topoldgico tal que exista uma bijecao continua
de D para S"'. Entio C(D) ¢ n-linedvel.

Demonstracao. Seja m; : S*~! — R a projecao sobre a i-ésima coordenada, i = 1,...,n,
e tome G : D — S™ ! uma bijecao continua. Vejamos inicialmente que as funcoes T,

i = 1,...,n, sdo linearmente independentes. De fato, considere uma combinacao linear

n
=1

Se essa combinacao nao for trivial, ou seja, a; # 0 para algum i, segue que

Zn: a? # 0.
i=1

qualquer

Logo, tomando

- (ay,...,a,) c 5,

(@, .. an)|

temos
n n

D aim(u) = 3 i = ||<a1,.1 o) Z 7o

Agora, verifiquemos que toda combinacao linear nao trivial das fungoes m;, i =
1,...,n, possui apenas um unico ponto de méximo. Considere f =Y ", a;m;, com a; # 0

para algum 7, e x € S""!. Dessa maneira,
flx) =) ami(z) = (a,z),
i=1

onde a = (ay,...,a,). Note que pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

f(@) < lall -zl = l[a]l-

Além disso temos que 27 € Sle f ( 4 ) = <a 4 > — {29 _ ||g||, nos mostrando que

llall 7 llall llall

¢ um ponto de maximo de f. Se y € S"~! é um ponto de maximo de f, entdo

a_
llall

{a,y) = llall = llall - [lyll,

ou seja, a e y sao linearmente dependentes, dai chegamos y = HZ_H ouy = —

f (‘ﬂ) — Jlall <0< ol = f (H) |

concluimos que y = II%H e temos a unicidade do ponto de maximo.

B

. Como
llall

vale
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Consideremos agora o seguinte conjunto
{mioG: i=1,...,n}.

Uma vez que GG e cada projecao m; sao continuas, concluimos que m; o G é continua para

g:Zai(moG) = (Zaﬂﬁ) oG=fo(@G

i=1 i=1

cada 7. Se

for uma combinacao linear nao trivial, temos g # 0 pela independéncia linear dos 7,
i =1,...,n, e pelo fato de G ser bijetiva. Além disso, como f atinge seu maximo em
apenas um ponto de S"71, segue também da bijetividade de G, que g atinge seu maximo
em apenas um ponto. Isso é suficiente para mostrar que span{m; oG : i =1,...,n} é um
espaco vetorial contido em C(D) U {0}. O

Corolério 3.10. C[0,27) ¢ 2-linedvel.

Demonstracao. Basta considerarmos a bijecao continua
G:0,2r) — S*

definida por G(t) = (cos(t),sen(t)). O

Teorema 3.11. Sejam n > 2 e D um espaco topologico contendo um fechado Y tal que
exista uma bijecao continua F 1Y — S" 1 e uma extensao continua de F', G : D — R",
com ||G(z)|| < 1 para todo x ¢ Y. Entio C(D) ¢ n-linedvel.

Demonstracao. Considere 7; a projecao sobre a i-ésima coordenada de R™. Note que
S c G(D), pois
St =F(Y)=G(Y)cCG(D).

Além disso, temos G(D) C {z € R" : |z|| < 1}. Vejamos que qualquer combinacao

linear nao trivial

f= Xn:aﬂri :G(D) — R
i=1

atinge o maximo em um tnico ponto zo € G(D) e que esse ponto necessariamente pertence
a S"71. Restringindo f a S"!, 0 mesmo argumento usado na prova do teorema anterior

nos mostra que existe tinico zy € S"! tal que f|gn-1 atinge seu mdximo, ou seja,

n

Z a;mi(x) < Z a;mi (o)

=1

para todo x € S""!. Uma vez que para cada v € S" !, seu oposto aditivo —z também
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pertence a S" ! e levando em conta que cada 7; é linear, temos que

_ Z a;mi(z) = Z a;mi(—z) < Z a; (o).

Logo podemos concluir que para todo x € S"~! vale

Z ;T (.73')

Precisamos agora mostrar que se y € G(D) ~\. S""!, entao

Z Cliﬂ'i(y) < Z a;T; (ZE())
=1 =1

Se y = 0, a desigualdade é trivial. Consideremos entao y # 0. Como ||y|| < 1 por hipétese,

< Zaim(a:o). (3.1)

usando (3.1) temos

Pelos célculos anteriores temos que a fungao h = Y1, a;(m;0G) atinge seu méximo em z =

F~1(xg), e esse também ¢ tinico, pois z; # z implica em G(21) # G(z) e consequentemente

h(z1) < h(z). Agora, como S™ ! C G(D) e as fungoes m;, i = 1,...,n, sao linearmente
independentes em S™"7!, segue que m; 0 G, i = 1,...,n, sdo linearmente independentes em
D. Tomando o espago vetorial span{m; o G : i =1,...,n} temos o resultado. O

Corolério 3.12. O conjunto C(R) € 2-linedvel.

Demonstragao. Para a,b € R? considere (a,b) = {(1—=Xa+Ab: X € (0,1)} o segmento
de reta aberto. Tome o fechado Y = [0,00) C R, F: [0,00) — S! uma bije¢ao continua
dada por F(t) = (cos(2m - (1 —e™")),sen(2m - (1 —e™"))) e g : (—00,0) — (F(0),(0,0))
um homeomorfismo com

limg(t) = F(0).

t—0
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Nessas condicoes podemos definir G : R — R? uma extensao continua de F, dada por

F(t)set >0,

& = g(t) set <O0.

Observe que se t ¢ Y, entao t € (—00,0). Uma vez que (F(0),(0,0)) é um segmento
inteiramente contido na bola unitéria aberta de R?, temos ||G(t)|| = ||g(t)|| < 1. Portanto,

pelo teorema anterior C(R) é 2-lineavel. O

3.3 Resultados de Geometria e Analise Complexa

Para chegarmos ao resultado principal deste trabalho necessitamos fazer uso de
algumas ferramentas da Geometria e da Analise Complexa. Nesta secao vamos definir
e relembrar tais ferramentas, omitindo as provas para aquelas que necessitam de uma
atencao especial e um estudo mais detalhado.

Definicao 3.13. Seja V' um espago vetorial. Dados x,y € V, definimos por:
e intervalo aberto de extremos x ey, o conjunto (x,y) ={ty+ (1 —t)x: t € (0,1)};
e intervalo fechado de extremos x ey, o conjunto [z,y] = {ty + (1 —t)x: t € [0,1]};
e sequimento de reta aberto partindo de x com diregdo y, o conjunto {x+ty: t > 0};
e sequimento de reta fechado partindo de x com diregcao y, o conjunto {x+ty : t > 0}.

Definicao 3.14. Seja V' um espaco vetorial. Definimos a envoltoria convexa de um
subconjunto X C V' como sendo o menor conjunto convero que contém X, e denotamos

tal conjunto por co{X}.
Exemplo 3.15. Se X C V € convexo, entdo X € sua propria envoltoria convexa.

Exemplo 3.16. Seja V' um espago vetorial normado, v € V er > 0. A envoltoria
convera de X ={y €V : N(y—xz)=r} édada por co{X} ={yeV: Ny—z) <r}.

Exemplo 3.17. Dados x,y € V, temos co{z,y} = [z,y] = {ty + (1 —t)x : t € [0,1]}.

Proposigao 3.18. Seja A um espago Fuclidiano afim 2-dimensional e considere & # C' C

A um conjunto convexo. Entao, exatamente uma das sequintes propriedades é vdlida:

(1) C é um segmento.

(2) int(C) £ .
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Demonstra¢ao. Suponhamos que C' nao seja um segmento. Uma vez que card(C) > 2,
tome x,y € C' com x # y. Agora, considere a reta r definida por z e y. Uma vez que
C nao é um segmento, existe z € C' que nao pertence a r. Considere agora a envoltéria
convexa de x,y,z (o triangulo de vértices x,y e z), denotado co{x,y,z}. Temos que
C D int(co{x,y, z}) # &, a partir do qual temos que int(C) # &. O]

Vejamos o analogo tridimensional da tdltima proposicao.

Proposicao 3.19. Seja A um espaco Euclidiano afim 3-dimensional e considere & # C' C

A um conjunto convexo. Entao, exatamente uma das sequintes propriedades € vdlida:

(1) C estda em um plano.

(2) int(C) # @.

Demonstra¢ao. Suponha que C' nao esteja em um plano. Seja z,y € C, com x # y, e
seja r a reta definida por x e y. Uma vez que C' nao estd em um plano, existe z € C
que nao pertencente a r, de modo que o espago euclidiano afim gerado por x,y, z (isto
é, o menor espago euclidiano afim que contém {z,y,z2}) é um plano F C A. Tomemos
w € C' E. Agora temos que a tetraédrica de vértices x,y, z, w estd contida em C' e, dai,

co{z,y, z,w} C C. Portanto, como na prova da Proposi¢ao anterior, int(C') # @. O

Lema 3.1. Seja A C R" um conjunto convero fechado com interior nao vazio. Se

z €1int(A) e r é uma semirreta que parte de z, entdo r nao pode intersectar
OA:={z eR": B(xz,r)NA#£o e B(z,r)NA £ @, Vr >0}

em mais de um ponto.

Demonstracao. Suponha que r intercepte 0A em dois pontos diferentes x e y. Entao um
desses dois pontos, digamos x, estd no interior do segmento [z, y]. Uma vez que z € int(A),
existe p > 0 tal que B(z,p) C A. Pela convexidade de A, para todo w € B(z,p) o
segmento [w,y] estd contido em A, ou seja, e Wyl C A.

Vejamos que [J ¢ p(. ) [w, y] é uma vizinhanca de z. Como z # z,x # y e x € [z,y],
existe A € (0,1) tal que x = (1 — \)y + Az. Agora dado = + du € B(x, Ap) (onde |Ju|| =1
e 0 << Ap), temos que

x4+ du=(1—Ny+ Az+ou
) )
:(1—)\)y+)\(z+xu) € [z—l—xu,y} :
e uma vez que z + %u € B(z, p), segue que = + 6u € U, cp(. W, Y], ou seja, B(x,Ap) C

Uwen(eplw,yl. Portanto U,cp(, »[w, y] é de fato uma vizinhanca de = que estd contida

em A. Isso contradiz que x € 0A. O
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Teorema 3.20. Seja A um espaco euclidiano afim n-dimensional e seja C C A um

subconjunto convexo e compacto tal que int(C) # @. Temos que OC € homeomorfo a

St (9C ~ SnL)

Demonstragao. Pela compacidade de C existe N > 0 de modo que C' C B(0,N), logo
para um ponto z € int(C) fixado e u € S™', o conjunto convexo {z + tu : t > 0}
(consequentemente conexo) contém pontos de C' e de C’C, ou seja, a funcao continua
f:{z+tu: t >0} — R dada por f(z) = d(z,C) — d(z, C®) admite valores positivos e
negativos. Sendo a imagem de f um conexo (intervalo contendo zero), existe x,, € {z+tu :
t > 0} tal que d(z,,C) = d(xy, CE) =0, ou seja, x,, € OC. Pelo lema anterior e pelo que

foi visto agora, para todo u € S ! temos
ICN{z+tu: t >0} ={x,}.

Consideremos agora h : S"~!' — 9C definida por h(u) = x,. Dado y € 9C, tome

= € 5", dai para t = [ly — z|| > 0 segue que

Yy—z

y—z
lly—=]

) = y e consequentemente a sobrejetividade de h. Dados
u,v € S"! com h(u) = h(v), existem t,,t, > 0 tais que z + t,u = z + t,v, ou seja,

nos mostrando que h(

t,u = t,v e consequentemente ||t ul| = ||t,v||. Como ||u|| = ||v]| =1, |[t.| = tu € |t,] = to,
concluimos que t, = t, e portanto u = v, de onde segue que h é injetiva.

Vejamos agora que h é continua e consequentemente um homeomorfismo (Pro-
posicao 2.57). Suponhamos que exista € > 0 e (u,)nen C S™ ! convergindo para u € S,

com ||z, — x,|| > ¢, ¥n € N. Uma vez que para cada v € S"! vale
ty = [[tooll < llzofl + 2] < 2N,

a sequéncia limitada de numeros reais t,, admite uma subsequéncia convergindo para
t € R, que por questao de simplicidade consideremos essa subsequéncia sendo a propria

sequencia. Dessa maneira temos

[@u, — (2 + tu)|| = |[tu,un — tul
= |[tu, un + tu, — tu, — t,ul|

< ftu, = ] - [unl] 4+ [2] - [Jun = ull —0,

ou seja, x,, — z+tu € C, mas o unico ponto da forma z+tu em 9C é x,, 0 que é uma
contradicao. Portanto temos que h é continua e consequentemente um homeomorfismo.

]

A seguir, vamos relembrar alguns resultados bem conhecidos da Anélise Complexa
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(que podem ser encontrados, por exemplo, em [18][17]). Eles também serao tteis no que

sS€ segue.

Definicao 3.21. Um subconjunto J C C é denominado curva de Jordan fechada, se existe

um homeomorfismo \ : S* — J.

Teorema 3.22 (Teorema da Curva de Jordan). Seja J C C uma curva de Jordan fechada.

Entao C ~ J possui exatamente duas componentes conexas, umas das quais € limitada.

Lembramos que um dominio - isto é, um conjunto nao vazio, aberto e conexo
) C C - é considerado simplesmente conexo se contiver a componente conexa limitada de

qualquer curva de Jordan fechada contida nele.
Exemplo 3.23. Bolas abertas e C sao exemplos de dominios simplesmente conezos.

Proposicao 3.24. Um dominio Q C C é simplesmente conezo se, e somente se, (CU

{00}) N\ Q € conexo.

Corolério 3.25. Seja @ # F C S? um conjunto conezo fechado. Se S* ~ F € conexo,

entdo existe um dominio simplesmente conexo 0 C C com S? ~ F ~ ().

Teorema 3.26. Se () C C € um dominio simplesmente conexo, entdio () ~ C.

3.4 A nao 3-lineabilidade de C(R)

A partir de agora serd exibida uma série de resultados a fim de mostramos que
C'(R) nao ¢é 3-lineavel. A ideia bdsica ¢ seguir por contradigao assumindo a existéncia de

um espaco tridimensional £ ¢ C'(R) U {0}. Consideramos em E a norma dada por

[flloe == sup{|f ()] : ¢ €R}.

Denotaremos também por Sy a esfera unitaria do espaco E e por E’ o espago dual de

munido da norma

||| := sup{(’, f) - f € Sk}

Para cada t € R, podemos considerar o funcional avaliacao d; : F — R definido
por &(f) = f(t). Claramente ¢; € E’ para todo t € R, pois

0 (f) = f(@) < [fO)] < [[fllo-

Como dim(FE) = 3, temos que a topologia de norma, a topologia fraca e a topologia

fraca estrela coincidem, além de E ser um espaco de Banach.

Proposicao 3.27. A funcio ¢ : R — E' dada por p(t) = 6; € continua.
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Demonstracao. Pela Proposigao 2.77(4), para verificarmos a continuidade de ¢ é suficiente
mostrarmos que para cada f € E, a fungao P(f) o ¢ é continua, onde P(f): E' — R é
definida por P(f)(2’) = 2/(f). Para f € E, observe que

(P(f) o @)(t) = P(f)(e(t)) = P(f)(6:) = 6:(f) = f(1),

ou seja, P(f)op = f, e como f é continua temos o resultado. [

Lema 3.2. Se (f,)neny C FE € uma sequéncia convergindo para f € E, entdo vale

lim max{f,(s): s € R} = max{f(s): s € R}.

n—oo

Demonstrag¢ao. Consideremos para cada n € N o tinico ponto ¢, € R tal que max{f,(s) :
s € R} = f,(t,) e também o tnico ponto ty € R de modo que max{f(s) : s € R} = f(to).
Temos f,(to) < fu(tn) e f(tn) < f(to) para todo n € N, logo

—[1fn = Flloo < fulto) = f(to) < fultn) = f(to) < fultn) = f(tn) < [l fn = flicos

ou seja, | fn(tn) — f(to)| < || fn — fllo- Portanto f,,(t,) — f(to) e segue o resultado. [

Corolario 3.28. O conjunto
J={teR: 3f € S tal que max{f(s): s€ R} = f(t)}

¢ fechado.

Demonstragao. Seja (t,)nen C J uma sequéncia convergindo para ¢t € R. Paracadan € N

tome f, € Sg tal que
max{f,(s): s € R} = f.(tn).

Desde que Sg é compacto, podemos assumir (tomando uma subsequéncia, se necessario)
que f, — f para algum f € Sg, logo

| <6tn7fn> - <5taf> | = | <5tn7fn> - <5tafn> + <5t7fn> - <5taf> |
= [ {0t = 0t, fu) + (00, f = )|
<0, = Oell - N fnlloo + [10el] - [[fn = flloos

donde pela Proposi¢ao 3.27 temos que (d;,, f) — (d, f), implicando em

= 7}220 <5tn7 fn>
= lim max{f,(s): s € R}

n—oo

=max{f(s): s € R},
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e assim t € J, como desejado. O

O conjunto J definido no Corolario 3.28 serd bastante utilizado posteriormente e
terd um papel crucial na prova do resultado principal deste trabalho. Note que card(J) >
2, pois dado qualquer f € Sk existem tinicos t1,t2 € R tais que f(¢;) = max{f(s) : s € R}
e max{—f(s) : s € R} = min{f(s) : s € R} = f(ta), e se fosse t; = ¢y terfamos f
constante, o que é uma contradi¢ao. Por uma questao de simplificacao de notagao, iremos

denotar o maximo de uma funcao f € F por
M(f) = max{f(s): s € R}.
Vejamos agora alguns resultados referentes ao seguinte conjunto:

C=({'€E: (&, f) <M(f)}.

f€SE

Proposicao 3.29. O conjunto C é compacto, convexo e int(C) # &.
Demonstracao. Facamos a prova em trés etapas.
(1) C é convexo e fechado.

Para verificarmos isso é suficiente mostrar que para cada f € Sg, o conjunto
Ki={d" e B': (2, f) < M(f)} é convexo e fechado. Dados 2’,y’ € Ky e X € [0,1],

temos

A"+ (1 =Ny f) =A@ N+ A =N, 1)
SAM(f) + (L= A)M(f)
= M(f)

ou seja, Az’ + (1 — A\)y' € K. Note também que

P(f)"H (=00, M(f)] ={a" € E': (P(f),2') < M(f)}
={d" e £ (. f) < M(f)} = Ky,

onde P(f) é o funcional linear continuo usado na Proposi¢ao 3.27, dai segue que Ky é
fechado.

(2) C é limitado.

Para ver isso tome 2’ € C. Entao

(@', f) < M(f) < || flloo

para todo f € Sg, donde concluimos que [|z'|| < 1.

(3) int(C) £ .
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Suponhamos que seja int(C) = &. Pela Proposigao 3.19, C esta contido em um
plano. Portanto, existem f € E \ {0} e ¢ € R tais que (2/, f) = ¢ para cada 2’ € C.
Observemos que {0; : t € R} € C. Entao f(t) = (0, f) = ¢ para todo t € R, mas isso

contradiz o fato de que f atinge seu maximo em um tinico ponto. O]
Corolério 3.30. 90C ~ S2.
Demonstracao. Segue da Proposicao 3.29 e do Teorema 3.20. O]

Lema 3.3. 0C = | J{«/ € C': (&, f) = M(f)}.
f€SE

Demonstracao. Seja o' € {2’ € C : (2, f) = M(f)} para f € Sg. Como {2’ € C :
(', f) = M(f)} é convexo, compacto e estd contido em um plano afim, pela Proposi¢ao
3.19 seu interior é vazio. Assim, para € > 0, existe 2’ + ou’ € B(2',¢€) (onde v’ € Sp e
0 <9 <e)com (x/+du', f) # M(f). Se for (a/ +o0u/, f) > M(f) ou, equivalentemente,
(6u', f) > M(f) — (2, f) = 0, entdo 2’ + du’ € C, caso contrario tomamos =’ — du’ €
B(2',¢€), de modo que (—=du/, f) > 0, ou seja, (z' — o/, f) > M(f). Isso nos mostra que
em qualquer bola aberta centrada em z’, é possivel encontrar 3’ nessa bola satisfazendo
(y', f) > M(f), mas nesse caso temos que y' € CC, ou seja, 2/ € AC. Com isso temos a
inclusao

U &' ec: @, f)=M(f)} coc.

fESE

Agora tome 2’ € 0C. Entéo existe uma sequéncia (2 ),en em E' ~\ C' de modo que

lim 2/, = a’. Portanto, para cada n € N existe f,, € Sg tal que (!, f,) > M(f,). Uma
zgzooque Sg é compacto, podemos assumir (tomando uma subsequéncia, se necessério) que
fa — f € Sg. Fazendo uso do Lema 3.2, concluimos que (2, f) > M (f). Uma vez que
z' € C, temos (7', f) < M(f), logo (2, f) = M([f) e consequentemente 2’ € (J;cq {7" €

C: (@ f) = M(f)}. =

Defini¢ao 3.31. Considere J ={t € R: 3f € Sg tal que max{f(s): s € R} = f(t)}.
Para cada t € J defina

Fo={2"e€C: 3f € Sg com (', f)y=M(f) = f(t)}.

Lema 3.4. Suponha que H C E’ seja um plano afim tal que inty (D) # &, onde D =
C N H einty(D) representa o interior de D em H. Entao uma, e apenas uma, das

sequintes afirmacoes € verdadeira:

(1) intg (D) C int(C) e Oy D C OC, onde Oy D representa a fronteira de D no subespago
topolégico H.

(2) Existe f € Sg tal que

H={eFE: (& f)=M()}
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Em particular, pelo Lema 3.8, D C 0C.

Demonstrag¢ao. Note que D é compacto (D é a intersecgao do fechado H com o compacto
('), de modo que D = inty (D)Udy D. Observe que (1) e (2) nao podem acontecer simulta-
neamente, pois do contrario teriamos inty (D) C int(C) e inty (D) C D C dC, implicando
inty(D) C int(C) NOC = @, o que contradiz a hipdtese inicial de que inty (D) # 2.
Vejamos agora que dy D C 0C sempre acontece. Para isso, suponhamos por contradigao
que exista @' € dyD que nao pertenga a 0C, ou seja, 2’ € int(C). Sendo ' € IyD e
(H Nint(C)) um aberto de H contendo 2/, segue que existe ¢y € H tal que

y € (H~D)N(HNint(C)),

mas isso ¢ um absurdo, pois temos simultaneamente y' € H Nint(C) C D ey ¢ D.
Suponha que (1) nao seja vélido. Desde que 0y D C C sempre é verdade, existe
y' € inty (D) tal que y' € OC. Pelo Lema 3.3 podemos encontrar f € Sg tal que

(', f) = M(f).

Ser={a € E': («,f) = M(f)}, devemos mostrar que H = 7n. Se H = 7 nao fosse
verdade, o conjunto H N 7 seria uma reta passando por y'. Esta reta divide H em duas
partes. Fazendo uso da Proposicao 3.18 com o espacgo Euclidiano afim 2-dimensional H e

o conjunto convexo D C H, conseguimos 2z’ € D satisfazendo

(', f) > M(f),

o que implica em 2’ ¢ C. Isso contraria o fato de D C C. Portanto (2) vale sempre que

assumirmos que (1) nao é verdadeiro, o que conclui a prova. O

A seguir iremos ver algumas propriedades importantes dos conjuntos F; da De-

finicao 3.31, mas antes vejamos o seguinte lema que serd bastante 1til.
Lema 3.5. Se F' C S € conexo, entao S* . F é conexo por caminhos.

Demonstragdo. Sejam z,y € S* ~\ F e considere a € R tal que = (cos(a),sen(a)). A
aplicagao ¢ : (a,a + 27) — S' \ {z} dada por ¢(t) = (cos(t),sen(t)) ¢ um homeomor-
fismo. De fato, ¢ ¢é bijetiva, continua e, se uma sequéncia de pontos t, € (a,a + 27)
nao possui valores de aderéncia nesse intervalo, entao seus valores de aderéncia em R so
podem ser a ou a + 27. Nessas condicoes temos li_>m ©(t,) = z. Segue dai que, dada uma
sequéncia de pontos s, € (a,a + 27) com lim ;(SO:) = p € S' \ {z}, qualquer valor de
aderéncia de (s,)neny € um nimero b € (a,z_)r 27) que cumpre (pela continuidade de )
©(b) = p. Como ¢ ¢ injetiva, b é o unico valor de aderéncia de (s, )nen, logo nh_{{)lo sp="be
segue a continuidade de ¢!

Considere b = ¢~ (y) € (a,a + 27). Desde que F C S\ {z,y} = ¢ ((a,b)) U
¢ ((bya+2m))e¢((a,b)), p((b,a+ 27m)) sao abertos disjuntos em S*, da conexidade de F
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temos que F' C ¢ ((a,b)) ou F' C ¢ ((b,a + 27)). Digamos sem perda de generalidade que
seja F' C ¢ ((a,b)), assim podemos definir a aplicagao continua v : [b,a + 27] — ST\ F

por

o(t) se t € [b,a+2m),
v(t) =
rset=a-+ 2.

Teorema 3.32. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

(Z) 802 UtEJFt'
(2) {Fi}ics € uma familia de conjuntos fechados dois a dois disjuntos.

(8) 6, € Fy para cada t € J e [0, 2'] C F; para todo ' € Fy. Em particular, F; é um

conjunto conero.
(4) OC \ F; € conexo por caminhos para todo t € J, e consequentemente conezo.

Demonstragao. (1) Dado ' € Fy, existe f € Sg de modo que (', f) = M(f) = f(t), ou
seja, ' € {2’ € C': (o, f) = M(f)} C 9C pelo Lema 3.3. Logo F; C OC para cadat € J
e temos a inclusao | J,.; Fy C 9C.

Agora dado 2’ € OC, existe f € Sg tal que 2/ € {2/ € C : (2, f) = M(f)}.

Tomando o tinico ¢; € R ponto de méximo de f, temos que 2’ € Fy, C U, Fi-

(2) Seja (z!)neny uma sequéncia em F; tal que lim 2/, = 2’ e considere f,, € S com
n—o0

(@, fn) = M(f,) = fu(t) para cada n € N. Uma vez que Sg é compacto, podemos supor

(tomando uma subsequéncia, se necessario) que lim f, = f. Usando o Lema 3.2 temos
n—oo

(@', f) = lim (2, fn)

n—oo
= lim M(fy)
= M(f).
Como também temos a convergéncia pontual lim f,(t) = f(t) e vale lim M(f,) =
n—oo n—oo

lim f,(t), segue que (z/, f) = M(f) = f(t) e portanto ' € F;. Isso nos mostra que
%7%0 fechado para todo t € J.

Suponhamos agora que existam t1,ty € J com t; # to, tais que Fy, N F}, # &. Seja
¥ e Fy, NEy, e fi, fo € Sp tais que

(@, fi) = M(fi) = fi(t:), i =1,2.

. . _ 1 _ 2
Considere a, > 0 tais que af; + f2 € Sg (por exemplo, a = ThTenl= © 8= m)

Uma vez que f; atinge seu maximo apenas em t;, 1 = 1,2, temos:
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(a) afi(t) + Bfa(t) < aM(fr) + BM(f2), para todo t € R~ {ty, to}
(b) afi(ty) + Bfa(tr) = aM(f1) + Bfa(tr) < aM(f1) + BM(f2).
(¢c) afi(ta) + Bfa(te) = afi(te) + BM(f2) < aM(f1) + BM(f2)-

De (a), (b) e (¢) acima, segue que

M(afi + Bf2) < aM(f1) + BM(f2)
= <.T/,f1> + 5<$/,f2>
= (2", af1+ Bfa),

ou seja, ' ¢ C. Chegamos em uma contradigao.

(3) Dado t € J, existe g € Sg tal que g(t) = M(g), dai segue que &;(g) = g(t) = M(g) e
portanto d; € F;. Agora se 2’ € F}, entdo existe f € Sg de modo que

Uma vez que C' é convexo, segue que Ao, + (1 — A\)z’ € C para todo A € [0, 1], logo

(A + (1= A’ f) = Af(t) + (1 = A) f(2)
= [(t) = M(J).

Consequentemente, temos [0;, 2’| C F;.

4) Vamos verificar que para t € J fixado e 2/, y’ € 0C \ F}, existe uma fungao continua
Y G
v :[0,1] — 0C N\ F; com 7(0) = 2" e y(1) = ¢

Dois casos serao considerados:

Caso 1. Os pontos ', 1/, d; estdo alinhados: Como int(C') # &, podemos tomar
P, q,r" € int(C) pontos nao colineares, dessa maneira pelo menos um desses pontos nao
pode pertencer ao segmento que contém z’.vy’ e d;, digamos entao que seja p’. Seja H
o plano que contém {2',y/,d;,p'}. Note que D = C'N H, é um subconjunto compacto
e convexo de H que nao pode ser um segmento pelo fato de que 2/, 4/, 6, p" € D. Pela
Proposi¢ao 3.18 segue que inty (D) # @. Agora, como p' € int(C'), ndo podemos ter
D C 9C. Logo, pelo Lema 3.4 temos que inty (D) C int(C') e 9gD C 0C.

Vejamos agora que (Oy D) N F; é conexo. De fato, para 2z’ € (0 D) N F;, pelo item

€ da convexidade dae temos que
(3) e d idade de D, q
[Z/,(St] cDn Ft C Ft C oC.

Portanto segue que [2/, 0;] C (0g D) N Fy, pois uma vez que inty (D) C int(C'), 0y D C 9C
e [¢/,0;] Nint(C) = @, temos [2/, 0;] Ninty (D) = &. Entao [, 6] C (0yD) N F; para todo
2" € (0g D) N Fy, nos mostrando que (0 D) N F; é conexo.
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Por outro lado, do Teorema 3.20 temos Oy D ~ S*. Juntando isso com o fato de
que (OgD) N F; é conexo, segue do Lema 3.5 que (0yD) ~\ F; é conexo por caminhos.
Portanto existe um caminho, v : [0,1] — (9gD) \ F; C (0C) \ F; com v(0) = 2’ e
(1) =y

Caso 2. Os pontos 2,y e ; ndo sao colineares: Nesse caso consideramos H como
sendo o plano que contém z’, 1 e d;. Pela Proposicao 3.18 temos que se D = C'N H, entao

inty (D) # @. Assim, pelo Lema 3.4 segue que
(a) Ou 0y D C OC e inty (D) C int(C);
(b) Ou existe f € Sp tal que H={2'" € E': (2, f) = M(f)}.

Suponhamos que (b) seja vélido. Entdo, desde que
Zy e H={ZeFE : (2 f)=M()}

temos que
vy eH={eck": (& f)=Mf) =)}

mas isso nos mostra que z’,y’" € Fj, o que é uma contradi¢do. Portanto (a) deve ser
valido.

Agora, prosseguindo como no primeiro caso, conseguimos uma fun¢ao continua
v :10,1] — (OuD) \ F; C (0C) \ F; com y(0) =2’ e y(1) = ¢/’ O

Defini¢ao 3.33. Se {F;}ic; € uma familia de subconjuntos nao vazios de X dois a dois

disjuntos com X = J._; F;, entao {F;}ic; € chamada particao de X .

iel
Exemplo 3.34. {P,1}, onde P é o conjunto dos naturais pares e 1 o conjunto dos naturais

impares, € uma particao de N.

Exemplo 3.35. Se ~ ¢ uma relacao de equivaléncia em um conjunto nao vazio X, entao
{[z] : x € X} € uma particao de X, onde [x] ={y € X : = ~ y}.

Exemplo 3.36. G = {{z}: 2 <0}U{(0,00)} € uma particao de R.

Definicao 3.37. Dizemos que um subconjunto F' de um espaco topoldogico X é um continuo

quando F é compacto e conexo.

Exemplo 3.38. Os conjuntos da forma [a,b] com a < b, sao exemplos de continuos em

R.
Exemplo 3.39. S"! ¢ um continuo de R"™ para todo n > 2.

A partir de agora iremos denotar dC' por X. Uma vez que ja foi visto que C' é
compacto e o fechado dC' esta contido em C, temos entao que X = 0C é compacto, ou
seja, X é um espago métrico compacto. Pelo Teorema 3.32, {F;}ic; é uma partigao de
X em continuos nao vazios. A proxima proposicao ird nos fornecer mais propriedades

relevantes sobre a familia {F, };c ;.
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Proposicao 3.40. Temos X ~ F; ~ C para todo t € J.

Demonstragao. Sabemos do Coroldrio 3.30 que X ~ S?. Tomemos um homeomorfismo
h : X — S% Pelo Teorema 3.32, temos que h(F;) é um conjunto fechado conexo e
S? \ h(F;) é conexo. Agora pelos Corolario 3.25 e Teorema 3.26, existe 2 C C um

dominio simplesmente conexo de modo que X \ Fy ~ S? \ h(F}) ~Q ~ C. ]

Lema 3.6. Seja (t,)neny C J um sequéncia tal que 6, — 3y € Fy. Se (2!))nen € uma

sequéncia com x,, € Fy para cadan € N e x}, — 2/, entao 2’ € F.

Demonstracao. Para cada n € N considere f, € Sg tal que

<x;wfn> = M(fﬂ) = fn(tn) = <5tnafn>

Tomando uma subsequéncia se necessario, podemos assumir que f,, — f € Sg, de onde

temos

n—oo
e, assim,

(@', f) =M(f) =y, f).

Tomemos ty € J o ponto de maximo de f, entao

(W', f) = M(f) = f(to),

ou seja, ¥y € Fy,. Agora, uma vez que y' € F}, pelo Teorema 3.32 devemos ter ¢, = ¢.
Portanto, (z, f) = M(f) = f(t) e consequentemente x’ € F;. O

O dltimo lema tera um papel fundamental no préximo resultado, que diz a respeito

de um tipo especial de particao de um espago topologico.

Definicao 3.41. Sejam S um espaco topologico e G uma particio de S em conjuntos

fechados. Dizemos que G € semicontinua superior se, para cada conjunto aberto U C S,

U*:Ug

geG,gCU

o conjunto

€ um subconjunto aberto de S.

Exemplo 3.42. Se X ¢é um espago topoldgico de Hausdorff, entio {{z}:x € X} é uma

particao semicontinua Superior.

Exemplo 3.43. Seja (N, 7) com 7 = {@,P,I,N}. A particao G = {P,1} é semicontinua

supertor, pois P = It e T =Pt sdo fechados e, para U € T temos os sequintes casos:

e U= |J g=2¢€rT,
geG,gCo
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e Ur= |J g=Per;

geG,gCP

e U= |J g=ler;
geG,gCl

e U'= |J g=PuUl=Ner.
geG,gCN

Exemplo 3.44. Considere o espago topoldgico R? (com a topologia usual) e S(0,r) =
{z € R? : ||z|| = r} para r > 0. Temos que G = {(0,0)} U{S(0,7) : r > 0} € um
particio de R2.

Vejamos que G € semicontinua superior. De fato, todo elemento de G € um fechado
nao vazio de R?. Tome U um aberto nao vazio de R?. Se U = R?, entdo claramente temos

que

U = U g =R

g€G,gCR2

Se U #R?, tome y € R\ U e note que para cada x € U o nimero
ty, =sup{s > 0: B(z,s) CU}
¢ bem definido, pois t, < |z —y|| < oco.

Afirmagégo: [ = {r>0: S(0,7) C U} é aberto em R.

De fato, se I for vazio nada hd o que fazer. Supondo I # &, tomemos rq € I.

Considere a familia
F ={B(z,t,;) : =€ S(0,r9) et, =sup{s >0: B(z,s) C U}}.

Para provarmos que ro € (ro—€,ro+€) C I, € suficiente verificarmos que existe € € (0,19)
tal que
B(z,€) C B(x,t,) C U para todo B(z,t,) € F, (3.2)

pois se assim o for, dado x € S(0,p) com p € (ro —€,r9+ €), temos y = Ly € S(0,70).

Logo
)
ly— | = H(—°—1)x
p

isto €, v € B(y,€e) C B(y,t,) CU.

Suponhamos por contradi¢cao que 3.2 nao seja verdadeira. Entdo para cada n € N

=|ro—pl <e

existe T, € S(0,ry) tal que B(zy,t,,) C B(x,,1/n). Tomando uma subsequencia se
necessdrio, podemos supor que x, — x € S(0,79).

Desse modo, para n suficientemente grande temos B(x,,t., ) C B(x,t,) (pois
te, — 0) ety = t. — | — z,||, o que nos mostra que t, = 0. Mas isso é uma
contradi¢cdo com o fato de que t, € maior que zero. Portanto, I € aberto.
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Figura 3.1: Bolas B(xy,t,,) e B(x,t,) centradas em pontos de S(0, 7).

Concluindo, para I = @ temos U* = @; para I =], (ax,by),

v=J g =UUson=[ U sor| =1 ®BO0b)B0a]),

geG,gCU rel AeL re&(ax,by) AeL

se U nao contém (0,0), e U* = {(0,0)} U (U (B(0,b)) ~ B[O,a,\])) se U contém (0,0).
AEL
Uma vez que B(0,by) \ B[0,a,] é aberto para cada N € L, seque que U* € aberto em

qualquer caso.

Exemplo 3.45. A particio G = {{z} : = < 0} U {(0,00)} de R ndo é semicontinua

superior. De fato, tomando o aberto (—1,1) C R, seque que

L= U 9= U {==(10

geG,gC(—1,1) z€(—1,1),2<0
nao € aberto. Além disso, o elemento (0,00) de G nao é fechado.

Proposicao 3.46. Para cada ty € J temos que

{F Feaqto}
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é uma parti¢cao semicontinua superior em continuos de X \ Fy,.

Demonstra¢ao. Do Teorema 3.32(2), temos que F; é um fechado de X para cada t € J,
consequentemente F; é um compacto de X, pois X é um espago compacto (Ver Proposigao
2.54). Vejamos que F; é um continuo em X \ Fj, para cada t € J\ {to}. Uma vez que F;
é fechado em X e F, = F; N (X \ F,), segue que F; é fechado em X \ F,. Sejam agora
Ay=AN(X N F,) e By=BN(X \ F,) abertos de X \ F}, tais que AgN By = e

F, C Ay U By.

Como Ay e By também sao abertos em X (pois X \ Fj, é aberto), segue da conexidade
de F; em X (Teorema 3.32(3)) que F, C Ay ou F; C By, logo F; também é conexo em
X N\ F,,. A compacidade de F; em X \ F}, segue do fato de que todo aberto de X ~\ Fj,
¢ também um aberto de X.

Para ver que essa particao é semicontinua superior, precisamos mostrar que para

cada U C X \ F}, aberto em X \ Fj;, o conjunto

v= |J F

teJ~{to},F:CU

é um aberto de X \ F},. Suponhamos, por contradigao, que exista um aberto U em X \ F},
de modo que o V' correspondente definido acima nao seja aberto em X \ F;,. Entao, existe
' € Fy, C U (para algum t € J ~\ {to}) e (2))neny C (X N Fyy) NV com z,, — 2/. Isso
implica que para cada n € N, o conjunto F;, que contém o n-ésimo termo da sequéncia
(2] )nen, € tal que F,, \ U # @, pois do contrario teriamos F;, C U e portanto F;, C V, o
que é uma contradigdo. Assim, para cada n € N podemos tomar y/, € F; ~ U. Tomando

uma subsequeéncia se necessario, podemos assumir que

6tn—>Z/€X

uy, —y eX.

Portanto, existe t' € J tal que 2’ € Fy. Agora, pelo Lema 3.6 temos z’,3' € Fy, o que
implica em ¢’ = ¢, e consequentemente 3y’ € F;. Isso é uma contradi¢do, pois o fato de
(Y nen C (X N Fyy) N U implicaem ¢ € (X N\ F,))NU,oqueresultay ¢ U D F,. [

Definigao 3.47. Dizemos que um subconjunto A de um espago topoldgico S nao separa

S, quando S ~. A € conezo.
Exemplo 3.48. Se n > 2, entdo o conjunto {x} para qualquer x € R"™ ndo separa R™.

Exemplo 3.49. Se F' é um subconjunto conexo de S*, seque como consequéncia do Lema

3.5 que F nao separa S*.
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Exemplo 3.50. O conjunto {p,q} C S* nao separa S*.
Proposicao 3.51. Para cada par de pontos ty,ts € J, o conjunto X \(Fy, UF,,) € conexo.

Demonstracao. Usando a Proposicao 3.40 temos
XN F, ~C~S8*~{0,0,1)}.

Logo, existe um homeomorfismo g; : X N\ F;, — S?~.{(0,0,1)}. Podemos entao estender
g1 a X pondo gi(2') = (0,0,1) para 2’ € F},. Vejamos que g; : X — S? é continua e
sobrejetiva. A sobrejetividade é imediata. Para mostrar a continuidade, observe que dados
r € X N\ F,, e BC S? um aberto contendo g¢;(z), temos que A = BN (5%~ {(0,0,1)})
é um aberto de S? contendo g;(z). Desse modo g; *(A) é um aberto de X \ F}, ou seja,
gi(A) = DN (X N\ F;,) com D um aberto de X. Como X \ F}, é um aberto de X, segue

que g; *(A) é um aberto de X contendo x. Dai,
gi1(91'(A)) C AC B,

e temos a continuidade de g; em todo x € X \ F},. Suponhamos agora que g; nao seja
continua em um ponto z’ € F,. Entdo existe € > 0 e uma sequéncia (z],)neny em X com

zl, — ' e |gi(x)) — (0,0,1)] > € para todo n € N. Considerando uma subsequéncia se

/
n

necessério, podemos assumir que g;(z/,) converge para u € S% ~ {(0,0,1)}. Desde que
g1(z!) # (0,0,1) para todo n € N, temos que (z],)eny € X \ Fj,, além disso, pelo fato
de que gi|x.r, + X N, — S\ {(0,0,1)} é um homeomorfismo, segue que existe
Yy € X N\ F,, tal que 2/, — ¢/, mas isso contraria o fato de que (2,),en também converge
para x’ € F},.

Pelo Teorema 3.32 temos que X \ F}, é conexo, e por conseguinte também temos
g1(X ~ F,) conexo em S?. Note também que S?* = g¢;(F},) U i(X \ F,) e
a(X ~ F,) N g(F, = o, pois se v € ¢g(X ~ F,) N gi(F,), entdo
v = gi(z}) = gi(2}) € S? ~ {(0,0,1)} para 2, € F, e 2, € F; C X \ F,,, ou seja,
xh, = x; € Fy, (isso pelo fato de que z e x5, pertencem a X \ Fi, e g restrito a X \ Fj,
¢ injetiva) o que seria uma contradi¢ao. Dessa maneira {g;(F3,), g1(X \ F;,)} é uma
partigao de S?, onde g;(F},) é compacto e conexo (pois g; é continua e F}, é compacto e

conexo em X), e g1 (X ~\ Fy,) é aberto. Agora, pelo Corolario 3.25 e Teorema 3.26,
gi(X N F,) ~C~ 5~ {(0,0,1)}.

Assim existe um homeomorfismo
920 1(X N F,) — 8%~ {(0,0, 1)},

que pode ser estendido para S? definindo go(u) = (0,0, 1) para todo u € g;(F;,), de modo

que go : S? —+ S? é continua e sobrejetiva. Podemos entdo considerar a funcao continua
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e sobrejetiva g = gy 0 g; de X em S?. Note que g; restrito a X \ (F, U F},) é homeomorfo
a gi(X N Fy) N g1(Fy) = g1(X N Fy) N gi(Fy), e go restrito a gi(X N F,) N g1(£4,)
é homeomorfo a (S? \ {(0,0,1)}) \ g2(g1(Fy,)) = S~ {g(F},), 9(F;,)} (do modo que
g1 € go foram definidas em F;, e Fj, respectivamente, os conjuntos g(F;,) e g(F;,) sao
unitarios e disjuntos, de modo a escrevermos g(Fy,) U g(Fy,) ao invés de {g(Fy,), 9(Fi,)}),

logo g|x F,,UF,,) € um homeomorfismo sobre a sua imagem, ou seja,
XN (Ftl U Ft2> = S2 ~ {g(th)ag(Ftl)}:

e isso nos mostra a conexidade de X ~ (Fy, U Fy,). O

Lema 3.7. Sejam (X, 1), (Y,A) espagos topologicos e h : (X, 7) — (Y, A)um homeo-
morfismo. Se G € uma particao semicontinua superior de X, entao G, = {h(g) : g € G}

€ uma particao semicontinua superior de Y .

Demonstracao. Todo elemento de G}, é fechado, pois todo elemento de G é fechado e h é

um homeomorfismo. Seja U um aberto de Y, temos que

v= J = U Mg=n U

q€Gh,qCU geG,gCh—1(U) geG,gCh~1(U)
Como h~1(U) é aberto em X e G é semicontinua superior, entao U g é um aberto
9€G,9Ch=1(U)
de X. Concluimos entao que U* é aberto em Y. O

Corolario 3.52. Para cada ty € J temos X \ Fy, ~ C. Tal homeomorfismo transforma
{Fi}es gty em uma particao semicontinua superior de C composta por continuos que ndo

separam C.

Demonstracao. Segue diretamente das Proposicoes 3.40, 3.46 e 3.51. A Proposicao 3.40
nos mostra a existéncia do homeomorfismo, e a Proposicao 3.46 garante que {F}}ie s q10}
¢ transformado em uma particao semicontinua superior, pois {F}}te s 1,} ¢ semicontinua
superior em X \ F}, e semicontinuidade superior é um invariante topolégico (Lema 3.7),
além disso, essa particao serd formada por continuos, uma vez que cada F; também ¢ um
continuo. Por fim, a Proposi¢ao 3.51 nos mostra que {F};}ics q1,} nao separa X \ Fy,

logo sua imagem pelo homeomorfismo também nao separa C. O

No restante da dissertacao, usaremos o conceito de topologia de identificacdo que
sera apresentado a seguir. Dado um espaco topologico X e ) uma particao de X, podemos
definir uma aplicagao sobrejetiva 7 : X — ) pondo w(z) = Y, onde z € Y. Esta
aplicacao é bem definida pelo fato de ) ser uma particao. A topologia de identificacao

em ) é definida por

T,={UcCY: nmY(U) é aberto em X}.
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De fato T, é uma topologia, pois para U,V € T} temos 7 {(UNV) =7~ YU)N7~1(V), e
sendo 71 (U), 7~1(V) abertos de X, entao 7~ (U) N7~ (V) também é aberto em X, nos
mostrando que U NV € T,. Agora, se {U;}ic; é uma familia de elementos de T}, entao
T (Uicr Ui) = Uie; 7 H(U;). Como temos que (J,c; 7 (U;) ¢ um aberto de X, segue
que U, Ui € Tr.

Proposicao 3.53. Se X é um espaco topologico e Y é uma particio munida da topologia

de identificacao T, entdo

Tﬂ:{UC)}: UYéabertoemX}.

YeU

Demonstracao. Considere P = {U cYy: UYGUY é aberto em X}. Dado U € Y, temos
que 7 (U) = Uyey 7 (Y) = Uyep Y- Desse modo segue que U € T se, e somente se,
U € P, nos mostrando a igualdade. O

Do modo como a topologia de identificagao é definida, a aplicacdo 7 se torna
continua, e essa topologia é a maior possivel que torna 7 continua, no sentido de que se
outra topologia em ) torna 7w continua, entao essa topologia necessariamente esta contida
em 1. De fato, se A é uma outra topologia que torna 7 continua, entao U € A implica
que 7~ H(U) é um aberto de X, mas como U C Y, segue que U € Tr.

Podemos considerar a topologia de identificagdo na familia F = {F;, : t € J}
induzida pela funcao sobrejetiva p : X — F definida por p(z’') = F; sempre que x’ € F;.

Da mesma maneira, se ty € J, entao também podemos considerar a particao de
X\ F,, dada por Fy, = {F;: t € J~{to}} e a topologia em F;, induzida pela sobrejegao
Pry + X N\ Fyy — Fy, definida como py, = plx. 5, -

Definicao 3.54. Se X ¢ um espaco topoldgico e 11, 7o sao duas topologias em X, dizemos
que um elemento de T, € um T1-aberto, assim como todo elemento de 9 também é chamado

de To-aberto.

Exemplo 3.55. Sejam

n={0}U{ACR: AL=R< 4 ¢ finito}

n={0YU{ACR: A* =R~ A ¢ enumerdvel}

as topologias cofinita e coenumerdvel sobre R respectivamente. Temos que QP=R\Q ¢

um elemento To-aberto, mas nao um elemento 1 -aberto.
Proposicao 3.56. Seja tg € J e U C Fy,. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) U é um T,-aberto em Fy,.
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(2) U é um T,-aberto.

(3) U é um T, -aberto.

Demonstragio. E evidente que (1) e (2) sdo equivalentes. Temos que U & 1,,,-aberto
se, e somente se, p; ' (U) é aberto em X \ F,, mas por outro lado p,'(U) = p~'(U) ¢
aberto em X \ Fy, se, e somente se, p~*(U) é aberto em X (pois X \ F}, é aberto em X).
Portanto (2) ¢ equivalente a (3). O

O resultado anterior nos mostra que os abertos de JF;, sao exatamente os abertos

de F que estao contidos em F;,, ou seja,
Tpto :{UETp UC.FtO}

Portanto iremos escrever apenas JF;, para se referir ao espago topolégico (F,, Tpto).
Vejamos a seguir o Teorema de Moore, que sera de crucial importancia para che-

garmos ao resultado principal. A sua demonstracao requer um estudo aprofundado sobre

decomposigoes de variedades topoldgicas, o qual foge dos objetivos deste trabalho (ver,

por exemplo, [8, 19]).

Teorema 3.57 (Moore). Suponha que G seja uma particao semicontinua superior do
plano C em continuos, dos quais nenhum separa C. Se G € dotado da topologia de iden-

tificacao, entao G ~ C.
Teorema 3.58. Para cada ty € J, Fy, ~ C.

Demonstragao. Seja h : X \ F,; — C o homeomorfismo do Corolario 3.52. Como foi
visto no Coroldrio 3.52, a particdo Fpy = {h(F}) : t € J ~{to}} de C é semicontinua
superior, onde para cada t € J \ {to} o conjunto h(F;) é um continuo que nao separa
C. Com isso, a particao Fj,4, estd nas condi¢oes do Teorema de Moore, logo temos
Fhi, = C. Vejamos agora que F;, ~ Fj . Considere a bijecao h Fio — Fnt, dada
por h(F}) = h(F;). Temos pela Proposicio 3.53 que U C F;, é um aberto se, e somente
se, Uper Fi € aberto em X N F,. Por outro lado, segue que h(U) ¢ aberto em Fy, se,
e somente se, Uy, g enw) R(EL) = h (Upew Fr) é um aberto de C. Agora, como h é um
homeomorfismo, temos que UFteU F, é aberto em X \ F}, se, e somente se, h (UFteU Ft)
é aberto em C, isso é suficiente para nos mostrar que h é um homeomorfismo. Portanto
Fio = Fpyy = C. O

Lema 3.8. O espago topoldgico F satisfaz o primeiro axioma da enumerabilidade.

Demonstragao. Seja F, € F para algum t € J. Fixe tq € J \ {t}. Uma vez que F;, ~ C,
segue que F; admite uma base local enumeravel {U, },cy em F;,. Pela Proposicao 3.56
temos que {U, },en € uma colegdo de abertos de F. Além disso, também pela Proposigao
3.56, dado U um aberto de F contendo F}, entao U N F;, é um aberto tanto de F;, como
de F, logo existe U, tal que F, € U, C UNF,, C U, ou seja, {U, }n,en é uma base local
de F; em F. ]
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Lema 3.9. F ¢ um espaco topologico compacto.

Demonstracao. Seja {U;}ie; uma colegao de abertos de F tal que

i€l

Como vale X = UFtG]E F; pelo Teorema 3.32, segue que

x= Ft:U<U Ft>.

FtEUiEI Uz el FtGUi

Uma vez que UFteUz- F, é um aberto de X para cada i € I (Proposi¢ao 3.53) e X é um

espaco métrico compacto, segue que existe um subconjunto finito f,, de I tal que

XzU(UFt>: U ~

€1y, FieU; FteUieIn U;

Agora dado F; € F, segue que F; C UFtGU'gJ v, F1, ou seja, Fi € Uieln U;. Dessa maneira
vale a igualdade F = | J,.; U O

Podemos verificar o ultimo Lema de uma forma mais simples, notando que a
aplicacdo p : X — F definida anteriormente é continua e sobrejetiva, ou seja, F = p(X)

é compacto pelo fato de X ser um espaco topolégico compacto.
Teorema 3.59. F ~ S2.

Demonstragao. Fixemos to, € J. Pelo Teorema 3.58 sabemos que F;, =~ C ~ S? \
{(0,0,1)}. Considere um homeomorfismo h : F,, — S* . {(0,0,1)}. Se estendermos h
a F pondo h(Fi ) = (0,0,1), h é continuo em F; para todo t € J \ {t»} uma vez que
Fi.. ¢ um aberto e h|r,_ ¢é continua por definigao.

Vejamos que h ¢ também continua em F;__. Suponhamos que h nao seja continua
em F;_. Uma vez que JF satisfaz o primeiro axioma da enumerabilidade, existe € > 0 e
(F}, Jneny C F uma sequéncia tal que F,, — F,__, mas |h(F;,) — h(F,_)| > € para todo
n € N. Pela compacidade de S?, podemos assumir que a sequéncia (Fy, ),en C Fr. seja
tal que h(F;,) — u € S? . {(0,0,1)} (considerando uma subsequéncia, se necessario).
Agora, como h : F; — S?~{(0,0,1)} é um homeomorfismo, entao existe ¢t € J \ {to}
tal que h(F;) = u e F;, — F,. Tomando t, € J com ty # t, too, t,, para todo n € N (isso
é possivel pois temos card(J) = ¢ como consequéncia dos Teoremas 3.32 e 3.58), segue
que (Fi, Jnen C Fiy € Fy, — Fy_. Logo Fy, nao seria uma espago de Hausdorff, pois F;_
e F; sao limites distintos da sequéncia (F},)nen, 0 que contradiz o fato de que F;, ~ C.

Portanto h : F — S? é continua. Além disso, uma vez que h é uma bijecao, F é

compacto e S% é um espaco de Hausdorff, concluimos que h é um homeomorfismo. O
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Observacao 3.1. A partir de agora consideraremos a fungao v : J — X dada por

~(t) = ;. Observe que pela Proposi¢ao 3.27 v é continua.

Agora temos as ferramentas necessdrias para verificarmos que nao existe espaco
tridimensional em C'(R) U {0}. A prova desta ultima afirmagao é baseada na construgao

de uma bijecao continua q : J — S? e na seguinte observacao:

Observacao 3.2. Suponha que q : J — S? seja uma bijecio continua. Observe que
0s conjuntos J, = J N [—n,n] sio compactos para cada n € N, pois pelo Coroldrio 3.28
J € fechado. FEntdao q|;, € continua, injetiva e fechada. Logo ql;, : J, — q(J,) €
um homeomorfismo. Portanto int (q(J,)) = @' e q(J,) € fechado. Uma vez que S* =
Unen @(Jn), S? seria um conjunto de primeira categoria, o que € impossivel, pois S* € um

espaco de Baire.

Teorema 3.60. Se V ¢é um subespaco vetorial de C(R) tal que V- C C(R) U {0}, entdo
dim(V) < 2.

Demonstragio. A existéncia de um espaco 3-dimensional em C'(R) U {0} implica, como

foi visto no decorrer do capitulo, a existéncia das trés fungoes a seguir:
(1) v:J — X, que é continua.
(2) p: X — F, que é continua e sobrejetiva.
(3) h:F — S? que é um homeomorfismo.

Entao a composicao ¢ := h o p o vy acaba sendo uma bijecao continua entre J e S?. De

fato:

e ¢ é injetiva: Se ty,ty sao dois elementos distintos de J, entao p(y(t1)) = p(dy,) =
F,, # Fi, = p(ds,) = p(y(t2)), ou seja, p oy é injetiva. Uma vez que h também é

injetiva, temos a injetividade de q.

e ¢ ¢é sobrejetiva: Seja u € S?. Entao existe t € J tal que h(F}) = u, pelo fato de h
ser sobrejetora. Logo ¢(t) = h(p(y(t))) = h(p(d:)) = h(F};) = u.

e ¢ ¢é continua por ser composicao de fungoes continuas.

Assim, chegamos em uma contradicao pela Observacao 3.2. O

1Se fosse int (q(J,,)) # @, existiria uma bola aberta B de S? contida em ¢(J,,) que seria homeomorfa
a um intervalo aberto I contido em J,,. Porém B menos um ponto é conexo, o que nao ocorre com /.
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