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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia, unicidade e controlabilidade exata na fronteira e
interna para a equagao da onda linear com condigao de fronteira do tipo Dirichlet. Além disso
fizemos um estudo da existéncia, unicidade e controlabilidade da equacao do calor e também
sobre a controlabilidade da equagao da onda semilinear. Com este fim, na parte da existéncia
da equacao da onda linear usamos o método de Faedo-Galerkin, ja para a equacao do calor
fizemos a existéncia de solugao através da teoria de semigrupo de operadores lineares. Para a
controlabilidade exata, usamos, essencialmente, o Método de Unicidade Hilbertiana (HUM) e
também por meio de métodos variacionais, mostramos que a controlabilidade exata, pode ser
feita através de um problema de minimizagao. J& para a controlabilidade da equacao do calor,
usamos um método que é baseado na obtengao de uma desigualdade de Carleman através
de uma desigualdade de observabilidade e por fim, na controlabilidade da equagao da onda

semilinear, utilizamos um método baseado no Teorema do Ponto Fixo de Schauder.

Palavras - Chaves: Método de Faedo-Galerkin, Semigrupos, Controlabilidade exata, De-

sigualdade de Carleman, Método Hum.



Abstract

In this work we study the existence, uniqueness and exact controllability at the boundary
and internal to the linear wave equation with Dirichlet boundary condition. In addition, we
did a study of the existence, uniqueness and controllability of the heat equation and also on
the controllability of the semilinear wave equation. To this end, in the part of the existence
of the linear wave equation, we use the Faedo-Galerkin method. Already for the heat equa-
tion we made the existence of solution through the semigroup theory of linear operators. For
exact controllability, we essentially use the Hilbertian Uniqueness Method (HUM) and also by
means of variational methods, we show that the exact controllability can be done through a
minimization problem. For the controllability of the heat equation, we use a method that is
based on obtaining a Carleman inequality through an inequality of observability and finally, in
the controllability of the semilinear wave equation, we use a method based on the Fixed Point

Theorem of Schauder.

Key-Words: Faedo - Galerkin Method, Semigroups, Exact Controlability, Carleman Inequal-
ity, Hum Method.
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Notacoes e Simbologias

() é um aberto limitado de classe C? do R

I representa a fronteira de ()

[y representa um pedaco da fronteira I' de 2
Fon(IN\TIy) =2

Q =Q x (0,T) subconjunto de R"**

Yo=T9x(0,T)

Em designa a derivada na diregao normal exterior
— designa convergéncia fraca

2 designa convergéncia fraca estrela

X' designa o dual topologico de X

L(X,Y) designa o designa o espago das transformacoes lineares limitadas de

XemY



Introducao

Parte deste trabalho aborda de forma didatica o livro intitulado: Introduction exact
control theory: Method Hum em Milla Miranda, Luiz Adalto e Aldo Trajano [20], que trata da

existéncia de solugao, bem como a controlabilidade de sistemas associado ao problema
o' —Ap=Ff, em Qx(0,7T),
=0, sobre =T x(0,7T),
¢(0) =¢° ¢'(0)=¢' em Q,
onde 2 é um dominio limitado do R", e sua fronteira é denotada por 02 =T".
Outra parte do trabalho é dedicada ao estudo da existéncia e controlabilidade da equacao

do calor via desigualdade de Calerman que se encontra no livro intitulado: Control and Non-

linearity em Jean Michel Coron [6], problema este que é dado por:
y — Ay =u(t,z), te€(0,T), =€,
y=0 sobre (0,T) x 0,
onde no tempo ¢ € [0, 7], o estado ¢ y(¢,-) € L*(2) e o controle é u(t,-) € L*().
Finalizamos o trabalho com o estudo da controlabilidade da equacao da onda semilinear
que foi retirado do livro: Controlabilidad Ezacta y Estabilizacion de la Ecuacion de Ondas em

Enrike Zuazua [20], onde foi feito a existéncia de solugdo e a controlabilidade utilizando um

método baseado no Teorema do Ponto Fixo de Schauder

y' — Ay + f(y) = hxo em Q,

y=0 em X,

sendo f uma funcao localmente lipschitz.

A controlabilidade de Equagoes Diferencias Parciais (EDP) tem sido objeto de um estudo
intenso durante as duas tltimas décadas. O problema de controlabilidade ja tem sido estudado

por diversos autores:



Em Markus, L. (1965), se introduziu um método baseado no Teorema da Fungao Implicita
para o estudo de controlabilidade exata de sistemas de equacoes diferenciais ordinarias. Mais
na frente este método foi adaptado e estendido ao estudo de controlabilidade de equacgoes de
ondas nao lineares com Chewing, W. C. (1976), Fattorini, H. O. (1989), Russell, D. L. (1978),
este método proporciona resultado de controlabilidade local, isto é, dados iniciais em uma
vizinhanga de {0,0} em H}(Q) x L*(Q) podem ser levados a {0,0} se f(0) = 0 em um tempo
T. Para a controlabilidade na equacao da onda semilinear, adotaremos um ponto de vista
diferente, usamos um método que proporciona resultado de controlabilidade exata para alguma
classe de fungoes nao lineares. Em Enrike Zuazua [39] se introduziu um método de ponto fixo
que proporciona resultado de controlabilidade exata para nao linearidades f assintoticamente

lineares, isto é:

fl e L*(R), (1)
e
Sli_>nolo @ existe. (2)

Posteriormente Zuazua introduziu um segundo esquema de ponto fixo pelo qual se demostrou
a controlabilidade em uma classe de nao linearidades globalmente lipschitz. Ou seja, sem a
necessidade de supor (2). A desvantagem deste método é que o controle construido pertence a
classe H=<(0,T; L*(Q2)) com € > 0 e ndo a classe ideal L*(w x (0,7T)) correspondente ao caso
linear. Outro autor de grande importancia na area, por exemplo o Lions [16] em 1986 introduziu
um método sistemaético e construtivo conhecido como Método de Unicidade Hilbertiana (HUM).
O HUM consiste em reduzir a controlabilidade exata de sistemas lineares em um resultado de
continuagao Unica, que é equivalente & obtengao de uma desigualdade inversa, desigualdade de

observabilidade. A partir do HUM muitas descobertas importantes foram feitas nesta area.

Gostaria de ressaltar um importante resultado de grande importancia na érea de contro-

labilidade. Para isso, vamos considerar os problemas abstratos

U = AU,
U(0) = U,
e o problema adjunto,
V= —-A"V + B*W,
V(0) =V,
com B: D(B) C H— G, onde G é espaco de Hilbert e A* e B* sdo os adjuntos de A e B.

(4)

Vamos supor que,



(H1) O operador A gera um grupo fortemente continuo de automorfismos e!* em H, onde H

é um espaco de Hilbert.
(H2) D(A) C D(B), e existe uma constante C' > 0, tal que ||BU||c< C||AUs||g para todo
Uy € D(A)

(H3) Existe um intervalo I e uma constante C; > 0 tal que a solugao de (3) satisfaz a de-
sigualdade,
|1BU|r.0< CillUsll, VUo € D(A).

Vamos assumir também uma desigualdade inversa a (H3), isto é,

(H4) Existe um intervalo limitado I’ e uma constante positiva ¢’ tal que a solu¢ao de (3)
satisfaz a desigualdade

1Uollr< €| BU (1,6
Notemos algumas observagoes:

1. O operador B é chamado operador observabilidade, podemos pensar que podemos observar

somente BU e nao toda solucao a U.

2. A hipotese (H3) é uma forma abstrata da desigualdade direta na terminologia de Tome 1
[17] e Tome 2 [18|. Ela também é chamada de desigualdade de admissibilidade, porque ela nos

permite definir BU como um elemento de LP(I, G) para todo Uy € H, por densidade.
Sobre as hipoteses (H1)-(H3) é possivel definir a solugao do problema dual

V! = —A*V + B'W,
V(0) =W,

(5)

para todo Vo € H e W € L} (R,G’). Aqui H' e G’ denotam os espagos duais de H e G e
A*, B* denotam os adjuntos de A e B, respectivamente.

Observa-se também que o operador B* é usualmente chamado operador controlabilidade: Pode-
mos pensar que podemos agir sobre o sistema escolhendo um controle W. Para um procedimento

formal ver Kormonik [12] pagina 14.

Definimos uma solugao de (5) como uma funcao V' : R — H' satisfazendo,
s
(V(S).U(S)msn = (Vo Unh s + | (W(0), Blt))crncrt
0

para todo V € H e todo S € R. Retornando aos problemas (3) e (4) e assumindo as hipoteses



(H1)-(H4). Fixado dois ntmeros T' > |I'|,w > 0, cuja Tw = T + (2w) ™! e definindo,

e se 0<s<T,

ew(s) =
2we 2 T(T, —s), se T<s<T,,

e definimos

7, .
(Ao, Do)t = / e ()(Be* AUy, BeATTy)ds.
0

Entao, A, é um isomorfismo auto-adjunto positivo definido e A, € L(H, H'). Denotando por
J : G — G’ o isomorfismo candnico de Riesz (Ver Manuel Milla Miranda [23]) temos o seguinte

resultado.

Teorema 0.1. Assuma as hipdteses (H1)-(H4) e fize w > 0 qualquer. Entdo o problema

V! = (—A* = B*JBALY)V,

V() = 1o, o

¢ bem posto em H'. Além disso, existe uma constante M > 0 tal que a solugdo de (6) satisfaz

a estimativa
V()| < M[Vo||gre™", (7)

para todo Vo € H' e todo t > 0.

Em outras palavras, este Teorema afirma que a Lei feedback
W = —JBAJ'V

estabiliza uniforme o problema (5) com uma taxa de decaimento igual a w. Para mais detalhes

ver Kormonik [12].

Gostarfamos de destacar a importancia de um grande resultado muito usado nessa érea,
que é conhecido como o Principio de Russell, onde ele garante que, estabilizar um sistema linear
reversivel! no tempo implica na controlabilidade exata do mesmo, ou seja, a estabilizacao é
equivalente a controlabilidade exata, desde que o sistema seja linear e reversivel. Para mais

detalhes, conferira o artigo Russell [28].
No que segue, informamos que este trabalho esté dividido como segue a seguinte sequéncia:

No Capitulo 1, daremos alguns conceitos bésicos sobre distribui¢oes para fungoes reais,
funcgoes vetoriais, espacos de Sobolev e resultados gerais de traco. Além disso, enunciaremos e

demonstraremos alguns resultados de fundamental importancia no decorrer deste trabalho.

IDizemos que um sistema é reversivel no tempo, quando a equacdo é satisfeita para —t ao invés de t.
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No Capitulo 2, mostramos a existéncia, unicidade e regularidade de solucgoes forte, fraca
e ultra fraca da equagao da onda linear. Usaremos o método de Faedo-Galerkin para provar a
existéncia de solugao forte. A solucao fraca é obtida como limite de uma sequéncia de solucoes

fortes. O método de Transposi¢ao é usado para definir a solucao ultra fraca.

No Capitulo 3 e 4, estudamos a controlabilidade exata da equacao linear da onda, con-
siderando o caso do controle localizado na fronteira do dominio {2 e no capitulo 4 no seu interior.
Vimos, por meio do método HUM, que o problema de controlabilidade exata é equivalente a
provar uma desigualdade de observabilidade associada ao problema adjunto. Ou seja, o prob-

lema de controlabilidade se reduz a provas as desigualdades direta e inversa.

No Capitulo 5, apresentamos outros métodos de controlabilidade, em um primeiro mo-
mento, fizemos a controlabilidade exata interna e na fronteira da equacao da onda linear, sendo
que dessa vez, mostrando que o problema de controlabilidade se reduza um problema de mini-
mizagao. E também apresentamos um método de controlabilidade que se reduz a provar uma
desigualdade de observabilidade, conhecida como controlabilidade via desigualdade de Caler-
man, para este mesmo problema fizemos a existéncia da equagao do calor através da teoria do

Semigrupo de Operadores Lineares, como pode ser vista por exemplo em Alvercio [8] e em Pazy

127].

No Capitulo 6, realizamos a controlabilidade da equagao da onda semilinear usando um
método criado por Zuazua, onde se é utilizado o Teorema do ponto fixo de Schauder para

controlar esse sistema.

Para finalizar o trabalho, escrevemos trés apéndices, no primeiro é apresentado o resultado
de regularidade da solucao forte, no segundo os resultados que nos garante a existéncia e
prolongamento de solugoes aproximadas, e é parte essencial da obtencao da solucao forte da
equacao linear da onda e finalmente, no terceiro é apresentado resultados referentes aos sistema

de controle linear abstrato.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

No que segue, apresentaremos algumas defini¢oes e conceitos basicos relacionados a teoria
das distribuigoes, analise funcional, teoria da medida, espaco de Sobolev, teoria de semigrupos
de operadores lineares limitados entre outros que serao de fundamental importancia no decorrer

do nosso trabalho.

1.1 Espacos Funcionais

Dados €2 C R™ um aberto e f : 2 — R uma fungao continua, definimos por suporte de
f, e denotamos por supp(f), como sendo o fecho do conjunto {z € Q; f(x) # 0} N . Dessa

forma, supp(f) é um subconjunto fechado de €.

Uma n-upla de inteiros ndo negativos a = (aq, g, ..., q,) é denominada multi-
indice e sua ordem ¢ definida por |a| = a; + as + ... + .

Representa-se por D* o operador derivagao de ordem ||, isto é,

olel
D" = ma
o) Oy ... 0%
Observagao 1.1. Se a = (0,0,...,0) define-se D°u = u, para toda func¢io u. Denotaremos

por C§°(2) o espago vetorial, com as operagoes usuais, das fungoes infinitamente diferencidveis
e com suporte compacto.

Definigao 1.1. Seja 2 um aberto do R™. Uma sequéncia (¢n)nen em C§°(§2) converge para
© em C°(Q), quando as sequintes condigoes forem satisfeitas:

i) Existe um compacto K de Q tal que supp(y), supp(p,) C K, VYn € N™.

1) Para todo multi-indice «, tem-se D%p, — D*p. uniformemente em K

O espago C§°(£2), munido da nogao de convergéncia acima definida serda denotado por

D(Q)) e denominado de Espago das Fungoes Testes sobre ).
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Uma ditribuigao sobre 2 é um funcional T': D(Q2) — R satisfazendo as segintes condigoes:
i) T(ap + by) = aT(p) + bT(¢),Va,b € R e Vo, € D(Q);
ii) T' é continua, isto ¢, se p,, converge para ¢ em D(), entao T'(¢,) converge para T(p) em

R.

Denotaremos o valor da distribuigdo 7" em ¢ por (T, ) e por D'(€2) conjunto de todas as

distribuicoes sobre €.

Lema 1.1 (Du Bois Reymond). Seja u € L}, (Q) tal que

/ﬂu(x)gp(m)dw =0,y € D(Q).

Entao, uw =0 quase sempre em §2.

Demonstragao: Para a prova ver Brezis Brezis [3]. u

A seguir, daremos um exemplo de uma distribuigao.

Exemplo 1.1. Seja u € L}, (Q). O funcional T, : D(2) — R, definido por

(T, 0) = / u(@)p(x)dz,

€ uma distribuicao.

Observagao 1.2. Seque do Lema 1.1 Du Bois Reymond que se u,v € L} (Q), entio T, = T,

loc

em D'(QY), se e somente, se w = v. Desta forma, temos uma correspondéncia biunivoca entre
as distribuigoes do tipo T, com o espago L, .(S2).
Definigcao 1.2. Seja T uma distribuicao sobre 2 e o um multi-indice. A derivada DT de
ordem || de T' € um funcional DT : D(Q2) — R definido por

<DaT’ 90> = (_1)n<T7 Da90>'

Além disso, DT € uma distribuicao sobre ()

Observacao 1.3. Decorre da definicao que uma distribuicao tem derivadas de todas as ordens.

1.2 Espacgos Funcionais a valores Vetoriais

Seja X um espago de Banach. Denotaremos por D(0,7, X) o espago localmente convexo
das fungdes vetoriais ¢ : (0,7) — X indefinidamente diferenciaveis com suporte compacto em
(0,7T). Diremos que ¢, — ¢ em D(0,T, X) se:

i) Existe um compacto K de (0,7 tal que supp(p,), supp(p) C K, Vn € N;

ii) Para cada n € N, ¢,, — ¢ em X uniformemente em ¢ € (0,7).
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O espago das aplicagdes lineares e continuas de D(0,7,R) em X serd denotado por
D'(0,7,X), isto ¢, T € D'(0,7,X) se T : D(0,T) — X ¢ linear e se 6, — 6 em D(0,T)
entdao (71, 6,) — (T,6) em X.

Diremos que T,, — T em D'(0,7,X) se (T,,,0) — (T,0) em X, V8 € D(0,T). O espago
D'(0,7, X) munido da convergéncia acima é denominado espago das distribuicoes vetorias

de (0,7) com valores em X.
Observagao 1.4. Prova-se que o conjunto {0¢,0 € D(Q),& € X} € total em D(0,T,X). !

Definicao 1.3. Dizemos que u € fortemente mensuravel quando existir uma sequéncia de

fungoes simples (on)nen tal que

on — ¢ em X, quase sempre em (0,T).

Denotaremos por LP(0,7, X) , 1 < p < 00, 0 espago de Banach das (classes de) fungoes u,

definidas em (0,7") com valores em X, que sdo fortemente mensuraveis e |lu(t)||x ¢ integréavel

T l
P
lull o) = ( / ||u<t>us%dt) |

Por L>°(0,T, X) representa-se o espago de Banach das (classes de) fungdes u, definidas em

a Lebesgue, com a norma

(0,T) com valores em X, que sao fortemente mensuréveis e ||u(t)||x possui supremo essencial

finito em (0,7"), com a norma
[ulloo,r,x) = sup ess|u(t)]|x. (1.1)
0<t<T

Observagao 1.5. No caso p =2 e X um espaco de Hilbert, seque que L*(0,T, X) é um espaco

de Hilbert, cujo produto interno é dado por
T
(U, U)LQ(O,T,X) = / (U(t), U(t))th
0
Se X é reflexivo, entao podemos identificar
[LP(0,T, X)] = L0, T, X")

onde % + % = 1. Essas identifica¢oes encontram-se demonstradas detalhadamente em Edwards
[33] ou Dinculeanu |7].

No caso em que p = 1, identificamos

[LY(0,T, X)) = L>=(0,T, X").

'Um conjunto Y ¢é dito total em X se o conjunto das combinacoes lineares finitas de elementos de Y sdo
densas em X.
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Observagao 1.6. Quando Q) for um subconjunto limitado do R", T >0 e Q = Q x (0,T) for

o cilindro em R™ entdo, para 1 < p < oo, tem-se
170, 17(9)) = L7(Q).

Definigao 1.4. Dada T € D'(0,T,X), define-se a derivada de ordem n como sendo a dis-

tribui¢ao vetorial sobre (0,T) com valores em X dada por:
arr d"p
— =(-1)"(T,— ),Yp € D(0,T).
(o) = (1.5 ) v e D0.T)

Representa-se por C([0,T], X) o espaco de Banach das fungdes u, definidas em (0,7") com

valores em X, cuja norma é dada por
[ufloe = sup [|lu(t)]|x-
Por fim, denotaremos por H} (0,7, X) o espago de Hilbert
Hy(0,T,X) = {u€ L*0,T,X);u' € L*(0,T, X),u(0) = u(T) = 0},
munido do produto interno

T T
((u, v)) g 0,1,x) = / (u(t), v(t))xdt +/ (' (1), v'(t)) xdt.
0 0
Identificando L?*(0,7,X) com o seu dual (L?(0,7T,X))’, via o teorema de Riesz, obtemos a
seguinte cadeia
D(0,T,X) — Hy(0,T,X) — L*(0,T,X) — H*(0,T,X) — D'(0,T, X),
onde
H}(0,T,X) = (H*0,T, X))
Proposigao 1.1. Seja u € L*(0,T, X). Entdio existe um tunico f € H-1(0,T,X) que verifica

(f,0¢) = ((u,0),£),v0 € D(0,T),V¢ € X

Demonstragao: Ver M. Milla Miranda [21]. n
Baseado na Proposicao anterior, identificamos u’ com f. Em razao disto, diremos que se u €

L?(0,T,X) entao v’ € H40,T, X).
Proposicao 1.2. A aplicagao
ue L*0,T,X)—u € H'(0,T,X)

onde X € um espaco de Hilbert, € linear e continua.
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Demonstragao. Ver M. Milla Miranda [21] O

Proposigao 1.3. Suponha que u,g € L'(0,T,X). Entdo, as condigoes abaizo sio equivalentes:
t

i) Eziste £ € X, independente de t, tal que u(t) = §+/ g(s)ds quase sempre em (0,7,
0

(u € quase sempre uma primitiva de g);

T T
1) Para cada ¢ € D(0,T) tem-se / u(t)e' (t)dt = —/ gt)e(t)dt, (g = C;—;L derivada no
0 0

sentido das distribuigoes);

d

i1t) Para cada y € X', pn

—(u(t),y) = (g(t),y) no sentido das distribuigoes.

Demonstragao: Ver L. A. Medeiros [19] ou Teman [29].

]

Teorema 1.1. Sejam X, Y espacos de Hilbert tal que X G T LP(0,7,X), v
LP(0,T,Y), 1 < p < oo, entio u € C°([0,T];Y).
Demonstragao: Ver L. A. Medeiros [19]. n
Teorema 1.2. Seja % + % =1. Sejam u € [L4(0,T, X)) ev € LP(0,T, X), entdo

T

(U, V) [Lr (0.7, X)) % L2 (0.7, X) = / (u(t), v(t))x/xxdt.

0

Demonstracgao: Ver L. A. Medeiros [19] ou Dinculeanu [7]. m

1.3 Espacgos de Sobolev

No que segue, definiremos o espacos de Sobolev e daremos algumas de suas principais
propriedades bésicas. Considere 2 um aberto limitado do R™. Se v € LP(Q2), com 1 < p < o0,
sabemos que u possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribuicoes, mas nao é
verdade, em geral, que D*u é definida por uma func¢ao de LP(€2). Quando D®u é definida
por uma fungao de LP(£2), definimos o espago de Sobolev. Dado um nimero inteiro m > 0,
representa-se W™P(Q) o espago vetorial de todas as fungoes u pertencentes a LP(£2), tais que

para todo multi-indice |a| < m, tem-se D*u pertence a LP(£2), isto é,
WmP(Q) = {u € LP(Q); D € LP(Q),0 < |a| < m},
Para cada u € W™P(Q), definimos a norma de u pondo

||U||me / |Dau|Lp(Q quando 1 < p < oo,

|a|<m
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|ullwoer @) = Z | DU} oo 0y (€2), quando p = oo,

|| <m

Observagao 1.7. Por p = 2, representa-se W™P(Q) = H™ () devido a estrutura Hilbertina

de tais espacos.

Proposicao 1.4. Os espagos H™ () munido do produto interno
(V) mey = > (D™, D*0) 120,
|a|<m

sao espacos de Hilbert.

Demonstragao: Ver M. M. Miranda e L. A. Medeiros [22].

|
Por fim, o fecho de C3°(Q2) em H™(S2) denota-se por H{"(2) e por H " (Q2) o dual topologico
de HJ'(2).

1.4 Espacgos de Sobolev Fracionados

Nesta se¢do, daremos uma outra caracterizagao dos espagos H™(f)), com m € N, que
servird de motivagao para definir os espagos H*(2), quando s for um nimero real positivo e
um aberto limitado do R™ com fronteira I' regular. No que segue, daremos algumas defini¢oes
e propriedades destes espagos que serao utilizados neste trabalho. Na secao anterior, definimos

os espagos W™P(Q), onde 2 C R" é um aberto regular e limitado. No caso p = 2, temos

H™(Q) = {u € L*(Q); D*u € L*(R),0 < |a|] < m}, (1.1)

Definigao 1.5. Seja f € L'(R"). A transformada de fourier de f, denotada por f, 6 uma

funcao definida sobre o R™ pela formula

£(6) = (2m)78 / exp 69 f(2)de,

n

onde (£, x) € o produto interno usual em R™ e i = +/—1.

Defini¢ao 1.6 (Espaco de Schwartz). O espago de Schawartz ou espago das fungGes
rapidamente decrecente no infinito, que denotaremos por F, é o subespaco vetorial formado

pelas fungoes ¢ € CP(R™) tais que

lim |z]|*D%(z) = 0,

[[]| =00

qualquer que sejam k € N e a € N",
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Exemplo 1.2. Seja ¢ € C3°(R™). Entao, ¢ € F.
De fato, desde que ¢ € CJ°(R™), existe um compacto K C R" tal que suppp C K. Assim,
constderemos o > 0 tal que K C R™. Logo, dados € > 0, k € N e a € N”, tem-se para todo
x € R™ tal que ||z|| > o

lz]|*| D%p(2)| = 0 < e,

mostrando que p € F.

Defini¢ao 1.7 (Distribuigdo Temperada). Um funcional linear T definido e continuo sobre F
é denominado distribuicao temperada, ao qual denotaremos por F' o espaco vetorial dos

funcionais lineares continuos sobre F.

Vamos definir o espago H*(f)), e para tanto, consideremos o seguinte resultado

Proposicao 1.5. Para todo m € N temos:

H™(Q) ={uec F;1+|z|*) 20 e L*R")}.

Demonstragao: Ver M. M. Miranda e L. A. Medeiros [22]. [

Dessa forma, motivados pela proposicao anterior, definimos para s € R, s > 0;
H*(R") = {u € F; (1 + |lz|*)2a € L*(R")},
munido do produto interno

() = [ (14 ol i)l

Mostra-se em M. M. Miranda e L. A. Medeiros [22] que

cont

H*(R™) — L*(R™).
Proposicao 1.6. Para todo s > 0, H*(R™) € um espago de Hilbert.

Demonstragao. Ver M. M. Miranda e L. A. Medeiros [22]. O

Observagao 1.8. Para todo s € R, denotaremos o dual topoldgico de H*(R™) como sendo
H™*(R") = (H*(R"))".
Quando €2 é um aberto limitado e regular do R™, define-se o espago H*(2) como
H2(Q) = {vlo;v € H*(R")},

munido da norma

||U||HS(Q) = i1ﬂf{||w||Hs(W);w|ﬂ = U},
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cont

Proposicao 1.7. Se 0 < 51 < sy entdo, H**(Q) — H*(Q).

Demonstragao. Ver Lions Magenes [16]. O

Observagao 1.9. Os resultados acima valem quando 2 for um aberto limitado e reqular do
R™.

Proposigao 1.8. O espaco D(I') é denso em H*(T').

Demonstragao. Ver Lions Magenes [16]. O

cont

Proposicao 1.9. O espaco Hz(I') <3 L2(T).

Demonstragao. Ver Lions Magenes [16]. O

1.5 Principais Resultados

Nesta secao apresentaremos alguns resultados da analise funcional e anélise nao linear que

serao utilizados nesta dissertagao.

Definicao 1.8. Seja I um intervalo. Dizemos que uma fung¢do u € absolutamente continua
quando u € WH(I).

Teorema 1.3 (Teorema da Aplicacao Aberta). Sejam E e F dois espagos de Banach e
Seja T um operador linear continuo e bijetivo de E em F. Entao existe uma constante ¢ > 0
tal que

Br(0,¢) C T(Bg(0,1)).

Demonstragao: Para a prova do teorema o leitor interessado pode ver Brezis [3]. [ ]

Lema 1.2 (Imersao de Sobolev). Seja 2 um aberto limitado do R™ com fronteira I' regular.

1. Sen > pm, entao W™P(Q) — LI(Q2), onde q € {1, np } .
n—mp
2. Sen =pm, entao W™P(Q) — LI(2), onde q € [1,00).

3. Sen=1em>1, entao W™P(Q) — L>*(Q).

Demonstragao: Para a prova o leitor pode ver Brezis [3]. [ ]

Lema 1.3 (Rellich-Kondrachov). Seja Q2 um aberto limitado do R™ com fronteira I' regular.

2
1. Sen > pm, entao W™P(Q) — LI(2) compacta, onde q € [1, 712 )
n—2m
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2. Sen = pm, entao W™P(Q) — L1(Q) compacta, onde q € [1,00).

3. Se pm > n entdo W™P(Q) <> C*(Q) compacta, onde k ¢ um inteiro ndao negativo tal que

k<m—<ﬁ> <k+1.
p

Demonstragao: A demonstracao pode ser vista em Brezis [3]. [ ]

)

m—1
de D(Q) em H Wm_j_%”’(l“), prolonga-se, por continuidade, a uma aplicacao linear, continua
7=0

Teorema 1.4 (Teorema do Trago). A aplicagao linear

ou

1"7 8VA

o™y

r ovy

[ (70“’771'”7 e 7’7m—1u> - (U‘

m—1
e sobrejetiva de W™P(Q) em H Wm’j’%’p(F).
=0
Demonstragao: A prova deste teorema pode ser encontrada em Lionse Magenes [16]. ]

Teorema 1.5 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Seja E um espago de Banach. O conjunto
Bp ={f € E'; |flI<1} € compacto com respeito a topologia fraca estrela o(E', E).

Demonstragao: A prova pode ser vista em Brezis [3]. n

Lema 1.4 (Desigualdade de Gronwall). Seja z(t) uma funcgao real, absolutamente continua

em [0,a) tal que para todo t € [0, a[ tem-se

t
A(t) < c+/ +(s)ds, (1.1)
0
onde C' € uma constante nao negativa. Entao
2(t) < Ce', vt € [0, al.

Consequentemente, z(t) € limitada.

Demonstragao: A prova pode ser vista em Coddington [5]. [ ]

Lema 1.5 (Lax-Milgram). Seja H um espa¢o de Banach e a(u,v) uma forma bilinear, con-

tinua e coerciva. Para toda ¢ € H' existe um unico u € H tal que
a(u,v) = (p,v), Yv e H.

Além disso, se a € simétrica, u se caracteriza pela propriedade

weH e %a(u,m—(cp,u):mm{%a(v,v)—w,m}.

veEH



20

Demonstragao: A demonstragao pode ser vista por exempplo em Brezis [3] ou Edwards [33].

Teorema 1.6. Sejam E um espago de Banach, E' seu dual e (f,) uma sucessao de E'. Se
fn — f fraco estrela em o(E', E), entdao ||f,||< C e || f||< lminf|| f,||.

Demonstracao: A prova pode ser vista em Brezis [3] ou Edwards [33]. n

Teorema 1.7 (Banach-Steinhaus). Sejam E e F' espagos de Banach. Seja (T,,) uma sucessao
de operadores lineares continuos de E em F' tais que para cada x € E, T,x converge quando

n — oo a um limite que denotamos por T,. Entao tem-se:

1. sup||T, ||z, py < 00.
2. T € L(E,F).

3. HTHE(E,F)S lim lanTnHE(E,F)

Demonstracao: A demonstragao pode ser encontrada em Brezis 3] ou Edwards [33]. m
Proposicao 1.10. Considere o nimeros reais p e p’ tal que % + ]% = 1.
1. p=2sen=1,2,3

2.p>75sen >4

Entéo, a imersao W*P(Q) — C°(Q) € continua.

Demonstracao: Ver M. M. Miranda e L.A. Medeiros [24]. n

Teorema 1.8 (Gauss-Green). Se u € C1(), entdo

/umidx: /uuidl",
Q r

comi=1,2,---.n.

Demonstragao: A prova pode ser encontrada em Brezis [3]. [ ]

Teorema 1.9 (Férmulas de Green). Se v € H?(Q), tem-se:

1. /VUVudx:—/uAvdx—l—/@uds, Yu € H(Q).
Q Q r ov

2. Seu,v € H*(Q), entdo / uAv — vAudr = u— — v—ds.
Q a0 ov ov

Demonstragao: Para a prova ver Brezis 3| ou Edwards [33]. n
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Teorema 1.10 (Representacao de Riesz). Sejam 1 <p < 0o e ¢ € (LP). Entao existe um

unico u € L9, onde — 4+ — =1, tal que
p q

6. f) = / uf, VfelLP

Além disso, se verifica
[l o= Nl oy
Demonstracao: A prova pode ser encontrada em Brezis [3] ou Edwards [33]. n

Teorema 1.11. Sejam H um espaco de Banach reflexivo, K um subconjunto convezxo fechado

de H e p : K — R uma fungao com as sequintes propriedades:

1. ¢ € convexa.
2. ¢ semi-continua inferiormente.
3. Se K ¢é ilimitado, entao ¢ € coercivo, ou seja

| ﬁim o(z) = oo.

Entao, ¢ atinge um minimo em K, ou seja, existe xo € K tal que

¢(xo) = min ¢(z).

zeK

Demonstragao: A prova pode ser encontrada em Brezis [3] ou Edwards [33]. n

Observagao 1.10. Se ao invés de ¢ ser convexa e for estritamente convera, semi-continua

inferiormente e coerciva entao, teremos que ¢ atinge um 1unico ponto minimo.

Teorema 1.12 (Regularidade). Considere 2 C R™ um conjunto aberto limitado com fronteira
T de classe C%. Sejam f € L*(Q) e u € HJ(Q) tal que

/QVuV¢+/Qu¢:/Qf¢, Vo € HL(Q).

Entao, u € H*(Q) e ||lul| g2 < C|f|12@), onde C' € uma constante que so depende de Q.

Demonstragao: A prova o leitor pode encontrar em Brezis [3]. ]

Definicao 1.9. Uma funcao ¢ : R x R® — R" tal que

i)p € C*

i)p(0,2) =z, VreR"

i) p(t + s,x) = p(t, (s, x)), Vt,s € R,VreR"

é chamada de Fluzo. Se além disso, p(t,) = ¢ € uma aplicagdo linear de R™ em R™, o fluzo

é dito linear.
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1.6 Teoria de Semigrupos de Operadores Lineares

Apresentaremos em seguir, alguns resultados muito importantes a cerca de Semigrupo de
operadores lineares, os quais podem ser encontrados em Alvercio (8], Pazy [27| , Barbu [1]
e Zheng [13], que foram usados fortemente durante nosso estudo de existéncia de solugao,
principalmente para a equacao do Calor onde foi feito a controlabilidade por meio de uma
desigualdade de Carleman.

Definigao 1.10. Seja X um espag¢o de Banach e L(X) um operador linear limitado de X .

Uma aplicagao S : Rt — L(X) € um semigrupo de operadores lineares limitados de X
se

(1) S(0) =1, onde I € o operador identidade de L(X).
(i1) S(t+s) = S(t)S(s), Vt,s € RT.
Defini¢ao 1.11. Dizemos que o semigrupo {S(t)}+>0 € uniformemente continuo, se

lim || S(¢) — I]|= 0.

t—0t

Definigao 1.12. Dizemos que o semigrupo {S(t)}>o € de classe C°, ou simplesmente forte-
mente continuo se,
lim ||(S(t) — [)z||=0, Vze X.

t—0t

Lema 1.6. Seja {S(t)}i>0 um Co-Semigrupo em X, onde X é um espago de Banach. Entao
existem M >1 e d > 0 tal que 0 <t <9,

[S(B)]I< M.

Demonstragao: A prova pode ser encontrada em Alvercio (8], Pazy [27], Barbu [1| e Zheng

[13]. [

Teorema 1.13. Seja {S(t) }i>0 um Cy-Semigrupo em X, sendo X um espago de Banach. Entao
existem constantes M > 1 ew > 0 tal que

[SM< Me™', vt > 0.

Demonstragao: A prova do teorema pode ser vista em Alvercio |8, Pazy [27] , Barbu [1] e

Zheng [13]. n

Corolario 1.1. Todo Semigrupo de classe Cy € fortemente continuo em RY, isto é, se t € Rt
entao

lim S(s)x = S(t)x, Vre X.

s—t
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Demonstragao: Com efeito, seja t € RT. De h > 0 vem que
HS(t + h)x — S(t)a;H = HS(t)[S(h) — I]IH
< HS(t)HH(S(h) — I)a:H — 0,
quando h — 0%, ede 0 < h < t,
|5t — h)z = S(t)z| = ||S(t = h)[I — S(h)]z||
< [|S@ = n)||.||[(S(h) = D)z|| — 0,

quando h — 07, pelo Teorema 1.13, obtemos que

lim S(s)xr = S(t)x, Vre X.

s—t

Definicao 1.13. Quando wy < 0, existe M > 1 tal que
IS(#)|< M, Vt>0.

neste caso, diz-se que S € um semigrupo uniformemente limitado de classe Cj. Se, além

disso M =1, S € dito um semigrupo de contragoes de classe (.

Definicao 1.14. O operador A definido por;

h—0+ h

D(A) = {x € X; lim Mm emste} :

Ar = lim M
h—0+

z, Vo e D(A),

€ dito gerador infinitesimal do semigrupo S.

Proposigao 1.11. Seja S um semigrupo de classe Cy e A o gerador infinitesimal de S.

i.) Se x € D(A) entiao S(t)xr € D(A), Vt>0e

d
ES(t)x = AS(t)x = S(t)Ax. (1.1)
ii.) Se x € D(A), entao
S(t)x — S(s)x :/ AS(7)xdr :/ S(7)Axdr. (1.2)

t
iii.) Sex € X entdo/ S(T)xdr € D(A) e

S(t)r —x = A/t S(7)xdr. (1.3)
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Demonstracao: Seja t > 0 fixado. Para h > 0

S(t+h)—S(t) S(t)S(h) — S(t)

Y r== x

h
— %S(zﬁ)x = ApS(t)x = S(t)Apz.

Vamos justificar esta ultima igualdade A,S(t)x = S(t)Apz. Note que,

Sty = 520 =1, _ 5050z = St)z

h h
S+ haz— Stz SH)SEHr— Stz

Como z € D(A) entao S(t)x € D(A) dai o limite AS(t)z existe, portanto podemos passar o
limite na igualdade acima e temos que o limite em S(t) Az existe, e ainda

ApS(t)r = lim S(h)S(t)x — S(t)z

h—0t h

_ o St e - S(t)e 14)
h—0t h
d+

por outro lado, para h € [0, ].
S(h)x — =z S(t—h)S(h)x —S{t—h)x St)x—S({t—h)x
h h h
o que implica que

S(t)x — S(t —h)x
h

—S@szsu—m(

N

-————Zlf) — S(t)Ana, (1.5)

Somando e subtraindo S(t — h) A,z em (*) temos,

su—m(§@%23>—S@Aw—su—mAﬂ+su—mAw,
SKt—-h)(éﬁﬁ¥?::z——Ahx)—%@9@——h);;5(®)Ah@. (1.6)
~- 4 (I1)

Observemos para (), como

5@—m<§@%13—Am) < |IS(t = h)|.

S(h>}f —T

e como x € D(A), segue da limitacdo de S(t — h), que

S@—M(ﬁﬁ%;E—AW>H—»Q gnd h — 0. (1.7)
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Por outro lado, olhando para (I7), da continuidade forte de S(.)x, temos por (1.6)
1(S(t —h) = S(t)Apz||— 0, gnd h — 0*. (1.8)

Logo, por (1.6), ((1.7)) e ((1.8)), temos voltando para (1.5) que

tyx —S(t—h
St fl( )z — S(t)Apx|| — 0, qnd h — 0%,
isto é, a derivada a esquerda de S(t)z
q-
—S(t)x = S(t)Ax, (1.9)
dt
de (1.9), (1.4) que
d
%(S(t)x) = S(t)Az = AS(t)x,
e assim mostramos (7). Agora para mostrar (ii) observe que basta integrar (1.1) de s a t,
obtemos
ty ¢ ¢
/ 5(t)r = / AS(r)zdr = / S(r) Axdr,
temos

St)r — S(s)x = / t AS(r)zdr = / t S(r)Azdr,

e fica mostrado (i¢). Para mostrar (iii) faremos o seguinte. Seja h > 0 com h < t. Note que,
S(h)y -1\ [

(—( ) ) / S(T)xdr =
h 0

:S(h) /0 ' S(r)adr /0 ' S(r)adr
_ /O (S (r)rdr — /0 t S(T)xdT]

-t t
/ S(T + h)zdr —/ S(T)xdT] .
LJo 0

Isto é, temos que

(%) /0 S(r)edr = - /h " () - . /0 ' S(r)adr

e assim, podemos ainda fazer,

<%) /OtS(T)l‘dT _ % :/htS(T)xdT+ /tHh S(r)xdr — /Oh S(r)xdr — /htS(T)IdT}

S = = e

1 t+h h
=5 / S(T)xdT—/ S(r)xdr|
0

t
R
L I

(1.10)
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para (I;), temos o seguinte lema.

Afirmacgao 1: Paracadax € X eh >0

De fato, note que

- S(7)xdr — S(t)x

1 t+h
< —/ |1S(T)x — S(t)x||dr.
h Ji
Dai, sendo S(.)x continua, entao segue que para todo € > 0, existe 6 = h > 0 tal que
IS(1T)x — S(t)x||< €, para |7 —t|< h,

para h suficientemente pequeno, portanto

1 t+h 1 t+h 1
E/t S(T)xdr — S(t)z|| < E/t edr = EEh =€,

dai, concluimos que

Provado a afirmacao, voltamos para igualdade em (1.10)

( )/s Jadr = + {/ S(r xdT_/s m},

passando ao limite com A — 07, obtemos

_ t t+h h
lim Sth) =1 / S(T)xzdr = lim l/ S(T)xzdr — lim 1/ S(7)xdr,
h 0 h /i h Jo

h—0t h—0t h—0t

usando agora a afirmagao mostrada acima, resulta que

lim (%) /O t S(r)wdr = S(t)x — .

h—0t

Por fim, conclui-se que

/t S(t)xdr € D(A),

A ( /0 t S(T)xdT) = lim % ( /O t S(T)xdf) = S(t)z — .

com



27
Proposicao 1.12. 1. O Gerador infinitesimal de um Semigrupo de classe Cy € um operador
linear fechado e seu dominio € denso em X.
2. Um operador A fechado com dominio denso em X € o gerador infinitesimal de no mdzximo
um semagrupo de classe Cy.
Demonstracao: Para a prova ver Alvercio [§]|, Pazy [27]. n

Definigao 1.15. Seja S um semigrupo de classe Cy e A o seu gerador infinitesimal. Ponhamos

A’ =1, A' = A e supondo que A"~ esteja definido, vamos definir A™ pondo;
D(A™) = {zix € D(A™™) e A"z e D(A),
Az = A(A" 'x), Yz € D(A™M).

Proposicao 1.13. Seja S um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infinitesimal, entao

temos:

1. D(A™) é um subespago de X e A™ é um operador linear de X .
2. Sex € D(A™), entio S(t)x € D(A"),Vt >0 e
d'rL

%S(t)x = A"S(t)x = S(t)A"x, Vn e N.

t
3. Sejan € N. Sex € D(A™) entao / S(r)zdr € D(A™) e
0

Ant? ( /0 t S(T)xm) = S(t) A"z — A"z,

Demonstragao: Para a prova o leitor interessado pode ver Alvercio [8], Pazy [27]. u

Teorema 1.14. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy, ou seja forte-

mente continuo em X, entao ﬂ D(A™) é denso em X.

n=1
Demonstragao: Para a prova ver Alvercio [8], Pazy [27]. u

Lema 1.7. Seja A um operador linear fechado de X. Pondo para cada v € D(A¥),
k
jeli= )|l Az]), (1.11)
=0
o funcional | . |x € uma norma em D(A*) munido do qual D(A*) é um espago de Banach.

Demonstracao: O leitor interessado pode ver a prova em Alvercio [8], Pazy [27]. m
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Proposigao 1.14. Se A é o gerador infinitesimal de um Cy-Semigrupo, entao para todo x €
D(AF)
S(t)x € C"*([0,00); [D(AM)])), k=0,1,...,n.

Demonstragao: Para a prova ver Alvercio [§], Pazy [27]. n

Definicao 1.16. Diz-se que um Cy-Semigrupo S, com gerador infinitesimal. A, ¢ diferen-
ciavel para t > to > 0 se S(t)xr C D(A), Vt > tg. Diz-se que S ¢ diferenciavel se S ¢

diferencidvel para t > 0.

Teorema 1.15. Seja S um semigrupo diferencidvel para t > t, e SU™(t) o operador linear
definido por ST (t) = A"S(t), A®=1,n=0,1,.... Entdo:

1. O operador S™(t) tem as propriedades;
a) Vt > (n+ 1)t e toda s tal que t —ty > s > nty, tem-se

Stz =8t —s5)SM(s)z, VeeX, n=0,1,... (1.12)

b) S™(t) ¢ limitado para todo t > ntg,n =0,1,....

o st = [as (Y] = [s0 (Y] e mer

Demonstragao: Para a prova o leitor interessado pode ver Alvercio [8], Pazy [27]. m

Teorema 1.16. Seja {S(t)}i>0 um Cy-Semigrupo. Se A é o gerador infinitesimal de {S(t) }+>0
eu € D(A). Entao,
S()u € C([0,00); D(A)) N C*([0, 0); X),

d
a(S(t)u) = AS(t)u = S(t)Au.
Demonstracao: A segunda parte ja foi mostrado na Proposicao 1.11. J& vimos que nessas
condigoes, temos que

d

2 (8()u) = S()Au € C((0, 00); X),

dai,

S(Ju € C([0,00); X).
Ja vimos que, S(t)u € D(A) quando u € D(A). Assim, considerando D(A) com a norma do
grafico dada por

[ull peay= [lullx+[[Aullx,

temos que

S()u € C([0, 00); D(A)), (1.13)
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pois, dado t € [0,00) e {t,} C [0,00) com
tp, — t, n— 00 em [0,00),
obtemos
15 (tn)u = SB)ul = [15(En)u = SE)ul x+[[AS(En)u — AS(t)ul x,

Como S(-)u é continua

II1S(tn)u — S(t)ul|— 0, n — oo,

e, portanto,

IAS(t,)u — AS(t)ul|= | S(t) Au — S(t) Aul—s 0, n — oo,

Logo,

1S (tn)u — S(t)ul| pay—> 0, n — oo,

o que mostra (1.13). Portanto,

S()u € C([0,00); X) N C([0,00); D(A)).

]
Vamos considerar o seguinte problema de valor inicial
d
—u(t) = Au(t), t >0,
dt (1.14)
u(0) = wup.

Como consequéncia da Proposicao 1.11 e usando o resultado a seguir, mostraremos a existéncia

e unicidade de solugao cléssica para o PVI (1.14).

Definicao 1.17. Dizemos que uma funcao u € X € solucao classica de

Eu(t) = Au(t), t >0,
u(0) = up.

quando
u e C'([0,00); X) N C([0,00); D(A)),

e u verifica o PVI.

Corolario 1.2. Se A é o gerador infinitesimal do Co—Semigrupo {S(t)}i>0, entao para todo
Uy € D(A),
u(t) = S(t)uo,

€ a unica solu¢dao do PV
d

u(0) = up.
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Demonstragao: Seja u(t) = S(t)ug, para cada uy € D(A), dai,

iu(t) = %(S(t)uo) = AS(t)ug, Yug € D(A),

logo, segue do Teorema 1.16 que u(t) = S(t)ug é solugao do (1.14).

Agora, mostraremos que tal funcdo é a tinica solugao. De fato, suponha que w(t) é solugao

do PVI (1.14). Defina,

mostraremos que

%U(S) = %(S(t —s)w(s)) = —AS(t — s)w(s) + AS(t — s)w(s) =0, (1.15)

de onde concluimos que v é constante. Agora, note que

u(t) = St — Hw(t) = SO)w(t) = w(t),

v(0) = S(t — 0)w(0) = S(t)w(0) = S(t)uo,
pois, w é solugao do PVI (1.14). Sendo v constante, concluimos que
w(t) = S(t)ug = u(t),

Agora, vamos justificar a igualdade em (1.15). Note que

—u(s) = lim v(s +h) —v(s) — lim S(t—(s+h)w(s+h)—S({t—s)w(s)
ds h—0 h h—0 L )

Assim, somando e subtraindo o termo S(t — s)w(s + h), temos

. S(t—(s+h)w(s+h)—S{t—s)w(s+h)+S(t—s)w(s+h)— St —s)w(s)

%U(S) B ilzl—>0 h ’
isto é,
d%U(S) _ }lg% [S(t—(s+h))—S(t—s)]w(s —I}—L h) 4+ S(t — s)w(s+ h) — w(s)]7 (1.16)

Agora, observe que

L lm S(t—s)[w(s+h) —w(s)]
h—0 h
De fato,

= AS(t — s)w(s).

lim S(t— s)[w(s+ h) —w(s)]

h—0 h h—0 h

:S@—@(mnw@+h%ﬂwﬁ)

=S(t— s)disw(s) = S(t — s)Aw(s),
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o que implica que

S(t = s)w(s + h) — w(s)

}Lii% - = S(t — s)Aw(s) = AS(t — s)w(s).
5 }ng[l) [S(t—s—h)—i(t—s)]w(s—i—h) _ _AS(t — s)u(s).
De fato,
. [S(t—s—h)—S(t—s)|w(s+h) _ [S(t—s—h)—S({t—s—h+h)]w(s+h)
T h = h50 h ’

por propriedade de semigrupo, obtemos

lim [S(t—s—h)—S(t—s)|w(s+h) — lim St —s—h)[I— S(h)]w(s—l—h)’

h—0 h h—0 h
logo,
}Lig(l) [S(t—s—h)— }S;(t— s)Jw(s + h) _ —}lligr(l)S(t—s—h) (S(hib— ]> w(s+h), (1.17)

Agora, note que

S(t—s—h) (S(h2_1> w(s 4+ h) — AS(t — s)w(s)|| <
< ||S(t—s—h) ( (h) - I) (s+h)— t—s—h)(s(hi_l>w(s) +
+[|S(t—s—h) ( I) S(t—s—h)Aw(s)|| +

+||S(t — s — h)Aw(s) — S(t — s)Aw(s)||,

N

-~

N3

Afirmagao: Quando h — 0 temos.
1. Ny — 0
2. Ny — 0
3. N3 — 0;

prova de 1. Sendo S(t — s — -) limitada, temos

Ny = ||S(t— s —h) S(h2_1> (w(s + h) — w(s))
<a (2570 s+ - ue) X
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logo, somando e subtraindo S(h)w'(s) e w'(s) obtemos

N < allSh) (“’(8 i h})z - “’(5)> — S(h)w'(s)
+a|Shyw'(s) — w’(s)H
tenllw(s) - w(s + hl)l —w(s) 7

de onde segue que

Ny < ||S(ryw'(s) - S(hyl(s)|| + HS(h)w’(s) —w/(s)

/() = w(s)

bl

pela diferenciabilidade de w e continuidade de S(-)w'(s), verifica-se (1).

Prova de 2. Como S(+) é limitado, existe ¢; > 0 tal que

(B ut) - Auts)

Ny < ¢

Logo, Passando ao limite, pela definicao de gerador infinitesimal, temos

(=) wle) — Aus)

de onde segue que w(s) € D(A) e Ny — 0.

Prova de 3. Segue da continuidade forte da funcao
S(t—s—-)Aw(s).
Portanto, de acordo com a afirmacao 1,

— 0, h—0. (1.18)

S(t—s—h) (%) w(s+h) — AS(t — s)w(s)

De (1.17) e (1.18) verifica-se (2). Por (1.16) e por (1) e (3) o Teorema 1.16 fica provado !
u

Definicao 1.18. Seja A um operador em um espac¢o de Banach X. Denominamos o conjunto

resolvente de A, o qual € denotado por: p(A)
p(A)={ e C; (M —-A)""eL(X)},

onde
L(X)={L: X — X; linear e conlinuo}.

Definicao 1.19. Denominamos o Espectro de A sendo o conjunto;

a(A) = C\p(A).
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Observagao 1.11. Representamos a familia R(\; A) por
R A) = {(M = A A€ p(A) e (A — A) € L(X)}.

onde R(\; A) = (M — A)~! € dito o operador resolvente de A associado a A, sendo \ real

ou complezxo.
Observagao 1.12. O operador R(\) € denotado também por R(\; A).

Lema 1.8. Seja f : [0,h] — R continua, entdo
1 [h
E/ f(r)dr — f(0), h — 0",
0

Demonstracao: Para a prova ver Alvercio [§] ou Pazy [27]. n

Teorema 1.17. Se A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragao {S(t)}i>0, entao
(A — A) ¢ invertivel para todo X\ > 0 e

(M — A"t = R()), (1.19)
além disso, tem-se para cada A > 0 que

1
— A< <.
1AL = A) = §

Demonstracao: O leitor interessado pode ver a prova em Alvercio [8] ou Pazy [27]. n

Teorema 1.18 (de Hille-Yosida). Um operador linear A sobre um espag¢o de Banach X, é

um gerador infinitesimal de um Cy-Semigrupo de contragoes se, e somente se:

1. A € fechado e A € densamente definido.

2. O conjunto resolvente p(A) contém R™ e para todo \ > 0, temos

1
- A< <.
IO = A)7I< 5

Demonstragao: Para a prova ver Alvercio [§] ou Pazy [27]. n

Definigao 1.20. Seja X um espaco de Banach, X* o dual de X e (-,-) a dualidade entre X e
X*. Para cada v € X definimos

J(z) = {a" € X7; (z,2") = ||z|*= [l="|]*}.

Pelo Teorema de Hanh-Banach, J(x) # @, Vz € X.

Definicao 1.21. Uma aplicagao dualidade ¢ uma aplicacao j : X — X* Vo € X, além
disso

17 @)= l]]-
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Definigao 1.22. Dizemos que o operador A : D(A) C X — X ¢ maximal se,
ST+ A) =X,
isto €, Vf € X, existe u € D(A) tal que (I + A)u = f.

Definigao 1.23. Dizemos que o operador linear A : D(A) C X — X ¢€ dissipativo se, para

alguma aplicacao dualidade j
Re(Ax,j(z)) <0, Vz e D(A),

se, além disso, existe X\ > 0 tal que Im(AN — A) = X, entdo dizemos que A é maximal

dissipativo ou simplesmente m—dissipativo.

Diz-se que A € acretivo (m-acretivo) se —A for dissipativo (m-dissipativo).
Proposicao 1.15. Se A ¢ dissipativo, entdo

(A = A)z|= [z]], VA>0 e Voe D(A),

Demonstracao: Para a prova ver Alvercio [§] ou Pazy [27]. n

Proposicao 1.16. Se A é m—dissipativo e Im(Al — A) = X, Xy > 0 entdo

1. Mo € p(A) e A € fechado.
2. (0,00) C p(A).

3. Im(\ — A) = X,Y\ > 0.

Demonstragao: O leitor interessado podera ver a prova em Alvercio [8] ou Pazy [27]. n

Observagao 1.13. Para simplificar a linguagem vamos escrever A € G(M,w) para exprimir
que A € o gerador infinitesimal de um semigrupo {S(t) }+>0 de operadores lineares limitados de

classe Cy, S satisfaz a condicao
|S(#)||< Met, Vit > 0.

Teorema 1.19 (Lumer-Phillips). Dizemos que A € G(1,0) se, e somente se, A é m—dissipativo

e densamente definido.

Demonstragao: Para a prova ver Alvercio [§8] ou Pazy [27]. u

Observagao 1.14. Se X ¢é um espago de Hilbert, entao dizemos que A: D(A) C X — X ¢é

dissipativo se:
Re(Az,xz) <0, Vze D(A).
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Lema 1.9. Seja B : X — X um operador linear e continuo com inversa continua. Seja

S € L(X) tal que
1
IS11< 5=
1Bl

Entao, B+ S é um operador linear continuo e invertivel.

Demonstragao: A prova pode ser encontrada em Alvercio [8] ou Pazy [27]. u

O resultado a seguir simplifica bastante os célculos, para mostrar que A é o gerador

infinitesimal de um Cy-Semigrupo de contragoes de um espago de Hilbert H.

Proposicao 1.17 (Liu-Zheng). Seja A: D(A) C H — H um operador linear com D(A) =
H, onde H é um espago de Hilbert. Se A € dissipativo e 0 € p(A) entao A € o gerador

infinitesimal de um Cy-Semigrupo de contracoes de H.

Demonstragao: Sendo 0 € p(A) entao (0 — A) ¢é invertivel e limitado. Logo
A7l e L(H).

Assim, vamos mostrar que, para todo A\ € R teremos:

(a)
M —A=AMNATT —1I) ¢éinvertivel,

desde que,

(b)

0 <A< [[A7 Iz

1
[

temos que (AA~! —1T) é invertivel, e como a decomposi¢ao de operadores invertiveis é invertivel,

De fato, como A é invertivel, pelo (1.9), tomando B = —I ¢ S = AA™!, para |\|<

a partir de (a) tem-se que (A — A) é invertivel. Usando a série de Neumann para operadores

1

7=0
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segue que,
M —A) P =[ANAT =D

= (A AT

AT AT = !
1
—1
Ve

1
—_ _1—
AT

-y A,
§=0

se, 0 < [[AA7H|yu< 1.

Assim,
JAT =) = | = A > aty
=0
< Jat| S paty
j=0
< AT IATH
=0
<A IAATHI, se 0< [T <1
=0
< 0.
Portanto,
(M —A)' € L(H) desde que 0 < ||[MAT|< 1.
Note que,
1
D<M <l<=0<|A< P A # 0.

Assim, se A > 0 temos que
O<MA < l<=0<A< A
Considerando o caso em que A € R*, teriamos

0< A< A7 (1.20)

Desse modo, como D(A) = H, A é dissipativo e (A — A) & bijetivo sobre a condigao (1.20), entao

pelo Teorema de Lumer-Phillips, A é o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo de contragao.



37

Teorema 1.20. Seja X um espagco de Banach e A um operador fechado nao limitado e so-
brejetor de X. Se o dominio de A tem imersao compacta em X, entdo a inversa de A € um

operador compacto.

Demonstragao: Para a prova ver Alvercio [§8] ou Pazy [27]. |



Capitulo 2

Solucoes para Equacao da Onda

Neste capitulo, vamos provar a existéncia e unicidade de solucao forte para a equacao
da onda linear, onde as condigoes iniciais sao fungoes suaves. Para tanto, empregaremos o
método de Faedo-Galerkin, que consiste em aproximar a solugao que desejamos encontrar por
uma sequéncia de solugoes de problemas analogos, porém em dimensao finita.
No que segue, assumimos que €2 é um aberto do R" de classe C? com fronteira I'. Seja I' = 02

e consideremos @ = Q x (0,7) um dominio cilindrico de R"*! com T > 0 um namero real.

2.1 Solucao Forte para Equacao da Onda

Esta secao ¢ dedicada para resolver o seguinte problema de valor limitado. Dados
¢" € Hy(Q)NH*(Q), ¢' € Hy(Q) e f e LN0,T; Hy(2)),
encontrar um funcao real ¢ : () — R satisfazendo as condic¢oes

¢ —Ap=[ gsemQ,
¢ = 0 sobre X, (2.1)

é(z,0) = ¢°(z), ¢'(x,0) = ¢!(x) sobre Q.

0
Usaremos a notagao ¢’ para representar a—f e ¢(t) é afungao ¢(t) : X — ¢(z,t). Consequente-
mente ¢(z,0) pode ser escrita como ¢(0). Assim, a condi¢do inicial é ¢(0) = ¢° e ¢'(0) = ¢'.

O seguinte Teorema resolve o problema.

Teorema 2.1 (Existéncia e Unicidade). Considerando ¢° € H}(Q2) N H2(2), o' € HL(Q) e
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f e LY0,T; H(Q)), entao existe unica fung¢io ¢ : Q — R tal que:
¢ € L>(0,T; Hy(2) N H*(Y)),
¢ € L*(0,T; Hy(Q),
¢" € L'(0,T; L*(Q)), (2.2)
"—Ap=f qs em Q,
¢(,0)=¢" e ¢'(-,0)=¢".
Demonstracao: Para provar a existéncia de solu¢ao usaremos o método de Faedo-Galerkin

que consiste em trés etapas:

1. Construgao de solugoes aproximadas em um espaco de dimensao finita.
2. Obtengao de estimativas a priori para as solugoes aproximadas.
3. Passagem ao limite das solugoes aproximadas.

Para provar a unicidade, usaremos o método da energia.

Problema Aproximado: Consideremos {w;}; uma base ortonormal em L*(), formada pelos

autovetores do operador —A, ou seja, cada vetor w; é solugao do problema espectral:
((wy,v)) = Aj(wj, v), Vv € Hy ().

A existéncia desta base é garantida pelo Teorema Espectral em Analise Espectral - Manuel Milla
Miranda [23]. Seja V;,, = [wy,ws, . . ., wy,] o subespago m-dimensional do espago Hj (Q)NH?(Q),
gerador pelos m primeiros vetores da base {w;};. O problema aproximado consiste em encontrar

funcoes ¢, (t) € V;,, tais que
Qbm(xv t) = Z gjm(t)wj(x)v
j=1
onde 0s g;m(t) s@o solugdes do sistema de equagoes diferenciais ordinarias:

(@ (1), 0) + ((Pm(t),v)) = (f(t),v) Vv € Vi,

Gm(0) = ¢, — @° em Hg(Q) N H?(Q), (2.3)

O (0) = ¢, —> @' em Hg(Q).
As convergéncias acima tém sentido, pois o conjunto formado pelas combinacoes lineares de
elementos de V;, é denso em Hg(Q2) N H?(2). Pelo Teorema de Caratheodory A.1, o sistema
(2.3) tem solugao no intervalo [0,¢,,], com ¢,, < T (Ver Apéndice) e, essa solugdo, pode ser
estendida a todo intervalo [0,T] como consequéncia das estimativas a priori que veremos a

seguir.
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Primeira Estimativa a Priori: Considere v = 2¢/ (t) em (2.3), obtemos:

(@ (1), 200, (1) + (D (1), 207, (1)) = (f(2), ¢/, (1)),
ou seja, . ;
160 P Iom () P= (7() 261, (8).
Integrando de 0 a ¢, obtemos:

|6 (B + [l b (£) "= !¢;!2+H¢?n|!2+/0 (f(5): 260, (5))ds. (2.4)

Utilizando as desigualdades de Cauchy-Schwartz, Hélder e Young, temos:

/0 (f(5), 260 (s))ds < / (£(s),260,(1))|ds < 2 / ()10 ()]s

<o [1se) " ([oneres)”

< / 1£(s)lds + / ()16 () [ds.

2

Substituindo essa tultima desigualdade em (2.4), segue que:

T t
|6 (O & (1) "< |¢i1|2+H¢3LH2+/0 !f(S)!dSJr/O £ ()@ ()" ds.

A partir desta ultima desigualdade, usando a hipotese sobre f e devido as convergéncias dos

dados iniciais, resulta

T
|05 (O P+ dm (1) [P < C+/O LF ()| () P+ dm(5)]1%) ds, (2.5)

onde C' independe de m e t. Aplicando o Lema de Gronwall em (2.5), resulta que
[0 (O] +[6m ()< C para 0 < ¢ < T, (2.6)

onde (' independe de m e t. Logo, pelo Teorema de Caratheodory A.1, obtemos soluc¢ao u,, no
intervalo [0, ¢,,), t,, < T. Por uma consequéncia das estimativas a priori e utilizando o Teorema

do Prolongamento A.2, podemos estender a solugao para todo o intervalo [0, 7] (ver Apéndice).

Segunda Estimativa a Priori: Pela escolha de (w,),en, segue que —A¢!, (t) € V,,. Assim,

podemos fazer v = —2A¢/, (t) em (2.3), e dai obtemos:

(@ (1), =240, (1)) + ((¢m(t), =246, (1)) = (f(t), —2A6,,(1)),

ou seja,

d ! 2 d 2 /
1 Pm O+ 2 [ A ()= 2((£(2), 91 (t))- (2.7)
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Integrando de 0 a t < T', segue

16rm (O1*+ A () "= ||¢%H2+|A¢21I2+2/0 ((f(s), @m(s)))ds. (2.8)

Utilizando as desigualdades de Cauchy-Schwartz, Holder e Young, temos:

2/0((f() ds<2/| |ds<2/||f V() s

<o / Hf(s)l!ds> ( / Hf<s>r|u¢;n<s>u2ds) :
<[ 1 (@)lds + JAICIACIR

Substituindo esta desigualdade em (2.8), levando em conta a hipdtese sobre f e as condigoes

iniciais, segue que:
T t
16 O+ Adwn ()|* < |V¢LI2+|A¢%!2+/ \If(8)||d8+/ 1f ()l 7, ()]s
0 0
<+ [ )16} (5) P
0

Aplicando o Lema de Gronwall, obtemos:
165, )P HAdw ()P < C, para 0<t < T, (2.9)

onde C > 0 independe de m e t.

Passagem ao limite: Por (2.6) e (2.9) obtemos:

(¢yn) € limitado em L>(0,T; Hy(9)), (2.10)
(¢/) ¢élimitado em L>(0,T; H}(R)), (2.11)
(A¢y,) & limitado em L>°(0,T; L*(12)). (2.12)

Portanto, por uma consequéncia do Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki 1.5 podemos extrair

subsequéncias (¢,),en de (¢m)men ainda denotada por (¢, )men tal que:

Gm — ¢ em L=(0,T; Hy (Q) N H*(Q)), (2.13)
¢ aem L(0,T; Hy(Q)), (2.14)
Agy = B em L¥(0,T; L*(Q)). (2.15)

Mostraremos agora que a = ¢’ e § = A¢. De fato, por (2.13) temos que ¢,, —> ¢ em D'(Q)

e, como o operador derivagao é continuo em D'(Q), resulta

¢, — ¢ em D'(Q), (2.16)
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A¢, — A¢ em D'(Q), (2.17)
Logo, pela unicidade do limite, temos que
G — ¢ em L(0, T, Hy (), (2.18)

A¢p, — A¢ em L=(0,T, L*()). (2.19)

Consideremos no problema aproximado v € D(£2)e, em seguida, multiplicamos a equagao (2.3);

por 6 € D(0,T) e integramos de 0 a T, para obter:
[ oo [ @onw o= [ G600 @
note que,
[ o= [ w0000 = [ 60,000
pela convergéncia de (2.18) temos,
- [@woa — - [(Gomson= [ Seooeme @2
Temos por (2.19) que
- [ @on ot — - [ o0, vewar 2.22)
Logo, fazendo m —s oo em (2.20) ¢ usando (2.21) e (2.22), obtemos
_ /O ), 08 (D — /0 L (AG(), 0)0(t)dE = /0 () 0)0(s)ds. (2.93)
Seja A(z,t) = v(2)8(t) € D(Q), portanto

—/OT/QQZ)’(x,t)B’(x,t)dmdt—/OT/QAqﬁ(m,t)ﬁ(x,t)dxdtZ/OT/Qf(x»S)ﬁ(%S)dId&

e, assim,
(¢ Oviaroe = [ (1.5) + Bo(e.5))B(,s)deds.
Q
Desta forma, a distribuigao ¢” ¢ definida por f + A¢ € LY(0,T; L*(Q2)) e

/Q (0" (z,8) — Ag(x,8) — f(x,5)] B(z, s)drds =0, VS5 € D(Q). (2.24)

Logo, pelo Lema de Du Bois Reymond 1.1 |, segue que

¢"—A¢p=fqsemQ,



0 que prova a existéncia do Teorema.
Condicoes Iniciais:

* $(0) = ¢".
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Desde que ¢ € L>®(0,T; HY () N H3(Q)) e ¢’ € L>(0,T; H}(QQ)) (ver L. A. Medeiros e

M. M. Miranda [22]), entao ¢ € C°([0, T]; Hi(2)). Assim, faz sentido calcular ¢(-,0

(2.19) que . .
/O (¢, (1), v)0(t)dt — /0 (¢'(t),v)0(t)dt, Vv e L*(2),
e e CY[0,T]), com #(0) =1 e 6(T) = 0. Logo,

/OTd(¢m( dt—>/ dt 6(t)dt.

Integrando por partes, temos

-%%M—A0%@MWW%%—WWM—Aw@MWWt

Pela convergéncia de ¢,,, temos

A(%@wﬂ@ﬁ—jéwwwW®%

concluimos de (2.26), que

(62 ,v) — (¢(0),v), Vv € Hi(Q).

m?

Por outro lado, segue de (2.20)s que

(2 ,v) — (¢°,v), Yo € Hy ().

Dessa forma, podemos concluir que ¢° = ¢(0), pois H}(2) é denso em L*(12).

o (0) = ¢

). Segue de

(2.25)

(2.26)

Como ¢' € L>(0,T, H}(Q)) e ¢” € L' (0, T, L*(2)), entao temos que ¢’ € C°([0,T7], L*(2)),
(ver L. A. Medeiros e M. M. Miranda [22]), fazendo sentido calcular ¢'(-,0). Multiplicando

(2.3); por 05 € H*(0,T), definida por

—+1, se 0<t <4,
Os(t) =| 0
0 ,se 6 <t<T.

e integrando de 0 a T" obtemos:

Aoﬁmwm@w+l<ﬂwamw%@wzl<ﬂmw%@w
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Integrando por partes a primeira integral,

0 1) )
~h)+5 [ @0 = [aon@ om0 = [ 0.

Fazendo m — oo na tltima igualdade e observando as convergéncias (2.3)3, (2.13), (2.14), (2.15),

temos

—(¢1,v)+% /O (¢/(t), v)dt — /0 (—AG(t), )05 (t)dt = /O (f(t), v)05(t)dt. (2.27)

Fazendo agora, 6 — 0 em (2.27), concluimos que
—(0",0) + (¢(0),v) = (=¢" + ¢(0),v) =0, Vv € L*(Q),

ou seja, ¢! = ¢/(0).

Unicidade: Para provar a unicidade, Seja qﬁ,é duas solugoes nas condicoes do Teorema 2.1.
Segue que ¢ = ¢ — ¢ é solugdo de ¢’ — AC =0q. s. em Q, ¢(0) =0 ¢ ¢'(0) = 0. Desde que
(2.14), ¢’ € L>(0,T; H}(Q)) faz sentido a integral

/Q "¢ — /Q ACCdz = 0.

Portanto,

d

= (C@OPHIC@IP) = o,
o que implica ¢ = 0 sobre Q).

A solugao ¢ obtida no Teorema 2.1 é chamada de solugao forte do problema misto

(2.1), ou para equagao da onda linear.
n

Teorema 2.2 (Desigualdade da Energia). Se ¢ € uma solugao forte, entdo temos a de-

sigualdade da energia

V¢! (1)[+]Ag(1)]*< |V¢1!2+\A¢0\2+2/0 (V£(s),V'(s))ds. (2.28)
Demonstragao: tomando v = —A¢/, (t) € V}, na equagao aproximada, obtemos
V6, (OF-+HAG (O = [VOLFIAG P42 [ (V7). Te(onds. (2:29)

Seja 6 > 0 uma fungdo teste sobre (0,7). Em (2.29) tome m = pu, multiplique ambos os

membros por 6 e integrando sobre (0,7"). Obtemos:
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/\w 20t dt+/]A¢# 20(t)dt = /\wye
/ N )dt+2/ ot )/O(Vf( $). Ve, (s))dsdt. (2.30)

Pelas convergéncias (2.13),(2.14) e da semicontinuidade por baixo da norma com respeito a

convergéncia fraca, temos:

/Tyvab’(t)\?e(t)dt < limﬂinf /T\v%(t)\?e(t)dt, (2.31)

/T|A¢(t)|29(t)dt < limﬂinf /T|A¢M(t)|20(t)dt, (2.32)

tomando o limite inferior em ambos os membros de (2.30), tomando conta de (2.31) e (2.32) e
notando que

liminfu + liminf v < lim inf(u + v),

obtemos:

/O|V¢/(t)‘29(t)dt+/0 MG PO()dt <
/T’V¢1’29(f)dt+/T\A¢0l29(t)dt+ (2.33)

w2 [ ([@s6).580 ) o0

Observagao 2.1. Seja v € L*(0,T). Dizemos que s € (0,T) é um ponto de Lebesgue de v,
se para h > 0 tal que (s —h,s+ h) C (0,T) entao

1 s+h
tim 5 [ (€ = ).

Demonstragiao: E provado que se v € L'(0,T), entdo quase todos os pontos s de (0,7)
sao pontos de Lebesgue de v. Voltando para (2.33) observe que as fungdes nos integrando
de (2.33) sdo L'(0,T). Se s € (0,T), vamos considerar a funcao teste 0(t) = 6(t) sobre
(s —h,s+h) C (0,T) e zero no complementar. Entao, 6, ¢ permitida em (2.33). Substituindo
6 por 6, em (2.33), dividindo em ambos lados por 2h e fazendo h — 0 obtemos, para t € [0, 7],
pois 6 > 0:

t
Vo' ()P +|Ag(t)*< |V¢1\2+|A¢0|2+2/ (V£(s), V¢'(s))ds (2.34)
0
quase sempre em (0,7"). Antes de provar outra forma da desigualdade de energia (2.34) prove-

mos uma desigualdade do tipo Grownall. ]
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Lema 2.1. Seja m € L'(0,T,R) tal que m > 0 quase sempre em (0,T) e a > 0 uma constante
real. Suponha g € L>(0,T), g > 0 sobre (0,T) verificando a desigualdade:

Sol1)? < 2 42 / m(s)g(s)ds,

para todo t € (0,T). Entao,
t
g(t) <2 <a+/ m(s)ds> em (0,7).
0
Demonstragao: Para € > 0 vamos considerar a fungao ¢, > 0 em [0, 7] definida por:

Ve(t) =2(a+¢€)?+ 2/0 m(s)g(s)ds.

Assim,
d

Zt) = 2m(0)g(0)

1
temos que 592 < e ou g(t) < V24/1c(t). Desde que 1, ¢ absolutamente continua e ¥ (t) > 2¢2,

temos

d a1 dyt)
We(t)m_m@)% - < Vam(),

integrando esta desigualdade de 0 a ¢, obtemos
t
Ye(t)2 < 9 (0)Y2 + \/5/ m(s)ds, Yt € [0,T),
0
desde que g(t) < V2 (t)'/?,0 <t < T, obtemos da desigualdade acima, e com € — 0,

g(t) <2 (a - /Otm(s)ds) em [0, T7. (2.35)

Corolario 2.1. Se ¢ € a solucgao forte do Teorema 2.1, temos a desigualdade
w0001 0 (196 Hae [ 19761ds) (2:6)
em [0, 7).
Demonstragao: De fato, de (2.34) temos que
(V' (O)]+Ad(1))* < 2 (IVg! [ +]Ag")" + 4/0t!Vf(8)HV¢’(S)|dS-

Se definirmos:

g(t) = [V (t)[+Ae(1)],



obtemos da desigualdade acima

1 t
S0 <20+ [ m(o)g(s)ds,
0
onde, a = |V¢!|+|A¢|. Portanto, pelo Lema 2.1, obtemos (2.36). n

Note que se a fronteira I' de © é C?, entdao a norma de Hj(2) N H*() e que uma dada
pelo operador Laplaciano sao equivalentes, como ja foi visto na introdugao.

Entao, obtemos de (2.36) a desigualdade:

16" l| Lo 0,112 (2) HI BN oo (0,712 () 12 (92))

(2.37)
< C (19 g +HIE N e 1 o mmycey ) -

2.1.1 Regularidade da Solucao Forte

Nesta subsecao sera apresentada a regularidade da solucao forte, cuja a prova, encontra-se em

anexo.

Teorema 2.3 (Regularidade da Solugao Forte). A solucdao forte ¢ do problema (2.1) per-
tence a classe:
¢ € C°([0, T; Hy (1) N H*(Q)) N CH([0, T; Hy(52)). (2.38)

Demonstracao: A prova deste Teorema podemos encontrar no apéndice.

2.2 Solugao Fraca para Equacao da Onda

Consideremos agora o problema misto da sec¢ao anterior, mais, com hipéteses mais fracas

sobre as condicoes iniciais ¢°, ¢
Teorema 2.4. Considere
¢’ € HY(Q), ¢'e L*(Q) e fe LY0,T;L*(Q)), (2.1)
entao existe apenas uma unica funcao ¢ : Q — R satisfazendo as condigoes:
¢ € L>(0,T; Hy(2)), (2.2)
¢ € L>=(0,T; L*(2)), (2.3)

—(¢'(1),v) + ((8(t), v)) = (f(t),v), (2.4)
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no sentido de D'(0,T), para todo v € H}(Q)
¢" € L0, T3 H7(Q) e ¢" — Ap = f em L'(0,T; H(2)), (2.5)

¢(0) =¢"  ¢'(0) =4, (2.6)

a fungao ¢ obtida no Teorema 2.4 ¢é chamada de solugao fraca do problema misto (2.1).

Demonstracao: Provemos este Teorema aproximando a solucao fraca por uma sequéncia
de solugao forte. De fato, Considere {¢°, ¢!, f} € {H} (), L*(Q), L'(0,T; L*(Q2))}, existem
sequéncias (40), (1) e (fm) em HL(Q) N H3(Q), HY(Q) e C°([0,T]; C*(Q)) respectivamente
tais que
G, — ¢ em Hg(92),
oL — ¢ em L2(Q), (2.7)
fm — fem LY0,T; L*(Q)).
Tomando ¢2,, ¢l e f dados no Teorema 2.1 do Capitulo 1, diz que existe uma fungao ¢,, :

Q — R satisfazendo as condigoes:

Gm € L0, T Hy () N H2(Q)),

O € L(0,T; Hy (),

G € L(0, T L2(2)),

(@ (), 0) + (@m(t),v)) = (fm(t),v) em (0,T), Vo € L*(0,T; Hy(€)),
O — Db = fm q.5. em Q,

Om(0) = &y 9,(0) = ¢y,

O proximo passa consiste em obter estimativas precisas para ¢,,, dada por (2.8), tal que o

(2.8)

limite ¢ a solugao reivindicada no Teorema 2.4.

Estimativas a priori: Tomando v = ¢/, (t) em (2.8)4, obtemos

(0 (1), 6 (1) + (D (t), (1)) = (f(2), I1 (1)), (2.9)
ou seja, ;
(DL (O Hom(l?) = 2(£(2), ¢ra (1)),
e integrando de 0 a T', obtemos:

|05 (0 [l dm (8) "= chin|2+||¢%||2+2/0 (fm (L), @y ())dlt.

Utilizando as desigualdades de Cauchy - Scharwz, Holder e Young, temos:

T t
160 () P+ b (DIPS (6426012 / fon(s)lds + / ()1 (3)Pds.
0 0
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Pelas convergéncias (2.7), resulta da desigualdade acima
|05 O+ dm(D]*< C + /Otl\fm(S)H%(S)Vds,
para todo t € [0,T]. Pela desigualdade de Gronwall, temos
[0 (D) +llém ()< K, ¥t € [0, T, (2.10)

onde K > 0 independe de m e t. Assim,

() € limitada em L(0,T; Hy (1)), (2.11)
(¢).) ¢élimitada em L>(0,T; L*(Q)). (2.12)

Dai, como os espacos sao reflexivos, como as sequéncias sao limitadas, segue que existe subse-

quéncia (¢, )nen, & qual ainda serd denotada da mesma forma, tal que

$n = ¢ em L(0,T; Hy(Q2)),

(2.13)
¢, — ¢ em L>(0,T; L*(92)).

Passagem ao Limite: Multiplicando ambos os lados de (2.9) por § € D(0,7T) e integrando

por partes, obtemos:
- / (6(1), 0)6' (D)t + / (6a(t), 0))8(E)dt = / (Fu®.0)b(B)dt,  (2.14)

usando as convergéncias (2.13), obtemos

—/0 (¢'(t),v)0 (t)dt —|—/0 ((p(t),v))0(t)dt :/0 (f(),v)0(t)dt, VO € D(0,T) e Yv € Hy(R).

Logo,
(60,0 0 @ien 10 + (60, 0,00} 30y 0000 = ((1(0), ), 00} 200
ou seja,
(G004 (@(0,0) - (F0.0)6) ) =0, ¥ € DO.T) e Yo € HY(@)
Assim,

d

Z(@®),0) + (6(1),0)) = (f(£),v) em D'(0,T), Vve Hy(Q).

Considerando, em particular, v € D(2), temos

(¢", VYD) @) — (A, V)p(@)p©@) = ([, V)D(Q)p@) em D'(0,T), (2.15)



50
ou seja,
(¢" = A — fv)pi@) @) = 0 em D'(0,T), Vv € D(Q).

Logo,
¢" — A¢p = f em D'(Q). (2.16)

Como A € LIHMNQ); H () e ¢ € L=(0,T; Hy(2)), entao A¢ € L=(0,T; H1(Q)). Assim,
¢" = f+Ap e L'(0,T; L*(Q)) + L>(0,T; H'(2)) € L'(0,T; H~'()).

Portanto,
" — A¢ = fem L'(0,T; H(Q)). (2.17)
Para completar a prov, precisamos verificar as condic¢oes iniciais e a unicidade.

Condigoes Iniciais: No que segue, mostraremos as condi¢oes iniciais.

e »(0) = ¢°. De fato, temos que
onlt) = oul0)+ [ 61,535 215)
Tomando a norma em L*(2) em ambos os lados de (2.18), obtemos
¢ limitada em L>(0,T; L*(Q)). (2.19)

Entao, existe uma subsequéncia de (¢,),en tal que

/0(¢,,(t),v)9’(t)dt—>/o (o(t),v)0'(t)dt, (2.20)

para todo 6 € C*([0,T7]) tal que #(0) =1 e 6(T) = 0. De (2.13), temos

/0(¢;(t),v)9(t)dt—>/0 (¢'(t),v)0(t)dt, (2.21)

para 6 € C*([0,7]),0(0) =1 e 0(T) = 0. Por (2.20) e (2.21) obtemos

/OTd[(gb,, dt—>/ 1ot v)e)dr,

ou (¢,(0),v) — (¢(0),v). Note que ¢(0) faz sentido. Sabemos que (¢,(0),v) — (¢°,v) para
todo v € H} (). Entao ¢(0) = ¢°.

e ¢'(0) = ¢'. De fato, seja § > 0 e considere a funcao 5 definida por:

1
——=+1 se 0<t <9,
Os(t) =] ©
0 se 0<t>T,
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que pertence a H'(0,T). Multiplicando ambos os lados da equagao aproximada (2.8)4 por 05(t)

e integrando por partes obtemos:

é é §
~ @00+ 5 [ @i [ (@i = [o.one @2)

para a subsequéncia (¢, ),en obtida de (2.19). Se v — oo em (2.22), temos:

—(¢1,v)+% /0 (¢/(t), v)dt + /0 ((6(t), v))0sdt = /O (f(t), v)0sdt. (2.23)

Sendo § — 0 em (2.23) obtemos (¢/(0),v) = (¢!, v) para todo v € H}(Q) ou seja ¢'(0) = ¢! em
H}(Q).
Unicidade: Para provar a unicidade, sejam ¢ e g% duas solucgoes fracas dadas no Teorema 2.4

. Entao w =¢ — ngS é solucao fraca de

w” — Aw = 0 sobre Q,
w = 0 sobre X, (2.24)
w(0) =0, w'(0)=0.
Note que w” € LY(0,T, H71Q) e w’ € L>(0,T; L*(2)), oque nao permite considerar {(w”,w’),
dualidade entre H~1(Q) e H}(Q). Portanto, existe um método devido a Visik-Ladyzhenskaya

em [40], que consiste em definir uma nova fungao v, de w, tal que ¥ € L>(0,T; H}(2)) e o

método da energia funciona. De fato, para 0 < s < T defina
—/ w(o)do se 0 <t < s,
b(t) = '
0,ses<t<T,

onde w é uma solugao fraca de (2.24). A fungao ¢ € L>(0,T; H}(f2)), faz sentido a dualidade
(w"(t) — Aw(t),1(t)). Assim,

ou seja, .
| ) = ), viope o (2.25)
0
considere .
- do,
w(©) = [ wlo)io
portanto,
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Temos,
jg<u/c¢»do:=<u/@»,¢<s»-—<u/a»,¢mo>>—&[:@u,¢0da.
Desde que 9(s) = w'(0) = 0, obtemos:

/ (W" ydo = —%|w(s)|2, (2.26)
0
de (2.25) e (2.26) resulta que
1 S
— §|w(s)|2+/0 (w,))do = 0. (2.27)
Mas,
_ld

((w, ) = ((¢',9)) (@)1,

24t
entdo, de (2.27), segue

[w(s)*+[lv(0)][*= 0,
provando que w(s) = 0 para todo s € [0, 7.
u

Teorema 2.5 (Desigualdade da Energia). Se ¢ ¢ a solug¢ao fraca obtida no Teorema 2.4 ,

entao temos a sequinte desigualdade de energia:

'O +e(1)]*< \¢1!2+II¢0\!2+2/0 (f(5), & (s))ds, (2.28)

quase sempre em [0, T].

Demonstracao: De (2.8); com m = v, pegando v = ¢/,(t) obtemos

(@ u)*+ o (t)]I*< |¢i\2+\|¢31|2+2/0 (f(5), di,(s))ds.

Pelas convergéncias (2.13) e pelo mesmo argumento usado na prova do Teorema 2.1 do Capitulo

1, obtemos a desigualdade (2.28).

Corolario 2.2. Se ¢ € a solugao fraca que existe no Teorema 2.4 , temos a desigualdade:

WWHWWWKCO¢HWWﬁAU@W%, (2.29)

em [0, 7).



Demonstracao: Usando o mesmo argumento na prova do Corolario 2.1 , do Teorema 2.4 .

Temos do Corolario 2.1 que

16" l| Lo 0,722 () H | D[] oo (0,712 (02)) <
C (16200 + 16" gyl a0 ) -

Teorema 2.6 (Regularidade da Solugao Fraca). A solugao fraca ¢ tem a sequinte reqular-
idade:
¢ € C°((0, T); Hy(2)) N C([0, T); L*(%2)). (2.30)

Demonstragao: Seja (¢,),en a sequéncia de solugoes fortes que se aproxima da solucao fraca

¢. Entao, se m,n € N com m > n, temos:

(@ (1) = & (), v) + ((Pm(t) — n(t),v)) = (fin(t) — fu(t),v),

para todo v € L*(0,T; Hy(€2)), por (2.8);. Tomando v = ¢/, (t) — ¢/,(t), obtemos
d
= ([8() = (O 0 () = du(D)I) <

integrando, segue que

9(8) — SO+ om(t) — u(D)P<
T
<c (|¢3n — AP+l — S20P+ [ 1) - fn(t)ldt> .

Pelas convergéncia (2.7) segue, da desigualdade acima que,

/ /
Orgtaé)i}Wm(t) ¢n(t)‘—) 0, m,n— o0,

2% [ (t) — gn(t)— 0, m,n — co.

Entéo, (¢,),en ¢ uma sequéncia de Cauchy em C°([0, T]; H} (2)) e (¢,),en em C°([0, T); L3(2)).
Isto implica que
v C°([0,T]; H (),
6, — € em CO(0,T]; H(©)) .
¢, — ¢ em C([0,T]; L*(Q)),

segue por (2.13), que £ = ¢, ( = ¢/, entao temos a regularidade esperada (2.30).
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2.2.1 Regularidade Escondida para Solucoes Fraca

Nesta secao estudaremos o comportamento da derivada normal da solugao fraca ¢ da

fronteira ¥ do cilindro

Consideremos X um Espago de Hilbert com produto interno (-,-) e norma |-|. Se v €
L*(0,T; X) e a derivada fraca v' € L*(0,T; X), entao v € C°([0,T]; X). Entao segue que faz

sentido definir:
Hy(0,T;X) = {v e L*0,T; X), v € L*0,T;X); v(0)=wv(T) =0},
com produto interno

(o = [ ooyt + [ oo
O espago H}(0,T; X) é um espago de Hilbert.

Por D(0,T; X) representamos o espago de fungoes vetoriais ¢ : (0,7) — X, com suporte
compacto em (0,7), infinitamente diferenciavel 1com a nogao usual de convergéncia definida
por Schwartz cf, Lions [14] ou L. A. Medeiros e M. M. Miranda [23] . Representamos por
H'0,7;X) o dual de Hj(0,T; X). Temos as inclusoes:

D(0,T;X) C Hy(0,T;X) c L*(0,T;X)Cc H'(0,T;X) c D'(0,T; X),

Por D'(0,T; X) representamos o dual de D(0,T; X) e identificamos o L*(0,7; X) com seu
dual. As inclusoes acima sao continuas e cada espago é denso no seguinte. Provemos que se

v € L*0,T; X) entdo, a derivada fraca v’ € H~(0,T; X) cf. Manuel Milla Miranda [21].

Quando ¢ é uma solugao fraca, entao ¢/ € L*(0,T; L*(2)). Quando ¢” € H=(0,T; L*(Q2)).
Portanto, —A¢ = f—¢” € L*(0,T; L*(Q))+ H (0, T; L*()). Quando T é regular isto implica
que

¢ € LN(0, T H*(Q)) + H (0, T; H*(Q2)),

e a derivada normal de ¢ tem a regularidade

99
ov

e LY0,T; Hz(T')) + H (0, T; H2(T")), (2.32)

0
de (2.32) nao resulta que 99 € L*(0,T; L*(T)) e seja limitada neste espago. Provaremos, pelo

ov

0
método multiplicativo, que, de fato a—(b nao vem da propriedade de solucao fraca ¢ dada pelo
v

0
Teorema 2.4, que Lions chama de Regularidade Escondida de —(/5 Esta regularidade foi

ov

provada por Lions|14], em primeiro momento, em 1983.
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Lema 2.2. Seja v = (v1,v4,...,V,) 0 campo vetorial normal exterior a I'. Entao existe um

campo vetorial h = (hy, ha, ..., hy) € [CH(Q)]" tal que
h; =v; sobre 1=1,2,..., n.
Demonstracgao: Sabelos pelo Teorema de Imersao de Sobolev que m > 1+ g temos H™(§2) C

C*(Q) continuamente. O operador trago 7o ¢ uma bije¢io entre H™(€2) e Hz™). Portanto, se

v, € H" 3@ entdo existe hy, € H™(Q) c CY(Q) tal que yohy = v

]
Lema 2.3. Se ¢ € H}(2) N H?(RY), entdo
g—¢ = I/i? sobre T, (2.33)
€Z; 14
0
Vo|*= ((f) : (2.34)

Demonstragao: Vamos provar (2.33), ou seja, provar que:

%Hdl“:/ui% v 6 e D)
I

r 0z; v
De fato, seja & € C?(Q) tal que v¢ = 6. Tal que existe ¢ pelo a imersao H™(Q) C C?(Q)
2
para m > 2+ — ¢ o Teorema do Trago. Seja (hx)i1<k<m 0 campo de vetores do Lema 3.1. Pela

n
formula de Gauss, obtemos:

o 0

B
9 (@hsda = | uia—%whjg)dr. (2.35)

A integral sobre o lado direito de (2.35) é

¢
/ i =2 e,

porque ¢ € H}(2) N H?(Q2). Logo,

8 0 8o 8¢
P h£dl = " 04T
——(oh;€)dz /szamjhjéd /sza%%@d :

o 0z, 0z

porque h; = v; e { = 0 sobre I', por definicao. Adicionando a desigualdade acima de j =1 &

J = n, obtemos:

Z/ Bz, Oz, d)“dfc—Z/m v,0d,

Pela aplicacao do Lema de Gauss ao lado esquerdo, obtemos:

Z/@xzax] ¢hi&)de _/a vyl
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Adicionando de j = 1 a 7 = n, obtemos

0¢ 0¢
I'= [ y22fdl,
/F 5.0 /F 5,0

para todo § € D(I').

Para provar (2.34) ¢ suficientemente considerar

99,00 _ 99 99
Vi 8% Vl(?xz- n al‘l 8%2

= |Vol?,

note que o indice repetido significa somatoério.
]

Lema 2.4. Seja (q)1<k<n wm campo vetorial tal que q, € C*(Q) para 1 < k < n. Se (¢n)nen

¢ uma sequéncia de solugoes forte de (2.1), entio para cada n € N € verdade a identidade:

1 00u\" o [ 9du(t)\ T
—// hyvg <_1/> dl'dt = (@bn(t)a%a—xk) ‘O-i-

// aq’“ ()P |V n(t)|?] dadt+ (2.36)

— dxdt — dxdt.
* //Q Oz Oz, Oz, g 0 St Oxy, v

onde g, € CY(Q), para 1 <k <n.

Demonstragao: Usamos a notacao

+= (%(t)’q’“a?;it)) ‘: =X = (%(T),qka%m) - X = (%(0),%8%(0)) :

oxy, Oz,

0 - . . .
note que qki € L?*(Q) porque ¢, é solucdo fraca. Entao faz sentido multiplicar em ambos os

Oxy,
lados de ¢! — A¢, = f,, a.e. em Q, por gy ggb e integrar sobre (). Resulta que:
Tk
/ brq k8¢n dxdt — // Agbnqk 8¢n da:dt / fnqk—dmdt (2.37)

onde o indice duplo significa a adicao sobre 1 < k < n.

Analise de / / Agbnqk—dxdt

Para tornar facil usaremos a notagao ¢ ao invés de ¢,,. Obtemos:

/ / Agbqka—mkda:dt / / Agbqka—xkdxdt (2.38)

Pela Formula de Gauss 1.9, obtemos:

ékb 09 09
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Temos: 96 96 3 96
Ve V( ko k) = 95 %o (axi) *
96 9q, 06 dp 1 0 [dp\*
006 00 09 _ 1 0 (09", (2.40)
Ox; Ox; Ox; Oxy, 27 Oxy, \ Ox;
00 0qp 0 1 0 o 00 Oqy O
or; Ox; Oxy 9 Ik Oxy, Vol +8x,~ Ox; Oxy,
Por (2.40) modificando a ultima integral no lado direito de (2.39) obtemos
0 0
/ A¢Qk - —¢Qk ¢ dl'+
&'L'k r Ov ™" Oxy, (2.41)
+= / —|qu| dp 4 [ 209900 |
2 e q Ox; Oxy Ox;
Pelo lema de Gauss, obtemos
3 | g ivokds = 5 [ aivepuar -5 [ S ok (2.42)
Note pelo Lema 2.3 , tem-se que |V¢|*= % 6’¢ = l/k%. Consequentemente, substi-
ov 8 T ov

tuindo (2.42) em (2.41) e integrando sobre (0,7"), obtemos:

/ A¢qk dx——— / / qkyk( ) dTdt— -

3% dqr 09 09
/ s |V dadt + / ot o e

Analise de / / gzﬁ”qk%dxdt
Q 8$k

Temos que:
T
// gb"qk%da:dt:/ /gb"qk%dxdt,
Q &rk 0 Q 8£Uk
[ (482 [[ w2 |
1" - 2
// ¢ qka kdxdt (¢() s ) // — kqb dzdt. (2.44)

Note que ¢’ € C°([0,T]; Hy(£2)), pela regularidade da solugao forte. Temos

0 dk qk 2
— (* = | & T =0.
| g (50) o= [ Gormar o

Logo,

Segue da igualdade acima que:

gy,
. 42 k2 ) 24
// qkaxk¢ dxdt = //Q 8xk¢ dxdt (2.45)
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De (2.45) obtemos (2.44):

" a¢ _ / a¢(t) T _ 1 i 2
/ng qka—xkdwdt = <¢ t) - g o ) ’O 5 //Q axkqﬁ dxdt. (2.46)

Substituindo (2.43) e (2.46) em (2.37) obtemos (2.36), depois substituindo ¢,, ao invés de ¢.

[ |
Definimos a energia associada a ¢, por
1

B0 = 5 [ (030 +190n0)F) .

Se t = 0, temos:
1
BL0) = 5 [ (0P+IVaP) do
Da desigualdade da energia, temos:
T
E.(t)<C (En(O) —i—/ \f(s)|ds> : (2.47)
0

evidentemente a desigualdade similar é verdadeira para solugoes fraca.

Como uma consequéncia da identidade (2.36) do Lema 3.1, obtemos uma estimativa chave

0Py, : .
para i sobre . De fato, tome gy = hy, 0 campo vetorial do Lema Lema 3.1. Entao, de (2.36)

ov
obtemos:

// (a¢"> drdt — // Ohe (160 12— |V ?) dadt+
+ X + // az, 01, c%zd xdt anhk o, dzdt.

desde que hy € C1(Q) e f, € C°([0,T); C1(£2)), temos que

(2.48)

Ol (16, 12— |V 6o |?) dwdt| < CE,(t),
© 2
O . O
< <
/Q fnhu o, dxdt| < C 321 /Q (&xk) dx < CE,(t),

onde C representa diferentes constantes

Ohy; O, Dy,
dzdt| <
‘//Q ox; Oxy Ox; Tt =
Por Schwarz e a desigualdade 2ab < a® + b? obtemos:

(o020

C/]V¢n|2dx < CE,(t).
Q

[ X]< 2 sup
0<t<T

< C sup E,(t).

0<t<T
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Entéao, por (2.47) a desigualdade (2.48) se torna:

%//E (%ﬁn)zdrdts Cy (E(0)+/0Tyfn(s)|ds), (2.49)

onde
1
Ey=E(0) = §/ (|¢'*+|Ve°|?) da. (2.50)
Q
De (2.49) segue que a sequéncia (%) ¢ limitada em L?(X). Entao, existe uma subsequéncia,
v

ainda representada da mesma forma, tal que:

IPn

;’V — x em L*(%), (2.51)
e

O

‘X|L2(Z)§ lim inf )
n—oo

ov

Escolhemos (¢,,)nen, como a sequéncia de solugoes forte que aproxima a solucao fraca ¢ como

L2(s)

feito na secao anterior. Entao, podemos formular a regularidade escondida com o seguinte

Teorema.

Teorema 2.7 (Regularidade Escondida). Se ¢ ¢ a solugio fraca do problema (2.1), entao

O¢
5, € LA(%), (2.52)

//E (%)iﬂ“dt <cC (EO + /0T|f(s)|ds) , (2.53)

Demonstracao: Para provar este Teorema, é suficiente mostrar que o limite x obtido em

0
(2.51) ¢ igual a 8_q5 Entao, (2.49) implica (2.52).
v

temos:

De fato, vamos provar que xy = v Sabemos que a solucao fraca ¢ é o limite fraco
v
da solugao forte aproximada (¢, ),en. Note que 1 € o trago de derivada normal. Precisamos

mostrar que v;¢, — 71¢ em uma topologia que implica a convergéncia em L?(32).

Inicialmente, observe que:
- Agbn = fn = ¢Z em D/(O7T; H_l(Q)) (254)

Temos f,, € C°([0,T); C1(Q)) e ¢/, € L*(0,T; HL(S2)). Entdo, existe 2,,w, em L2(0,T; H(Q)N
H?(2)) tal que
—Aw,, = f, e ||lw, 1 < C|fn ,
fa e wall 20,1552 @)nm2@) < Clifalz2@) (2.55)
—Az, = ¢ e HZnHL?(O,T;H&(Q)mH?(Q))S Clelr2(q),
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Por resultado de equagoes elipticas. Por (2.55) mudamos (2.54) obtendo:
— A¢, = —Aw, — (Az,) em D'(0,T; H1(Q2)), (2.56)
provaremos que (2.56) implica:
G = —wy, — 2, em D'(0,T; H(Q)).
De fato, por (2.56), para cada 6 € D(0,7T) temos:
T T T
—/ A¢,0dx = —/ Aw,0dxr + / Az,0'dt em H(Q).
0 0 0
Sabemos que A € L(H}(Q), H*(Q)), obtemos:

T T T
A </ ¢n9dt) =A [—/ wy,Odt +/ znﬁ’dt} )
0 0 0

Pela unicidade do Problema de Derichlet, temos
T T T
/ op0dt = —/ wy,Odt —|—/ 2,0'dt em H(Q),
0 0 0
para todo 6 € D(0,T), ou seja,
¢ = —w, — 2, em D'(0,T; H(Q)). (2.57)

Mas, desde que 2, € L*(0,T; H*(2)) isto implica que 2z, € H'(0,T; H*(Q)) e
2 € H7Y(0,T; H'/?(T)). Portanto,

NG = =M1Wy — Y12, em H(0,T; Hl/Q(F))- (2.58)
Pela estimativa (2.49), obtemos

1 0, \* 1 1 '
s [ () s (G [1nwpas). (2.50)

De maneira analoga, obtemos para m,n > ny,

[ (50— on) arie<c 16— P et~ 20+ [ 1)~ ulollas| . (200
b 0

onde,
¢ — ¢ em Hy(Q),
¢ —> ¢! em L*(Q),
fu — femL'(0,T; L*(2)),
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(éh) C Hy(2) N H*(),
(én) C Hy (),
(fa) € C°([0, T]; C*()).
Logo,
(¢2) é de Cauchy em H} (),
(¢l) é de Cauchy em L*(), (2.61)
(fn) € de Cauchy em L'(0,T; L*()).
Portanto, por (2.61), resulta de (2.60) que (¢,) ¢ de Cauchy em L?(X) e como L*(3) ¢ completo,
obtemos
Ypn — x em L*(Q).

Mostra-se que y independente da sequéncia escolhida e quando (¢,) for bem regular que,

9¢

X = 5’ nesse caso, passando ao limite em (2.59), obtemos
v

96\’ g, '
JL(&) waso(Yorgiwrs [ ors)

Por (2.55),, desde que ¢/, é limitada em L%*(Q), obtemos, pelo argumento similar, uma

subsequéncia (z,)en tal que
Y12, = 1z em L2(0,T; HY*(T)), (2.62)
provemos que
12, = y2 em H7Y(0,T; HYV*(I)). (2.63)

Note que por (2.55) w e z sdo solugdes de Aw = —f e Az = —¢' com ¢’ limite fraco de ¢/,
onde ¢ ¢ a solugao fraca. Por —A¢ = f — ¢ em D'(0,T; H (), obtemos ¢ = —w — 2’ e
¢ = —yw — vz em H1(0,T; H/%(T')). Temos por (2.62)

NG = =MWy — N2, — —nw — 712" =N em H (0, T; Hl/2(r))>

ou

(16, v) — (né,v) Yo € Hy(0,T; H'(I)),

obtemos por (2.51):
<'71¢nav> — <X,U>, RS LQ(()?T; HQ(F))'

Desde que H}(0,T; HY2(I")) € L*(0,T; L*(I")) temos x = v1¢. n
0
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2.3 Solugao Ultra Fraca para Equacao da Onda

Nesta secao estamos interessados em estudar o problema de valor na fronteira nao homoge-

neo:

2" — Az =0em Q,

z = v sobre X, (2.1)

2(0) = 2% 2/(0) = z' em Q.
Onde 2°, 2! sao nao regulares como na secao 1 e 2. Este tipo de problema foi analisado, em
primeiro momento, em Lions-Magenes [16], também cf. Lions [14]. Uma dos questionamentos
¢ uma definigao apropriada do que entendemos por solugoes de (2.1). Como os dados iniciais
20, 2! sao nao regulares, definimos a solugao de (2.1) pelo método chamado de Método da
Transposicao, como proposto em Lions-Magenes op. cit. Aqui seguimos um método heuris-
tico na ordem de encontrar uma definicao natural de que iremos chamar de solugao ultra
fraca como definido por Lions-Magenes Lions-Magenes [16]. De fato, multiplicando ambos os
membros da equagao (2.1); por uma fungao 6 = 0(z,t),z € Q,t € (0,T) e integrando em Q,

por partes em .

/OT/Qz(G”—AG)dxdth/ (2, T)8(z, T)dz—

z
Q

—/Qz'(m,O)H'(:E,O)dx—/Qz(x,T)Ql(m,T)quL/z(x, 0)0'(x,0)dz— (2.2)

Q
T T

_/ /%9dfdt+/ /@drdt:().
o Jrov o Jrov

0
Ainda nao temos informagao, a certa de z(z,T), ' (x,T) e (9_Z Entéao, escolhemos 6 = 0(x,t)
v
tal que

O(x,T) =0, 6(x,T)=0 e O(x,t) =0 sobre X. (2.3)

Logo, para esta escolha de 6 = 0(x,t), a igualdade (2.2) ocorre:

(28" = 80) = (80 + (1000 — (oo, (2.4
onde (-, -) representa diferentes pares de dualidade.

A definicao da solucao ultra fraca, pelo método da transposicao, serd dado como um
funcional definido pela expressao (2.4). Entao, veremos que é natural escolher 6 = 6(z,t) como
a solucao fraca do problema retrogrado:

0" — AO = f em Q,
= 0 sobre X, (2.5)
0(T)=0, 0(T)=0em S
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Se tomarmos f € L'(0,T; L*(2)) e considerarmos a mudanga de variavel T'—t ao invés de ¢ em
(2.5), ent@o (2.5) é um caso particular do problema estudado na segdo 2 para solugoes fraca.
Entao, podemos aplicar para 6, solugao fraca de (2.5), toda a conclusao das segoes 2 e 3. Entao,

temos:
0 € C°([0,TT; Hy(2)) N CH([0, TT; L*(2)), 26)
00 )
— e L*(2
Y e ).
Pela desigualdade (2.29) da segdo 2, com 0° = 6! = 0, obtemos:

16"]] oo 0,7522(0) F10 oo 0, 131202y S C 20,7200 - (2.7)
Pelo primeiro Teorema da Segao 3, obtemos:

5, € LA(%), .

Hay‘ < C||f||L1(0,T;L2(Q)).

L2

0
Como uma consequéncia de (2.6) temos ' € L?(2), 0(0) € HA(Q) e g— € L*(X). Entao, afim
v

de garantir que o lado direito de (2.4) faga sentido ¢é suficiente escolher:
L el?(%),te H'(Q) eve LA(D). (2.9)

Motivado pela expressao (2.6) e pela consideragdao acima, para cada conjunto {z°z', v} na

classe (2.9) esta bem definido a funcional S sobre L'(0,T; L?(2)) por

(S, f)y =—(2°,0'(0)) + / —dI'dt, (2.10)
para toda solugao 6 do problema (2.5).
Das estimativas (2.7) e (2.8)q, para a solugdo fraca 6 de (2.5), obtemos de (2.10):

/ 00
(S, £Y1< 12016 (0>|+Hz1||Hf1(m||e<0)||+H% )

[v][ L2 <
*®) (2.11)

< C (12112 -2 Hvllzae) 1 o200)-
Portanto, S : L'(0,T; L*(R2)) — R, definido por (2.10), é uma forma linear que é continua
por (2.11). Segue que S, é um objeto de L>(0, T; L*(2)), o dual topologico de L*(0,T; L*()).
Além disso,
I8l etorszan € (212 sy Hlolz) - 2.12)

Definigao 2.1. Para {2°, 21, v} € L2(Q) x H*(Q) x L3(X), chamamos de solugao ultra fraca
do problema misto nio homogéneo (2.1), a funcio z € L>(0,T; L*(Q)) satisfazendo a condigdo:

/ / 2 fdudt = —(2,0(0)) + (=1, 0(0)) — / ?vdl‘dt (2.13)
Q 1%

para toda f € LY(0,T; L*(Q)), com 6 solugdo do problema retrogrado (2.5).
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Dizemos que a solugao ultra fraca z de (2.1) é definida por transposigao. Por esta razao,

algumas vezes chamamos solugao por transposicao ao invés de solugao ultra fraca.

Teorema 2.8 (Existéncia e Unicidade). Eziste apenas uma solugao ultra fraca z do problema

misto nao homogéneo (2.1). Além disso, z satisfaz:

12l oo 0,220 < C (120112 | -1 @) FHv | 22(s)) - (2.14)

Observagao 2.2. Note que a constante C' em (2.14) depende apenas de T > 0 e o campo

vetorial (hy)ren foi definido na segao anterior.

Demonstragao: A existéncia é uma consequéncia de (2.10),(2.11) e do Teorema de repre-
sentagdo de Riesz para objetos de L>(0,T;L*(Q)) e de L'(0,T; L*(Q2)). A unicidade é uma

consequéncia do Lema de Du Bois Raymond (cf. Medeiros-Miranda).
n

Corolario 2.3. A fungao linear {2°, 2, v} — 2z, de L*(Q)x H™Y(Q)x L3(X) em L>(0,T; L*(2))

¢ continua, onde z € a solugao fraca de (2.1) com dados 2°, ', v.

Na aplicagao é importante saber a regularidade da solucao ultra fraca como temos visto
nos casos forte e fraco.
Teorema 2.9 (Regularidade da Solugao Ultra Fraca). A solucio ultra fraca z de (2.1)

pertence a classe:
z € C[0,T); L*(2)) n C([0,T]; H (), (2.15)

e satisfaz a estimativa:
211 oo 0.7:22(00) H12 |0 0,010y < O (|2° 2 =1 @) v [l 22sy) (2.16)

onde C > 0 € uma constante que depende apenas de T e o campo vetorial (hg)ken-

Demonstracgao: Dividimos a prova em duas partes. Em primeiro momento, provemos a
regularidade para z e depois para z’.
Passo 1. Recordemos, em primeiro lugar, alguns resultados de regularidade para solugoes

fortes. Como temos provado na segao 1, vimos que se ¢ é uma solucao forte de (2.1), entdo

¢ € C°([0, T; Hy () N H*(Q) N CH([0, T; Hy (2)), (2.17)

1l Loe 0,113 @ nm2 @) F 9l Lo (0,72 () <

e (2.18)
<2 (“Cb [+l HH&(Q)mH?(Q}“‘Hf”Ll(o,T;H&(Q))) :
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Note que H}(Q) N H*(Q) é equipada com a norma do operador Laplaciano. Vamos

considerar o sistema (2.1) no caso regular, que ¢é entao:

L e HY(Q), e L*Q) e ve HZ0,T; HY*T)). (2.19)

Lema 2.5. Existe apenas uma solu¢do fraca z do problema misto nao homogéneo (2.1) quando

escolhemos o dado inicial (2.19) e z tem a reqularidade:
2 € C°([0,T; Hy () n CH([0, TT; L*(2)). (2.20)

Além disso, essa solucao fraca z € uma solugao ultra fraca.

Demonstragao: De fato, seja © € HZ(0,T; H*(2)) tal que © = 0 sobre . Note que 9" e Ad

sdo objetos de L?*(0,T; L*(Q2)). Vamos considerar o problema misto:

u — Au=—0"+ Av em Q,
u = 0 sobre 3, (2.21)

u(0) = 2% e W/(0) = 2! em Q.

Desde que —0" + At € L*(0,T;L*(Q)),2° € HY(Q) e 2/ € L*(R), segue, por regularidade de

solugbes fraca, na segao 2, que a solugao u de (2.21) tem a regularidade:
u € C°([0,TT; Hy () N C([0, T; L*(%)),

por definicao de solucao fraca, u satisfaz:

d

E(u'(t), V) + ((u(t), ) = (=0" + Av, 7)),

para todo ¢ € Hj(2) no sentido de D’'(0,T'). Entao,

d

(W (8) + (1), ) + ((ult) + 0(t),v)) = 0,

para todo ¥ € Hg(2) no sentido de D'(0,T).

Temos u+ o = v sobre ¥ e (u+9)(0) = 2% e (u+9)'(0) = 2'. Portanto, z = u + 9 ¢ uma
solugao fraca do problema (2.1) com dado inicial (2.19). Consequentemente por regularidade de

solugao fraca temos que z € C°([0,T7; H} (2))NCH ([0, T] : L*(2)) e temos a unicidade também.

Para completar a prova precisamos provar que z é também uma solucdo fraca de (2.1).
De fato, seja f € L'(0,T; L*(Q)) e considere a sequéncia (f,)uen, com f, € L'(0,T; Hy()) tal
que

lim f, = f em L'(0,T; L*(Q)), (2.22)
H—>00
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Vamos considerar dois problemas retrogrado:

0, — A0, = [, em Q,
6, = 0 sobre X, (2.23)
0.(T) =0, 0,(T)=0 sobre Q.

0" — A = fem Q,
0 = 0 sobre X, (2.24)
6(T) =0, 0(T) =0 sobre (.
Pela regularidade de f, e f, segue que existe solucao forte 6, de (2.23) e uma solugao fraca 0
de (2.24) e:
0, € C°([0,TT; Hy () N H*(Q)) N CH([0, TT]; Hy(€)). (2.25)

Assim, 6, — 6 é uma solucéo fraca do problema homogeéneo retrogrado do tipo (2.24). Quando
trocamos ¢t por T'— t, temos, pela desigualdade da energia na segao 2 e o Teorema 2.5, (2.28) e
segao 3, Teorema 2.9, regularidade escondida (2.21):

00 ’

9
/ o o _ 2 / _ _ _ 2 i
0,7 = 1) = 0T = OP+0,(T — 1) = 6T = ) *+]| 52 — 5

L2(z) —
< Olfu = fllzrorzz @y,

para todo 0 <t <T. Tomando ¢t =T e seja u — 0o, obtemos da desigualdade passada:

6,(0) —> 6(0) em HZ (),
6,(0) — 0(0) em L(3), (2.26)
06, 00

9u ov 2
5 " 5, o L*(%).

Mas z satisfaz a condigao de regularidade (2.15), entao Az € C°([0,T]; H'()). mas z ¢
solugdo fraca de (2.1) com condicao inicial (2.19), entao 2" — Az € C°([0,T]; H*(2)). Segue
que faz sentido (2" — Az,0,) ou (2”,0,), (—Az,0,), dualidade entre H1(2) e H;(Q2). Entao,
pela regularidade (2.25) podemos usar integragdo por partes e usar o argumento usado para

obter a equagao (2.2), mas agora nao formalmente. Entao temos:

/ /Q 2fudrdt = —(2°,0,(0)) + (2", 6,(0) — / /Z %vdl“dt. (2.27)

Tomando o limite em (2.27) quando u — oo, observando as convergéncias (2.26), segue que z

¢ uma solugao ultra fraca do problema nao homogéneo (2.1) com dado inicial regular dado por

(2.19). n
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vamos provar agora que a soluc¢ao ultra fraca so prolema misto ndo homogéneo (2.1) esta
em C°([0,T7; L*(Q)). De fato, dados 2° € L*(Q), 2! € H () e v € L*(X), existe sequéncias
(25) pens (2 wen € (V) wen com 20, 28 e vy, respectivamente em H(2), L*(2) e H3(0, T; H¥*(T'))
tal que:
22 — 2% em L*(Q),
z, — 2zt em HH(Q), (2.28)
)

v, — vem L*(X).

Seja 0, € HJ(0,T; H*(Q)) tal que 9, = v, sobre ¥. Considere o problema misto nao

homogéneo
" —Az,=0e ,
T S m (2.29)
z, = vy, sobre ¥, 2,(0) = 20, 2,(0) = z,.
Pelo lema anterior segue que a solugao z, de (2.29) estd na classe:
2 € C°([0,TT; Hy () n CH([0, TT; L*(Q2)), (2.30)

e z, ¢ uma solugao ultra fraca do problema (2.29). Portanto, se z é uma solugao ultra fraca
de (2.1), segue que 2z, — z ¢ também solugao ultra fraca de (2.1) com dados 2, — 2°, 2, — 2" e

v, — v. Pela estimativa (2.14) e o Teorema anterior, obtemos
20 = 2llLe 00200 < C (\22 - ZOHHZi — 2 av o+, — vlla)) -
Quando p — oo na ultima desigualdade, obtemos por (2.28),

lim 2, =z em L>(0,T;L*()).

U—>00
Por 2z, € C°([0,T]; L*(2)), quando z € C°([0,T]; L*(2)).
Passo 2. Provamos agora que 2’ € C°([0,T]; H'(Q2)). Na prova usada na segao 3, no Lema
2.4 na identidade (2.36). Provamos primeiramente o Lema a seguir e anunciamos outro lema

com o resultado provado depois. Note, sobretudo, a notacao

W&’I(O,T; L*(Q)) = {U; v, % c L*(0,T; L*(Q)) e v(0) =v(T) = 0} ,

que é um espago de Banach com a norma:

dv

HUHWOH(O,T;LQ(Q)): (2.31)

L1(0,T;L2(Q))
O dual deste espago de Banach sera representado por W~1°°(0,T; L?(Q2)). Para todo [ €
Wy (0, T; L*(R)), temos .

o)== [ G (2.32)
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Entao, pela desigualdade de Schwarz e (2.31), obtemos de (2.32):

12"l w—1000,75220) < |2l o0 (0,722 () (2.33)

para toda solucao fraca z de (2.1).

Lema 2.6. Para a solugio fraca z de (2.1) temos

2 e Wy h>®(0,T; L*(Q)).

Demonstragdo: Se z ¢ uma solugao fraca temos z € L*®(0,T;L*(())), em particular z €
L*(0,T; L*(Q)) que implica 2/ € H-1(0,T; L*(Q)). Seja f € WH(0,T;L*(f2)) e considere a
sequéncia (f,),en de fungoes f, € H3(0,T; L*()) tal que:

fu— f em Wy'(0,T; L*(9)). (2.34)

Temos por (2.32) e (2.33) para f, em vez de f e tomando o limite quando p — oo, temos que

o€ W0, T3 L2(Q)).

Vamos considerar f € H;(0,T; L*(Q)). De (2.32) e a defini¢ao de solugao fraca segue

0
L f) = — / / S fldzdt = (2, 0(0)) — (=1,0(0)) + / / 9 arat, (2.35)
Q b al/
para todo 6 solucao do problema retrogrado:

0" — Af = f' em Q,
0 = 0 sobre X, (2.36)
6(T) =0, 0(T)=0 sobre (.

Assumimos o seguinte lema que sera provado mais tarde.

Lema 2.7. A solugdo 0 de (2.36) satisfaz a desigualdade

#(0)+16(0)+]| 2

< Ol fllzr o130 (2.37)
L2(5)

para todo f € Wyl (0,T; HY()).

Note que a constante C' que aparece em (2.37) depende apenas de T e o campo vetorial

(hi)1<k<n- De (2.35) e o lema 2.6, obtemos:

1 1< C (1211211 + ol 1 oo (2:33)
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desde que Wy (0,T; HA(Q)) é denso em L'(0,T; HL(Q)), segue que a desigualdade (2.38) é

verdadeira para todo f € L'(0,T; H}(Q)), consequentemente,
2 e L™0,T; H1(Q)), (2.39)
120 z:z1-1@n < C (127112 | -1 @ Hlvl 22s)) - (2.40)

Note que (2.39) e (2.40) sdo verificadas para todo solucdo ultra fraca do problema (2.1).
Agora, vamos considerar a sequéncia de solugoes fracas de (2.1), aproximando z como em (2.28).

Quando z, — z é também uma solugao ultra fraca de (2.1) e por (2.40) obtemos:

12, = 2l o< 0,150 -1 () < C (|22 - ZO|+||Z;1L — 2 @+Hlo, — vlla)) -

Logo,
lim z, =2 em L>®(0,T;H'(Q)). (2.41)

U—>00
Note que z, é também solugdo fraca, entdao 2, € C°([0,T]; H'(2)) e por (2.41) temos 2’ €
Co([0, T); HH().

Demonstracao: Vamos considerar o problema

w’' — Aw = f em Q,
w = 0 sobre X, (2.42)
w(T) =0, w(T)=0em .

para f € Wy (0,T; H(9)). Segue, da regularidade de solugao forte, Segao 1, primeiro Teorema,
que:

w € CO([0, TT; Hy () N CH([0, T]; Hy (), (2.43)

1w || oo (0,713 00y Flw | oo 0,73 @2 ) < Cll 0,8 (02))- (2.44)

Seja w’ = . Entao, 0 é solucao de (2.36), pois, 6 verifica a equagao (2.36)1, 0(T) = w'(T) =0
e @(T) = w"(T) = Aw(T) = 0, porque f € Wy (0,T; H(R)). Portanto,

16" (0)|+[10(0) = |w"(0)+[1w'(0)[|= |Aw(0) |+ [|w’ (0)]],

segue de (2.44) que:
GO I< ClLF Nl 20,7113 2))- (2.45)
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Note que com (2.45), na ordem para obter a desigualdade do Lema 2.6, é suficiente estimar

00

por || fll 10,12 y)- Por isto, usamos a identidade (2.36) Lema 2.4, segao 3. De fato,

ov 12(5)
reescrevemos isto para 6 solugao de (2.36). temos com g = hy:
1 00\’ 00(0)
5 - ) dldl = — 2.4
s [L(5) arae=- (6015 2) + (2.46)
Ol /1o / Ohy, 00 00 /
+2// (16'—=110]]%) dzdt + Oz, Dy axjd wdt — fhk(?xkdxdt

/

Desde que hkaa—e € L>(0,T; L*(2)) segue que Ny, 680
T Tk

- / P2 gt /
Q" Om Q

Também, como f=0em T e 0/ = w” = Aw + f, obtemos;

/ - / / aixk(fhk)é”dxdt: (2.48)
// axkhkAWdIdt—// axkhkfdxdt—// gZZwadxdt—// ZZZf ddt.

Pelo mesmo argumento, temos

/ / ( )hkd:vdt - / / hka—mkﬂdmdt / / gz: Pt (2.49)

Substituindo (2.49) em (2.48) e o resultado em (2.47), obtemos:

/ fhka—xkdxdt / / ( &Bk) hi Awdzdt— / / (gZ) fAwdzdt—= / / (ggz) f2dadt.

(2.50)

e W=1°(0,T; L*(Q)), entao

(2.47)

Sabemos que:

// Ohic (16112~ 1612) dvdt = // Ol (| AP+ 2f| M|+ fP—0]) dzdt.  (2.51)

Substituindo (2.50) ¢ (2.51) em (2.46) temos:
L na-(rony2).
%// (gZZ) Aw ]dasdt——// (ah’f) |2 dadt— (2.52)
[ (G sswanaes [ GG

Aplicando a estimativa (2.44) para o lado direito de (2.52), observando que h;, € C'(Q2),1 <

96\ °
W dl'dt < C|| fll L o.7:m2 ) (2.53)
) 1%

k < n, obtemos:



De (2.45) e (2.53) segue a prova do Lema 2.7.

O seguinte coroléario é uma consequéncia imediata do Teorema anterior.

Corolario 2.4. A aplicagao linear {2° 2", v} — {z,2'} de L*(Q) x H'(Q) x L*(X) em
L>=(0,T; L*(2)) x L=(0,T; H*(9)), onde z € a solugdo ultra fraca de (2.1), € continua.

2.3.1 Representacao Concreta da Solucao Ultra Fraca

O ponto mais dificil nesta se¢ao é provar que a solucao ultra fraca z da secao anterior, tem
o trago sobre a fronteira lateral 3 do cilindro @ = Q x (0, T'). para deixar isso claro precisamos

de um operador trago apropriado que sera visto em seguida.

Vamos considerar o Espaco de Hilbert
U={uelLl*(Q); Aue H'(Q)},

com a norma:

1UNE= lul*+l AullF -0

Seguindo o argumento de Lions-Magenes [16] e Lions [34], provamos que D(£2) ¢ denso em U.

Note que por D({2) representar a restricao para (2) de fungoes ¢ de C*°(R) Entéo, se u € U

tem-se um trago sobre I', que, podemos construir o operador linear continuo =, tal que:
welU — yu € H VXD, (2.54)
tal que Yo = go’r para todo ¢ € D(Q).
Seja V o espaco de Hilbert

V={veL*0,T;L*(Q)); AveL*0,T;HQ)},

com a norma:
lol[§= ||U||%2(0,T;L2(Q))+||AUH%Q(O,T;Hﬂ(ﬂ))'

Usando a densidade de D(Q2) em U, obtemos, diretamente, que o conjunto

{ng; neC0,T), ¢eDAQ)},

é total em V. Usando (2.54) definimos 7y pra fungoes de V. Para simplificar a nota¢ao usamos

o mesmo em (2.54), dai, escrevemos:

(Yov)(t) = ~ov(t), Vi€ (0,T).
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Segue de (2.54) que yov € L2(0,T; H-Y/3(I)) e
Yo : V — L2(0,T; HY3(I)), (2.55)

¢é linear e continua.

Vamos considerar o espago Hilbert H( (0, T; H~'/%(T")) que é o espago de w € L?(0,T; H~'/2(T"))
d
tal que d_ttu € L2(0,T; H%(T")) com w(0) = w(T) = 0. A norma neste espaco é:

dw

HwHH&(O,T;H*ﬂ(F)): at

L2(0,T;H /(1))
O espaco Dual de H}(0,T; H~'/(T")) é representado por H~*(0,T; H-'/*(T)).
Para a fungao v € V' definimos a aplicagao 7y da seguinte maneira:
T
(Yo', w) = —/ (Yov, ') 120y r-172(ry AL, (2.56)
0

para todo w € H(0,T; H~Y/2(T")). De (2.56) obtemos:

|(Fov, w)|< ||’70U||L2(0,T;H—1/2(F))||w/||L2(O,T;H—1/2(F))'

Por defini¢do de norma em H}(0,T; H~'/?(T)) obtemos:

(Yo, W< NIvovll 20,751 o)) lwll g2 0,750 -172(0y), (2.57)

ou
150V | zr-10.7:1-1720) < Clv] v+

Observamos que se v = np,n € C2(0,T) e ¢ € D(N), entdo:

T T
(Fov', w) = — / (Yo(ne)w")dt = — / n(vop, W) L2ry =
0 0

T
= /0 1 (Yo, w)r2rydt = (y0(n'¢), w),
isto é, Agv’ = Yv'. Temos provado o seguinte.
Teorema 2.10. A aplicagio 7 definida por (2.56) toma valores em H=1(0,T; HY/2(T)) e
Fo oV — H7H0,T; H™V2(1)),

€ linear e continua.
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Demonstragao: Como temos visto v = v’ para v = g, com 7 € C°(0,T), ¢ € D(Q), a

aplicacao 7y é chamada de aplicagao trago para fungoes v’ com v € V. [ ]

Agora vamos retornar a estudar o trago sobre Y para solugoes ultra fraca da segao 4, (2.1).
De fato, seja 6 € C§°(Q). Entdo, 6 é solu¢ao do problema (2.5) da se¢ao 4, com f = 6" — A#.

Substituindo este f na expressao (2.15), obtemos:
// 2(0" — Af)dzdt = 0,
Q

(2" = A0) =0, V0eCPQ),

pois 6 € C3°(Q). Logo

consequentemente,

2 —Az=0 g¢.s. em Q, (2.58)
como uma consequéncia de (2.58), desde z € C°([0,T7]; L*(€2)), segue que
2" e C[0,T); H2(Q)). (2.59)

Note que A : L?(Q) — H1(Q) ¢ linear e continua. (Ver M. M. Miranda e L. A. Medeiros
22].)

Vamos considerar 6 = np, com n € H*(0,7),0(T) =60 (T) =0 e ¢ € H(Q). Por (2.15),

definigao de solugao fraca z de (2.1) segao 4, temos:

/ /Q (g — nAQ)drdt = —(2,1/(0)0) + (1, n(0)¢). (2.60)

Integrando por partes duas vezes com respeito a t, aplicando Green e regularidade de z dada

por (2.15), obtemos:

// 2(n"e — nAg)dxdt = —(2(0),n (0)<P)+<(2/(0)a77(0)<ﬂ>+/0 (" = Az, np)dt.  (2.61)

Segue de (2.60), (2.61) e (2.58), que:

=(2",1'(0)¢) + (z/,n(0)p) = (=2(0), 7/ (0)) + (2'(0), n(0)p)-
Escolhendo convenientemente 7(0) e 7'(0), obtemos

2(0) = 2% 2/(0) = 2. (2.62)

Vamos provar agora que J9z = v. De fato, definimos
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onde z é a solugao ultra fraca. Entao y € L?(0,T; L*(Q2)) e da equagao (2.58) obtemos:

t t t
Ay(t) = A/ 2(s)ds = / Az(s)ds = / Z"(s)ds = 2'(t) — 2'(0). (2.63)
0 0 0
da regularidade temos 2z’ € C°([0,T]; H *()) e segue que Ay € L*(0,T; H*(2)). Assim,
y € V e pelo Teorema 2.10, temos:
:)/[)y/ = :}/OZ. (264)
Seja (z,)uen a sequéncia de solugdes do problema (2.29) na segdo 4, obtemos:

z, — z em C°([0,T7; L*(2)),

(2.65)
2z, — 2 em C°([0, T]; H()).
Vamos considerar
t
nlt) = [ s)ds
0
Entao,
Ay, = 2,(t) — 2,(0).
Pelas convergéncias (2.65) aplicadas para y,,, obtemos
Yy, — yem V.
Logo, pelo Teorema 2.10 e a definicao de 7y, temos
Yoy, = Yoz — Foy' = Foz em H (0,75 HV(I)). (2.66)
Sabemos que z, € C1([0,T]; H*(£2)), entdo conseguimos ypz, € C*([0,T]; HY/*(T")) e
t t
0 [ ao)ds = [ Gozas
0 0
Temos entao que,
T T t T
(:)/Oy,ua 'lU) = _/ (’yoy,ua 'U)/)dt = _/ (/ (702;»(5)(15,11/) dt = / (’)/02’#, 'lU)dt,
0 0 0 0
isto &,
Yozu = FoY,, = Y0%u- (2.67)
Observe que
YoZu = vy € v, — v em L*(X). (2.68)

Como L3(X) = L*(0,T; L*(T")) € H~*(0,T; H-*/*(T")) continuamente, segue de (2.66), (2.67) e
(2.68) que
Joz = 0. (2.69)
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Conclusao: A solugao ultra fraca z de (2.1) secao 4, foi definida pelo método de trans-
posigao em (2.15) Secdo 4. A existéncia foi provado pela representacao de Riesz da forma
continua e linear sobre L'(0,T; L?(f2)). Entao, a solugao ultra fraca z é identificada para um
objeto de L>(0,T; L*(2)), o dual de L'(0,T; L*(€2)). Depois provamos a regularidade, isto &,
2z € CY[0,T; L*(Q2))nCH([0,T]; H1(Q)), como mostrado no segundo Teorema da segao 4. Na
secao presente provamos que a solucao ultra fraca é uma solucao verdadeira, isto ¢, 2"’ — Az =0
q. s. em Q, cf. (2.58). z(0) = 2% 2/(0) = 2! como em (2.58) e a condigdo inicial z = v sobre 3,

of. (2.69).



Capitulo 3

Controlabilidade Exata na Equacao da

Onda na Fronteira

Nosso objetivo neste capitulo é obter a controlabilidade exata da equacao da onda linear,
com controle localizado na fronteira. Para isso aplicaremos o método HUM (ver Tome 1 [17] e

A. T. Louredo, M. M. Miranda, L. A. Medeiros [20]) para fazer a controlabilidade desejada.

Considere o problema

y'— Ay =0, em Q =Q x (0,7),
y=wv, sobre X =T x (0,7), (3.1)

y(0)=4°, ¥ (0)=y" em Q.
Antes de continuar, segue algumas notacdes que iremos usar:
e Q=0x(0,7), QCRY éum aberto limitado do RY.
o [' =01 é a fronteira de ).

e ¥ ¢ a fronteira lateral de @, ¥ =T x (0,7), I'oc CT.

A

)

\

\

»/E
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A Fungao v é chamada de fungao controle e a soluc¢ao y de (3.1), sera denotada por

y =y(x,t,v) ouy = y(v).

3.1 Problema da Controlabilidade Exata

Dado T > 0, encontrar um espago de Hilbert H, tal que para todo par de dados iniciais
{y°,y'} € H, existe um controle v no conjunto de controles, tal que, a solugao y = y(z,t,v) de

(3.1) verifica as condigoes de equilibrio
y(x, T,v) =0ey (z,T,v) =0, Vo € Q, (3.1)

ou

y(T)=0ey (T)=0, Vz € Q.

Vamos considerar I’y uma parte de I' com med(I'y) > 0 e ToN(I'—Ty) = @ e considerar a acio

do seguinte tipo

v sobre X,
y = (3.2)
0, sobre X — X.

Observagao 3.1. A equacdo da onda € reversivel no tempo, pois se u(t) satisfaz o Problema
(5.1), entao, u(—t) também satisfaz o Problema (3.1).

3.2 Formulacao da Controlabilidade Exata

Dado T > 0, encontrar um espaco de Hilbert H tal que para todo par de dados iniciais
{y°,y'} € H, existe um controle v pertencentes ao espago de controle definido sobre ¥, tal

que a solugdo y = y(x,t,v) de (3.1) satisfaz a condi¢ao de equilibrio (3.1).

O sistema (3.1) é hiperbdlico. Em consequéncia da velocidade de propagacdo da onda
ser finita (neste caso = 1) e por conseguinte, a controlabilidade exata do sistema exige que o
tempo T' > 0 seja suficientemente grande, caso contrario, se T' for tomado pequeno, porque
a velocidade de propagacao é finita, nenhuma acao sobre a fronteira lateral ¥ do sistema é

cobrada nos pontos de §2 que estao longe de I'.

Considerando agora o exemplo do dominio 2 = B(0, R) C R?, suponhamos que T < R,
e dai, T'< R — € para algum € > 0. Se y = y(v) é a solugdo do sistema (3.1), o valor de y na
regiao:

K ={(x,t) € Qx (0,7); |z|< (T —1)+ ¢},
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depende unicamente dos dados iniciais na bola
B(0,T +¢€) C B(0,R).

Portanto, a solugdo y = y(v) ndo depende do controle de v. Logo, y(v) | « ¢ independente de v,

pois y(v)| « 50 depende dos dados iniciais.

Observacao 3.2. Recorde que a solugao cldssica u = u(x,t) do Problema (3.1) é dado por:

1 r+at
u(zx,t) = E[uo(x + at) + up(x — at)] + % / uy(s)ds.
r—at

Por conseguinte, a controlabilidade do sistema exige que T" > R.

t=T<R

— K

t=o0 Q=B(o,R)

Observacao 3.3. Devido a linearidade e a reversibilidade no tempo da equagao da onda o

problema de controlabilidade exata na fronteira pode ser formulado da sequinte forma:

Dado T' > 0 suficientemente grande, encontrar um espago de Hilbert H tal que para
todo par de dados {y°,y'} e {z°,2'} em H exista um controle v € L?(%), tal que, a solugao

y =y(z,t,v) de (3.1)12 e (3.2) satisfaz a condigao:
y(z, T,v) = 2°, o(z,T,v) =2, (3.1)
em outras palavras, mostrar que todo estado inicial pode ser levado (ou dirigido) ao equilibrio
y(z, T,v) =0, y(z,T,v) =0, (3.2)

é equivalente a mostrar que todo estado inicial pode ser dirigido ao estado final.

De fato, consideremos o problema

2" — Az =0, em Q,
z=0em X, (3.3)
2(T) =2° 2/(T) = 2! em Q.
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o problema (3.3) tem tnica solugdo forte ”2”. Ver Capitulo 2.

Seja w = y — z. Note que, y é solu¢ao do problema (3.1) se, e somente se:

W' — Aw=(y— 2" — Ay —z) =y" — 2" — Ay + Az
=" —Ay) — (2" = Az) =0,

w=0em X,

w(0) = yo — 2(0) = y” — 2(0),

w'(0) =y'(0) — 2'(0) = y* — 2'(0).

Portanto, temos o seguinte problema:

w’" — Aw =0em Q,
w=0em X,

w(0) = 3° = 2(0),
w'(0) =y' = 2(0).

(3.4)

Observacao 3.4. Note que
y(x, T,v) = 2° ey (x,T,v) = 2,
se, e somente se
w(z, T,v) = y(z,T,v) — z(x,T,v) = 2° — 2° =0,

w' (z, Tyv) =y (2, T,v) — 2'(z,T,v) = 2 — 2 =0.

Portanto, como y° — 2(0) e y* — 2'(0) estio em H, existe um controle v € L*(%y), tal que, a

solug¢ao do problema (3.4), satisfaz a condi¢ao
w=w(z,T,v)=0ew(z,T,v) =0,

ou

w(T) =0 ew(T)=0.
Logo, a solugio y = y(x,T,v) de (3.1)12 e (3.2) satisfaz a condigao
y(x, T,v) = 2° ey (2, T,v) = 2.
Teorema 3.1 (Holmgren). Seja Ty = Ty(T'o, ). Entao, toda solugdao fraca ¢ do problema

¢ —Ap=0 em Q=Qx(0,7T),
=0 sobre X =T x(0,T), (3.5)
$(0)=¢" ¢(0)=¢" em Q,

0
tal que a—¢ =0 sobre X9 = [y x (0,T) verifica ¢ = 0.
v
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Demonstragao: A prova pode ser vista em Lions [17]. u

Observagao 3.5 (Importante:). Como veremos, tanto o problema da controlabilidade ezxata,
gracas a aplicagao do Método Hum se resolve obtendo estimativas a priori adequadas que per-
mitam majorar a energia total das solugoes em fungao de alguma energia localizada na regiao
(interior ou na fronteira), onde se exerce a a¢ao do controle ou do mecanismo dissipativo. Para
obter estas estimativas utilizaremos técnicas multiplicativas que combinaremos com o principio

de continuacao unica.

3.3 O Método Hum

A metodologia do método Hum é baseada sobre um certo critério de unicidade (Dado pelo
Teorema de Holmgren) e a construgao de um espago de Hilbert H, por completude. O método

toma em consideragao a unicidade e a regularidade para as solugoes da equacao da onda.

3.3.1 Descricao do Método Hum

1° Etapa: Dado {¢°, ¢'} € D(Q) x D(), vamos considerar o seguinte problema homogéneo

de valor inicial de fronteira.

¢ —Ap=0em Q=0 x (0,7,
(P1) | ¢ =0sobre X =T x (0,7), (3.1)
$(0) = ¢°, ¢'(0) = ¢".
Observagao 3.6. Sabemos que a solugao forte ¢ = ¢(x,t) de (3.1) (ver Capitulo 2) satisfaz

n6)= 50 € 1(5). 3:2)

22 Etapa: Resolvemos o problema nao homogéneo retrogrado (Backward)

W =AY =0em Q=0 x(0,7),

%, sobre Yy = I'g x (0,7),
| v=| o (3.3)
0, sobre ¥\ X,

Y(T) =0, Y'(T)=0em Q.

Observagao 3.7. Note que (3.3) é um problema de valor e fronteira nao homogéneo do tipo

estudado no Capitulo 2. Para obter, a partir de (3.3), o sistema
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y'— Ay=0em Q =Q x (0,7,

(P.) y = v sobre X <v = %) : (3.4)

y(0) =0, ¥'(0) =0 em €.

¢ suficiente fazer a mudanga de variavel 7" — ¢ no lugar de ¢. Entao, ¢(T —t) ¢ solucao de (3.4).

De fato, considere 7 =T —t e y(1) = (T —t). Note que,

y(r) =0T —1), y'(r)=¢"(T—1),
ou seja,
y' = Ay =" — A =0,

fazendo, 7 = 0 entao t = T'. Logo,

ese (x,7) € X

pois,
= 2 sobre Y,
0, sobre X~ Y.

Observagao 3.8. Estamos na situag¢io do Capitulo 2. Consequentemente (3.3) é um problema
bem posto.

Pela Regularidade obtida no Capitulo 2, podemos calcular ¢(0) € L*(R2) e’ (0) € H1(Q),
pois, temos que v : [0,T] — L*(Q) e ¢’ : [0,T] — H1(Q), logo ¥(0) € L*(Q) e ¢'(0) €
H7YQ).

3.4 O operador A

A partir da solugao ¢ de (3.3), definimos a aplicagao
A:D(Q) x D(Q) — H Q) x L*(Q),

definida por,
AMo°, 0"y = {4'(0), —4(0)}.

Observagao 3.9. Note que a partir de {¢°, ¢'} € D(2) x D(2), obtemos a solu¢io ¢ = ¢(x,t)
9¢

de (3.1) com a regularidade (3.2), | = € L*(X)| para a derivada normal. Portanto, o problema

ov
(3.3) estd bem posto, a partir do qual definimos A. Assim, A estd bem definido.
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32 Etapa: Multiplicando ambos os membros de (3.3); por ¢ = ¢(z,t) solugao de (3.1) e

integrando em (), obtemos:

/ /Q W pdadt — / /Q Avgdadt = 0.

Analise da 1* integral de (3.1) Note que

(W', 0) =®" ¢)+ (¥, ¢),

integrando (3.2) em [0, 7], obtemos

(W(T), (T)) — ((0), $(0)) = / (4", ¢yt + / (W, &),
t( 0 0

assim, sabendo que (¢, ¢) = / V" ¢dz, e retornando a (3.2), temos que

/ [ et =—w0).60) - [ L, o),

T
/ odedt = —(9(0), 6°) — / (W, & )dt.
Q 0

ou seja,

Por outro lado, note que

(¥, ¢") = (', ¢") + (1, ¢").

Integrando (3.4) em [0, 7] e usando o fato que ¢'(0) = ¢' e ¢/(T) = 0, obtemos:

/0 (W, &)t + / (5.6t = (U1 (1)) = ($(0). ),

=0

usando novamente o produto interno em (¢, ¢"), temos

/ (v, ¢")dt = / / V" dedt = / Y dxdt,

T

dai,
(W, &)t = —((0), ') — / o' dudt,
Q

0
), obtemos:

(3.3
/ / W pdrdt = — () (0), ¢ / / b dxdt.

Analise da 2* integral de (3.1)

substituindo (3.5

Usando o Teoremrea de Green 1.9, temos:

_ / /Q Apodrdt = / /Q ViV odwdt — / /E g—%dmt’

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)
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/ / Agpdudt = / / VoVipdrdt — / / a‘%dz (3.8)

de (3.7) e (3.8) e usando o fato que ¢ = 0 sobre I' ( pois ¢ € D(2)). Temos que substituindo
(3.7) e (3.8) obtemos:

- / /Q Apdudt = / / Agypdrdt + / WZ (3.9)

adicionando (3.6) e (3.9) obtemos:

/ /Q V" pdxdt — / / Appdrdt = / / " dedt — / /Q Adepdadt

—(¥'(0), ¢ / w i5.
ou ainda,
//QW' — AY|pdzdt = //Q[gb” — A@lwdzdt — (1/'(0), ¢°)
1 +/ E%WE’ (3.10)

e usando os fatos que
¢ —Np=0et" —A)=0 ¢.s.em Q,

resulta de (3.10) que

— (@/(0), ¢° / Wz —0. (3.11)

Note que

— sobre X,
v ’ (3.12)

¢
‘ 0, sobre X \ Y.

Entao, observe que

// 20 pdy = //Zo—wdz+//2\zo_¢dg // %05,

portanto, de (3.11) obtemos

[ Gogpdrdt = ~(0).6) + (0/0).) (3.13)

Ou ainda,

/ /Z (%)Zdth = —(1(0),¢") + (¥'(0), ¢°). (3.14)
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Considerando o lado direito de (3.13) como o produto interno de {¢'(0), —¢(0)} com {¢°, '},

podemos escrever (3.13) na forma:

//20 (%)2 drdt = ({¢/(0), =(0)}, {¢",¢'}), (3.15)

usando o fato que,
Me®, 0"} = {¢'(0), =9 (0)},

podemos escrever (3.15) na forma:

(A{¢°, 0"}, {¢°, ¢'}) = //ZO (%)le“dt. (3.16)

Definimos em D(Q2) x D(Q2) a forma quadratica

6. 6"l = ( i (%)265%) - |5

Observagao 3.10. Onde (3.17) € uma seminorma. Para concluir que (3.17) é uma norma,

(3.17)

L2(S0)

necessitamos provar que ||[{¢°, ¢'}||=0 se, e somente se, ¢* = ¢' = 0.

Seja ¢ uma solugao de (3.1) com {¢°,¢'} € D() x D(Q). Entao, se ? = 0 sobre ¥
v

resulta que ¢ = 0 sobre Q.

B 00\* . 90\° 00
‘|{¢0’¢1}|’F_O:>//20(5> dl“dt—0:><$> —O:>$—Oem20,

como ¢ é solucao de (3.1), pelo Teorema de Holmgren 3.1 ¢ = 0 sobre Q). Logo, ¢(0) = 0 e
¢'(0) = 0. Portanto, {¢°, ¢'} = {0, 0}.
Observacgao 3.11. A norma em (3.17) induz em D(§2) x D(Q) o sequinte produto interno.

{¢" 0}, {€" ¢ p = //E %%cﬂ“dt (3.18)

onde & = &(x,t) € solugao de (3.1) correspondente ao dado inicial {€°,£'} € D(Q) x D().

Segue da Observagao anterior e de (3.16) que

(M”01 {61 = ({¢". 0" 1. {€". €'}). (3.19)

Mostra-se sem muita dificuldade que a norma em (3.17) provem de um produto interno. Ou seja,

a desigualdade do paralelogramo se verifica. Pela Desigualdade de Cauchy-Scharwz, obtemos:

[({¢”, 0"} {€", €' NI< e, 0" HIplI{E%, € Ml (3.20)
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Seja D = D(R2) x D(Q) e defina
B:DxD—R
{0,6} — B({¢,€}) = (6, &) r,
onde ¢ = {¢°, ¢}, & = {€°,£'} e D = D(Q) xD(Q2). Note que B ¢ uma forma bilinear continua.
Pois, por (3.20).
IB{¢, ENlr= |{2,E}r| < 0llFlIEllr,

sabendo da continuidade da forma bilinear definida por A em D(2) x D(Q). Seja

" é a completude de D(2) x D(Q)

com respeito a norma (3.17).

Vamos considerar o complemento de D(Q2) x D(€) com respeito a norma ||{¢,&}||r definido

por (3.17) e representar por F' este espaco de Hilbert.

Observagao 3.12. Conseguimos mostrar sem dificultada que a norma em F provém de um
produto interno, ou seja, satisfaz a lei do paralelogramo. Dai, concluimos que F' € de fato, um

espago de Hilbert.

Devido a continuidade da forma bilinear

B({¢" ¢'}.{€" €'}) = (Me", 0}, {€", €'},
temos uma extensao, por continuidade ao fecho de F'.

Observacao 3.13. Continuaremos a representar a extensiao com a mesma notacdao B, isto €,
B:FxF—R

B({¢",¢'},{e".6'H) = (Me", 0"}, {e". €' = ({¢", 0"}, {&". €' D),

é uma forma bilinear continua sobre o espago F a qual é coerciva e simétrica por (3.18).

Entao, pelo Lema de Lax-Milgram 1.5, para cada {n°,n'} € F’, existe um tnico {¢°, ¢'} € F,
tal que,

(Mo o'} A% ) = ("' 1 A, € ) pxr, V{E €} € F (3.21)
entdo, para cada {n°,n'} € F’, existe um tnico {¢°, ¢'} € F, o qual, é solugio da equagao

Mo, ¢y ={n".n'} em F, (3.22)

a qual ocorre por (3.21). Por outro lado, veja que pela definigao de A néo é dificil ver que A é

linear e também note que a partir de (3.22), segue-se que a aplicagdo A : ' — F’ & sobrejetiva.
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Mostraremos agora que A é injetiva !

Seja {¢°,¢'} € F tal que A{¢?,¢'} = {0,0} dai,

<A{¢07 ¢1}7 {¢07 ¢1}> = <{07 0}7 {¢0> ¢1}>7

2
// (—) dl'dt = 0 = % = 0 sobre Y,
o 61/

como ¢ & solugao de (3.1) pelo Teorema de Holmgren 3.1 ¢ = 0 em Q e portanto, ¢(0) = ¢° = 0

ou mesmo

e ¢'(0) = ¢* = 0. Logo, A & injetora, pois
ker A = {¢° ¢} = {0,0},

como A é linear e bijetiva, resulta que A : F' — F é um isomorfismo’. Logo, para cada

{3°,y*} € F’ existe um tnico {¢°, ¢'} € F
AM¢° 0"y ={—y', 4"} em F'. (3.23)

Como
Mg, '} = {4'(0), =¥ (0)}, (3.24)
resulta de (3.23) e (3.24) que
$(0) =y’ e ¢(0) = —y".

Considerando 7 =T — t ao invés de ¢t em (3.3); obtemos que z(7) = ¢(T — t) satisfaz

2 —Az=0em Q=Qx(0,7)
——, sobre Xy =Ty x (0,7),
Zz = 8
0, sobre X\ X. (3.25)
2(T) =1(0) =y em Q,

Z(T) = —¢/'(0) = y' em Q.

Porém, vimos que
y'—Ay=0em Q =Q x (0,7),
v, sobre Xy =T'g x (0,7),

(£y) y = (3.26)
0, sobre X\ .

y(0) =4°, ¥(0) =y' em Q.

'Podemos concluir o isomorfismo de A, notando que sendo A bijetiva e continua, pelo Teorema da Aplicacio

Aberta, temos que A : F — F’ é um isomorfismo.
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Da unicidade de solugao ultra fraca dos problemas (3.25) e (3.26), resulta que
y(x,t) = Yﬂ(%t% V(l’,t) €EQ=0Qx (O,T),

portanto, por (3.3)3, obtemos

o que desejavamos provar.

Observagao 3.14. Vimos que o operador A : F — F' ¢ simétrico. Entao, a solug¢ao {¢°, ¢'}
da equacao

M ¢!} = {y'. —y},
pode ser obtida ( como feito no Lema de Lax-Milgram 1.5 ver Brezis [3]) por um processo de
minimizacao.
De fato, {¢°, ¢'} € obtido por

nin {%m{w, o1 ) — ([l o). {50,51}>} |

3.5 Caracterizacao dos Espacos F e F’' como Espacos de
Sobolev

Agora faremos a caracterizagao dos espagos F' e F’ como espagos de Sobolev. Na verdade

mostraremos a seguir que F' = Hj(Q) x L*(Q).

Observagao 3.15. No Capitulo 2 desse trabalho, mostrou-se que a solugao fraca ¢ = ¢(x,t)
do problema

" —Ap=0emQ=Qx(0,7T),

¢ =0 sobre ¥ =1 x (0,7,

¢(0) = ¢°, ¢'(0) = ¢,

satisfaz a desigualdade,

99"
/b/E (%) dl'dt < COE(O) = CO||{¢0a gbl}HHé(Q)mLZ(Q). (31)
Como F é o complemento de D(2) x D(2), com a norma definida pelo esquerdo de (3.1),
obtemos:
() x 1) > F 52)
pois,

o 2
I o He= [[ (52) drde < Col (6" Yy
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Precisamos mostrar que existe C; > 0 tal que

8 2
C1l{¢", 6 Hl ma(@yxr2@) < //2 (a—(b) dl'dt, (3.3)

v

se provarmos (3.3), mostramos que

F = H}(Q) x L*(Q),

F' = (H(9) x LX(Q)) = H™(Q) x LX(Q),

a desigualdade (3.1) dada por

/ /2 (%)2 drdt < CoE(0),

¢ conhecida e chamada de Desigualdade Direta e a desigualdade (3.3) dada por

96\ 2
C’1||{¢0,¢1}||Hg(Q)XL2(Q)§ // (a—¢) dl’dt,
» 1%

¢é conhecida e chamada de Desigualdade Inversa.

Observagao 3.16. Para completar o método HUM para o caso da a¢ao na fronteira necessi-

tamos provar (3.3).

3.6 Desigualdade Inversa

Antes de enunciarmos o teorema que nos garante a desigualdade inversa, fixaremos algumas

notagoes que serao respeitadas para a conclusao da desigualdade inversa:

e () C R"™ é um aberto limitado do R",

e m(z) =z —2° (2° € R") com componentes my(r) = z; — z) para 1 < k < n,

o I'(z) ={zel;m(z) v(z)> 0}
o T.(t%) = {x € Tm(x) - v(x) < 0},
o X(2%) =T(2) x (0,T), 3.(2°) =T,(z°) x (0,7),

o R(2°) = sup|lz —2°||=

e

[[m] Lo (-

As figuras 3.1, ilustra as seguintes situagoes:
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(3.1)

m(x) - v(z)
lm ()| lv ()]
Teorema 3.2. Considere T'(z°) = 2R(z°). Se T > T(z°). Entao:

R(z°) 09
012 L 1 22 < 7 T
19" Frgior 16" )< 7oy / /m (ay .

para toda solugao forte ¢ = ¢(x,t) do problema

Observacgao 3.17. Recorde que cos = Dai, m(z) - v(z) = ||m(z)]||cos 6.

" —Ap=0em Q=10 x (O,T)a
¢ =0 sobre ¥ =T x (0,7,
¢(0) _ ¢0, ¢’<0) = gbl em €.

Demonstracgao: Para complementacao do argumento, reescrevendo a identidade do Lema 2.4
do Capitulo 2. Temos que, para todo campo de vetores ¢ = (qx)1<p<n com g € C*(Q),1 <k <

n e toda solugao forte ¢ do problema acima. Temos a identidade:

1 06 2 oo\ |
5//E Gk * Vk (a—f) dl'dt = (@b,(t),%a—i) 0

L[ 0% o2 1o42 // 9qr 09 0
+2//Q e, (|¢'*~|V¢|*) dzdt + anjaxkaxjdxdt,

escolha g, (z) = x;, — 29 para 1 < k < n. Entao,

+ (3.2)

p 8_:Ek Oxy, Oxy, Ox;

O, 0w 06 06 o 33
k=1

com esta escolha para gz. Assim, passando o somatério em (3.2) e usando (3.3), podemos

escrever:

n , _1 n a¢ 2
X+ 5//Q (|¢'P=|Vo|?) dudt + //Q]V¢]2dxdt = Q/L;mkyk (5) drdt, (3.4)
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onde,
T

Y

X = Z (¢’<t>,qk§—i)

recorde que my(z) =z, — 29 = qx(z). Note que, ¥ = X(2°) U X\ Z(2°). Em X(2°), temos:

n n 1/2
Ogm-u:ka v < ( ) (ZV,?) = ||m(2)]].1 = R(2°).

Note que, . )
[ ) s L B () o
+§/E oy 2 MRV (a—(b) drdt < %//E(xo)m-v(%ydfdt
2
» (%) drdt.

Portanto, podemos reescrevendo a identidade (3.4) como:

n Vo 2zt < 2@ (%)
X+2//Q(!¢|+|V¢!)da:dt+/Q\v¢\ dodt < — //W) 5, ) drdt, (3.5)

1
dai, somando e subtraindo o termo 3 / / |¢'|*dzdt, e dividindo / |V¢|?dxdt em duas partes,
Q Q

obtemos

X+E// (|¢'P+Vol?) dxdt—//|¢/|2dxdt+//\¢’|2dxdt+1/ |V o|*dxdt+
2)Jq Q Q 2JJq
0 2
+1/ |Vo|*dxdt < M// (%) dldt,
2 Q 2 Z(wO) al/

! 2 R(2?) 96\ 2
:/ A //m (—ay) drdt.

- [[ erP=iwof) doat,

podemos escrever a expressao acima na forma:
a 2
(—¢) dl’dt.
»(z0) ov
Como E(t) = E(0), temos que

X+ (”;1)Y+TE 0) < & //E( (—) drdt. (3.6)

ou ainda,

Denotaremos por Y,

X+ QY + /OTE(T)dt < G0
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Lema 3.1. Para toda solu¢ao ¢ da equagao da onda (3.1), temos:

N //Q (I#1°=IVol*) dudt = (¢'(1), 6(1))

0

Demonstragao: Multiplicando a equacao ¢” — A¢ = 0 em () por ¢ e integrando por partes e

usando a féormula de Green, obtemos

¢"pdadt — || Agpdzdt = 0. (3.7)
[ orotoan= [,

Analise da 1° integral de (3.7)

/ ¢"pdadt = (¢, gb / || 2dadt, (3.8)

pois, recorde que

(¢',0) = (6", 0) + (¢, 9,

/ (.Yt = / (¢ o)t + / o,
= / /Q ¢ pdxdt + / de)’y?dxdt.

Analise da 2° integral de (3.7)

/ / Adpdzdt = / / 5, 0% - / QV@SVd)da:dt,
- / /Q Adpdzdt = / Q|V¢\2dxdt, (3.9)

substituindo (3.8) e (3.9) em (3.7), obtemos:

(¢>’,¢)(OT—//Q|¢'|2dxdt+/Q|v¢|2dxdt:o,

[ (sr=190p) drit = .0)].
Q

como queriamos mostrar. [

dai,

ou seja,

dai,

ou seja,

A partir do lema 3.1, obtemos:

T
(n—D [, (n—1)
X+ 5 Y—/Qqﬁ (m-qu—i— 5 gb)dxo
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De fato,
-1, (= 0\ -y, [
k=1 ¥/ 1o 0
— / - 0 gb 1) /
= (¢ 2 k) | doaa
:/qﬁ’(m-qu—l—( )gb)d .
@ 0
Portanto,

X+ O Uy [y (ovpr 250 ] 310

0

Considere p > 0 a ser escolhido posteriormente (1 = R(z”)), multiplicando no lado direito por

1
VI € — e usando a desigualdade elementar - 2ab < a® + b*- temos,
]

téd(m-VJngledrggL}MMx+%LL(m-V+<n;D¢)dm (3.11)

Modificando a ultima expressao em (3.11), temos:

1 (n—1) \° B (n—1)2
ﬂ g (m -V + TQS) dxdt = /Q(m Vo) dr + /Q T¢2dx+ (3.12)

+(n—1) /Q(m -Vo)pdz.

No que segue, vamos analisar, a ultima integral de (3.12). Temos que:

1 [ o)
/(m Vo) qbdx—/ka opdr = QL;mka—m 2dz, (3.13)

pois, pela regra da cadeia,

0 0p _ o 09
pelo Lema de Gauss, visto que ¢ = 0 sobre ¥. Assim, temos
/ ai(mk&)dx = / vempd*dl = 0, (3.14)
o 0% r
pois ¢ = 0 em Y. Agora note que,
0 o Omy 0 9

somando e integrando, obtemos:

8mk
2 _ 2
/Q &”ck (Mg )de = /Z axk¢d +/kaﬁxk

k=1



93

dai, resulta:

- 0
n /Q i = /Q > g (o)

ou ainda,
Y / 3.15
/ Qo 3% ( )
substituindo (3.15) em (3.13), obtemos:
/(m-v¢)¢dx - —@/ $*dz, (3.16)
Q 2 Ja

substituindo (3.16) em (3.12), obtemos:

/Q(m-W)(n;1)¢)2dm:/ﬂ(m-V¢)2dx+(( n_1) ””_1 )/gbdx. (3.17)

Observacao 3.18. Note que,

n—12% nn-1 m-12-2nn-1 m-D[n-1)—-2n nm-1)(-n-1)

2 - i - i - 1 <0
Assim, retornando a (3.17), obtemos,
m - Vo) de—/ mr— | dx
fimsorm- [ (Eom)
06\
< 2 -
k=1 k=1
< [ Imlf|Vode = [REOP [ [VoPds
logo,
/(m Vo)ds < [R /|v¢| dz. (3.18)
Q

Substituindo (3.18) em (3.17), obtemos:
(n=1) \’
m-V¢+T¢ dr < [ (m-Vo¢)dr <R |V¢\ dz,
Q Q

2
) dr < [R(xo)]2/|v¢]2dx, (3.19)
Q
1) e considerando p = R(z°) > 0, obtemos:
O [ [VoPds

Uo)aas
{5 / e+ & / |v¢|2dx}

= R(2")E(t) = R(2") E(0),

isto é,

e substituindo (3.19) em

foforvest

(m V¢—|—
(3.1
(n —
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portanto,
/ ¢ (m Vo + (n ; 1>¢> dr < R(2°)E(t) = R(2°)E(0). (3.20)
Q
Assim, por (3.10) e (3.20), obtemos:
T
x4+t ty o ' (¢/,m-V¢+Q¢)
0
< QH (¢’,m Vo + (”%gb)
L°°(0,T)
/ (n — 1) >
=2 Vo+-——=0¢)d
'/Q¢ (m o 2 ’ $L°°(0,T)
< 2R(2")E(0),
isto é,
‘X + ”T_ly < 2R(2")E(0). (3.21)
Agora, como T'(2°) = 2R(2), temos
'X + "yl < 7o) E©). (3.22)
Recordando que:
(n—1) R(x°) 06\
X+ S5+ TE(0) < —5 //W)) (—V) drdt, (3.23)
de (3.22), obtemos
(n—1)

~T(x")B(0) < X +

Y,

somando, TE(0) em ambos os membros, temos:

TE(0) - T(x")E(0) < X + (n = Dy 4 TE(0) < R(Ql"o) // (%)2 drdt,
5 (0) v

[T — T(2")]E(0) < R(;O) / /E » (%)2 drdt,

E(0) < Q[T}E(—x;()xo)] / /E " (%)2 dr'dt.

Substituindo E£(0), na dltima desigualdade, obtemos:

SO+ < ) o [ [ . (%)th,

12 02 R(“"O) ¢ ?
o ol | [ T—T(2) //mo) (5> drdt,

como queriamos mostrar.

ou seja,

ou ainda,

dai,



Capitulo 4

Controlabilidade Exata interna da

Equacao da Onda

Nosso objetivo neste Capitulo é obter a controlabilidade exata interna da equagao da
onda linear, com controle localizado no interior do dominio. Para conseguir a controlabilidade

também aplicaremos o método HUM. Antes fixaremos algumas notagoes:
e () C R"” um aberto limitado do R",
o ' = 0f), fronteira de ).
e w C () um subconjunto de €2,

e Y\, representa a func¢ao caracteristica de w.

Vamos considerar o problema de valor inicial e fronteira:
y'— Ay =hy, em Q =Q x (0,T),
y =0sobre ¥ =1 x (0,7), (4.1)
y(0) =4, ¥'(0) =y' em Q.

)

-

/

£
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4.1 A Controlabilidade Exata Interna

A controlabilidade exata interna de (4.1) consiste em, dado um 7" > 0, encontrar um espago
de Hilbert H, tal que, para todo {y°,y'} € H, existe um controle h € L*(w x (0,T)), tal que,
a solucdo y = y(z,t, h) de (4.1) satisfaz,

y(T) =0, y(T)=0, (4.1)

Observacao 4.1. Este tipo de problema é chamado de controlabilidade interna, pois a acao
do controle h é no cilindro w x (0,T), contido em Q = Q x (0,T). No que seque, provaremos

que o método HUM é bem aplicado para resolver problemas de controlabilidade interna.

4.2 O Método HUM

No que segue descreveremos o método HUM, quando o controle atua em uma regiao interna

w do dominio §2.

4.2.1 Descricao do Método HUM

1° Etapa: Dado {¢°, ¢'} € D(Q) x D(2) resolvemos o problema regular (4.1):

¢ —Ap=0em Q=02 x(0,7),
¢ =0sobre X =T x (0,7, (4.1)
$(0) = ¢° ¢'(0) = ¢' em Q.
Sabemos pelos resultados obtidos no Capitulo 2 que este problema tem tnica solucao forte
2° Etapa: Com a solugao regular ¢ = ¢(x,t) de (4.1) resolvemos o problema retrogrado.
wﬂ - A¢ = ¢Xw €m Q =0 x (07T)>
Yp=0em X =T x(0,7), (4.2)
W(T) =0, ' (T)=0em .

4.3 O operador A

Com a solucao ¢ = ¢(x,t) de (4.2) definimos a aplicagao A por

Mg 6"} = {¥'(0), —(0)}. (4.1)
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3° Etapa: Multiplicar ambos os lados de (4.1) por ¢ solugao de (4.2) e integre em (), obtendo:

/0 ' /Q ¢"bdudt — /0 ' /Q Agpdzdt = 0, (4.2)

Analise da 1° integral de (4.2)

Como (¢',¢) = (¢, ) + (¢, ¢'), obtemos:
T T T
")t = AV W d
/O<¢,w)t /0<¢,w> /memt,

ou seja,
T T T
| wie= @0 - [ @

implicando que

| [ oot = @@).0m) - 0,000 - [ (@0

0 Q 0
dai, . .,

/0 | ¢vdade = (6", w(0) - /0 (& ), (43)

Analise da 2° integral de (4.2)

Usando o fato que (¢,¢") = (¢/,¢) + (¢,¢") obtemos:

(&(T), ' (T)) — (6(0), ¥/(0)) = /0 (&, ')di + / (60" )t
dai, . .
- / (&, 0/)dt = (6°,/(0)) + / (60" )dt. (4.4)
Substituindo (4.4) e (4.3), temos:
/0 (& )dt = — (6", (0)) + (6", 4/(0)) + /0 (64", (4.5)

e usando o fato que 1y =0 e ¢ = 0 sobre X, e usando o Teorema de Green 1.9, obtemos:

/0 ' /Q Adpdadt = /O ' /F %d}dl“dt— /0 ' /Q VéVidadt,

Aplicando o Teorema de Green 1.9 novamente na ultima integral, acarreta:

/0 ' /Q Adipdandt = — /0 ' /Q VoV dadt,
/0 ' /Q Appdzdt = /0 ' /Q Avpdrdt — /0 ' /Q g—fqbdrdt: /0 ' /Q Aodadt,

dai,
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/ ' | sovasar~ [ ) | v (46)

Adicionando membro a membro (4.2), (4.5) e (4.6), obtemos:

ou seja,

/OT/Q¢”wdxdt_/oT/QA¢wdxdt—(qﬁl,w(o))_i_((bo?w/(o))_i_

+ /0 T(¢,¢”)dt+ /0 ' /Q Anpdadt = /0 T(¢”,¢)dt+ /0 ' /Q Agdadt,

implicando que: .
| [ = avodadt = @1, vi0) - (6", 0'0)) (47)
Agora, usando o fato que " — Ay = ¢y, em (4.7), temos:

| [oxasdsa = 6. w0) - @ v o),

como §2 = w U (\w), obtemos

/0 / (&) dadt = (&, 5(0)) — (6, ¥/(0)). (48)

Vamos definir em D(2) x D({2) a semi-norma

60 ir= | [ o (19)

Observacgao 4.2. Note que a partir de (4.9) para obter uma norma necessitamos que a solu¢ao
¢ = ¢(x,t) de (4.1) seja zero em w x (0,T) entao ¢ =0 em Q.

Observagao 4.3. O Teorema de Holmgren diz que eziste Ty = To(w) dependente de w C Q) C
R™ tal que para todo T > Ty, a unica solugio ¢ = ¢(x,t) de (4.1), tal que, ¢ = 0 sobre w x (0,T)
entao ¢ € identicamente nula em Q. Em particular, ¢° = $(0) =0 e ¢* = ¢/(0) = 0. Logo,

T
||{¢0,¢1}\|F:0:>/ /¢2dxdt:0:>qb:0 sobre w x (0,T) — 6 = 0 em Q,
0 Q

e consequentemente para T > Ty, a forma quadrdtica (4.9) é uma norma em D(2) x D().
Considere F' sendo o complemento de D(Q2) x D(). Da mesma forma do capitulo anterior,

mostra-se que F' € realmente um espaco de Hilbert.

Note que se £ = £(z,t) é uma solugao de (4.1) correspondente a {£°, £} € D(Q) x D(Q).

Entao, a norma em (4.9) ¢ obtida a partir do produto interno em D(2) x D(£2) definido por

{0, 63, (€0, € ) = /O ' / ptdudt.
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Vamos considerar a forma Bilinear
v [D(Q)xD(Q)] x[D(N) xD)] —R
3.0 030 = W o (e = [ [ e
Da mesma forma do capitulo anterior, mostra-se que v é uma forma bilinear continua e positiva
em D x D, onde D = D(2) x D(2). Dessa forma, 1) pode ser estendida por continuidade a

D x D e A pode ser estendida por continuidade a F' e também é continua e coerciva em F.

Logo, pelo Lema de Lax-Milgram 1.5, dado {y!, —y°} € F’, existe tnico, {¢°, ¢*} € F, tal que,
(A", 0"} A € N e = ({ys =y 1 € N P,
para todo {£° &'} € F. Entao, dado {y', —y°} € F’, existe um tnico {¢°, ¢'} € F tal que
Mo, o'} = {y', ="}, (4.10)

de (4.10) e (4.1), obtemos:
y(0) =y e ¥/(0) =y,
onde 1 é a solugao de (4.1).

Observagao 4.4. Em (4.1) considere h = ¢‘w><(0 )

de solucao do problema linear da equacao da onda, resulta que

onde ¢ € a solugao de (4.1) pela unicidade

B, 1) = y(a, 1) em Q.
Considere (4.2) com T — t no lugar de ¢, entao:

y(T) = (T) =0 e y'(T) = =¢/(T) = 0,
como querfamos provar.

Observacao 4.5. O Teorema de Holmgren assequra que dado um subconjunto aberto w C (2,
existe Ty = To(w) tal que se T'>Ty e p =0 emw X (0,T) entao ¢ =0 em Q, onde ¢ € solugdo
do problema:

¢ —Ap=0em Q=Qx(0,T),

p=0em X =T x(0,7),

¢(0) = ¢%, ¢'(0) = ¢' em Q.

7O fato de ¢ se anular num cilindro pequeno w x (0,T) também se anular no cilindro grande

2

Q2 x (0,T) € conhecido como um resultado de continuagao unica.
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4.4 Caracterizacao dos Espacos F' e F' como Espacos de
Sobolev

Observacao 4.6. A desigualdade (2.14) no Capitulo 2 na segcio de regularidade da solugdo

ultra, a qual aplicado ao problema (4.1) fornece

T
| [ #ande < 0 {10 aortlo i } = ol 0 e ()

1sto implica que
L*(Q) x H Q) — F, (4.2)

sendo a imersdao continua e densa. Para mostrar que F' = L*(Q) x H=Y(Q), necessitamos provar
que,

F— L*(Q) x HY(Q), (4.3)

para tanto, devemos mostrar a desigualdade inversa

T
CHt o< [ [ dua, (44)
0 w
supondo provado (4.4), entao temos que
F=L*)x HYQ) e F' = L*(Q) x Hy(Q).

Resumo: Dado {y*, —y°} € L*(Q) x H}(Q), encontramos um tnico {¢°, ¢'} € L?(Q) x H1(Q)
com o qual resolvemos o problema (4.1), o qual da ¢ = ¢(x,t), entdao o controle h = h(x,t) é a
restri¢ao de ¢ a w x (0,T). Pela reqularidade da solugao ultra fraca do Capitulo 2, seque que
h e L*(w x (0,7)).

Observacgao 4.7. O problema se reduz a obter condigoes suficientes sobre w e T tal que F' =
L2(2) x H}(2), ou equivalentemente, F = L*(2) x H~1(Q).

4.5 A Desigualdade Inversa

Recordemos que:
e (3 C R™ é um aberto limitado do R",

e m(zr)=x—12° (2° € R") com componentes my,(z) = z; — 2% para 1 < k < n,

o I'(2%) ={zel; m(x) v(z) >0},
o I,(2") ={zel; m(z) v(z) <0},

o X(2%) =T(2) x (0,7), 3.(2°) =T,(z°) x (0,7),
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"ll=

o R(2°) =supllz —x 1| Loo (02)-

zEQ

Observagao 4.8. Dizemos que w C § é uma vizinhanga de I'(x0) se existir um aberto O C R"

tal que T'(z%) C O e
w=0nNOo. (4.1)

-
-
-
P
-

S
S
~.

S
S
~

Teorema 4.1. Se T > 2R(2°), entao existe uma constante C > 0, tal que,

T
Ry 64 % 1< C / / Sdadt, (4.2)

para toda solugio ultra fraca de (4.1), com {¢°, ¢'} € L*(Q) x HH(Q).

Demonstragao: Inicialmente substituindo a prova de (4.2) por uma desigualdade equivalente.

1° Etapa: Se existir uma constante C' > 0 tal que

T
1610 rer= € [ [ (0 aaa, (43)

para toda solugao fraca ¢ = ¢(x,t) de (4.1) com ¢ € H}(Q) e ¢ € L*(), entdo, temos a
desigualdade (4.2) para solucao ultra fraca ¢ = ¢(x,t) quando tomamos ¢° € H}(Q) < L?(Q)
e ¢t € L?(Q) — H(Q).
De fato, dado {¢°, ¢'} € L*(Q) x H~Y(Q), defina, x € H}(Q) tal que —Ayx = ¢! em Q.
Considere,
t
wlait) = —x+ [ oe.s)ds (1.4
0
onde ¢ = ¢(z,t) é a solugao ultra fraca de (4.1) com dados iniciais ¢ e ¢'. Integrando
¢" — A¢ = 0, obtemos:
t t
/ qb"(:v,t)dt—/ A¢(z, s)ds = 0,
0 0
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o wmw—¢mu»=A(A%@aw§. (45)

Derivando (4.4) em relacdo a t, obtemos

w/<x7t) = ¢($,t) € ”W’(ﬂ??t) = ¢/(I,t),

entdo, por (4.4) e (4.5), temos:

V=AY =¢ — A (—X + /0 o(z, s)ds)

:¢'+Ax—A(/0t¢<x,s>ds)

=¢' —¢' =+ =0
Logo, por definicao de x, temos que

' —AYp=0em Q= Q x (0,7),
p=0em L =T x(0,7), (4.6)
P(0) = —x, ¥'(0) =¢(0) = ¢° em Q.

Note que no problema (4.6), temos

¥(0) = —x € Hy(Q) e ¥/(0) = ¢" € L*(Q),
o resultado na existéncia de uma solucao fraca.

Observagao 4.9. Se (4.5) € verdadeiro, temos a partir de (4.6), que

T T

Iy iz € [ [@rasie=c [ [ o (@7)
pois, V'(z,t) = ¢(z,1).
Observagao 4.10. Vamos definir em H=1(Q2) um produto interno. A aplicacio:

—A: H}(Q) — HYQ)
u —Au,

¢ um isomorfismo (isometria).
Seja G = A~ Entao, para todo u,v € H=Y(Q) definimos:
(Uav)Hfl(Q) = (u, GU>H*1(Q)><H(}(Q) = ((Gu, GU))H&(Q)ng(Q),

o qual é um produto interno em H1(Q). A norma induzida é:

[l )= (Gu, Gv)),
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entao,
164 -10= (G4, G) = (6 0) = Iy (45)
usando (4.8) em (4.1), obtemos:

T
6o e B < € [ [ o (4.9
0 w
2° Etapa: Vamos mostrar que

T
16°12 16 ooy < € / / (&) 2dudt,

para toda solucdo fraca ¢ = ¢(z,t) de (4.1) com ¢° € HL(Q) e ¢* € L*(Q). Para T > 2R(z°)

/Q(|V¢°|2+\¢1!2) dv < %//E(IO) (%)le“dt, (4.10)

para toda solucao fraca ¢ = ¢(x,t) de (4.1).

vimos que

Agora, para € > 0, tal que, T' — 2¢ > 2R(z°) temos:

T—e a 2
E(0) = %/ﬂ (IVO"[*+|¢'?) da S/ /F( , (a—f) drdt. (4.11)

De fato, considere a mudanca de variavel 7 = (1" — 2¢)t + Te.
e para t = 0 temos 7 = T'e,
e parat =T temos 7 =T? — 2T + Te = T(T — ¢),

pois, Te <7 < T(T — €) o que implica € < % < T — €. Considere agora £ = %, temos:
e para 7 = T'e temos £ = ¢,

eparaT =T(T —¢€) temos £ =T — e.

Logo,
0 2
/(|V¢°I2+|¢1|2) dr < L>0// <@) dTdt
Q - ZL’ 3(z9)
) / / - dth
B T — 2R xo (29)
2R(x )
< — | dl'd
_T—2Rx0T ze/Te /IO( ) ’
c, [T
< — — | dI'd¢.
- T Te /I;(xo) (ay) 5
Portanto,

T(T—e) 2
< 0/ / (@) drdt. (4.12)
Te T'(z9) ov



Para o que segue usaremos o seguinte resultado.

Considere o problema:

0" — A0 =fem@Q=Qx(0,7),
f=0em ¥ =T x (0,T),
6(0) = 6°, 6'(0) = 0" = ¢° em Q.

Lema 4.1. Seja ¢ = q(x) € (C*(Q))". Para toda solugdo fraca de (4.13) com dados

{6°,0", f} € D(Q) x D(Q) x D(Q),

%/L(q-u)‘%rdz:/Qe’q-vedx‘T+

L i v+ [ 22020
+5 //Q(d'wq) [10'1?=|VO|*] dadt + 9z, Doy ade xdt

— // 0'q - Vodxdt — / fg-Vodxdt.
Q Q

tem-se
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(4.13)

Considere h € [CY(Q)]" tal que h-v > 0,Vx € [, h = v sobre I'(z°) e h = 0 sobre

M\w. Seja, n € C([0,7]), tal que, n(0) = n(T) = 0, n(T) = 1 em [, T — €.
q(z,t) = n(t)h(x) o qual pertence a Wh>(Q) e satisfaz:

(i) q(x,t) = v(z), V(z,t) € (%) x (e, T —¢),
(it) q(x)-v(x) >0, V(z,t) e x(0,T),
(i13) q(x,0) =q(x,T) =0, Vxe Q,

(iv) q(x,t) =0, V(z,t) € (Nw) x (0,7).

Considerando "q” dado acima, obtemos pelo Lema 4.13,

Definimos

(4.14)

%//Eq-u(%)zdrdtzwm 0o //dwq (1612~ V6[2) dudt

9q 9¢ 99 _/ s
+// al‘]al’kax]d zdt Q(bq V¢d(13dt,

onde ¢ = ¢(z,t) é solugao fraca de (4.1). Note que

T 2 T—e 2
! / / (@) drdt > * / / <@> drdt.
2 0 r al/ 2 € F(xO) 3V

De fato, pois

(4.15)

(4.16)

T 2 T—e 2 T—e 2
1 / / ¢ dU'dt > 1 / / ¢ dUdt > L / / 0¢ dl'dt,
2 /o Jr\ov 2 /. r \Ov 2 /. r(z0) \OV
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note também que,

(@(t).0- V)|, =0, (4.17)
pois, ¢(T) = @ (@) =0 ¢ 4(0) = 5(0) () = 0.

0 —0
Como ¢ € (C1(Q) x (0,T)) entdo: |divg|< c. Logo,

5/ ive) [0 190F] dac] =
_ ‘%/OT/W(divq) (16 2+ Vo|?] dmdt+%/OT/w(divq) 16/~ 1907 dact| <

T
/(2 2
< C/o /w[w V6] dadt.

Ou seja,
1 T
‘5/(divq) [‘¢/’2_|V¢|2] dxdt‘ < C’/ / [|¢/|2+|V¢‘2] dzdt. (4.18)
Q w
Agora, usando o mesmo raciocinio para @%%dxdl“ temos:
o 01 Oxy Ox;

ddt

dq 0¢p ¢
e R N
’//Q Oz Oxy, ﬁx]d zd ’ amj

< C/OT/W|V¢|2dxdt
30/0 A[|¢’|2+|V¢|2] dzdt,

assim,
9q 9¢ 0¢ /T/ /"2 2
4 VY YY < | |

De forma anéloga para / ¢'q - Vodzdt, obtemos:
Q

‘//Q ¢'q - qudxdt‘ < C/OT/W (162 V6] dadt, (4.20)

logo, por (4.15), resulta que

1 [T 9o\ 1 9\’
z ) el < Z . -7
2/E /F(xo)q V(ay) dth_z//Eq V(&/) dl'dt

T
< C 211V o] dadt
< /OL[|¢|+| 6[?] dudt,
(4.15),(4.17),(4.18),(4.19),(4.20)

E/Te/ v <%>2dth<0/T/ (16 P+ ¢|?] dadt (4.21)
2 € F(xo)q\’/ ov N 0 Jw 7 .

1

ou seja,
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e de (4.21), obtemos:

- 06 \* "y
/6 /m <$> drdtgo/o /w[|¢|2+|v¢|2] dxdt. (4.22)

A partir de (4.22) e (4.12), resulta
T
0) < C / / 162+ V6[?] dedt. (4.23)
0 w
3° Etapa: Provaremos nessa etapa que:
16 g 0 o< © [ [ 10161 o, (120
De fato, seja wy C Q uma vizinhanca de F(:EO) tal que,
Qn woy C Q.

Note que (4.23) é valida para cada vizinhanga I'(z%), entao é valido para wy. Logo,

T—e
E(0) < C/ / {|1¢'P+|Vo|*} dxdt. (4.25)
€ wo
Considere p € W1>(Q), p(x) > 0 tal que
1, em wy,
p(x) =
0, em N\ w

Defina p(z,t) em @ por:
pla,t) = n(t)p(t)?,

onde 7 foi definido na segunda etapa. Temos

i) p(x,t) =1emwy x (6, —¢€),

(

(17) p(z,t) =0em (2 xw) x (0,7, 120
(7i1) p(z,0) = p(z,T) =0, em £, (4.26)
(

|Vp[?
P

€ L=(Q).

iv)

Multiplicando ambos os membros da equacao ¢” — A¢p = 0 em @ por po e integrando, obtemos

/ /Q pod'duds [ /Q poAGddt = 0. (4.27)

Analise da 1° integral de (4.27)

! dt = — / Nt — / "dt. 4.28
/0<¢,p¢>t /0<¢,p¢>t /Ow,cmt (4.28)
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De fato, pois:
(¢',p0) = (¢",pd) + (&', (p9)")

= (¢",pp) + (¢','0) + (¢, pd'),

integrando, obtemos:

T T T T
li /d — //’ d /’/ d /’ /d
/0<¢,p¢>> . /0<¢> pé) t+/0 (&, 79) t+/0 (&, pd )t

ou seja,

T T T T
= @0 = [ @aris [ @ o+ [ @psar
P(O)=(T)=0

T T T
Vi d — _ / / d _ / /d
/0<<z> D)t /0<¢,p¢>t /O(¢,p¢>t

Analise da 2° integral de (4.27)

0 que acarreta,

_ N 9¢
- /Q Adpodrdt = /Q VoV (pé)da /F po-dr. (4.29)

A integral de superficie é zero em (4.29), pois ¢ é solugao de (P2) e ¢ = 0 sobre . Agora,
usando os fatos que Q = w U (N\w), p(x,t) = 0 sobre N\w, p(z,t) = n(t)p(t)* e

V(pp) =Vp-q+p-Vo,

obtemos: .
— / /Q Adpdzdt = / / VoV (po)dadt
/ /ng Vp- ¢+ p-Voldrdt
/ / pVo - Vodxdt + / / Vp - Voodxdt,
ou seja,

_//Q Adpodzdt = /OT/W]?V¢-V¢d$dt+/0T[)Vp'V¢¢dxdt- (4.30)

Substituindo (4.30) e (4.28) em (4.27), resulta que

/ /p|V¢\ dzdt = / / dxdt—i—/ /p(bqﬁdajdt—/ /Vp Voodrdt.  (4.31)

A partir de (4.31) e (4.26), obtemos passando o modulo em (4.31), usando desigualdade trian-

gular e depois uma propriedade de integral, que

/OT/wpIWIQdmdt < /OT/wlp(cb’)IQd:vdH/OTLIp’¢¢’Idxdt—/OT/w|vp-v¢¢|dxdt. (4.32)



Notemos que,

[ [w@rpasa <ol [ [108aa <o [ [ 101 i0) @

pos1< plioliel< L [1g2 o7

e dai, resulta que

[ [wosiwa <o [ / oldrar < [ [ 1416 aaat

Agora, substituindo (4.33) e (4.35) em (4.32), resulta

/0 /wp’V(de:EdtSC/o /w[|¢/!2+|¢|2} dmdt+/0 /w|Vp-V¢gb|d:vdt.

Agora, vamos fazer alguns calculos a respeito da tultima da integral acima. Temos

/OT/w’Vp-qu¢|dxdt < /OT/W%|VP|¢\/}_?|Vp|dxdt

</ ' /3 (%pr)zdxdw / ) | 5 WiVl st

1 T 1 T 2
= —/ /p|V¢|2dmdt+—/ /@qﬁdmdt,
2 0 w 2 0 w b

Vp[?
D

por (4.26) — (iv) temos que
(4.36), temos:
T 1 T
/ /p\ngFdxdtg 5/ /p\v¢y2dxdt+
0 w 0 w

+g /OT/MQSQd:J:dtJrO/OT/w{|¢'|2+|¢|2}dxdt.

T T
/ /pyv¢|2dxdtgc/ /[\¢’]2+|¢|2} dxdt.
0 w 0 w
Note que,

T—e T T
/ /p]V¢|2dxdt§/ /p|ng5|2dxdt < C/ /[|¢’|2+|¢|2} dxdt.
€ w 0 w ?g; 0 w

Temos que (4.39) ¢ valido para toda vizinhanga de I'(z°). Assim,

/eTe/wO\dexdt < C/OTLO [1¢'[>+|0]?] dadt,

Portanto,

e também
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(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

—~

4.37)

< ¢, pois pertence a L>(Q). Dai, substituindo (4.37) em

(4.38)

(4.39)

(4.40)

T—e T—e¢ T
"2+ V|| dedt < C 12 N dedt < C /|2 2 dedt.  (4.41
| lorivep| i< e [ [ 16P+iof) dudt < /o/w['¢'+'¢']“ (1.41)



A partir de (4.25) temos que,

T—e
<[ 161+1Vo] dod,

T
0)30/0 / (1612 +|6[2] dudt.

T
16%)12 oy +16' 2oy < € / / 16/ 2-+|f2] dadt,

// (ay) dzdt < CE(0),

onde ¢ = ¢(z,t) é solucao fraca de (4.1). De (4.44) e (4.42), obtemos que

//w)) (%)dedt < O/OT/w [|6/1+|¢|*] dadt.

4° Etapa: Suponha que (4.3) ndo ocorre, isto é, ndo existe C' > 0 tal que

e por (4.25) e (4.41), obtemos

Por (4.42), temos

e de (2.52) resulta que:

T
16°12 16 ooy < € / / (&) 2dudt,
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(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

entdo, dado um ntmero natural n existem dados iniciais ¢2 e ¢, tal que, a solugao ¢, do

problema (4.1) correspondendo aos dados iniciais satisfaz:

H¢2H§{é(9)+’¢}1|i2(9)2 o720, 7:02(62))-

Definimos:

= (1822 L)
- n H&(Q) nlL2(Q) 5

0_(2591 1_¢}L _(bn
¢n_?7 gbn_?? ¢n_?7

a partir disso, obtemos:

1
H(b’flll‘%Q(O,T;LQ(Q)) < Ea

||¢2||?{3(Q)+|¢}L %2(9): L.

T
lim inf/ /(gb;)dedt =0,

de (4.47)5, obtemos subsequéncias tal que

De (4.47);, obtemos

@5 — ¢” em Hgy(Q),
oL — ¢! em L*(Q),

(4.47)

(4.48)
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a solugao correspondente do problema (4.1), referentes aos dados iniciais ¢, ¢!, tem as estima-

tivas
n) € limitada em L>(0,T; H(Q)),
(60) (0.7; 1Y () "
(¢),) ¢ limitada em L>(0,T; L*(Q)),
as estimativas (4.49) s@o vélidas em w ao invés de . Entao, existe uma subsequéncia de (¢,)

tal que:
G = ¢ em L>(0,T; Hy(Q)),

(4.50)
¢, = ¢ em L>(0,T; L*(2)).

Como a imersdo de H}(w) em L?(w) é compacta e a estimativa (4.49) com w no lugar de 2,

pelo Teorema de Aubin-Lions, temos que existe uma subsequéncia (¢,), tal que,
¢n — ¢ forte em L*(0,T; L*(Q)) = L*(w x (0,T)), (4.51)
a partir de (4.48) e (4.50)5 e o Teorema de Banach-Steinhauss, segue que,
¢ (z,t) =0 g.s. em w x (0,7,

isto é, ¢(z,t) = ¢ é constante em relagao ao tempo em w x (0,7"). Mas, ¢ = 0 sobre X, pois ¢
é solugao de (4.1). Entao,
¢(z,t) = 0 sobre w x (0,7,

pelo Teorema de Holmgren. Por (4.51), obtemos:

¢n — 0 forte em L*(0,T, L*(w)), (4.52)
e
Oy,
a% — 0 em L*(S), (4.53)

logo, por (4.3), obtemos
- 0112 (412 : ¢
lim [ [[|¢0]>+|¢n]?] dz < Clim —dl'dt ),
Q % (x0) ov
dai, por (4.53), obtemos:
@) — 0 em Hy(Q) e ¢, — 0 em L*(9),

o que contradiz (4.47),. Essa contradi¢ao, prova o resultado desejado.



Capitulo 5

Outros Métodos de Controlabilidade

Neste capitulo, apresentamos outros métodos de controlabilidade para equacao da onda
linear com controle interno e na fronteira através de um problema de minimizag¢ao. Também
mostramos a controlabilidade da equagao do calor, usando uma desigualdade de observabilidade,

conhecida na literatura pela Desigualdade de Carleman.

5.1 Controlabilidade da equacao da onda via minimizacao

5.1.1 Controlabilidade com controle localizado na fronteira.

Considere o problema

y'—Ay=0em Q,
v sobre ¥y =Ty x (0,7,

y= (5.1)
0 sobre X\ X,

y(0) =4 ¥'(0) =y' em Q,

0
note que (5.1) é controlavel se existe v = 99 € L*(%) tal que

v
y(T)=0ey(T) =0, (5.2)
onde ¢ ¢é a solucao do problema
¢”—A¢:0em Q?
¢ = 0 sobre %, (5:3)

é(x,0) = ¢%(z), ¢/(x,0) = @' (x) sobre Q.

e tem-se que {¢", @'} € D(Q) x D(Q).
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Observacao 5.1. Vimos que o problema de controlabilidade exata na fronteira resume-se
a encontrar um espago de Hilbert F = H=*(Q2) x L*(Q2) no qual, para todo par de dados iniciais
{y',4°} € F, existe um controle v € L*(Xy), tal que a solugio y = y(x,T,v) de (5.1) cumpre a

condi¢ao de equilibrio, isto €,
y(z, T,v) =0 ey (x,T,v) =0. (5.4)

Lema 5.1. Seja ¢ a solugio de (5.3) com dados iniciais {¢°, ¢'} € Hi(Q) x L*(Q). Entao,
para todo par de dados iniciais {y°,y'} € L*(Q2) x H~Y(Q) a solugdo y de (5.1) satisfaz (5.4)

se, e somente se, existe v € L?(X), tal que,
0 0 41
/ 00 it = (", s gy — (0 6'). (5.5)
E0

Demonstragao: Suponhamos {1°,y'}, {¢% ¢'} € D(Q) x D(Q) e v € D(X,). Multiplicando
(5.1); por ¢ e integrando em (), obtemos:

/Q/OTqb(y”—Ay)dtdx:O.
0—//¢y—Aydtdm—/(¢y—¢ydaL‘ //(——¢+—y)drdt

_ / /E o ydrdt + /Q (7)Y (T) — ¢ (T)y(T)] da — /Q [6(0)y" — ¢'(0)y°] da.

Logo, para {y° y'} € L?(Q) x H1(Q) e {¢°, ¢'} € HY(Q) x L*(Q), temos

/ /Z (%yydrdt /Q y(T)¢'(T)dz — {y'(T), 6(T)) — /Q y'olde + (' ") @ mye- (5:6)

Assim,

Portanto, segue de (5.6) que y satisfaz a condigao de equilibrio se, e somente se,

[ Soard = 6. n-rapenyon - [ o'
S, Q

0 que mostra nosso lema.

Definindo a dualidade entre L?*(Q) x H1(Q2) e L*(Q) x H}(Q), por

<{y07 y1}7 {¢17 ¢0}> = (yoa ¢1) - <y17 ¢0>H*1(Q)><H&(Q)7 (57)
podemos rescrever o lema anterior (5.1) da seguinte forma:

Lema 5.2. Seja ¢ a solugao de (5.3) com dados iniciais {¢°, ¢'} € H}(Q) x L*(Q). Entao,
para todo par de dados iniciais {y°,y*} € L*(Q2) x H 1), a solugio y de (5.1), satisfaz (5.4)

se, e somente se, existe v € L*(Xy), tal que

/ [ 20 s + ({3}, {6, 6°)) = 0. (5.8)
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Observagao 5.2. Observe que, por (5.8), a controlabilidade exata do sistema (5.1) pode ser
remetida & obtencdo de pontos criticos do funcional J : Hi(Q2) x L*(Q) — R, definido por:

e =; |

onde ¢ € a solugdo de (5.3) com dados iniciais {¢°, @'} € HJ(Q) x L*(Q).

0612
001 drd + (5" (64, 67D (5.9)

Teorema 5.1. Seja T > T(2"). Entdo, o funcional J, definido em (5.9), possui um tnico
minimo {0, 1} € HL(Q) x L*(Q).

Demonstragao: Para garantir a existéncia de um tnico minimo, devemos provar que o fun-
cional J é semicontinuo inferiormente, estritamente convexo e coercivo, nesse caso usaremos o

Teorema 1.11.
e J é semicontinuo inferiormente.

De fato, pela desigualdade direta abaixo,

99\ 0 |2
//2 <$> dldt < Col{¢”, & iz )nr2()»

Como J(¢°, ¢') é dado por:

J(¢°,¢1)=%//EO

tem-se da desigualdade direta que,

0
20\ ardr + ('), {6, 6%

C
j{(boa ¢1} < §H{¢Oa ¢1}"§{3(Q)XL2(Q)+<{Z/O: y1}7 {¢07 ¢1}>7 (51())

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que:

({yo,yl},{¢l,¢0}> < ||{¢OaQsl}HH&(Q)xL?(Q)“{yOayl}HLZ(Q)xH*l(Q)a

logo, podemos escrever (5.10) na forma,

C
T{8%,¢'} < 5”{¢0a¢1}H§{3(Q)><L2(Q)+”{¢07(bl}HHé(Q)xLQ(Q)H{yOayl}HLQ(Q)XH—l(Q)-
Portanto, deduzimos a continuidade do funcional J e, consecutivamente sua semicontinuidade
inferior.
e 7 é estritamente convexo.

Com efeito, sejam {¢°, @'}, {°, o'} € HL(Q) x L*(Q) e X € (0,1). Logo,

T o'} + (1= M{e" ¢'}) = AT{d", ¢} + (1 = N T{¢", 6"}

RSy O

o Ov
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Por outro lado, ja foi visto que, a desigualdade inversa permite que,

o\’
0 1 2
CIE" 0 Wigapersir= [ 0 <3_> T,

sendo assim, podemos escrever,

2
dp oY
0 41 0,172
Cl”{¢ 7¢ }_{¢ >¢ }HH(%(Q)X[}(Q)S //20 %—5 dth,
entao, sendo // @_8_@/} dl'dt > 0, tem-se que,
Jdv  Ov
NL=N) [ |oe ovf
T//z - Ll drat <o,

assim, obtemos que

TM o'+ (1= M){e" ¢'}) = AT {¢", 0"} + (1 - A)JWO ¢'}

L

<AT{°, 0"+ (1= N T{¢" 9"},

logo, para algum {6, ¢} # {¢°, 4!}, temos

dth

T o'+ (1= N{W% 0} < AT{d" ¢} + (1 - N T{v", '}
Portanto, J é estritamente convexo.

e 7 é coercivo.

De fato, note que

T{¢" ¢'} > 5 ( dth H{¢07¢1}HH§(Q)><L2(Q)H{?JO>yl}“LQ(Q)XH_l(Q)) ,  (5.11)

pois, temos devido a desigualdade de Cauchy-Schwarz que:

{y"y'} Ao, ")) < I w' b A{0" " DI e o MY, v I,
por propriedade de médulo segue que,
{91} {0 0°)) > —IHe", 0" Mm@z H8° v Hlz @) xm-10)-

Logo, (5.11) & verdade. Sendo T > T(z2"), segue da desigualdade inversa que (5.11) pode ser

escrito na forma:

T '} = < ||{<250 " s oy wr2e)— ||{<b0 O Mg <20y IHY° ¥ Hlrz@)xm-10)-
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Ou ainda, podemos escrever,

716,62 (1Moo ) (CIH 0 Hangoresaior= 1P Moz
(5.12)
A partir da desigualdade acima (5.12), obtemos

T{¢°,¢'} = <.

”{¢07¢1}||H(%(Q)><L2(Q)—)OO
Portanto, J é coercivo.
[ ]

Observagao 5.3. Mostraremos que o minimo encontrado no Teorema 5.1 nos fornece o con-

trole de norma minima.

Teorema 5.2. Seja {y°,y'} € L3(Q) x H1(2) e suponha que {¢°, ¢'} € HL(Q) x L3(Q) € o
minimo do funcional J. Se ¢ corresponde a solucio de (5.3) com dados iniciais {¢°, ¢'}, entdo
9¢

v ls,
de (5.1) satisfaz:

¢ um controle, tal que, para dados iniciais {y°,y'} € L*(Q) x H~1(Q), a solucio y
y(z,T,v) =0 ey (x,T,v) =0.

Demonstragao: Se {¢°, ¢'} € HL(Q) x L?*(€), ¢ um minimo do funcional J, entdo:

o (TH" 0N + e 0'}) — THe" 0}

h—0 h

=0,

logo,*

// a¢8¢drdt+<{y vy et o)) = // %@dfcﬂ/ Y6 dr—(y", ¢°) -1 yxmy) = 0,

para todo {¢°, ¢'} € Hj(Q) x H*(Q), onde ¢ ¢ a solugao de (5.3). Assim, pela observagao

—¢, é tal que, para todo dado inicial {y°,y'} € L*(Q) x H~}(Q), a solugao

D)t =
(5.3) temos que v Y

y de (5.1) satisfaz:
y(z, T,v)=0ey(z,T,v) =0.

O Teorema a seguir mostra que se o controle v do problema (5.1) é obtido pela minimizagao

do funcional, v é de norma minima.

Lembre da derivada de Gateux: J'(u)v = }lbin%) Jlut hz) —Jw)
—
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0
Teorema 5.3. Seja v = a—¢ o controle, tal que, ¢ é uma solugcio de (5.3) cujos dados iniciais
v

{50,51}, correspondem ao minimo do funcional J. Se g € L*(3y) € outro controle, tal que,
para todo par de dados iniciais {y',y°} € H=1(Q) x L*(Q), a solugio y de (5.1), satisfaz (5.2)

entao,

1]l z2m0) < 191l 2 (20)-

Demonstragao: Considerando {g_bo,al} € D(Q) x D(QQ), temos

el= [ |52

Por outro lado, por (5.8) e para g € L*(%), obtemos:

—0
/ 6 dr + (y', )H-1(Q)x HA(Q)-

/ —ﬂﬁﬁ <w%ﬂwﬁﬁﬁz—/ O dz + (4, ) s i
S, Q

A partir de (5.13) e (5.14), obtemos
0¢
||U||%2(20) = // agdljdt < lgll2(z0)
3o

= H9||L2(20)HUHL2(20),

9¢
ov

L2(%o)

logo,

[0l 22(20) < N9l 22 (20)-

5.1.2 Controlabilidade com controle Interno

Seja w C €2 e considere o problema

y" — Ay = hx, em @,
y = 0 sobre X,

y(0) =4°, ¥'(0) =y' em Q,

a agao do controle é no cilindro w x (0,7') C Q x (0, 7).

5.1.3 Formulacao do Problema

(5.13)

(5.14)

(5.15)

Dado T' > 0 suficientemente grande, encontrar um espaco de Hilbert H, tal que, para

todo par de dados iniciais {y°, y'} € H, existe um controle h € L*(w x (0, 7)), tal que, a solugao

y =1y(x,T,h) de (5.15), satisfaz

y(z,T,h) =0e vy (x,T,h) =0.

(5.16)
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Considere o problema

&~ Ao =0cm Q.
¢ = 0 sobre X, (5.17)

$(0) = ¢°, ¢'(0) = ¢' em Q,
com {¢°,¢'} € D(Q) x D(S).

Lema 5.3. Seja ¢ a solugdo de (5.17) com dados iniciais {¢°, ¢'} € L2(Q2) x H~1(Q2). Entao,
para todo par de dados iniciais {y°,y'} € H}(Q) x L*(Q), a solugao y de (5.15), satisfaz (5.16)

se, e somente se, existe h em L*(w x (0,T)), tal que,

T
/0 / phdzdt = (8, et — (% 9. (5.18)

Demonstragao: Suponhamos {y°,y'}, {¢° ¢'} € D(Q) x D(Q) e h € D(w x (0,T)). Multi-

plicando nossa equacao por ¢ e integrando em (), obtemos:

T
/ / o(y" — Ay)dtdz = 0.
QJo
Integrando por partes, temos

/Q/OTgb(y”—Ay)dtdxz/Q(czﬁ — ¢'y) dx / / ¢ — A¢)dadt

= [ () = o de = [ [o0)y" - (0] dz =

Q

Logo, para algum {y°,y'} € Hy(Q) x L*(Q) e {¢°,¢'} € L*(Q) x H™H(Q),

/ /qﬁhdmdt /¢ T)dx + (¢*, ) /¢° 'd (5.19)

Portanto, segue de (5.19) que y satisfaz a condigao de equilibrio se, e somente se,

T
/ /¢hd$dt = <¢17y0>H71(Q)XHé(Q) - /S2¢Oyld177
0 w

o que conclui a prova do resultado.

Definindo a dualidade em L*(Q) x H~1(Q) e L*(Q2) x H}(Q) por

(' y' b 0" 0" = (0", ¢") — (W', ") 1@< 0)- (5.20)

Observacao 5.4. Utilizando a dualidade (5.20), o Lema 5.3, pode ser reescrito, substituindo
(5.18) por (5.20),
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Lema 5.4. Seja ¢ a solugao de (5.17) com dados iniciais {¢°, ¢} € L*(Q) x H (). Entao,
para todo par de dados iniciais {y°,y'} € H} () x L*(Q), a solugdo y de (5.15), satisfaz (5.16)

se, e somente se, existe h em L*(w x (0,T)), tal que

QA /¢WMﬂw=H¢ﬂw}Ayaf». (5.21)

Observacgao 5.5. De acordo com (5.21), a propriedade interna pode ser transferida a encontrar

pontos criticos do funcional
J: LX) x HYQ) — R
T 5.22
@t gy =1 [ [ ooy O
0 w

onde ¢ € a solugao de (5.17) com dados iniciais {¢°, ¢*} € L*(2) x H~1(Q). Nesse contexto,

considere o sequinte resultado.
Teorema 5.4. Seja T > T(z°). Entao, o funcional J possui um tnico ponto de minimo

(6,6} € L(Q) x H(Q).

Demonstracao: Novamente usando o Teorema 1.11, para confirmar a existéncia de um tnico
minimo para o funcional 7, devemos mostrar que ele é semicontinuo inferiormente, estritamente
convexo e coercivo. A prova desses itens ¢é feito analogo ao caso passado onde o controle estava

localizado na fronteira.
e 7 é semicontinuo inferiormente.

Da desigualdade direta (4.1), obtemos que

1
T{¢" '} < §C||{¢°,¢1}||%2(Q>XH—1(Q)+<{¢O, o'} Ay, v,

e portanto, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz segue que,

C
T{¢%, ¢'} < §H{¢Oa¢1}H%Q(Q)><H*1(Q)+H{¢Oa¢1}HL2(Q)><H_1(Q)H{907yl}”zg(Q)xL%Q)' (5.23)

Logo, de (5.23), deduzimos a continuidade do funcional 7, e consequentemente sua semicon-

tinuidade inferior.

e 7 ¢é estritamente convexo.

Com efeito, sejam {¢°, '}, {v° o'} € L*(Q) x H () e A € (0,1). Logo,

T o'} + (1= M{e", ¢'}) = AT{¢", o'} + (1 = N T{¥", '}

—M/OT/WW—WM.



Por outro lado, ja foi visto que, a desigualdade inversa (4.4) nos permite escrever que,

IS M = | / (ot

assim, usando esta desigualdade inversa, obtemos que é correto fazer,
T
| [16=vPdude > e, 0} - 100wy
0 w

entao, sendo / |p — Y|*dxdt > 0, tem-se que,
o

—M //EO|¢ — ¢|2dzdt < 0,

assim, obtemos que
TM%, 0} + (1= 2){e° ¢'}) = AT{¢", 6"} + (1 = N T{¥°, 4"}
A1 = A) e
SAd /EO|¢ [2dTdt
< /\j{gboa ¢1} + (1 - A)j{¢oa¢l}a
logo, para algum {¢° ¢!} # {4° ¢!}, temos
j()‘{qﬁoa (bl} + (1 - )\){woa wl}) < )\j{¢07 ¢1} + (1 - /\)j{¢07 wl}
Portanto, J é estritamente convexo.

e 7 & coercivo.

De fato, por propriedade de modulo temos que

{e°, 0" {0, y'}) > —H{¢O,¢1}!|L2(Q)xH—1(Q)H{y0,yl}HHg(Q)xm(Q)-

Assim, podemos escrever a seguinte desigualdade,

1 T
T{0% ¢'} > 3 (/0 /|¢!2d$dt - H{¢07¢1}||L2(Q)><H1(Q)H{y07yl}HHé(Q)XL?(Q)) :

Pela desigualdade inversa novamente (4.4), obtemos

C 1
j{ﬁboaﬁbl} > 5||{¢07¢1}||%2(Q)xH—1(Q)_§||{¢07¢1}||L2(Q)xH*1(Q)||{yO>yl}HHg(Q)xL?(Q)
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1
= (36 Hluropenrey ) (CIHP. 0 My =P s

A partir de (5.24), obtemos

lim j{¢0,¢1} = 00.

||{¢O’¢1}”L2(Q) xH—1(0) ™7

(5.24)
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Portanto, J é coercivo. Concluindo finalmente que, sendo satisfeito essas hipoteses o funcional

J tem um tnico minimo {50,51} € L*(Q) x H1(Q).
u

Observagao 5.6. No que seque mostraremos que o minimo do funcional J dado no Teorema

5.4, fornece o controle de norma minima.

Teorema 5.5. Seja {ao,g_zﬁl} € L*(Q) x HY(Q), o minimo do funcional J. Se ¢ corresponde
a solugao de (5.3) com dados iniciais {g_bo,al}, entao h‘w € um controle, tal que, para dados
iniciais {y°,y'} € Hy(Q) x L*(Q), a solugdo y de (5.1) satisfaz (5.16).

Demonstracao: Seja {50,51} € L*(Q) x H}(Q)) o minimo do funcional J. Entao,

(188 (e e'}) - I8 6 )
o h -0

Assim,
/ /¢¢d$dt + / y'¢’de — (¢, y°) - v)xmL (@) = 0,
para algum {¢°, ¢'} € L?(Q) x H~1(2), onde ¢ é solucio de (5.3). Assim, pelo Lema 5.4 temos

que h = ¢
de (5.1) satisfaz (5.16).

¢ um controle, tal que para, dados iniciais {y°,y'} € H}(Q2) x L?(2), a solugdo y

Teorema 5.6 (Controle de Norma Minima). Seja h = alwo controle tal que ¢ é a solugao
de (5.3), cujos dados iniciais {ao,q_bl} correspondem ao minimo do funcional J. Se g € L*(w X
(0, 7)) € outro controle tal que os dados iniciais {y°,y'} € HJ () x L*(Q) a solugio y de (5.1)
satisfaz (5.16). Entao,

1A L2wx 0,0) < 191 22 (wx (0.1))-

Demonstragao: Seja {q_bo,al} o minimo do funcional J. Considerando {ao,g_bl} € D(Q) x
D(Q2), temos

121172 o (0.7 = / /¢ dedt = (&' ,y") ~L Q)X HL(Q) /¢ y'dz, (5.25)
agora pelo Lema 5.4 anterior, para g € L*(w x (0,7)), obtemos
/ [ oot = (.61 40 ) = = [ Fdet (69 oo (526)

hv)
2Lembre da derivada de Gateux: J'(u)v = }lbh% Jlu+t 2 J(w)
—
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de (5.25) e (5.26), resulta que

T
1201720 x (0:1y) :/0 /gqﬁdwdt < gl z2@)x 0.1 191l L2(wx (0.7))

= ||/l L2@x ) 1] L2 0,7))
ou seja,
12l 2wy x 0,7y < |91l 22wy x (0,1 -

terminando assim, o que querfamos mostrar. [ ]

5.2 Controlabilidade da Equacao do Calor via uma de-

sigualdade de Calerman

Seja 0 C R™ um aberto limitado considere w um subconjunto aberto de €2 e considere o

seguinte sistema parabodlico abaixo

Yt — Ay = U(t,l’), te (O7T)7 S Q7
y=0 sobre (0,7) x 09,

(5.1)

onde no tempo ¢ € [0, 7], o estado é y(¢,-) € L*(Q) e o controle ¢ u(t,-) € L*(Q2). Vamos supor

que

u(x) =0, z€Q\w. (5.2)
Vamos considerar o caso do controle interno.

Considere o problema de Cauchy

yt—Ay:U(t,I), te (O7T)7 era
y =0, sobre (0,T) x 09, (5.3)
y(0,2) = y°(x), =€,

onde T >0, y° € L*(Q) e u € L*((0,T) x Q) sdo dados.
5.2.1 Motivacao para a Definicao de Solucao

Seja y € C%([0,T); Q) uma solugao do problema (5.3) no sentido usual. Dado 7 € [0, T], seja
¢ € C*([0,7] x Q), tal que

o(t,x) =0, Y(t,z) € [0,7] x 99, (5.4)



122

multiplicando em (5.3); por ¢ e integrando sobre [0, 7] x €, temos que:

O:/OT/Qytngdxdt—/OT/QAygbdxdt—/OT/ngzﬁdxdt, (5.5)

usando integragao por partes na primeira integral, como

/Q wbds = (41, 6) = (1, 8)' — (. &),

temos que,

/OT/Qytqbdxdt:/oT(y, gzﬁ)’dt—/oT/qugtdxdt

:/Qy(T, x)gb(r,x)dx—/Qy(o,x)gzs(o,x)dx—/OT/chﬁtd:vdt,

e da segunda integral por Green, conseguimos ver que

/ /qubdxdt:/ /yAqbdxdt,
0o Ja 0o Ja

pois, y e ¢ se anula em (0,7") x 092. Por isso, substituindo os resultados das integrais em (5.5)

temos que:

O:/Qy(T, x) (T, x)dx—/y(O,x)qS(O,x)dx—/OT/QQStydmdt

Q
—/ /Agbydxdt—/ /ugzﬁdxdt,
0 Jo 0o Jo

colocando y em evidencia e usando o fato que y(0,z) = y°(z), temos que

_/OTAy(¢t+A¢)dxdt—/OT/Qu¢dxdt+/Qy(7', x)P(T, x)dx—/yo(x)gb((),x)dxzo,

Q

esta igualdade motiva a seguinte defini¢ao.

Definigao 5.1. Sejam T > 0, 3° € L*(Q) e u € L*((0,T) x Q) dados. Uma solugdo para o
problema de Cauchy (5.3) € uma funcao y € C°([0,T]; L*(2)), tal que, para todo T € [0,T] e
para todo ¢ € C°([0,7]; HY(Q)), satisfazendo

o(t,-) € Hy (), Vtel0,7], (5.6)

¢y € L*((0,T) x Q), A¢ € L*((0,T) x Q), (5.7)

temos

—/OT/Qy(qu-Aqb)da:dt—/OT/Quqbdxdtjt/gy(ﬂa:)gb(ﬂx)dx—/Qyo(x)gb((),:n)dm:0. (5.8)
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5.2.2 Existéncia e Unicidade de Solugao

De posse do que foi visto a respeito do que envolve o conceito de solucao para o problema

parabolico (5.1), mostraremos o seguinte teorema apresentado a seguir.

Teorema 5.7. Sejam T > 0, y° € L*(Q) e u € L*((0,T) x Q) dados. Entio o problema de

Cauchy (5.3) tem uma inica solugdo y, esta solucao satisfaz,

ly (T, M2 < C (19Nl 22 +lwll r2¢0.m) <)) S (5.9)

para algum C' > 0 que nao depende de (y°,u) € L*(Q) x L*((0,T) x Q).

Demonstragao: Provaremos inicialmente a existéncia de solugao.

Existéncia: Para existéncia, usamos a teoria de semigrupo de operadores lineares (ver Alvercio

[8] e Pazy, [27]).

Considere o operador A : D(A) C L*(Q2) — L*(2), onde
D(A) ={y € Hy(Q); Ay e L*(Q)},

definido por
Ay = Ay.

Note que estamos supondo que €2 é apenas um aberto limitado do R", assim nao temos nec-
essariamente D(A) = H(Q) N H?(Q), contudo, temos que D(A) é denso em L*(f)), pois
Cse(2) € D(A) e é denso em L?(2).

3

Além disso, A é continuo”, em particular, fechado. De fato, seja (y,) uma sequéncia em

D(A) com y, — y em D(A), para algum y € D(A), entao
Yp — y em HY(Q) e Ay, — Ay em L*(9),
logo,
Ay, — Ay,

€ mais,
(v = [ Syyde =~ [ |VyPdr <0, ye D),
Q Q
ou seja, A ¢é dissipativo. Além disso, 0 € p(A)*. Ou seja, para mostrar esta afirmacao devemos

mostrar que

(0.X— At e L(x).

3Note que, pela defini¢do de A, temos que: A(y,) = Ay, — Ay = A(y)
4Lembre que o conjunto resolvente de A é dado por p(A) = {\ € C;(\] — A)~! € L(z)}
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Seja u € H = L*(Q), considere o problema
—Ay =u(zx) em Q,
y=0 em I.

Ja foi provado em Badiali [2] que este problema tem tnica solugao fraca y € D(A). Portanto,

temos a sobrejetividade do operador
~A: D(A) — L*(9).

Logo, como A : D(A) — L*() ¢ linear, continua e sobrejetiva, e por construcao e unicidade
da solucao é injetiva, assim é bijetiva, entao pelo corolario do Teorema da Aplicacao Aberta

tem-se que A~! é um operador linear e continuo, ou seja, limitado. Daf A™! € £(X), isto é
(0.1 — A)7' e L(X).
Ou seja, existe tnica y € D(A) tal que
(0. —A)y =u,

donde segue que 0 € p(A) e como A é dissipativo pelo Lema de Liu-Zheng 1.17 A é o gerador

infinitesimal de um semigrupo de contragao fortemente continuo, de operadores lineares S(t) :

L2(Q) — L2(Q), t € [0,00).

Observagao 5.7. Note que podemos garantir que A é o gerador infinitesimal de um Cy semi-

grupo de contracao pelo Teorema de Lumer-Phillips 1.19, mostrando que A = A* sem muitas
dificuldade. Ou seja,

(Ay, z) = / Ay.zdr = / yAzdx = (y, Az),
Q Q

Agora dados 3° € L*(Q) eu € L*((0,T) %), sejam (y°) C D(A) e (u,) C CL([0,T]; L*(2)),
tais que

u, —u em L*((0,T) xQ), n— oo, (5.10)

Y —y? em L*Q), n— +oo, (5.11)

Como, para cada n € N, y¥ € D(A) e u, € C§([0,T]; L*(2)), sendo A densamente definido,

fechado e dissipativo, segue que (ver Coron [6], p. 375) existe uma tnica fungao

Y € CH([0,T]; L*()) N C°([0, T]; D(A)),
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que é solucao do problema

Ynt — Ay = up, em (0,7) x Q,
yn, = 0 sobre (0,7") x 052, (5.12)
Yn(0,2) = yp(z), v € Q,

entdo, multiplicando em (5.12); por ¥, e integrando em (0,¢) x Q e t € [0, 7], resulta que

//ymyndxds—/ /Aynyndxdb‘—/ /ynundxds (5.13)

da primeira integral, temos:

1d
2 dt

t 1 [td 9 1 9 1 one
. Qyntyndxds = B ; %Hyn(s)” ds = 5Hyn(t)”L2(Q)_§HynHLZ(Q)

Da segunda integral, usando Teorema de Green 1.9, temos

/ yntyndaj = (ynt7yn) ||ynHL2
Q

ou seja,

Aynyndr = | Vy,Vynde = [ [Vy,[*dz = [y.()]I 710
Q Q Q ’

/ / Aypngnde — / PRI

substituindo os resultados dessas integrais em (5.13) obtemos:

1 1 t t
S Ol =3 1580+ [ I (Mgands < [ [ wtadads,
Q

ou seja,

usando Cauchy-Scharwz e desigualdade elementar na ultima integral, obtemos:

1 1 K I 1
5||yn(t)||%2(n)—§||yg||%2(sz)+/0 ||yn(3)||izol(md3 < 5/0 ||yn(3)||%2(sz)d3+ §||un||%2((0,T)><Q)7
logo,
t
1Yn ()] 72(0) < Hyo||%2(Q)+||un||%2((0,T)><Q)+/0 [yn (81221 ds, ¥t € [0,T],
assim, pelo desigualdade de Gronwall, segue que

o132 < ¢ (2132 + lunlBaomyeey) - V2 € 0,71,

portanto®, existe C' > 0 (independente de u, e y2), tal que

lyn ()l 226 < C (lynll L2+l 22(0.m)x0)) » VE € [0,T],

°Note que, a? + b < a? + 2ab + b* = (a + b)?
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o que implica,
1Ynllcoory:z20) < C ([l 2@ Hlunll 200 - (5.14)
Agora, da linearidade do problema, temos de (5.14) que
19 — Ymllcoqo.rz2@) < C (lyn — vl 2@ +lun — tmllz2(0.)%0)) » ¥Ym,n €N, (5.15)

mas, por (5.10),(5.11), (u,) e (y,) sao sequencias de Cauchy em L*((0,T) x Q) e L*(9),
respectivamente. Entao, por (5.15), (y,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em C°([0,T]; L3(f2)),
logo, existe y € C°([0,T]; L*(2)), tal que,

Yn —>y em C°([0,T);L*(Q)), n — +oo. (5.16)

Agora, para cada n € N, como vy, é solu¢do do problema (5.12), por defini¢ao, dado 7 € [0, T]
e ¢ € CU0,7]; HY(Q)) verificando (5.6) e (5.7), obtemos

B /0 /Q (60-+ Ag)yodadt — /0 ! /Q wnidrdt + /Q (T, 2) (7, 7) — /Q W2 (@)6(0, 2)dz = 0, (5.17)

Portanto, usando (5.16) e passando ao limite em (5.14) e (5.17), quando n — oo, segue que y

¢ solugao do problema (5.3) e verifica (5.9).
Unicidade: No que segue, mostraremos a unicidade de solugao para o problema (5.3).

Dados T' > 0, 3° € L?(Q2) e u € L*((0,T) x ), suponha que o problema (5.3) tenha duas
solugoes y1,y2 € C°([0, T]; L*(Q)). Defina,

y =1y —y1 € C°0,T]; L*(Q)),

entao, y é solugao do problema

ye — Ay =0-em (0,7),
y =0, sobre (0,T) x 09, (5.18)
y(0,2) =0, =€ Q.

Logo, dado 7 € [0, T}, para todo ¢ € C°([0,T]; H*(2)) que verifica (5.6), temos

- /O ' /Q (60 + Ad)ydrdt + /Q y(r, 2)é(r, 2)dr = 0, (5.19)

fixe 7 € [0, T, considere os espagos

X = CY([0,7]; L*(Q)) N C°([0, 7]; D(A)),

Y, = {¢ € CO([O,T]; HY(Q)); ¢ wverifica (5.6)},
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e note que X, é denso em Y,. Desse modo, (5.19) vale para todo ¢ € X,. Ainda para 7 € [0,T]
fixado, como D(A) é denso em L*(Q), existe (f,,) € D(A), tal que,
fo —>y(r,)) em L*(Q), n — cc. (5.20)

Entdao, para cada n € N, seja ¢, € CY([0,7]; L*(Q)) N C°([0,7]; D(A)) a tnica solugao do

problema

d
dt¢ = Ay, em (0,7) x , (5.21)

Un(0,2) = fo(x), €.
Logo, para cada n € N, definindo,

On(t, ) := (T —t,2), Y(t,x) € (0,T) x Q,

temos que ¢, € C'([0,T]; L*(2)) N C°([0,T); D(A)). Portanto, para todo n € N, (5.19) vale
com ¢ = ¢,. Por outro lado, de (5.21), temos

¢nt + A(bn = _wnt + Awn = 07 Vn € N7 (522>
On(T, ) = 0, (0,2) = fu(x),Vn € N,Vx € Q, (5.23)

desse modo, substituindo (5.22) e (5.23) em (5.19), segue que

/ y(7,z) fn(x)dx = 0.
Q

/]yTx]dz—O

Logo, y(r,-) = 0. Portanto, como 7 € [0,7] é fixo porém arbitrario segue que y = 0. O que

Entao, fazendo n — +o00, temos

prova a unicidade do problema (5.3).

5.2.3 Controlabilidade Exata da Equacao do Calor

Definigao 5.2. O sistema (5.1) é controldvel se, para todo T, para todo y° € L*(2), para
todo 4 € L*((0,T)x), tal que,

u(t,z) =0, (t,z)€ (0,T)x N, (5.24)
e tal que y € solugao do problema de Cauchy

gt - AZ) = ﬁ(t,.’lﬁ), (tw%') < (OvT) X Q>

g =0, sobre (0,T) x 02, (5.25)

g<07x) = ?J(O, )(l’), x €.
existe u € L*((0,T) x Q), verificando (5.2), tal que, a solu¢io y do problema de Cauchy (5.3),
satisfaz y(T,-) = y(T,-).
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Observagao 5.8. A defini¢io (5.2) € equivalente a definicao de controlabilidade nula (Ver
Apéndice). De fato, considerando a definicio (5.2), dados y° §° em L*(Q), pondo 4 = 0 e
9(0,-) = ¢, temos
=Sty
onde S(t)% € o semigrupo fortemente continuo associado ao operador A = A. Logo, existe
ue L*((0,T) x Q), tal que
y(T,) = y(T,-) = S(T)".

Portando, o sistema (5.1) € de controlabilidade nula.

Reciprocamente, suponha que o sistema (5.1) € de controlabilidade nula, entdo dados
y’ € L(Q), 9€C%0,T); L), ae L*((0,T)xQ),

com U verificando (5.24) e § solugdo de (5.25), existe u € L*((0,T) x Q) satisfazendo (5.2), tal
que, a solucio y € C°([0,T]; L3(2)) do problema de Cauchy

Ny

r— Ay =u, te(0,T), ze€Q,

g = 0 sobre (0,T) x 05,
ﬂ(O, I) = yﬂ(x) - Q(O, CL’),
satisfaz
logo, definindo u=1u+u e
y:=y+y,

temos que y € C°([0,T]; L*(Q)) e
Ye=0+ 0= A0 +u+Ay+u=AJ+y) +u=Ay+u,
y =0 sobre (0,T) x 09,
y(0,2) = §(0,2) +y°(z) — §(0,2) = y°().
Assim, y € solug¢ao do problema de Cauchy (5.3) e
W) = §(T.) + §(T.) = (T, ).
Portanto, o sistema (5.1) € controldvel conforme a defini¢io (5.2).

Teorema 5.8. Suponha que Q0 é um conexo de classe C?. Entao, o sistema (5.1) € controldvel.

Antes de demonstrar este resultado, vamos provar alguns resultados que ird garantir a

controlabilidade do sistema (5.1).

5De acordo com a teoria de semigrupo lembre que se u é solugdo do problema de Cauchy e ug € D(A) é a

condigao inicial. Entdo, a solu¢do u do problema de Cauchy é dada por u(t) = S(t)ug.
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Proposigao 5.1. Suponha que, para todo T > 0, existe M > 0, tal que, para todo y° € L*(Q),
a solugao y do problema de Cauchy

Yt — Ay = 07 (th) € (OaT) X Q7
y =0 sobre (0,T) x 09, (5.27)
y(0,2) =¢°(x), z€Q.

satisfaz,

T
T, < M [ [ o (5.28)
0 w

Entao, o sistema (5.1), (5.2) é controldvel.

Demonstragao: Mostraremos no final desta demonstracao porque a desigualdade de observ-

abilidade implica na controlabilidade nula do sistema (5.27).

Prova da desigualdade (5.28).

Vamos obter uma desigualdade de Carleman que implica a desigualdade de observabilidade
(5.28).Vamos supor que 3° € HJ(2). Seja y a solugao do problema de Cauchy (5.27). Considere

wp um subconjunto de w com wy C w.
Lema 5.5 (Fursikov-Imanuvilov). Existe ¢ € C%(Q), tal que,
Y >0emQ, =0 sobre d. (5.29)

|V (z)|> 0, Voe N wo. (5.30)

Demonstracao do Lemma 5.5:

Para n = 1 o Lema de Fursikov-Imanuvilov 5.5 é verdadeiro. De fato, neste caso, sem

perda de generalidade, podemos supor 2 = (—1,1) e wy = (—1/2,1/2). Logo, considerando
v [-1,1] —R
r —Y(x) =1-2%

vemos que 1) € C?([—1,1]) e verifica (5.29) e (5.30). Vamos supor que n > 2. Seja g € C%(Q)
tal que

e O conjunto G = {z € Q,Vg(z) =0} ¢ finito e G C Q.

e g > 0 sobre 2 e g =0 sobre 0f).

A existéncia de uma tal func¢ao g segue da Teoria Morse. Sejam {ay, ..., ax} os elementos

de Q, tais que, Vg(a;) =0, i=1,..., k. Sejam 7; € C*([0,1]; Q), tal que,

~; € injetora para todo i € {1,...,k}, (5.31)
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7%([0,1]) N~;([0,1)) =@, Vi,je{l,...,k}, ©#j, (5.32)
7%(0) = a;, Vie{l,--- Kk}, (5.33)
’}/Z(l) = bl € Wwp, Vi € {1, e k} (534)

Essas fungoes 7/s existe. De fato, como (2 é aberto e conexo ele é conexo por caminhos. Logo,

para cada i € {1,...,k} existe uma funcao continua
a; : [0,1] — Q,

tal que a;(0) = a; e a;(1) = b;. Note que se a; nao for injetiva podemos, pela conexidade de €2,

definir um caminho &; com os mesmos extremos e injetivo.

Pelo mesmo argumento, sendo {1, ..., k} finito podemos obter caminhos «, s tais que
a([0,1]) Ny (0,1]) = @, Vi,j € {L,....k}, i#J
Por fim, como [0, 1] é compacto, podemos aproximar «; ¢ € {1,...,k}, poruma-~; € C*([0,1]; ),

com v;(0) = a;, 7;(1) = b;, uniformemente. Portanto, estas fungoes ; satisfazem (5.31) —(5.34).

Agora, como para todo i € {1,...,k}, v; € C°([0,1]; Q) verifica (5.31) — (5.34), existe
x € C*(R", R"), tal que
{x e R"; X (x) # 0} C Q. (5.35)

X(i(t) =%(t), i€ {l--- Kk} (5.36)
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Seja ¢ o fluxo associado (ver (1.9)) ao campo X, ou seja,
¢: RxR" — R
(t,x) +— o(t,x),

satisfaz

8 n
5,0t 7) = X(6(t,2)), 6(0,2) =, Va €R"

Da unicidade de solugao local para o problema de Cauchy associado a X, temos
o(t,a;) = vi(t), Vte|o,1], (5.37)
De (5.34) e (5.37) segue que
o(1l,a;) = (1) =b; € wy, Vie{l,--- k}, (5.38)

e mais, das propriedades de fluxo (para mais detalhes, ver Sotomayor [31] sabemos que para
todo 7 € R, ¢(7,-) é um difeomorfismo de R", cuja inversa é ¢(7,-). Além disso, para todo
T € R,

o(r,Q) =Q e ¢(r,z) =z, Ve .

De fato, dado z € € e suponha por absurdo que ¢(7,z) ¢ Q para algum 7 € R, entdo
X(o(r,2)) =0, dai

Cb(tv ¢<T’ I)) = ¢(t7x) = ¢(t= I) = gb(Tv I)7 vVt € ]Ru

e é solugao do problema
0
—o(t = X(o(t
ol ) = X(o(t,2),

¢(O> ¢(7—7 x)) = ¢(T? x),
logo,

€T = Qb(_Tv d)(Ta x)) = ¢<_T7 $) = (b(T? Jj) §é Q’

o que é um absurdo, pois z € Q). Portanto, ¢(7,z) € Q. Assim,
o(T,Q) CQ, VreR.
Por outro lado, dado x € €2, pelo que ja foi feito
y=0¢(—1,2) €Q, VreR,

entao,

r = ¢(7,¢(—7, 7)) = ¢(7,y) € ¢(7,9),
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logo,
QCo(r,Q), VreR,

portanto,

o(1,Q2) =, Vr eR,

para x proximo a 02, e por (5.35) temos X (x) = 0, entao

W(t,x) =z, VteR,

satisfaz,

$(0,2) = =,

ou seja, ¥(t,x) = ¢(t, ), para todo t € R. Logo, concluimos que para todo 7 € R, existe uma

9
{ a8 2) = 0= X () = X(4(t,2)),

vizinhanga de V' de 052 tal que
o(r,x) =z, YreV.

Agora, considere
v: Q—R
x— P(x) = g(¢(-1,2)),
temos que ¥ € C2%(Q), pois como ¢(—1,-) € C®(R"), ¢(—1,Q) = Qe ¢(—1,2) = x, para
todo z € 99, entdao ¢(—1,-) : Q@ — Q & de classe C*(Q). Logo, como g € C?(Q) segue que
¥ =g(6(-1,")) € C*(Q).
Dado, = € 2, temos ¢(—1,z) € Q e como g > 0 em €2, temos

P(z) = g(p(—1,2)) >0, Ve Q,
e ¢(—1,x) = z, para todo = € 92, entdo com g = 0 sobre 92, temos
U(z) = g(é(~1,2)) = g(x) =0, Va €99,
por fim, onde que se x € O\ wy, entdo por (5.38)
r# ¢(l,a;), Vie{l, - k},
dai, como ¢(—1,-) é difeomorfismo,
o(—1,2) # &(—=1,0(1,a;)) = a5, Vie{l,--- Kk},

logo,
Vip(z) = Vg(¢(—1, 7)) # 0.
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Portanto,

|V(2)|> 0, Vo e N\ wo,

o que conclui a demonstracao do Lema de Fursikov-Imanuvilov 5.5.

Prova da Desigualdade de Observabilidade.

Fixe ¢ como no Lema de Fursikov-Imanuvilov 5.5. Sejam « : (0,7T) x Q — (0, +00) e
¢:(0,T) x Q — (0, 400)

Plco) _ @)

alt,z) = TP . Y(t,z) € (0,T) x Q, (5.39)
(@) _
mmm:RTja,wmmemﬂva (5.40)

onde \ € [1,400) sera escolhido posteriormente. Seja z € [0,7] x Q@ — R definido por
2(t, ) = e WDyt x), (t,x) € (0,T) x Q, (5.41)

2(0,2) = 2(T,2) =0, x€Q, (5.42)

onde s € [1,+00) sera escolhido posteriormente. Defina,

Py = —Az — X207 V)P 2 + sauz, (5.43)
Py := 2z + 25ApV YV 2 + 250\%¢| V|2, (5.44)
Py = —sAp(AY)z + sA?p| V|2, (5.45)
Provemos que
P+ P =P (5.46)

De fato, temos por (5.39) e (5.40)

e P o oy 0u(z)
alt,r) ox; _ € * r) T .
Ty = )\t(T—t) o, AP(t, x) oy i=1,...,n, (547)
e ainda,
821/1(55) () aw<x> aw<x> M (z)
02t z) B —)\—ami e —A—axi A—axi e
ax? tT —t)
0%y (x) A () o ((OY(x) ’ A ()
B —A 927 e —A ( B ) e (5.48)
B t(T —t)

2
:—m@@fﬁﬁw—xw(%%ﬁ>,iz1wwm
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entdo, a partir de (5.47) e (5.48), obtemos que

Va = —-\opV, (5.49)
e
Aa = —\pVh — N2 ¢|Vip|?, (5.50)
e mais, por (5.41), segue que
aZ(t, ZE) _ a&(t, 'I) —sa(t,z) —sa(t,z) 8y<t7 ZE) -
e —5 i e y(t,x) +e ~ oz, i=1,...,n, (5.51)

e derivando novamente, temos

2 2 ’
gate) _ altz) a(t’x)e_s"‘(t’m)y(t,x) + s (M) e 2y (t, x)

or? oz? Ox;
Oa(t, ) o) O da(t, ) o9yt @)
. ) sa(t,x ¢ _ ) sa(t,x) ZJ N 7/ 5.52
s a{L'l al'l ( ’ x) s 8@ c aZL'Z ( )
+e t, )8—37227
logo, por (5.51) temos:
Vz=—s(Va)z + e 22 (vy),
e assim, por (5.49), obtemos:
Vz = s o(V)z + e **(Vy), (5.53)

Az = —s(Aa)z + s°|Val*z — 2se7**(VaVy) + e 2*(Ay).

Assim, por (5.52), (5.50) e (5.53) resulta que,
Az = —s (= APAY — N¢|VY|?) z + s N2¢° |V *2+

F25Ap[ Vo (e (Vy))] + e (Ay)
Az = sA(AY)z + s\2|VY |22 4+ s2A20% V|2 2+
+25AQ[AY(Vz — sAd(VY)2)] + e (Ay)
Az = sAG(AY)z + sA?¢| V|22 + s2\2¢? | V| > 2+
+25Ad(VVz) — 252 X2¢? | Vp |22 + e **(Ay)
Az = sAG(AY)z + sA20| V|22 — s2A26% |V |2+

(5.54)
+ 25Ap(VyVz) 4+ e % (Ay).
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Além disso,

2t ) = —say(t, x)e 2Dy (t, z) + ey, (¢, ),

entdo, por (5.27); e (5.41)
2z = —sayz + e **(Ay), (5.55)

logo, de (5.43), (5.44), (5.45), (5.54) e (5.55), obtemos
P+ Py = —Az — S°X2Q° VU2 + sauz + 2 + 2sAp(VV 2) + 25020V |?2
= —sAP(AY)z — sA2Q|V|?z + s*N2?|V|? 2 — 25 (VY V 2) — e **(Ay)
— N2 VY22 + sauz — sauz + e ¥ (Ay) + 25A0(VpV 2) 4 250\2p| V) |22
= —sAG(AY)z + sA*¢| V|2 = P,
o que prova (5.46).

Motivagao da escolha de P, P, e Ps.

Justificativa::
Da definigao da fung¢ao z em (5.41) tem-se que y(t,x) = e**z(t,z). Considere g = e **u
onde,
u =1 — Ay.
Note que,
Y = saue*z 4 ez,
e

Yo = Sapue™ 2 + sasaue®z 4+ soue®™ zp + sape® 2y + €% zy,
assim obtemos:
Ay = s(Aa)e®z + s*(Va)?e* @z + s(Va)e**(Vz) + s(Va)e®*(Vz) + e (Az),
assim, como u = y; — Ay, temos
u = sz + ez — 25(VaVz)e™™ — s(Az)e’*z — s*(Va)?e*z — e**(Az)
=" (sayz + 2" — 25(VaVz) — s(Aa)z — s*(Va)’z — Az) .
Multiplicando por e™** em ambos os membros e usando o fato que g = e™**u temos:

g =saz+ 2" —25(VaVz) — s(Aa)z — s*(Va)’z — Az,

agora, como

Va = -V,



136

Aa = =V — Ng|yf,

temos que,
g = sz + 2 + 2sA(VV z) + sAo(Ay)z

+ s\2| V|22 — 2X2% (V)% 2 — Az,

dai, escolhemos nosso P, sendo
Py = —Az — 2223 (Vh)*2 + sy z,
logo, ficamos com
g =P+ 2z +25A0(VYV2) + sA@(AY)z + sA26| V| 2.
Somando sA?¢|V)|?z, em ambos lados temos
SN2GIVYz + g = P+ 2z + 25Ap(VV 2) + sAp(Arp)z + 25\2¢| V|2,
dai, escolhemos P,, sendo
Py = 2, + 25Ad(VV 2) + 2502 9| Vop |2,

dai, obtemos

P+ Py = g+ s\*¢|Vi|*2 — sA(Az)z,

onde na verdade o termo do segundo membro é o nosso P;. Ou seja:

Py = s\2¢|VY|?z — sAp(Az)z,

Agora seja @ := (0,T) x . De (5.46), temos
2 / / Py Pydxdt < / / Pidxdt, (5.56)
Q Q

z = 0 sobre [0, 7] x 012, (5.57)

por (5.27)s, (5.41), segue que
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denotaremos por 1 o vetor normal unitario exterior a 9€). Temos

2 / / Py Pydxdt = 2 / / (—Az — N2 VY |*2 + sau2) (2 + 25Ad(VHV 2) + 25N 0| Vp|*2)dadt
Q Q

=92 /OT/QAzztda:dt—4/0T/QS)\¢(AZ)(V¢Vz)dxdt

T T
—4/ /s/\2¢(Az)|V1p|2zdm‘dt—2/ /52)\2¢2lvw|2,zztdxdt
0 Jo 0o Jo

T T
—4/ /53)\3¢3|Vw|2(vwv,z)zdxdt—4/ /33)\4¢3|V1p|422dxdt
o Ja o Jo

T T
+2/ /satzztdxdt—i-élf /52)\¢at2(vaz)dwdt
0o Jo 0 Jo

T
+4/ /52)\2¢04t|vw\222dxdt.
0o Jo

(5.58)
Agora, vamos analisar cada integral individual.
Analise da integral: —2 / / Azzidzdt.
Usando a formula de integracao por partes de Green, obtemos:
0z azt
/ Azzidr = Z/ ztdx Z ., axl ztda Z/ oz, &Ez
(5.59)

1
9 (0:\"_ (020 (02
10 (02\" (020 (02

o que implica pela regra da cadeia,

1 02\ 0z [0z

Logo, multiplicando por —2 e integrando de 0 a T" em (5.59) temos

—2/ /Azztdxdt //]Vz| ), dzdt. (5.60)

T
Analise da integral: —4/ /sA¢(Az)(V¢Vz)dwdt.
o Jo

pois,

dividindo por 2, temos
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Usando a féormula de integracao por partes de Green, obtemos:

827: I 0z
/ / O(A2)(VYV 2)dxdt = ; / / 927 Br, Bz, = dxdt
B 0z O 0z 81/1 0z
Z/ /39{ Ox; Ox; 8x<m}d0dt_ Z/ / ox,; 0x; ( Ox; 8:1:]) dudt
i,j=1 1,j=1
/ / { 0z 8¢ 0z o,
e} 90 axz 81’] a ‘

paoit=3_ [7 [ 32 (o) e
[ (o) g (5

|

(

i,j=1
i,7=1
0z 820 0z 9s

Z/o /asz{ Jz; Oz, Oxjm dadt_zzl/o /3x18x1< G_x]> a—%dxdt

2,7=1

0z
a Z/ /a’EZ ( 0x3> ox; 8332) dadt,
2,7=1
note que
0 (0N _, (02 0 (0
Barj 81‘2 N sz al'j afli'l 7
dai, temos

/ /¢Az (VpVz)dadt = Z/ / { g;%%m}dadt
o2 2 J J

i,7=1
0z 0z 0O oY
dxdt
Py 1/ /8%8%89&1( 8:@)
o
= —— p——dxdt
Z;/ /0% (8:16,) 0z
0z O 0z 0z 0z 0 o,
B Z/ /39{ 6xi8_1’j%ni}dadt_ Z/ /6951830] ox; ( 8:16]) duvdt
2,J=1 1,j=1
9 Y
S /m{(axl) s ”ﬂ}d"d“ [ (& ) oy (07, )
. o0
Portanto, multiplicando por —4s\ e usando o fato que — = 8_?7j’ temos:
1 €

0z 0z
_4/ /S)\(b (Az)(VyVz)dxdt = / / {S)‘ Z 3% ( 8@) dx; &m}dxdt (5.61)

o Lot oo [0 (5) S

T
Analise da integral: —4/ /3)\2¢(Az)]V¢]2zdazdt.
o Jo
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Usando a féormula de integracao por partes de Green, obtemos:

/¢ (A2)| V> zda = Z
- Z / SV bado —
B Z/ 3%18:102 |V1/1\ de_z/

|V¢|22dx

2

2) du

%

note que

0
0.’13i

0z 0z

1
2 _ 2 2 _

logo,

RS |vw|22dx———2/a (617 6P) dx—Z/ (a) 8V 2dz.

Portanto, multiplicando por —4\%s e integrando de 0 a T, obtemos:

T T "9
—4/ /s)\2 A2)|V 2zd:zcdt:Q/ /s/\2
[ [ sxoaarve RS Pt

; (5.62)
+4/ /3A2¢\Vw|2]v,z]2da:dt,
0 Ja
T
Analise da integral: —2/ /82A2¢2|V¢|gzztd:ﬂdt.
0 Jo
Integrando por partes, obtemos:
T T T a
| @vubzndt = o] - [ e @90) d
0 0 0 “ot
T T
—— | w200V ozt~ [ so(vupat
0 0
somando / *|V1)|?22,dt em ambos os membros, conseguimos:
0
T T
2/ BV 2zdt = —2/ bin T[22t
0 0
multiplicando por —s2)\? e integrando em  usando Fubini, temos:
T T
—2/ /52A2¢2|V1/1\22ztd1:dt:2/ /52)\2¢¢t|vw|222dxdt. (5.63)
o Jo 0 Ja

T
Analise da integral: —4 / / P N33 | Vp |2 (Ve V 2) zdadt.
0 Q
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Usando a féormula de integracao por partes de Green, obtemos:
81# 0z
3 d — / 3 =d
/gb V|2 (VY V2)zdr = Z o 8:1:1 6% 8:13] x

i,j=1
_N v o
_i;/aﬂgb (6@) 7zzmd0 Z;/ or, ( ((990,) or, )dw
) oY 0z
dx

_Z/ ax]< (ax,) ax])"'d _Z/ ¢3<3x2 9z, 0z,

1,j=1 4,j=1

-3 [ (0 (5) 32 ) eaa- 3 [ (52) i

2,j=1

como,
0 _ o
8$Cj - 8373 ’

derivando os termos da primeira integral, temos:
5 (@w)Q 0 | 2 _ 55200 (aw) 2 ro 9 ( w)Qa_w 2
8% Ox; ) Oz, Ox; \ Oz, 8xj Ox; ) Oz,

logo, substituindo essa igualdade na integral acima, temos:

81/1 2d

¢
/Qﬂvw (VypV2)zde = — Z/ ¢2 (8@) P

3,7=1

- Z/ oz, ((ax) §Z> o

2,7=1

B oY 0z
2 [ (5)

1]1

-3 Z / A (ax) <g_i)

2,7=1

_Z/ o ((6’%) gz) o

7,7=1

- / O VYR(VYV ) zde,
Q

somando / ¢*|V|*(V)V 2) zdz em ambos os lados, obtemos:
Q

0
/¢3|w| (VyV2) zd:r——32/¢3)\ (31’1) (a—%) 2d

2,7=1

- Z/¢3ax] <<8xl) g;i) #do,

2,7=1




dividindo por 2, segue que

o
/¢3|w| (VipVz) zdx———2/¢3 (ax) <8x]> 2dx

2,7=1

"Z/ oz, ((8%) gi) Zds,

i,7=1

multiplicando por —4s3)\? e integrando em 0 a T', concluimos:

T T
—4/ /33)\3¢3|V1p|2(V¢Vz)dxdt:6/ /s3>\4(b3]v¢|422dxdt
o Jo o Jo

T "0 oY
343 32: V|2 2
+2/0 /QS o — O (| i 6%')2 et
Jj=1

T
Analise da integral: 2 / / sayzzidxdt.
0o Ja

Integrando por partes, obtemos:

T T T a
/0 atzztdt:oztzz‘o —/0 za(atz)dt

T T T
= oztz2‘ —/ zoy zdt —/ zoy 2z dt,
0 0 0

T
somando / oy zzpdt em ambos lados, obtemos:
0

T T
2/ uzzdt = —/ 22y dt,
0 0
T 1 (7
/ o zzdt = ——/ 22y dt,
0 2 )y

multiplicando por 2s, integrando em 2 e usando Fubini, concluimos que:

T T
2/ /Soztzztdacdt: —/ /S()éttZZdl‘dt.
0 Jo 0 Jo

T
Analise da integral: 4/ / s2\payz(VV2)drdt.
o Jo

ou seja,

Usando a férmula de integracao por partes de Green, obtemos:

RN N Dz
/ngﬁoztz(V@DVz)dx— Z/gbatzaxi 0xidx

_ Z/ ¢oztz—zda—2/z§( )
T Z / o, (‘bo‘ta@) e Z / o 8% (9@

141

(5.64)

(5.65)
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somando / ¢ z2(VYVz)dr em ambos os membros, temos:
Q

/ by z(VpVz)d Z / (mt ) 22,

multiplicando por 252\ e integrando em 0 a 7', concluimos que

T T r& o o
2 _ 2
4 /O /Q Xz (VpVz)dzdt = —2 /0 /Q Zl Fo. <¢o¢t ax,-) 22dxdt. (5.66)

Portanto, substituindo (5.60) — (5.66) em (5.58) obtemos:

/ /PlPdedt / / V2[?) dxdt+4/ /{ Azaxz( ax) g;g;}d dt
o Lo o () o

2 2 2 2
+2/0 /QSA Z&Ei( /0 /QS/\ O\ VY ?|V 2 dadt
=1

T T
+2/ /52)\2¢¢t|vw|222dwdt+6/ /53A4¢3]V1/1\4z2da:dt
0o Jo o Jo
" T
Tl ayss 0 200 314 .3 4,2
+2 s)\gzﬁZ— V| =— | z°dxdt — 4 NP7 |V 2 dxdt
0 QO = 8xj 6xj -

T T n o a¢
— sa z2da:dt—2/ / < >z2dxdt
/0 /Q ! 0 Qizlaxi Oz
T
—|—4/ /52)\2gbat\vw|2z2da:dt,
0o Ja

Portanto, podemos escrever a igualdade acima, da forma:

Q

onde,

I = // (s’ N1 |Vap[ 22 + 4s\2p| Vb 2|V 2| dadt

. (5.68)
/ / as/\gzﬁ— <—) dl'dt,
o0
B "9 [ o\ 0 0
I = //Q {48)\”218—% (qﬁaxZ) B, 0 25\ ( o < 3$z)> V2|2
4258 \3g (; a% (gi |v¢;2)> 22 4 250 (V(6|VEP)V2) — sas (5.69)

"9, 0
2 2 22 2.2 22 2.2
— 252\ <i§:1 e (¢axiat)> 2+ 45" N pou | VY |“2° + as® X + ¢y | V| “ 2 }dxdt.
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Agora, do Lema 5.5 e por (5.40), dado a € R"™\ {0}, temos sobre 2\ wy

L9 (o
4)\[Za—%<¢axz)ala] 2>\[ (93:1( )]W

i,j=1
AN2P|V B2 |al?

(5.70)

calculando as derivadas do produto na primeira e na segunda parcela em (5.70), obtemos:

" (99 00 O [0 00 O
4\ [Z {ax] o, + ¢8:1;jxi } aiaj] -2 [; {8% ox; * ¢(’3x? }] laf*

ij=1

AN2P|V B |al?
oo w
0x;
"o O " 0%
AN —aa; | —2)2 244 a; | — 22p(A)|al?
A2 (; oy 6%%%) N26|Vip|?|a2+4M¢ (; 5, AG(AY)]al
- ANV P af? B

N - o o?
A\2 ] 912 2 2
A (b;axi“l )3 5z, 2X2| V) |?|al +4A¢Zz_:la % 2A(A)]al

- NG|V 2[a]? -
AN OIVYPalP =209 VP |a*+4NpAY[a P —20p(AY) |a*
N AN2P|VY[2]al? B
2N 0| VY *|a*+20pA¢lal*
AN2G| V|2 al? B
2X20| VP alP 4200 AY[al?| 1 4
< < -+ -C.
ST D a3’
Logo, considerando A\; > 1 tal que
1 1
— 4+ = >
SH30 <L YAz,
obtemos
~ 0 [ O —~ 0 [ O > > 20 12
4 — — a;| — 2 <4 . 71
A[ija$j<¢&m)aﬂ4 A[hﬂémi(¢a%)]ku <DVl (7

para todo a € R"™\ {0}, quando A > A, note que a igualdade ocorre para a = 0 € R™, logo

"9 oY "\ 0 o 2
[ (05 e -2 [k ()

para todo a € R" e VA > )\;. E ainda, conseguimos obter

27303 [;a_x( i 81;1)

NGV =N

<ANGVEPaR,  (5.72)
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assim, escolhendo Ay > 1, tal que
1
CX < 1, VA > )\2,

obtemos,

<MVt YA Ao (5.73)

348 |5~ 0 2 OV
22% [;£<'V¢' %)]

De fato, note que

) 5 OY —~ 0 o O 2
2X3 ¢ {; Fo. (w\ %)} 2X%¢? {; g VY a_x@} 2X%¢? {;!W }
NGV - RGN " NGV
223 Z azp aw + 2A3¢3lvw!22 a?w
= )\4¢3|va4

n 2
wevuly (52 + an e Tupiav?
i=1 v
)\4¢3’v¢’4
AN G| V||V |2+2X3 3| V)| 2| A2
B M@3| V|t
4 2 |Ay)? 1{ 4 !AW} 1

= +Z = +2 —C<
AV AV Vol VPR A

Com base nesses resultados, vamos considerar agora
A= maX{/\l, /\2},

e por (5.72) e (5.73), obtemos para todo A > A,

Xn:ai(qagf) ] [Zai( ax)]'a'Z’ Va € R, (5.74)

4,j=1

— AN 9|V *lal*< 4N

"0 oY
— NP | Vy|'< 2X3¢? — ([Ve]P—)]|. 5.75
o*IVy|'< d);a@!wr% (5.75)
Vamos considerar A = A. Do Lema de Fursikov-Imanuvilov 5.5, para todo = € 02, temos
_M - N ) B O L G 1 NP
kao— k k—o~ k
entao,
?9_176 < 0 sobre 09, (5.76)

agora usando (5.39), pondo B(t) =t(T'—t), te (0,7, temos

ar =~ (2191 _ 0y,

52
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) = 2B = BB o _

MY,

oy — : (291l _ -
o que implica, sendo ¢ € C?(Q)
1
|| < C@; (5.77)
também temos
d (9¢ P g
e ) = A g

dai,

Z@xl ( Z‘(b@ 2 Z‘(b@azzﬁxz

5’%

9 aw

o) v NIR
;{ ¢ } { Oz, 52}
—mw rat|+¢|Aw||at|+A¢|w2ﬁ W
T N -\ I eV
L | A — = 1
|V¢| 7 B+ 5 | A 7 B
+>\—|V¢|Zﬁ e,
Como 9 € C%(Q), resulta que
C
)]s
€ mais,
/6/
¢t = _E€A¢7
assim, por (5.40),
C
s \— |V¢|2_ 7 (5.79)
ainda por (5.40), como ¥ € C2%(QQ), temos
0 ) M IS 0 5 O
&Ci( vyl —¢) ‘ < Z 3o, (|w| mﬁ”)‘
3)@ n 82
=52 |a, ~ Vi =
BN (5.80)

—%{Zzww( ) ZIVW%/)}

63)\1/J
= 5 (2AVlIVu P+ T )

C
SE:
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e também, obtemos que
(5.81)

|67V |_ 7

além disso,
M| 2P _ oA
e g (5.82)

’¢at‘vw|2’§ 63 ¢|2_ 63

(5.82), existe C' > 0 tal que

a n
L) [+ o0l Vol +os ToPl| 3 0
=1

“\ 0
|att|+‘ 121 oz (Cba

Portanto, de (5.77) —

) ]+ (5.83)

0 , O

C
3 4
+¢° | Vo[ < BT 1)

Agora, usando o Lema de Fursikov-Imanuvilov 5.5 e (5.40) temos para alguma constante C' > 0

Ay C
DAY= GlAvI< - [AyI< -
A C
GIVYPI= 9IVyPs - |Vyl< &
o A C 5.84)
)Z 3 ( w) < A¢|W!2+¢|W|— AV HAY) < =, |
C
);% S|V’ )§|w|(;a—%\+¢]28 )SE
Note que, existe ¢ > 0 tal que
t?’(T;—t)f” < C*|Vp[* em (0,T) x Q\wo. (5.85)
Logo, de (5.83) e (5.84) temos:
‘ / / 2533\ V| 22 dadt| < 2 / / s* QPN V|t 22 dadt
Q
< (Cs? // dxdt
ou seja,
2
/ / 253\ V|  22dadt > —C's? / / ﬁ(TZ—t)dedt, (5.86)
Q Q B
dai,

2 2\ .2
< 2//@ NV (6| V[?) - V22| dadt

< 2// SN2V (| Vo |*)||V 22| dxdt

2
Os// WZ' st
< Cs // |Vz|2+z

| //Q 25N (V (9| V) - V22)dadt
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assim,

2 2 2 |Vz[?+22

e mais,
‘// (—sayz? —252)\2 &875 (qﬁg;p at) 22+ 452X pay | Vip 222 + 232)\¢¢t|vw]222> dxdt
0 i i

// slag|z d:pdt+2// 2)\’28$ ( o )‘Z2dl‘dt

+4// s)\2¢|at||V¢|2z2dxdt+2// 52)\|¢¢t||v¢|222dxdt

<
C’{ // t3 e dwdt—i—s // da:dt
—l—s// BT 1) dmdt—irs // dxdt}

dai,
// —soy 2 — 252\ Z 0 0¢ 22+ 45Ny | Vip|2 2% + 252 Aoy |V |* 22 dadt
Q 8$Z 8 7;

CS//t3 =) d:cdt—Cs // BT )d:vdt

(5.88)
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de (5.67),(5.69), (5.75), (5.76) e (5.86) — (5.88), obtemos:

2// P\ Pydxdt =1, + I, > // 253\ |V |*z 2d:vdt+// 4N |V 2| V2> dxdt
o [ o\ 0z 0z )
4 + 2
// { SA ( 8% (qbami) o 8%) SA ( o ( ) V2| )}dwdt
313 /3 2| 2 V2 +2°
+2// Mo (Za |w|> dzdt — Cs/ T dadt
>t —0s® / / 5T dmdt—i—(]s / / dmdt
t Q\wo
\Vz\Q / / 9] (?w 0z 0z
4
/ / d dt + SA ax] 0] oz, ) oz, 83:] dzdt
B B |V 2|2 +22
2/ /3A<Za < ))|V|da;dt C’s/Qt(T_t)dxdt
2 22
52

2 2
—Cs // ‘Vzl pydudt - // ‘Vz‘ e
2
~ Cs // v +det—03//t3 7 gl = O //t3 7 g

onde (%) = (5.75) + (5.84) + (5.85) + (5.86) e (*x) = (5.84) e dai, usando o fato que S(t) é

limitada e que s > 1, somando as integrais sobre (0,7") X wp, obtemos ¢ > 0 tal que

T 2 T 2 2
2 / / Py Pydudt > Cs* / / 7 gt~ Os° / i s
; AT =0 o L, BTy

O // |VZ|2+Z VP42 o, (5:89)
Além disso, por (5.41) e (5.84), usando desigualdade elementar, obtemos
/ /Q P2dadt = / /Q (—sAG(AY)z + sA2|Vip[22)? dadt
< 0// {*Np(A) 22" + X @| V|2 } dadt
(5.90)

2
< Cs*\? / / —dxdt+C’s2)\4 / / = dudt
Qb
| g dudt
’ //Qﬂ(T—t)? o
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logo, de (5.89) 590) usando (5.56) temos que
2 2
//t3 it ~ Cs//’vz’+zddt— //W’ZHZ vt

2 2
—————dxdt
8/0 /mf?(T—t)? o
agora dividindo por s*C, obtemos

\Vz\2+z
/ /t3 dmdt<0/ / ddt+— [ e
2
/ |Vz| —|—z ot

Note agora que, para s > 1 suficientemente grande podemos ter:

2 2
// L dvdt+ = / |VZ| +Z AT dt<C’/ / WZ' +Z dxdt,
t2(T — t)? $2 t3(T

Portanto, existe C' > 0 tal que

2
// dxdt<0/ / ’VZ| +Z dudt, (5.91)
t3

T 2T
onde C é uma constante que nao depende de y°. Agora como para t € [g, ?}, temos 32 é

limitada, segue que existe C' > 0 tal que

2T/3 2T/3 t3 T —
/ / 22dedt = / / dedt < C'/ / d$dt
T t3 — t

Entao, por (5.91),
2T/3 2
/ / 2dxdt<CC’/ / WZ’ “ dwdt
T

logo, existe Cy > 0, tal que

2T/3 2
/ / 2dmdt<C’0/ / WZ’ +Z dudt (5.92)

Agora sendo z = e™**y, temos por (5.53) e (5.92) usando a desigualdade elementar teremos

2T/3 )\ —sa —sa 2 —2sa,,2
/ / —2sa le’dt < C / / |8 ¢ V¢ y<+ € t) vy| +e Y drdt
/3 —

2 2)\2 2 2 —2sa,,2 2 —2sa 2 —2sa,,2
SCO/ / SNGIVYTe ™y + 2 Vy ey
t3(T — t)3

(5.93)

Note que existe C' > 0, tal que, C¢? > 1, dai, existe C > 0, tal que, o numerador do lado
direito dentro da integral fica assim,
2S2>\2¢2|V’¢’26_28ay2 + 26—23a’vy|2+€—2so¢y2 S C~1¢2€—23a(y2 4 ’vy|2)

22

~ e 1 9 o
C (tQ(T_t)z) a2 (IVYI ),
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e como ¥ € C%(Q), existe Cy tal que e < Cy, ou seja,

(e 1 s VyPty?
C Vyl?+14%) < C _—
(tQ(T _ t)2) o250 (’ yl Ty ) = 0t2(T _ t)2623a

logo, voltando a desigualdade (5.93), vamos obter

2T/3 2520242 20—2sa 2 —2sa 2 —2sa

2
// _IVyPry (5.94)
628at5 5

_(J/ / 628%6 (IVyI +y%),

Para o lado esquerdo da desigualdade em (5.94), existe C' > 0, tal que, e >*.C > 1,t €

[T/3,2T/3]. Ou seja,
27/3 27/3
/ / 2d:vdt</ /e‘zsadexdt, (5.95)
T/3 Q

Afirmagao: e %t 5(T —¢)° ¢ limitado.

Portanto, existe C} tal que, por (5.94) e (5.95) que

2T/3
/ /qu:dt<01// T — )(|Vy[2+y?)dudt. (5.96)

Prova da Afirmagao:: De fato, note que

o2l _ o0 C
t) = > de C' > 0.
alet) = ==y 2y — gy e

Assim,

250 (s ) > 2sC N 1 1

PN =Y T =) T et =zl
ou ainda,

1 1
0< < , (5.97)

>~ eZsa(m,t)tﬁ(T _ t)6 - G%tﬁ(T . t)G

[e.e] n

mais, sabemos ainda que podemos escrever e* = E g ou seja,

n=0
( 2sC )
WT-1)) gy 20 0 BOF
e + T —1) + 619(T — )7 +--- (5.98)
Portanto, de (5.97) e (5.98), obtemos
0< L
— 623a(x,t)t6(T _ t)G
B 1
B 2sC (2508
1 AP il A #6(T — )6
[ MR T G T (T-9)
1
25C")¢ ’
(T — )8 +2sCt>(T —t)°+--- + (25C) +--

6!
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quando t — 0 ou t — T 0 que mostra a afirmagao desejada. ]

Agora vamos considerar p € C*°(Q), tal que

p=1em wy,
p > 0 sobre w, (5.99)
p=0em Nw.

Multiplicando (5.27) por Spy integrando em @), temos

0= / /Q (ye — Ay)Bpydudt,
/ / v Bpydzdt — / / (Ay)Bpydzdt = 0. (5.100)

Analise da 1* integral de (5.100)

ou ainda,

Usando as hipoteses em (5.99), temos

/ /ytﬁpydxdt // Y Bpydxdt
/ {yﬁpy( / (ﬁ’y+5y’)pdt} dzx
/ / (T — 2t)pdadt — / / v Bpydzdt.

/ /ytﬁpydxdt ——/ / T — 2t) pdadt. (5.101)

Analise da 2? integral de (5.100)

Portanto, obtemos

Note que
T T
—/ /(Ay)ﬁpyda:dt: —/ t(T—t)/(Ay)pydxdt. (5.102)
o Jo 0 Q

Olhando para tdltima integral, usando o Teorema de Green 1.9, temos

dl’

-3 [
:_Z/gigz Z/(am) puz
BRGNS

_ / yA(Ap)de — / VyPpde.

) pdx




152

Ou seja,
/ (Ay)pyde = / y*(Ap)dz — / Vy|?pd. (5.103)
Q w w

Substituindo (5.103) em (5.102), temos que

/ / (Ay)Bpydzdt = / t(T —1) {/ 2(Ap)da:—/|Vy| pdx}
/ / T —t)y*(Ap) d:r;dt—i—/ / T —t)|Vy|*pdadt.

Combinando (5.100), (5.101) e (5.104), ficamos com a expressao,

——/ / (T — 2t) pdmdt—/ / T —t)y*(Ap) dxdt+/ / T —t)|Vy|*pdzdt = 0.

Notemos que, podemos ter,

/OT/wt(T—t)!VyFPd:cdté /()T/wy2 (T —2t)p + t(T — t)Ap) dadt.

(5.104)

Assim, como p € C=(Q), por (5.99), temos qu existe C' > 0, tal que

/ / T — )| Vy|*dwdt < C/ / 2dxdt, (5.105)

ainda, podemos ver que existe Cy > 0, de forma que

/ / T —)(|Vy*+y )dxdt<02/ / dxdt, (5.106)

De fato, pois veja que usando (5.105) temos,

/ / T —1)|Vyl dxdt—i—/ / 2d:vdt<C/ / 2dxdt+01/ / *dxdt
< [C’l—i—C']/ /dexdt
0 w

T
ng/ /dexdt.
0 w
Portanto, de (5.96) e (5.106), obtemos

27/3 T
/ /y2da:dt§ 0102/ /y2dxdt. (5.107)
Q 0 w

Agora, multiplicando em (5.27); por y e integrando em @), temos,

/ /ytydxdt—/ /Ay ydxdt =0 (5.108)

Analise da 1* integral de (5.108)

T T T
/ ytydtzyQ‘ — / yydt,
0 0 0

Integrando por parte, obtemos
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ou seja,
T
2/zwﬁ=y%nm—fawx
0

ou ainda, integrando em (2 e dividindo por 2, temos

r 1 1
/ /ytydxdt— —/yZ(T,x)dx——/f(t,x)dx. (5.109)
o Ja 2 Ja 2 Ja

Analise da 22 integral de (5.108)

Usando Green como feito varias vezes anteriormente, obtemos

T T
—/ /(Ay)ydwdt:/ /|Vy|2dxdt. (5.110)
0 Jo 0o Jo

Portanto, substituindo (5.109) e (5.110) em (5.108), ficamos com

;/ (T:L*)dx—l/ ta:dx—i—/ /]Vy|dxdt—0
Q

mais, ainda note que

1 1 g
= / v (T, z)dx — = / y*(t,z)dr = —/ /|Vy|2dxdt <0,
2 Ja 2 Jo 0o Jo

/yQ(T,x)de/yQ(t,x)dx, vt € 10, T7. (5.111)

Q

assim,

Portanto, de (5.107) e (5.111), obtemos

27/3 27/3 T
/ / (T, x)dzdt < / /y2(t,:c)d:cdt < Cng/ /del’dt.
Q 0 w

T 2 ’ 2
g”@/(Ta Niz@< CiCs ; ydxdt,
SC' C
I Moy 25 [ [ pasa

3C,Cy
T

Assim,

ou seja,

0 que prova o teorema, com M =
|

Vamos mostrar agora um teorema que afirma que a desigualdade de observabilidade (5.28)

implica na controlabilidade nula do sistema associado (5.27).

Teorema 5.9. A desigualdade de observabilidade

T
IW@WSCAL/ﬁM% (5.112)
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implica na controlabilidade nula do sistema

Y — Ay = ux., em Q,
y =0 sobre 3, (5.113)
y(0) = y° em Q.

Demonstracao: A demonstracao sera feita em duas etapas.

Etapa 1: Vamos construir uma sequéncias de controles u, € L*(w x (0,7)) com € > 0 que
fornece a controlabilidade aproximada do problema (5.113) ver em Cara e Guerreiro [9]. Sejam

Yy’ € L*(Q) e € > 0 dados. Considere o funcional

1 T
- 5/ /SOQdedt + €|l z2(0)+((0), 4°) 120 (5.114)
0 w

para toda ¢” € L*(Q), onde ¢ ¢ a solu¢ao do problema adjunto de (5.113) dado por:

—¢pr—Ap=0emQ,
¢ = 0 sobre 3, (5.115)
o(T) = ¢° em Q.

Conseguimos mostrar que nosso funcional J. goza das seguintes propriedades.

J. é estritamente convexo

De fato, dados ¢} e ¢ em L*(Q2) e t € (0,1), como a fungdo ¢ — ©? ¢ estritamente

1 T
Y — 5/ /gp%xdt
0 w

Além disso, a norma em L*(Q2) é uma fungio convexa e o produto

convexa, a funcao

é estritamente convexa’.

interno de L?(€2) é bilinear. Logo, denotando por ¢; e ¢, as respectivas solu¢oes do problema

5.115) associadas a Y e 9, obtemos
( $1 € P
1T
Je (1= )¢} + th) = 5/ / (1= 1)1+t dadt + €| (1 = 1)) + 15| 20
+ ((1 — 1)p1(0) + tpo(0), yo)
1—t / / Ydxdt + / / Sdxdt + (1 — el 2o
+ et a2 @)+ (1 = 1) (1(0), 4”) 2 (@) + t(#2(0), ¥") 20
1 /T
-0 |5 [ [ st s Rl 6 0.0000)
0 w
e 0 0 0
g padadt + €l o r2(0)+(02(0), 47) 120
0 w

= (L= t)Je(¢}) + tJ(£9).

TA funcdo o(s) = s? ¢ estritamente convexa, pois ¢’ (s) =2 > 0.
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Portanto,

Je (1= t)p] + ) < (1 —1)Je(]) + tJe(£9).

J. € continuo

Com efeito, seja (¢9) € L*(Q) uma sequéncia e (p,) a sequéncia correspondentes das

solugoes do problema (5.115). Suponhamos que
@2 — " em L*(Q).
Entao, como o problema (5.115) é bem posto, temos
pn — @ em C°([0, T]; L*()),
onde ¢ ¢ a solugao do problema (5.115) associada a ¢°, em particular, temos

/ / 2 drdt — / / *dadt, (5.116)

lenllzz@— 1" 2@ (5.117)

(©a(0),4") 120 — (©(0),y°) 12(02)- (5.118)

Portanto, de (5.116), (5.117) e (5.118) e da definigao de J., obtemos:

Je(gn) — Je(&°).

J. é coercivo

Seja (©2) C L*(2) tal que
||909z||L2(Q)—> +o00, quando n — +o0. (5.119)

Denote por ¢,,n € N, a solucao de (5.115) associada a ¢2. Por (5.113), temos que para todo

n € N, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, (5.112) e desigualdade elementar, temos

- / / G2t + el 2 (2n(0), 1) 2oy

5112
Hson( M Z2)+ellenllzz @ +(©a(0),4%) 2

> %HSOTL(O)||L2(Q)+€||909L”L2(Q)_“9071(0)HL2(Q)||y0||L2(Q)
1 1
= %H%(O)H%z(g)%H@%|!L2(Q)—70H90n(0)HL2(9)\/EHyOHLZ(Q)

O,

1 c
> 2—C||90n(0)||%2(Q)+€||¢2||L2(Q) 9% 5“3/0”%2(9)
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logo,
C
Je(pn) = ellnllzey =51 720 (5.120)

Como —gHyOH%Q(Q) nao depende de n, fazendo n — +00 em (5.120) e usando (5.119) temos
que

Jo (%) — 400, quando n — +o0.
Portanto, J. é coercivo.

Com essas propriedades de J, segue por (1.11) que ele tem tnico minimo que denotaremos
por ©?, cuja solugio de (5.115) associada denotaremos por ¢.. Seja y' = y(T'), onde y é a solugao
do problema (5.113) com u = 0. Note que, nesse caso, se ¢ é a solu¢ao do problema (5.115),

temos,
(W', ") r20) = (1¥°, 0(0) 120 (5.121)

Afirmacao: Mostraremos agora que,
1y 22) < € = ! = 0. (5.122)

Prova da afirmacdo.: De fato, suponha que [|y'||;2@)< €, entdo para todo ¢° € L*(Q),

temos que

1 T
WP =5 [ [ Pdodet iz + 60800
0 w

> e|”]| L2 +(0(0), 4°) 20
por (5.121), tem-se usando Cauchy-Schawrz que

J(0°) = €|’ 2+ (9", ¥ ) 120y
c-s

~~
> el 2 — 1y 2 l1€° 220
= 1% 2o (€ = |y | 22¢e)) > 0.

Logo,
Jo(@%) >0, Ve L*(Q).

Mas J.(0) = 0. Portanto, como ¢? ¢ o tinico minimo de J, temos ¢? = 0.

Reciprocamente, suponha que ¢? = 0, entao para todo ¢° € L?(Q),

logo,
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e usando a defini¢ao do funcional J., obtemos
elle® |2+ (2%, ¥ 2@ > 0, V' € L*(9). (5.123)

Note que, se y' = 0. J4 temos a implicagao verificada, ou seja (¢? = 0). Portanto, supondo

que y' # 0, da desigualdade (5.123), escolhendo ¢° = —y', obtemos:

1y | 2 < €

Provando a afirmacao. ]

Da afirmacéo, concluimos que o caso ||y'||12)> € ou seja, ¢? # 0 é 0 que nos interessa.
Portanto, vamos supor que [|y'||;2q)> €. Com essa hipotese, derivando no sentido de Gateux

J. em ¢?, obtemos

d
0=J ()’ = il (2 + Asoo)

/ /goegodacdt +€ ( ) + (¢(0), yO)Lg(Q),
||(706||L2 L2(Q)

para toda " € L?(Q). Agoar considere o controle u, = . x,w e seja y. a solucao do problema

(5.124)

(5.113) associada a u.. Fazendo ¢ = ¢? em (5.124), obtemos:

T
| [ et + ot e.0) ) =
0 w

ou seja,
HueH%?(wx(o,T))JF(SOe(O),yo)m(g) = —GHSOSHLz(Q)S 0,
logo,
||Ue||2L2(wx(o,T))+(90e(0)ayo)m(m <0.
e ainda, da desigualdade de Cauchy-Schwarz segue que,

el 2z uoxorn < —(e(0),57) < [(2e(0), ¥°) < 0e(0)l| 2y 19° | 2o,

da desigualdade de observabilidade, tem-se

el £2(wx 0,7) < \/EHZ/OHLQ(Q): (5.125)

onde ¢ > 0 é a constante de observabilidade. Da dualidade entre os sistemas (5.113) e (5.115),

T T
/ /Q pupdadt = / / wepdzdt = (e (T), )2 — (4%, 2(0)) 2.
0 0 w

temos
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substituindo em (5.124), obtemos

0
P
0=e (— @0) + (ye(1), ") (), V' € L2(9),
L2(2)

HSOSHH(Q) 7
ou ainda,
ESOO 0 0 2
o T YD) =0, V¢’ e L),
logo,
o0
o+ 9lT) = 0= (D)= ¢ (5.120)

Etapa 2: Vamos passar o limite quando e — 0. Como, por (5.125), temos que (u,) é limitada
em L?(wx (0,T)), e este espago ¢ reflexivo, a menos de subsequéncia, existe u € L*(w x (0, 7)),
tal que,

u. — u em L*(w x (0,T)).

Multiplicando a equagao (5.113); com controle u. por y. e integrando em € x (0,7"),t € [0,7],

T T T
/ /yetyeda:dt—/ /(Aye)yedxdt:/ /ueyedxdt,
0 Jo 0o Jo 0 Juw

integrando por partes e usando Teorema de Green 1.9, vamos obter que:

1 1 t T
—/yfdm——/(yO)devL/ ||ye||12ql(g)dt:/ /ueyedajdt. (5.127)
2 Ja 2 Ja 0 0 0 Ju

Usando a desigualdade elementar em (5.127), obtemos

1 ! 1 I [t
Sl ot [ et < 510 B [ [ wddedr s [ [ sanar

Entao, como (u,) é limitada em L*(w x (0,7)), existe C' > 0 tal que

obtemos:

Hye(t)H%z(Qﬁ—/OtHyEHzé(Q)dtS C+C/Ot/ﬂyfda:dt, vt € [0, 7], (5.128)
logo, pela desigualdade de Gronwall, existe C'r > 0 tal que
lye@®)lz2@)< Cr. Yt €[0,T], (5.129)
de (5.128) e (5.129), existe Cp > 0 tal que
/OtHyeH?{é(Q)dt < Cp, Vtel0,T]. (5.130)
Portanto, de (5.129) e (5.130), resulta que

(y.) ¢élimitada em L>(0,T;L*(Q)) N L*(0,T; Hy(S2)), (5.131)
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a menos de subsequéncia, temos
ye =y em L%(0,T; L*(Q)),
ye =y em L*(0,T; Hy()),
para algum y € L>(0,T; L*(Q2)) N L*(0,T; H}(2)) como feito em (5.9), obtemos
Yet || 20075220y < C (HyeHL2(0,T;H3(Q))+HU6HLQ(wx(O,T))) .

Logo,
(yer) € limitada em L?(0,T; L*(9)),

portanto, a menos de subsequencia, obtemos que
Y — § em L*(0, T L*(Q)).
Veremos que § = y;. Para isso, dado ¢ € D(0,T) e s € L*(Q),

T T T
ety dt = — € /dt - 5 /dta
/0 (vt 59 / (g, )8/t —> / (4, )6

assim,
T T
| @sot = [ s,

0 0

ou seja,
d

(g7 S) - %(yv S) €1l D/(0>T)7

por isso,

§ =y em D'(0, 75 L*(Q2)).
Portanto, y; € L?(0,T; L*(€2)). Desse modo,
y € H'([0,T); L*()) N L*(0, T Hy(2)).

Das convergéncias anteriores, temos

d

%(y(t% S)LQ(Q) + ((y(t)v S))H(}(Q) = (uwaa 5)? Vs € H01(9>7 (5'132)

no sentido de D'(0,T).

Em resumo obtemos:

ye —y em H'(0,T;L*(Q)) N L*(0,T; Hy(Q)),



onde y € a solugao do problema (5.113), da limita¢ao em (5.129) segue que

y(T) — yl, yl € L2(Q).
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(5.133)

Agora, sejam ¢ € C'([0,T]) com ¢(0) = 0,¢(T) = 1 e s € H}(Q). Entao, multiplicando a

equagao (5.113), por ¢s e integrando em 2 x (0,7"), temos

T T T
/ /yes¢dacdt—/ /Ay€s¢dxdt—/ /uws¢dxdt,
0 Jo 0 Ja 0 Juw

integrando por partes a primeira integral, obtemos:

(0e(T), 8) 1200 — / (er )8/t + / (e, 5)) ot = / (e ).

Passando ao limite quando ¢ — 0, resulta

(y',s) — /OT(% s)¢'dt + /OT((y, s))odt = /OT(uxw, s)pdt.

Por outro lado, integrando de 0 a 7" em (5.132), conseguimos obter

(W(T),s) — /0 (y,s)¢'dt + /0 ((y, s))pdt = /0 (UXe, ) pdt.

Logo, de (5.134) e (5.135), temos

(', 8) = (Y(T),5).

Assim, como s € H}(Q2) é qualquer e H} () ¢ denso em L?(2), obtemos que

Portanto, por (5.133), vem que
ye = y(T) em L*(Q).

De (5.126) e do Teorema de Banach-Steinhaus, obtemos

y(T) = 0.

(5.134)

(5.135)

Provando assim, que a desigualdade de observabilidade do sistema (5.113) implica na contro-

labilidade nula desta mesma equacao.



Capitulo 6

Controlabilidade Interna da Equacao da

Onda Semilinear

Neste capitulo iremos, fazer a controlabilidade exata para equacao da onda semilinear
com controle localizado no interior do nosso dominio €2, onde o mesmo é um aberto limitado
do R™. Para isto utilizaremos outro método para o estudo da controlabilidade, nesse caso o

método onde é usado o Teorema do Ponto fixo de Shauder.

6.1 Formulacao do Problema

Seja € um dominio aberto limitado do R™ com fronteira I' de classe C?. Seja w C Q uma

vizinhanga da fronteira I'. Considere o seguinte problema:
y' = Ay + fy) = hxe em @,
y=0em X, (6.1)
y(0) =9, y'(0) =y' em Q.
Sendo f uma fungao localmente lipschitz.
A controlabilidade exata de (6.1) se formula da seguinte forma: Dado 7" > 0, tal que

para todo par de dados iniciais e finais {y°,y'}, {2°, 2'} € H}(Q) x L*(), exista um controle

h € L*(w x (0,T)), tal que, a solugao y = y(z,t) de (6.1), verifica
y(T) = 2, yf(T) = 2" (62)

Observagao 6.1. Claramente ao que aconteceu no problema linear, neste caso, o problema da

0

controlabilidade exata nao se reduz em considerar o caso 2° = z' =0, ou seja,

y(z, T,h) =0 ey (z,T,h) = 0.
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Pelo fato de y” — Ay + f(y) nao ser linear. Teremos que provar que todo dado inicial pode

ser dirigido ao dado final.

Suponha que f verifica a seguinte condi¢ao de crescimento no infinito,
F8)<CO+]sP), Vs eR, (6.3)

com,

p(n—2) <2, (6.4)

de maneira que (6.1) admita uma tnica solugao local que seja continua em H}(Q2) e de classe
C' a valores em L?*(2). Por outro lado, suponhamos que T" > Ty sendo Ty > 0 o tempo de
controlabilidade exata da equacao linear com f = 0. Buscamos portanto um resultado que
assegure que se a equacao linear é controlédvel entao a equagao semilinear também sera para
nao linearidade f em uma classe a determinar. Como mostrado anteriormente pelo Teorema

capitulo 4, se T' > Ty com

Ty = diametro de €, (6.5)
tem-se as estimativas:
T
16016 = © [ [ oot (0:6)
e
T
1610 = € [ 0P aact, (6.7
para a solucao da equagao linear homogénea
¢/,_A¢:Oem Qv
¢»=0em X, (6.8)

$(0) =¢°, ¢'(0) = ¢ em Q.

Tal como vimos no Teorema 2 do Capitulo 4, de (6.6) segue que a equagao da onda linear com

f=0em (6.1) é exatamente controlavel em H{(2) x L*(Q2) com controle em L?(w x (0,T)).

Vamos estudar a controlabilidade exata de (6.1) sobre as hipoteses de que se verifiquem
as estimativas (6.6) e (6.7). O problema de controlabilidade exata de equagoes nao lineares ja

tem sido abordado por diversos autores como ja foi mencionado na introducao deste trabalho.

Adotaremos um ponto de vista diferente. Desenvolvemos um método que proporciona

resultados de controlabilidade exata para alguma classe de fungoes nao lineares. Em Zuazua se
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introduziu um método de ponto de ponto fixo que proporciona resultados de controlabilidade

exata para nao linearidades f assintoticamente lineares, isto é,

fe L¥(R), (6.9)
3 lim @ (6.10)

Em seguida Zuazua introduziu um segundo esquema de ponto fixo pelo qual se demonstrou
a controlabilidade em uma classe de nao linearidade globalmente lipschitz. Ou seja, sem a
necessidade de supor (6.10). A desvantagem deste segundo método é que o controle construido
pertence a classe H¢(0,7T; L?*(w)) com € > 0 e nao a classe ideal L*(w x (0,7')) correspondente

a0 caso linear.

6.2 Descricao do Método do Ponto Fixo

Suponhamos que f € C'(R) e definimos a fungao

F) = 10)
ao=| s 70 (61)
£(0) , se s =0,

dado ¢ € L?(Q) qualquer, considere o sistema linearizado

y"' — Ay + g(§)y = hx. — f(0),
y=0, (6.2)

como f" € L>®(R), g(§) € L*(Q) e tem-se

lg@lle@=< 1 =@, V€ € L*(Q). (6.3)

Suponha que o sistema (6.2) seja exatamente controlavel no tempo 7' > Ty. Entdo, fixados

{y°, 9}, {20 2'} € H} () x L*(Q). Definimos o controle
h e L*w x (0,T)), (6.4)

proporcionado pelo método HUM. A solucdo y = y(z,t) de (6.2) associada a este controle h
satisfaz (6.2), ou seja,

y(x,T,h) =2°, ey/(x,T,h) = 2"
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Definimos portanto a aplicagao nao linear
N: LYQ) — L*(Q)
§— N(§) =y,

O problema da controlabilidade exata de (6.1) se reduz a obtengao de um ponto fixo do operador

(6.5)

N. Com efeito, se N(§) = £ = y,y = y(x,t) solucao de (6.2) satisfaz (6.1) e também por
construgao (6.2). Para demonstrar a existéncia de um ponto fixo de N, aplicaremos o Teorema
de Schauder. Recordemos o enunciado.

Teorema 6.1 (Teorema de Schauder). Seja X um espa¢o de Banach e N : X — X um
operador continuo e compacto. Suponhamos que exista C C X convexo, limitado, fechado e
nao vazio, tal que,

N(C) cC, (6.6)
entao, N possui ao menos um ponto firo em C, isto é:
3 z € C tal que N(z) = z. (6.7)
Observagao 6.2. A hipdtese (6.6) se verifica facilmente se
R = sup||N,||x < oc. (6.8)

zeX

Com efeito, basta escolher C'= Bg(0), a bola fechada de centro em zero e raio R em X, pois,

sey € N(O), entao eziste x € C, tal que, y = N(x), ou seja,

lyl[= IN ()] < Slel)I?HN(fv)IIX: R—=yeC.

E de se esperar que o problema que queremos resolver, (6.8) se verifique com X = L?(Q).
De fato, (6.3) assegura que g(§) esté uniformemente limitada em L*°(Q). Portanto, se o controle
h depende continuamente do potencial (em um sentido mais adiante), vocé tera uma familia
de controles uniformemente limitados. Finalmente, dado que os dados iniciais em (6.2) estdo
fixados e o potencial e controle uniformemente limitados, se tera a limitacao uniforme da solucao
em
C([0,T]; Hy () N CH([0, T; L*(%)), (6.9)
e em particular em H'(Q). Desta forma, vocé nao tera so (6.8) e (6.6), mas a compacidade de
N gragas a imersao compacta de H'(Q) C L*(Q).

No entanto, como veremos nesta secao, surgiram dificuldades técnicas importantes na
obtencao da limitagao uniforme do controle. Utilizando uma variante do método HUM, que
é trabalhar em um quadro funcional diferente para o caso linear, construiremos controles uni-

formemente limitados em H~¢(0,T; L*(w)) com € > 0 arbitrariamente pequeno.

Isto permitira concluir a controlabilidade exata de (6.1) com controles em H (0, T; L*(w)).
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6.3 Controlabilidade Interna da Equacao da Onda com Po-

tencial

Como observamos em (6.3) a equagao (6.2) ¢ da forma:
y' — Ay +V(x,t)y = hx, — f(0) em Q,
y=0em X, (6.1)
y(0) =y" y'(0)=y" em Q,

com V = V(x,t) € L>(Q). Fixados dados finais {2°, 2*} resolvemos o problema

2" — Az +V(x,t)z = —f(0) em Q,
2(T)=2° Z2/(T)=2z"emQ, (6.2)
z=0em X,
fazendo a mudanca de varidvel
p=y-=z (6.3)
a funcao p satisfaz,
p' = Ap+V(x,t)p = hx, em Q,
p=0emX, (6.4)
p(0) =4° = 2(0), p'(0) =y —='(0).
Se {z°, 2!} € H}(Q) N L?(Q), entéo

2 € O([0, T Hy () n CH([0, TT; L*(Q)). (6.5)

Portanto, mostrar a controlabilidade exata de (6.1) em Hg(£2) N L?*(2) com controle em L*(w x
(0,7)) é equivalente provar que toda solucao de (6.4) pode ser conduzida ao equilibrio no

instante 1.
Nosso objetivo portanto, se reduz ao estudo do sistema da forma
y'— Ay +V(z,t)y = hx, em @,
y=0em X, (6.6)
y(0) =4°, y'(0)=y' em Q,
temos o seguinte resultado.

Teorema 6.2. Seja Q um dominio limitado do R™ com fronteira I' de classe C?. Seja w C )

uma vizinhanga de I'. Suponhamos que V- =V (x,t) € L>(Q) e que

T > Ty = diametro de §).
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Entao, para cada par de dados iniciais
{v*.y'} € Hy(Q) x L*(9),
existe um controle h € L*(w x (0,T)), tal que, a solugao de (6.6) satisfaca
y(T) =y (T) =0, (6.7)

além disso, temos:

17| 22w 0,0 < CIHY" v iz )< 22(9)- (6.8)

Demonstracao: No que segue, provaremos que o método Hum sera bem aplicado para resolver

o problema de controlabilidade interna.

1° Etapa: Dado {¢°, ¢'} € D(Q) x D(Q) resolvemos o problema

¢ —Ap+ V(r,t)p =0em Q,
¢»=0em X, (6.9)
$(0) = ¢°, ¢'(0) = ¢' em Q,

em seguida.

2° Etapa: Com a solugao regular ¢ = ¢(z,t) de (6.9) resolvemos o problema.

w” - Ai/f =+ V(xu t)Q/J = _¢Xw €m Q?
W =0em Y, (6.10)

(1) =¢'(T) = 0.
6.4 O operador A
Com a solugdo ¢ = ¢(x,t) de (6.10) definimos a aplicacdo A por:
Me® o'} = {¥'(0), = (0)}. (6.1)

3° Etapa: Multiplicar ambos os lados de (6.9) por 9 solugao de (6.10) e integre em @, obtendo:

/OT/ngﬁ”@bdxdt—/OT/QAQS@Z)da:dt—I—/OT/QV(x,t)gb@/)da:dt:O. (6.2)

Analisaremos cada integral individualmente.

Analise da 1° integral:
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Note que,
(¢, 0) = (¢".¢) + (¢",¢),

/ ' [ oz | 0wt = / @y - / (i
= .00 - [

— (1), 9(T)) — (&/(0), $(0)) — / (&, )t

temos,

(¢, (0)) — / (&', '),

analisando agora essa integral de dentro, temos que

(6,¢') = (¢",4") + (¢, ¥"),

/OTW"”')C“ B / T“b’@”’)dt - / S0 it
gy
— (6(0),v'(0)) — /0 Ry

dai,

— ($(T), /(1))
(. 4(0)) /O (6,0 )dt,

substituindo esse resultado na 1 integral, temos:

[ [ovanii =~ w0+ @op+ [ @0ar (63)
Analise da 2° integral:
Note que,
/ /Aqﬂbdmdtiﬁe&l / /ngVz/)d dt+/ / —dzdt
—/ /quV@Ddxdtf:;Z/ /Az/)gbdxdt.
ou seja, C C

/ / Adppdrdt = / ' /Q Apdadt. (6.4)

Logo, substituindo (6.3) e (6.4) em (6.2) temos

— (¢, 9(0)) + (6°,9'( / / oy dwdt — / / Avdrdt + / / (z, t)dodadt = 0,
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ou ainda,
/0 /Q W — A+ V(a, 0] ddadt = (6,0(0)) — (6°,/(0)),

mas, sabemos que 10" — Ay + V(x,t)) = —dx, e Q@ = w U (N\w). Logo,

/0 /Q [—dxe] pdzdt = (¢',1(0)) — (6% ¢ (0)).

Portanto, segue que
/ [ (@pduit = (@,0/(0) = (! w(0), (6.5)

Definimos em D(2) x D(Q2) a semi - norma

"0} = | ' [ i (66)

Observacao 6.3. Note que a partir de (6.6) para obter uma norma necessitamos que a solu¢ao
¢ = ¢(x,t) de (6.9) seja zero em w x (0,T), entdo ¢ =0 em Q.

O Teorema de Holmgren 3.1 diz que eziste Ty = To(w), tal que, para todo T > Ty a unica
solu¢ao ¢ = ¢(x,t) de (6.9), tal que, =0 em w x (0,T) entdo, ¢ = 0 € identicamente nula
em Q. Em particular ¢° = ¢(0) =0 e ¢' = ¢’(0) = 0. Logo,

T
H{<Z507¢1}HF=0:>/0 /¢2dxdt:O:><b:O sobre w X (0,T) = ¢ =0 em Q.

Consequentemente, para T > Ty a forma quadrdtica em (6.6) € uma norma em D(2) x D(Q).
Considere F' sendo o complemento de D(€2) x D().

Observacao 6.4. A norma em (6.6) induz em (D(Q2) x D(Q)) x (D(Q2) x D(Q)) o sequinte

produto interno.

{6, 61 (€%, € ) r / / pedudr, (6.7)

onde & = &(x,t) € solugio de (6.9) correspondente ao dado inicial {£°,&'} € D(Q) x D(Q).

Note que, de (6.5) temos

/ ' [ arar = (6,0 (0) = (6" w(0)
— ({(0), —0(0)}, 16" &' )
— (A6, 61}, {8, 61},
pois
M, 61} = {0/(0), ~(0)}. (6.9)
Dai,
/ ' [ #tanae = (a(6 011 (60 (6.9)
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Da observagao (6.4) e de (6.9), segue que

(Me”,0'3,{8%.6'1) = ({¢", 6"}, {&". € Dr, (6.10)

pela desigualdade de Cauchy-Scharwz, obtemos

[(A{g”, 0"}, A" € NI [{" 6" IR IHE € Hlr- (6.11)
Seja D =D(Q2) x D(R2) e defina
B: DxD—R
onde ¢ = {¢°, ¢'}, € = {€°,¢'} e D = D(Q) x D(Q). Noite que B & bilinear continua, por
(6.11), pois
1B(6,6)lr= o, & rl< ol €]l -

Dai, temos a continuidade da forma bilinear definida por A em D(2) x D(f2). Seja F =
Hi(Q2) x L*(Q) o complemento de D(Q2) x D(2) com respeito a norma em (6.6). Com isso, a

forma bilinear
B({¢%,¢'}.{€",€'}) = (M{¢”, '} {€°. €'},
tem uma extensao por continuidade ao fecho de F.

Observacao 6.5. Continuaremos a representar a extensiao com a mesma notagao.
B:FxF—R,

onde,

B({¢" 0"}, {€",€"}) = (Me" 0"} {67, €'}) = ({¢°, 0 1. {" ' Dy
€ uma forma bilinear continua sobre o espaco F' a qual é coerciva e simétrica. Logo, pelo Lema
de Laz-Milgran, para cada {{', —°} em F', existe tinico {¢°, ¢'} € F, tal que,

(Mo 0148, €')) = (Muh, 91 A N prxr, V{E €} € R (6.12)

entao, para cada {Y*, —y°} € F', existe unico {¢°, ¢*} € F o qual € solugdo da equagao
Mo’ 0"} = {v', =%} em F, (6.13)
na qual ocorre por (6.12).

Note que A ¢é linear e por (6.13) segue que a aplicagdo A : F' — F’ sobrejetiva.

Mostremos agora que A é injetiva.
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Seja {6°, 61} € F tal que A{¢", ¢'} = {0,0} dai,

(Me” 0"} {¢",¢'}) = ({0,0},{¢", ¢ }),
ou seja,
T
/ /¢2dfdt:O:>¢:Oemw>< (0,7).
0 w

Como ¢ é solugao de (6.9) pelo Teorema de Holmgren 3.1 ¢ = 0 em @Q e portanto ¢(0) = ¢° =0 e

#'(0) = ¢* = 0. Logo, A ¢ injetora, pois ker A = {0,0}. Dali, conclui-se que A é um isomorfismo.

Vimos que por Lax-Milgran dado {y*,y°} € F’, existe tnico {¢°, ¢'} € F, tal que,
Me® o'y = {y', ="} (6.14)

De (6.14) e do fato que
Mg, 0"} = {¥'(0), =4 (0)},
tem-se que
$(0)=y",  ¥'(0)=y",
ou seja, ¥ é solugao de (6.10). Em (6.6) considere h = —¢ , onde ¢ é solugao de (6.9)

wx (0,7
por unicidade de solugoes da equacao da onda linear, temos que

P(x,t) = y(z,t) em Q,

entao,

Observagao 6.6. O Teorema de Holmgren assequra que dado um subconjunto aberto w C €2,
existe Ty = To(w), tal que, se T > Ty e ¢ =0 em w x (0,T) entdo ¢ = 0 em Q, onde ¢ ¢
solucao do problema

" —Ap+V(z,t)p =0 em Q,

p=0em,

¢(0) =¢% ¢'(0) = ¢! em Q.

Proposicao 6.1. Suponhamos que se verifique as hipdteses do Teorema 6.2. Entao, existe uma

constante C' > 0 tal que se tem

T
6Py 6" Py oy < C / / 6P dadt. (6.15)
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Demonstragao: Sabemos que (6.15) se verifica se V' = 0. Procedemos, portanto por um

método perturbativo. Escrevemos,

¢ =0+,
onde,
0" — A =0em Q,
0 =0em X, (6.16)
6(0) = ¢°, 0'(0) = ¢! em Q,
e

n'—An=-V¢emQ,

n(0) =n'(0) = 0.

Como T > Ty = diametro de €2, tem-se que vale

60210 2 <0/LﬂmMﬁ

pois se trata de um problema linear em 6, e va vimos que vale a desigualdade para este. Mais

ainda temos que

T
T
10 oy <€ [ [i0Paaae < [ [ ioPeinf dode. (015)
0 w v

Note que basta provar que

T
Il C [ [ lofdsi (6.19)

/ /\n| dzdt < c/ /|¢>| dxdt.

Provaremos por absurdo. Se (6.19) néo se verifica, entao existe uma sequéncia {¢, } de solugoes

ou seja, que

de (6.9) correspondentes a dados iniciais {#?, ¢l 1}, tal que,

T
/ /|¢n\2dxdt — 0, (6.20)
0 w

enquanto que a sequéncia {n,} de solugoes de (6.17) verifica
|70l L2(@)= 1. (6.21)

Combinando (6.18), (6.20) e (6.21). Deduzimos que,

|6°[F2)+ 0" 171 < C.
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Logo,
{2, ¢1) ¢ limitada em L?(Q) x H™ ()

¢ portanto,

{¢} limitada em L*(Q),

devido as estimativas a priori da equacao da onda. Estimativas classicas da equacao da onda

(6.17) assegura também que

{n,} & limitada em H'(Q),

e portanto,

{n.} é relativamente compacta em L?*(Q).

Extraindo, uma subsequéncia adequada e passando o limite, obtemos:

¢ — ¢ em L*(Q),
onde ¢ = ¢(z,t) é uma solugao fraca de (6.9) tal que
¢ =0em w x (0,T), (6.22)
devido a definicao de A. Por outra lado,
Na — 1 em L*(Q),
donde n = n(z,t) é uma solucao de (6.17) com

I7llz2@)= 1, (6.23)

o resultado de continuagao tnica de A. Ruiz em [39], assegura que a solugdo de (6.9) que
verifica (6.22) é identicamente nula em (. Mas, se ¢ = 0, por unicidade de solugao de (6.17),
deduzimos que n = 0, o que contradiz (6.23). Desta forma, a demonstracao da proposigao (6.1)

fica concluida.

Teorema 6.3. Seja Q) um dominio limitado do R™ com fronteira T’ de classe C?. Seja 2° € R”,

w uma vizinhanga de T'(x°) em Q e T > 2||x—2a°|| = (q). Suponhamos que f verifica as condi¢oes
e L*(R), (6.24)

Existe lim fs) < 00, (6.25)

s—oo S
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Entao, para cada par de dados iniciais e finais {y°,y*}, {2°, 2t} € H)(Q2) x L*(Q), existe um
controle h € L*(w x (0,T)), tal que, a solugio de (6.1),

u — Au+ f(u) = hx, em @
u=0emX (6.26)
u(0) =y°, W(0)=y' emQ,

verifica (6.2),
u(T) =2° o(T) =z (6.27)
Demonstracao: A demonstracao se procede em duas etapas.

Etapa 1. Suponhamos que f(s) = as, Va € R. Logo, se trata portanto de um problema

linear.
Aplicando o Método Hum resolvemos o problema
¢" —Ap+ap=0emQ,
$(0) = ¢°, ¢'(0) = ¢' em ,

em seguida,

V' = A+ ap = —¢gx, em Q,

=0em %, (6.29)
W(T) =4'(T) =0

Definimos o operador
Aa{9”, 0"} = {¥/(0), —¥(0)}, (6.30)

que verifica, .,
(A6, &'}, {80, 61}) = / / o[ dudt. (6.31)
A controlabilidade exata de (6.1) em H](2) x L*(Q) com controles em L?(w x (0,T)) sera uma
consequéncia de: .
40 iy Ca | [ oot (6.32)
A Proposicao 6.1 proporciona a estimativa quando w é uma vizinhanca de toda fronteira T’

Porém, nesse caso particular em que o potencial é constante se tem (6.32) se w é uma vizinhanga

de T(z0).

Com efeito, procedemos da mesma forma da demonstracao da Proposicao 6.1, e deduzimos

que

T
6By 6By < C / / 62t + Cllnll2s 0, (6.33)
0 w
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sendo n = n(x,t) a solugao de

N —An=—a¢ em Q,

=0em X, (6.34)
n(0) =7'(0) =0,
ou seja, nos restando provar que
T
171l 2 < C/O /wlqb\dedt, (6.35)

que é mostrado por absurdo, como na proposi¢ao anterior. Vimos que se (6.35) ndo se cumpre,

se obtem uma solugao de (6.28) tal que
p=0emw x (0,7), (6.36)
e de forma que a solucao n associada satisfaca

7l z2@)= 1. (6.37)

Pelo Teorema de Holmgren, garantimos que a solu¢ao de (6.28) é identicamente nula em ().

Assim fica assegurado a desigualdade desejada.

Etapa 2. No caso geral fixamos um estado final {2°, 2!} € H}(Q) x L*(Q) arbitrario. Resolve-

mos
¢" —Ap+ f(¢) =0em Q,
¢»=0em X, (6.38)
$(0) = ¢° ¢'(0) =o' em Q,

e em seguida,

y' — Ay + f(y) = —dxw em Q,
y(0) = 2% 4/(0) = 2! em Q.

Definimos o operador linear,
p LA(Q) x HYQ) — L*(Q) x HY(Q),

tal que,
1{6°,¢'} = {y'(0), —y(0)}.

O problema se reduz a provar que

p{e”, o'} = {y", ="}, (6.40)



admite uma solugao {¢°, ¢*} € L*(Q) x H~1(Q), para cada {y°,y'} € H}(Q) x L*(Q).

Decompondo a solugao y de (6.39) da seguinte forma:
y=v7+z+mn,
sendo 7, z e 1) solugoes respectivas dos seguintes problemas:

V' = Ay +ay = —¢x, em Q,
Y(T) =~'(T) =0,
v=0em X,

2" — Az+az=0em Q,
2(T)=2° Z(T)=2z2' emQ,

z=0em X,

n' —An+an=—f(y) +ayem Q,
n(T) =n'(T) =0, em Q
n=0em X.

O operador p pode se escrever entao da seguinte maneira:
{6 ¢} = {7 (0), =7(0)} + {£'(0), =2(0)} + {#/(0), —n(0)}
= Na{0" 0"} + {2(0), —2(0)} + G{", 0"},
onde,
G{¢°,¢'} = {1/(0), =n(0)}.

Da etapa 1, se deduz que
Ay i LA(Q) x H Q) — L*(Q) x Hy(),

é um isomorfismo.
Da equagao (6.44), temos que
Aa{d®, 0"} = 1{8°, 0"} — {2'(0), —2(0)} — G{¢’, 0"}
= {¥/(0), —y(0)} — {='(0), —2(0)} — G{¢", '}
={y' —2(0),2(0) =y} — G{¢", 0" }.

Aplicando o inverso de A,, obtemos:

{0", 0"} = A Hy" = 2(0),2(0) — "} = A {e", 0"}
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(6.41)

(6.42)

(6.43)

(6.44)
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A expressao acima, nos motiva a definir o seguinte operador:
K: L*(Q)x HYQ) — L*(Q) x H1(Q)
{¢° 0"} — K{¢% o'} = AJHy' = 2(0),2(0) — y°} — AJ'G{¢", ¢'}.

Portanto, o problema se reduz a provar a existéncia de um ponto fixo do operador K. Para

isso, usaremos o Teorema de Schauder.
Precisamos mostrar que o operador K é compacto. Observe que basta mostrar que,
G: B.(0,0) C L*(Q) x H () — L*(Q2) x H} ()
{¢°.0'}  +— G{¢" o'} ={n'(0),—n(0)},
¢ um operador continuo e compacto. Onde B, é a bola de centro em {0,0} e raio r.

Multiplicando a equagao (6.39); por ¢’ e integrando em (2 temos,

/ "y dx — /Ayy'dx—l—/f(y)y'dx:—/qﬁxwy'dx
Q Q Q

usando o Teorema de Green 1.9, obtemos

1 d

5 | glrs s [ Sywyass [ - [ o
2 Jqdt Q Q w

1 d 1
5/ ly ]d + = /dt]Vy]d:E— /f ydw—/¢yd:c

isolando a derivada, obtemos

o5 [ weworya) = [ e [ ovas

ou ainda,

isto é,
- [ ftods - [ o (6.45)
Q w
com,
E(t) = %/Q (ly/'P+|Vy[?) da. (6.46)
De (6.46), temos
E(T) = 0. (6.47)

Vamos agora, conseguir uma limitagao para a derivada da energia, para isso calculamos:

/ka/mmw:/wwm-/wm 615

() + Cl{8", &' Hlr2@yxm-19):




[ swas] < [t < 5 [15@Pde+ 5 [ yPas
Q

< E(t) + O/Q|f<y)|2das =E(t) + Cllf W)l 2@

De (6.45), (6.48) e (6.49) temos,

d
7 < 2E(t) + CI{¢", &' a1 @ +CIF )72

de (6.24) e (6.25), temos que
[f(y)|< Clsl’, Vs €R,

como p(n — 2) < n, tem-se
£ = [ 170)Pde < C [ [yP7d = )< Cllllye
pois, H}(2) — L?(Q) para p(n — 2) < n. Desde que,
1 1
E t —— /112 - 2
(1) = 21y I*+3

dai, temos ainda que

SllP< B() = lyll< ValE@)>

Logo,
lyllP< (V2)P[E@)P? = CIE(®)],

substituindo (6.51) em (6.50) temos que
1f W< CLE@F.

d
E substituindo a ultima igualdade na expressao da %E (t), obtemos:

S B(t) < 0 {BO) + [BOF + 6" 60 -

Aplicando Gronwall nesta tultima desigualdade, temos

T
c | [E(s)Ptds
E(t) < C|{¢", ¢1}Hi2(Q)><H*1(Q)(T —1)e“T Ve /t :
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(6.49)

(6.50)

(6.51)

(6.52)

(6.53)

(6.54)

Desta desigualdade, se conclui que se r > 0 ¢ suficientemente pequeno e {¢°, ¢'} € B,(0,0),

entao E(t) € L*(0,T) e se tem a estimativa,

E(t) < CI{¢°, &' Hiiz@xm-1@) Yt €(0,T),

(6.55)
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para alguma constante C' = C(r) > 0. De (6.55) segue que se {¢°, ¢'} € B,.(0,0), que
y esta limitada uniformemente em L>(0,T; H;(9)), (6.56)
e como p(n — 2) < n, segue por Brezis e Cazenave [4] (Ver Lema A.3.12)) que,
f(y) esté uniformemente limitada em L*(0,7; H(2)), (6.57)

para algum € > 0 que depende unicamente de p'.

De fato, queremos justificar que f(y) ¢ limitada em L>°(0,7; H(Q2)). Mas por L. A.

Medeiros [19] pg. 96 Proposi¢ao 2.6.7 e Lema A.3.12 Brezis e Cazenave [4], obtemos

1/ (y(£)]

me@ < WO ayo= V@)= [ GO)NIVy@O)]< Ky Ply@)ll.
Combinando (6.56) e resultados cléassicos de regularidade para equagao de ondas se deduz que,
n & uniformemente limitada em L>°(0,7; H'*¢(Q)) N Wh(0,T; H ()). (6.58)

Em particular G(B,(0,0)) é um conjunto limitado de H¢(Q2) x H'*¢(Q) e portanto G(B,(0,0))
¢ relativamente compacto em L*(Q2) x HJ(€2). Assim, como G é compacto entao, segue que K

também sera compacto. Logo, a compacidade de K fica demonstrada.

Mostraremos agora que existe M > 0 tal que,

IK{°, &' Hlzz@xu-1< M, ¥{¢", ¢} € B,(0,0),
com,
1{¢°, &' H r2(@)x 1)< M,
Sabemos que
K{¢O7 ¢1} = Agl{yl> _yo} - A;l{z/(()), —Z(O)} - AglG{¢o> ¢1}7
dai,
HK{¢07¢1}||L2(Q)XH*1(Q)§ ||A;1||||{y1—2/(0)7Z(O)—yo}HH&(Q)xL2(Q)+||A;1||||G{¢07¢1}||L2(Q)xH3(Q)-
Mas, note que

1G{8%, 6" Ml r2@yxmi ) < CNFW)lzrorie2 @) < CllYIP L o.miz2@)

2
< CH?J”poo(o,T;mp(Q))S C[E(t)]lz/oo(o,:r)u

Lembre que H(Q) = {u = v|q;v € HS(R™)} onde H¢(R") = {u € S"(R"™); (1 + ||=||°)*/?a € L*(R™)} e onde
@ ¢ a transformada de Fourier de u. Como resultado de imersao temos que H(Q) — H¢(Q) para 0 < e < 1.
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pois, temos

P
Y1700 (0.7 L20 = | SUP €58 [y(t)|r2n()| -
(0.T5L27(02))
0<t<T

Mostramos anteriormente que, |y(t)|20q)|< 2[E(t )]}/2. Dai,

sup ess |y(t)|sz(m]p < [sup ess (2E(t))1/2r = (V2) { sup ess E(t)rﬂ,

0<t<T 0<t<T 0<t<T
ou seja,
2
Y115 0.7,y < CUE @2 0.1
Portanto, temos a estimativa,
2
1G{6°, 8" Hl 2y @< CIHEDITE o 1, (6.59)

no qual, combinando com (6.56) temos a estimativa

1G46°, 6" Hl 2oz < CIHS% 6 a1 (6.60)

pois,

p/2
E®)|? /i sup esskE(t
L®(0,T) —

0<t<T

1 p/2
= < sup ess— \y \Lz —Hy“iﬂ(m)
0<t<T 2 ’

6.56

N p/2
< C| sup ess— ]y ’L2(Q
0<t<T

= Clly’ Iz 0.7,L2(00)
< OOH{(bO 925 }”Lz(g)xH Q)
sendo,
V= HA;1HL(LQ(Q)XH(%(Q),L%Q)XH—l(Q))- (6.61)
De (6.59) e (6.60), segue que,

IK{6%, " Mz < I{y" = 2(0), 2(0) = 4}l <22 +7Col{0°, 0 Himi <2 @)
1
< §||{¢0,¢1}||Hg(ﬂ)xL2(Q)+C,
(6.62)
onde C' depende apenas de {y°,y'}, {2 2'}. Tomando M > 2¢ > 0, temos de (6.61) e (6.62)
que,
1

1 1
IK{¢°, 0" -1 (012 < —||{<b0 Ma@xrzytsM < M+ M =M.
2 2 2

Aplicando o Teorema de Schauder 6.1, temos que o operador K possui um ponto fixo, ou seja

K{¢" ¢'} = {¢°,¢'}, (6.63)
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como queriamos mostrar. Mas de (6.63) e da definigao de K, temos:

{0 0"} = —ALIG{e", 0"} + ALy = 2(0),2(0) — 4"},

isto é,
{¢° 0"} = =AJ'G{°, 0"} + ATHY , ="} — AZH{Z(0), —2(0)}.

Aplicando A, temos:

Aofd" 0} = —G{¢", 0"} + {y', ="} — {£'(0), —2(0)},

dai,
{y', ="} = {¢'(0), =(0)} + {n/'(0), =n(0)} + {£'(0), —2(0)},
e por (6.44),
{0 0"} = G{¢", 0"} + Aaf{d’, '} + {'(0), —2(0)},
por isso,

:u{¢07 qbl} = {yla —?/0}7
provando o resultado desejado. Para concluir a demonstracao do Teorema 6.3, usando a

definicao de p,
1{¢%, ¢} = {y'(0), —y(0)},
e da ultima igualdade encontrada acima, obtemos

y(0)=v° y(0)=y" (6.64)

Portanto, tomando h = —¢yx,, em (6.26), temos que tal problema tem unica solugao u, dai,

u =y, onde y é solucao de (6.39). Logo, pela unicidade de solugoes, concluimos que
uw(T) =2° u(T)==2' VT >T,

como queriamos provar.



Apéndice A
Prolongamento das solucoes aproximadas

No que segue, apresentaremos algumas defini¢oes e resultados que usamos na dissertacao.

Alguns destes resultados serao demonstrados.

A.1 Teorema de Carathéodory

Nesta se¢ao enunciaremos o Teorema de Carathéodory 77 que sera utilizado no Capitulo
2. O teorema fornece a existéncia de solugao para um problema de Cauchy em um intervalo
[0,t,], para cada m € N.
Seja © C R™*! um conjunto aberto cujos elementos sao denotados por (¢,z), onde t € R, z € R"

e seja f: 2 — R™ uma funcao.
Consideremos o problema de valor inicial

2'(t) = f(t,z(t)),

{E(to) = X9

(A.1)

Dizemos que f : Q2 — R" satisfaz as condi¢oes do Teorema de Carathéodory A.1 sobre 2 se:

1. f(t,x) é mensuravel em ¢ para cada z fixo
2. f(t,x) é continua em = para cada t fixo
3. Para cada compacto K C 2, existe uma fungao real mg(t), integravel, tal que

||f(t,$)||Rn < mK(t),‘v’(t,x) €K

Teorema A.1 (Teorema de Carathéodory). Seja f : Q@ — R" satisfazendo as condigoes de
Carathéodory sobre ). Entao, existe uma solugao x(t) de (A.1) sobre algum intervalo |t —to| <

B, onde > 0 € uma constante positiva.
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Observagao A.1. A demostracio desse teorema serd feita quando f estiver definida em R :
[t —to]| <aem|zx—¢ <D

Demonstragao: A prova do teorema sera obtida por limites de solugoes aproximadas. Vamos
construir a solu¢ao para t > tj, e a construgao no caso de t < t; ¢ anéaloga. Defina M (t) da

seguinte forma:

M(t) =0, set <t (A.2)
M(t) = /ttm(s)ds, se t € [to,to + al. (A.3)

Note que M ¢é continua, nao-decrescente e M (ty) = 0. Por continuidade de M existe § > 0
tal que (t,xo + M(t)) € R, para algum intervalo to < t < to + 3 < t + a, onde § é uma
constante positiva. Escolhendo § para que isto seja verdade, definiremos a sequéncia de solugoes

aproximadas como:

uo, seto <t <to+5
u;j(t) = -2 8 (A.4)
uo—f—/ f(s,u;(s))ds, seto+— <t <ty+p.
t J

0

Temos que u; esta definida em ty < t < ty + 3, para qualquer constante £&. Fixemos 7 € N

s

qualquer. Dai, a primeira formula de (A.4) define u; no intervalo to <t <ty + —.
J

Sendo (t,£) € R para ty <t <ty+ é , a segunda formula de (A.4) define u; como uma fungao
J

B

2
continua no intervalo to + = <t <ty + —. Por outro lado, desde que |f(t,z)| < mg e pela

definicao de M, obtemos

o< (e-5), (A.5)

J

k
Suponha que u; esta definida para ¢y <t < to—l——,ﬁ paral < k < j. Entao, a segunda férmula de

(k

, sendo apenas necessario o integrando

kf (k+1)p

mensuravel no intervalo tg <t < tg+ —6 Temos também que em to+ — <t <tg+

k
(A.4) define u; para o intervalo to—i-—,ﬁ <t <tyt+
J

b

J
a fungdo wu; satisfaz a desigualdade (A.5), devido a |f(t,z)| < mg e pela definigdo de M.

Portanto, todas as u; sao definidas como fungoes continuas em ¢, <t < ¢, + 3, satisfazendo

u](t)—gemtogtgto—i-g

|uj(t)—§|§M(t—§> emto+§<t§t0+ﬁ (A.6)

Seja N = {uj iy > jo}. Mostraremos que N satisfaz as hipoteses do teorema de Ascoli-Arzela.

Sendo M continua no intervalo [tg,tg + (], segue que M é uniformemente continua. De fato,
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dado € > 0, existe § > 0 tal que para [t; — t5] < 0

i (t) — uy(ts)] < ‘M (t1 - ?) M <t2 - ﬁ) ’ .

Pela desigualdade triangular
|uj(t1) —uj(t2)| < Mty — ta].

Tomando § = obtemos

i
|uj(t1) — u;(t2)] < e,

mostrando que (u;)jeny € uniformemente equicontinua em [tg,ty + §]. Por outro lado, dado

t € 1,, tem-se que (u;);en € uniformemente limitada, pois m é integravel.

Entéo, pelo teorema de Ascoli-Arzela ver (A.9), existe uma subsequéncia de (u;);en, que ainda

denotaremos por (u;) ey tal que
u; — w uniformemente em [to, to + 5.

Como f ¢é continua em z, fixado ¢, temos que f(t,u;(t)) — f(t,u(t)) quando j — co. Além
disso, |f(t,u;(t))] < m. Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue ver (A.8),

temos
t

lim [ f(s,u(s))ds = /t f(s,u(s))ds,Vt € [ty to + O]

Jj—00 to

Entao, vamos escrever
t t
w) v+ [ flouy(sDds = [ fls.ui(s)ds.
to t—7
Passando ao limite quando j — oo, a tltima integral se anula e assim

t
u(t) = ug +/ f(s,u(s))ds.
to
mostrando o resultado. ]

Teorema A.2 (Teorema do prolongamento). Seja 2 = [O,T} X B comT >0, B= {x €
R"; ||lz|| < b}, onde b > 0 € uma constante positiva e || - | a norma euclidiana do R™. Suponha
que f € uma fungao que satisfaz as duas primeiras condi¢oes do teorema de Caratheodory e que

exista uma fungao m(t) integravel tal que
|f(t,x)] <m(t),m(t) € L(0,T), para todo (x,t) € Q.

Seja x(t) uma solugao de (A.1) e suponha que x(t) estd definida em I, satisfazendo |x(t)| < M,
M independente de I e M < b para todo t € I. Entdo x(t) pode ser prolongada a todo intervalo
[0, 7]
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Demonstragao. Ver Coddington-Levinson [5]. O

cont

Teorema A.3 (Aubin-Lions). Sejam X, B e Y espacos de Banach com X Ry s R Y, X
e Y reflexivos. Seja 1 < pg,p1 < 0o, e W o espaco

W ={ue L™0,T, By);u' € L}(0,T, B,)}
munido da norma ||ullw = ||ul|zro0,7,80) + ||UllLr1(0.1,8,)- Entdo, W € um espago de Banach, e
a imersao W em L*(0,T, B) é compacta.
Demonstracao: Para prova ver Lions [34] ou Temam [29]. n

Observagao A.2. Uma consequéncia do Teorema de Aubin-lions A.3 € que se (Up)nen € uma
sequéncia limitada em L*(0,T, By) tal que (u))nen € uma sequéncia limitada em LP(0,T, By)
para algum p > 1. Entao (uy)nen € limitada em W, isto €, existe uma subsequéncia de (uy)nen

que converge forte em L*(0,T, B).

Corolario A.1 (Lema de Lions). Seja (u,) uma sequéncia de fun¢oes mensurdveis, limitada
em L1(Q), 1 < g < 0o e converge para u quase sempre em §). Entao,

(1) up, — u (forte) em LP(§2) para todo 1 < p < o0;

(17) u, — w (fraco) em LI(S2).

Demonstragao. Ver L.A.Medeiros [19] ou Lions [34]. O

Teorema A.4 (Agmon-Douglis-Niremberg). Suponha que Q é um aberto de classe C? com
fronteira T' limitada. Seja 1 < p < 0o. Entdo, para todo f € LP(R2), eziste uma unica solu¢ao
do problema

—Au+u=f em

Além disso, se Q € de classe C™"2 e se f € W™P(Q), m € N, entdo

u € W) e [[ulwnsaae) < Cllullwnso.

Demonstragao: Ver Brezis [3]. n

Teorema A.5 (Lax-Milgran). Seja a(u,v) uma forma bilinear, continua e coerciva. Entao,

para todo f € H'(espago dual de H) existe inico u € H tal que

a(u,v) = (f,v),Yv € H.

Demonstragao: Ver Brezis [3]. n

Teorema A.6 (Gauss-Green). Se u € C*(Q), entdo

/umidm:/ w'dy; (i=1,2,...,m)
Q o0
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Demonstragao: Ver M. Milla Miranda e L.A. Medeiros [22]. n

Proposicao A.1. Seja (f,) uma sequéncia em X'. Entao,

i) Se f, = f & se, e somente se, f,x) — (f,z),Vr € X.
ii) Se f, = f, entdo || f.|| ¢ imitada e || f| < liminf | f,]|.

Demonstragao. Ver Brezis [3]. O

Teorema A.7. seja (f,) uma sequéncia em LP(Q) e f € LP(Q) tal que || f,, — f|l, = 0. Entdo,

existe uma subsequéncia (f,,) e uma funcio h € LP(2) tal que

(@) fri(z) = f(2)
(b) | fun.(z)| < h(x),Vk € N, quase sempre em )
Demonstragao: Ver Brezis [3]. u

Teorema A.8 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja (f,,) uma sequéncia de fungoes

em LY(Q) que satisfaz as condigoes:

1. fu(z) — f(x) quase sempre em §;

2. Eziste uma funcio g € LY(Q) tal que para todo k € N, |f,(z)| < g(z) quase sempre em
Q). Entao,

feL Q) ellfo— fllL@ — 0.
Demonstragao: Ver Brezis [3]. n

Lema A.1 (Lema de Fatou). Seja (f,) uma sequéncia de fungoes em L'(Q) que satisfaz as

condigoes
1. para todo n, f,(x) >0 quase sempre em €;

2. sup/ fndr < 0.
n Ja

Para quase todo x € 2, considere f(x) = liminf f,(z)dx < co. Entao,
n—oo

ferl(Q)e /Q f < liminf /Q frdz.

Demonstragao: Ver Brezis [3]. n

Proposicao A.2. O espago LP(0,T,X) é denso em D'(0,T,X).

Demonstracao: Ver Brezis-Cazenave [4]. n

Observagao A.3. C(K) denota o espago das fungoes continuas sobre espagos métricos com-

pactos K com valores em R e L(X,Y) o conjunto das aplicagoes lineares de X em Y.
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Teorema A.9 (Ascoli-Arzela). Seja K um espago métrico compacto e H um subconjunto

limitado de C(K). Suponha que H € uniformemente continuo, isto é,
Ve > 0,30 > 0 tal que d(z,y) <6 = |f(z) — f(y)| <e,VfeH

Entao, o fecho de H € compacto.

Demonstragao: Ver Brezis [3]. n

Teorema A.10 (Hille). Sejam X,Y espacos de Banach, A € L(X,Y) e f € L'(I,X), onde I
¢ um intervalo da reta. Entao, Af € LY (1,Y) e

A( [ 19s) = [eans

Demonstragao: Ver Brezis-Cazenave [4]. n

A.2 Existéncia de solucao para o Problema Aproximado
(2.1)

Voltemos agora ao nosso problema. Fazendo v = w; e substituindo ¢,,(¢) no problema

aproximado da equacao da onda, obtemos

(Z G (D)0, wj> + ( (Z Gim (Wi, wj>> = (f(t),w).
i=1 i=1
Como,
( <Z Gim (t)w;, wj> ) = Z A (Gim (D) w31, w;),
temos - -
Ihn(®) + Xigim () = (F(t),wy), j=1,---,m,
o qual é um sistema de m equacgoes diferenciais ordinarias de segunda ordem com coeficientes

constantes \;, onde,
m m

0 0 1
Oy = E (G wi)w; e E (P wi)wy,
i=1 i=1
Podemos escrever nosso problema aproximado por

> G0 w0) + D g, w)) = (F(2), w) (A7)
=1 j=1
e sabendo que gjm(0) = @jm,j =1,...,me ¢5,(0) = Bjm,j = 1,...,m, pois,

L ¢Om = Z aim(t)wj - ¢m<0) = Zgjm(o)wj
j=1 Jj=1
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ou seja,

a]m g]m =0= Ajm = gjm(0)7
7j=1
e7
* Pim = Z Bim(t)w; = ¢,,(0) = Zg;mm)wja
j=1 =1
ou seja,
Z(ﬁjm gjm( )) j = 0 = Bjm = g;m(o)
j=1

Podemos escrever (A.7), da forma

(wy,wy) -+ (Wi, we) Gim(t)
+
A 7 (1)

((wr,wi)) - ((wi, w)) Gim(?) (f(t),w1)

(wmsw1)) = (Wi W) Gmm (t) (f(t), wm)

AN

B Zm(t)
Definimos
Gim(t)
Z! (1) :
G (1)
logo, ) )
glm(o) A1m
Zm(0) = : = = Zom
L gmm(O) ] | Omm ]
Z! (0) : = : = Zim
| g;nm(o) | | /Bmm |

Como {w;} é ortonormal em L?(2), temos que A = I,,,. Logo, podemos escrever:

Z" () + B.Zm(t) = Fyn(t)
Zm(0) = Zim
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Definindo Y;,1(t) = Z,,(t), Yima(t) = Z! (1) e

Yo (t
Y,.(f) = 1(t)
Yina(t)
De (A.8) temos,
Z' (t Z' (t
v | 0] (1)
Zm(t) F(t) = BZm(t)
ou seja,
0 I Y, (t 0
V() = ar
-B 0 Y2 (t) F(t)
D Yon (1) G (1)

Logo, encontrar solugao para (A.8) é equivalente a resolver o seguinte sistema:

Y (t) = DY, (t) + G(2),
Y, (0) = Yo,.

Vamos mostrar que (A.9) satisfaz as condi¢bes do Teorema de Caratheodory A.1. Seja,
D ={(t,z) € R** L t|< t, ||z — z0]|< b},

como b > 0, xg = Yy,,. Defina,

h: D— R*™
(t,x) — h(t,x) = Dx + G, (1),

onde x = Y,,,().

1. Para cada z fixo, tem-se que h(t,z) é mensuravel, pois Dx é constante e G,,(t) ¢ mensu-

ravel, ja que f € L*(0,T, L*(Q))

2. Para cada t fixo, tem-se que h(z,t) é continua, pois Dz é continua e G,,(t) é constante,

logo continua.

3. Para cada compacto K C D, vamos mostrar que existe uma funcao integravel my(t) tal
que

|h(t, )| < mg(t), Y(t,x) e K
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temos,
|h(t, )| < |D|+|Gm (8)[< (| D] [2]+| G (t)]
< DY)+ Y1 (E),wy)
j=1
< | DI Y () [Hml f ()
< ID[L[[Ym (t) = Yom |+ [Yoml] +m|f(£)[?
< ID)-b + [Yoml] +ml£(t)]?
Note que,

/OT|mk(t)|dt _ /OT [HDH[b+ Yom] + m|f(t)]2] dt

T
= CT+m/ |f(t)[dt < Crp
0

Assim, pelo Teorema de Caratheodory existe uma solucao Y;,(t) em algum intervalo [0, t,,), 0 <
tm < T, e portanto o sistema aproximado possui uma solu¢ao u,,(t) € [0,t,),0 < t, <T. O

Teorema do prologamento permite prolongar esta solugao ao intervalo [0,7], V7T > 0.



Apéndice B
Regularidade da solucao forte

Nesta apéndice, mostraremos a regularidade da solucao forte da equagao da onda. Para

isso note que a solucao forte ¢ é o limite fraco de uma sequéncia de aproximacoes da forma

O (,1) = Z gi(H)w; (), (B.1)

onde os ¢;(t),1 <i < m, s@o solugoes do sistema de equagoes diferenciais ordinarias
(g7 (1), v) + Ajg; () = (fywy), 1<j<m. (B.2)
com as condigoes iniciais
9;(0) = (¢, w;) e g;(0) = (¢, wy). (B.3)

Aplicaremos agora o método de variagao das constantes de Lagrange, ver Kormonik [12]. A

solugao geral da equagdo homogénea associada a (B.2) é da forma:

1
gin(t) = (¢°, w;) cos /At + ﬁ(gbl, wj)seny/Ajt.
Calculando o Wronskiano W, obtemos

gj1(t) go;(%) cos \/Ajt seny/Ajt

g (t) gja(t) —/Ajtseny/Ajt — \/Ajtcos /At
= At cos? VAt + \/AjtsenZ\/Ajt = /Ajt.
Assim, temos uma solugao particular de (B.2), é da forma

tseny /it cos /s — cos \/Nitseny/\;s
i) = [ TR SOV IRANIR 5

yw;)ds

s

J

1

VA

/0 (f(s), w;)sen\/\j(t — s)ds.
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Portanto, a solugao de (B.2) com dados iniciais (B.3) ¢ dada por

g;(t) = gin(t) + gjp(t)

&, w;) cos /AL + %w, w;)seny/Nt

1 t
+ \/m o (f(8)7 wj)sen\/m(t - S)dS

para 1 < j < m. Logo, substituindo em (B.1), a solugao aproximada é dada por

m

Om(z,t) = Z 0 w;) cos /Nt + ——— \/_ (¢, w;i)senr/ At + \/_/ wj)senm(t—s)ds w;(x).

i=1
Encontrada explicitamente, a expressao da solu¢ao aproximada, passemos a provar a regulari-

dade da solucao forte.
o ¢ € CO[0,T]; Hy () N H?(Q)).
Mostremos que (¢, )men € uma sequéncia de Cauchy em C°([0,T]; H} (2) N H%(R)).

De fato, tomando m,n € N com m > n, temos

2 2

16m() = ba D@m= || D sit)wilx) =1 > gi(t)Awi(x)
i=n+1 HOI(Q)QHZ(Q) i=n+1

Sendo —Aw; = Mw; e {w;}; uma base ortonormal em L?*(f2), pelo Teorema de Pitagoras,

obtemos:
[om(t) — qbn(t)H%Ié(Q)mH?(Q): Z i () Aw;(x Z lg; ()N
1=n+1 i=n+1

Vamos analisar o tltimo termo da igualdade anterior, com efeito:

9:(OA = (6" )

\/_ s),w;)seny/ At (t — s)ds‘

vl ) ‘
Aplicando a desigualdade (a + b)? < 2a* + 2b* duas vezes, obtemos:

12(/:

Como {w;}; ¢ uma base ortonormal em L*((2), entao {%} é ortonormal em H}(Q) N H?(Q),

i

r¢ "
( (6", w;) cos\/_|+

s), w;)seny/\;t(t — s)ds

)2

¢_

< (’(¢ w; ) A+

N

Ai

S(ON]P< 400, wi) P +4 i
|gi(E) ] "< 4[(d7, wi) Ai x

(f(s), wi)

ds) . (B.4)

ver M. Milla Miranda [23] Mas ainda, pode-se provar que {%} é completo. Supondo f

t ) g
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regular, pela identidade de Parseval ver M. Milla Miranda [23], obtemos

wy
Hﬁboﬁfg(fz)mHz(Q): Z <(¢0’ )\_))
i=1 i/ / H{(Q)NH?(Q)

2

Y

e?
o) 2
112 1 Wi
1= 3 (o))
Como
07% _ AO,A%>:—(AO,MW):_AO, i
(<¢ Al))HOI(Q)mHQ(Q) ( ¢ )\1 (b )\z ( (b U))
e

1 Wi (ot VWi (0 Bwi g dw A
(350 g (50 50) == (0 25) -~ (220) -

deduzimos que

> (A, w)P— 0, (B.5)
i=n-+1
e7
(gbl,wi)—l — 0, gdon — .
i:zn;-l VA R

Notemos agora que, sendo f(s) € HZ(£2), temos

10=5 (0 75)) v
3 [

2((“8)5}?)) \7? P Vo

Como consideramos [ regular, ou seja f € C°([0,T]; H}(?)), aplicando a desigualdade de
Cauchy-Schwarz, obtemos
Ai Ai
(f(s), wi)—~=

(ﬁT ¢xd92§TAT vy

Portanto, o ultimo termo do lado direito de (B.4) pode ser visto como,

([ o) <7 5

i=n+1 i=n+1

de onde,

1)y =

2

(f(5), wi) ds.

2

Ai
ds — 0, quando m,n — oo.

Ai
\/X (f(S)vwz)_

(f(8)7wz) \/x

(B.6)
Assim, por (B.5) e (B.6), deduzimos de (B.4) que

]gi(t))\,-|2—>7 quando m,n — oo,
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e portanto, a sequéncia (¢, )men € tal que

2
s 16n(t) = 60 (0l 3y @)= 0 anando m,m — oo,

ou seja, (¢m)men € uma sequéncia de Cauchy em CY([0,T7; H} () N H*(Q)), logo (¢m)men €
convergente e seu limite é a solugao forte ¢ € C°([0, T); Hy (2) N H(2)).

o ¢! € CU[0,T]; Hy(€)).

A derivada de (B.1) com respeito a t resulta:

m

a(,1) =D gi(tywi(),

=1

onde,

g;<t) = _<¢07wj>sen\/)‘_it+ (gbla wj) cos \//\_Zt+ \/0 (f(8)7wz) Cos \/)‘_l(t

Suponhamos m > n, com m,n € N. Logo,

2 2

17, (1) — & (1) 1= Z gi(tywi(z)| = Z gi(t)Vwi(x)

Aplicando o Teorema de Pitagoras, obtemos

[re (B)ll= Z |9i(t)

i=n-+1

Usando os mesmos argumentos da primeira parte, para o termo do lado direito da igualdade

)2.

anterior, obtemos

PRGNS 2

i=n—+1

<l [+ 66 w2 ([ VR

Observemos que
(6%, wi)\i = (Ag”, wy),

da mesma forma,
Ai
((bl? wl)\//\_z = (¢17 wz)

s

(F(s) w v/ = (F(5), w5)

Logo, de forma anéloga como feito para obter (B.5) e (B.

, deduzimos que

2

gtV N .

— 0, quando m,n — oo,
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€ (¢Im>m€N é tal que,

/ o 2
OlgtagcTqum(t) ¢, (t)]|*— 0, quando m,n — oo,

ou seja, (¢, )men € uma sequéncia de Cauchy em C°([0, T; Hy (2)) e segue que ¢ € C°([0, T); HA (D)),
pois ¢,, ¢ uma sequéncia de Cauchy em C°([0,T]; H}(2) N Hy(Q2)) logo ¢é limitada.



Apéndice C

Sistema de Controle Linear Abstrato

Sejam H e U dois espagos de Hilbert reais. Seja S(t),t € [0,400], um semigrupo
fortemente continuo de operadores lineares de S(t). Entao, S(¢)* ¢ um semigrupo fortemente
continuo de operadores de H. Considere A o gerador infinitesimal de S(t), logo o operador

linear nao limitado A* (adjunto de A) é o gerador infinitesimal de S(t)*.

O dominio D(A*) é equipado com a norma || ||pa+), dada por
I2llpeasy = llzlla + [[A%2[m, ¥z € D(A").
Esta norma esta associada ao produto interno
(21, 22) D(ary = (21, 22)m + (A" 21, A% 20)m, V(21,22) € D(A*)?

Como este produto interno em D(A*) é um espago de Hilbert. Seja D(A*) o dual de D(A*)
cujo pivo é H, isto é,

D(A*) C H C D(AY).

Seja B € £(U, D(A*)"), ou seja, B é uma aplicagao linear continua de U em D(A*). Entao,

existe C' > 0 tal que
[(Bu)z| < Cllullullzl[paxy, Yu €U, V2 e D(A").
Vamos supor a seguinte propriedade de regularidade (também chamada condi¢do admissivel.)
T
vT > 0,3Cr > 0, / |B*S(t)*2|]?||7dt < Crl|z|lu, Yz € D(A*), (C.1)
0
onde B* € £(D(A*),U) é o adjunto de B. De (C.1), segue que os operadores
z € D(A") = (t — B*S(t)*z) € C°([0,T); U);

195
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2z € D(A*) = (t — B*S(T —t)*z) € C°([0,T]; U),

podem ser prolongados, de modo tnico, as aplicagoes lineares continuas de H em L*(0,7T;U).
Agora, sendo S(t)* um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares continuos em H,

(C.1) é equivalente a
T
VT > 0,3Cr > 0, / | B*S(t)* 2|7 dt < Crl|z||u, Yz € D(A*). (C.2)
0
Vamos considerar o seguinte sistema de controle
y' = Ay + Bu, Vte (0,T), (C.3)

onde, no tempo t, o controle é u(t) € U e o estado ¢ y(t) € H.

C.1 O problema de Cauchy esta bem posto

Sejam T > 0,y° € H e u € U. Considere o problema de Cauchy

y' = Ay + Bu(t),t € (0,T)

y(0) =4°.

Seja T € [0,T] e ¢ : [0,7] — H. Multiplicando em (C.4); por ¢ e integrando (formalmente)

(C.4)

de 0 a 7, temos
| 6ttt = [ At a).ol)mdt+ [ (Bute) p(o)ude —
(7)o = (OO = [ ta). @)t = [ ((t.a), 4" (0)
+ [ o, Bt
o que implica em,
() = (6O = [ (0l0):0) + Attt = [ (0, Bttt

Entdao. Considerando
o(t) .= S(r—t)*2", V7 € H,
temos

o(8) + A p(t) = 0.

Desse modo, segue a defini¢ao de solugao para o problema de Cauchy (C.4).
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Definigao C.1. Sejam T > 0,y° € H ew € L*(0,T;U). Uma solugao do problema de Cauchy
(C.4) € uma fungio y € C°([0,T]; H), tal que

(y(1),2)g — (°,S(7)* 2 )y = /OT(u(tL B*S(t —t)*2")ydt, V7 €0,T),vz" € H.  (C.5)
Observacao C.1. O lado direito da igualdade em (C.5) estd bem definida, pois (C.1)
B*S(t —t)*2" € L*(0,T;U),
para todo 7 € [0,T] e todo 2™ € H

Teorema C.1. Seja T > 0. Entdo, para todo y° € H e todo u € L*(0,T;U), o problema de
Cauchy (C.4) tem uma unica solugcdo y. Além disso, existe C' = C(T') > 0, independente de
Yy € H edeue L*0,T;U), tal que

ly(Mlla< CUlY° la+ullz20z0), V7 € [0,7] (C.6)

Demonstragao: Sejam T > 0,y € H e u € L*(0,T;U). Entéao, para todo 7 € [0, 7], temos
(4%, S(T) 2" ) + /Of(u, B*S(1 — t)* 27 )ydt|<
|(y°, S(7)"2") |+ /OT|(u, B*S(r —t)*2")|dt <
1y° a1 (m) 2" |+ /OTHUHU-HB* S(r—1t)2"|Judt <

Cilly® -z la+lull 2rany -1 B*S (T — £)*27 || L2000 <

1
Colly® -1z Lz +C2 lull 2o, 70127y V27 € H.
1
Considerando k = C1[|y°||g+CZ ||u| t2(0.707> 0, vemos que
SVt [ (0 BS(r = )< b, Ve € H
0

Logo, o segundo funcional linear é continuo

F:H—R

2T F(2T) = (4%, S(t) 2 )u + /OT(U, B*S(t —t)"2")ydt.

Portanto, como H é espaco de Hilbert, pelo Teorema da Representacao de Riesz, existe um

tnico y™ € H. tal que

(Y, 2 Vg =F(z") = (°, S(t) 2"y + /OT(u, B*S(t —t)*2")ydt, Vz" € H. (C.7)
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Isto mostra a unicidade de solugao para o problema de Cauchy (C.4).

Agora vamos mostrar que o problema de Cauchy (C.4) tem solucdo e, esta solugao verifica
(C.6).
De fato, seja y : [0,T7] — H, definida por

y(t)=vy", Vrel0,T]. (C.8)

Entao, de (C.7) e (C.8), obtemos (C.5). Como S(t)* é um semigrupo fortemente continuo de

operadores lineares continuos em H, existe C' > 0 tal que
1S o< €', vt € 0.7 (C.9)

Temos

HMTW%ZI@QSUVyUDH%:AQUJ?SU—ifyﬁﬂaﬁl

< 9° e (Clly () la) + lull 2200 (CF 1y () 1)
ly ()< CUly i+l z20,2:0)),

onde ¢ = max{C",Cz}, o que prova (C.6).
Verifiquemos que y € CY([0,T]; H). Seja 7 € [0,T] e (7,,) C [0,T] tal que

Tn — T, quando n — +00. (C.10)
Seja z™ € H e (2™) C H uma sequéncia tal que
2™ — 27 em H, quando n — +00. (C.11)

Como S(t),t € [0, +00) é um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares continuos

de H, entdo por (C.10).
S(1)y° — S(7)y" em H, quando n — +o0. (C.12)
De (C.11) e (C.12), obtemos
(v°, S(r) 2™ = (S(r)y’, 2™ )i — (S(1)y°. 27w = (4", S(7)" 2 ). (C.13)

Considere u prolongada a L*((—T,T); H), pondo

Note que, fazendo s = 7,, — t, temos

/OTn(u(t), B*S(1, —t)*z™)dt = /0 (xn(s$)u(r, —s), B*S(s)*2™)yds, (C.14)



/OT(u(t), B*S(t —t)*2")ydt = /0 (x(s)u(r —s), B*S(s)*2")yds,

onde, z,,x : [0,7] — R sdo definidas por

) { o) = 1,t € [0,7],
x(t) =0,t ¢ [0, 7]
Logo,
/ (Ot — 1) — aleulr — B <
2 [ ) =PI = 01t +2 [ a0~ 1)~ ulr — )
Portanto,

T (Nt (1 — ) — z(u(r — ), em L*(0,T,U), quando n — +oo0.
Agora, por (C.1), sabemos que a aplicagao
27 € H ~ (t~ B*S(t)*27) € L*(0,T;U)
é continua, logo é continua fraca. Portanto, de (C.11) segue que,
B*S(-)*z™ — B*S(-)*z" em L*(0,T;U), quando n — +o0.
Desse modo, por (C.14), (C.15), (C.18) e (C.19)
Tn T
/ (u, B*S(1, — t)*2™)ydt = / (xn(s)u(r, —s), B*S(s)*2™)yds
o 0 )
/ (x(s)u(r — s), B*S(s)"2")yds = / (u(t), B*S(t — t)*2")ydt, qdon — +o0.
0 0
Entao, por (C.7), (C.13) e (C.20)
(y(7a), 2™)u — (y(7),2")m, quando n — +oo0.

Mas por (C.11)
(y(T)a ZTn)H — (y(T)’ ZT)Ha
logo

(y(tn) —y(7),2™)g — 0, quando n — +o0.
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(C.18)

(C.19)

(C.20)

(C.21)
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Dali,
(Y(ma) —y(7), 2" = (y(ma) —y(7), 27 — 2™)m + (y(7) — y(7), 2™ ) — 0.

Portanto, como 27 € H ¢é arbitrario,

y(1n) — y(7) em H, quando n — +00. (C.22)
Além disso por (C.21), substituindo z™ por y(7,) e 27 por y",

ly(t)llg— ly(7)||z, quando n — +oc. (C.23)
De (C.22) e (C.23). como H é um espago de Hilbert, segue que

y(1n) — y(7) em H, quando n — +00,

o que conclui a demonstra¢ao do Teorema (C.1).

Definiremos a seguir trés tipos de controlabilidade.

Definigao C.2. Seja T > 0. O sistema (C.3) é exatamente controldvel no tempo T, se para
todo y° € H e todo y* € H, existe u € L*(0,T;U) tal que a solugdo y do problema de Cauchy
(C.4), satisfaz y(T) = y'.

Definigao C.3. Seja T' > 0. O sistema (C.3) € de controlabilidade nulo no tempo T, se,
para todo y° € H e todo ° € H, existe u € L*(0,T;U) tal que a solu¢io y do problema de
Cauchy (C4), satisfaz y(T) = S(T)5°.

Observagao C.2. A terminologia "Controlabilidade nula"é justificada pelo fato que a defini¢ao

(C.3) € equivalente, devido a linearidade do problema de Cauchy, a mesma defini¢ao supondo
~0
y° =0.

De fato, € claro que a defini¢io (C.3) vale quando §° = 0. Entdo, suponha que a definicio
¢ dada pondo y(T) = 0. Dados 3°,9° € H, seja § a solugao do problema de Cauchy.

9(0) = g".
Ou seja, y(t) = S(t)y°. Logo, como o sistema (C.3) é de controlabilidade nula, existe u €
L?(0,T;U) tal que a solugiao 3 do problema de Cauchy.
Yy = Ay + Bu(t),

g(O) = yo - g07
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satisfaz g(T") = 0. Portanto, definido

NS
I
L
+
<)

temos que y € C°([0,T); H),

v =y +y =Ay+ Bu(t) + Ay = A(y + 7) + Bu(t) =

y = Ay + Bu(t),

Mostrando que y é solugao do problema de Cauchy (C.4) e satisfaz y(T) = S(T)3°, ou seja, o
sistema (C.3) ¢ de controlabilidade nula conforme a definigao (C.3).
Definigao C.4. Seja T > 0. O sistema (C.3) é aproximadamente controldvel no tempo T,

se dados y°,y* € H, para todo € > 0, existe u € L*(0,T;U) tal que a solugio y do problema de
Cauchy (C.4) satisfaz

ly(T) — y' | u< e

Note que se o sistema (C.3) for exatamente controldvel no tempo T > 0, entao ele também serd

aproximadamente controldvel e de controlabilidade nula.

O seguinte Teorema nos fornece uma condigao para termos uma equivaléncia entre con-

trolabilidade nula e exata.

Teorema C.2. Suponha que S(t),t € R, é um grupo fortemente continuo de operadores lineares
continuos. Suponha que o sistema de controle (C.3) é de controlabilidade nula no tempo T.

Entao, o sistema de controle (C.3) € exatamente controldvel no tempo T .

Demonstragao: Sejam 3°,y! € H. Considere o problema de Cauchy
y = Ay + Bu(t)

§(0) =y° = S(=T)y".

(C.24)

Entao, como o sistema (C.3) é de controlabilidade nula, existe u € L?(0,T;U), tal que a solugao

y do problema de Cauchy (C.24) satisfaz.
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Como S(t —T) é um grupo fortemente continuo de operadores lineares continuos de H, temos:

(0) =/ () + (S~ T)y)

= Aj(t) + Bu(t) + A(S(t — T)y")
= A(g(t) + S(t — T)y") + Bu(t)
= Ay + Bu(t),

y(0) =4(0) + S(-T)y' =y" = S(-T)y' + S(-T)y" =¥,

assim y satisfaz

y(T) =5(T) + S(T - T)y' =y".

Portanto, o sistema (C.3) é exatamente controlavel no tempo 7. n
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