Universidade Federal de Campina Grande
Centro de Ciéncias e Tecnologia
Programa de P6s-Graduagao em Matemética
Curso de Mestrado em Matematica

O Problema de Riemann para um
Modelo Matematico de um
Escoamento Trifasico em Meio Poroso

por

Patricio Luiz de Andrade *
sob orientacao do

Prof. Dr. Aparecido Jesuino de Souza

Dissertagao apresentada ao Corpo Docente do Programa
de Pos-Graduagao em Matemaética - CCT - UFCG, como

requisito parcial para obtencao do titulo de Mestre em

Matemaética.

"Este trabalho contou com apoio do IFSERTAO-PE



O Problema de Riemann para um
Modelo Matematico de um
Escoamento Trifasico em Meio Poroso

por

Patricio Luiz de Andrade

Dissertagao apresentada ao Corpo Docente do Programa de Pos-Graduacao em
Matematica - CCT - UFCGQG, como requisito parcial para obtencao do titulo de Mestre

em Matematica.
Area de Concentracio: Matematica Aplicada

Aprovada por:

Pr{(‘af. Dr. Dah ;Marc%"esin (IMPA)
| | s 14/ Kin r L ]
A Vgt Nt far ol i

Prof. Dr. Vitor Manuel Martins de Matos (Un. do Porto, PT).

/lﬂg’v’\ nado Al 0 A2 (.3/5’/“\@'“
7 7
Prof. Dr. Aparecido Jesuino de Souza (UFCG)

Orientador

Universidade Federal de Campina Grande
Centro de Ciéncias e Tecnologia
Programa de P6s-Graduagao em Matematica

Curso de Mestrado em Matematica

Maio/2013

i



Agradecimentos

A Deus por seu infinito amor.

A minha esposa Antonia, pelo seu amor, amizade e companheirismo em todos os
momentos.

Aos meus pais, Maria de Fatima(Lia) e Luiz Domingos, e aos meus irmaos, An-
tonio Petrus e Eduardo, por todo apoio e incentivo.

Ao professor Aparecido Jesuino de Souza por todo apoio, orientacao e pela opor-
tunidade de realizar este trabalho.

Ao Laboratorio de Dinamica dos Fluidos do IMPA por ter disponibilizado os
programas “PAKMAN” e “RPN” utilizados neste trabalho.

Aos professores Dan Marchesin e Vitor Manuel por terem aceitado participar da
avaliacao deste trabalho e pelas valiosas sugestoes.

A todos colegas do mestrado, em especial: Luciano, Romildo, Fabio, Luis, Israel,
Débora, Brito e Arthur.

Aos professores do DME/UFCG, em especial: Amauri, Angelo, Aparecido, Bran-
dao, Claudianor, Horacio, Jaime, Marco Aurélio, Mendes e Paulo Pinto que muito
contribuiram para a minha formagao.

Aos funcionarios do DME, Davi, Sostenes, Di, Renato, Suénia e Andrezza.

Aos colegas do IF SERTAO-PE pelo apoio e em especial aos colegas da Coordena-
¢ao de Licenciatura em Fisica: Aléssio, Cicero, George, Miguel e Pedro, que assumiram
minhas aulas possibilitando o meu afastamento.

Ao Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia do Sertao Pernambucano
por permitir meu afastamento e também pelo apoio financeiro dado através de seu
Programa de Qualificacao Institucional.

A todos amigos que sempre me incentivaram, em especial ao meu grande amigo

Paulo, ao casal Francisco/Memeu e a familia Lira.

1



Dedicatoria

A minha esposa Antonia, ao meu
filho André Victor e a minha irma

Elisangela (In Memoriam).

iv



Resumo

Neste trabalho construimos uma solucao do problema de Riemann para um sis-
tema de leis de conservacao proveniente da modelagem matematica de um escoamento
trifasico num meio poroso representando a propagacao de misturas do tipo agua-gas-
6leo num projeto de recuperacao de um reservatorio petrolifero. Usando métodos ana-
liticos e computacionais encontramos a geometria das curvas de onda sob a condicao
de entropia de viscosidade, com matriz de viscosidade sendo a identidade. Mostra-
mos que para dados a direita representando misturas proximas de 6leo puro, a solucao
do problema de Riemann consiste genericamente de uma sequéncia de dois grupos de
ondas relacionados as duas familias caracteristicas, para quaisquer dados & esquerda
representando uma mistura agua-gas. No entanto, para dados a direita representando
misturas ainda com 6leo dominante, mas com uma composicao maior de agua e gas,
surge a necessidade de acrescentar um grupo de ondas transicional na sequéncia que

descreve a solucao, para um pequeno conjunto de dados a esquerda.

Palavras chave: leis de conservagao, problema de Riemann, escoamento em meio po-

roso.



Abstract

In this work we construct a solution of the Riemann problem for a system of
conservation laws arising from the mathematical modeling of a three-phase flow in a
porous medium representing the propagation of water-gas-oil mixtures in a recovery
project of a petroleum reservoir. Using analytical and computational methods we find
the geometry of the wave curves under the viscous profile entropy condition, with the
identity as the viscosity matrix. We show that for the right data representing almost
pure oil compositions the solution of the Riemann problem generically consists of a
sequence of two wave groups, related to the two characteristics families, for any left
data considered representing a water-gas mixture. However, for right data representing
mixtures with oil still dominant, but with a larger proportion of gas and water, a

transitional wave group is required in the sequence for a small subset of left data.

Keywords: conservation laws, Riemann problem, porous media flow.
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Introducao

Neste trabalho consideramos o problema de Riemann associado a um sistema
de leis de conservagao proveniente da modelagem matematica de um escoamento iso-
térmico num meio poroso, consistindo de trés fases moveis e imisciveis (dgua, gas e
6leo). A dedugao do modelo matematico adotado pode ser encontrada por exemplo
em (GUEDES, 2009) e esta baseado nas leis de balanco de massa das fases e na lei de
Darcy. As variaveis de estado consideradas sao as saturacoes das trés fases, as quais
variam no chamado triangulo das saturacoes. Usamos o modelo de Corey para as cur-
vas de permeabilidades relativas, em que a permeabilidade de cada fase é uma funcgao
quadratica dependente apenas da saturacao da propria fase. As viscosidades das fases
sao consideradas todas diferentes entre si, porém com valores fixos.

A evolugao da resolugao do problema de Riemann para o modelo de Corey tem se-
guido essencialmente os seguintes passos. Um primeiro passo foi dado em (ISAACSON
et al, 1992) considerando as viscosidades das trés fases constantes e iguais, acarretando
uma simetria tripla no triangulo das saturacoes. Para este caso a solu¢ao do problema
de Riemann foi determinada completamente para dados iniciais arbitrarios no trian-
gulo das saturacoes. Em seguida, um segundo passo foi dado em (SOUZA, 1992),
considerando-se a viscosidade de uma das fases ligeiramente superior as outras duas e
entao houve a quebra de uma simetria, restando ainda uma dupla simetria no triangulo
das saturagoes. Para este caso de quebra de simetria, a solucao também foi determi-
nada para dados iniciais arbitrarios. Em (GUEDES, 2009) a simetria foi quebrada na
direcao oposta de (SOUZA, 1992), sendo que a solu¢ao do problema de Riemann foi
determinada para dados a direita restritos ao lado do triangulo de saturacoes represen-

tando misturas do tipo agua-6leo no poc¢o produtor e para dados a esquerda no lado
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do tridngulo representando misturas do tipo dgua-gas. Em seguida (BARROS, 2010)
considerou o mesmo modelo que (GUEDES, 2009), por sua vez, com dados a direita
restritos & outro lado correspondente a misturas do tipo gas-o6leo.

A quebra total de simetria foi tratada em (AZEVEDO et al, 2010) em que as trés
viscosidade foram consideradas arbitrarias para o caso particular do estado a direita
representar a situagao de um reservatorio virgem, isto é, o dado a direita sendo o vértice
O do triangulo de saturacoes exibido na Fig. 1.1 representando 6leo puro. Os dados a
esquerda foram considerados como em (GUEDES, 2009).

Nossa contribuicao neste trabalho com relacao aos anteriores é que, embora fixa-
das as trés viscosidades com valores distintos, perturbamos o dado a direita para uma
vizinhanga do vértice O, correspondendo a misturas do tipo agua-gas-oleo dominadas
pelo 6leo. O dado a esquerda é considerado como em (GUEDES, 2009), (BARROS,
2010) e (AZEVEDO et al, 2010) correspondendo a uma mistura do tipo agua-gas.

Nossos resultados sao no sentido de que para dados a direita suficientemente
proximos do vértice O, a solucao do problema de Riemann consiste genericamente de
uma sequéncia de dois grupos de ondas relacionados as duas familias caracteristicas,
para quaisquer dados a esquerda do tipo considerado. No entanto, ao distanciar os
dados a direita do vértice O surge a necessidade de acrescentar um grupo de ondas
transicional na sequéncia que descreve a solugao, para um subconjunto de dados iniciais
a esquerda. As solugoes sao obtidas através de uma combinacao de métodos analiticos
e computacionais. Para estados a direita restritos aos chamados segmentos de retas de
bifurcac¢ao secundarias as curvas de Hugoniot sao obtidas explicitamente, sendo possivel
fazer demonstracoes analiticas inclusive com a ajuda de graficos feitos com o MATLAB.
J& para outros estados estas curvas sao obtidas numericamente e consequentemente as
evidéncias passam a ser numéricas. Utilizamos a condicao de entropia de viscosidade,
com matriz de viscosidade igual a identidade, sendo que a analise dos planos de fase
também foi feita numericamente. Os resultados numeéricos foram obtidos utilizando
os programas “RPN” “PAKMAN” (gentilmente cedidos pelo Laboratorio de Dinamica
dos Fluidos do IMPA) e o MATLAB.

Esta dissertagao esta organizada da seguinte maneira:

No Capitulo 1 apresentamos o sistema de leis de conservacao considerado. Tam-

bém no Capitulo 1 exibimos os perfis das curvas integrais das duas familias caracteris-
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ticas e os respectivos conjuntos de inflexao. Além disso, determinarmos as expressoes
explicitas das curvas de Hugoniot para estados ao longo dos chamados segmentos de
retas de bifurcagoes secundérias no triangulo de saturagoes.

O Capitulo 2 é o principal desta dissertacao. Nele, inicialmente recapitularemos
a construcao da solucao do problema de Riemann para o caso em que o estado a
direita, que denotamos por P (produ¢ao), corresponde a apenas oOleo, isto é, P = O
feita em (AZEVEDO et al, 2010). A partir dai, na Subsecao 2.3.1, perturbamos o
estado a direita P considerando-o primeiro no chamado segmento de reta de bifurcagao
secundéaria pelo vértice O. Este caso tem a vantagem de termos a curva de Hugoniot
por P explicita e exploramos este fato fortemente nas justificativas de uma sequéncia
de afirmagoes preparatorias, culminando com o principal resultado desta subsecao,
que fornece as solugoes do problema de Riemann para os varios casos de dados a
esquerda. Em seguida, na Subsecao 2.3.2, perturbamos o estado a direita P para
fora do segmento de bifurcagao secundaria e desenvolvemos procedimentos analogos
da subsecao anterior. A principal diferenca aqui é que nao temos mais a curva de
Hugoniot por P explicita e as evidéncias foram numéricas, mas consistentes com o
primeiro caso. Estes dois subcasos representam um caso genérico numa vizinhanga
mais proxima do vértice O, no qual as solucoes consistem de dois grupos de onda
correspondentes as duas familias caracteristicas do sistema. A fronteira desta primeira
regiao, Subsecao 2.3.3, é caracterizada pelo fato que a partir dela as solugoes passam
a possuir trés grupos de onda, um deles transicional, para um conjunto de dados a
esquerda, conforme mostra o principal resultado da Secao 2.4. Uma vez descritas as
solugoes para este segundo caso genérico, determinamos a fronteira da regiao para os
estados a direita que a caracterizam encerrando o Capitulo 2.

Por dltimo, no Apéndice A apresentamos alguns conceitos e resultados béasicos

que norteiam a construcao da solucao de um problema de Riemann em geral.



Capitulo 1

Propriedades Basicas do Modelo

1.1 O Sistema de Leis de Conservagao.

A deducao do sistema de leis de conservacao pode ser encontrada por exemplo
em (GUEDES, 2009) e esta baseada nas leis de balanco de massa das fases e na lei de

Darcy. Tal sistema é dado por quaisquer duas das trés equacoes:

0w  Ofw(sw, So, Sg)

o T o .
850 afo(swa So, sg) _

ot o =0 2
05y | Ofg(w 50:59) _ (1.3)

ot ox

onde s,(x,t), so(z,t) e sy(x,t) sdo as saturagés das fases (agua, oleo, gas), e fy, fo, e

fy denotam as funcoes de fluxo fracionério, dadas por

Juw(Sw; S0y 8g) = %, (1.4)
_ ko(S0)/ 1o

fo(sun So, Sg) = m, (15)
_ ky(sg)/ g

fg(sw, So, Sg) = D(Tso,sg)’ (]_6)

em que
ku) w kO o k
D(sw,so,sg) — (8 ) 4 (S ) + g(Sg).
How Ho Hg

(1.7)
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Adotaremos o modelo de Corey em que as permeabilidades relativas de cada
fase sao funcoes da saturacao da propria fase, em particular vamos considerar fungoes

quadraticas como a seguir:
kow(sw) = 52, ko(se) = 82, ky(sg) = 53' (1.8)
Fixaremos em todo o trabalho as viscosidades como:
ty = 1.0, pg=0.5, p,=2.0. (1.9)

O problema de Riemann para o sistema (1.1)-(1.3) em que estamos interessados

pode ser escrito resumidamente como

OU(x,t) | OF(U(z,1)

=0 R, teRT 1.10
o1 o  TER, TER (1.10)

U_=1, se <0,
U(z,t =0) = (1.11)
U, =P se z>0,

Sw Jfuw
ondeU=1| s, |eFU)=| f
Sg fo

Tendo em vista que s,, s, € s, sa0 as saturacoes, representaremos o espago de
estados 2 = {(sy, S0, S¢) t.4. 0 <5y, 80,59 <1, S+ 8o+, =1} como um tridngulo
equilatero em coordenadas baricéntricas, veja Fig. 1.1. Os segmentos de reta pelos
vértices do triangulo e pelo ponto interior U representados na Fig. 1.1 desempenham
papel importante na construgao da solugao do problema de Riemann. Mais adiante
faremos as suas caracterizacoes.

Notacoes:

(a) Usaremos a notacao AABC para indicar um tridngulo genérico de vértices A, B

e C.

(b) Usaremos a mesma notagdo de intervalos na reta para denotar um segmento
conexo de uma curva. Por exemplo, a notagao [A, B) significa um segmento de

curva entre os pontos A e B em que A pertence ao segmento e B nao pertence.
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(c) Fixado um estado Uy, usaremos as notagoes Hp(Uy) e Hy(Up), para indicar um
ramo local e um ramo nao local da curva de Hugoniot por Uy, respectivamente.
Por local queremos dizer um ramo que contenha o estado Uy. Por nao local um

ramo que nao contenha Uj.

(d) Denotaremos a velocidade oy de uma descontinuidade entre U_ e U, por o(U_; Uy).

G B w

Figura 1.1: Triangulo de saturac¢oes em coordenadas baricéntricas e segmentos de reta
|G, D], [0, B] e [E, W] cuja intersegao é o ponto umbilico U.

1.2 Curvas Integrais e Conjuntos de Inflexao.

Levando em conta que s, + s, + s, = 1 e que f, + f, + f; = 1, uma das varidveis
Sw, So ou s, e uma das equagoes (1.1)-(1.3) podem ser desprezadas. Considerando
s =1—5,—5,¢e f, =1~ f, — f, a matriz Jacobiana do sistema correspondente

restante é dada por

0w O
AU) = | 9w Do (1.12)
ofo  0fo |’ '

As expressoes dos autovalores, ou velocidades caracteristicas, da matriz Jacobiana

A(U) sao dadas por

1 (0fw  Of\ L |(0fu £\ 0feOf

M) =3 <E - 8so> - 5\/(@ - 830) s L)
1 (0fw [ 0f\ L [(0fu OfN\ ., 0f0 Ofu

No(U) = 5 (8Sw + 880) + 2\/<8Sw 880) +483w Ba (1.14)

Claramente temos A\ (U) < A\ (U), VU € Q.
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Fazendo uma substitui¢do direta em (1.13)-(1.14) e usando as expressoes de f,,
e f, dadas em (1.4) e (1.5), obtemos que a velocidade caracteristica A; se anula ao
longo dos lados [G, W], [W, O] e [G, O] do triangulo de saturagoes e que a velocidade
caracteristica Ay se anula nos vértices G, W e O. Além disto, temos também que A\; e Ay
sao positivos no interior do triangulo de saturagoes com Ay positivo também ao longo
dos lados (exceto nos vértices). As curvas integrais dos dois campos caracteristicos
estdo estudadas em detalhes em (AZEVEDO et al, 2010) e tem o perfil geométrico
exibidos nas Figs. 1.2(a) e 1.3(a) os quais foram obtidos numericamente. As “setas”
nestas duas figuras indicam o sentido de crescimento dos autovalores ao longo das
curvas integrais. Nas Figs. 1.2(b) e 1.3(b) exibimos os graficos de \(U) e de A\o(U),
respectivamente, ao longo de curvas integrais especificas para ilustrar pontos de inflexao

e a nao negatividade dos autovalores A; e \s.

0.51

0.1 02 03 0.4 05
U

Figura 1.2: (a) Curvas integrais (linhas continuas) e conjunto de inflexdo (linha pon-
tilhada) associados a familia caracteristica-1. (b) Grafico da velocidade caracteristica

A1 sobre a curva integral-1 pelos estados Uy, Us e Us.

1.3 Curvas de Hugoniot Explicitas.

Considere os segmentos de reta [O, B], [G, D] e [E, W] mostrados na Fig. 1.1. No
caso estes segmentos sao partes das retas cujas equagoes estao identificadas a seguir:

[0, Bl = {(Sw» S0 Sg) t.q. Sy = 'u—wsg, So=1— 5, — 84} (1.15)

g

[E, W] = {(5u; S0, 5g) t.q. Sq= %so, Sw=1—5,—5g}; (1.16)

[
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25¢ 2

0.5r

01 02 03 04 05 06 07 08 09
G w

w

Figura 1.3: (a) Curvas integrais (linhas continuas) e conjunto de inflexdo (linha pon-
tilhada) associados a familia caracteristica-2. (b) Grafico da velocidade caracteristica

Ay sobre a curva integral-2 pelos estados G, Uy e W.

&sw, Sg=1— 5, — So}. (1.17)

w

|G, D] = {(5w, S0, Sg) t.q. So =

No caso as extremidades destes segmentos de reta tem coordenadas:

W =(1,0,0), O=(0,1,0), G=(0,0,1), B=|—tr o _—Ff2 |
P+ Hg Hw + fig

Hw Ho Ho Hg

D: , ,O e E: 0, 5 .
fw + o o + Ho Lo+ g to + ig

Obs. 1.1 Para os valores das viscosidades considerados em (1.9) temos

2 1 12 41
B=|(Z0-], D=|=,2 E=1{0-2].
(3’073>7 (373’O> 6 (0’575>

Como estamos interessados em considerar P proximo do vértice O do triangulo de

saturagoes, vamos considerar os calculos explicitos para curvas de Hugoniot por U, ao

longo do segmento [O, B]. Para os segmentos [G, D] e [E, W] os calculos sdo analogos.

Proposicao 1.1 Seja U, = (sg,s7,s;) um estado sobre o segmento de reta (O, B)
do triangulo de saturagoes. Entao a curva de Hugoniot por Uy, H(Uy), consiste do

segmento [O, B] e de dois ramos de hipérbole.
Prova: Da condicao de Rankine-Hugoniot para o sistema em questao, segue que

0(Sw—55) = fu—fF (1.18)

w
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0(so—585) = fo—fo (1.19)

o(sq—s3)=fo— 1 (1.20)

Aqui é conveniente escolher as variaveis (s,,s,) e as equagoes (1.18) e (1.20).

Isolando o em (1.20) e substituindo-o em (1.18) obtemos
So(fuw = fu) = sg (fu = fi) = sulfy — 1) = si(fg = 13- (1.21)

Como U, € (O, B) temos que

st=Ho gt (1.22)
Lo

Assim, substituindo s e as expressdes das fungdes de fluxo fu, fo e fy em (1.21),
obtemos apo6s algumas manipulagoes algébricas

<5w — M—wsg) [D( )+ Dt (—sgsw — st <sw + M—wsg))] =0, (1.23)

Hg Hg Hg

onde D¥ = D(s),s5,55) e D = D(su, 50, 59)-
Note que o primeiro fator do produto dado pela Eq. (1.23) igualado a zero é
justamente a expressao que define o segmento de reta (O, B] em (1.15), o que prova a
primeira parte da Proposicao.
Eliminando o primeiro fator multiplicativo em (1.23) e substituindo a expressao

da mobilidade D, dada em (1.7), na Eq. (1.23) e usando que s, = 1—s,, —,, chegamos

a seguinte equacao quadratica, nas variaveis s, e s,
2 2 _
as,, + bsysy +cs, —ds, —esy + f =0, (1.24)

onde seus coeficientes sao dados por

a = w4 w ’
[ 1o
w 2
b= DEDT = (sh)
1ty 1o
+)2 +)2
c — (Sw) _I_ (Sw) , (125)
Ity 1o
d = _(5$>2+D+S$7
Lo
2 w
e = —(sh)+EDts),
1o I
(sa)?
f =
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A Eq. (1.24) estd na forma mais geral de uma curva conica no plano. Lembramos
que, quando a®+b>+c? # 0, podemos classificar esta conica como uma elipse, parabola

ou hipérbole, ou outras curvas degeneradas destas, dependendo do discriminante
A = b* — 4ac, (1.26)

ser negativo, nulo ou positivo. No caso dos coeficientes obtidos em (1.25), apos
substitui-los em (1.26), utilizando os valores de viscosidades dados em (1.9), verifica-
mos que o discriminante é positivo. Logo a equacdo (1.24) representa uma hipérbole,
o que conclui a prova da Proposicao 1.1. &

Obs. 1.2 Da continuidade dos coeficientes com rela¢ao aos pardimetros, a Proposi-

¢ao 1.1 continua vdlida para [i,, [, € [ty numa vizinhanga dos valores considerados em
(1.9).

A Eq. (1.24) pode ser resolvida explicitamente em termos da saturagao da agua s,
ou da saturagao do gas s,, dependendo das hipoteses do Teorema da Fungao Implicita
serem satisfeitas. Se considerarmos a saturacao do gas como funcao da saturacao da

agua, isto é, s, = s4(sw), a Eq. (1.24) se reduz a seguinte equacdo do segundo grau
cs? + (bsy — €)sq + (as, — dsy, + f) = 0. (1.27)

Dessa maneira, resolvendo a Eq. (1.27), temos que

(bsy —e) £ VA
2¢ ’

Sy = — (1.28)

desde que
Ai(54) = (bsy — €)? — 4c(as? — ds, + f) (1.29)

seja nao negativo. Por outro lado, se considerarmos a saturacao da agua como funcgao

da saturacao do gas, isto &, s, = s,(54), a Eq. (1.24) pode ser reescrita na forma
asy, + (bsy — d)sy, + (cs;, — esy + f) = 0. (1.30)

Dessa maneira, resolvendo a Eq. (1.30), temos que

(s, — d) £ V5,
N 2a ’

(1.31)

Sw

desde que
As(sy) = (bsy — d)* — da(cs? — esy + f) (1.32)
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seja nao negativo.

Com isto, obtivemos as expressoes explicitas das curvas de Hugoniot por estados
bases U, € (O, B), as quais serao utilizadas posteriormente para obter mais detalhes
das curvas de Hugoniot por estados base ao longo do segmento (O, B). Uma curva de
Hugoniot por um estado genérico U, € (O,U) da Fig. 1.1 pode ser vista na Fig. 2.4.
Obs. 1.3 Note que se Uy = O, isto ¢, s, = sf = 0 e s] = 1, entdo usando as

expressoes em (1.25) a Eq. (1.24) se reduz a s,s, = 0 e reobtemos os lados [G, O] e
[W, O], como obtido em (AZEVEDO et al, 2010).

Curva de Hugoniot pelo ponto U, = B

Vamos obter explicitamente a expressao que define a curva de Hugoniot pelo
ponto B do lado [G, W] do tridngulo de saturagoes.

Para determinar a curva de Hugoniot por B basta aplicar as coordenadas de B
como sendo os estados a direita (s, s, s;) no segundo fator do produto em (1.23).

Apos algumas manipulagoes obtemos que a curva de Hugoniot por B tem equacao:

oy Mg fow + o
(1 — 54— Sg) (sw — M—sg> ((,ug + f1o)Sg + %sw — ug) =0.

g w

(1.33)

Assim chegamos a conclusao que a curva de Hugoniot por B degenera nos trés segmen-

tos de reta (ver Fig. 1.4(a)):

|G, W] definido por: 1—s, —s, =0, (1.34)
(O, B] definido por: s, — 'u—wsg =0, (1.35)
g
[E, D] definido por: (g + pio)Sy + WSU} — g = 0. (1.36)

Fazendo a interse¢ao dos segmentos de retas [O, B] e [E, D], obtemos as coorde-

nadas do ponto 77 a seguir:

w 2 (0]
T8 — ( a , a , Ky ) (1.37)
P + 240 + fg Py + 24t + flg fw F 20 + [ig

Obs. 1.4 Para os grdaficos das velocidades vamos usar a sequinte convencao: linha
pontilhada para a velocidade caracteristica A\, linha continua para a velocidade carac-
teristica \o e linha tracejada para a velocidade de choque o. Além disto, cometeremos o
abuso de indicar pontos no grifico da velocidade de choque e nao no dominio da fun¢ao
em questdo. Quando conveniente, também indicaremos o ponto umbilico U ao longo

dos grdficos das velocidades caracteristicas.
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Observando na Fig. 1.4(b) os graficos de o(M; B) e A\ (M), com M variando no
segmento [0, B] da Fig. 1.4(a), vemos que o(T?; B) = A\ (T?). E também pode-se

verificar que 7% ¢ um ponto de 1-bifurcagio secundéria de H(B).

250

&) N
T :

Velocidades: o ; A :
!
]
]
1

0.5r

s . . . . . . . .
0,1 0,2 0,3 0,4 05 06 0,7 08 0,9
B (0]

(a) (b)

Figura 1.4: (a) Curva de Hugoniot por B. (b) Graficos da velocidade A\ (M) e da velo-
cidade de choque o(M; B) com M variando sobre o segmento [O, B] em (a) ilustrando

a existéncia do ponto TP de 1-bifurcagio secundaria de H(B).

De maneira analoga a Proposicao 1.1 temos as duas outras proposicoes a seguir.

Proposicao 1.2 Seja Uy = (s, 55, s)) um estado sobre o segmento (£, W) do tridn-

gulo de saturagoes. Entao a curva de Hugoniot por Uy consiste do segmento [E, W] e

de dois ramos de hipérbole.

A demonstragao desta Proposi¢ao pode ser encontrada em (BARROS, 2010). A
expressao da curva de Hugoniot por um estado U, sobre o segmento (E, W) pode ser
escrita como

<so - &sg) D(sf)?+ Dt (ﬁsgso — st <so - &sg>) =0. (1.38)
g g g

Proposigao 1.3 Seja Uy = (s, st sT) um estado sobre o segmento (G, D) do tridn-

w0 g

gulo de saturagoes. Entdo a curva de Hugoniot por U, consiste do segmento |G, D] e
de dois ramos de hipérbole.

A expressao da curva de Hugoniot por um estado U, sobre o segmento (G, D)

pode ser escrita como

<so — &sw> [D(sj)2 + D7 (&swso — s <so + &sw>)] = 0. (1.39)

My Haw Hw
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Obs. 1.5 As expressoes explicitas para H(Us) com Uy nos lados [W, 0] e [G, O] do
triangulo de saturacoes podem ser encontradas em (GUEDES, 2009) e em (BARROS,
2010).

1.4 Reducao ao Fluxo Bifasico.

Ao longo dos segmentos de reta [O, B], [W, E] e [G, D] o fluxo se reduz a um
fluxo bifasico, sendo que nesta secao sao apresentados os calculos, também feitos em
(AZEVEDO et al, 2010), apenas para [O, B], tendo em vista que os outros casos sao
analogos.

Considere as saturagoes (Sq, So, S¢) restritas ao ramo [0, B] da curva de Hugoniot
por um estado P € [O, B]. Veja a Fig. 2.4, por exemplo.

Defina a saturacao mista agua/gas, denotada por s,,, como sendo
Swg 1= Sy + S =1—5,, (1.40)
e denote a soma das viscosidades da agua e do gas por,
[wg *= Hw + [lg- (1.41)

Usando as equagoes (1.40) e (1.41) podemos reparametrizar as saturacoes s, e s,

How H o ~ 5
POT Sy = ——Syg € Sy = —8,,. Substituindo estas expressoes de s, e s, nas equagoes
wg wg

(1.1) e (1.3), obtemos

pow OSwg  OF

=0, 1.42
fwg O ox (142)
Hg O5wg | Ofy _ (1.43)
Pwg Ot Ox ’ '
onde as func¢oes de fluxo fracionério reparametrizadas sao dadas por
2
Hw Sw
fw = ( Ty ) (1.44)
prug \ 52, + 221 — 5,
Ho
2
Iz S Iz
fo= : < 9 Huwg ’ 2) = _gfw- (1.45)
Fwg \ 2+ —=(1 — 5uy) Fw
Assim as equagoes (1.42) e (1.43) sao maltiplas uma da outra, e definindo v = @,
Ho

temos que o sistema (1.1)-(1.3) ao longo de [O, B] se reduz a equagao de Buckley-

Leverett dependendo do parametro v,

2
Oug , O < Jug ) =0. (1.46)

ot | o 525+ V(1 — 8uy)?
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A Eq. (1.46) pode entdo ser escrita na forma

se+ f(s;v). =0, (1.47)
Ccom
52
f(57 I/) = m € S= Syg = Sw + Sg- (148)

Como Sy + s, = 1, a partir da Eq. (1.46) obtemos

ds, O s2
o +%<82+%(1_80>2> —0. (1.49)

Isto mostra que se tomarmos na condi¢ao inicial os estados constantes U_ e Uy ao

longo do segmento de reta [O, B], entdo a solugdo do problema de Riemann para
o escoamento trifasico se reduz a resolucao da equacao de Buckley-Leverett para o
escoamento bifasico nas varidveis s, e s,.

De maneira analoga ao que fizemos até aqui, se considerarmos na condicao inicial
os estados constantes U_ e U, ao longo dos segmentos de reta [G, D] ou [E, W], entao
a solucao do problema de Riemann para o escoamento trifasico se reduz a resolucao
das equagoes de Buckley-Leverett (1.50) ou (1.51) para os escoamentos bifasicos nas
VArlavels Sy, € Sg OU Soq € Sy, respectivamente.

dsy 0 S o + o
R e 0’ == -, ]_50
ot | ox <s§ + (1 — s4)? com g (1.50)

sy O 52 Ho +
—_ w =0 =2 "9 1.51
ot | or (sfv +1(1-— sw)2>  comr faw (1.51)



Capitulo 2

Construcao da Solucao do Problema

de Riemann

2.1 Introducao.

No triangulo de saturacoes representado na Fig. 1.1, vamos considerar dados de
producao correspondendo a um estado P arbitrario, proximo do vértice O do triangulo
de saturacoes, no quadrilatero OEUD e os dados de injecdo correspondendo a um
estado I no lado [G, W].

As justificaticas de algumas afirmagoes e resultados serao feitas usando argumen-
tos geométricos, através de graficos de fungoes, para os casos em que temos expressoes
explicitas como obtidas na Proposicao 1.1, jA que na maioria das vezes, os célculos
seriam demasiadamente longos. Outras afirmacoes e resultados nao serao justificados,
mas poderao (e foram) verificados numericamente através dos programas “PAKMAN”

e “RPN”, bem como através do MATLAB, por inimeros experimentos.

2.2 Estado de Producao P = O.

A construcao da solucao do problema de Riemann para P = O foi inicialmente
descrita em (AZEVEDO et al, 2010), mas por conveniéncia repetimo-la resumidamente

aqui para podermos comparar as solucoes que vamos obter para estados P proximos

de O.
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A curva de Hugoniot H(O) esta exibida na Fig. 2.1(a). Ela é composta por trés
segmentos de retas no triangulo de saturagoes: o lado [G, O], o segmento [O, B] e o
lado [W, O]. Na Fig. 2.1(a) os estados G., B, e W,, sao tais que o(G,;0) = A2(G.),
0(By;0) = M\ (B.) e a(W,; 0) = Xo(W,), ou seja, G, W, e B, sao extensoes do vértice

O, caracteristicas neles proprios, sendo G, e W, extensoes-2 e B, extensao-1. Temos

também que o estado B, é extensao-1 dos estados Bf e BXV caracteristica em B,

conforme (AZEVEDO et al, 2010). Ainda na Fig. 2.1(a), o estado U corresponde ao

ponto umbilico. Os estados de extensao G, B, e W, sao justificados usando os graficos

das velocidades, como ilustram as Figs. 2.1(b) e 2.2. Note que G, B, e W, sao pontos

que satisfazem o Teorema de Bethe-Wendroff (A.19) correspondendo a valores maximos
da velocidade o.

0 il
M
S ‘\ AN
PR
BG ! \‘ .
£y ' \
, \ .
[y .
\ N
N
G /I _‘. N w
*1’ U \‘ ‘\B*
S \ \\\
S \ ‘W*
’ \ N
! B* 1\ .
’ \ .
’ A .
. ’ \‘ |
’ “ \\
/I “ \\
G B w
(a)

(b)
Figura 2.1: (a) H(O) (linhas tracejadas). (b) Graficos de A;(M), X\o(M) e o(M; P)

com M ao longo do segmento [O, B] de H(O), justificando a existéncia do estado B,.

Os estados de injegdo que separam segmentos no lado [G, W] do triangulo de

saturagoes com construcoes distintas para a sequéncia de ondas que compoe as respec-

tivas solugoes dos problemas de Riemann estao ilustrados na Fig. 2.3. Sao eles: I, B
e Is, sendo que I, e I, sao obtidos pelas intersecoes das curvas de onda-1 reversas por
G, e W, com o lado [G, W], respectivamente.

As possibilidades de solucoes do problema de Riemann para este caso P = O

estao descritas a seguir, podendo ser acompanhadas com o auxilio da Fig. 2.3.

(i) Se I = @G, ou seja, se o estado inicial & esquerda corresponder a apenas gas,
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Figura 2.2: Graficos das velocidades Ao(M) e o(M; P). (a) M variando sobre o ramo
[G, O] da curva de Hugoniot por O, justificando a existéncia do estado G,.. (b) M

variando sobre o ramo [W, O] da curva de Hugoniot por O, justificando a existéncia do
estado W.,.

(i)

entao a sequéncia de ondas que compoe a solucao do problema de Riemann é
dada pela propria solugao da equacao de Buckley-Leverett com a funcao de fluxo
do oleo f, (ou do gas f,) restrita ao lado [G,O] do triangulo de saturagoes.
Portanto, a sequéncia de ondas que compoe a solucao é dada por uma onda de

rarefacao-2 de G para G,, seguida de uma onda de choque de G, para O, com

7 (G 0) = Ao(GL).

Se I € (G,I1) ou I € (I3,W), entdo a sequéncia de ondas que compde a solu-
¢ao do problema de Riemann é constituida de uma composta-1 de [ para um
estado M, onde M é um estado sobre os segmentos (G, G,) ou (W, W,) respec-
tivamente, seguida de uma composta-2 de M para O. A composta-1 é formada
por uma rarefacao-1 de I para o estado T (extensao-1 do ponto M) seguida de
um choque de T para M, com o(T; M) = A\ (T). A composta-2 é formada por
uma onda de rarefacdao-2 de M para G, ou de M para W,, seguida de um choque
de G, para O ou de W, para O, com o(G,;0) = \a(G,) ou o(W,;0) = \o(W,),

respectivamente.

Se I € [I,B) ou I € (B, 5], entao a sequéncia de ondas que compdoe a solugao

do problema de Riemann é constituida por uma composta-1 de I para M, onde
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M ¢ um estado sobre o segmento [G,, BY) se I € [I;, B) ou sobre [W,, BY) se
I € (B, I}, seguida de um choque de M para O. A composta-1 é formada por

uma rarefagao-1 de I para o estado T' (extensdo-1 do estado M) seguida de um

choque de T para M, com o(T; M) = M (T).

(iv) Se I = B, entao a solucao do problema de Riemann é dada por uma rarefacao-1

de B para o estado B,, seguida de um choque de B, para O.

(v) Se I = W, ou seja, se o estado inicial & esquerda corresponder a apenas agua,
entao a solugao é dada pela propria solucao da equagao de Buckley-Leverett com
a fungao de fluxo do 6leo f, (ou da dgua f,,) restrita ao lado [W, O] do triangulo de
saturacoes. Portanto, a sequéncia de ondas que compoe a solucao do problema de
Riemann é dada por uma composta-2 de W para O. Esta composta-2 é formada
de uma rarefacao-2 de W para W, seguida de um choque de W, para O, com

a(W,: 0) = Ao(W.).

Figura 2.3: Representacao das diversas possibilidades para a solu¢ao do problema de
Riemann para P = O, de acordo com a localizacao do estado de injecao I ao longo do
lado [G, W]. As curvas [G, B,] e [B,, W] (pontilhadas) sdo extensdes-1 dos segmentos
(G, BY] e [W, B] da curva de Hugoniot por O, caracteristicas em |G, B,] e [B., W],

respectivamente.

Obs. 2.1 Note que no item (iv) em que consideramos I = B temos como consequéncia
da Regra do Choque Triplo que a sequéncia de ondas que compoe a solu¢ao do problema

de Riemann pode ser descrita de trés maneiras distintas no espago de estados, sao elas:
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(a) Rarefacio-1 de B para o estado B, sequida de um choque de B, para BS, com
o(B,; BS) = a(B%;0) = M\(B,).

(b) Solugio da equacao de Buckley-Leverett ao longo do segmento [O, B] correspon-
dendo a apenas uma onda de rarefacao-1 de B para B, sequida de um choque de

B, para O, com o(B,;0) = M\ (B.).

(c) Rarefacdo-1 de B para o estado B, sequida de um choque de B, para BY, com
o(B.; BY) = o(B}Y;0) = \i(B.).

Observe que nos trés casos acima a velocidade do choque que atinge O € a mesma,
assim como a velocidade final no segmento de rarefacao, o que caracteriza a mesma

solugao no espaco fisico-xt.

Isto conclui a descricao de uma solugao do problema de Riemann para o caso em
que Uy = P = O. A unicidade é provada em (AZEVEDO et al, 2013).

Passemos entao a descrever uma solucao do problema de Riemann perturbando
P para o interior do quadrilatero OEUD do triangulo de saturacoes da Fig. 1.1. Inici-
aremos considerando P numa vizinhanga suficientemente pequena de O e em seguida
o deslocaremos mais até que haja uma mudanca na estrutura da sequéncia de ondas
que compoe a solucao do problema de Riemann. Quando detectarmos esta mudanca

estaremos cruzando a fronteira desta vizinhanca inicial de O.

2.3 Estado de Producao P numa Vizinhanca R de O.

Notagao: Vamos escrever P ~ O para indicar que P é um estado suficientemente
proximo do vértice O.

Para facilitar a descrigao e a propria compreensao iniciaremos considerando P no
segmento de reta (O, U), pois neste caso temos as expressoes que definem as curvas de

Hugoniot de forma explicita, como vimos na Proposicao 1.1 da Se¢ao 1.3.

2.3.1 Estado P sobre o Segmento de Reta (O, U).

Fixado um estado de producdo P sobre o segmento (O, U) do segmento de reta
(O, B], com P suficientemente proximo de O, queremos determinar estados especiais

ao longo do lado [G, W] que definam segmentos disjuntos para estados de injecao I,
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nos quais as respectivas construcoes da solucao do problema de Riemann ocorram de
maneira diferenciada.

Para determinarmos uma solu¢ao do problema de Riemann (1.10) - (1.11) com
U = P = OeU. =1 € |G,W] de uma maneira classica, isto ¢, usando uma
onda da familia-1 seguida de uma onda da familia-2 conectando U_ = a U, = P,
separados por apenas um estado intermediario constante M (como no caso P = O),
primeiramente procuramos descrever segmentos da curva de onda-2 reversa por P,
W2(P), e a partir deles, as curvas de onda-1 reversas por M, W(M), com M va-
riando em cada segmento de W?(P) considerado. Apos verificar a admissibilidade
das descontinuidades e a condicao de compatibilidade geométrica das velocidades, caso
W1 (M) cubra univocamente todo o segmento [I¥,G], uma solugao do problema de
Riemann sera descrita por uma sequéncia de uma onda-1 a partir do estado de injegao
I para um estado M, seguida por uma onda-2 de M para o estado de producao P, com
M € Wi(I) N W2(P), exatamente como no caso P = O.

Os elementos necessarios para a descricao de tal solucao serao dados a partir
de uma sequéncia de afirmacoes, culminando no resultado principal da subse¢ao, que

fornece esta solugao para estados de injecao representando cada intervalo disjunto no

lado [G, W].

Obs. 2.2 Relembramos que a curva de Hugoniot por P, com P € (O, B), foi obtida
explicitamente na Proposi¢ao 1.1 e pode ser parametrizada pelas expressoes (1.28) ou
(1.31) de acordo com a conveniéncia do momento em que estiver sendo utilizada. Neste

caso em que P ~ O, a curva de Hugoniot estd exibida na Fig. 2.4.

Afirmacao 2.1 Fizado U, = P ~ O, com P no segmento (O,U), ezistem dois
segmentos em Hy(P), indicados por [Ay, As] e [As, A4] na Fig. 2.4, tais que se
M € (A, A3) ou M € (Ay, Ay), entao a descontinuidade de M para P é um choque-2
de Laz.

Justificativa. A justificativa sera feita com base nas Figs. 2.4 e 2.5. Como podemos
observar na Fig. 2.4, a curva de Hugoniot por P consiste de dois ramos de hipérbole,
um local que nao é relevante para nosso problema e outro nao local, contendo os pontos
G1, A1, As, Ay, Ay e Wy, além do ramo local consistindo do segmento de reta [O, B]
que também contém o ponto Ay. Os pontos A}, A5, A5 e A} da Fig. 2.4 serao definidos

mais adiante.
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Figura 2.4: Curva de Hugoniot por P € (O,U) e segmentos de retas de bifurcacio
G, D] e [E,W].

Considere os graficos das velocidades caracteristicas A\ (M) e A2(M), e da veloci-
dade de choque o(M; P) mostrados na Fig. 2.5(a), com M variando ao longo do ramo
nao local Hy(P) da Fig. 2.4. Nessa mesma Fig. 2.5(a) considere as retas horizontais
de altura A\;(P) e Ao(P). Observando estes graficos, vemos a existéncia dos estados
Ay, Ag, Az e Ay ao longo de Hy(P) definindo os dois segmentos (A;, As) e (Ag, Ay)
da Fig. 2.4 tais que as desigualdades em (A.14), que definem um choque-2 de Lax, sao
satisfeitas, sendo que os estados Az e Ay sdo melhor visualizados na Fig. 2.5(b) onde
¢ feita uma ampliagao de parte da Fig. 2.5(a). ®

Na Fig. 2.5 estd ilustrado o Teorema de Bethe-Wendroff para os estados A, Ay
e Az em que a velocidade de choque é extremal (maximo local em A; e Ay, e minimo
local em Az com o(Ay; P) = Mo(Ay), 0(Ag; P) = Ma(Ag), 0(As; P) = A (A3)). Ainda
na Fig. 2.5 vemos o estado A4, que nao satisfaz o Teorema de Bethe-Wendroff, mas é
tal que o(Ay; P) = A\ (Ay). Na realidade A4 é a interse¢ao do ramo local [O, B] com o
ramo nao local de H(P), isto é, A4 é um ponto de 1-bifurcacdo secundaria de H(P),
como serd visto na Afirmagao 2.3.

Obs. 2.3 Note na Fig. 2.4 que o estado Ay localiza-se no tridngulo AGUE e que o
estado Ay localiza-se no triangulo AW DU.

Obs. 2.4 Comparando com o caso P = O temos a sequinte correspondéncia de estados
da Fig. 2.4 com estados da Fig. 2.1(a): G <> G, A; < G,, At + BY, A; < O,
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Figura 2.5: (a)Graficos de A\ (M), X\o(M) e o(M; P) com M ao longo do ramo nao
local Hy(P) da Fig. 2.4 mostrando a existéncia dos estados A; e As. Retas horizon-
tais de altura A;(P), A\o(P). (b)Ampliagao da regido retangular destacada em 2.5(a),
mostrando a existéncia dos estados A; e Ay.

Ay 0, A5+ BY, Ay & W, Wi < W e T* < B,.

Afirmacgao 2.2 Fizado U, = P =~ O, com P € (O,U), entio os choques de M para
P, com M nos segmentos [Ay, As| e [Aa, Ay] de H(P) na Fig. 2.4 definidos na Afirma-
cao 2.1 sao admissiveis sequndo a condi¢ao de entropia de viscosidade com matriz de
viscosidade sendo a identidade.

Para verificar numericamente a validade da Afirmacao 2.2, via o programa “PAK-
MAN?”, procedemos da seguinte maneira. Restrigimos nossa atencao para M nos seg-
mentos [A;, As] e [As, Ay], e analisamos numericamente e exaustivamente os planos de
fases do sistema de EDO’s (A.18), com B(U) = I, verificando a existéncia de orbitas

conectando U_ a U,.

Vamos agora considerar o ramo da curva de Hugoniot por P que coincide com o

segmento [O, B].

Afirmacao 2.3 Fizado U, = P =~ O, com P € (O,U), entio existem o0s pontos, ao
longo de (O, B), denotados por Ay e T* na Fig. 2.4, tais que 0(Ay; P) = M(Ay) e
o(T*; P) = M\(T™). Além disto se M € [B,T*) entao a descontinuidade de M para P
¢ um choque-2 de Laz, enquanto se M € (T*, Ay) entao a descontinuidade de M para

P ¢ um choque supercompressivo. Por iltimo, temos que Ay € o ponto de 1-bifurcagao

secunddria de H(P).
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Justificativa. Considere os graficos da velocidade de choque o(M; P) e das velocida-
des caracteristicas A\; (M) e A\o(M), com M variando em [O, B], exibidos na Fig. 2.6(a).
Observando estes graficos, fica claro a existéncia dos pontos A4 e T™, correspondentes
aos estados onde as intersecoes dos graficos de o e de Ay ocorrem, de tal forma que
as desigualdades em (A.14) e (A.16) que definem os tipos dos segmentos de choque
sao validas. Além disto temos que o(Ay; P) = A(A4), mas Ay nao é um ponto de
caracterizado pelo Teorema de Bethe-Wendroff, o que confirma que A4 é o ponto de

bifurcagao secundaria-1 de H(P). ®
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Figura 2.6: (a)Graficos de A\ (M), \o(M) e o(M;P) com M ao longo do segmento
[0, B, ilustrando a existéncia dos estados Ay e T* tais que o(Ag; P) = A\i(A4) e
o(T*; P) = M\ (T*). (b) Velocidade de choque o(M; P), com M variando ao longo de
Hn(P) e a reta de altura A\ (7™) ilustrando os estados A%, Ay, A], As, Ay, A5, As e
Al

Note que o ponto T dado na Afirmacao 2.3 satisfaz o Teorema de Bethe-Wendroff.
Este ponto T™ tem papel de destaque na construgao da solucao do problema de Rie-

mann, analogo ao papel de B, no caso P = O.

Afirmacao 2.4 Seja U, = P~ O, com P € (O,U), como nas afirmagoes anteriores.
Os choques-2 de M para P com M € [B,T*) nao satisfazem a condi¢ao de entropia
de viscosidade (com matriz de viscosidade sendo a identidade), enquanto os choques

supercompressivos de M para P com M € [T*, Ay) a satisfazem.

Como na Afirmacao 2.2, a verificacao da condigao de entropia de viscosidade foi

realizada através da andlise numérica dos planos de fase.
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A afirmacao a seguir relaciona estados do ramo local [O, B] de H(P) com estados
no ramo nao local Hy(P) da Fig. 2.4.
Afirmacao 2.5 Seja Uy = P ~ O, com P € (0,U). Seja T* o ponto de H(P) ao
longo de (O, B] definido na Afirmagao 2.3. Existem quatro pontos sobre o ramo nao

local Hy(P), denotados por Af, A5, AS e A} na Fig. 2.4, tais que o(Af; P) = M\ (T*) =
o(T* P), i =1,2,3,4.

Justificativa. Na Fig. 2.6(b) estdo mostrados o grafico da velocidade de choque
o(M; P), com M variando ao longo do ramo nao local, Hy(P) da Fig. 2.4, e a reta
horizontal de altura A\; (7). Observe que o grafico da velocidade de choque o(M; P)
tem quatro pontos de interse¢gao com a reta de altura A;(7*). Estas quatro intersegoes
definem os quatro pontos Af € Hy(P) tais que (A5 P) = \(T%),i=1,2,3,4. &

Afirmacao 2.6 Sejam P, T* e A7, i = 1,2,3,4 como na Afirmacao 2.5. Entao os
estados Aj e Al estao nos segmentos de choques admissiveis [Ay, As] e [Aa, Ayl da

Fig. 2.4, respectivamente, enquanto que A% e A} estao localizados em segmentos de

descontinuidades nao admissiveis.

Justificativa. Ainda considerando a Fig. 2.6(b) e comparando com a Fig. 2.5(a),
podemos observar que A} e A} estdo nos segmentos de choques admissiveis [A;, A
e [Ag, Ay], respectivamente, enquanto que A% e A} estao localizados em segmentos de

descontinuidades nao admissiveis. W

Obs. 2.5 Com relagao a Fig. 1.1 (ou a Fig. 2.4) os estados Ay e A} estao localizados
no tridngulo AGUE, enquanto os estados As e A}, estio localizados no tridngulo
AW DU.

Consequéncia 2.1 Sejam P, T* e A}

17

1 =1,2,3,4 como nas Afirmacoes 2.5 e 2.6.

Entao A} estd na curva de Hugoniot por T* e vale a cadeia de igualdades:

Justificativa. Das Afirmagoes 2.3 e 2.5 temos que o(T*; P) = M\ (T*) e 0(A}; P) =
A (T%), respectivamente. Assim basta aplicar a regra do choque triplo (Teorema A.25)
para obtermos que Af € H(T*) e que o(T*; Af) =\ (T%),i=1,---,4. A

Obs. 2.6 Note que P € extensao-1 do ponto T*, caracteristica em T™*, pois T* € H(P)
e o(T*; P) = \M(T™). Além disto, da Consequéncia 2.1, os pontos Af, i = 1,--- 4,

sao extensoes-1 do ponto T, também caracteristicas em T*.
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Embora os estados A} e A} estejam em segmentos de choques admissiveis, eles
estao relacionados com a perda da compatibilidade geométrica de velocidades, devido
a satisfazerem a cadeia de igualdades (2.1), conforme mostraremos na Afirmagao 2.7
mais adiante. Ja os estados Aj e A} por nao pertencerem a segmentos de choques
admissiveis nao tem relevancia na construgao da solu¢ao do problema de Riemann.

Na Fig. 2.7(a) vemos que os estados A; e Ay estao também localizados “abaixo” da
curva de inflexao-2. Portanto, de acordo com o perfil das curvas integrais-2 exibidas na
Fig. 1.3(a) é possivel continuar a partir do estado A; com uma rarefacdo-2 reversa até
o vértice G e a partir do estado A, também com uma rarefacao-2 reversa até o vértice
W. Disto concluimos que os segmentos de rarefacao-2 [G, A;] e [W, As] também fazem
parte da curva de onda reversa W?2(P). Portanto, fazendo a uniao com os segmentos
de choque admissiveis [A;, A3] e [Ag, Ay] temos que a curva de onda reversa W?2(P)

contém os segmentos [G, As] e [W, A4] como mostrado na Fig. 2.7(a).

(a) (b)

Figura 2.7: (a)Partes de W?2(P) dadas por [G, A3] e [W, A4] (linha continua mais
grossa), conjunto de inflexao-2 (pontilhado) e segmentos de reta de bifurca¢ao secun-
daria [G,0], [0, B] e [E,W]. (b)Partes de W?(P) dadas por [G, A3] e [W, A4](linha
continua mais grossa), sua extensao-1 (linha continua fina) caracteristica na propria

extensdo e conjunto de inflexdo-1 (linha pontilhada).

Para tratarmos da compatibilidade geométrica entre velocidades vamos conside-
rar o conjunto de extensdo-1 dos segmentos [G, As] e [W, A4], que seja caracteristico
na propria extensao. Este conjunto foi obtido numericamente com o auxilio do pro-

grama “RPN” e esta mostrado na Fig. 2.7(b). Frisamos que os choques que definem
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esta extensdo-1 correspondem a descontinuidades de um estado 7' (a esquerda) para
um estado M (& direita), com M nos segmentos (G, As] ou (W, A4] tais que estas des-
continuidades correspondem a choques admissiveis segundo a condicao de entropia de
viscosidade com matriz identidade. Para ser mais especifico, os estados T estao sobre
ramos locais das curvas de Hugoniot por M e sao limites de choques-1 de Lax de T
para M (com o(T; M) = M\(T)).

Registramos aqui também que ha outros estados no conjunto de extensao-1 de
(G, A3] U (W, Ay], caracteristicos na propria extensdo, mas que nao serao utilizados na
construcao das solugoes dos problemas de Riemann que apresentaremos.

Também devemos salientar que, conforme mostrado na Fig. 2.7(b), os segmen-
tos [G,T*] e [T, W] do conjunto de extensdo-1 considerado localizam-se “abaixo” da
curva de inflexao-1. Logo, de acordo com o perfil das curvas integrais-1 mostrado na
Fig. 1.2(a) ¢ possivel conectar um estado de injegao I no lado [G, W] a um estado T,
nesta extensao-1, por uma curva de rarefacao-1.

Uma vez discutido este conjunto de extensao-1, passemos a analisar a questao
da compatibilidade geométrica das velocidades nas possiveis sequéncias de ondas que

poderao compor as solugoes dos problemas de Riemann.

Afirmacgao 2.7 (Compatibilidade de velocidades de choque/choque) Seja
U, = P = O, com P e (0,U). Considere M ao longo dos segmentos [Ay, As] e
[Ag, A4 correspondentes a choques admissiveis em Hy(P) conforme Afirmagao 2.2 e
T =T(M) a sua extensao-1, tal que o(T(M); M) = A\ (M), mostrada na Fig. 2.7(b).
Sejam Aj € [Ay, As] e As € [Ag, A4] tais que o(T*; A}) = o(T*; A3) = M (T*) como na
Consequéncia 2.1. Entao o(T(M); M) < o(M; P), isto €, o choque de T(M) para M
possut velocidade compativel com a velocidade do choque de M para P na solu¢ao do
problema de Riemann, com estado a esquerda U_ = T(M) e estado a direita Uy = P,
se e somente se M € [Ay, A7) ou M € [Ay, AS] .

Justificativa. Considere M variando em [A;, A3]. Exibindo na Fig. 2.8(a) os gréficos
de o(T(M); M) e o(M; P), com M variando ao longo dos segmentos de choque [A;, As]
e [Ag, Ay, vemos que o(T(M); M) < o(M; P) para M € [A, Af]. De maneira analoga,
observando a Fig. 2.8(b), vemos a mesma desigualdade para M variando em [As, Aj)].
Por outro lado o(T(M); M) > o(M; P) para M ao longo de (A}, As] ou de (A}, Ayl.
|
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Figura 2.8: Graficos das velocidades de choque o(T'(M); M) = \(T(M)) e o(M; P).
(a) M variando em [A;, A3]. (b) M variando em [As, Ay].

Tratemos agora da compatibilidade da velocidade de um choque com a velocidade
de inicio de uma onda de rarefagao-2. O significado de “velocidade de inicio de uma

onda de rarefacao” esta explicado na Secao A.5, pg 65.

Afirmacao 2.8 (Compatibilidade de velocidades de choque/rarefagao) Seja
U, =P =~ O, com P € (O,U). Considere a extensio-1 dos segmentos [G, A] e
(W, Ag] de W?(P). Seja M € [G,Ay] ou M € [W,Ay] e T = T(M) a sua extensao-1
caracteristica em T'(M). Entao o(T'(M); M) < Ao(M), ou seja, o choque de T =T (M)
para M possui velocidade compativel com a velocidade de inicio da onda de rarefa¢ao-2

que parte de M, para formar uma onda composta-2 conectando M a P.
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Figura 2.9: Graficos da velocidade de choque o(T'(M); M) = A\ (T (M)) e da velocidade
caracteristica A\o(M). (a) M variando em [G, A;]. (b) M variando em [W, A,].

Justificativa. Considere M € [G, A;]|. Exibindo na Fig. 2.9(a) os graficos da veloci-
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dade de choque o(T(M); M) = X\ (T(M)) e da velocidade caracteristica As(M), vemos
que o(T(M); M) < Xo(M), para M € [G, A;]. Para M € [W, Ay] obtemos a mesma
desigualdade observando a Fig. 2.9(b). ®

Concluida a sequéncia de afirmagoes preparatorias temos entao o resultado princi-

pal desta subsecdo, que descreve solugoes dos problemas de Riemann para P € (O, U),

P~ 0.

Resultado 2.1 Fizado um estado de produgao P suficientemente proximo de O, com
P no segmento (O, U), e variando o estado de injecio I ao longo do lado [G, W], entdo
uma solugao do problema de Riemann (1.10)-(1.11) com U_ = I e Uy = P consiste
genericamente de uma sequéncia de uma onda (composta) da familia-1 de I para um

estado intermedidrio constante M, seguida de uma onda da familia-2 (composta ou
choque) de M para P.

G

Figura 2.10: Representacao das diversas possibilidades para a solugao do problema de

Riemann para P € (O, U), de acordo com a localizacdo do estado de injecdo I ao longo
do lado [G, W].

Justificativa. Acompanhe na Fig. 2.10. Considere as partes da curva de onda reversa
W?2(P) denotadas por [G, A1 U[Ay, Aj] e [W, Ay] U [Ay, A3]. Considere ainda as curvas
de onda reversas W' (A;), W1 (T*) e W1(Ay). A interse¢ao destas curvas com o lado
[W, G] definem os estados I, I* e I representados na Fig. 2.10, respectivamente, sendo

que pelo fato de T™ pertencer ao segmento de reta [O, B] o estado I* coincide com B.
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Com esta divisao do lado [G, W] nos segmentos |G, I1), [I1, ), (I*, 5] e (I3, W]

temos condicoes de exibir solucoes do problema de Riemann para P fixo e I variando

em [G, W], como a seguir:

(1)

(iii)

Se I = (G, ou seja, se o estado inicial a esquerda corresponder a apenas gas, entao
uma solucao do problema de Riemann ¢ dada por uma onda composta-2, a qual
é constituida por uma rarefacao-2 de GG para A;, seguida de um choque de A;

para P, com o(Ay; P) = X2(4,).

Se I € (G,I ) oul € (I3, W), entdo uma sequéncia de ondas que compoe a corres-
pondente solucao do problema de Riemann ¢ constituida por uma composta-1 de
I para M, onde M é um estado sobre os segmentos (G, Ay) ou (As, W), respecti-
vamente, seguida de uma composta-2 de M para P. A composta-1 é formada por
uma rarefacao-1 de I para T(extenséo—l do ponto M na curva WE(P)) seguida
de um choque de T para M, com o(T; M) = A\ (T). Em cada caso a composta-2
é formada por uma rarefacao de M para A;, seguida de um choque de A; para

P, com O'(A“P) = >\2(A2>, 1= 1,2

Se I € [I1,I*) ou I € (I*, I3, entdo uma sequéncia de ondas que compoe a cor-
respondente solugao do problema de Riemann é constituida por uma composta-1
de I para M, onde M é um estado no segmento [A;, A}) se I € [I;,[*) ou no seg-
mento [A5, Ayl se [ € (I, I5], seguida de um choque de M para P. A composta-1
¢ formada por uma rarefacao-1 de I para T (extenséo—l do ponto M na curva

W2(P)) seguida de um choque de T para M, com o(T; M) = X (T).

Se I = I* = B, entao uma solugao para o correspondente problema de Riemann
é constituida por uma rarefagao-1 do estado [* para o estado 7™, seguida de um

choque de T™ para P.

Se I = W, ou seja, se o estado inicial a esquerda corresponder a apenas égua,
entao a solucao do problema de Riemann é dada por uma onda composta-2, a
qual é constituida por uma rarefacao-2 de W para A, , seguida de um choque de

Ay para P, com o(Ay; P) = Aa(As).
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Obs. 2.7 Note que, assim como na Obs. 2.1 do caso P = O, no item (iv) da justifica-
tiva do Resultado 2.1, também temos aparentemente trés possibilidades de sequéncias
de ondas no espaco de estados. Porém estas trés sequéncias de ondas representam a
mesma solu¢ao no espago fisico—xt, uma vez que todos os choques tém wvelocidades

coincidindo com A\ (T*). Sao estas as trés possibilidades:

(a) rarefagio-1 de I* para T* sequida de um choque de T* para A (com o(T*; A}) =
M(T*), formando a composta-1), sequida de um choque de A} para P, com

o(A}; P) = o(T7; A7) = M(T);

(b) solu¢ao de Buckley-Leverett ao longo do segmento [O, B] consistindo de uma
rarefagao-1 de I* para T* sequida de um choque de T* para P, com o(T*; P) =
)\1(T*),'

(¢) rarefagao-1 de I* para T* sequida de um choque de T* para A% (com o(T*; AS) =
M(T*), formando a composta-1), sequida de um choque de A% para P, com
0(A3; P) = o(T™; A3) = M(T7).

Isto conclui a descricao de uma solucao para o estado de producao P numa
vizinhanca de O sobre o segmento (O, U). Observamos que se fizermos P tender ao
estado O entdo obteremos a mesma soluc¢ao obtida em (AZEVEDO et al, 2010) para
P = 0O, a qual esta recapitulada na Secao 2.2, em que os estados A;, A}, T*, A; e A,
da Fig. 2.10 podem ser obtidos como perturbacdes dos estados G, BY, B,, BY e W,
da Fig. 2.3, respectivamente.

Passemos agora a perturbar o estado de produgao P para fora do segmento (O, U).

2.3.2 Estado P fora do Segmento de Reta (O,U).

Neste caso perturbamos o estado de producao P considerado na Subsecao 2.3.1
para o interior do triangulo AOEU. Depois determinamos numericamente através do
programa “RPN” a curva de Hugoniot H(P), a qual esta mostrada na Fig. 2.11. Como
observa-se na Fig. 2.11, H(P) é formada por dois ramos locais, um que nao é relevante
para o nosso problema e o outro contendo os pontos Gi, Ay, P e O, além de um
ramo nao local contendo os pontos By, Ay, A e W;. Note que os conjuntos de pontos
{G1,A1,P,01} e {By,T*, Ay, Ay, W1} da Fig. 2.11 sao as perturbacoes dos conjuntos
{G1,A1,P,O} e {B,T*, Ay, Ay, W1} da Fig. 2.4, respectivamente. Para o ponto P aqui
considerado, o ponto A3 da Fig. 2.4 passa a coincidir com o ponto P na Fig. 2.11, no

sentido que todo o segmento (A;, P) corresponde a um choque-2 de Lax.
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Figura 2.11: Curva de Hugoniot por um estado P ~ O, com P € AOEU e segmentos
de retas [G, D] e [E, W].

A sequéncia de afirmacoes através da qual definimos os elementos necessarios para
a descri¢do da solugdo, sera a mesma do caso para P € (O,U), também culminando
no proprio resultado que fornece a solucao para estados de injecao representando cada
intervalo disjunto no lado [G, W]. As justificativas aqui serao todas numeéricas, uma vez
que nao temos mais a expressao explicita da curva de Hugoniot como na Proposicao 1.1.
No entanto todos os resultados podem ser facilmente vistos como perturbacoes do caso

P € (0,U), com P proximo de O.

Afirmacao 2.9 Fizado U, = P ~ O, com P € AOEU, eristem dois segmentos em
Hn(P), denotados por [As, A4] e [T, B1] na Fig. 2.11, tais que se M € (A, Ay) ou
M € (T*, By), entao a descontinuidade de M para P é um choque-2 de Laz. Além disto

se M € (A4, T*) entao a descontinuidade de M para P é um choque supercompressivo.

Justificativa. A justificativa é analoga as justificativas das Afirmagoes 2.1 e 2.3 e

baseia-se nas Figs. 2.11 e 2.12(a). ®

Afirmacao 2.10 Considere o ramo local [G1,01] de H(P) na Fig. 2.11. Existe um
segmento, denotado por [Ay, P], neste ramo local [G1, O1] tal que se M € (Ay, P), entao

a descontinuidade de M para P é um choque-2 de Lazx.

Justificativa. A justificativa também é anéloga as justificativas das Afirmacoes 2.1 e

2.3 e baseia-se nas Figs. 2.11 e 2.12(b). ®
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Figura 2.12: Graficos de A\ (M), X\o(M) e o(M; P). Retas de alturas A\ (P) e Ao(P).
(a) M variando ao longo do ramo nao local Hy(P) da Fig. 2.11 ilustrando a existéncia
dos estados Ay, Ay e T* na Afirmagao 2.9. (b) M variando ao longo do ramo local

(01, G4] de H(P) ilustrando a existéncia do estado A; na Afirmagao 2.10.

Obs. 2.8 Note nas Figs. 2.12(a) e 2.12(b) que temos as igualdades
O'(A27P) = >\2(A2), O'(A4,P) = )\1(144),

o(T*; P) =X\ (T"), o(A1; P)= X(Ay),

ilustrando o Teorema de Bethe- Wendroff.

Afirmacao 2.11 Fizado U, = P~ O, com P € AOEU, entdo os choques de M para
P com M € [A,P], M € [Ay, Ay] e M € [Ay,T*], definidos nas Afirmagoes 2.9 e
2.10, satisfazem a condigao de entropia de viscosidade com matriz de viscosidade sendo

a identidade, enquanto os choques de M para P com M € (T*, By] nao a satisfazem.

A validade desta Afirmacao também é verificada numericamente como no caso

da Afirmacao 2.2.

Afirmacao 2.12 Sejam P e T* como nas Afirmacoes 2.9 e 2.11. Existem dois pontos
denotados por A} e Aj sobre [G1, O4] e dois pontos denotados por A e A} sobre Hy (P)
na Fig. 2.11 tais que o(Af, P) = M\ (T%),i=1,2,3,4.

Justificativa. A justificativa é andloga a da Afirmagao 2.5 e baseia-se nas Figs. 2.13(a)

e 2.13(b) bastando comparar os graficos da velocidade de choque nestes ramos de H(P)

com a reta de altura A\ (7). H
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Figura 2.13: Grafico de o(M; P) e a reta de altura A\ (7). (a) M variando ao longo
do ramo nao local Hx(P) da Fig. 2.11 mostrando a existéncia dos pontos A%, A e T™.
(b) M ao longo do ramo local [O1,G;] de H(P) da Fig. 2.11 mostrando a existéncia

dos pontos Aj e Aj.

Afirmacao 2.13 Sejam P, T* e A}, i = 1,2,3,4 como na Afirmagao 2.12. Entao
os estados A} e Ab estao nos segmentos de choques admissiveis [Aq, P| e [Aa, Ayl da

Fig. 2.11, respectivamente, enquanto que Aj e A} estao localizados em segmentos de
descontinuidades nao admissiveis.

Justificativa. Justificativa andloga a da Afirmagao 2.6 e baseia-se nas Figs. 2.12 e

213. m

Obs. 2.9 Com relagao as Figs. 1.1 e 2.11 os estados A; e A} estao localizados no

triangulo AGUE, enquanto os estados Ay e A} estao localizados no triangulo AWUD.,

Consequéncia 2.2 Sejam P, T* e Af, i = 1,2,3,4, como nas Afirmagoes 2.12 e 2.13.
Entao Af € H(T™) e vale a cadeia de igualdades:

o(T* A =M(T")=0(A; P)=0(TP), i=1,---,4. (2.2)

Justificativa. Da Obs. 2.8 e da Afirmagao 2.12 temos que o(T*; P) = \(T*) e

o(Af; P) = M\ (T™), respectivamente. Assim basta aplicar a regra do choque triplo

para obtermos a cadeia de igualdades em (2.2).

Obs. 2.10 Note que T™ ¢é extensao-1 tanto do ponto P como dos pontos Af, i =

1,---,4, caracteristica em T™.
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As observagoes sobre a localizacao dos estados A; e Ay, bem como de A}, i =
1,2,3,4, a seguir sao praticamente as mesmas para o caso P € (O,U). Apenas as
recapitularemos para facilitar a leitura.

Embora os estados A} e A} estejam em segmentos de choques admissiveis, devido
a satisfazerem a cadeia de igualdades (2.2) eles estao relacionados com a perda da
compatibilidade geométrica de velocidades conforme mostraremos na Afirmacao 2.14
mais adiante. Ja os estados Aj e A} por nao pertencerem a segmentos de choques
admissiveis nao tem relevancia na construcao da solucao do problema de Riemann.

Na Fig. 2.14(a) vemos que os estados A; e As estao também localizados “abaixo”
da curva de inflexao-2. Portanto, de acordo com o perfil das curvas integrais-2 exibidas
na Fig. 1.3(a) é possivel continuar a partir do estado A; com uma rarefacdo-2 reversa
até o vértice G e a partir do estado As também com uma rarefagao-2 reversa até o
vértice IW. Disto concluimos que os segmentos de rarefacao-2 [G, A;] e [W, Ay] também
fazem parte da curva de onda reversa W2(P). Portanto, fazendo a unido com os
segmentos de choque admissiveis [A1, P] e [Aa, A4] temos que a curva de onda reversa

W?2(P) contém os segmentos [G, P e [W, A4] como mostrado na Fig. 2.14(a).

(a) (b)

Figura 2.14: (a) Partes de W2(P) dadas por [G, P] e [W, A4} (linha continua mais
grossa); conjunto de inflexdo-2 (pontilhado) e segmentos de reta de bifurca¢ao secun-
daria [G, 0], [0, B] e [E,W]. (b) Parte de W2(P) dada por [G, P] e [W, A4] (linha
continua mais grossa), sua extensao-1 (linha continua fina) caracteristica na propria

extensao e conjunto de inflexdo-1 (linha pontilhada).

Também devemos salientar, conforme mostrado na Fig. 2.14(b), que a extensao-1
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a ser considerada na solucao localiza-se abaixo da inflexao-1, justificando que é possivel
conectar um estado de injecao I no lado [G, W] a um estado T', nesta extensao-1, por
uma onda de rarefagao-1.

As afirmacoes a seguir que tratam da questao da compatibilidade geométrica das

velocidades sao analogos as Afirmagoes 2.7 e 2.8 do caso anterior.

Afirmacao 2.14 (Compatibilidade de velocidades de choque/choque) Seja
U, = P =~ O, com P no triagngulo AOEU. Considere M wvariando ao longo dos
segmentos [A1, P] e [Asg, A4] correspondentes a choques admissiveis em H(P) conforme
a Afirmagao 2.11 e T = T(M) a sua extensdo-1, tal que o(T(M); M) = I\ (M),
mostrada na Fig. 2.14(b). Sejam A} € [A1, P] e AS € [Ag, A4] tais que o(T*; A}) =
o(T*; A5) = M (T*) como na Consequéncia 2.2. Entao o(T'(M); M) < o(M;P), isto
é, o choque de T'(M) para M possui velocidade compativel com o choque de M para P
na solu¢ao do problema de Riemann, com estado a esquerda U_ = T(M) e estado a
direita Uy = P, se e somente se M € [Ay, Af] ou M € [Ay, AS].

Justificativa. Andloga a justificativa da Afirmacgao 2.7 fazendo a comparagao entre
os graficos de o(T'(M); M) e o(M; P) com M variando ao longo dos segmentos [A;, P]
e [AQ,A4]. |

Afirmacao 2.15 (Compatibilidade de velocidades de choque/rarefacao) Seja
U, =P = O, con P € NOEU. Considere a extensio-1 dos segmentos [G, A1] e
(W, Ay] de W2(P). Seja M € [G,A)] ou M € [W,Ay] e T = T(M) a sua extensao-1
caracteristica em T'(M). Entao o(T(M); M) < Xo(M), ou seja, o choque deT =T (M)
para M possui velocidade compativel com a velocidade de inicio da onda de rarefa¢ao-2

que parte de M, para formar uma onda composta-2 conectando M a P.

Justificativa. Analoga a justificativa da Afirmagao 2.8. W
Concluida a sequéncia de afirmagoes preparatorias temos entao o resultado princi-

pal desta subsecdo, que descreve solucdes dos problemas de Riemann para P € AOEU,

com P~ O.

Resultado 2.2 Fizado um estado de produgao P suficientemente proximo de O, com
P € AOEU , e variando o estado de injecio I ao longo do lado [G, W], entio uma
solug@o do problema de Riemann (1.10)-(1.11) com U_ =1 e U, = P consiste generi-
camente de uma sequéncia de uma onda (composta) da familia-1 de I para um estado
intermedidrio constante M, sequida de uma onda da familia-2 (composta ou choque)
de M para P.
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Figura 2.15: Representacao das diversas possibilidades para a solugao do problema de
Riemann para P ~ O (na regidao R%), de acordo com a localizagio do estado de injegao
I a0 longo do lado [G, W].

Justificativa. A justificativa é exatamente como no caso em que o estado P estd
sobre o segmento (O, U) e pode ser acompanhada com o auxilio da Fig. 2.15 em que

os estados I ao longo do lado [G, W] do tridngulo de saturacoes sao subdivididos nos

casos [ =G, 1€ (G, 1)oul e (I,W), Ie[1,I")oule(l, L, I=I"el=W. R

Obs. 2.11 Apresentamos no Resultado 2.2 a descrigao de uma solu¢ao do problema
de Riemann em que o estado & direita U, = P foi perturbado do segmento (O,U)
para o tridngulo AOEU. Para o caso de P ser perturbado para o triangulo AODU a

descricao € andloga e nao serd apresentada.

Obs. 2.12 Se perturbarmos o estado P até o lado [G,O], P ainda prézimo de O,
teremos exatamente a solugao descrita em (BARROS, 2010) em que os estados Aj,

At T*, Ay e Ab daqui correspondem, respectivamente, aos estados WY, PV, P,, GT,

*

PE de ld. Por outro lado, perturbando P até o lado [W, O] temos a solugdo descrita
em (GUEDES, 2009).

Vamos agora determinar a fronteira da vizinhanca do vértice O, do triangulo de
saturacoes da Fig. 1.1, em que a solucao do problema de Riemann para um estado
de producao P nesta vizinhanca tenha a mesma sequéncia de ondas que este caso que
acabamos de descrever. Também por simplicidade vamos descrever os detalhes apenas

para P € AOEU, uma vez que para P € AOUD a descricdo é analoga.



42

Fronteira da vizinhanca R; do estado O.

Consideremos agora a Afirmacao 2.6 (para P € (O,U)) e sua analoga, a Afirma-
cdo 2.13, para P no triangulo AOEU, com P ~ O. Como vimos nas Afirmacdes 2.6
e 2.13 os estados A] e Aj satisfazem a regra do choque triplo com o estado 7™ e se
localizam no interior dos triangulos AGUE e AW DU da Fig. 1.1, respectivamente.
No caso, A} e A} (assim como Aj e A} ) sdo extensdes-1, caracteristicas em 7% € H(P),
que de acordo com a regra do choque triplo satisfazem o(7*; P) = A\{(T™), como visto
nas Consequéncias 2.1 e 2.2.

Ao afastar o ponto P do vértice O, interiormente ao triangulo AOEU da Fig. 1.1,
vemos que a tendéncia é que o ponto A} se aproxime do segmento [E, U] interiormente
ao triangulo AGUE e que o ponto A} se aproxime do segmento [U, W] interiormente
ao triangulo AW DU, sendo que A} atinge [E, U] simultaneamente quando A} atinge
[U,W]. Algumas orbitas do sistema de EDO’s (A.18) para a descontinuidade entre T
e A} (em que A} estd em AGUE e Ay em AW DU) estio ilustradas na Fig 2.16(a). A
partir do momento em que A} cruza o segmento [E, U] para o interior de AOEU e Aj
cruza o segmento [U, W] para o interior de AW DU a descontinuidade de T* para A}
deixa de ser admissivel. Como mostrado na Fig. 2.16(b), o que ocorre é que no momento
que A} atinge [F, U], a o6rbita do sistema de EDO’s (A.18) que conectava T* a A} é
“quebrada” surgindo entdo uma orbita que conecta A} a A} sobre o segmento [E, W] em
adigdo a orbita que conecta T a A;. Note que temos o(T%; AY) = o(T*AS) = o(AS; AT).

Continuando a perturbar P para longe de O na direcdo de [E,U), a partir deste
momento o estado Aj ficaria do lado oposto do segmento [E, W] em relagao ao estado
T* e descontinuidade de 7™ para A} nao é mais admissivel conforme ilustra a Fig. 2.17.

Definimos entao parte da fronteira da vizinhanga R; do vértice O no triangulo
AFEOU, onde as construcoes dos casos anteriores sao validas, como sendo o conjunto
dos estados de producao P tais que os estados A} e A3, dados nas Afirmagcoes 2.6 e 2.13,
estdo sobre o segmento de reta de bifurcacao secundaria [F,W]. Mais precisamente,

seja:
EYV = {T" € AWUB tal que 3A; € [E,U] e A} € [U, W] com T* € H(AY) NH(A3)
eo(T A)) =o(T" AY) = M (T)}. (2.3)

Note que os estados A} ndo precisam cobrir todo o segmento [E, U], apesar disto
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(a) (b)

Figura 2.16: Orbitas do sistema de EDO’s (A.18). (a) Mostrando a admissibilidade
do choque de T* para A}, com A} € AGUE. (b) Mostrando a nao admissibilidade do

choque de T* para A}, com A} € [E,U].

(a) (b)

Figura 2.17: Orbitas do sistema de EDO’s (A.18). (a) Mostrando a nao admissibilidade
do choque de T™* para A}, com A} € AFEOU. (b) Ampliagio da regido retangular
contida na Fig. 2.17(a).

ocorrer neste caso, assim como os estados A} nao precisam cobrir o segmento [U, W]
por inteiro. O que ocorre aqui é que E}" é uma extensao-1 “dupla” do segmento [E, U]
e do segmento [U,Q)], caracteristica em E}V. Na realidade para obter este conjunto
numericamente basta determinar a extensdo-1 do segmento [E,U] ou do segmento
U, Q).

Uma vez definido o conjunto E}", vamos caracterizar a fronteira da regiao R; no
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G B w

Figura 2.18: Extensdo-1 E}V dos segmentos [E,U] e [U,Q)], caracteristica em E}' e
segmentos de retas (G, D], [E,W] e [O, B].

triangulo AOEU como uma extensao-1 de B}V, caracteristica em F}" como a seguir:

F¢ = {Pec AOEU,P ¢ [E,U) tal que 3T* € E}Y com P € H(T")
e o(T*; P) = \(T%)}. (2.4)

Portanto FC é uma “terceira” extensdo-1 de E}", caracteristica em E}", além dos
segmentos [E,U] e [U, W].
Note que juntando as defini¢oes dos conjuntos E{” e F!V, temos a seguinte cadeia

de igualdades como consequéncia da Regra do Choque Triplo:

o(T™A]) = oI A7) =o(T"; P) = 0(A}; P) = (A3 P)
= (A5 AL = \(T"), YP e FENT* € BV, (2.5)

A parte da fronteira da vizinhanca R; que estd no triangulo AOEU da Fig. 1.1,
denotada por R{, é a curva definida por F¥ a qual foi obtida numericamente e esta
mostrada na Fig. 2.19.

No caso, o ponto de intersecgao P de F¥ com [G, O] na Fig. 2.19 ¢ precisamente o
ponto P; obtido em (BARROS, 2010) quando foram descritas as soluges considerando
apenas estados de produgao P ao longo do lado [G, O].

De maneira analoga definimos a parte da fronteira de R; que estd no triangulo

AOUD como a seguir.
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G B w

Figura 2.19: Vizinhaga R; do vértice O com fronteira inferior F} = FF U F[V.
Seja

EY = {T* € AGUE tal que 3A* € [U,D] e 3A; € [G,U] com T* € H(A}) NH(A})
eo(TA}) =0(T" A5) = (T} (2.6)

Dai definimos a outra parte da fronteira representada na Fig. 2.19:

Y = {PecAOUD,P ¢ (U,D] tal que IT* € EY com P € H(T*)
e o(T*; P) = M\ (T%)}. (2.7)

A fronteira da vizinhaca Ry do vértice O, que estamos procurando é entao definida
por

F=FFuFR".

2.3.3 Estado P sobre a Fronteira F; da Vizinhanca R; de O.

Neste caso consideramos o estado de producao P sobre a fronteira I} exibida na
Fig. 2.19. Como também nao temos a expressao explicita da curva de Hugoniot para
estados P sobre a fronteira Fi, obtemos a curva de Hugoniot por P numericamente, a
qual estd exibida na Fig. 2.20.

Todos os resultados sao andlogos aos resultados das Subsecoes 2.3.1 e 2.3.2, com
a unica diferenca que neste caso especifico os pontos A} e A; estao sobre os segmentos

(E,U) e (U, W) respectivamente.
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Figura 2.20: Curva de Hugoniot para um estado de producdo P sobre a fronteira F
e segmentos de reta de bifurcacao |G, D], [E, W] e [O, B].

Assim, para efeito de acompanhamento da descricao das soluc¢oes do problema
de Riemann exibimos apenas a Fig. 2.21, sendo que as mesmas ja estao descritas na

justificativa do Resultado 2.2.

~
~

G i, 1w

Figura 2.21: Representacao das diversas possibilidades para a solugao do problema de
Riemann para P € F, de acordo com a localizagao do estado de injegao I ao longo

do lado [G, W].

Uma vez descrita as solugoes dos problemas de Riemann para U, = P na vizi-

nhanca R; do vértice O, inclusive na fronteira F}, passemos a considerar o estado P
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além da fronteira F} numa regiao que chamaremos de Ry, com fronteira “superior” F

e fronteira “inferior” F5 a ser definida ao final.

2.4 Estado de Producao P numa Regiao R».

Considere um estado de produciao P no interior da regidao Ry do triangulo AOEU,
limitada “superiormente” pela fronteira F© definida em (2.4) e “inferiormente” pela
fronteira F5 que serd definida mais adiante, apos a descricao da solucao para P proximo
de Fy. Do mesmo modo que antes, vamos considerar Ry, = RS U RY em que RS é a
subregido & “esquerda” do segmento [0, U] e RY a “direita” de [O,U]. Também por
simplicidade vamos descrever as solucoes do problema de Riemann apenas para P na
subregido RY, ja que para P € RY a descrigao é analoga.

Assim como no caso em que P € RY, a curva de Hugoniot por P mostrada na
Fig. 2.22(a) consiste de um ramo local (ndo relevante para a nossa construcao), do
ramo local [G1,04] e do ramo nao local Hy(P) contendo os pontos By, T*, A4, Az,
Ay e Wi. O ponto A7 é definido como sendo a intersec¢ao de Hy(P) com o segmento
7, W),

O ponto Z, na Fig. 2.22(a), é definido como sendo a interse¢do do ramo local
[O1,G1] de H(P) com o segmento de reta [E,U]. A curva de Hugoniot pelo estado Z
pode ser vista na Fig. 2.22(b). Ela consiste dos ramos locais [Gz,Oz] e [E, W] e do
ramo nao local Hy(Z) contendo os estados Bz, As e Dz. O ponto As é definido como
sendo a intersecao de Hy(Z) com o segmento de reta [U, W], ou seja, é o ponto de
1-bifurcagao secundaria de H(Z). Para melhorar a visualizagao, exibimos na Fig. 2.23

uma ampliagdo da Fig. 2.22(b) numa vizinhanga do ponto As.

Afirmacgao 2.16 Fizado U, = P, com P na regiio RS, existem dois segmentos em
Hn(P), indicados por [T*, By] e [A2, A4] na Fig. 2.22(a), tais que se M € (T*, By)
ou M € (Ay, Ay), entao a descontinuidade de M para P é um choque-2 de Lax. Tam-
bém existe um segmento no ramo local [Oy, G1] de H(P), indicado por [Ay, P] na Fig.
2.22(a), tal que se M € (Ay, P), entao a descontinuidade de M para P é um choque-2
de Lax.

Justificativa. A justificativa é analoga a das Afirmacoes 2.1 e 2.9 e baseia-se nas Figs.

2.24(a) e 2.24(b). =
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(a) (b)

Figura 2.22: (a) Curva de Hugoniot por um estado P na subregido RS e segmento
[E,W]. (b) Curva de Hugoniot por Z em (a) e o ramo nao local Hy(P).

Figura 2.23: Ampliacdo da regido retangular contida na Fig. 2.22(b) mostrando de-
talhes de Hy(P) e de H(Z). [T7,T7] é a extensdo-1 de [Ajs, A;], caracteristica em
T3, T7].

Obs. 2.13 O estado A, localiza-se no triangulo AW DU e Ay em AWUB da Fig. 1.1.

Obs. 2.14 Perceba ainda nas Figs. 2.24(a) e 2.24(b) que temos as igualdades
O'(Ag; P) = >\2(A2), O'(A4; P) = )\1(144),
0'(ir*7 P) = )\1(T*), O'(Al; P) = )\2(141)

ilustrando o Teorema de Bethe- Wendroff.

Afirmacao 2.17 Considere U, = P, com P € RS e A; o ponto de intersecio de

Hy(P) com o segmento de reta [U,W]. Entao os choques de M para P, com M
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Figura 2.24: Graficos de A\ (M), X\o(M) e o(M; P). (a) M variando ao longo do ramo
nao local Hy(P), exibido na Fig. 2.22(a) ilustrando a existéncia dos pontos Ay, Ay e
T* e retas de alturas A\ (P) e Ao(P). (b) M variando ao longo do ramo local [0y, G1]
de H(P), exibido na Fig. 2.22(a) ilustrando a existéncia do ponto A;.

nos segmentos [Ay, P) e [As, A7) (ilustrados nas Figs. 2.22(a) e 2.23) sao admissi-
veis sequndo a condi¢ao de entropia de viscosidade com matriz de viscosidade sendo a
identidade.

Justificativa. Considere o sistema de EDO’s (A.18) nas trés situagoes a seguir. Na
Fig. 2.25(a) mostramos as variedades estaveis e instaveis do ponto de equilibrio M,
com M no segmento (Ay, A7), provando a existéncia de uma orbita conectando M a
P. Mostramos também através da Fig. 2.25(b) que para M = A; a conexdo entre
M e P & “quebrada”, havendo as conexdes de A7 (sela) para Z (sela) e de Z para P
(atrator). Ja na Fig. 2.26 tomamos um estado M em Hy(P) com M no segmento

(A7, A4] mostrando que nao ha orbitas conectando M & P. W

Afirmacgdo 2.18 Sejam U, = P € RS e Z o ponto de intersegio do ramo local

[O1,G4] de H(P) com o segmento de reta [E,U] como nas Figs. 2.22(a) e 2.22(b).
Entdo curva de Hugoniot por Z possui um segmento sobre [U, W] indicado por [As, Ag)
na Fig. 2.23, tal que se K € (As, Ag), entao a descontinuidade de K para Z é um
choque de cruzamento.

Justificativa. Note que H(Z) foi obtida explicitamente na Proposigao 1.2, logo os
graficos e desigualdades aqui sao precisos. Considerando K variando ao longo do ramo

[E,W] de H(Z) na Fig. 2.22(b) e exibindo na Fig. 2.27 os graficos de o(K; Z), A (K),
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(a) (b)

Figura 2.25: Orbitas do sistema de EDO’s (A.18). (a) Mostrando admissibilidade do
choque de M para P com M € [As, A7]. (b) Mostrando admissibilidade do choque de
Az para Z.

Figura 2.26: (a) Orbitas do sistema de EDO’s (A.18) mostrando a ndo admissibilidade
do choque de M para P com M € (A7, Ay € Hy(P). (b) Ampliagdo da regiao
retangular contida na Fig. 2.26(a) mostrando que as variedades instaveis de M nao

podem atingir P.
Ao (K) e as retas de alturas A1 (Z) e A\y(Z), verificamos a existéncia do segmento (As, Ag)
tal as desigualdades (A.15) que definem um choque de cruzamento sao satisfeitas. W

Obs. 2.15 Na Fig. 2.27 o ponto Ag estd mais uma vez ilustrando o Teorema de Bethe-
Wendroff e o ponto As ilustrando o ponto de 1-bifurcag¢ao secunddria de H(Z).

Afirmagao 2.19 Nas mesmas hipdteses da Afirmacao 2.18, se K € [As, Ag] entao

o choque de K para Z satisfaz a condicao de entropia de viscosidade com matriz de
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Figura 2.27: Graficos de A\;(K), A\2(K), o(K; P) com K ao longo do ramo local [E, W]
exibido na Fig. 2.22(b) e retas de alturas A\ (Z) e A\2(Z) mostrando o segmento do
choque de cruzamento (As, Ag) da Fig. 2.23.

viscosidade sendo a identidade, isto €, (As, Ag) corresponde a um segmento de choque

transicional.

Justificativa. Veja na Fig. 2.25(b) a orbita conectando M = A; € [As, As] ao estado

Z. Para outros estados M € [Aj, Ag] esta conexao é mantida. W

Afirmacao 2.20 (Compatibilidade de velocidades de choque/choque) Sejam
U, = P € RS e Z o ponto de intersegio do ramo local [O1, G4] de H(P) com o segmento

de reta [E,U] como nas Figs. 2.22(a) e 2.22(b). Considere K variando ao longo do
segmento [As, As] da Fig. 2.23 correspondente a choques de K para Z admissiveis como
na Afirmagao 2.19. Entao o(K;Z) < o(Z; P), isto €, o choque de K para Z possui
velocidade compativel com a velocidade de choque de Z para P na solugao do problema

de Riemann, com estado a esquerda U_ = K e estado a direita Uy = P, se e somente
se K € [As, A].

Justificativa. Considere K variando ao longo do segmento [As, Ag] de H(Z) da
Fig. 2.23. Exibindo na Fig. 2.28(a) o grafico da velocidade de choque o(K;Z) e
a reta de altura o(Z; P) vemos que existe uma tunica interse¢do destes graficos num
ponto que por enquanto denotaremos por J. Assim da regra do choque triplo temos que
J € H(P) e como, segundo a Fig. 2.23, a tnica intersecao de Hx(P) com o segmento
[As, Ag] ocorre em A7, segue que J = Aj.

Também observando a Fig. 2.28(a) vemos que o(K;Z) < o(Z; P), para K €
[A5, A7l e 0(K; Z) > 0(Z; P) para K € (A7, Ag]. W



o2

1661 177
1.65F — %
* * *
roal x| M) 2 (K') = o(K'K)
e = b 1
o ey < 1.65
X = 165¢ e
B 162 N
v 54_ T,
I 1617 A B
S| o(Z,P) @ T
= 16t 7 id Q A_Z
§ "g Lol o(K;Z) A6 G( 7 )
SRE: S 4 R
S . e
1.58} % G(A5’%)__,__——"’
157 = e }: 7
' /15
156 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ P S
0.‘14 0.42 0.44 0.46 0.48 0.5 0.416 0418 042 0.422 0.424 0426 0.428 043 0.432 0.434 0436
5 S Ag A s, A,
(a) (b)

Figura 2.28: (a) Grafico de o(K; Z) com K ao longo do segmento [As, Ag] de H(Z) e
reta de altura o(Z; P) mostrando que o(Az; P) = o(Z; P). (b) Gréaficos da velocidades
de choque o(K;Z), com K € [As, A7], e da velocidade caracteristica A;(K*), com
K* € [T7,T7] e tal que A\ (K*) = o(K*; K).

Afirmacgao 2.21 (Compatibilidade de velocidades de choque/choque) Consi-
dere U, = P, com P na regigo RS. Sejam A7 o ponto de intersecgio de Hy(P) com
[U, W] e As o ponto de 1-bifurcacio de H(Z) também em [U,W]. Considere K vari-
ando ao longo do segmento [As, A7) de H(Z) (Figs. 2.22(b) e 2.23) e K* sua extensao-1
com o(K*; K) = M\ (K*) definindo o segmento [T7,T7] na Fig. 2.23. Entao existe um
unico ponto Ag € H(Z), com Ag € [As, A7), tal que o choque de K* para K tem ve-
locidade compativel com o choque de K para Z, se e somente se K € [Ag, A7], isto
€

o(KK) <o(K;Z), VK € [Aq, A7], VK™ € [T§,T7].

Justificativa. Consideramos K variando ao longo do segmento [A;, A7] e exibimos na
Fig. 2.28(b) os graficos da velocidade caracteristica Ay (K*) = o(K*; K) e da velocidade
de choque o(K;Z) mostrando a existéncia e unicidade de Ag. Entdo observando a
Fig. 2.28(b) vemos que para K € [Ag, A7], temos A\ (K*) = o(K*;K) < o(K; Z),
caracterizando a compatibilidade geométrica entre as velocidades dos choques de K*
para K e de K para Z. &

Uma vez determinados os segmentos de curva de onda relevantes em W2(P) e

em W' (Z) temos o resultado principal desta segio.

Resultado 2.3 Fizado um estado de producio P, com P na regidgo RS, e variando

o estado de inje¢ao I ao longo do lado [G,W], entdo uma solugdo do problema de
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Riemann (1.10)-(1.11) com U_ = I e U, = P consiste genericamente e exclusivamente
de

(a) uma sequéncia de uma onda(composta) da familia-1 de I para um estado inter-

medidrio M, sequida de uma onda da familia-2 (composta ou choque) de M para

P, ou

(b) de uma sequéncia de uma onda (composta) da familia-1 de I para um estado
intermedidrio K, sequida de um choque (transicional) de K para um estado in-

termedidrio Z, sequida de um choque-2 de Lax de Z para P .

G

Figura 2.29: Representacao das diversas possibilidades para a solugao do problema de
Riemann para P € RS, de acordo com a localizagio do estado de injecao I ao longo
do lado [G, W].

Justificativa. Considere os estados A;, Ag, T¢ e T definidos nas Afirmacoes 2.16 -
2.21 e as curvas de onda reversas W' (A;), W'(Ay), WX (Tg) e WL(Ty). As interse¢oes
destas curvas com o lado [W, G] definem os pontos Iy, Iz, Is e I; como mostrado na
Fig. 2.29.

Com esta divisao do lado [G, W] nos segmentos [G, I1), [I1, Is), [Is, I7], (I7,I2] e

(I3, W] temos as solucoes do Problema de Riemann como a seguir:



(1)

(iii)

o4

Se I = (G, ou seja, se o estado inicial & esquerda corresponder a apenas gas, entao
a solucao do Problema de Riemann é dada por uma onda composta-2, a qual é

constituida por uma rarefacao-2 de GG para A; , seguida de um choque de A; para

P, com O'(Al,P) = )\Q(Al)

Se I € (G, 1) ou I € (I3, W), entdo uma sequéncia de ondas que compoe a solu-
cao do problema de Riemann correspondente é constituida por uma composta-1
de I para M, onde M & um estado sobre os segmentos (G, A1) ou (A, W), respec-
tivamente, seguida de uma composta-2 de M para P. A composta-1 é formada
por uma rarefacao-1 de I para T(extenséo—l do ponto M na curva WE(P)) se-
guida de um choque de T para M, com o(T; M) = A\ (7). Em cada caso a
composta-2 é formada por uma rarefacdo de M para A;, seguida de um choque

de A; para P, com o(A;; P) = My (4;),1=1,2.

Se I € [I, 1) ou I € (I, I5], entdo uma sequéncia de ondas que compoe a solugao
do problema de Riemann correspondente é constituida por uma composta-1 de [
para M, onde M é um estado no segmento [A;, Z) se I € [I1, Is) ou no segmento
(A7, As] se I € (I, ]3], seguida de um choque de M para P. A composta-1 é
formada por uma rarefacao-1 de I para T (extensao -1 do ponto M na curva

W?2(P)) seguida de um choque de T para M, com o(T; M) = X\ (T).

Se I € [Ig, I7], entdo a sequéncia de ondas que compoe a solu¢do do problema
de Riemann é constituida por uma composta-1 de [ para K, com K sobre o
segmento [Ag, A7] de H(Z), seguida de um choque (transicional) de K para Z
e depois de um choque-2 de Lax de Z para P. A composta-1 é formada por
uma rarefacdo-1 de I para um estado T sobre o segmento [T, 77| extensao-1 do

segmento [Ag, A7] seguida de um choque de T para K, com o(T; K) = A\ (T).

Se I = W, ou seja, se o estado inicial a esquerda corresponder a apenas égua,
entao a solucao do problema de Riemann é dada por uma onda composta-2, a

qual é constituida por uma rarefacao-2 de W para A, , seguida de um choque de

Ay para P, com o(Ay; P) = Aa(As).
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Fronteira “inferior” da regiao R,.

Como antes vamos considerar apenas a parte da fronteira “inferior” de RY corres-
pondente & parte de Ry no triangulo AOEU. Denotamos esta fronteira por F{ como
na Fig. 2.30. Ela é obtida ao perturbar o estado de produgao P interiormente a regiao
RS na diregao do segmento [E, U] da Fig. 1.1, provocando que o ponto Ay de Hy(P),
localizado no triangulo AW DU, com o(As; P) = Xo(Ay), atinja o segmento [U, W].
Portanto esta fronteira também ¢ definida como um conjunto de extensao de parte
do segmento [U, W], s6 que neste caso extensao-2, caracteristica em [U, W]. Assim

definimos

FQG = {P e AOEU,P ¢ [E,U] tal que 3A; € [U, W] com P € H(A,)

O fato peculiar aqui observado numericamente é que quando P atinge a fron-
teira FQG, como consequéncia os pontos Ay, A7 e Ag passam a coincidir num s6 que
continuamos a denominar apenas por A,.

Uma vez definida e determinada a fronteira £’ da Fig. 2.30, variando P ao longo
da mesma até que P atinja o segmento [E, U] e portanto P passando a coincidir com
Z (por definicao de Z), temos que P = Z é o ponto de 2-bifurca¢do secundaria de
H(As3). Denotando neste caso extremo P = Z por Z¢ e Ay por AY (veja Fig. 2.30)

temos como consequéncia das definicoes que
M(Z9) = a(AY; Z%) = M (AY),

donde concluimos que que Z e A} sdo pontos do chamado conjunto de contato duplo
(ISAACSON et al, 1992) do sistema (1.1)-(1.3).

De maneira analoga definimos a outra parte da fronteira “inferior” de Ry no

triangulo AUDO como

EY = {PeAOUD,P ¢ [U,D] tal que 34, € [G,U] com P € H(Ay)

Como no caso anterior definimos o ponto Z" como sendo a interse¢ao de Fy¥

com [U,D] e que é o ponto de 2-bifircacdo secundéria de H(AS) (veja Fig. 2.30).
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Figura 2.30: Fronteira F» (linha continua) e fronteira F; (linha tracejada).

Finalmente, definimos a fronteita “inferior” de Ry como mostrado na Fig. 2.30
Fy=FSu[z%UuU,Z"UE).

Para concluir, temos que nos casos limites em que o estado de producao P per-
tenca a fronteira F{" a tinica mudanga na solu¢ao do problema de Riemann, ilustrada
na Fig. 2.31, com relagao ao caso em que P pertencia ao interior da regiao RS é que a
onda composta-2 para I no segmento (I, W] do lado [G, W] passa a ser uma composta
transicional, pois AY = Ag = A; = A, passa a ser a extremidade do segmento de
choque transicional [Ag, A7] do caso P € RS, com a particularidade de que o segmento

de rarefagao-2 esta ao longo do segmento de reta [F, W].
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Figura 2.31: Representacao das diversas possibilidades para a solugao do problema de
Riemann para P € F{ | de acordo com a localizagao do estado de injecdo I ao longo
do lado [G, W].



Apéndice A

Resultados Basicos sobre Leis de

Conservacao

A.1 Introducao.

Este Apéndice tem por objetivo listar os principais resultados sobre a construcao
da solucao de um problema de Riemann para um sistema de leis de conservagao em geral
e que sao utilizados neste trabalho, tornando-o auto suficiente. Para um estudo mais
detalhado sugerimos por exemplo (FURTADO, 1989), (ISAACSON, MARCHESIN,
PLOHR, 1990), (SMOLLER, 1983), (SERRE, 1999) e (SOUZA, 1989).

O problema de Riemann para um sistema unidimensional de n leis de conservagao
em n-variaveis, centrado na posicao x = 0, € um caso particular do problema de Cauchy

para o sistema

OU(z,t)  OF(U(x,1))
o or

sujeito a condigao inicial do tipo salto, como a seguir

=0, r€R, teR" (A.1)

U_, se <0,
U(z,t =0) = (A.2)
Uy, se x>0,

em que U pertencente a um dominio €2 do R" representa as variaveis de estados e
F:Q — R" é a funcio de fluxo associada, normalmente considerada de classe C?(2).
Em dinamica dos fluidos o conjunto {2 é geralmente referido como o espago de estados

e R x Rt ¢é referido como o espago fisico-zt. No caso U_ e U, sao dois estados que
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representam funcoes constantes no espaco fisico-xt

Definigao A.1 O sistema (A.1) € dito hiperbdlico em Q quando a matriz jacobiana
de F, denotada por DF(U) = A(U), tem autovalores reais, \y < Ay < --+ < \,, para
todo U € Q. Se as desigualdades forem todas estritas o sistema € dito estritamente hi-
perbolico. Estados onde ocorrem a igualdade entre velocidades caracteriticas, sao ditos
pontos de singularidade hiperbolica do sistema. No caso de existir uma singularidade
hiperbélica isolada U tal que DF(U) seja maltipla da matriz identidade, o ponto U ¢é

chamado ponto umbilico.

A.2 Solucoes Fundamentais.

O sistema de equagoes (A.1) com valores iniciais (A.2) resulta num problema
independente de escala; queremos dizer com isto que uma mudanca de coordenadas
(z,t) — (ax,at), com a > 0, nao altera nem o sistema de equagdes nem as condigoes
iniciais. Assim, é esperado que as solu¢oes continuas do problema de Riemann sejam
constantes ao longo de retas pela origem, variando de acordo com suas inclinagoes, isto
¢, U(z,t) = U(x/t), onde U é uma funcao em R" de apenas uma variavel, no caso a

razao x/t.

A.2.1 Solugoes Continuas.

Seja & = z/t. Supondo que U(§) seja uma solucao classica do sistema (A.1), por

substituicao direta obtemos

AU(©)) - ENU'(€) = 0, (A.3)

em que I é a matriz identidade do R™ e U’(§) representa o vetor derivada de U(E).
Assim se U'(§) # 0, da Eq. (A.3) segue que U’'(§) deve ser um vetor caracteristico
(a direita) da matriz A(U) = DF(U) associado a velocidade caracteristica A(U) = €.
Sendo assim, as solucoes suaves do sistema (A.1) devem estar sobre as curvas integrais
dos campos caracteristicos (a direita) de A(U) no espago de estados €2. Logo, satisfazem

ao sistema de equacoes diferenciais ordinérias.

U'€) =e'U(s)), (A4)

em que ¢’ denota um vetor caracteristico (a direita) da matriz Jacobiana A(U), asso-

ciado a velocidade caracteristica \;(U).
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Definicao A.2 Dizemos que um estado constante Uy é conectdvel ao estado constante
U_ por uma onda de rarefacao-i, se U_ e U, estao na mesma curva integral do i-ésimo
campo caracteristico definido por (A.4) e N\;(U(&)) € crescente com & ao longo de tal
curva integral no sentido de U_ para U, .

Na Defini¢ao (A.2), impor que \; seja crescente de U_ para U, significa que no
espago fisico-zt a inclinacdo & = x/t deve ser estritamente crescente de £ = \;(U_)
para £, = \;(U;) de modo que as retas caracteristicas de inclinagao \;(U(§)) cubram
todo o setor do semiplano-zt, ¢ > 0, entre as retas de inclinagoes \;(U-) e \;(Us;),

conforme ilustrado na Fig. A.1(a).

*t =AU =\
(U) vi=o(U U, =2 (U )
/it = N(U) U
Xt = ki(U+) N
U U, U U,
| X X ! X

(a) (b) ()
Figura A.1: Solugbes de Problemas de Riemann. (a) Por uma onda de rarefacao. (b)

Por uma onda de choque. (c¢) Por uma onda composta rarefagao-choque.

Definicao A.3 Uma curva de rarefagao-i por um estado inicial U_ € o conjunto dos

estados U € Q) que podem ser conectados ao estado U_ por uma onda de rarefacao-i.

Uma solugao (fraca) para o problema de Riemann (A.1)-(A.2) por uma onda de

rarefacdo-i (no espago fisico-zt) tem a forma

U_, se r < N(U-),
Uz, t) =4 (M) "Ya/t), se MUE<z < NU (A-5)
U,, se (Ut < z.

E importante observar que uma solucio por uma onda de rarefacdo é continua,
mas nao é necessariamente diferenciavel ao longo das retas z/t = \(U_) e xz/t =
Ai(Uy).

Definicao A.4 O i-ésimo campo caracteristico de A(U)é genuinamente nao linear
num subconjunto ' C Q, se VN (U) - ¢/(U) # 0, para todo U € Q. Por outro lado, se

Vi(U) - €e'(U) =0, para todo U € Q' diz-se que o campo € linearmente degenerado em
.
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Definicao A.5 O conjunto de inflexao associado a i-ésima familia caracteristica €
formado pelos estados U € Q tais que VN(U) - €' (U) = 0. Ou seja, o conjunto de
inflexao é formado pelos pontos criticos das velocidades caracteristicas, restritas as

curvas integrais dos respectivos campos caracteristicos dados pela Eq. (A.4).

Das Defini¢oes (A.2)-(A.5) segue que pontos num conjunto de inflexdo em geral

estao associados com pontos iniciais ou pontos finais de curvas de rarefacao.

A.2.2 Solucoes Descontinuas.

As solugoes descontinuas tém que, de certa forma, satisfazer a Lei de Conserva-
¢ao; mais propriamente satisfazem a sua forma integral, ver (LAX, 1957),

d b

7 | Ul e = F(U(a,1)) = FU 1)), (A.6)

para quaisquer a, b € R, com a < b.
Suponhamos que exista uma descontinuidade de U ao longo de uma reta x/t = oy,

com limite esquerdo U_ e limite direito U,. Entao esta descontinuidade satisfaz a lei

integral A.6 se e sO se satisfazer a relagao de Rankine-Hugoniot a seguir.

Definicao A.6 Chama-se relagao de Rankine-Hugoniot entre a descontinuidade en-

volvendo U_ e U,, de velocidade oy, a expressao

HU_,00,U;)=F(Uy) — F(U_) — 09Uy —U_) =0. (A.7)

Considerando U_ fixo na Eq. (A.7) com o e U variveis, e entao substituindo oy
por ¢ arbitrario em R e U, por U arbitrario em €2, teremos um sistema de n equagoes

algébricas nas n + 1 incognitas o e U dado por
HU_,0,U)=F({U)—-FU.)—0o(U-U_)=0. (A.8)
Do mesmo modo, podemos fixar U, em (A.7) e variar o e U_ obtendo o sistema

H(U,0,U,) = F(U,) — F(U) — o(Us — U) =0. (A.9)

s

Definigao A.7 Fizado Uy € Q, a curva de Hugoniot por Uy, denotada por H(Uy), €
o conjunto dos estados U € Q) tais que erista o € R satisfazendo a Eq. (A.8) com
U_-=Uy oua Eq. (A9) com U, =Uj .
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Uma solugao para o problema de Riemann (A.1)-(A.2), por uma descontinuidade

entre U_ e U, se propagando com velocidade oy € R tem a forma

U_, se x < opt,
Uz, t) = (A.10)
Uy, se x> opt,

como ilustrado na Fig. A.1(b).

Defini¢cao A.8 Uma curva composta por um estado inicial U_, associado ao 1-ésimo
campo caracteristico, ou composta-i, € o conjunto dos estados U de ) tais que exista
um estado T € Q de modo que T seja conectdvel a U_ por uma rarefacao-i, e que T

seja conectdvel a U por uma descontinuidade de velocidade o = X\;(T).

Assim, uma solu¢do para o problema de Riemann (A.1)-(A.2) por uma onda

composta-i tem a forma

U_, se x < N(U-),
Uz, t) = ¢ ()" Nx/t), se MUt <a < N, (A.11)
Uy, se Ni(THt <z,

como ilustrado na Fig. A.1(c).
Note que a solucao do problema de Riemann por uma onda composta é continua

ao longo da reta z/t = \;(U_) e descontinua ao longo da reta x/t = \;(T).

A.3 Choques de Lax/ Condicao de Entropia de Lax.

Definigao A.9 (Condigao de Entropia de Lax) Uma descontinuidade entre os es-
tados U_ e Uy , que se propaga com velocidade og € dita um choque admissivel seqgundo
a condicao de entropia de Lax, ou apenas um choque-i de Lax, se satisfaz as sequintes

desigualdades,

>\Z‘_1(U_) < 0og < AZ(U_), )\Z(U+) < 0og < )\i+1(U+). (A12)

Note que um choque-i de Lax estd associado a i-ésima familia caracteristica,
significando que as retas caracteristicas associadas a esta i-ésima familia se “chocam”
ao longo da reta de descontinuidades x = oyt, quando provenientes de lados opostos
desta reta no sentido de crescimento do tempo.

No caso particular de duas leis de conservac¢ao (como é o caso deste trabalho)

estas condicoes resumem-se a admitir apenas dois tipos de choque de Lax, Choque-1 e
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Choque-2, como em (A.13) e (A.14) ilustrados nas Fig. A.2(a) e Fig. A.2(b), respecti-
vamente.

Choque-1, denotado por Si:

M(UL) <o < M(U-), 09 < (Uy). (A.13)
Choque-2, denotado por Ss:

M(Us) < oo < X(U-), MU-) < o. (A.14)

t t

Figura A.2: (a) Choque-1 de Lax. (b) Choque-2 de Lax. (c) Choque de cruzamento.

Outros dois tipos de descontinuidades que aparecem no caso de duas leis de
conservacao sao: choque de cruzamento e choque supercompressivo. O choque de

cruzamento, denotado por Sx e ilustrado na Fig. A.2(c), satisfaz as desigualdades
MUZ) <09 <X U-), MU;) <ogg < A(Uy). (A.15)
J& o choque supercompressivo, denotado por T'C', satisfaz as seguintes desigualdades
M(Uy) < X(Uy) < o9 < M (U2) < A (U2). (A.16)

Para sistemas que nao sao estritamente hiperbolicos (veja Def. A.1) o critério de Lax
pode nao ser suficiente para garantir a unicidade e nem mesmo a existéncia de solucao.

Dai a necessidade de introduzir outras condicoes de entropia.

A.4 Choques Viscosos/ Condigao de Entropia de Vis-
cosidade.

O sistema (A.1) geralmente resulta da simplificagdo de sistemas mais complexos,

frequentemente de sistemas da forma

Up+ (F(U))s = e(B(U)Us)a, (A.17)



64

com € > 0 e B(U) uma matriz positiva definida. Fisicamente, em escoamentos em meios
porosos, a matriz B(U) em geral representa grandezas relacionadas a viscosidades,
tensoes capilares ou outras. Contudo é habitual chama-la, indiscriminadamente, de
matriz de viscosidade e a constante € como o fator multiplicador.

Uma forma de determinar a admissibilidade de uma solugao descontinua do pro-
blema de Riemann (A.1)-(A.2), se propagando com velocidade oy, é verificar se a solu-
¢ao de (A.17)-(A.2) tende para esta solucao descontinua quando se faz € tender a zero.
Mais especificamente, assume-se uma solugao do tipo onda viajante do sistema (A.17)

com condigoes iniciais (A.2), ou seja, uma solugao que dependa apenas do parametro
T — opt
f =

e toma-se o limite quando € tende a zero.
Para ser mais preciso, considere uma solucao classica do tipo onda viajante do

sistema (A.17) denotada por U¢(x,t) = U(€) e satisfazendo as condi¢oes de contorno

lim UE) =U_, lim U)=U,.
£——o00 §—+o0
Substituindo U em (A.17) obtemos o seguinte sistema de equagoes diferenciais ordina-

Bm%?:ﬂm—qu—%w—quﬂw;%ﬂ) (A18)

Da rela¢ao de Rankine Hugoniot, como H(U_, ¢, U, ) = 0, segue que dentre os pontos
de equilibrio do sistema auténomo (A.18), encontram-se os estados U_ e U,. Além
disso, todos os pontos de equilibrio do sistema de EDO’s (A.18) estao sobre a curva de
Hugoniot pelo estado U_ , ou pelo estado U.,..

Definicao A.10 (Condicao de Entropia de Viscosidade) Uma solugao desconti-
nua do problema (A.1)-(A.2) com velocidade de propagagao oo conectando os estados

U_ e U, é admissivel, sequndo a condicao de entropia de viscosidade, se existir uma

orbita do sistema de equagoes diferenciais ordindrias (A.18) de tal forma que

Jim U() =1, (A.19)
Jim U(§) = U, (A.20)

Note que esta condicao de entropia nao esta relacionada com uma familia carac-
teristica especifica e, portanto, a condi¢ao de viscosidade é apropriada para sistemas de
leis de conservacao nao estritamente hiperbolicos, como é o caso do sistema considerado

neste trabalho.
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Definicao A.11 No caso de um sistema de duas leis de conservacao um choque de
cruzamento de velocidade oq, como definido em (A.15), admissivel sequndo a condi¢ao

de entropia de viscosidade, chama-se choque transicional.

Além destes choques transicionais satisfazendo (A.15) temos também o caso de
choques que tem velocidade o coincidindo com velocidades caracteristicas. Estes cho-
ques sao, em geral, casos limites de choques de Lax em que uma, ou mais desigualdades
em (A.15) tornam-se uma igualdade. Eles sdo admissiveis, desde que satisfagam a con-

di¢ao de entropia de viscosidade.

A.5 Compatibilidade Geométrica e Curvas de Onda.

As curvas de onda sao extensoes dos conceitos de curvas de rarefacao e de choque
locais de sistemas estritamente hiperboélicos genuinamente nao lineares para sistemas
mais gerais, possuindo singularidades hiperbolicas e campos caracteristicos com pontos
de inflexao.

Para facilitar a redacao vamos chamar de velocidades de inicio e de final de
uma onda de rarefagao-i conectando U_ a U, as inclinagoes x/t = X(U_) e x/t =
X(U,), respectivamente. Por outro lado, para uma onda de choque com velocidade
0o tanto a velocidade de inicio quanto a de final sao dadas pela inclinagao da reta de
descontinuidades z/t = oy.

Definicao A.12 Uma sequéncia de ondas no espago fisico-xt conectando o estado
U_ ao estado Uy € dita satisfazer a condigcao de compatibilidade geométrica entre as

velocidades se a velocidade final de cada onda € menor que a velocidade inicial da onda

sequinte, quando percorrida no sentido de U_ para U, .

Definicao A.13 Definimos um grupo de ondas como uma sequéncia de ondas ele-
mentares conectando os estados U_ e Uy, sem estados constantes separando as tais

ondas.

Por exemplo, no caso de uma solu¢ao de (A.1)-(A.2) por uma onda composta-i
(veja (A.11)) temos um grupo de ondas formado por uma onda de rarefagao-i de U_
para T e de um choque de T para U,..

Dizemos que um grupo de ondas estd associado a i-ésima familia caracteristica
se todas as suas ondas sao relativas a i-ésima familia caracteristica. No caso de haver

uma onda transicional, o grupo de ondas é dito transicional.
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Definicao A.14 Uma curva de onda-i direta por um estado estado Uy, denotada por
Wi (Us), € o conjunto de estados U € Q, que podem ser conectados a direita de Uy por

um grupo de ondas associado & familia caracteristica-i.

Definicao A.15 Uma curva de onda-i reversa por um estado estado inicial Uy, deno-
tada por W' (Uy), € o conjunto de estados U € ), que podem ser conectados o esquerda

de Uy por um grupo de ondas associado a familia caracteristica-i.

Defini¢ao A.16 Uma curva de onda transicional direta por Uy, denotada por Wi (Up),
€ o conjunto de estados U € €2, que podem ser conectados a direita de Uy por um grupo

de ondas transicional.

Defini¢ao A.17 Uma curva de onda transicional reversa por Uy, denotada por W' (Uy),
€ o conjunto de estados U € ), que podem ser conectados a esquerda de Uy por um

grupo de ondas transicional.

Geometricamente, no espaco de estados €2 uma curva de onda por Uy é formada
por estados U em segmentos de curvas de rarefagoes; ou estados U em segmentos da
curva de Hugoniot por Uy correspondentes a choques admissiveis entre U e Uj,.

E importante observar que uma curva de onda por um ponto inicial U_(ou U, ),
é apenas uma representacao no espaco de estados €2, dos possiveis estados que podem
ser conectados a direita de U_(ou & esquerda de U, ), por um grupo de ondas. Isto nao
significa que todos os estados sobre tal curva entre U_ e U, aparecem na solu¢ao no
espaco-xt ao se considerar os dados U_ e Uy no problema de Riemann. Por exemplo,
quando um estado U, estiver num segmento de choque de uma curva de onda, apenas
os estados U_ e U, aparecem na solugao (Veja (A.lO)). Caso U, esteja num segmento
de rarefacao partindo de U_, entao todos os estados da curva de onda entre U_ e U,

aparecem na solugao (veja (A.5)).

-

Definigao A.18 Uma solugao do problema de Riemann para o sistema (A.1)-(A.2) é
uma sequéncia de grupo de ondas admissiveis conectando o estado U_ a U, , separados
por estados constantes e satisfazendo a condi¢cao de compatibilidade geométrica entre

as velocidades das ondas.

Assim de acordo com a Def. A.18, ao se fixar os dados a esquerda U_ e a di-
reita U, em (A.2), resolver o problema de Riemann correspondente, significa encontrar

interseccoes de curvas de onda no espaco de estados, de tal forma que cada estado
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interseccao defina um estado intermedidrio constante na sequéncia de ondas no es-
paco fisico-xt com velocidades compativeis e tais que as descontinuidades presentes na

sequéncia satisfacam uma condicao de entropia fixada a priori.

A.6 Conjuntos Relevantes.

Na construcao das curvas de onda ¢ importante conhecer os estados onde a velo-
cidade caracteristica associada ou a velocidade de choque atinge pontos criticos. Isto
porque estas velocidade devem ser monoétonas ao longo de cada segmento de curva de
Hugoniot ou de rarefacao que compoem a curva de onda. Por exemplo, no caso de
uma curva de onda~i direta, um segmento de rarefagao-i termina ao atingir um ponto
do conjunto de inflexao associado a i-ésima familia caracteristica, onde a velocidade
caracteristica-¢ atinge um méximo; um segmento de choque-i termina quando a velo-
cidade do choque-7 ¢ minima, ou maxima ou a descontinuidade deixa de ser admissivel
segundo a condicao de entropia pré-fixada.

Assim, ao longo das curvas de Hugoniot, estados onde a velocidade de choque
atinge pontos de maximo ou de minimo sao muitas vezes responsaveis por mudancas na
estrutura das curvas de onda. Estes estados sao caracterizados pelo famoso teorema de
Bethe-Wendroff (WENDROFF, 1972), que relaciona pontos criticos de velocidade de
choque com pontos onde ha coincidéncia da velocidade de choque com uma velocidade

caracteristica, enunciado a seguir.

Teorema A.19 (Bethe-Wendroff) Sejam U_ € Q, U* € Q e [;(U*) o vetor carac-
teristico a esquerda de A(U*) associado a \;(U*). Suponha que U* esteja na curva de
Hugoniot por U_ parametrizada por £, isto €, que exista & € R tal que U, = U(&¥)
e HU_,0(&%),U(€*)) = 0. Suponha também que [;(U(E)) - (U(E*) —U-) # 0. En-
tao o(U_;U(E")) = N(U(EF)) se, e somente se, 2—0(5*) = 0. Neste caso e'(U(£*)) =
au

d—f(ﬁ*)-

Os pontos nos quais o Teorema de Bethe-Wendroff nao se aplica estao associados

aos chamados conjuntos de bifurcagao secundaria do sistema (A.1), definidos a seguir.

Definicao A.20 O conjunto de bifurcacao secunddria, associado a i-ésima familia
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caracteristica, € definido por
Bi={U_€Q : 3", U)eRxQ, U #U_, HU_,o",U") =0,
N(U*)=0" e [;(U")- (U —=U-) =0}.

Outro conjunto relevante para a construcao das curvas de onda e da solucao do
problema de Riemann sao os chamados conjuntos de extensao de outros conjuntos de

Q. Inicialmente comecamos pela extensao de um ponto de €.
Definicao A.21 Um ponto U € Q) € dito uma extensao-i de um ponto Uy € €0, carac-
teristica em Uy, se U € H(Uy) e a(Up; U) = \i(Up).

Da mesma forma que a extensao pode ser caracteristica no ponto Uy, ela também

pode ser caracteristica na propria extensao. Assim temos a definicao a seguir.
Definicao A.22 Um ponto U € Q) € dito uma extensao-i de um ponto Uy € €0, carac-
teristica em U, se U € H(Uy) e o(Up; U) = Ni(U).

Assim como temos extensoes de pontos também temos extensdes de conjuntos,

como vemos nas defini¢oes a seguir.

Definicao A.23 Fizado um conjunto X C €2, dizemos que um conjunto Y # X € uma

extensao-t de X, caracteristica em X se
VXeX, FYel, tqg YeH(X) e oX;Y)=NX).

Definicao A.24 Fizado um conjunto X C §Q, dizemos que um conjunto Y # X € uma

extensao-t de X, caracteristica na propria extensao ) se

VX eX, dYel, t.qg YeH(X) e oX;Y)=N(Y).

Chamamos a atencao que em geral a extensao nao define necessariamente uma
aplicagao “um a um” entre o conjunto X e o conjunto ). Este resultado vem sendo
utilizado desde os anos 90, como em (ISAACSON, 1992) e (SOUZA, 1992).

O préximo, e ultimo, resultado que apresentamos é muito importante na cons-
trucao de uma solucao do problema de Riemann por determinar pontos ao longo de
uma curva de onda onde a condicao de compatibilidade geométrica entre as velocidades
das ondas deixa de ser satisfeita ou pontos onde os choques deixam de ser admissiveis
segundo a condigao de entropia de viscosidade (ISAACSON, 1992) e (SOUZA, 1992).
Teorema A.25 (Regra do Choque Triplo) Seja U_ um estado qualquer de Q2 tal
que a curva de Hugoniot por U_ possua dois pontos Uy e Uy com o(U_;Uy) = o(U_; Us) =

0o. Entao Uy pertence a curva de Hugoniot por Uy e o(Uy; Us) = 0.
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