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Resumo

Neste trabalho usaremos métodos variacionais para mostrar a existéncia de solugao
fraca para dois tipos de problema. O primeiro consiste num problema nao-linear da

forma
—Au+u = Mhu+g(z,u), RY

v € HYRY)

tal que N > 3. O segundo, trata-se de uma Equacao Diferencial Ordinaria do tipo

i+ G (u) = f(2).



Abstract

In this work we use variational methods to show the existence of weak solutions

for two types problems. The first of them is a nonlinear problem of the form
~Au+u = Mhu+g(z,u), RY
u € HY(RYN)
where N > 3. The second, is related with a following Ordinary Differential Equations

of the form

i+ G (u) = f(1).
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Introducao

Nesta dissertacao vamos utilizar os métodos variacionais para determinar solugoes
fracas para dois tipos de problemas. O primeiro a ser tratado, ¢ um problema nao-linear

do tipo
—Au+u = Mhu+ g(x,u), RN (P
u € HYRY)
onde N > 3, com as funcoes h: RY ——= R, e g : RY x R —— R continuas verificando
as seguintes condigoes:
(i) h € LY(RN) N L°(RY);
(ii) Existe Z € LY(RN) N L®(RY) ; Z(x) > 0V 2 € RY, satisfazendo

9(z,t)| < Z(2) ¥ (x,t) € RV xR, (1)
e considere A\, o k-ésimo autovalor associado ao problema

—Au+u = Mhu, RY

(P)
u € HY(RYN),

Além disso, vamos supor que g satisfaz uma das condicdes (g5 ) ou (g5 ), listadas abaixo:
/ G(z,v(z))dx — £oo quando |jv|| — 00 ; v € Ny, (g5)
RN

sendo N, o auto espaco associado a A\, e G(z,.) = fos g(x, 7)dT designa a primitiva de

g(zx,.).

E importante ressaltar, que a primeira versdo referente a existéncia de solucio
do problema (P), para Q C RY limitado é devido a Lazer, Ahmad e Paul [3]. O que
fizemos foi completar o resultado provado por eles, considerando o dominio como sendo

o RY. Encontrar uma solu¢io fraca para o problema (P) equivale a determinar pontos



criticos do funcional energia associado definido por

d: H(RY) — R
u — O(u) =1 fon (VU + [ul?)de — 2 [on w?hdr — [on G(z,u)dz.

Uma das maiores dificuldades na procura de solugao para problemas elipticos em
um dominio nao-limitado, como por exemplo o RY, é a falta de imersdes compactas do
espaco de Sobolev H'(RY) nos espagos LP(RY). Para superar essa dificuldade vamos

trabalhar com espagos com peso.

O segundo problema que iremos abordar, trata-se de uma Equacao Diferencial

Ordinéria do tipo
i+ G (u) = f(t) (2)

a qual é de grande importancia para a Mecanica e & Fisica-Matematica. Em particular,

se considerarmos G(u) = — cos u, obtemos a equagao do péndulo for¢ado
i+ sin(u) = f(t).

A existéncia de solugao T-periodica para a equagao (1), é devido a Ambrosetti-Rabinowitz

[13] e consiste em determinar pontos criticos do funcional energia definido por

() = /0 [% — G(u) + fuldt.

No Capitulo 1 fizemos um breve estudo sobre as integrais e E.D.O’s em es-
pacos de Banach, revizando as defini¢coes e as principais propriedades, as quais sao
ferramentas de grande importancia para entendermos as duas versoes do Teorema de
Deformacao que foram abordadas neste capitulo. Como conseqiiéncia, demonstraremos
o Teorema do Ponto de Sela que sera utilizado no estudo que desenvolvemos no Capi-

tulo 2 procurando solugao fraca para o problema (P).

No Capitulo 2 definimos espagos com peso e verificamos que o espaco (LP(RN s hdz), |||, h>
com 1 < p < oo é Banach. Também conseguimos mostrar que se h € LOO(RN ), entao
vale a imersao continua

HY(RN) — LP(RY hdx)
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para p € [1,2*] se N > 3, e que ocorre a imersdao compacta com h € L'(RN)NL>®(RY),
de

HY(RY) — LP(RY hdx)

para p € [1,2*] se N > 3. Em seguida, fizemos um estudo sobre o operador solugao e
algumas de suas propriedades, que serao bastante utilizadas no decorrer deste Capitulo.
Depois destes fatos, voltamos ao problema (P) e mostramos a existéncia de solugdo

fraca.

No Capitulo 3 definimos algumas condi¢oes de compacidade que serao de ex-
trema necessidade na procura de solugao fraca para a equacao (1). Logo apos, demon-
stramos duas versoes do Teorema do Passo da Montanha e apartir destas, sob certas
condigbes conseguiremos garantir que equacao (1) tem duas solugoes T-periddicas que

nao diferem por multiplicidade 2.

No Capitulo 4 fizemos um breve estudo sobre as séries de Fourier e demon-

stramos alguns resultados basicos. Além disso, mostramos que o espago vetorial
T
H= {u :R+— R ; u absolutamente continua, T-periddica e / la(t)|* dt < oo} ,
0
¢ um espaco de Hilbert com relacao ao produto interno dado por

(u,v) = /OT(M’} + uwv)dt

e que o funcional ® associado a equagao (1) satisfaz a condi¢ao Fraca de Palais-Smale
(FPS), definida no Capitulo 3. Em seguida, tratamos da existéncia de solugao T-
periddica para a equagao
i+ G () = (1),
onde G € C'(R,R) ¢ uma fungao 27-periddica e f € C(R,R) uma fungao T-periodica.
No Apéndice A definimos o Grau de Brouwer e suas propriedades que sao uti-

lizadas na dissertacao.
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No Apéndice B definimos a derivada de Fréchet e mostramos que os funcionais

utilizados na dissertacao sao de classe C*.

No Apéndice C mostramos que o operador T : H*(RY) — H(RY), definido

por T'(u) = Vi (u), que foi considerado no Capitulo 2 é compacto.

Finalmente no Apéndice D enunciamos os principais resultados utilizados no

decorrer deste trabalho.



Capitulo 1

Teorema do Ponto de Sela

Nosso objetivo neste capitulo ¢ demonstrar o Teorema do Ponto de Sela e, para
isto, usaremos alguns Teoremas de Deformacgao e um pouco da Teoria do Grau e suas
propriedades que veremos no decorrer de nosso trabalho. Comegamos nosso estudo

verificando alguns conceitos basicos envolvendo integrais em espacos de Banach.

1.1 Integrais em Espacos de Banach

Nesta secao iremos estudar o conceito de integrais em espagos de Banach e estudar
algumas de suas propriedades que serao utilizadas na demonstragao do Teorema de
Deformagao. Citamos o livro de Serge Lang [10] para maiores detalhes.

No que segue, G é um espago vetorial normado completo cuja a norma é denotada

por |.|. Considere E o espago das fungdes limitadas de [a,b] em G com a norma
I} = sup [f(x)].
z€[a,b]

Sejam a, b nimeros reais tais que a < b, P uma parti¢ao do intervalo [a, b] e considere
a sequéncia de nameros (ag, ai, ..., a,) tal que
a=aqy<a; <..<a,=b

Defini¢ao 1.1 Seja f : [a,b] — G uma fun¢ao. Dizemos que f € uma fun¢ao escada,

se existem elementos wy, ...,w, € G tais que

f(t)=w; para a1 <t<a;; i=1,..n

Assim, pela definicao acima, f tem valor constante em cada intervalo aberto de-

terminado pela particao.

11
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Definicao 1.2 Seja f uma func¢ao escada com respeito a particao P. O valor da integral
de f serd definido por

n

Ip(f) = (a1 — ap)wy + ... + (ap, — ap_1)w, = Z(ai — a;j_1)w.

i=1

Proposicao 1.3 Suponha que f é uma fungao escada com respeito a outra particao @)

de [a,b], entao

Demonstracao: Primeiro vamos considerar uma particao obtida de P, formada pela

insercao de um novo ponto entre os pontos de P,

Pc = (CLO, cony Ay Cy At 1,4 "'7an)
com
a0 < o < < €< Apy1 < ... < p.

Além disso, note que

ar <t <apy e f(t)=wp

entao, f tem valor constante em cada intervalo
ap <t <c e c<t<ags.
Consequentemente, a integral de f com respeito a P, sera
(a3 — ag)wy + ... + (¢ — ag) w1 + (agr1 — )Wy + oo + (@ — ap_1)wy.

Assim, esta soma difere da soma dada por Ip(f) apenas por um termo (ax41 — ax)Wg1-
Observe que

(¢ = ap)Wit1 + (arp1 — OWry1 = (A1 — Q) Wi

o que implica,
Ip.(f) = Ip(f)

A particao R é dita um refinamento de P, se cada ponto da particao P é ponto
de R. Inserindo um ntmero finito de pontos e usando indug¢ao, concluimos que R é um

refinamento de P, entao
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Afirmagao: Se () ¢ uma outra parti¢ao do intervalo [a, b], entdao P e () tem em comun
um refinamento.
De fato, se @ = (b, ..., b ), entdo podemos inserir indutivamente b, ..., b,, em P, ob-

tendo assim um refinamento, que denotaremos por R. Dessa forma,

Isto mostra que nossa integral nao depende da particao. Vamos denotar a integral de

f por I(f).

E claro que f ¢ limitada, pois f tem um ntimero finito de valores e a norma de f

serd dada por

1f]l = mgé{|wz| ci=1,...,n}.

(3

Assim,
n

1(f)] < Z ja; — a;a| [wi] < (@i —ai) || f]

i=1

o que implica,
A< b =a) 1]

Agora, vamos enunciar alguns resultados que nao iremos demonstrar e, apartir

destes, definir a integral no espaco de Banach.

Lema 1.4 O conjunto das fungoes escadas f : [a,b] — G € um subespago do espago de

todas as fungoes limitadas de |a,b] em G, que denotaremos por S; ([a,b],G). A fun¢dio
I:5(a,b],G)— G

€ linear e limitada, isto €,

O < (b =a)[lf]-

Teorema 1.5 Toda funcdo continua de [a,b] em G pode ser aprozimada uniforme-
mente por fungoes escadas. Além disso, o fecho de Sy (|a,b], G) contém C (|a,b],G).

Teorema 1.6 (Extensio Linear) Seja E um espago vetorial normado, e F um sube-
spagco. Seja L : F —— G um funcional linear continuo. FEntao, L tem uma tnica

extensao linear continua L : F — G.
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Agora, considere

I: S (la,b],G) — G
f — I(f) = [7 ft)dt.
Considerando F' = S; ([a,b],G) e I = L, podemos aplicar o Teorema 1.6 com F =

C ([a,b], G) e concluir que existe uma tnica extensao linear continua que denotaremos

também por

I: C(ab),G) — G
fooo— 1) =) f@r

Portanto, pelo Teorema 1.5 e usando o fato de que I(f) ¢é linear e continua temos

I(f) = m I(fa) s fa—fr  fa€ S (la,8],G).

n—oo

Assim,

n—oo
a

b b
/ fO)dt = lim [ f,(t)dt.
O proximo Teorema é uma versao do Teorema Fundamental do Calculo.

Teorema 1.7 Seja f : [a,b] — G continua e F : [a,b] — G diferencidvel em [a, ]
com F' = f. Entao,

/f@m:mm—m@

Corolario 1.8 Se [ : [a,b] — G € continua e F(z) = [ f(t)dt, entdo F'(z) = f(x).

1.2 Equacoes Diferenciais Ordinarias em Espacos de

Banach

Nesta secao iremos fazer um breve estudo sobre as Equagoes Diferenciais Or-
dinarias em Espacos de Banach, mais especificamente sobre o problema de Cauchy.
Vamos enunciar alguns resultados que serao utilizadas na demonstracao do Teorema

de Deformagao.

Seja U um conjunto aberto em E. Um campo vetorial de classe C?;1 < p < oo
em U é uma aplicacao f : U — FE de classe CP.

Ao campo vetorial f associemos a equacao diferencial
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As solugoes desta equagao, sao, as aplicagoes diferenciaveis o : J C R —— U, onde J é

um intervalo aberto contendo o zero, tais que

dov /
() =a(t) = fla())

e satisfazem a condigao inicial
a(0)=xz¢; =z € U.

Essas solugoes sao chamadas trajetorias ou curvas integrais de f ou da equacgao difer-
encial ().

Comentario: Seja a : J — U uma funcao continua satisfazendo a condi¢ao

a(t) = xg +/O fla(s))ds.

Entao, pelo Teorema 1.7

Definicao 1.9 Seja Uy, um aberto de U contendo xo. A aplicacio o : J x Uy —
U; Jx Uy = {(t,x);x € Uy, t € J} chama-se fluzo gerado por f e vale as sequintes
propiedades

(1) a(0,2) =z,

(17) a(t + s,z) = a(t,a(z + s)),.

Teorema 1.10 Sejam J um intervalo aberto contendo o zero e U um aberto em FE;
ro€ F, e0<a<]1 tais que
B_2a<l'0) cU.

Considere f : J x U — E uma funcao continua, limitada por uma constante ¢ > 0
satisfazendo a condicao de Lipschitziana em U com constante de Lipschitz K > 0,

uniformemente com respeito a J. Se b < min {%, %} , entao existe um unico fluxo
a:Jy x B, — U.

Além disso, se f € de classe CP, entao cada curva integral o(t, x) referente a (x) também

¢ de classe CP.
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1.3 Teorema de Deformacao

Nesta se¢ao vamos demonstrar duas versoes do Teorema de Deformagao (ver|4])
que serao fundamentais para a demonstracao do Teorema do Ponto de Sela. No que
segue, designamos por X um espaco de Banach, ¢ : X — R um funcional de classe
CHX,R),

Y ={ue X;¢(u) # 0}

Ko =A{u € X;¢(u) = ¢, ¢'(u) = 0}

o conjunto de todos os pontos criticos no nivel c. Denotaremos por ¢¢ o conjunto de

todos os niveis menores ou iguais a ¢, isto €,

¢° ={u e X;o(u) < c}

Definigao 1.11 Um campo pseudo-gradiente para ¢ € C1(X,R) € uma aplicagao

localmente lipschitziana v 1Y — X tal que, para cada v €Y,

lo()]| < 2l¢'(w)] (1.1)

2
(¢ (), v(u)) = [¢'(w)]|” (1.2)
Lema 1.12 Assumindo as condi¢oes da Definicao 1.11, existe um campo pseudo-

gradiente para ¢ em Y.

Demonstragao: Seja 1 € Y, logo ¢'(@) # 0. Entao, existe w = w(a) € X com
Jw][ =1e

(6 (@)} > 2 6@

De fato, desde de que ¢'(@) é um funcional linear continuo, tem-se

19" (@) = Sup, (¢/(a), w). (1.3)
Desde que
1(~ 2 1~
lg"(@ll > 3 lle" (@],
por (1.3) temos que existe (w,) C X com |Jw,| =1 tal que

(¢ (0), w,) — ||¢'(a)|| quando n — oc.
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Assim, existe w = w,, para n suficientemente grande tal que

o 2
(¢'(a),w) > 3 llo@)ll. (1.4)
Agora, defina a seguinte fungao

v:Y — X
3

i ofi) = @) v
Assim,
oGl = 5 6@} < 2116/

(@0, o@) = (ol 3 16 @) w ).
de onde tem-se
(6 (@), w(@)) = 5 1/ (@)] {¢'(), w)

Agora, por (1.4) obtemos

(@ (@), v(@) > 5.z o' @ " (@],

[\CR V]
[GVRI )

consequentemente
. - (12
(¢ (a),v(@)) > [|¢"(@)]"
Desde que ¢’ é continua, existe uma vizinhaga aberta de @ em Y que iremos de-

notar por V; tal que para cada u € V; tem-se:

lo@)] < 2[1¢'(u)l] (1.5)
. 2
(@ (), v(@)) > [|¢'(u)]] (1.6)
Note que a familia {V;; @ € Y} é uma cobertura em Y. Além disso, Y C X
¢ metrizavel, portanto paracompacto, logo existe um refinamento localmente finito

{Vi. };er - Desta forma, existe uma particdo de unidade continua e localmente lip-

ischitziana {¢;}, ., subordinada a {Vi,},., 1 0<¢; <1le

Zqﬁi:lemY.
iel

Considere
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Fixado u € Y, existe J C [ finito tal que

=> ¢i(z)v; V2 € Bs(u).
ieJ
Mostrando que V' é localmente lipschitziana, pois V' é soma finita de fun¢oes localmente
lipschitziana ¢;(2)v; em Bj(u).

Para fixar a idéia, vamos supor J = {1,2,...,n9} ; no = no(u) e 6 = §(u) portanto,

ng
=> ¢i(2)v; Yz € Bs(u)
i=1

em particular,

o

=2 _dilwp

i=1

consequentemente,

1V (u |<Z¢z [vil] -

Assim, usando (1.5) temos

IV (u H<22¢2 ) 1|9 (u

o que implica,
ng

V@) <20 ()] Y éilw),

i=1

isto é,

Vel <26l
(¢, V(w) = <¢’<u>§j¢i<u>v@->
(6. V) =30 o (4 w.0.).

de onde obtemos por (1.6)

CIORGOYES e E) |

Além disso,

logo

ou seja,

[ e
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Assim
(6w, vw) > 6w

mostrando que existe um campo pseudo-gradiente para ¢. |

Agora, vamos definir o conjunto S5 o qual usaremos na demonstragao do préximo

teorema.

Definigao 1.13 Dados um subconjunto S C X e 6 > 0, designamos por Ss a vizin-
hanca fechada de S definida por

Ss={{u € X; d(u,S) <d}.

Teorema 1.14 Seja X um espaco de Banach e ¢ : X — R um funcional de classe
CHX,R). Suponha que S C X, c € R e¢,§ > 0 sao tais que

o/l > (1.7

para todo u € ¢~ ([c — 2¢, ¢+ 2¢]) N Sys. Entao, existe n € C([0,1] x X, X) tal que,
para todo u € X et € [0,1], tem-se:

(1) n(0,u) = u,

(it) n(t,u) = u se u & ¢~ ([c — 2¢, ¢+ 2¢]) N Sys,

(i31) (1,6 N S) C =N S,

() n(t,.) : X — X € um homeomorfismo.

Demonstragao: Definindo
A=¢ ([e — 26, ¢+ 2€]) N Sas,

B=¢'([c—€c+e)NSs

Y ={ueX; ¢(u) # 0},
temos

BCcAcCY.

Além disso, considere v : Y —— X um campo pseudo-gradiente para ¢ e 0 < p < 1

uma fungao localmente lipschitziana (ver [9]) definida por

p: X — R

o d(u,X\A)
u — p(u) = Fexirdes)
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Segue da defini¢ao de p que
p(u)=1se ue B

p(u) =0se ue X\A.

Definindo f : X +— X por

()
=14 e
0, se u¢A,

se uc€ A

temos que f ¢é localmente lipschitziana (Ver [9]) e que || f|| < 1 para todo u € X. Segue

do Teorema 1.10 que o problema de Cauchy

w'(t) = flw)
w(0) = u

tem solugao tnica a qual denotaremos por w(t,u), sendo definida para todo ¢ > 0.

Seja n : [0,1] x X — X definida por n(t,u) = w(dt,u). Entao,
(1) 7(0,u) = w(0,u) = u;
(i1) n(t,u) = w(dt,u) =useu g A= ¢ ([c — 2, c+ 2€)] N Sas
De fato, seja wy(t) =u V t € R, note que

wi(t) = 0= f(wi(t))

o que implica,
wi(t) = flw(t) seug A
w1 (0) = u

Assim, pelo teorema de existéncia e unicidade temos
wi(t) =w(t,u) =u V t €R.

Daf,
n(t,u) =w(ot,u) =u V t € R.

(7i7) Note que, para t > 0,

w(t,u) —w(0,u) = /0 f(w(s,u))ds,
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consequentemente

t
futt.0) = w)] < [ s, ds <
Note que V t € [0, 0] tem-se
Jw(t,u) —ul| <t <6

portanto, se u € S temos

d(w(t,u),5) <9,

o que implica,
w(t,u) € Ss ¥ ues,
isto é,
w(t,S) C Ss V te€l0,d]

de onde concluimos

n(t,S) C Ss ¥ t€[0,1]. (1.8)
Por outro lado, para cada u € X fixado, a fungdo ¢(w(t,u)) é ndo-crescente, pois
d ,

de onde segue

d /
SOt w) = ¢ (w(t,u) f(w(t,w)).

d
Pela definigao de f, se w(t,u) ¢ A, —¢(w(t,u)) = 0 e caso contrario

dt
4t ) = sttt ) ) 2
ottt ) = ~plult, )6 (wit, )
Por (1.2), temos
4 w(t,u —p(w(t,u o (i, ))”2
ol w) < —pluttu) DR (19)

e portanto
d
—o(w(t,u)) <0
& ot ) <
mostrando que ¢(w(t, u)) é ndo-crescente.

Fixe u € ¢°T*N S e observe as seguintes afirmagoes:

(a) Se ¢p(w(t,u)) < ¢ — € para algum f € [0, ) tem-se

o(n(1,u)) = p(w(d,u)) < dw(t,u)) <c—¢
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de onde podemos concluir que
n(l,u) C ¢ .

Desta forma de (1.8) tem-se

77(]-7 U) S ¢c—e N 55~

(b) Note que V t € [0, 6] temos

Pw(t,u)) < P(w(0,u)) = (u) <c+e

o que implica,

pw(t,u)) <c+e.

Supondo que w(t,u) € B=¢ ' ([c—¢€,c+€))NSs, V t€]0,], segue de (1.1) , (1.9)

e do fato que p =1 em B, a seguinte desigualdade

otwi6,0) < o0 3 [ 6wt a,

o que implica

14e
< [
B, uw) < c+e— 50,

ou seja,

o(w(d,u)) <c—e.

Portanto, em qualquer um dos casos (a) ou (b),
n(l,u) =w(d,u) € ¢°°NS5; se u €¢°NS.

() n(t,.) : X —— X é um homeomorfismo, ou seja, n(t, u) = w(dt,u) ¢ uma aplicagao
bijetora com inversa continua.

Para isto, defina as seguintes fungoes

h: X — X
u +— h(u) =w(dt,u)

g: X — X
u — g(u) = w(=t,u).
Observe o seguinte

(hog)(u) =w(dt, g(u)),
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o que implica
(hog)(u) =w(dt,w(—dt,u))
(hog)(u) =w(dt — dt,u) = w(0,u) = u,
isto é,
(hog)(u)=u.

Usando o mesmo tipo de raciocinio temos

(goh)(u) =wu

de onde segue n ¢ inversivel.
Além disso, n(t,u) = w(dt,u) é continua pela dependéncia continua com relagao aos
dados iniciais para w(dt, u). Desde que w(—4dt, u) também é continua, n(t,u) : X — X

¢ um homeomorfismo. [ |

Definigao 1.15 Um funcional ¢ : X — R de classe C*(X,R) é dito verificar a

condi¢ao de Palais-Smale, denotada por (PS), se toda sequéncia (u,) C X com
d(up) — d e ¢'(u,) — 0

admite uma subsequéncia fortemente convergente em X.

Como uma consequéncia do Teorema 1.14, tem-se o seguinte Teorema:

Teorema 1.16 Suponha que ¢ € C*(X,R) satisfaz a condi¢io Palais-Smale. Se c € R
nao € um valor critico de ¢ entdo, para todo € > 0 suficientemente pequeno, existe
ne C([0,1] x X, X) tal que para qualquer v € X et € [0,1] tem-se:

(1) 7(0,u) = u;

(it) n(t,u) = u se u & ¢~ ([c — 2¢, ¢ + 2¢]);

(1id) n(t, ) C 9“5

() n(t,.) : X — X € um homeomorfismo.

Demonstacgao: Como ¢ € R nao é um valor critico de ¢, devem existir constantes
a, > 0 tais que se u € ¢~!([c — 2a, ¢ + 2a]) implique em ||gz§l(u)H > [3, pois caso

contrario, para quaisquer «, § > 0 existira

Uas € ¢ '[c—2a,c+ 2a))



24

com
‘ ‘b/(ua,ﬁ)H < 0.
: 1 1
Considerando o = —, B = — e u, = Uq,, 3,, tem-se
2n n
1 /
c——<olu) Ser— e [¢w)| <~
n

Assim, passando ao limite quando n — oo obtemos
d(un) — ¢ e ¢ (up) — 0.
Da condic@o Palais-Smale, existe uma subsequéncia (u,, ) C (u,) tal que

Up, — U.

k

Desde de que ¢ € C'(X,R),

Oun,) — d(u) e ¢ (up,) — ¢ (u).

Portanto, pela unicidade do limite obtemos

Logo, ¢ é um valor critico de ¢, contradizendo a hipétese. Dai, usando o Teorema 1.14

4e -
com S = X, € € (0,a] fixado e § = —, concluimos a demonstragao do nosso teorema. Wl

s

1.4 Teorema do Ponto de Sela

Nesta segao iremos demonstrar o Teorema do Ponto de Sela de Rabinowitz (ver[4])
o qual sera utilizado para garantir a existéncia de solugao fraca de um problema que
veremos no proximo capitulo. Para a demonstracao do teorema usaremos algumas

propriedades da teoria do Grau (ver apéndice A) e também o Teorema 1.16.

Teorema 1.17 (Ponto de Sela) Seja X =V &W um espago de Banach, de modo que
dim V < oo, e seja ¢ € CH(X,R) uma aplicagio satisfazendo a condicao de Palais-

Smale. Se D é uma vizinhac¢a limitada de 0 em V tal que

a:r%%x¢<151vf¢zb, (1.10)
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entao

¢ = inf max ¢(h(u))

hel ueD

€ um valor critico de ¢ com ¢ > b, onde
I'={h € C(D,X); h(uy=u, YV u € dD}.

Demonstragao: Primeiro vamos verificar que h(D)NW # () qualquer que seja h € T.

De fato, definindo

P: X —V

r — Pl@)=z1; v=x1+x9; 1 €V € 29 W

a projecao sobre V, temos P o h € C(D,V) (ver apéndice D) e
P(h(u)) =Pu)=u#0 VY u € 0D.

Uma vez que podemos identificar V com RY, o grau de Brouwer d(Ph, D,0) estid bem

definido e de suas propriedades (ver apéndice A) segue

d(Poh,D,0) =d(I;,D,0) = 1.

Logo, existe uy € D tal que

de onde temos h(uy) € W. Sendo
b:i‘r}vf(b: inf {p(w) ;w e W}

e h(ug) € W, obtemos
¢(h(uo)) = b.

Consequentemente

max ¢(h(u)) = ¢(h(uo)) 20 ¥V h € T,

ueD
e sendo

¢ = inf max ¢ (h(u)),

temos que ¢ > b.
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Suponha por contradi¢ao que ¢ nao é valor critico. Entao, pelo Teorema 1.16,

dado

a
O<ec 2
‘ST

existe n € C([0,1] x X, X) tal que

nt,u)=u se u ¢ ¢ (fc— 2 c+ 2e)

n(t, ") C ¢

Escolha h € I" tal que

max ¢(h(u)) < c+e€
u€eD

e defina

h(u) = n(1, h(u)).

Usando o fato que ¢ > b tem-se

a < c— 2e.

Agora, se u € 9D

¢(u) < a = max ¢(u),

de onde podemos concluir,

¢(u) ¢ ([c—2¢ c+ 2€)

o que implica,

u ¢ ¢ [c— 2, c+ 2€]).

Por outro lado, de (1.11) segue

~

h(u) =n(1,h(uw)) =n(l,u) =u ¥V u € 0D

logo, hel.
Agora, por (1.13) teremos

¢(h(u)) < maxé(h(u)) < c+e,

ueD

portanto

h(u) € ¢t

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)
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Por (1.12) temos

h(u) = (1, h(u)) € 67,
isto 6,

¢(h(u)) <c—e Y ueD

o que implica,

max ¢(h(u)) < ¢ — e. (1.15)

ueD

Desde que
¢ = inf max ¢(h(u)),

hel ueﬁ

podemos afirmar que

¢ < maxg(h(u)) ¥ h(u) € T,

ueD

obtendo assim, por (1.15)

¢ < max ¢(h(u)) < c—e,
ueD

o que é um absurdo, mostrando que ¢ é um valor critico. [ |



Capitulo 2

Existéncia de solucao fraca para um

problema eliptico nao-linear em RY

Neste capitulo, vamos estudar a existéncia de solucao fraca para o problema
—Au+u = Mhu+ g(z,u), RV P)
u € HY(RY)
onde N > 3, com as funcdes h : RN —— R, e g : RN x R — R continuas verificando
as seguintes condigoes:
(i) h € LY(RN) N L°(RY);
(ii) Existe Z € LY(RN) N L2(RY) ; Z(z) > 0V 2z € RY, satisfazendo

l9(z,t)] < Z(z) V (z,t) € RY xR, (2.1)
e A, 0 k-ésimo autovalor associado ao problema

—Au+u = Mhu, RY

(F2)
u € HY(RYN),
Além disso, vamos supor que g satisfaz uma das condigoes (g ) ou (g, ),
/ G(z,v(z))dr — *oo quando |[v|| — 00 ; v € N, (95)
RN

sendo N, o auto espagco associado a A\, e G(z,.) = fos g(x, 7)dT designa a primitiva de
g(x,.).

O nosso objetivo, é mostrar a existéncia de solugao fraca para o problema (P). A
grande dificuldade, é a falta de imersoes compactas do espago de Sobolev H*(RY) nos
espacos LP(RY). Sendo assim, vamos estudar alguns espagos de modo que conseguire-

mos que essas imersoes sejam compactas.

28
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2.1 Espacos com Peso

Nesta se¢ao vamos definir espagos com peso e mostrar algumas propriedades

envolvendo tais espacos. Para isto, comegaremos com a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.1 Seja h : RY —— (0,+00) uma fung¢do mensurdvel e 1 < p < oo.

Definimos o espago LP(RN hdx) como sendo o sequinte conjunto:

LP(RY  hdx) = {f :RY — R mensurdveis ;/ |f(x)]” h(z)dx < oo} :
R

N

No que segue denotaremos por

1/2
full = [ 9+ luf)a
1/p
(o

as normas em H'(RY) e LP(RY hdx), respectivamente.

I/

Teorema 2.2 O espago (LP(]RN, hdz), H.Hp’h> com 1 < p < oo € Banach.

Demonstragao: Seja {u,} C LP(RY, hdz) uma seqiiéncia de Cauchy. Entao, dado

e > 0 existe ng € N tal que
[un — tmll,, <€ paran,m > ny. (2.2)

Definindo

Uy, = hl/pun,

segue de (2.2) que

[vn = Vil Loy < € paramn,m > ng.

Sendo LP(RY) um espago de Banach, existe um w € LP(RY) com
v, — w em LP(RY) quando n — oo. (2.3)

Definindo,

observe que

1/p » 1/p
|tp —ul|, , = |ty — ul?” hdz = |hMPuy, — hVPul” da
P RN RN
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o que implica,

lltn — u

1/p
— p —
= ([ Jon =P ) = o = ey

[un —ull,,, — 0 quando n — oo,

Por (2.3) temos

ou seja,

U, — u em LP(RY, hdz)

mostrando assim, que LP(RY hdz) é um espaco de Banach. [

Do Teorema 2.2 podemos concluir que (LQ(RN, hdx), ||||2h> ¢ Hilbert com o

seguinte produto interno

(f, 9o = /R hfgd.

2.2 Um Resultado de Imersao Continua

Nesta secao vamos estudar um resultado de imersao continua para espagos com
peso, que serd de grande importancia na busca de existéncia de solugao fraca para o

problema (P). Comegaremos o nosso estudo enunciando o seguinte teorema:

Teorema 2.3 Se h € L™®(RY), entdo vale a imersio continua
HY(RN) — LP(RY | hdx)

para p € [1,2*] se N > 3.
Demonstragao: Para u € H'(RY), temos

1/p 1/p
([ prnde) ™ < bl ([ de) ™ = bl Bl

onde, usamos o fato de que h € L*(RY).

Das imersoes continuas de Sobolev temos

H'\(RY) — L/(RY)
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para p € [2,2*] se N > 3. Assim, existe C' > 0 tal que
[ull oy < Cllull ¥ u € HY(RY).

Portanto,
1/p
([ pnds) " <l voe mi@)
RN

Considerando C; = C'||h|| obtemos
1/p
([ rnds) " < cufal,
RN

lull,p < Cullull ¥ ue HY(RY)

isto é,

mostrando a imersao continua. [ |

2.3 Um Resultado de Imersao Compacta

Nesta secao vamos estudar um resultado de imersao compacta que sera de ex-

trema importancia para garantirmos a existéncia de uma solugao para o problema (P).

Teorema 2.4 Se h € L'(RY) N L=(RY), tem-se a imersao compacta

HY(RY) — LP(RY hdzx)

para p € [1,2*) se N > 3.

Demonstragao: Seja (u,) C H*(RY) uma sequéncia limitada, usando o fato que

H'(RY) é reflexivo existe (u,,) C (u,) tal que
Up, = u em H'(RY).

Afirmacao: Dado € > 0, existe R > 0 tal que

€
letn; = l] o 0 ) < 2 7

De fato, para R > 0 e usando a desigualdade de Holder com expoentes

1 1

- — =1,
vo2*/p
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o que implica,

/;c (0) ‘unj o U’phdaj < |‘h|‘LW(B%(0)) . ||Un] - u”iQ*(RN)
R

e pelas imersoes continuas de Sobolev

/ |tn, —ul” hda < OBl 1 e o - lun; — ul|”
B (0)
Consequentemente
[, =l e < g0 24)
Bx(0)

Segue da teoria da medida que se h € L?(RY) para v € [1,00), dado € > 0 existe R > 0

tal que
e\P 1
12l £ (52 (o)) < <§> Cy

Agora, do resultado acima e por (2.4) tem-se

p
/ h‘unj —u‘pdx < (E) vV n;.
B4,(0) 2

Portanto,

€
Hu"j - u”ﬂ"(B%(O),hd:g) < 5 v n; (2.5)

mostrando a afirmacao.

Por outro lado,
, 1/p
i, =l = (Al =)< W, = 0l
Br(0)
Das imersoes compactas de Sobolev, temos que
H'(RY) — L?(Bgr(0)),

de onde segue

Uy, — u em LP(Bg(0)) quando n; — oo.

Logo, dado € > 0 existe nj, tal que

(o “HLP(BRm)) 2 |||l
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desta forma temos

Hu”j - u”Lp(BR(O),hdac) < % para mj = nj,. (2.6)

Por (2.5) e (2.6)

Hunj - quh < € para n; = nj,

o que implica,

Up, — u em LP(RY, hdz) quando n; — oo

mostrando a compacidade. [ ]

2.4 O Operador Solucao

Dado f € L*(RY, hdz), existe uma tinica solu¢ao u € H'(R"Y) do problema

—Au+u = hf, RV
w e Pi(RN) )
pois, sendo hf € L*(RY, hdx), considere
F: H(RY) — R
¢ — F(¢) = [pv fohdx

que é linear e continuo, isto é,

F < hd
Pl < [ 1fl16]hds
Por Holder obtemos

[E(O) < ([ fllop 10120 »

e das imersoes continuas de Sobolev

(@) < Clfllon lIl

o que implica,
[F(o) < Mgl 5 M =Cllflly,
mostrando a continuidade de F'.
Logo, F € H '(RY) e pelo Teorema da Representacio de Riesz, existe um tnico
u € HY(RY) tal que
(U, @) vy = F(d) V ¢ € HY(RY),
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de onde segue
/ (VuV o + ug)dx = fohdr ¥ ¢ € H'(RY),
RN RN

ou seja, u € a unica solugao fraca do problema (P;). |

Pelo que foi visto até o momento, podemos definir o seguinte operador
S L*RN hdz) — HYRY)
f — S(f) = wu,
que associa a cada f € L*(RY, hdz) a tnica solugao v = S(f) do problema (P;).

2.5 Propriedades do Operador Solucao

Nesta se¢ao iremos estudar algumas propriedades relacionadas ao operador solucao,
as quais serdo usadas para a obtencao de solu¢do para o problema (P).

(P.1) S é linear, isto é,
SOAf +79) = AS(f) +7S(9), ¥V fige L*(RY, hdz) e ¥ N,y €R.

Demonstragao: Sejam u = S(f) e v = S(g).Por defini¢ao

—Au+u = hf RN
v € HYRM)

~Av+v = hg, RY
v € HYRN).
Logo, multiplicando respectivamente por A e v obtemos
—A(A\u) + M = Af, RN
Au € HYRY)

—A(yv) +yv = vhg, RY
yw € HY(RY)
o que implica,
—AMu+) + A u+yv = h(Af+79), RY
Au+yv € HYRY),



consequentemente

S(Af +79) = M+ v,
isto é,

SIAf+79) = AS(f) +7S(g), ¥V f,g€ L* (R, hdz) e V A,y €R.

(P.2) S é continuo, ou seja, existe M > 0 verificando
ISHI < M flloy, ¥V f € LARY, hdz)

Demonstracao: Seja u = S(f). Entao,

~Au+u = hf, RN
u € HYRY)

o que implica, por defini¢ao

/ (VuV¢ + up)dr = fohdx ¥ ¢ € H'(RM).
RN RN

Escolhendo ¢ = u, obtemos

/(\VU2|+|U|2)dx=/ fuhdz,
RN RN

assim,

Jul? = / Juhdz
RN

de onde segue
Jul® < / £l [B] de
RN
Por Holder tem-se

2
lall™ < [ fllop lleell

Das imersoes continuas de Sobolev obtemos
2
[ull® < T fllop llull-

Se u # 0, temos
Jull < C NNl

35



36
isto é,
IS(HI < Cullfllyy ¥ f € LARY, hda).

(P.3) S pode ser vista de L*(RY hdx) em L?(RY™,hdx). Além disso, neste caso S ¢é
linear e compacto.

Observe que,

S L*(RY hdr) — H'(RY)
é uma aplicacao continua e pelo Teorema 3.4
i: HY(RY) — L*(RY, hdz)

é compacta. Recordando que
(a) Composigao de apli¢ao linear é linear.
(b) Composigao de um operador continuo com um compacto é compacto.

podemos concluir que o operador

S : L*(RY, hdx) — L*(R™ hdx)
¢ linear compacto. [
(P.4) O operador S : L*(RN  hdz) — L*(RY hdz) é simétrico, ou seja,

(S(f); 92 = (f,5(9))2.n

onde, (.)2, € 0 produto interno de L*(RY, hdz).

Demonstragao: Sejam u = S(f) e v = S(g). Devemos mostrar a seguinte igualdade

ughdx:/ vfhdx.
RN RN
Desde que u = S(f) e v = S5(g) temos que

—Au+u = hf, RY

u € HYRY)

~Av+v = hg, RY
v € HYRN).
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Portanto,

/ (VuVé+up)de = | fohdr ¥ ¢ € H'(RY)
RN RN

/RN(VUV<P+U<P)d$ :/ gohdr ¥ o € H'(RY).

RN

Fixe ¢ = v e ¢ = u, obtemos

/ (VoVu + uv)dr = fohdz
RN

RN

/ (VoVu + uv)dx :/ guhdz
RN

RN

/ughdx—/ vfhdz,
RN RN

(S(f)ag)Q,h =(f, S(Q))Q,h-

de onde segue

isto é,

(P.5) S(f) = 0 se, e somente se, f = 0.

Demonstragao: Considere que S(f) = u. Entao, u € H'(RY) ¢ solugao do problema

—Au+u = hf RY
u € HY(RY)

ou seja,
/ (VuVe + ug)dr = / fohdr ¥ ¢ € H'(RY). (2.7)
RN RN
Se f =0, entao

/ (VuVe + ugp)dx = 0.
RN

Fixando v = u, temos
/ (IVul* + [uf)dz = |ul* =0 < u=0,
RN

isto é,

S(f) =0,
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Supondo que S(f) = 0, segue de (2.7)

fohdz =0, V ve HY(RY).

RN
Considere g = fh como g € L*(RY) c L} (RY), segue do Lema de Du Bois Raymond

loc

(ver Apéndice D) que
¢g=0 qtp em RY

e sendo h > 0, entao

f=0 gtp em R".

|
(P.6) A = 0 nao ¢é autovalor de S.
Demonstragao: Note que
N(S) = {p € L*(RY, hdz) ; S(p) = 0},
por (P.5), temos
Sp)=0 & ¢=0
logo N(S) = 0, mostrando a propriedade. |

(P.6) S é positivo, isto &,

(S(f), 2w >0 Y f#0.
Demonstracao: Seja S(f) = u com u # 0, entdo

—Au+u = hf, RY
u € HYRY)

o que implica,
/ (VuV¢ + up)dr = / fohdx ¥ ¢ € H'(RY).
]RN RN

Fixando ¢ = u, segue

0<lul? = [ fubde = [ 5S(1)hdz = (S(P). P
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mostrando que

(S(f), flan >0 Y f#0.

Agora, usando a Analise Funcional (ver[3]) o operador S : L*(RY, hdx) —

L*(RY, hdz) tém uma sequéncia de autovalores positivos p, verificando
P > g > >y > >0

com

lim p, = 0.

n—oo
Além disso, os autovalores constituem uma base Hilbertiana para L?(R”, hdx).
Afirmacao: Os autovalores de S sdo os inversos dos autovalores de (Py)

De fato, se A é um autovalor de —A, entao existe ¢ # 0 verificando
~A¢+¢ = Mg, RY
¢ € H'(RY)

Desde que A # 0, segue da definigao de solugao fraca

[ (wovu s ovyin = |

Mpohdxr ¥ 1) € H'(RY).
RN
Fixando, ¢ = 1 tem-se

617 = Al @llz,

consequentemente

L o
_ Lol
1013,

Assim, considere o problema

—A(30) + 3¢ = ho, RY
¢ € HYRN).

De onde segue,
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mostrando que % é autovalor de S.

Agora, se i > 0 & autovalor de S, entdo existe ¢ € L*(RY, hdx) com

S(9) = no
logo,

Ls(6) =0

L
Visto que S é linear, temos

1
S(—¢) = ¢,
(M@ ¢

de onde concluimos que
~Ap+é = Lo R
¢ € H'RY)

mostrando que }% é autovalor de (Py). |

Este fato mostra que o problema (Py) possui uma sequéncia {\,} de autovalores posi-
tivos verificando

M < <. <A, <.

lim A, = 0.

n—oo

2.6 Propriedades Relacionadas a \;

Nesta se¢ao vamos mostrar duas importantes propriedades envolvendo o autovalor
A1, as quais serao usadas no decorrer do nosso trabalho.
(P.1) Toda autofun¢ao associada a A; tem sinal definido.

Demonstracao: Considere ¢ uma autofuncao associada a Ay e suponhamos que
¢ #0
onde,
¢ = max {9, 0} .

Segue dos espagos de Sobolev que se ¢ € H'(RY), entdo a fungao ¢ € H(RY)(ver[1]).

Além disso,
Vo, se ¢ >0

0, se ¢p<0

Vot =
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Assim,

(¢= ¢+)H1(RN) - /

R

e ey N (e e e

(06" pouonany = [, 90%hdo = [ Jo**hao = 67,

Além disso, considere o problema

—Ap+¢ = Mho, RY
¢ € H'RY)

o que implica, por defini¢cao de solucao fraca
/ (VoVu + ¢v)dr = )\1/ vp hdx; ¥V v e HY(RY).
RN RN

Fixando v = ¢,

/ (VoVoT + o )de =N, | ¢Tohdr ¥ ¢7 € HY(RY),
RN RN
isto é,
(¢’ ¢+)H1(RN) =M H¢+th’
logo
lo* (" = A fle* 50

de onde concluimos que

2
_ lle™l
AL = T
[Foan [
Agora, usando o fato que
or
W=
[Koag|PYS

verifica o problema
—Aw+w = Mhw, RY
w € HYRY),

desde que w > 0 e w(x) # 0, pelo principio do méaximo forte
w(r) >0V zeRY.

De onde temos

ot (z) >0V xR,
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isto é,
¢"(z) = max {¢,0} > 0,
e portanto
p(z) >0V v €RY.
Um raciocinio semelhante ¢é feito para o caso ¢~ # 0. [

(P.2) O autoespago V), associado a A\; tem dimensao 1, e V), = (¢) .

Demonstragao: sejam u e v autofungoes associadas a A;. Considere

A={teR;u(z)+tv(z) >0, z€R"}

B={teR;u(z)+tv(z) <0, z€R"}.
Os conjuntos A e B sao fechados, pois considerando {t,} C A e t,, — to temos
u(z) + tyu(z) >0,
logo

lim (u(z) + tyv(z)) = u(z) + lim t,v(x) >0,

n—oo n—oo
ou seja,

u(z) + tov(z) >0

o que implica, tg € A e portanto A é fechado. Raciocinio semelhante é utilizado para

demonstrar que B é fechado. Além disso,
A#D e B

portanto,

R=AUB.

Uma vez que R é um conjunto conexo, segue-se
ANB#0.
Assim, existe tg € AN B, isto é,

u(x) +tov(r) =0 V z € RY
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mostrando que u e v sao linearmente dependentes. [

2.7 Existéncia de Solugao fraca para (P)

Nesta secao mostraremos a existéncia de solucao fraca para o problema

—Au+u = MNhu+ g(x,u), RN
v € HYRY)
onde N > 3. O resultado principal deste capitulo é o seguinte teorema:

Teorema 2.5 Se as condigdes (g5) ou (g5 ), sao vdlidas entio (P) possui uma solugao
fraca u € H'(RY).

Preliminares: Consideraremos o seguinte funcional

¢: H(RY) — R
u — D(u) = %fRN(|Vu|2 + |ul?)dz — 2 v uthde — [ Gz, u)dx

o qual estd bem definido em H'(RY), é de classe C'(H'(R"),R) (ver Apéndice B) e

seus pontos criticos sao solugoes fracas de (P).

Definindo o operador linear

Lu = u— \S(u),

temos
(L, u) gy = /]RN (V(Lu)Vu + Lu.u) dz,
assim,
(Lu, u) g gy = /RN(V(U — A\eS(u))Vudr + /RN (u— A\pS(u)) udx
isto é,
(L, 0) 1 v, = /R (VP )~ A /R (VS)Vut Swpudz. (28)

Além disso, considerando S(u) = w tem-se

~Aw+w = hu, RV
w € HY(RY)



o que implica,

/ (VoVw + pw)dx = / uhodr ¥ ¢ € H'(RY).
RN RN
Fixando u = ¢,
/ (VS(u)Vu + S(u)u)dx :/ w?hdx
RN RN
logo, por (2.8) e (2.9) temos

1 1 A
3 @y = 5 [ (9l +uf)de = F [ hds
2 2 RN 2 RN

de onde segue

1

@(U) = 5 (LU7U)H1(RN) - /RN G(l’,U)d[L'

Agora, vamos fixar a seguinte decomposicao ortogonal de X = H!(RY),
X=X_XdX,,

onde

XO = N)\k7

X, - N/\l @N)\Z @ @N)\k,1

Xy =Ny, ®@Napy @ -

Proposigao 2.6 Se u € Xy, entao (Lu, u) i gny = 0.

Demonstacao: Como jé vimos

N

Lty = [ (Va4 uf)de = x| b,
RN R
sendo u € X, 0 mesmo ¢ solugao do problema
—Au+u = MNhu, RV
u € HYRY)

de onde temos

/ (VoVu + ¢u) = )\k/ uphdz; ¥V ¢ € H'(RY).

RN RN

Fixando ¢ = u,

/ (|Vu|2+|u\2)dx:)\k/ Whdz,
RN

RN
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mostrando que

(Lu, u) grgny = 0, se u € Xo.

Proposigao 2.7 Se u € X_, entdao eziste o > 0 tal que (Lu, u) i gpny < —a ull®, ou

seja, L € definido negativo em X _.
Demonstacao: Sejau € X_ = N,, & N, ... ® N,,_,, entao
U=@p1+ Qs+ ... +op—1e Vu=Ve1 + Voo + ... + Vor_.
Observe que por (2.8)
(L, ) gy gy = /}RN(|VU|2 + [ul?)dz — Ay /RN (VS(u)Vu + uS(u)) dx

assim,
(LU, U)Hl(]RN) = (U, u)Hl(RN) - )‘k (S<U’)>u)H1(RN) : (210)

Desde que ¢; verifica
—Agj+¢; = Aho;, RY

¢; € HY(RY)
por definicao do operador solucao
S(Ajds) = ¢;
portanto,
1 1
S(0;) = 1705 ¢ VS(d;) = -V¢;.
J J

Da linearidade de S,

S(u) = S(¢1) + S(éa) + .. + S(dr_1)

o que implica,
1
Ae—1

1 1
S(u) = /\—1¢1+)\—2¢2++ ¢k_1-

Assim,

(S(w), w) gy = (S(01) + S(d2) + ... + S(Pk-1), 1 + P2 + o + 1) g



e desde que (¢;, r)miryy =0, se j # k, obtemos

1 1

(S(w), w) g gy = N (01, 01) gy + -+ SV (D1, Pr—1) 1 vy -

Segue da definigao de produto interno em H'(RY) que

1
(S(w), w) gy = )\_1/RN(|V¢1|2 + |61 )dz + ... +

Ak—1

o que implica

k-1
A
M (S (1), ) sy = / LVl + 165" dx
j=1 RN

isto é,

1y

k 2
Ak (S(u)vu)Hl(RN) = Z W 151" -

=17V

Além disso,
(w ) greny = (91 + 2+ oo + 1,91 + P2 + oo + Dpm1) )

portanto,

k-1 k—1
(i) =3 [ (965l +16)de = 3 s
j=17/RY j=1

Agora, podemos escrever (2.10) da seguinte forma
k—1
Ak 2
(Lo = 3 (13 1))
j=1 A
e usando o fato que

A < Ap—q para j € {1,2,...,k—1}

o que implica,

logo,

o

(Lt ) s vy < (1= 2 ) oyl = (1——) ZH%H

Ak 2
[[ul]
-1

J

Ak ) 2
Lu,w) < - — 1| ||ul|”,
(L), < = (125 1)

Assim,

(L, u) g gy < (1 —

de onde temos
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/ (Yl + a2
RN



ou seja,

(L, u) g1 vy < —@ lul> <0 ¥V ue X_\{0} e a>0.

Proposicao 2.8 Se u € X, entao existe a > 0 tal que (Lu, u)Hl(RN) > « Hu|]2, ou

seja, L € definido positivo em X .
Demonstagao: Sejau € X = Ny, ., @ Ny, D ... entao

U= Qpr1 + Prr2+ ...

Considere,

o] N
= E ¢; = lim wy ; wy = E ¢; onde wy € X,.
N—o00
j=k+1 j=k+1

Vamos mostrar que existe o > 0 independente de N tal que
(LWN, WN) a gy = @ lwy||>, V Ne{k+1,k+2,..}.

De fato, observe que

(LU)N,UJN HY(RN) = (Z L¢g7 Z Qb])

j=k+1 Jj=k+1 HI(RN)
o que implica,
N N
(Lwn, WN) g1 gy = ( (65— MS(85), Y ¢j>
j=k+1 Jj=k+1 HL(RN)

consequentemente,

j=k+1  j=k+1 j=k+1 j=k+1

47

N N
(Lwn, wy) g vy = (Z &5, Z @) - (Z MeS(65), Y <z>j> :
H(RN) H(RV)

Agora, usando o mesmo raciocinio da Proposigao 2 temos

Ak
(LwNawN HY(RN) = Z H¢]H Z )\_H¢JH2

j=k+1 j=k+1 "7
e observando que

Ak > At
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encontramos
A
1-2F > 4l
Aj Akt
logo,
A\ N
k
Loy u)mem 2 (1- 25 ) 3 1P,
LR S
Assim,

A
(L) = (1 2 ) ol
k+1

mostrando que

(Lwy, wy) prgny = allun]|* VN e {k+1,k+2,..}, (2.11)

onde o = (1 — /\’\’“ ) . Usando o fato que
k+1

wy — u quando N — oo

obtemos

lwn||* — [Jul]?
e da continuidade de L tem-se
L(wy) — L(u).

Consequentemente,
(LwN7wN)H1(RN) - (LU’U>H1(RN)
desta forma, passando ao limite em (2.11) segue
2
(Lt u) g vy = o flul|”

Observagao: No que segue, denotaremos por P_, Py e P, as projegoes ortogonais em

X_, Xy e X, respectivamente.

Lema 2.9 Se u = Pyu+ Piu € Xo® X, Entao, (Lu,u) g gny = (LPyu, Prw) gy -
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Demonstragao: Seja
(LU, u)Hl(RN) = (L(PQU + P+U), Pou + P+u)H1(RN) )

entao

(L, u) g gy = (LPyu + LPu, Pou + P g oy -

Usando a Proposicao 2.6 e o fato de L ser simétrico obtemos
(Lu, U)Hl(RN) = 2(LPyu, P+U)H1(RN) + (LP;u, P—i-u)Hl(RN) :

Note que
(LPQU, P+U’)H1(]RN) = (P()u - )‘kS<P0u)7 P+U>H1(RN)

portanto,

(LP()’LL, P+U)H1(RN) =\ (S(PQU), P+U)H1(RN) :

Assim, por definicao do operador solu¢ao obtemos
(LPou, P—i-u)Hl(RN) = (Pou, P+U)L2(RN,hda:) =0,
onde na ultima igualdade usamos a ortogonalidade das projecoes. Logo,

Proposicao 2.10 Suponha vdlidas as condi¢oes (2.1) e (g5 ). Entao,
(a) ®(u) — —o0 quando ||u|]| — +oo; u € X_.
(b) ®(u) — 400 quando ||u]| — +o0; u € Xo ® X,

Demonstragao:(a) Seja u € X_. Usando o fato de L ser negativo definido em X _

obtemos
1
d(u) < —=a||u))? —/ G(z,u)dz.
2 RN
Observe que pelo Teorema do Valor Médio temos

Gz, 1) — Gz, 0)| = ’G'(x,s) u—0]; s(z) e [0,ulz)] ou [u(z),0],

logo por (2.1)
|Gz, u) = G(2,0)] < Z(x) [ul
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portanto,
- [ G < ul, .
RN
de onde temos que

1
o(u) < —5a ) + [l -

Pelo Teorema 2.3 segue

lully,z < Collull,

entao

1 2
O(u) < —gallull” + G |lu]
consequentemente,
O(u) — —oo quando ||ul]] — ooV ue X_.

(b) Seja u = Pyu+ Pyu € Xo @ X,. Usando o Lema 2.9 tem-se

1
@(U) = 5 (LP+U, P+U)H1(RN) - /RN G(:(:,u)dx.

Além disso, sendo L positivo definido em X, segue

O(u) > %a | Pyul® — / [G(z,u) — G(x, Pyu)] dx — G(z, Pyu)dzx.

RN RN

Usando novamente o Teorema do Valor Médio e (2.1),

- /R [Ga.u) = Gla, Pyu)] de < /

RN

|G(x,u) — G(x, Pyu)|dx < / |lu — Pyu| Z(z)dx
RN

o que implica,
- [ (6e.0) = Gl Rl do < [Pyl

Portanto, segue das imersoes continuas obtida no Teorema 2.3
() > %a Pyl — O P /RN Gz, Pyu)da. (2.12)
Agora, usando a condig@o (g5 ), o fato que
lull = 1 Pyul® + || Poul|?

e analizando os casos:

(i) || Pou|| = +o0 e [|[Prul| < M. Usando (g, ) e fazendo a anélise em (2.12), tem-se

d(u) — 400 quando |jul|| — oo.
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(1) ||Pru|| — 400 e || Pou|| < K. Note que

‘—/ G(z, Pyu)dx
RN

§/ \G(x,Pou)]dxg/ | Pou| Z (z)dz,
RN RN

isto é,

’—/ G(z, Pyu)dzr| < K;.
RN

Logo, fazendo a andlise em (2.12), obtemos

®(u) — +oo quando ||u|| — oo.

(7ii) Se ||Piul| — oo e || Pyu|| — oo. Novamente da condigao (g, ) e fazendo a analise
em (2.12), segue

®(u) — +o00 quando ||u| — oo,

mostrando assim, o item (b). [

Observagao: Se tivéssemos assumido a condigao (g5 ) ao invés de (g5 ) o raciocinio
usado seria o mesmo e as conclusoes seriam as seguintes:
(a) ®(u) — —oo quando |Ju|| — oo; u € Xo B X _.

(b) ®(u) — +oo quando |lu]| — oo; u € X .

No que segue demonstraremos o Teorema 2.5 que vai garantir a existéncia de um
ponto critico para o funcional ®, e portanto a existéncia de uma solucao fraca para o
problema (P).

Demonstragao do Teorema 2.5: Como ja sabemos que ® € C! (X, R) , mostraremos
no que segue, que P satisfaz a condigao (PS), isto é, dada uma sequéncia (u,) C
HY(RY) com

’

|(u,)| <c e P (u,) —0

temos que (u,,) possui uma subsequéncia convergente.

De fato, sendo
1
O (uy,) = —(Lun,un)Hl(RN) — / G(z,uy)dz,
2 RN

entao

/

D (un)v = (Lty, v) g1 (myy — / g(z, up,)vdx
RN
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o que implica,

. (2.13)

@ (un)o] = \(Lun,w - [ stwuuds
RN
Além disso,

]@’(un)v‘ < Hcp’(un)

o]l
de onde temos

()| < ol Vv € HURY),

para n suficientemente grande, pois

— 0

P (uy) =0 < HCI)/(un)

logo,
e

<1

Agora, nosso proximo passo é mostrar que
Uy, = Pyup, + P_u, + Piu,

é limitada. Observe que

(1) Se v = P,u,, substituindo em (2.13) segue

‘q)/(un)PJrun

= ‘(Lun, Pu,) — / g(x, uy) Pyuydz| .
RN
Note que usando o mesmo raciocinio do Lema 2.9,
(Luy, Pyuy) = (L(P-uy,) + L(Pyuy) + L(Pyuy,), Pruy) = (L(Pruy), Piuy).
Dai, usando o fato de L ser positivo definido em X, temos
(L, Pruyp) = (L(Pyuy), Pyu,) > o HP-&-UTLH2 .

Além disso,

IPyuall = |@ () Py

2|(Lun,P+un)]—/ g(x,u,) Pyuydx
RN

o que implica,

1Prnll = @ | Pyun|* = | Pt -

Do Teorema 2.3 temos

1Prtn]| = o | Praa|* = C || Py
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portanto, ||Pyu,| é limitada.

(#7) Novamente considerando v = P_u,, em (2.13) obtemos

B (un) Pty < (Ltig, P1iy) + / 19, )| | Pyt
]RN

de onde segue

® () Pty < —a | Pow||” + | Pl

assim,

— 1Pt || < @ (un) Pty < —a|| P-tn||* + Cy || Py

consequentemente,

1P-un|| = || Py ||* = O [| P ||

Logo, ||P-u,|| ¢ limitada. Agora, por (i) e (ii) tem-se
lun, — Pounl| = ||Prun, + Pou,|| < K. (2.14)
Por outro lado, como podemos escrever

D (u,) = = (L(uy, — Poty), un — Poun)—/ G(z,u,) — G(x, Pyuy,)] dx— | G(x, Pyuy,)dx

RN RN

N | —

temos,

(L(upn — Pouy), Uy — Poun)—é(un)—/ (G(z,u,) — G(x, Pyuy,)] dz.

RN

N | —

/ G(z, Pyuy)dx =
RN
Agora, sendo L = I — \;.S temos que L é limitado, logo

[(L(upn — Poun), tn — Poun)| < [ L(un — Poun) || |un — Poun|| < [|L]| |lun — Pﬂun||2>

e por (2.14) obtemos
|(L(up, — Pouy), u, — Pouy)| < C.

Observe que

< = [(L(tn — Pyt ttn — Pott)|+|® (1) |+

1
2

/ G(z, Pyuy)dx
RN

/]RN G (z,u,) — G(z, Pyuy,)] dx

portanto,

< (.

/ G(z, Pyuy,)dx
RN
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Dai, usando a condi¢do (g, ) podemos concluir que ||Pyu,|| é limitada.

Note que pela ortogonalidade das projecoes temos
2 2 2 2
[wnl|* = || Potnl|” + | Pown|* + || Prua ||,

mostrando que (u,,) ¢ limitada.

Sabemos que

!

<I>(u)v—/RN(VuVU—i-uv)dx—wl(u)v; u,v € H(RY)

onde
P(u) = /RN(%U% + G(z,u))dz,
logo
(v©<u)7v)H1(RN) = (u7v)H1(RN) - (Vw(u)7U)H1(RN)
assim,

(V@<“)>U)H1(RN) = (u— Vip(u), U)Hl(RN)
e consequentemente,

Vo(u) = u — Vib(u).
Considerando T'(u) = Vib(u) temos
Vo (u) = u— T(u)
portanto,
V() =, — T(u,)

o que implica,

up = VO(u,) + T(uy,).

Agora, sendo T : H'(RY) — H'(RY) compacto (ver Apéndice C), existe (uy,) C (uy)
tal que

T(up,) — u quando nj; — oo,

e usando o fato de que

O (uy) — 0o HCI)/(un)

— 0« [|Voé(u,)|| = 0= VO(u,) — 0,
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passando ao limite em

Un; = VO (up,) + T(un,)

encontramos

Up;, — U quando nj — oo,

mostrando que ® satisfaz a condigao (PS).

Finalmente, temos que ® € C*(RY,R), ® satisfaz a condicao de Palais-Smale e

usando a Proposicao 2.10 podemos aplicar o Teorema do Ponto de Sela com
V=X_ JW=X,6 X,

e garantir a existéncia de um ponto critico para ®, isto é, uma solugao fraca do problema

(P). n

2.8 Um exemplo para a condicao (g; )

No que segue iremos supor que G(z,s) = Z(x)G(x,s) e g(x,s) = Z(z)j(z, s);
|g(x,5)] < M e Z(x) € LY RY) N L*(RY), onde

G(z,s) = /05§<$,T)dT.

Vamos considerar o caso k = 1, ou seja, o problema (P) pode ser escrito da seguinte

forma

—Au+u = Mhu+g(z,u), RY )
u € HY(RY).

Usando as propriedades vistas na Segao 2.6, N,, tem dimensdo 1, Ny, = (¢1) e ¢

tem sinal definido.

Proposicao 2.11 Se a funcdo j: RY x R+ R € tal que

|1|im G(z,s) = +oo  uniformemente em x € RY (g5)
ou
(95) ll‘im G(z,s) = —oc0  uniformemente em xz € RY, (g9)
temos

/ G(z,v(z))dx — +oo quando |[v|]] — o0 ; v € Ny,. (95)
RN
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Demonstracao: Seja v € N,, tal que v = pw com p = ||v|| e
w e SONM = {w € Na; Hw“ = 1} = {_¢1,¢1}7

onde

S ={xe H'®RY); [z =1}

Afirmagcao 1: Existe My > 0 tal que G(z,s) > —M, V (z,5) € RN x R.
De fato, por (g4), dado M; > 0 existe N > 0 tal que G(z,s) > M, para |s| > N e

z € RY. Por outro lado, sendo |g(z, s)| < M tem-se
Gla,s)| < M),
logo fixado N > 0, temos

sup )G(ZB,S)‘ < MN = M,

zeRN
s€[—N,N]
portanto,
‘é(x,s)‘ <My, V z€RY ¢ se€[-N,N]
consequentemente
G(z,s) > My, ¥V zeRY e |s|<N.
Definindo

_MO = min {Ml, MQ}

concluimos que

G(z,8)> My, ¥V z€RY ¢ V seR,

mostrando a afirmacao.

Assim, desde de que Z(x) > 0, segue da Afirmacgao 1
G(x,8) > —MyZ(z), V z€RY ¢ V scR. (2.15)
Agora, note que

/RN G(z, pw(x))dr = /QG(x,pw(:L‘))d:E +/ Gz, pw(x))dz,

Qp,w,]\/f
onde

Q= {z € RY; [pu(z)| < a(M))}
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Qpwrs, = {x c RY; |pw(z)| > a(Ml)} )

Por (2.15) obtemos que

/RN G(z, pw(r))dr > —MO/QZ(x)dx+ M1/ Z(z)dx

Qpﬁw,lwl
portanto,
/ G(z, pw(z))dx > —MO/ Z(a:)daH—Ml/ Z(x)dx.
RN RN Qpw, My

Afirmagao 2: Existe p(M;) tal que

1
/ Z(z)dr > —/ Z(x)dx para p > p(My).
Qp,w,M 2
pyw, M7

RN
De fato, suponha por absurdo que a afirmagao nao ocorra, entao existem (p,) C R com

pn — +00 e (w,) C SN N,,, tal que

J

Afirmagao 3: Existem (p,;) C (pn) € (wn,;) C (wy) tais que

Z(x)dx < %/ Z(x)de ¥ neN. (2.16)

N
pnwn, My R

/Q Z(x)dx — Z(x)dx.

N
pn,wn, My R

De fato, seja (w,,) C SN Ny, = {¢1, —¢1}. Portanto, existe (n;) C N tal que
wnj = qbl, v n;

ou

wnj = _¢17 v n_]

Supondo sem perda de generalidade que
Wp;, =¢15 ¢1>0 V ny

tem-se

[ 2@de= [ v en(e)Z(@)de,
Qo ;01,00 RN

onde X, 61, M1 (x) é a fungao caracteristica do conjunto Qpnj o1, Fixado z € RY
existe n;, () tal que

pnj¢1(x) > a(M1>7 v n;j = njo(x)
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o que implica,

€, s Y ny = n ().

Definindo
Fos (8) = X, 1 (2)Z(2),
e sendo
Xpny o100 () =1,V ny = njy(x)
obtemos
s (@) = Z(x), ¥ 0y = ng(x),
e

fn;(x) — Z(z) quando n; — oo,

Por outro lado,

|fos] < Z(2) € LYRY),

de onde segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

Jn, (2)dr — Z(x)dx,
RN

RN
ou seja,

/ Z(x)dr — Z(z)dz.
Qo 61,0 RN

Isto ¢ equivalente a dizer, que dado € > 0 existe ny € N, tal que para n; > ng

/ Z(x)dx—/ Z(x)dx
Qpnj,¢17M1 RN

Entao, para n; > ng temos que

/Qpn_,qﬁl,Ml Z(x)dz € (/RN Z(v)dx — €, /RN Z(x)dx + e)

logo para € suficientemente pequeno

< €.

1
/ Z(x)dx > —/ Z(z)dx, ¥ n;>mng
Qon 61, M 2 Jrw

o que é um absurdo com (2.16).

Portanto, da afirmacao 2, concluimos que

J

Z(x)dx > %/ Z(x)dx para p > p(M)

N
pyw, My R
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assim,

G(z, pw(zx))dx > —MO/

RN

Z(x)de + Mlé / Z(x)da. (2.17)

RN RN

Usando o fato que Z(x) € L*(RY), cada parcela em (2.17) ¢ limitada. Considerando

1
K= —MO/ Z(m)dm—f—Ml—/ Z(z)dx
RN 2 RN

temos
/ G(z, pw(z))dr > K.
RN
Entao, sendo v = pw e ||v]| = p obtemos que para p suficientemente grande
G(z,v(z))dx > K,
RN
portanto,

/ G(z,v(x))dz > K para ||v|| > Ny = p(M).
RN

Assim, dado M, > 0 vamos escolher M; de maneira que K > M,. Logo, da definicao

de limite temos

G(z,v(z))dr — 400 quando ||v|| — oo,
RN

mostrando o exemplo. [ |



Capitulo 3

Teoremas do Passo da Montanha

Neste capitulo iremos demonstrar algumas versoes do Teorema do Passo da Mon-
tanha encontradas em Willem (ver[13]). Na demonstragdo dos teoremas abstratos

usamos novamente os Teoremas de Deformagao vistos no Capitulo 1.

3.1 Condicoes de Compacidade

Nesta secao vamos definir algumas condi¢oes de compacidade as quais serao uti-

lizadas no decorrer deste capitulo.

Definigao 3.1 Seja X um espaco de Banach e ¢ € C1(X,R). O funcional ¢ satisfaz
a condi¢io Fraca de Palais-Smale ou (FPS) se cada sequéncia (u,) limitada tal que

|p(un)| € limitada e ¢ (u,) — O contém uma subsequéncia convergente.

Definigao 3.2 Seja X um espago de Banach, ¢ € C1(X,R) e ¢ € R. O funcional ¢
satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale no nivel ¢ ou (PS). se dada uma sequéncia (uy)

tal que ¢(uy) — c e ¢ (u,) — 0, entio ¢ € um valor critico de ¢.

Teorema 3.3 Seja X um espago de Banach e ¢ € C1(X,R). Se
(1) ¢ € limitado inferiormente; ¢ = igl(f 0,

(i1) ¢ satisfaz a condigao (PS).,

entao existe ug € X tal que

d(ug) = ¢ = i%f 0.

Logo, ¢ é um valor critico de ¢.

Demonstracao: Suponha por contradicao, que ¢ nao é valor critico de ¢. Entao, segue

do Teorema 1.15 que existe € > 0 e n € C([0,1] x X, X) tal que

77(1’(;50—4—6) C ¢c—e.
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Usando a definicao de ¢ existe ug € X tal que
c < o(up) <c+e

o que implica,

Uy € ¢c+e
assim,

540
de onde segue

(1, uo) € n(1, %),

ou seja,

(1, ¢°7) # 0

o que é um absurdo uma vez que ¢° ¢ = (). Logo, ¢ é um valor critico de ¢.

3.2 Teoremas do Passo da Montanha

Nesta secao vamos demonstrar duas versoes do Teorema do Passo da Montanha

as quais serao utilizados no préoximo capitulo.
Teorema 3.4 Seja X um espaco de Banach, ¢ € CY(X,R), u #v € X,

I'={geC'(X,R): g(0)=u, g(1) =0}

= o g o)

Se
(i) ¢ satisfaz a condi¢ao (PS)..
(17) Fziste 0 < R < ||lu—wvl|| eb € R tal que

Jw—v| =R

mmplica
$(w) = b>a=max{d(u), ¢(v)},

entao ¢ > b € valor critico de ¢.



Demonstragao: Da condigao (i7) para cada g € I, existe ty € (0,1) tal que

lg(to) — ull = R.
De fato, considere a seguinte fungao

f:1001] — R
t— f(t)=1gt)—ul ;g€l.

Observe que

f(0) =1lg(0) —ull = flu —ul =0 < R

F) =llg(Q) —ul = flv—ul > R,
isto é,

F(0) < R < f(1).

Logo, pelo Teorema do Valor Intermedirio, existe ¢y € (0, 1) tal que

f(to) = llg(to) —ull = R

o que implica,
¢(g(to)) = b

assim,

Orrsltaggeﬁ(g(t)) >b, V gel

portanto, desde de que

°= jef s o)

segue ¢ > b.
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Suponha por absurdo que ¢ nao é um valor critico, entao pelo Teorema 1.15,

existem 0 < e < 5% en e C([0,1] x X, X) tais que

nt,u)=u se u ¢ ¢ (fc— 2, c+ 2¢)

n(1,¢=) C ¢ .

(3.1)

(3.2)
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Pela definicao de c, existe g € I" tal que

max ¢(g(t)) <c+e (3.3)

0<t<1

e defina h(t) = n(1, g(t)). Desde que,
o(v),Pp(u) <a<c— 2

obtemos
d(v), p(u) ¢ [c — 2¢, ¢+ 2€]

o que implica,

v,u ¢ ¢ ([c — 2¢, ¢+ 2€]).

Logo, por (3.1) tem-se

~

h(0) =n(1,9(0)) =n(l,u) =u

A~

h(1) =n(1,9(1)) =n(l,v) =v

portanto h € I'. Agora, por (3.3) temos

d(g(t)) <c+e V t€0,1]

assim,

g(t) € g7 ¥ t €0, 1]

consequentemente, por (3.2) obtemos
h(t) =n(1,9(t) € ¢ ¥ t €0, 1],

isto é,
d(h(t)) <c—e ¥V tel0,1]

de onde segue,

ggg¢@@»§c—e

Sendo

°= jef s o)

temos,

c < max ¢(g(t)), V gel.

T 0<t<1



Portanto,

¢ < max ¢(h(t)) <c—e

o que é um absurdo, mostrando que ¢ é um valor critico de ¢.

Teorema 3.5 Seja X um espago de Banach, ¢ € CY(X,R), u #v € X,

I'={geC'(X,R): g(0)=u, g(1) =0}

¢ = inf max ¢(g(t)).

Se
(1) ¢ satisfaz a condi¢ao (PS). e (FPS)
(i7) Existe 0 <r < R < |[ju —v|| tal que, se w € X verifica

r<|w-ul| <R

temos

¢(w) = a = max {p(u), p(v)},
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entio ¢ > a e ¢ € um valor critico de ¢. Além disso, se ¢ = a, existe um unico ponto

critico w tal que
R+
dw)y=a e |w—v||= 5

Demonstragao: Para ¢ > a, basta repetir a demonstragao do Teorema 3.4. Vamos

mostrar o caso em que ¢ = a. Seja n € N de tal forma que

R—r 1
2 n

Pela definicao de ¢ = a, tem-se

max 6(g(0) < a+

0<t<1
o que implica,
Bo(t) Sat -V te0,1]
ou seja
g(t) € ¢°t= ¥V te0,1].
Afirmagao: Da condigao (i7) para cada g € T, existe ¢y € (0,1) tal que

R+r

lg(to) = ull = =




De fato, considere a seguinte funcao

f 001 — R
t— ) =1g@)—ul ;9€l.

Note que
0<r<R
dai,
r<2r<R+r<2R
portanto,
T +r
5 <r< 5 R.
Assim,
R+1r
F0) =1lg(0) —ulf = flu —ull = 0 < —
e
R+r
FA)=lg() —ull = flv —ull > B> ——,
isto é,
R+r
10) < =5 < 1.

Logo, pelo Teorema do Valor Intermediario, existe ¢y € (0, 1) tal que

R+r

f(to) = llg(to) — ull = 7

mostrando a afirmagao. Agora, vamos considerar u,, = g(ty), entao

1
a<¢(u,) <a+ —
n
(§]
R+r
e = ull = ——.
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Supondo por contradi¢do que o Teorema 1.14 pode ser aplicado com S = {u,},

_ -1 — L
c-a,e-neé—ﬁ,paracada
2 2
-1
- — —)ns
we o (le— et NS,

implica

o] = =
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Usando o fato u,, € ¢"*# N Sy, segue da propriedade (iii) n(1, ¢ N S) C ¢* ¢ N S5,

logo
1
v, =n(1,u,) € 9" n N Sﬁ' (3.4)
Note que
[on = ull < flvn — unll + llun — ull
logo,

1 R R — R
an—u\|§—+ +T< r+ —H":R

N 2

Por outro lado,

[on = ull = [lun = ull = Jlvn — ual|
portanto,
v UH>R+7’_L>R+T_R—T
" 2 vn T2 2
logo,

[on = ul| =

concluido desta forma que

r < ||v, —ul]| <R.

Por (3.4) tem-se

$va) Sa——<a
e por (i7) segue
o(vn) > a
o que é um absurdo. Entao, o Teorema 1.14 nao pode ser aplicado, portanto existe
algum
wes € ¢ ([e — 2¢, ¢+ 2€]) N Sas
tal que
¢ e <5
logo,

| un — wes]| < 20.

Sejam € = %, 0= \/iﬁ e considere w,, = w1, entao

E

2 2
c—ﬁgcﬁ(wn)gcjt;, (3.5)
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H¢’ (w,)]| < (3.6)

4
NG

”un - wn” <

EN

Observe que

2 R R
lwn = ul] < J1n — 1t | + i — ] € —= + “ L < R—p g B

vn 2 - 2

o que implica,

o —uf] < 22T

Por outro lado,
3R—r

[wnll = [Jull < flwn = ul <

de onde segue
3R—r

[wn]l < +llul =C, V neN,

ou seja, w, ¢ limitada.

Passando ao limite em (3.5) e (3.6) tem-se
O(wy) — ¢ e ¢'(wn) — 0.
Da condigao (F'PS) temos que existe uma subsequéncia (wy,;) tal que
Wy, —> w em X
portanto, usando o fato que ¢ € C'(X,R) temos
O(wn;) — d(w) € ¢ (wy;) — ¢ (w).

Logo, pela unicidade do limite

o que implica,



dai, passando ao limite tem-se

isto é,

Desde que

passando ao limite obtemos

mostrando o Teorema.

len, = wlf — 0,

Up; — w em X,

e, = ]

lw — ull

R+r

R+r

68



Capitulo 4

Solucoes Periddicas da Equacao do

Péndulo Forcado

Nosso objetivo neste capitulo é usar métodos variacionais para mostrar a existén-

cia de solugoes T-periddicas da equagao
i+ G (u) = f(t) (4.1)

a qual é de grande importancia para a Mecanica e a Fisica Mateméatica. Em particular,

se considerarmos G(u) = — cos u, obtemos a equagao do péndulo forgado

i+ sin(u) = f(t).
A garantia de solugao T-periodica para a equagao (4.1), é devido a Ambrosetti-Rabinowitz
(ver[13]) e consiste em determinar pontos criticos do funcional energia definido por

() = /0 [%2 — G(u) + fuldt.

4.1 Preliminares

Nesta se¢ao vamos fazer um breve estudo sobre as séries de Fourier e demonstrar
alguns resultados bésicos que serao utilizados ao decorrer deste capitulo. Maiores
detalhes podem ser encontrados em [11].

Seja u : [0, T] — R, uma fungao integravel, a sua série de Fourier é a série dada

por

Slu] = % + ; (ak cos(%Tﬂt) + by, sin(%%t)) . (4.2)
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Podemos rescrever a série de Fourier de uma fun¢ao u definida em [0, 7' de uma maneira

diferente, usando exponénciais complexas. Recorde que se t € R, temos

e T = COS(TWt) + isin(——

Tt>

de modo que

2km P
cos( T t) = i
e
.2k e
sin( T t) = 5
Portanto,

2k 2k
ay COS(Tﬂ-t) + by sin(Tﬂt) = ay <6

i2k7rt 7i2k7rt i2k7rt 7i2k7rt
T "4+e T b e T ' —e T
+ bk .
2 21
o que implica,

2k 2k b 12km b —i2km
akcos(lt)+bk81n( 7Tt) (% Ok e (S Dk =
T T
de onde obtemos

Qk 2k - b 2k b —12km
ay COS(Tﬂ-t) + by, SiH(Tﬂ-t) = (%) e%t + (ak: ‘g [ k) e—Tk “t

N T 1 T
e T
2
k=1

Slu] = Z cpe T

keZ

Rescrevendo (4.2) tem-se

nd - b 12k
Sl =L+ 3 <%> o |
k=1

assim,

é a série de Fourier complexa de u, onde os coeficientes de Fourier sao dados por

Qo ap — Zbk ar + Zbk
— — e c_p= .

ke
2 2 e

Recorde que ayg, bg, e ag sao calculados da seguinte forma:

2k
= —/ ) cos( —Wt)dt

2
b= /0 u(t) sin(%t)dt

A
ag = T/o u(t)dt.
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Teorema 4.1 Seja u continua, com 1w € L*([0,T]) e u T-periodica. FEntdo, a série

de Fourier gerada por u converge uniformente a u. Além disso, vale a identidade de

I 1
Joully = Sl = [ tuCof e = o .
0

kEZ

Parseval

Proposicao 4.2 Sejau : R — RY uma funcao absolutamente continua e T-periodica

T T T 72 [T
tal que/ lu(t)|* dt < oo. Se / u(t)dt = 0, entdao / lu(t)]* dt < —2/ [a(t)|? dt.
0 0 0 4 Jo

Demonstracgao: Seja

~ i2k7rt
u = E cpe T

k€EZ

a série de Fourier gerada por u, entao a sua derivada é dada por

.~ 7/2]{71' i2k7rt
u = E e T ",
T
keZ

Agora, usando a identidade de Parseval tem-se

1 T
7| ora =3l

kEZ

1 [t 422
UG DR
kEZ

de onde segue

1 [T 472
?/0 |u(t)|2dt:WZk2|ck|2.

keEZ
Assim,
17 " 5 2
=— [ e dt =Y kel
T 472 J, ~
portanto
1 T2 T 5 1 T )
T ()| dt > — )| dt
e RLCIRTES-Y 0]
logo,
T [ awpaes [ o
— [a(t)] dtZ/ u(t)|” dt
4r? [, 0

mostrando a proposicao. |
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4.2 Existéncia de Solucao
Nesta se¢ao iremos mostrar a existéncia de solugoes T-periddicas para a equacao
i+ G (u) = f(1),

onde G € C'(R,R) ¢ uma fungao 27-periddica e f € C(R,R) uma fungao T-periodica.

No que segue, denotaremos por H o seguinte espago vetorial
T
H= {u :R+— R ; u absolutamente continua, T-periodica e / la(t)|? dt < oo} :
0
com a seguinte norma

T
ul = / (1af? + luf?) dt

e por & : H — R, o seguinte funcional

() = /O [% — G(u) + fuldt

o qual estd bem definido sendo de classe C*(H,R) (ver Apéndice B). Além disso, os

pontos criticos de ¢ sao solugoes fraca de (4.1), com

i

O (u)h = /OT[uh—G/(u)h—th]dt; V heH.

Lema 4.3 O espaco H ¢ Hilbert com relacao ao produto interno dado por

(u, v) = /0 i 4w,

Demonstragao: Seja (u,) C H uma sequéncia de Cauchy. Entao, dado € > 0 existe
ng € N tal que

|tun — umlly < € para m,n > ny. (4.3)

Observe que
T
2 .2 2 _ 2
lunl = / (il + ) dt = )21 0.7

onde u,, = un‘[ Por outro lado,

0,17"
[un — Um”?{ = [|lu, — ﬂm”iﬂ([th]) :
Usando o fato que H'([0,T1]) é Hilbert, existe u € H'([0,T]) tal que

i, — u em H'([0,T]).
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Agora, considere u(t) = u(t);t € [0, 7] e defina
u(t) =u(t —kT) se t e [kT,(k+1)T] ;k € Z.
Das imersoes continuas de Sobolev,
H'([0,17) = €([0,T7)

assim,

Portanto, para cada k € Z temos
uwt+T)=u(t+T — KT) = u(t),

ou seja,
u(t+T) = u(t)

mostrando que u é T-periddica e portanto continua.
Afirmacao: u : R —— R é absolutamente continua, ou seja, dado ¢ > 0 36 > 0 tal

que para toda sequéncia finita de intervalos disjuntos (a;, b;) de [0, T] temos:

Z\b—a1|<5=>2|u ) —u(a;)| <e.

De fato, para mostrar a afirmacao usaremos as seguintes propriedades:
(P1) Se fe L'(X,X,u) dado e >0, 30 > 0 tal que u(B) < 0 = [, fdu <e.
(Py) Se w € WhP(I), entao u(x) = [, [W/(t)]dt (ver[3]).

Considere,
B = (a1,b1) U (ag, b)) U...U (an,b,) em [0,T]; i=1,2,...,n,
e usando o fato que a uniao é disjunta,

w(B) = p((ar, b)) + ... + p((an, b)); ((B) := medida de Lebesgue)



74

portanto,

u(B) = lay = bi| + |az = bo| + ... + Jan — ba| = > |b; — ai] < 6.

i=1

/ai dt‘ Z/ ()| dt

Segue de (Py) e (P)

n

Z|u —ua2|—z

=1

o que implica,

Zm — u(a |</ |u’(t)|dt:/ W/ (¢)] dt < ¢
U?:l(ai,bi) B

Segue do argumento acima e do fato que u é T-peridédica que u deve ser absolutamente
continua.
Agora, sendo u(t) = u(t);t € [0,7] uma funcao T-periddica e absolutamente

continua com wu,, — u em H'([0,T7]), entao

T
lum — all?, = / [ — A dt = [[Tn — 72107 — O,

isto é,

u, — u em H.

Lema 4.4 O funcional ® satisfaz a condigao (FPS).
Demonstracao: Seja J: H — H' onde,
T T
(J(u),h)z/ uhdt—f—/ uhdt , ¥ u,h € H
0 0

assim,

T
O (u)h = (J(u), h) —/ [uh — G (u)h — fhldt ; ¥ h e H.
0
Considere também N : H — H' com
T !
(N(u), h) = / [uh — G (u)h — fhldt; ¥ he H
0

portanto,

(T(u), B — (N(u), ) = /0 fih — G (w)h + fh]dt
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o que implica,
isto é,

Afirmagao: Se up — u em H, entdo N(uy) — N(u) em H .

!
De fato, usando a norma em H temos

IN(ur) = N(u)| = sup [(N(ux) = N(u), k).

[[RlI<1

Agora, observe que
() = NG = [ o= 6 ) = = G ) = P
de onde segue
(N(uz) — N(u),h) = /OT[uk —u+ G (uy) — G (u)]hdt
o que implica,
(N (us) — N(u), Y] < /OT g — ul |B] dt + /OT 6 () — & ()| ]

Por Hélder, e das imersoes continuas obtemos

[NV (k) = N, )] < C llun = ul o Il + € |6 () = &)

By
sagoy Pl

Agora, usando o fato que uy — w em H, entao (uy) é limitada em H. E das imersoes

compactas de Sobolev

HY([0,T]) — L*([0,T7)).

Assim, dado (uy) limitada em H'([0,77]) existe uma subsequéncia, que também deno-
taremos por (uy) tal que

up — u em L*([0,T)),
e a menos de subsequéncia
u(t) — u(t) q.t.p em [0,T].

Da continuidade de G, tem-se

!

G (u(t)) — G'(u(t)) qtp em [0,T]



e portanto,

— 0 ¢.t.p em [0,T].

Por outro lado,
(u)\2 < (|6 w)| + \G’(u)\)2

dai,

< (M +M)*=4M?* € L'([0,T]),

onde M verifica

‘G'(t)‘ <MV teR.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue tem-se
T / ! 2
Jim ‘G () — G ()| dt =0
— 00 0
o que implica,

G (ug) — G (u) em L2*([0,T7).

Note que se considerarmos ||h]| < 1, obtemos

[N () = N (), )] < C llug = ull o) + €| 6 wa) = &' ()

L2([0,TT)

de onde segue

IN(ur) = N (@)l < €l = ull 2oy, + C || 6 () = G'()

Passando ao limite quando k& — oo tem-se
|N(ug) — N(u)||p — 0 quando k — oo,

isto é,
N(uy) — N(u) em H

mostrando a afirmacao.

Desde que

!/

P (uy) = J(ug) — N(ug),

passando ao limite e usando o fato que @ (uz) — 0 e N(u;) — N(u) temos

J(u) — N(u) quando k — oc.

£2([o,1))
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(4.4)
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Agora, note que
T T
(J(u), h) = / hdt + / ahdt,
0 0
ou seja,
(J(u), h) = (u, h)Hl([O,T]) :

Segue do Teorema da Representacao de Riesz, que podemos fazer a seguinte identifi-

cagao

e consequentemente
1)l = Mlll g oy -
Usando o mesmo raciocinio
(N(u), h) = (T, h)Hl([O,T])

e fazendo novamente a identificacao com

Tu = N(u),
obtemos
IN ()l g = ITull g gory) »
portanto
(J(ug) = N(u),h) = (wk — Tu,h) ya oy » V hEH
consequentemente,
1T (ur) = N(u)ll g = lun = Tull g oz - (4.5)

Ora,

J(ur) — N(u) quando k — oo em H
logo passando ao limite em (4.5) temos
lur = Tull gr o) — 0 quando k — oo
o que implica,
u, — Tu.

Counsiderando w = Tu teremos

U — W

mostrando assim, que ¢ satisfaz a condigao (FPS).
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Teorema 4.5 Se / f(t)dt =0, entao a equagao (4.1) tem duas solugées T -periddicas

0
que nao diferem por multiplicidade 2.

Demonstracgao: Para cada u € H iremos escrever

1 [T
v:u——/ u(t)dt
T Jo
1 [T
w:?/o u(t)dt

uUu=7v-+w

o que implica,

assim,

Recorde que

dai, por (4.6) e (4.7) obtemos

T .
’U2

O(u) = Edt—/OTG(U—I—w)dt—f—/OTf[v—f—w]dt

0

e usando a hipotese que / f(t)dt = 0 tem-se

/—dt—/ Gv—irwdt—l—/ fudt.

Afirmacao 1: ¢ é limitado inferiormente.
De fato, seja

o= g e

logo, por defini¢ao temos

a>Gu) Y uelR

portanto, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz

T 2 T T 3, T 3
®(u) > —dt—a/ dt — (/ det) (/ v2dt> :
0 2 0 0 0

(4.8)



Pela Proposicao 4.2 obtemos

de onde segue

L .2 .
P(u) > 2 ||U||L2([0,T}) - B ||U||L2([0,T]) -,

ou seja, ¢ é limitado inferiormente.
Afirmagao 2: ® é 2m-periodica, isto é, ®(u + 27) = P(u).
De fato, considere

U=7v-+w

consequentemente

entao

T -2

T T
<I>(u—|—27r):/ %dt—/ G(v+w+27r)dt+/ flv+w+ 2m|dt
0 0

0

desta forma,
T 1')2 T T
O (u + 2m) :/ 5 —/ G(U+w+27r)dt+/ fodt

0 0 0
portanto, usando o fato que

Gv+w+2m) =G(v+w)
pois GG é 2m-periddica, tem-se

O(u+2m) = O(u).

Afirmacao 3: & satisfaz (PS). para todo ¢ € R.

De fato, seja (uy) uma subsequéncia em H tal que
D(ug) — ¢ e D (uy) — 0.
Desde que ®(ug) é limitada, segue de (4.9)

.9 .
Cr > | (ug)| > 3 19kl 22071y — B 1Ykl 220,77y — C

79
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ou seja,
1 12 .
B [Vl 220,71y = B IVl 2oy — € < Ch
portanto, (v;) ¢ limitada em L?([0,T]). Por outro lado, pela Proposigao 4.2 temos

T2 T
4r2 J,

T
e = [ o) d
0
o que implica,
2 2
HUkHLQ([o,T]) < Gy Hvk’HLQ([O,T})
de onde temos
2
[0kl Z2 o,y < Cs,
isto ¢, (vg) ¢ limitada em L*([0,T]). Agora, desde que uy = vy + wg; wy € R, temos
pela periocidade de ® que
@(uk) = (I)(’Uk + ?I)k), Wy € {07271']
Denotando u, = v, + W, temos

O(ay) = P(uy) — ¢ e P'(dy) = P'(ug) — 0. (4.10)

Observe que
T
/ Wi < ArPT
0

isto é,

A2 2

Hwk||L2([o,T]) < 4r°T

de onde segue

il 2oy < 27V,

mostrando que (wy) ¢ limitada em L2([0,T]). Assim, como (v;,) e (1) sao limitadas
podemos concluir que (i) é limitada em H, entao pelo Lema 4.4, (4;) contém uma

subsequéncia que também denotaremos por (i) tal que
U, — u em H.

Entao, por (4.10) tem-se
(i) —c e @ (i) — 0
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por outro lado,

O(iy) — (u) e ®(iy) — O'(u)
pois, ® € C*. Logo, pela unicidade do limite temos
d(u)=c e &' (u) =0,

entdo ¢ ¢ um valor critico, mostrando que ® satisfaz a condigao (P.S)..

Segue da Afirmagao 1 e Afirmagao 3, juntamente com o Teorema 3.3 que ¢

tem um minimo em algum ponto u € H. Consequentemente, da Afirmagao 2

O(u+2m) = P(u) = ml}n o.

Considerando v = u + 27 observe que

e do fato que @ = ¥, tem-se

1

o=l = ([ -oar)
=l = T(%)th);

Ju—vl|,, = 27VT.

ou seja,

o que implica,

Aplicando o Teorema 3.5 com v = u + 27, 0 < 7 < R < 21T, w verificando
r<fw—ul <R

e observando que

¢ (w) > a = max{P(u), P(v)},

entao o nivel miniméx ¢ > a e ¢ é um valor critico de ®. Agora, note que
(1) Se ¢ > a, suponha que u; é um ponto critico com ®(u;) = ¢ e usando o fato que
®(u) = a, entdo

D (uy) > P(u)



82

consequentemente

uy # u + 2k,

pois caso contrario pela periodicidade de ® teriamos ®(u;) = ®(u), o que seria um
absurdo.

(77) Se ¢ = a, pelo Teorema 3.5 temos um ponto critico u; que verifica ®(u;) = a com

B(ur) = D(u) e fur —u = R;T. (4.11)

Considerando u; = u + 2k7 temos

T T
l|ug — ul|* = / iy — 0)2dt +/ [2km]2dt
0 0
e sendo u; = 1, segue
luy — u|| = 2|k|7VT > 22VT
portanto, usando o fato que 0 < r < R < 2|k| 7T obtemos

R—+r
2

<2[k| 7T = |luy —u]

o que contradiz (4.11). Logo, u; # u+ 2km mostrando que a equagao (4.1) possui duas

solugoes que nao diferem por multiplicidade 27. [ |



Apéndice A
Grau topologico de Brouwer

Neste apéndice faremos uma breve apresentacao dessa importante ferramenta

topologica e de suas principais propriedades (ver [4]).

Seja ¢ € C(U,RY) onde U C RN ¢ um conjunto aberto limitado. Dado b €

RY \ ¢(0U) o problema consiste em resolver a equacio

¢(z) =b (A1)

em U. Isto pode ser feito em certos casos usando-se o chamado Grau de Brouwer
da aplicagao ¢ (relativo a U no ponto a), que é denotado por d(¢,U,b), o qual é um

inteiro que representa uma "contagem algébrica" do nimero de solugdes de (A.1).

Citaremos a seguir, algumas propriedades que foram utilizadas durante o decorrer
deste trabalho:

(P,) (Normalizagao) Se I; : U — R ¢ a aplicagao inclusdo entao

1, se belU
0, se begU

d([da U> b) -

(P,) (Dependéncia na fronteira) Se ¥ = ¢ em OU entao
d(V,U,b) = d(¢,U,Db).
(P;) (Propriedade de existéncia) Se d(V, U,b) # 0 entao existe uma solucao zo € U

de (Al)
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Apéndice B

Funcionais diferenciaveis

Neste apéndice o nosso objetivo é mostrar que os funcionais definidos no decorrer

deste trabalho sao de classe C'.

Definicao B.1 Seja J : X — R um funcional, onde X é um espaco normado. Dire-
mos que J € Fréchet Diferencidvel em u € X, se existe L : X — R funcional linear

continuo verificando o sequinte

|[J(u+h) = J(u) = L(R)]
7]

— 0 quando ||h|| — 0.

Considere o funcional definido por
¢: H(RY) — R
u — d(u) = %fRN(|Vu|2 + |uf?)dz — 2k [on u?hdr — [pn G(x,u)dz,
mostraremos neste momento apenas que
I:H®RY)Y — R
u — I(u) = [pn Gz, u)dx
¢ de classe C1(H'(RY),R).

Afirmacao 1: I é Fréchet diferenciavel.

De fato, seja u € H'(R") e para cada v € H'(R"), considere
r(v) =1I(u+v) = I(u) = L(v),

de onde segue

r(v) =I(u+v)—I(u) — / g(x,u)dz. (B.1)

RN
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Nosso objetivo é mostrar que
ol _,

wi=o ol

De (B;) temos
r(v) = / (G(z,u+v) — G(z,u))dx —/ G'(z,u)vdz.
RN RN
Afirmagao 2: Segue do Teorema Fundamental do Célculo,
Yd
G(z,u+v) — G(z,u) = / EG(I, u + tv)dt.
0

De fato, considere a seguinte funcao

f[Oal] — R
t — f(t) = G(xz,u+tv) com u,v e x firados,

temos )
/0 7yt = £(1) — £(0).
Por outro lado
/0 ()t = /0 %G(m, w A t)dt = Gz, u+ v) — Gz, ),

mostrando a afirmacao 2. Note que,

d
EG(.T, u+tv)dt = G'(z,u + tv)v

consequentemente

1 d 1
/ —G(:c,u—irtv)dt:/ G'(z,u + tv)vdt
o dt 0

() = /R ) [ /O e tv)vdt] d — /R gl ujudr
r(v) /RN Ualg(z,u + to)odt — g(a:,u)v} da

r(v) = /RN Uol gz, 0+ tv)vdt — /01 oz, u)vdt} dz

r(v) = /RN Uol (g(x,u+tv) — g(x,u))vdt] dz,

portanto,

o que implica,

assim,

de onde temos
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ou seja, )
()| < /RN [/O (@, u -+ t0) — g, w)| [v] dt| de. (B.2)
Desde de que v € H'(R”), segue das imersoes continuas de Sobolev

2N
H'(RY) — L*(RY); s=2"= ——
( ) ( )’ S N—2,

logo v € L*(RY).

Afirmagdio 3: A fungio f(x) = glz,u-+tv) —g(r,u) € L'(RV); ¥t € [0.1] e r = 2%

De fato,
P < (gt ut )]+l w))" < (Z) + 2@)) = (2())
o que implica,
[s@rs [ ezey =2 12@Ic [ 2ed <

de onde segue que f € L"(RY).

Aplicando o Teorema de Fubini em (B.2) temos

ro< [ ][ [ ot ) - el o) a

usando Holder segue

1
Ir(v)] < / g, -+ ) — g, )l gy 10l oy

e das imersoes continuas de Sobolev tem-se

1
()| < C / g, -+ 0) — g, u) s 0] dt

consequentemente

1
r\v

Nosso objetivo nesse momento é mostrar que

[ (vn)|

Tonl — 0 quando v, — 0 em H'(RY).
Up

Para cada n € N defina
$p  [0,1] — R

t o sa(t) = gz, u+ton) — gz, u)l| gy
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portanto,

assim, basta mostrar que

1
/ Sp(t)dt — 0 n — oo.
0

Afirmagao 4: Para cada { fixado, temos ||g(z,u + tv,) — g(z, w)||r@v) — 0.

De fato, desde que v, — 0 em H(RY) segue das imersdes continuas de Sobolev que
v, — 0 em L*(RY)
portanto a menos de subsequéncia
Op(1) — 0 q.t.p em RY.
Usando o fato de que g é continua,
g(x, (u+tv,)(z)) — g(z,u(z)) gtp em RY

logo,

\g(z,u +tv,) — g(z,u)|” — 0 gtp em RY.
Por outro lado,

o que implica,

lg(z,u +tv,) — g(z,u)|" < (2Z(2))" € L'(RY).
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos
lim lg(z,u + tv,) — g(z,u)|" dz = 0,
n—oo JpN
consequentemente, para cada t fixado

sp(t) — 0, V t€]0,1].

Mostraremos agora que {s,} ¢ limitada por uma funcao n € L'(R").

Desde de que s,(t) = ||9(z,u + tva) — g(z, )] s gn) , entao

0 < sn(t) < llg(, u+ ton)|| Loy + 192, W) r @y
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o que implica,
sp(t) < / |Z(x)|" dx +/ |Z(x)|" dx = 2/ |Z(x)|" dow = n € L*(R™).
RN RN RN
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos

1
lim sp(t)dt =0,

n—oo 0
isto é,
8y — 0 em LY(RY)

mostrando que [ é Fréchet diferenciavel com

'(u)o = /]R gl upv

Observagao: Em verdade mostramos que dado {v,} com ||v,|| — 0, existe {v,, } C
{v,} satisfazendo

lim M = 0. (B.3)

2 Ton]
Afirmacao 5: O limite em (B.3) ocorre de fato para sequéncia {v,} .
De fato, suponha que (B.3) nao vale para {v,}, entdo deve existir {v,, } e § > 0 tal

que
|7 (vn)|
[0,

Repetindo o argumento utilizado anteriormente trocando {v,} por {v,, }, iremos en-

contrar {"Unk]} C {vp,} com

‘r(vnkj)

Un,
kj

o que seria um absurdo com (B.4), mostrando que a afirmagao ocorre.

Afirmagao 6: I’ é continua, ou seja, se u,, — u em H'(RY), devemos ter
11 (un) = I' (W)l -1 @y — O quando n — oo.
Para mostrar essa afirmacao basta verificar que
glz,u+v) — g(z,u) em L"(RY); quando v — 0; v & H'(RY)
0 que é equivalente a

g(z,u+v,) — g(x,u) com v, — 0 quando n — 0.
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De fato, considere {v,} C HYRY) com v, — 0 e J,(z) = g(x,u + v,). Segue das

imersoes continuas de Sobolev
v, — 0 em L*(R™)
logo, a menos de subsequéncia
vp(2) — u(z) qtp em RY.
Sendo ¢ continua, temos
g(z, (u+va)(x)) — g(z,u(x)) ¢tp em RY

de onde segue
Jo(z) — J(x) qt.p em RY
portanto,
|Jo(z) — J(2)]" — 0 q.t.p em RY.
Por outro lado,
|[Ju(@) = J(@)]" < (lg(z,u+vn)| + gz, w)])"
o que implica,

[Ja(z) = J(2)]" < (2Z(2))" € L'(RY).

Agora, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

lim | Jn(z) — J(x)|" dz = 0,

n—oo RN
ou seja,

g(z,u+v,) — g(z,u) em L"(RY).

Por definicao,

I (u+ vn) = I ()l g1 vy = sup (I (w + vn) = I'(u), )]

e observe que

(I (w +vn) = I'(u),v)] =

/}RN (9(x,u+vy,) — g(x,u))vde

de onde temos

(I (w + vn) — I'(w), v)] S/ (g2, u+vn) — g(z,u))|[v] dz.

RN
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Por Holder segue

(L' (u A+ v) = I'(u),v)| < llg(z,u+ vn) = g(, )| gy [0l ey
portanto, para ||v|| < 1,
[(I'(u+vn) = I'(u),v)] < Clg(x, u+v4) — gz, 0| 1 ey
e entao
1 (u+ 0) = 1'(0) g oy < C g, 0+ 00) = 90 0)l| vy — 0 quando n — oo,
isto é,
I'(u+v,) — I'(u) em H'RY),

mostrando que I’ é continuo. [

Nosso objetivo agora, é mostrar que o funcional definido no Capitulo 4

®:H — R
u o @(u):fOT [%Z—G(u)—l—fu] dx

¢ de classe C'(H, R). Utilizando o mesmo raciocinio feito anteriormente para o funcional

I, mostraremos apenas que
v:H — R
u o P(u) = fOT G(u)dx
¢ de classe C'(H,R).

Afirmacgao 1: 1 é Fréchet diferenciavel.

De fato, seja u € H([0,T]) e para cada v € H([0,T]), considere

T
r(v) =¢Y(u+v) —(u) — / G (u)vd. (B.5)
0
De maneira analoga a que usamos para I, vamos verificar que
)]
lol—o ||v]

De (B.5) temos que

r(v) = /OT (G(u+v) —G(u))de — /OT G'(u)vdz,
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segue do Teorema Fundamental do Céalculo

1
d

G(u+v) — G(u) = / —G(u+ tv)dt

consequentemente,
1 d 1
/ —G(u+tv)dt = / G'(u+ tv)vdt
o dt 0

portanto,

r<u):/0T {/01 G’(u+tv)vdt] dx—/ol & (uwyoda
T(v):/OT Uol G’(u—i—tv)vdt—/ol G’(u)vdt] dzx

o que implica,

de onde temos

/01 (G'(u + tv) — G'(u)) vdt] du,

ou seja,

T ol
Ir(v)] < / / G (1 + tv) — G ()| o] dt] da. (B.6)
o LJo
Note que das imersoes continuas de Sobolev

H([0,T]) = L*([0,T])

logo v € L?([0,T1]).
Afirmagao 2: Para cada t € [0, 7] a fungao

f(z) =G (u+tv) — G'(u) € L*([0,T))

De fato,
@) = (|G (u+ t0)| + G (w)])* < (M + M)* = (2M)?,

onde M verifica

IG'(#)| <M V¥ teR.

O que implica,
T T
/ |f(x)|2dx§/ (2M)*dx = (2M)*T
0 0

de onde segue que f € L?([0,T]). Aplicando o Teorema de Fubini em (B.6) temos

r(v)] < /OT {/01 G/ (u + tv) — G'(w)] |v] dz| dt,
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usando Holder
1
r(v)] S/O |G (u+ tv) = G'(w)|l 2.7 (V1] L2 po.27) A

e das imersoes continuas de Sobolev tem-se

1
vwﬂscﬁuaw+ww«ﬂwmwmwmw,

de onde segue
()]

o]

1

<C [ 16w+ t0) = Gl oy .
0

Nosso objetivo nesse momento é mostrar que

[ (vn)|

W — 0 quando v, — 0.
Un

Para cada n € N, defina

Sp ¢ [0,1] — R
t o sp(t) = |G (uAton) = G'(Wl 2017

portanto,

assim, basta mostrar que

1
/ Sp(t)dt — 0 n — oo.
0

Afirmagao 3: Para cada t fixado, temos
1G"(w + tvn) — G (W)l 2o,29) — O-
De fato, considere v, — 0 em H([0,T]) e das imersoes continuas de Sobolev,
v, — 0 em L*([0,T))
portanto a menos de subsequéncia
vp(z) — u(x) q.t.p em [0,T],
e sendo G’ é continua

G'((u+tv,)(x)) — G'(u(x)) qt.p em [0,T]
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logo,

|G’ (u+tv,) — G'(w))> — 0 q.t.p em [0,T).

Por outro lado,
|G (u+ tv,) — G'(w)]* < (|G (u+ tvn)| + |G (u)])*
o que implica,
G (u + tv,) — G'(w))* < (2M)? € LY[0,T]) ¥V n €N

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos

T
lim [ |G'(u+tv,) —G'(w))*de =0

n—oo 0

consequentemente, para cada t fixado
sp(t) — 0, V t € ]0,1].
Mostraremos agora que s, ¢ limitada por uma fungao n € L'([0,T]). Desde de que
su(t) = G (u + tv,) — G'(w)ll 20,1 »

entao
0<s,(t) < [G'(u+ t“n)”L?([o,T]) + HGI(U)”LZ’([O,T])
o que implica,
T B )
sn(t)§2M</ dx) =2MT2 =1
0
de onde segue

sp(t) <n € LY[0,T)).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos

lim sp(t)dt =0,

n—oo 0
isto é,
s, — 0 em L'([0,T))

mostrando que v é Fréchet diferenciavel com

Y (u)v = /OT G'(u)vdz.
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Afirmagao 4: ¢’ ¢ continua, ou seja, se u, — u em H([0,7]), devemos ter

1Y () — ' (W)l — 0 quando n — oo.
Para mostrar a Afirmagao 4, comecamos verificando que vale o seguinte limite

G'(u+v) — G'(u) em L*([0,T)); quando v — 0; v € H([0,T])
o que ¢é equivalente a
G'(u+v,) — G'(u) com v, — 0 quando n — 0.
De fato, considere {v,} C H([0,7]) com v, — 0. Das imersées continuas de Sobolev
v, — 0 em L*([0,T))
logo, a menos de subsequéncia
vp(x) — u(x) g.t.p em [0,7).

Sendo GG’ continua, temos

G'((u+v,) () — G (u(x)) qt.p em [0,T]

portanto,

|G ((u+va)(2) = G (u(@)[* — 0 q.t.p em [0,T).

Por outro lado,
G ((u+va) (@) = G (@) < (G (u+v)| + G (w)])°
o que implica,
|G (u+va) () = G'(u(x))]* < (2M)* € L'([0,T)).

Agora, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
T

lim [ |G (u+wva)(z) — G (u(x))]> dz = 0,

n—oo 0

ou seja,

G'(u+v,) — G'(u) em L*([0,T)).
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Por definicao,

19w+ on) = ' (W)l go,07) = sup (' (u+ vn) — ¢ (u), )]

vll<1

e observe que

[ (w4 va) — (1), 0)| = / (G (u+ v,) — G (w))vd

de onde temos
T

(W' (u 4 vn) = ' (u), v)| < /0 (G (u+vn) = G'(w))] [v] de.

Por Holder segue
(V' (u+v,) = Y’ (u),v)| < [|G'(u+v,) — G/(u)HLQ([O,T]) HUHLQ([O,T})

e das imersoes continuas de Sobolev e usando o fato que ||v|| < 1 obtemos

(¢ (u+vn) = ¢ (), 0)| < CNG'(u+vn) = G (W) 2omy 5
consequentemente,
19" (u +v,) — w/(u)”H'([O,T]) < C|G'(u+v,) = G/(U)HL?([O,T]) — 0 quando n — oo,

isto é,
W (u+ vn) — Y (u)

mostrando que v’ é continuo. [ |



Apéndice C
Operadores Compactos

Neste apéndice vamos mostrar que o operador T': H(RY) — H(RY), definido

por T'(u) = Vi (u), o qual foi considerado no Capitulo 2 é compacto.

Sabemos que H!(RY) é um espaco de Hilbert, entdo pelo Teorema da Represen-

tagao de Riesz existe um tunico vetor denotado por V& (u) tal que
' (u)v = (VO(u),v), V ve H (RY).
Recorde que,
¢: H(RY) — R
u — ) =L [ ((Vul® + [u’)de — 2 [on v?hdr — [y G(2,u)dz,
entao
' (u).v = / (VuVv + wv) dz — ' (u)v; u,v € H (RY),

RN

onde estamos considerando

_ M

P (u) 5 /RN whdx — - G(z,u)dz.

Usando novamente o Teorema da Representagao de Riesz para ¢'(u), segue que
V'(uo = (Vip(u),v); ve H'(RY)

portanto,
(V@(u), U) - (u7 U) - (Vl/)(U),U)

assim,

(V@(u),v) = (u— Vi(u),v)
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consequentemente

VO(u) =u— Vip(u).

Considerando T'(u) = Vi (u) temos

Vo(u) =u—T(u).
Proposigao C.1 O operador T : H*(RY) — H*(RY) ¢é compacto.

Demonstragao: Considere (u,) C H'(R") uma sequéncia limitada, sendo H'(R")

reflexivo, entao existe uma subsequéncia
Up, = U em HY(RM).
Segue do Teorema 2.4 que vale a imersao compacta de
HYRY) — L*(RY, hdz)

assim,

Uy, — u em L*(RY, hdz). (C.1)

Afirmagao: Se f(z,u) = \phu + g(z,u) , entdo f(z,u,) — f(x,u) em L?(R"N).

De fato, segue de (C.1) que a menos de subsequéncia

Up (1) — u(z) qt.p em RY

un ()| < F qtp em RY,

onde F' € L*(RY, hdz). Desde que f é continua,

f(z,un(z)) — f(z,u(x)) qtp em RY
consequentemente,
|f (2, un(x)) — f(:c,u(x))\z — 0 gtp em RY.
Por outro lado,

[f (@ un(@)) = fla,ul@)]” < (1f (@ wa@)] + [ f(@, ul@))])*



o que implica,

(@, un (@) = f(z,u(@)]? < C(|f (@, un(@)* + |f (2, u(@))])
portanto
|f (@, un(@)) = (@, u@)[* < Oy (b funl* +1Z(2) " + B Jul® + | Z()[7) .
Agora, note que
lun ()| < F € L*(RY, hdx)
logo
h2 Ju,|” < h2F?
de onde segue
/ W2 Ju|” dx < HhHOO/ hF2dx < oo
RN RN
o que implica,
h’F? € L'(RY)
assim,
[f (@, un(@)) = f(@,u(@)]* < Co (RPF? + B |uf* + 2| Z(2)[") € L'(RY).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos

lim [ [f(@,un(2)) = f(z,u(z))]* dz =0,

isto &,
fla,un(2)) — f(z,u(z)) em L*(RY)

Dai, usando o Teorema da Representacao de Riesz tem-se

|17 (un) = T(u)l] = ¢ (un) = ¥" (W)l -1y = sup [ (un) = ¢'(u), v}

llofl<1

por outro lado,

[ (1) — ¥/ (), 0)] < / @y un) — fla,u)| o] de

RN

portanto, usando Hélder e as imersdes continuas de Sobolev para ||v]| < 1, tem-se

(0 (un) = ¢ (u),0)] < CIf (2, un) = fz,0)l| 2@
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consequentemente,

1T (uwn) = T(u)|| < ClIf (2, un) =

mostrando que T' é compacto.

f(x7u)“L2(RN) —0
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Apéndice D
Resultados utilizados na dissertacao

Neste apéndice enunciaremos as principais defini¢oes e teoremas utilizados no

decorrer deste trabalho.

Definicao D.1 (Ver [7]) Uma familia C=(C\)rer de subconjuntos de um espago métrico
M chama-se localmente finita quando todo ponto x € M possui uma vizinhaga que in-

tercepta apenas um nimero finito de conjuntos C'y.

Em termos mais explicitos: C é localmente finita se, e somente se, para cada x € M
existem indices \i,...,\, € L e uma vizinhaca V > z tais que VNC), # 0 = X €
{1, At

Definigao D.2 (Ver [7]) Um espa¢o métrico M chama-se paracompacto quando toda

cobertura aberta de M pode ser refinada por uma cobertura aberta localmente finita.

Defini¢ao D.3 (Ver [7]) Seja M um espago métrico. Uma parti¢cao de unidade em
M ¢ uma familia (¢x)rer de fungoes continuas ¢y : M — R tais que:

1) Para todo x € M e todo \ € L, tem-se ¢y(x) > 0;

2) A familia C=(supp(px))rer € localmente finita em M ;

3) Para todo x € M tem-se Z or(x) = 1.
AeL

Teorema D.4 (Ver [7]) Todo espago métrico separdvel é paracompacto.

Teorema D.5 (Imersdes de Sobolev)(Ver [1]) As sequintes imersoes sao continuas:

HYRY) — LP(RY), 2<p<oo, se N=1 ou N=2;

2N
HI(RN);)LP(RN)’ 2§p<2*’ se NZ?) Onde Q*ZW
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Teorema D.6 (Imersoes de Rellich)(Ver [1]) Se Q for limitado, vale a sequinte imer-
sao compacta
HY(Q) — LP(Q), 1<p<2".

Teorema D.7 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue)(Ver [2]) Seja f,
uma sequéncia de funcoes integrdveis que convergem em quase toda parte para uma

func¢ao mensurdvel f. Se existe uma funcao integrdvel g tal que

|fal <g V neN,

/ fdy = lim / Fad.

Teorema D.8 (Desigualdade de Holder)(Ver [2]) Seja f € LP(Q) e g € LI(Q2), onde
1<p<4+o0 e%—i—%:l. Entao,

entao f € integrdvel e

fg€ LI(Q) e ‘fg|L1(Q) < |f|LP(Q) |9|Lq(9)~

Teorema D.9 (Ver [3]) Seja (x,) uma sequéncia fracamente convergente em um es-
paco normado, isto €, existe x € X tal que x,, — x em X. Entao,

(1) O limete fraco z de (x,) € unico.

(ii) Toda subsequéncia (x,,) C (v,) converge fraco para .

(1ii) A sequéncia (x,) € limitada.

Teorema D.10 (Teorema de Riesz)(Ver [5]) Todo funcional linear f sobre um espago

de Hilbert, pode ser representado em termos do produto interno, isto €,

f(x) = (z,7)

onde z € unicamente determinado e verifica

1A= 1I=11

Teorema D.11 (Ver [3/) Seja H um espag¢o de Banach reflexivo. Se (u,) € uma
sequéncia limitada em H, entao existem wma subsequéncia (upn,) C (un) e u € X tais
que

U, —x em H.
J

Teorema D.12 (Ver [3]) Seja H um espago de Banach. Sejam G e L dois subspagos
vetoriais fechados tais que G + L € fechado. Entao existe uma constante ¢ > 0 tal que
todo z € G + L admite uma decomposi¢cao da forma z = x +vy comx € G, y € L,
[z]] < cllzll e llyll < cllz]]-
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Corolario D.13 A projecao

P. X —V
r — Plx)=z1; 1€V

€ continua, onde X =V ¢ W.

De fato, seja x € X, x = x1 + x5 tal que 1 € V e x5 € W. Por defini¢éao P(x) = x,
segue do Teorema D.12

[1P(@)]| = [l ]l < efl«]

mostrando que ||P(z)|| < c¢||z||, ou seja, a projegao P é continua. |

Teorema D.14 (Ver [3]) Suponhamos que H um espago de Hilbert € separdvel. Seja T
um operador compacto e autoadjunto. Entao H admite uma base Hilbertiana formada

por vetores proprios de T.

Teorema D.15 (Teorema de Fubini)(Ver [1]) Suponhamos que F € L'(Q x Q).
Entao, para todo x € )y

Floy) € Ly(@) ¢ [ Ploy)dy e L),

Qo

De maneira andloga, para todo y € €y

Flo,y) € LM(Q) e /Q F(e,y)dz € LY(Qy).

/dx/ F(x,y)dy:/ dy/ F(z,y)dx.
(951 Qo Qo 91

Teorema D.16 (Critério de Compacidade)(Ver [5]) Sejam X e Y espagos normados.

Além disso,

Um operador linear T : X — 'Y € compacto se, e somente se, toda sequéncia limitada
(xn,) C X tem a propriedade que a sequéncia (T(x,)) C Y possui uma subsequéncia

convergente.

Teorema D.17 (Ver [5]) Sejam X e Y espagos vetoriais normados e T : X — Y um

operador linear compacto. Se (x,) C X wverifica
T, —~x em X,

entao
T(x,) — T(x) em Y.
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Lema D.18 (Du Bois Raymond)(Ver [3]) Seja u € Lj,.(Q) tal que

loc

/ upder =0V ¢ € Cy(Q).
0

Entao,

u=20 qtp em .

Proposicao D.19 Seja G um espago de Banach e f : [a,b] — G uma fung¢ao con-

tinua. Entao,

b b
|[ rwa| < [1sona D)
Demonstragao: Fixe {p,} uma sequéncia de fung¢oes escadas com
sup [lon(t) — f(t)]| — 0. (D.2)
tela,b]

Por definigao
b b
/ ft)dt = lim [ @,(t)dt,

n—oo

/abf(t)dt - /ab %(t)dtH 0

ou seja,

o que implica

b b
/gpn(t)dtH—>‘/ f(t)dtH. (D.3)
Por outro lado
b b
[ entnde— [l (D.4)
pois , , ,
[ et | ||f(t)||dt‘= / (Ilson(t)ll—llf(t))lldt’
consequentemente,

b b b
/ lon(t)] dt — / Hf(t)\ldt‘é / Hen(®) ] — £ dt

de onde segue

[esonae= [ 1ol < [ - s

portanto de (D2) temos

/ a0l dt - / bumwdt\ 0
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mostrando (D4).
Mostraremos agora que (D1) ocorre para fungoes escadas em geral.

De fato, seja
SO(t) - Z wiX(ai—l,di)(t)
i=1

assim,

o que implica

n

/ab90<t)dt“ < D (@i = ai) flwi] = /ab lo(t)]] dt,

=1

pois

le(t)] = Z lill X,y ) (-

/ bw)dtH </ et

Usando a sequéncia {y,} tem-se

‘ /ab wn(t)dtH < /ab ln (2] dt,

|[ et < [“nscon

Desta forma

por (D3) e (D4) obtemos
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