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Resumo

Neste trabalho usamos métodos variacionais para mostrar a existéncia de solucao
fraca para dois tipos de problema. O primeiro trata-se de uma Equacao Diferencial

Ordinéria do tipo
() + G (u(t) = f(1):
O segundo ¢ referente ao sistema Hamiltoniano

u' (t) = JVH(L, u(t)).



Abstract

In this work we use variational methods to show the existence of weak solutions
for two types problems. The first, is related with a following Ordinary Differential

Equations of the form
' (8) + G (u(t) = f(1):
The second is relating at the Hamiltonian Systems

u'(t) = JVH(, u(t)).
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Notacoes

(1) (.,.) produto interno.

(2) Se f:Q Cc RY — RY & uma funcio, usamos ao longo da dissertagao as seguintes
notacoes:

(i) ||lv]| é referente a norma usual de v no RY.

(73) |x| é o valor absoluto de x, se n = 1.

(3) Se f: X — Y & uma fungao com X e Y espagos de Banach, usamos as mesmas
notagoes do item (2).

4) |.] referéncia bibliografica.

5) D' derivada no sentido das distribuicdes.

6) X* espaco dual de X.

8
9) p¢ ={ue X : ¢(u) <c}.

10) K¢ ={u € X : ¢(u) = ce ¢ (u) = 0}.
11 ={ue X :dist(u, A) < d}.

)
)

7) — convergéncia fraca.
) q.t.p quase todo ponto.
) ¢

~—~~ I~~~ I~~~ ~—~ N I~ N I~

)
) A

12) (C’“ Espaco dos vetores com k coordenadas complexas.
)

13) dist(u, A) = inf{||lu — v||;v € A} distancia do ponto u ao conjunto A.
1

T T P
(14) [|vllwre o)) = (/ |lv(#)||Pdt —i—/ |lv (t)det) norma no Espago W?([0,T1]).
0 0
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Introducao

Nesta disserta¢ao nos baseamos principalmente em [12| que corresponde ao curso
de Métodos de Minimax em Teoria de Pontos Criticos que foi ministrado na Universi-
dade de Brasilia em Janeiro e Fevereiro de 1983. Estamos interessados em usar métodos
variacionais para determinar solugoes fracas para os seguintes problemas. O primeiro

trata-se de uma Equagao Diferencial Ordinéria do tipo

() + G (u(t) = f(1). (1)

Em particular, se considerarmos G(u) = —cosu, obtemos a equagao do péndulo for¢ado

1"

u (t) + sen(u(t)) = f(t).

A existéncia de solugao T-periodica para a equagao (1) é devido a Ambrosetti-Rabinowitz

e consiste em determinar os pontos criticos do funcional energia definido por

12

¢(u):/0 [u_ — G(u) + fu] dt.

2

O segundo problema trata-se de encontrar solugoes periddicas para o sistema Hamil-

toniano forcado

w (t) = JVH(t, u(t))
e para o sistema Hamiltoniano livre

u (t) = JVH (u(t))
onde J : R®Y — RV ¢ tal que

J(.Z‘, y) = (_y7 JI)



e V denota o gradiente com respeito a u.

No caso for¢ado é natural assumir que H é T-periddica com respeito a t e observar
solugoes T-periodicas ou solugoes kT-periddicas para algum k& >2, o qual chamaremos
posteriormente de solugoes subharmonicas.

No caso livre é natural observar solucoes periédicas nao-constantes com periodo
prescrito ou energia prescrita.

No Capitulo 1 fizemos um breve estudo sobre Pseudo-gradiente, o qual é uma
ferramenta importante para o desenvolvimento do Lema de Deformacao que foi abor-
dado neste capitulo. Além disso, definimos algumas condigoes de compacidade que
sao de grande importancia para o desenvolvimento e o entendimento dos Lemas e os
Teoremas abstratos que serao vistos no decorrer desta dissertagao.

No Capitulo 2 primeiramente mostramos algumas desigualdades, dentre as quais,
a desigualdade de Wirtinger, as quais sao muito importantes no estudo de solugoes pe-

riodicas. Mostramos também que o espaco vetorial
T
H = {u 'R — R; u € absolutamente continua, T-periddica e / |u' (1) |2dt < oo} :
0
é um espacgo de Hilbert com relagao ao produto interno definido por

T
(u,v) = / (u'v + wv)dt,
0
e o funcional energia ¢ associado a equacdo (1) satisfaz a condi¢ao Fraca de Palais-

Smale (W PS) definida no Capitulo 1. Além disso, verificamos a existéncia de solucao
T-periddica para a equagao
u (t) + G (u(t) = f(b),

onde G € CY(R,R) ¢ uma fun¢ao 2n-periédica e f € C(R,R) ¢ uma fungao T-periddica.

No Capitulo 3 fizemos um breve estudo sobre funcao de Legendre e transformada
de Legendre, os quais serao muito utilizados na procura de solugoes periddicas para o
sistema Hamiltoniano convexo. No primeiro momento nos preocupamos em encontrar
solucoes periddicas para o sistema Hamiltoniano forgado

u' (t) = JVH(t, ult)).

Num segundo momento encontramos solugoes periddicas para o sistema Hamiltoniano

livre

u' (t) = JVH (u(t))



com periodo minimal prescrito e com energia prescrita.

No Capitulo 4 fizemos um breve estudo sobre funcionais invariantes, subcon-
juntos invariantes e aplicacoes invariantes, que serao de muita importancia para mos-
trarmos e entendermos uma forma mais geral do Lema de Deformacao e o Teorema da
Multiplicidade de pontos criticos que abordaremos neste capitulo. Além disso, vamos
fazer um breve estudo sobre o ntumero de 6rbitas Hamiltonianas peridédicas em uma
superficie convexa.

No Apéndice A fizemos uma breve revisao sobre as séries de Fourier.

No Apéndice B definimos a derivada de Fréchet e mostramos que os funcionais
utilizados na dissertacao sao de classe C*.

Finalmente no Apéndice C enunciamos alguns resultados da Analise funcional,

Teoria da medida e Espacgos de Sobolev que foram usados na dissertacao.



Capitulo 1

Principios de Minimax

Neste capitulo nosso objetivo ¢ demonstrar o Lema de Deformacao e alguns Teore-
mas abstratos, os quais serao de grande importancia no desenvolvimento dos préximos
capitulos, para tanto, usaremos o conceito de pseudo-gradiente e algumas condigoes de

compacidade.

1.1 Pseudo - gradiente

Definigao 1.1 Seja X um espaco de Banach, ¢ € CY(X,R) eY = {u € X : ¢ (u) #
0}. Um campo vetorial pseudo-gradiente para ¢ em Y € uma aplicagdo continua local-

mente Lipschitziana V .Y — X tal que, para cada u € Y,

IV (@)l < 21l¢'(u)]] (1.1)
(@ (), V(u) = [ (). (1.2)
Lema 1.1 Sob as hipoteses da Definicao 1.1, existe um campo vetorial pseudo-gradiente
para ¢ em Y .
Demonstracao:

Dado u € Y, temos ¢ (u) # 0 e

9" (w)l| = sup {{¢' (w), w) : [Jwl] = 1},

Segue da definicao de supremo que dado € = W))—“)” > (), existe w, € X com |Jw,|| =1

e

(@' (u), wa) > (|6 (w)]| — e



implicando

!

(6 (W), wa) > 2 116wl

Considerando a fungao v : Y — X dada por

e denotando v = v(u), temos

Hﬂzgﬂdwm<2MﬂML

Por outro lado,

/

(6 (), ) = 5 16 ()l (6 (u)

de onde segue,

’

(6 ) o) > o 6@l 5 116wl
logo,

(¢ (u),0) > [|¢' (w)]|*.

Visto que ¢ ¢é continua, existe uma vizinhanca aberta N, de w em Y tal que

loll < 2l (w)ll.Yw € N,

(¢ (w),v) > [|¢' (W)|* ,Yw € N,.

10

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

Desde que a familia {N,,,u € Y’} é uma cobertura aberta de Y, existe um refinamento

localmente finito N,, de Y (Ver[10]).

No que segue, consideramos

pi(u) = dist(u, (N,,)°),YueyY

V(u):ZMUi,VUEY

i Zﬂj(u)

onde
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Sendo N, localmente finita, cada u € Y s6 pertence apenas a um nimero finito de N,,
(Ver[10]). Logo as somas definidas em (1.7) sdo finitas, pois p; se anula fora de N,,.

Assim V'(u) é uma combinagao convexa dos v}s, que verificam

loill < 216" (w)ll, Yu € N,,

(¢ (), v0) > &' (W)?, Yue N,,.

Logo, dado u € Y

V=30 2, () pu()

= U1 + n Vg + ... + oy
=t Z pj(u) Z pj(u) Z pi(u) Z ps(u)
j=1 j=1 j=1 j=1
implicando que,

Un

U u (U
S CO RO ) BN 11 CO

> pilw) >_piw) > pilu)

V()| <

e portanto,

[V (u)]| < ZMH%H = %ZPi(U)HWH-
=1 ij(u) > pi(u) =

=1

Sendo as somas acima finitas para cada u, segue que

V() < 201 ()

(@ (), V(u) = [l¢ ()]
Para mostrar que V' é localmente lipschitiziana, basta mostrar que cada parcela
pi(u)

Z pi(u)

¢ localmente lipschitziana.Observando que para cada i, ||v;|| é constante, vamos mostrar

[[vil]

que no caso de duas parcelas a funcao

p1(u)

901) = 20 + pate)
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é localmente lipschitziana. Para tanto considerando z arbitrario tal que u,v € V,

temos,

—a(v) = pl(u) o pl(v)
g9(u) = g(v) p1(u) + pa(u)  p1(v) + pa(v)
donde segue,
g(u) — g(v) = p1(u) p1(v) + p1(w) p2(v) — p1(u) pr(v) — p1(v) p2(u)

[p1(u) + p2(u)] [p1(v) + p2(v)]

o que implica,

—alv) = p1(u) p2(v) — p1(v) pa(u)
g<u> g( ) [Pl <u> + p2(U)] [p1 (U) + ,02(1])].

Assim,

o) = P p2(v) = p1(v) pa(v) + p1(v) pa(v) — pa(v) pa(u)
gu) = g(v) [P2(w) + pa(w)] [ (0) + palo)]

de onde segue que,

p2(v) [p1(u) — p1(v)]
I [p1(v

I =90 = 0 )+ paw)] [on(0) + pa(@)]  Tor ) + )] [ (0) + palo)]

e consequentemente,

_ olv pa2(v) D ot
l90e) =90 < T o) [on ) & paley] 1) L)
,01(”) _ "
@+ (] @) + )] P2 el

Sendo p; e py fungoes lipschitzianas, existem K; e K tais que |pi(u) — p1(v)] < K,

lu = vl e |pa(v) = pa(u)| < K [u = wl], logo

— glv ! pZ(U) u—"v
o) =90 Gl o)+ gt I
1 p1(v)

lor@) + pa0)] Ton(w) + oo 2 10

Desde que p;(u) + pa(u) > 0, existe a > 0 tal que py(u) + pa(u) > a > 0 e como p; e

p2 sao fungoes continuas, existe uma vizinhanca V, de u tal que
p1(v) + p2(v) >a ,Yv e V,.

Portanto,

1 1
J9(u) = 9(0)| < - K [lu—vl| + - Ko |lu—v
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pois,

Logo,
1
9(u) = g()| < — (Ky + Ko)llu— o], Yu,v e Vs

mostrando que g é localmente lipschitziana. Concluindo assim que V' é um campo

vetorial pseudo-gradiente para ¢ em Y.

1.2 Lema de Deformacao

Nesta subsecao iremos demonstrar alguns lemas de deformagao, o primeiro deles
¢ o lema de deformagao de Clark.

Considerando X um Espaco de Banach, para S C X e a > 0 definamos

Se ={u € X : dist(u,S) < a}.

Lema 1.2 Sejam ¢ € CY(X,R) , S C X ,c € Reed > 0 tais que, para todo
ue N ([c—2ec+2e])N Sy,

4e

6/l = 5 (1.9

Entao, existen € C([0,1 ] x X, X) tal que

(i) n(0,u) =u,Vue X

(ii) n(t,u)=u,Vue (¢ ([c—2ec+2e])NSy)", V tel0,1]
(iii) n(l,¢TNS) C ¢ °NSs

(iv) n(t,.) € um homeomorfismo para todo t € [0, 1].

Demonstragao:

No que segue denotamos por A, B C X os seguintes conjuntos

A=¢ Y [c—2¢€c+2¢€])N Sy

B=¢Y[c—¢€c+e])NSs.
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Pelo Lema 1.1, existe um campo vetorial pseudo-gradiente V para ¢ em
Y ={u€ X :¢(u) #0} Sendo A =¢'([c—2¢cH+2e])N Sy, segue que
A CY. De fato, por (1.8)

/ 4
16 (w)]] z§>o, Vue A

logo ¢'(u) # 0, mostrando que A C Y.
Considerando a fungao ¢ : X — R localmente lipschitziana dada por
p1(w)
Plu) = — L
= ) + o)
onde

p1(u) = dist(u, A°)

p2(u) = dist(u, B)

tem-se,

Y(u) =0 em A° (1.9)

Se f: X — X é o campo vetorial definido por

_ YW v em
=4 TV VM em A
0 em A¢
note que f é localmente lipschitziana, pois
oyl ) e
H) =10 = 1w VO~ way Y
dai,
oy 20 V@ V)~ v [V V)
flu) = § () V@IV
1
) = F0) = et o) V@I V) = v) IVl Vi

+(u) [V (W) Vi(v) =) [Vl V() +¢w) V(o) V() =) [[V()|] V()]
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consequentemente,

B 1
V@IV ()

+(w) [V () [(V(v) = V() + ¢ (u) V(o)([[V () = IV(0)])}

f(u) = f(v)

| {IV)l V(v) () = ¢(u)+

logo,

(u) (u)
1V (W] IV (W]

Sendo ¢ e V localmente lipschitzianos, existem K, Ky > 0 e z arbitrario tal que

1f(w) = F) < [¥(v) = P(u)| +

IV (v) = V(w]l +

IV () = V(v)]|

u,v € V, satisfazendo

[Y(v) — P(u)| < Ky |lv—ull, Yuvel,

IV (v) = V()| < Ksllo —ul, YuveV,

mostrando que,

logo,

Usando a continuidade das fungoes ¥ e V', podemos concluir que f é localmente lips-
chitziana. Usando o fato que a funcao f é limitada e localmente lipschitziana, para
cada u € X |, o problema de Cauchy, que denotaremos por (PC),

dw
o) S = fw(e)

w(0) =u

possui uma unica solugao, a qual denotaremos por w(t,u), sendo definida para todo
t>0.

No que segue, consideramos 7 : [0,1] x X — X o campo vetorial dado por

n(t,u) = w(ot,u).



Assim,
n(0,u) = w(0,u) =u
isto é,
n(0,u) =u

mostrando (7).

Seja u € A° e defina w;(t) = u. Observe que

wy(t) = 0= f(w (1))

pois, se u € A¢, tem-se f(u) = 0. Desse modo

Logo, pela unicidade de solugao de (PC'), devemos ter
wi(t) =w(t,u) =u, Yue A°eVte|01],
e consequentemente
n(t,u) =u, Vue A°eVtel01]

o que mostra (ii).

Agora, observe que parat >0 |

w(t,u) —w(0,u) = /0 %(w(ﬁ w))dr

assim,

lw(t, u) —w(0, u)] :‘/0 f(w(r, u))dr S/O 1f (w(, w))lldr

o que implica,

"o (w(r, )l

lottw) =ul < )]

IV (w(r, )l dr.

Usando (1.9)
t
lwt,u) — ul g/ L dr —t
0

0 que mostra que se u € S, entdao w(t,u) € S;. De acordo com a igualdade

d , ’
- Slw(t,w)) = (¢ (w(t, u)), w (t,u))

16

(1.10)
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temos,
d
5 St ) = (¢ (w(t,w), fw(t,u)))
consequentemente,
a w(t,u)) = — (¢ (w(t,u Plw(t, u)) w(t,u
i () = ~(6'(wlt, ), e V(e )
logo,
D ity = — L) N Viw(t
i Ot ) = R (6 (e ), V(w(t. ).
Sendo V' um campo vetorial pseudo-gradiente para ¢, temos
D ity < —L@EW) e
g O (t) <~ 6 (e, ) < 0.

Portanto, a aplicacao
t— o(w(. ,u))

¢ nao-crescente.
Se u € ¢“T¢N S, iremos considerar dois casos:
(1) Para algum t € [0,0], temos ¢(w(t,u)) <c —e.

Assim, como ¢(w(. ,u)) é ndo-crescente,

o(w(6, 1)) < Blw(t,u) < ¢ — e
donde segue,
w(o,u) € ¢°7°.

Por outro lado, de (1.10),

[w(d,u) —ul| <0

assim,

w(d,u) € Ss

implicando que

w(d,u) € ¢NSs.

Segue da defini¢ao de n , que

n(l,u) € ¢°NS;s
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e portanto,
n(l,¢ NSy Cc NS

(2) Para todo t € [0,0] , temos ¢(w(t,u)) > c —e.

Visto que ¢(w(. ,u)) é ndo-crescente,

P(w(t,u)) < p(w(0,u)) = ¢p(u) < c+e

Por (1.10),
Jw(t,u) —ul <6
assim,
w(t,u) € Ss,
portanto,

w(t,u) € B=¢ [ c—¢ec+e])NSs.

Uma vez que, ;g
ow(s0) = ol + [ otw(t.w) d

temos, por (PC)

¢(w(d, u)) =¢(U)+/0 (¢ (w(t,w)), f(w(t,u)))dt

isto é,
P(w / (w(t,u)), V(w(t,u)))dt.
IIV t u) H
Usando o fato que V' é um campo vetorial pseudo-gradiente para ¢,
(w(
$(w ¢ (w(t, w))[|* dt
HV w(t |
ou ainda
¢ d
p(w H¢ yu))|| dt.

Sendo u € TN S e w(t,u) € B,

0
o) < cte= [ 516wt d

e por (1.8),
P(w(d,u)) <c+e— %/o % dt
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logo,

p(w(d,u) <c+e—2e=c—e

portanto,

w(d,u) € N Ss.

Pela defini¢ao de n,
n(l,u) € 6N Ss.

Assim, em qualquer dos casos (1) ou (2), encontramos
n(1,¢TNS) C N Ss,

O que prova (i1).

Finalmente, para mostrarmos (iv), consideramos as fung¢oes

h: X — X

u —  h(u) =w(dt,u)

g: X — X

u — g(u) =w(—=dt,u).
Observe que
(h o g)(u) = w(dt, g(u))
o que implica,
(h o g)(u) = w(dt, w(=0t,u)).
Consequentemente,
(hog)(u) =w(dt —dt,u)) =w(0,u) =u
isto é,

(hog)(u) =u.
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Analogamente,

(goh)(u) =u

mostrando assim que 7 é inversivel.
Visto que, w(dt,u) é continua pela dependéncia continua com relagdo aos dados
iniciais, temos de modo analogo que w(—0dt,u) é continua, assim concluimos que 7 é

um homeomorfismo, para todo t € [0, 1]. Mostrando (iv).

Corolario 1.2 Sejam ¢ € C'Y(X,R) limitada inferiormente, v € X e € > 0 tal que

o(v) < info + €. Entao, para todo 6 > 0 existe u € X tal que ||lu —v| < 26 ,
4e

Bu) < info + 2 e |6 (w)] < =

Demonstragao:

Sendo ¢ limitado inferiormente, considere ¢ = inf¢, S = {v} e observe que
veg [info—e info+e])NS. (1.11)
Agora, suponha por contradi¢do que existe > 0, tal que para todo u € X verificando

lu—v]| <20 e g(u) <c+2e

ou seja,
u € ¢ ([c— 2, ¢+ 2€) N Sy (1.12)
tem-se,
’ 4e
> —.
16 @l = 5

Usando o item (7i7) do Lema 1.2,
n(1,v) € N S,

o que ¢ um absurdo, pois ¢¢~¢ = ().
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1.3 Condicoes de Compacidade

O Corolario 1.2 ainda nao implica na existéncia de um ponto critico para ¢. A fim

de provar a existéncia de pontos criticos, veremos algumas condi¢oes de compacidade
para .

Definigao 1.3 Sejam ¢ € C*(X,R) e c € R.

O funcional ¢ satisfaz a condigao de Palais-Smale (PS), se toda sequéncia
{u,} C X tal que (¢(uy)) € limitada e ¢ (u,) — 0 tem uma subsequéncia convergente.

O funcional ¢ satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale fraca (W PS) se toda sequéncia
limitada {u,} C X tal que (¢(u,)) € limitada e ¢ (u,) — 0 tem uma subsequéncia
convergente.

O funcional ¢ satisfaz a condigao (PS). se, quando {u,} C X € tal que

d(up) — ¢ e ¢ (u,) — 0, entdo ¢ € um valor critico de ¢.

Lema 1.3 A condi¢ao (PS) implica ao mesmo tempo em (WPS) e (PS). para todo
ceR.

Demonstracgao:

Primeiramente, vamos mostrar que a condi¢ao (PS) implica na condi¢ao (W PS)

De fato, seja (u,) uma sequéncia limitada em X tal que (¢(u,)) é limitada e
¢ (u,) — 0, logo ¢(uy,) ¢ limitada e ¢ (u,) — 0, como por hipétese (uy,) satisfaz (P.S)
segue que (u,) tem uma subsequéncia convergente.

Portanto, (PS) = (WPS) .

Agora, mostraremos que a condigao (PS) implica na condigao (PJS)..

Com efeito, considere uma sequéncia {u,} C X tal que é(u,) — c e ¢ (u,) — 0.
Visto que por hipétese ¢ satisfaz (PS), segue que existe uma subsequéncia (uy,,) de

(un) tal que u,, — u € X. Sendo ¢ € C' em X, temos

/

¢ (u) = ¢ (lim Up,;) = lim ¢ (tn;) =0

(u) = o(lim uy,;) = lim ¢(uy,,) = c

logo,

!

) =c e ¢(u)=0

ou seja, ¢ ¢ um valor critico de ¢. Portanto, (PS) = (PS)..
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Lema 1.4 Sejam ¢ € C'(X,R) ed € R. Se ¢ satisfaz (PS)q e se d nao € valor critico
de ¢, entao para todo € > 0 suficientemente pequeno existe n € C'( [ 0,1 ] x X, X) tal
que:

(i) n0,u)=u ,VueX

(ii) n(t,u)=u ,Vue€ (67 ([d—26,d+2¢]))°, ¥V te]0,1]

(iii) n(1,¢™) C ¢*°

(iv) n(t,.) € homeomorfismo para todo t € [0, 1].

Demonstracgao:
Uma vez que por hipotese d nao é valor critico de ¢, existem «, 5 > 0 tais que,
se u € ¢ !([d — 2a, d + 2a]) entdo [|¢ (u)]| > 3.

Com efeito, pois caso contrario existiria uma sequéncia (u,) verificando

unew([d—l,d#]) e 16wl < &
n n n
isto é,
d 1d ! ’ 0
st e (1= 24 r]) e 16—
ou ainda,

O(un) = d e |9 (un)] — 0.

Como por hipotese ¢ satisfaz (PS), , d seria um valor critico de ¢, o que é um absurdo.

Portanto existem a, 3 > 0 tais que, se u € ¢~ ([d—2a, d+2a]) entdo [|¢ (uv)| > 5.

Considerando
e€c (0,0 , S=X e 5:%
para cada,
u € ¢ ([d — 2¢,d + 2€]) N Sys
temos,

166l >

logo, pelo Lema 1.2, existe n € C' ([ 0,1 | x X, X) sastifazendo (i) , (i) , (ii7) e (iv).
[

Teorema 1.4 Seja ¢ € C1(X,R) limitada inferiormente e seja ¢ = inf ¢. Se ¢ satisfaz

a condigao (PS)., entdo ¢ € um valor critico (e o minimo) de ¢.
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Demonstracao:
Suponhamos por contradi¢ao que ¢ nao é um valor critico de ¢, entao pelo Lema

1.4, existem e > 0ene C([0,1]xX,X) tais que

(L, ¢°7) C ¢

o que é um absurdo, pois ¢ = inf ¢.
|
Teorema 1.5 Sejam ¢ € CYHX,R), u # v € X, ¢ = inf max¢(g(t)) e
gl 0<t<1
F={geC([0,1],X):g(0)=uegl)=v}. Se
(i) ¢ satisfaz a condi¢io (PS),
(i) Existem 0 < R < |[u — v|| e b € R tais que se ||w — u|| = R, entdo ¢(w) >b > a

= maz{¢(u), p(v)}.

Entao ¢ > b e ¢ € valor critico de ¢.

Demonstracgao:
Usando a condigao (i), para cada g € I, pelo Teorema do Valor Intermediério

(Ver [9]), existe to € [0, 1] tal que
lg(to) —ull = R

de onde encontramos,

¢(g(to)) = b > a = maz{p(u), p(v)}

e consequentemente,

max ¢(g(t)) > b

0<t<1
mostrando que,

¢ = inf max ¢(g(t)) > b.

gel 0<t<1

c—a
2 Y

entdao pelo Lema 1.4, existe n € C'([ 0,1 ] x X, X) satisfazendo (i), (1), (ii7) e (iv).

Suponhamos por contradi¢ao que ¢ nao é valor critico de ¢ e fixemos € € (0,

Segue da defini¢ao de infimo que existe g € I' verificando

max ¢(g(t)) < c+e. (1.13)

0<t<1

Definindo,
h(t) =n(1,9(t))
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temos, h(t) € C([0,1],X), e como

a = maz{d(u), (v)}
devemos ter
o(u) <c—2¢ e ¢(v) <c—2e¢
ou seja,
v,u € (¢~ ([c — 2¢, ¢ + 2¢]))°

pelo item (4i) do Lema 1.4, obtemos

h(0) =n(1,9(0)) =n(1l,u) =u

isto é,

portanto, h € T,
Por (#i7) do Lema 1.4,

juntamente com (1.13), temos

assim,
n(1,9(t) C ¢=°
donde concluimos,
¢(n(1,9(t)) <c—e
portanto,

o(h(t) <c—e Vite|0,1]

mostrando que,

max ¢(h(t)) <c—e
0<t<1

o que é um absurdo , pois
¢ = inf max ¢(g(t)).

gel’ 0<t<1
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Teorema 1.6 Sejam ¢ € CYX,R), u # v € X, ¢ = inf max¢(g(t)) e

T {geC([0,1],X): g(0)=ueg(l)=uv} Se oo

(i) ¢ satisfaz as condi¢oes (PS). e (WPS)

(i) Ezistem 0 < r < R < |lu — v|| tais que se r < |lw —v|| < R, entdo ¢p(w) > a =
maz{p(u), o(v)}.

Entao, ¢ > a € valor critico de ¢. Além disso, se ¢ = a, existe um ponto critico
R+r
w tal que p(w) =a e ||lw—u| = 5

Demonstragao:
Observe que, se ¢ > a é suficiente usar a prova do Teorema 1.5.

Agora, consideremos ¢ = a e n € N* tal que

R—r

<
- 2

(1.14)

Bl

Segue da definicao de ¢, que existe g € I" tal que

max ¢(g(t)) < a+ %

0<t<1

o que implica,

e consequentemente,

g(t) € T, YVt € 0,1].

Afirmagao: Para cada g € T, existe t,, € [0, 1] tal que ||g(t,) — u|| = 5

De fato, considere a fungao f :[0,1] — R tal que

f@)=lgt) —ull, gel.
Note que f € C([0,1],R) e
f(0) = [lg(0) = ul| = 0.
Além disso, sendo 0 < r < R, temos

R+r

r
—<r< <R

2

Assim,

FU) = llg(1) —ul| = ffo—uf > B> FT
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e
R+r
F0) < 5 < .
Sendo f continua, pelo Teorema do Valor Intermediario (ver|9]), existe ¢, € [0,1] tal
que
R+r
tn) =
it =
e portanto,
R+r
lot.) —ul =
Escrevendo,
Up = g(ts)
temos,
1
a<o(uy,) <a+— (1.15)
n
e
o — ) = 7T
Uy — ul| =
2
Considere,
S = {un} S (1.16)
={u,} , c=a , e=—~ , = — .
n vn
e suponhamos que, para todo
2 2
ue gt ({c— —,c—l——]) NS
n n v
temos
O R
u —
— ﬁ
Entao, pelo Lema 1.2, existe n € C'([ 0,1 | x X, X) tal que
n(1,¢°7NS) C ¢ N Ss.
Por (1.15) e (1.16),
u, € TN S
e
vy =n(1,u,) € ¢* N S#.
Assim,
1
o) <a——<a (1.17)
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[on = ull < l[on = un| + [[un — u]

implicando,

1 R
o —ull < —=+ =

Vvn 2
Usando (1.14),

[on —ull <
isto é,
[on —ull < R.

Por outro lado,

[un = wll < lon = ull + [[on = unll

assim,
R+ 1
o=l ot =] = o =] > =5 = —
e por (1.14),
o — ull > R;—r B R2—r .
logo,

r<|lon—ull <R

implicando por (i7) que ¢(v,) > a, o que ¢ um absurdo com (1.17).

Portanto, existe

wy € ([ ¢ — 2¢, ¢+ 2€]) N Sas (1.18)
tal que,
s — ) < —
Wy, — Up|| =~ —=
N4D
e
6wl < — (119
Wy, —. )
vn
Note que,
2 R+r R+r
[wn = ul] < Jlwp = un|| + [Jun — ul| < —= + <R—-r+
NLD
logo,

3R—r

[wn = ull <
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assim,
3R—r
2

lwnll = flull <

ou seja,

3R—r
[[wn |l <

+Jlul| V neN
isto é, a sequéncia (w,) é limitada.
Uma vez que (1.18) e (1.19) implicam que

’

o(wn) —c e ¢ (w,) — 0.

Segue da hipotese que ¢ satisfaz a condigao (W PS), que existe uma subsequéncia (wy,; )
tal que

Wy, — W em X.

Como ¢ € C'(X,R), segue

p(w) = d(lim wy,;) = lim ¢(wy,) = ¢
¢ (w) = ¢ (lim Wy,) = lim ¢ (wy,) =0

mostrando que ¢ é um valor critico de ¢.

Por outro lado,

[tn; = wl| € ——= + [[wn; — w]]

J

de onde concluimos que
[tn, — w] — 0
ou seja,
Up;, — W.

Desde que,
R+r
2

[tn, — ull =
passando ao limite quando n — o0, obtemos

R+r
o=l = =




Capitulo 2

Solucoes Periddicas da Equacao do

Péndulo Forcado

Neste capitulo nosso objetivo é usar métodos variacionais para mostrar a exis-

téncia de solugoes T-periddicas para a equagao

u' () + G (u(t) = f(2).

Em particular, considerando G(u(t)) = —cos(u(t)), obtemos a equagdo do péndulo

forcado

"

u (t) + sen(u(t)) = f(t).

A garantia de solucdo T-periddica para v’ + G (u) = f(t) é devido a Ambrosetti-
Rabinowitz (Ver [1]) e consiste em determinar os pontos criticos do funcional energia

dado por
72

T
u
b(u) = / {5 _ Gu) + fu] dt. 2.1)
0
Comecamos nosso estudo neste capitulo verificando algumas desigualdades elementares

que sao ferramentas basicas na teoria de solucoes periodicas.
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2.1 A Desigualdade de Wirtinger

Proposicao 2.1 Seja u : R — RY uma funcdo T-periddica absolutamente continua

T T
tal que / |u (t)]|?dt < oo. Se / u(t)dt =0, entdo
0

0
T T2 T ,
/ |u(t)|?dt < ﬁ/ |w (t)||?dt  (Desigualdade de Wirtinger)
0 ™ Jo

TN [T,
|ul|2, < <E)/o |u (t)||*dt  (Desigualdade de Sobolev)

Demonstracao:
. . , ’ .
Considere o seguinte resultado, se u continua, com v € L*([0,T]) e u T-periddica,
entao a série de Fourier gerada por u converge uniformemente a u. Além disso, vale a

identidade de Parseval

1
lewlly = lexl* = / lu(@®)l*de = lull3.

k40
Se

~ i2k7rt
u = E cpe T

k0
¢ a série de Fourier gerada por u, (Ver [Apéndice A]), a série de Fourier da sua derivada,

/ z
u , é¢ dada por

[y 22]{77' 7l2k7rt
u _Z T ke T,
k0
Pela identidade de Parseval,

St = [ lua

k40

47T2k2 2 1 T ’ 2
> Tarlal =5 [ @Fa
ou seja,

TSRl = [ e

k0

S kel = ] Tuu’<t>u2dt
42T

k0

Donde segue,
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desde que,
>Rl =) lenf
k40 k40
obtemos
T2 1 -
+ [ e < S [
logo,
T T2 -
[ wora < [ wopa
0 7 Jo

Além disso, note que

Ju(t)]| < (j{:qu> . Vitelo,T)

k0

implicando

2k:T

Tz 27k
- cli* e ( WI |ck|) c [?
2rk Lz T kez

tem-se pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

T A2 k2
uu<t>n2§<2—4w2k2> (2 . ycm).
k40 k40

2
Tz 2k
Ju®)]]* < ( W1|QJ> , Vtel0,T).

Observando que

Desde que,
=1 2
IR
k0
ficamos com
T A2 k2 T [T
2 2 1 2
)P < 35 3 Tl = 75 [ I 0]
k0

e consequentemente

[Jull2, < (1—7;) /OT [’ (t)]|%dt.

Corolario 2.2 Seja f : RY — RY wma funcio continua | - lipschitziana. Se u ¢é

wma solugdo nao - constante T-periddica de v = f(u), entio

rotn
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Demonstracao:
Sendo u solucdo ndo - constante T-periodica de u'(t) = f(u(t)), devemos ter
u € C*(R,RY). Desse modo ' (t) tem derivada ¢.t.p em R. Por definigao

[’ (t+ 1) = @O _ [Lf(ult+ 1) = flu(®)]
h h

Usando o fato que a fungao f é [-lipschitziana tem-se

[t +h) —w @l flult+h) —u)]
h = h

passando ao limite quando A — 0, obtemos
[ O < U O gtp em R

Desde que,
T 1" T !/
/WmuWﬁsF/|wwww<w
0 0

pela Proposicao 2.1, temos

T ™ [t ™ [t
[ weras o [ eras o [ PP
0 ™ Jo

= 12
A72 ),

donde segue,

T 2, e T 2
t t < t t.
| wpe < [l

Por hipotese, u é nao constante, logo

A|W@H%06llmwnﬁ<m

desse modo,

portanto,

Proposicao 2.3 Seja u : R — RN uma funcdao T-periddica absolutamente continua
T

tal que/ ||u' (t)||Pdt < 0o com p > 1. Se / u(t)dt = 0, entao
0 0

/0IIu(t)IP”dtsc/0 [ (¢)|Pdt.
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Demonstracao:

Considere

T T
M= {u c H}’p([O,T]);/ u()[Pdt = 1 / w(t)dt = o}

0 0

onde
H?([0,7]) = {u € W((0,71);u(0) = u(T) }
e S: M — R dada por
T
S = [ I OlFa.

Sendo S limitado inferiormente, denotamos por C' > 0 o infimo de S, isto é,

inf S(u) = C.

ueM
Afirmagao 1: O infimo C ¢é atingido.

De fato, seja {u,} C M uma sequéncia tal que

T T T
/ ||w,, (t)||Pdt — C', / |lun(®)||Pdt =1 e / up(t)dt = 0.
0 0 0

Usando o fato de que,
T
[ ltolrar =1,
0

segue que |[up| oo ¢ limitada, dai {u,} C Hp"([0,T]) é limitada. Visto que
H}’p ([0,77]) é reflexivo, existe uma subsequéncia, que denotaremos por (u,) e u €
H;P([0,T]) tal que

u, —u em HyP([0,T]).

Por imersoes de Sobolev,

u, — u em LP(]0,T])

assim,
T T
/ lu(t)[Pdt = tim / lun () 7.
0 0
Sendo
T
| lunte)iede =1
0
(&}

/0 lun ()t = 0
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pelas imersdes compactas de Sobolev

/0 Ju(t)|Pde = 1

/0 Ju(t)lldt = 0

Visto que u € M, devemos ter

mostrando que v € M.

T ’
/ |w (t)||Pdt > C.
0

Por outro lado, da convergéncia fraca

T , T ,
| W@ < i [ wlrar
0 0
dai,
T !
| Iw@ra <.
0
Donde segue,
T
| I @irae=c
0
ou seja, o infimo C' é atingido.

Portanto,

min S(u) = C

ueM

Afirmagao 2: C' > 0.

Com efeito, suponhamos, por contradigao, que C' = 0, entao

T ’
| I lra=o
0
o que implicaria
|u' ()P =0 ¢tp em R

ou ainda

’

u(t)=0 qgtp em R,

implicando que u é constante.

T
Uma vez que u € M, a condi¢ao / u(t)dt = 0 implica u = 0 g.t.p em R,
0

T

enquanto a condigao / |u(t)||Pdt = 1 implica que u # 0, chegando a um absurdo,
0

portanto C' > 0.
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Sendo,
T !
min/ ld ()|dt = C.

ueM 0
segue que,

T
/ | (t)||Pdt > C, ¥V ue M.
0

Agora, dado u € Hz"([0,T])\{0} com

Anwmwzo

u

definamos

W= —.
[l 2o o,7)

Observe que w € M, pois

A|W@Wﬁ=——i——AIM@Wﬁ:L

”uHip([o,T])

Portanto,
T
| 1wl =c
0

o que implica,

T !
/|W@Wﬁ
o T S

A!W@Wﬁ_

A|W@WﬁSCAIW®Wﬁ

ou seja,

2.2 Existéncia de Solucao

Sejam G € C'(R,R) uma fungao 2m-periodica e f € C(R,R) uma fungao T-

periddica. Consideremos a existéncia de solu¢oes T-perioddicas da equagao
u 4+ G (u) = f(2). (2.2)

Se u é solugao da equagao (2.2), entao para todo k € Z, u + 2wk tambem é solugao de

(2.2).
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Denotemos, no que segue, H como sendo o seguinte espaco vetorial
T !
H = {u :R — R; u é absolutamente continua, T-periddica e / lu (t)|2dt < oo} :
0

com o produto interno

e o funcional energia

72

¢(u):/OT {% —G(u)+fu]dt, VueH

o qual estd bem definido sendo de classe C'(H,R) (Ver [Apéndice B|). Além disso, os

pontos criticos de ¢ sao solugoes fracas de (2.2), com
T i / !
(& (u), h) = / [u B — G (w)h+ fh} dt, ¥ h e H. (2.3)
0
Lema 2.1 O espaco H é Hilbert com relagao ao produto interno dado por
T 7
(u,v) :/ (uv + uv)dt.
0

Demonstragao:

Seja {u,} C H uma sequéncia de Cauchy, assim dado € > 0 existe ny tal que
Hun - umHH <€ para m,n = ng.

Observe que
HunH%{ = HanH?{%([O,T])
onde

an = unl[O,T]

Hy([0,T)) = {u € Wy ([0, T]);u(0) = u(T)} .

Usando fato que Hy([0,T]) é Hilbert, existe u € Hx([0,T]) tal que
w, — u € Hp([0,T)).
Considere u(t) = u(t);t € [0,7] e defina

u(t) =u(t —kT) se telkT,(k+1)T);k € Z.



37
Das imersoes continuas de Sobolev,
Hz([0,7]) — C([0,T))

assim,

un(0) = un(0) — u(0)

un(T) = T(T) — (T).

Segue do fato que a sequéncia {u,} C H é T-periddica e da unicidade do limite que

Portanto, para cada k € Z temos
u(t+T)=ult+T—kT) = u(t)
ou seja,
u(t+T) = u(t).

mostrando que u é T-periddica.
Afirmacao 1: u : R — R é absolutamente continua, isto é, dado € > 0, existe 6 > 0

tal que para toda sequéncia finita de intervalos disjuntos (a;, b;) de [0, 7] temos:

Z|b—aj|<5:>2|u ) —u(a;)| <e.

Considere

)
B = (a1,b1) U (ag,by) U...U (ay,b,) em [0,T] tal que |b; —a;| < — j=1,..,n.

Usando o fato que a uniao é disjunta, segue

w(B) = u((ar,b1)) + p((ag, b2)) + ... + p((an, bn)),

onde p(B) := medida de Lebesgue. Portanto,
p(B) = by — ar| + |by — ao| + .+ by — an] = Y _ |b; — a;] < 6.
j=1

Segue de (C.9) (Ver [Apéndice C]) e (C.10) (Ver [Apéndice C|)

|u —u(a;)| = S u (t)dt| < - [ |u' () |dt
J i 1 .
J = a;

7j=1
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o que implica,

Zyu — u(a; |</ yu’(t)\dt:/ ()]t < e,
U4 (aj,b5) B

Segue deste argumento acima e do fato que u é T-periddica que u é absolutamente
continua.
Sendo u(t) = u(t),t € [0,7] uma fun¢ao T-periodica e absolutamente continua

com u, — u em H'([0,T]), entdo

T
et — wll?y = / =l = i — i3 oy — O

isto é,

u, — u em H.

Lema 2.2 O funcional ¢ satisfaz a condi¢ao (W PS).

Demonstracgao:

Seja J : H — H* tal que,
T T
<J(u),h>:/ uhdt+/ uh dt, YV u,he H
0 0
e considere N : H — H* tal que,
T T T
(N(u),h)z/ uhdt+/ G(u)hdt—/ fhdt, VheH
0 0 0
portanto,
isto é,
¢ (u) = J(u) — N(u), Yue H.

Afirmacao 1: Se uy — u em H, entdo N(ug) — N(u) em H*.
Com efeito, seja {uy} C H uma sequéncia limitada tal que ¢(uy) ¢ limitada e

¢ (up) — 0. Note que,

(N (u) — N(u), h) = /O ([ukh G (w)h — fh] — [uh + G (w)h — fh]) dt
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assim,

donde segue,
T / !
(N () = N(w), b < / (e = wll 2] + 16 () = & ()| ]) .
Pela desigualdade de Holder,

(N (ug) = N (), h)| < [l = ull 2o |2l 2o + |G (wr) = G (W] 220,07 | 2l £2(0.79)-
(2.4)

e pelas imersoes continuas de Sobolev
[(N (ur) = N(w), h)| < Cllug —ul| 2oy | 2ll i+ Cl|G (wx) = G ()| 2o Pl - (25)
Portanto, usando a norma em H*,

IV (ug) = N (u)]

g+ = sup [(N(ug) — N(u),h)|

IRlI<1

ficamos com

IN (i) = N(w)llzr+ < Cllur. = ull 2orry + CIG (we) = G (@) z20,71-

Usando as hipéteses sobre a sequéncia (uy), existe uma subseqiiéncia (uy;) tal que

ur, — u em L*([0,T)) (2.6)

ug, — u q.t.p em [0,T].

Por outro lado, sendo G € C'(R,R), segue

G,(ukj) — G'(u) q.t.p em [0,T)

logo,

|G (ury) = G (w)| = 0 g.t.p em [0, T,
portanto,

|G/(uk].) — G (W)= 0qtpem|0,T]
Desde que,

IG'(t)| <K, VteR,



obtemos,

|G (ug,) — G (u)|* < 4K? € L'([0,T7).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver [2]), segue
T ! ! T ! !
lim / G (uy,) — G (u)|*dt = / lim |G (u,) — G (w)|*dt =0,
ou seja,

/

G (ug;) — G’ (u) em L*([0,T)).

Usando (2.6) e (2.7),
IV (ug;) = N (u)]

H*—)O

ou equivalentemente

N(ug,) — N(u) em H*

mostrando a Afirmacao.

Por outro lado,

/

¢ (uk]) = J(uk]) - N(ukj)7

e desde que,

gb/(uk].) — 0 e N(ug)— N(u),

segue,

J(ug;) — N(u) quando j — oo.

Por outro lado,
T T
(J(ux;), h) :/ uy, dt+/ ughdt, ¥ u,h € H,
0 0

ou seja,
( (ur, ), by = (ury )

Logo pelo Teorema de Riesz-Fréchet (Ver|3]),

17 ()|

e = |Jun; || u-

40

(2.7)

Segue da defini¢ao de N e do Teorema de Riesz-Fréchet (Ver[3]) que existe w € H tal

que

(N(u), by = (w,h)
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IN ()| = [lw]z-
Assim,
(J(ur,) = N(u), by = (ug; —w,h)

usando novamente o Teorema de Riesz-Fréchet,

1 (ur;) = N (w)]

e = |lug, — wl|a.

Usando o fato que,

17 (ur,;) = N (u)|

H*—)O

segue,

||ukj —wl||lg — 0.

Portanto,

up, —w em H
J )

mostrando desse modo, que ¢ satisfaz a condi¢ao (W PS).

T
Teorema 2.4 Se / f(t)dt =0, a equagao (2.2) tem duas solugoes T-periddicas que

0
nao diferem por multiplicidade 2.

Demonstracao:

Para cada v € H, sejam

e
1 /7

W= i u(t)dt
assim,

u(t) =v(t) +w (2.8)
e

u (t) = vl(t). (2.9)

Desde que,
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obtemos, de (2.8) e (2.9)

b(u) = /OT [U; _ G+ w)+ f(o+ w)] dt.

Sendo,
T
/ F(B)dt =0
0

segue que,
2

d(u) = /OT B — Gv+w) + fv} dt.

Afirmagao 1: ¢ ¢ limitado inferiormente.

De fato, seja @ = max G(u), logo
u€ER

Gu)<a, ¥V ueR.

Segue da Desigualdade de Cauchy-Schwarz (Ver|3|)

T2 T 3 T2%
o(u) > i Edt—aT—(/O fdt) (/0 v)

e pela Proposigao 2.1,

1 1

TU/2 T T 3 T 3
o(u) > i Edt—aT—%</0 det) (/o |v|2)

1 / /
¢(u) > 5”” ||%2([0,T]) — ki ||L2([0,T}) — k2, (2.10)

logo,

isto é, ¢ é limitada inferiormente.
Afirmagao 2: ¢ é 2m-periddica, isto é, ¢(u + 2m) = ¢(u).
Com efeito, usando (2.1), (2.8) e (2.9)

TU'Q T T
d(u+ 2m) = b} dt—/ G(v+w+27r)dt—|—/ fv+w+2m) dt
0 0 0
assim,
Tv/2 T T
¢(u+2m) = 5 dt—/ G(v+w+27r)dt+/ fo dt.
0 0 0
Desde que,
Gv+w+2m) =G(v+w)
temos

’2
TU

T T
o(u+2m) = 3 dt—/o G(v—i—w)dt—i—/o fodt = ¢(u)
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ou seja,
Olu+27) = 6(u)
mostrando a Afirmacao 2.

Afirmagao 3: ¢ satisfaz a condigao (PS). para todo ¢ € R.

De fato, seja {ur} C H uma sequéncia tal que

dlur) — ¢ e ¢ (ux) — 0.

Por (2.10) tem-se

1 ! I
¢(ug) > _HUkH%Q([O,TD - leUkHLQ([O,T]) — ks
2
Por outro lado, sendo ¢(uy) convergente, segue que ¢(uy) € limitada, assim existe k3 > 0
tal que ¢(ux) < k3 o que implica
1 / 2 ’
Sllogllzzqory) — Fallvillzzqom < ks + ko
2

ou seja, (v,) ¢ limitada em L2([0, T7).

Por outro lado, temos

T 2 T
T ,
/0 wPdt < [ Pt

~ 42 ),
ou ainda,
okl 220y < EallvgllZ2o.zp)-

Portanto, sendo (v;,) limitada em L?([0, 7)), segue que existe k5 > 0 verificando
okl 720y < K5, YAk €N

isto é, (v;,) é limitada em L*([0, TY).
Por (2.8),

Up = Vg + Wk,

pela periodicidade de ¢, deve existir wy € [0, 27| verificando

Fazendo uy, = v + Wy, segue

o(uy) —c e ¢/(ak) — 0.
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Visto que, wy, € [0,27], temos
1@l 72 0.2y < 47°T

mostrando que (i) é limitada em L2([0,7]). Portanto sendo (v;) e (i) limitadas,
segue que (uy) é limitada em H.

Pelo Lema 2.2, existe (uy,) tal que
up, —u em H.

Sendo ¢ € C*, segue
O,) = d(u) e ¢'(tx,) — ¢ (u),
pela unicidade do limite,

o(u) =c e ¢(u)=0.
Logo, ¢ é um valor critico de ¢. Portanto ¢ satisfaz a condi¢ao (PS).. Mostrando,
desta forma, a Afirmagao 3.
Pelas Afirmagoes 1, 3 e pelo Teorema 1.4, segue que ¢ tem minimo em algum

ponto u € H, ou seja,

¢(u) = min ¢.

H

Da Afirmagao 2,
d(u+ 2m) = ¢(u) = min ¢.

H

Considere, v = u + 27, assim

T
HU_UH%Q([O,T}) = /(; ‘U—U‘zdt:4ﬂ'2T
ou seja,
||U — UHL?([O,T}) = QWﬁ

Considere, 0 < r < R < 27VT = ||[u —v| e w € X tal que r < ||w — ul| < R. Sendo
¢(v) = ¢(u) = min ¢
H
segue que,

d(w) 2 a = maz{¢(u), ¢(v)}
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logo, pelo Teorema 1.6, segue que ¢ > a, onde ¢ é o nivel Minimax dado no Teorema
1.6, é valor critico de ¢. Observe que

(i) Se ¢ > a e u; um ponto critico com ¢(u;) = ¢ e sendo ¢(u) = a, segue

P(u1) > ¢(u)

logo,
uy # u + 2k,

de fato, caso contrario, teriamos em vista da periodicidade de ¢ que ¢(uq) = ¢(u), o
que é absurdo.

(ii) Se ¢ = a, pelo Teorema 1.6, existe um ponto critico u; tal que

R+
o(u) =a com ||ug —ul = 5 (2.11)

Considere u; = u + 2k7 com k € Z\{0}. Assim

T , T
luy — ul]* = / luy, — u |*dt +/ (2km)?dt
0 0
e usando o fato de que u'1 =, segue
|uy — u|]* = 4k*7°T
donde segue,
luy — u| = 2|k|7VT.

Sendo,
0<r<R<2nVT < 2/k|lnVT
segue,

R+r
2

< 2/k|mVT = |Juy — ul|

o que é um absurdo, por (2.11). Logo, u; # u + 2km, para todo k € Z\{0}, mostrando

que a equagao (2.2) possui duas solugoes que nao diferem por multiplicidade 27.



Capitulo 3

A Transformada de Legendre

Nosso objetivo neste capitulo é usar métodos variacionais para mostrar a exis-

téncia de solucoes periodicas para o sistema Hamiltoniano forcado
u' (t) = JVH(t, u(t))

e para o sistema Hamiltoniano livre
u' (t) = JVH (u(t)).

Para tanto, faremos um breve estudo sobre funcao de Legendre e transformada de
Legendre, as quais serao muito utilizadas na procura de solugoes periddicas para um

sistema Hamiltoniano convexo.

3.1 Introducao

Definigao 3.1 A transformada de Legendre F* de uma funcio F € CY(RN,R) € dada

pela formula implicita
F*(v)= (v, u) - F(u)
v=VF(u),

quando VF' € invertivel.
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3.2 Funcoes Convexas

Uma fungao F : RY — R diz-se convexa se, para quaisquer u,v € RN e X € (0, 1),
tem-se

F((1=XNu+ M) < (1—=XN)F(u) + AF(v).

No caso em que acima vale a desigualdade estrita sempre que u # v, a funcao diz-se

estritamente convexa.

Proposigao 3.2 Se F' € CY(RY,R) as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) F é convezxa
(i) F(w) > F(u) + (VF(u),w —u), Yu,w e RN

Demonstracgao:
(1) = (i)

Supondo F convexa, para u, w € RY temos
F((1=MNu+w) < (1=XNF(u)+ AF(w)

assim,

F((1 =XNu+ M) — F(u) < =AF(u) + A\F(w)

logo para A > 0,

F AMw — - F
Passando ao limite quando A — 0" na tltima desigualdade, obtemos

(VF(u),w —u) < F(w) — F(u)

o que implica,

F(w) > F(u)+ (VF(u),w —u). (3.1)
(i) = (i)

Sendo (ii) vélida para quaisquer u,w € RY, podemos escrever

F(u) > F(w) + (VF(w),u — w) (3.2)

F(v) > F(w) + (VF(w),v —w). (3.3)
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Considerando w = (1 — A\)u + Av, segue de (3.2) e ( 3.3),

F(u) > F((1 = XNu+ X)) + (VF((1 = Nu+ M), \Mu —v))

F(v) > F((1 = Nu+ M) + (VF((1 = Nu+ Av), (1 = A\)(v—u))
consequentemente
Flu)>F(1=MNu+ )+ A(VE(1 = MNu+ \v),u —v) (3.4)
F)>F(1=XNu+ )= (1=X)(VF(1—=Nu+v),u—v). (3.5)

Multiplicando (3.4) por (1 —\) e (3.5) por A e adicionando membro a membro as duas

desigualdades, ficamos com
F((1—=MNu+ M) < (1=XNF(u)+ A\F(v).
|

Lema 3.1 A funcio F € CY(RYR) € convera se, e somente se, o gradiente de F,

VE :RY — RN ¢ uma aplicacio monoténica, isto é,

(VE(u) = VE(@),u—v)>0, V u,veRY (3.6)

Demonstracao:

Segue da Proposigao 3.2
(VF(u),v —u) < F(v) — F(u). (3.7)

Analogamente,

(VF(v),u —v) < F(u) — F(v)

logo,
—(VF(v),v —u) < F(u) — F(v). (3.8)

Somando (3.7) e (3.8) membro a membro, segue

(VF(u),v —u) — (VF(v),v—u) <0
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e portanto,

(VF(u) — VF(v),u—v) > 0.

Reciprocamente, segue do Teorema do Valor Meédio aplicado a funcao

g(t) = F(u+ t(w — u)) que existe 6 € (0, 1) tal que
Flu+ (w—u) = F(u) + (VF(u+0(w —u)),w—u). (3.9)
Por outro lado, usando (3.6), obtemos
(VE(u+ 0(w —u)) — VF(u),0(w —u)) > 0

assim,

0 (VE(u+60(w—u)) — VF(u), (w—u)) >0

sendo 6 > 0, temos
(VE(u+0(w =), (w—=u) = (VF(u), (w—u)). (3.10)
Substituindo (3.10) em (3.9), encontramos
F(w) > F(u) + (VF(u),w —u), Yu,wecRY.

Portanto pela Proposicao 77, segue que F' é convexa.

Observacao 3.1 Pelo estudo feito acima, observa-se que a fun¢ao F € estritamente
convezxa se, e somente se, o gradiente de F, VF : RN — RN ¢ uma aplicacdo estrita-
mente monotonica, 15to €,

(VF(u) = VE@W),u—v) >0, V u,veRYu#uv.

3.3 Funcao de Legendre

Definicao 3.3 Uma funcdo F : RY — R € uma funcio de Legendre, se F satisfaz as
sequintes condicoes:
(i) F € CY(RY R)
(ii) F ¢ estritamente convezra

F
fiig) £

[

— 00 quando ||ul| — oo.
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Proposicao 3.4 Se F' ¢ uma func¢ao de Legendre, entao VE é um homeomorfismo do
RN,

Demonstragao:
Iremos dividir a nossa demonstracao em alguns passos.
Passo 1: VF é injetivo.

De fato, por hipdtese F' é estritamente convexa, logo pela Observagao 3.1
(VE(u) = VF@),u—v) >0, V u,v€RY u#w. (3.11)
De (3.11), segue que
u#v= VF(u)# VF(v)

mostrando que VF' é injetivo.
Passo 2: VF é sobrejetivo.

Com efeito, dado v € RY e supondo u # 0, temos

Flu
Pl = (0:0) 2 F(0) = Jolljal = Jul (550 = ol
Usando (i7i) da Defini¢ao 3.3, temos
F(u) — (v,u) — oo quando ||lu| — oo. (3.12)

Definamos a funcao g : RY — R por

Por (3.12), segue

g(u) — 0o quando ||u|]| — oo

assim, para todo M; > 0, existe C' > 0 tal que
g(u) > My quando |u|| >C

isto é, se ||ul| > C entdo g é limitada inferiormente por M;.
Agora consideremos |[ul]| < C. Sendo g continua, segue que g atinge um minimo M,
em B (0), ou seja

My = min g(u).

llull<e
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Considere

K = min{]\/[l, MQ} = MQ.

Desse modo,

g(u) > K, YuecRY

mostrando que g é limitada inferiormente. Considere

go = inf g(u)
weRN

e {u,} C RY tal que

lim g(u,) = go < occ.

n—oo

Note que a sequéncia (u,) é limitada, portanto existe (u,,) e up € RY tal que
Up;, — Ug €M RN,

Sendo g continua,
g(“n]-) — g(uo),
logo pela unicidade do limite,
9(uo) = go,
ou seja, ¢ atinge seu minimo no ponto uy € RY e portanto Vg(up) =0

Por outro lado,

Vg(ug) = VF(ug) — v

logo
VFE(up) =v

mostrando que VI é sobrejetivo.
Passo 3: (VF)™! & continua.

De fato, primeiramente note que VF' é coercivo, pois sendo F convexa,
F(w) > F(u) + (VF(u),w —u), Yu,wcRY.

Assim,

F(0) > F(u) + (VF(u), —u) = F(u) — (VF(u),u)

o que implica,

(VF(u),u) > F(u) — F(0).



52

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

F(u) — F(0)

Sendo F' uma funcao de Legendre, temos que o lado direito da tltima desigualdade

tende a infinito quando |ju|| — oo, logo
IVF(u)]| = oo quando ||ul| — oo,

ou seja, VF' é coercivo.

Para mostrar que (VF)~! é continua, basta verificar que
xr, — x quando VF(zx,) — VF(z).

Supondo VF(z,) — VF(x), sendo VF coercivo, (x,) é uma sequéncia limitada. Seja
(7,;) uma subsequéncia qualquer de (z,,) , assim (z,,;) é¢ uma sequéncia limitada. Logo
existe (zn;, ) C (24,) tal que

z, — x; em RY

Jk

Usando a continuidade de VF', segue
VF(xy,; ) — VF(21).

Por outro lado,

VF(x,, ) — VF(z)
logo pela unicidade do limite,
VF(x) =VF(x).
Usando o Passo 1, concluimos que x = z;.
Portanto, para toda () C (z,), existe (z,,;, ) C (2,;) tal que

z, —x em RY
Ik

Suponhamos que,

Ty, +» T

assim existe ¢ > 0 e (z,;) C (zn), tal que

|2n, — ]| > € V n; €N. (3.13)
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Por outro lado, existe (z,; ) C (2y;) tal que
Tn;, — . (3.14)
Usando (3.13) e (3.14),
[ny, — 2l 2 €0 € [, — all =0
o que é um absurdo. Logo,

z, —x em RN

portanto, (VF)™! é continua, mostrando o Passo 3.

Lema 3.2 Se Fy e F, sao fungoes de Legendre tais que Fy < Fy, entao Fy > F.

Demonstracgao:

Sendo
F*(v)= (v,u) — F(u)

v= VF(u)

pela Proposicao 77, temos

F(w) > F(u) + (VF(u),w —u), Yu,wcRY
assim,

F(w) > F(u) + (v,w) — (v,u) Yu,v,w € RN

implicando que

F*(v) > (v,w) — F(w), Yv,w € RY.

Em particular,

F*(v) = sup ((v,w) — F(w)), Yve RN

'LUE]RN
Assim, sendo F; < F5, devemos ter

Fi(w) = (v,w) < Fy(w) = (v, w)

o que implica,

(v, w) = Fy(w) > (v,w) — Fy(w)
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logo,

(v,w) — Fy(w) < sup ((v,w) — Fi(w))

weRN

portanto,

Fy = sup ((v,0) — Fy(w)) < sup ((v,w) — Fi(w)) = F}

weRN weRN

ou seja, Iy > Fy.
|
No que segue vamos demonstrar o seguinte Lema que serd importante no decorrer

deste trabalho.

Lema 3.3 Se F' € uma func¢ao de Legendre, entao F* é Fréchet diferencidvel.

Demonstracao:

Sejam v = (VF) }(v) e uy = (VF)" (v + th). Sendo,
F*(v) = (v,u) — F(u) e F*(v+th)=(v+th,u) — F(u)

para todo t > 0, tem-se que

F*(v+th)— F*(v) (v+th,u) — F(u) — (v,u) + F(u)

t t
donde segue,

F*(v4th) — F*(v) (v,u) +t(h,u) — Flu) — (v,u) + F(u)
t t

Assim,
(v,up — u) — F(uy) + F(u)
t

e desde que,
F(uy) > F(u) + (VF(u),u — u),
segue,
(v,up —u) — F(uy) + F(u) <0

e portanto
F*(v +th) — F*(v)
t

< (h,uy) . (3.15)

Por outro lado, usando o Lema 3.2

F*(v+th) > (v+th,u) — F(u)
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consequentemente

F*(v+th) — F*(v) S (v+th,u) — F(u) — (v,u) + F(u)
t - t

ou ainda

> (h,u). (3.16)
Portanto por (3.15) e (3.16),

_ P+ th) - Fr(v)

(hu) < t < ().
Passando ao limite quando ¢t — 07, obtemos
F* th) — ™
lim W) = FW)

t—0t t

Por outro lado, note que
F*(v+h) — F*(v) — (h,u) >0,

pois

F*(v+h)—F*(v) — (hy,u) = F*(v+ h) = [(v,u) — F(u)] — (h,u)

e assim,

F*(v+h) — F*(v) = (hyu) = F*(v+ h) — [(v+ h,u) — F(u)]
pela defini¢ao de F*(v + h) tem-se
F*(v4+h) —[(v+ h,u) — F(u)] >0

logo,

F*(v+h) — F*(v) — (h,u) > 0.

Além disso,

F*(v+h)—F*(v) = (hyu) < (h, (up, — u)).

Com efeito, temos
F*(w+h) = F*() = (h,u) = (v + hyw) — Fluw) — (hyu) — F*(0)
o que implica,

F*(v+h)—F*(v) — (h,u) = [(v,un) — F(up)] — F*(v) + (h, (up, — u))
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usando a defini¢do de F*(v), obtemos

[(v, un) = F(up)] = F*(v) <0

portanto,
F*(v+h) — F*(v) — (h,u) < (h, (up — u)).
Assim,
[F*(v+h) = F'(v) = (hw)| _ F'(v+h) = F*(v) = (h,w) _ (h, (un — w))
i Il - Al

usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

[ (v +h) = F*(v) = (h,u) |
il

< [lun — -
Por outro lado,
up = (VF) (v +th) — (VF) ' (v) =u quando h — 0
isto é,
|lup —ul| = 0 quando h — 0

e consequentemente

[F"(v+h) = F*(v) = (h,u) |
il

— 0 quando h — 0

Mostrando que F* é Fréchet diferenciavel.

Proposicao 3.5 Se F' é uma func¢ao de Legendre, entao

£ (v)

o]

— oo quando ||v|| — oo.

Demonstracgao:

Devemos mostrar que dado C' > 0 existe A > 0 tal que

F*
ol > 4— 20

ou equivalentemente,
F(v)

o]

<O = || < A



Para cada C > 0, considere v € RY satisfazendo

(v
<
ou
() < Cfoll-
Definindo

M = max F(w)

lwl|=2C

desde que pelo Lema 3.2,

F*(v) = sup ((v,w) — F(w))

weRN

fazendo w = v obtemos

2mw=<v%%)sww> F (o) <M+ Clol

logo,
Cllof <M
portanto,
ol < %
v —.
- C

m
Assim, dado C' > 0, considere A = rel que teremos

F*
W) o ol < A
o]
Portanto,
F*
|| (ﬁ) — o0 quando ||v|| — oo.
v

Teorema 3.6 Se F' é uma funcao de Legendre, temos
(i) VF* = (VF)!
(ii) F* € CHRY,R).

Demonstracgao:

Pelo Lema 3.3, F* é Fréchet diferenciavel e

(VF*(v),h) = (h,u).

57
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Assim,
(VE*(v) —u,h) =0, VheRY
o que implica,
VF*(v) = u.

Desde que pelo Lema 3.3, u = (VF)"!(v), segue
VE(v) = (VF) " (v)

0 que mostra (7).
Desde que (VF)™! ¢ continua e VEF* = (VF)™!, temos F* € CY(RY R), mos-
trando (ii).

Corolario 3.7 Se F' é uma func¢ao de Legendre, a funcao F* € estritamente convexa.

Demonstracao:
Sendo F' uma funcao de Legendre, por definicao F' é estritamente convexa e
usando a Observagao 3.1 podemos concluir que (VF)™! ¢ estritamente monétono. Pelo

Teorema 3.6,

VF* = (VF)™!

sendo (VF)™! estritamente monétono, segue que VF* & estritamente mon6tono, no-
vamente usando a Observagao 3.1, segue que F™* é estritamente convexa.

Observagao 3.2 Sendo F' uma fungao de Legendre, seque dos resultados demonstrados

que F* € uma funcao de Legendre. Além disso,

Fr(v)= (v,u) = F(u)
v=VF(u), u= VF*(v)

(F*)* = F.

De fato, observe que

(E")"(w)= (w,v) = F*(v)
w= VF*(v)
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v= VF(u).
Usando a Proposigao 3.4 temos u = (VF)™'(v) e pelo Teorema 3.6 podemos concluir

que u = w. Logo,
(F) () = (u,v) = F*(v) = (u,v) = (v,u) + F(u)

ou seja,

3.4 Inequacoes

Nesta subse¢ao, demonstraremos algumas desigualdades que sao fundamentais no

estudo de sistemas Hamiltonianos convexos.

Lema 3.4 Sejam G : RN — R dada por G(u) = v||u||?+a, com~y >0, ¢ > 1 eacR.

Se L
- (3.17)
P q
temos que
1\ o
G*(v) = (—) Il _ (3.18)
7q p
Demonstragao:
Sendo G(u) = 7||ul|? + a, é facil verificar que G ¢ uma func¢ao de Legendre. Além
disso,

VG(u) = vq||ul|**u e VG(0) = 0. (3.19)

Considerando v = VG(u), segue do Teorema 3.6 que (VG) ™! (v) = u. Observe que

o]l = yallul*~

o que implica,

e por (3.17)
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Desse modo,

Yq
ou -
(VG)_I(U) — ||'U||q2 v
(va)e
Logo, por defini¢ao
P [ o]+
(v) = vl = G U
(va) (va)e
donde segue,
D P q
\ [0 [0
G*(v) = 5 ||vll* - || —o
(va)e (vg)«

Usando (3.17),

IS

oy Il
¢ (vq)q 7((7@)17)

Gwoz(%)amwé—v%)—a

oo (3 wr(e-2) -

Usando novamente (3.17), temos

mostrando que

ou seja,

[
Proposicao 3.8 Seja F' uma fungio de Legendre tal que
n < Fu) < llull? + a (3.20)
1 1
para algum v >0, q¢>1, a,n € R. Se — 4+ — =1, tem-se
p q
1\ |[VEw)?
(—) IVE@IP < (VF(u),u) +a —n.
4 p

Demonstragao:

Fixando v = VF'(u), segue do Lema 3.4 e de ( 3.20) que

D
« Joll”

F*(UD(%) p
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ou equivalentemente

oy s (LY IVE@IP

F*(v) > <7q> » ' &2

Desde que
F(v) = (v, u) = F(u) (3.22)
por (3.21) e (3.22),
<i> TP o < (9P @), w) - F(w) < (TF ()0 —n
q p

ou seja, P

VR
| —

~~
=]

< (VF(u),u) +a —n.

74 p

Lema 3.5 Supondo as hipdteses da Proposicao 3.8, existem constantes Cy, C3 > 0 tais
que
IVE()] < Collu] ™ + Cs.

Demonstracao:

Com efeito, pela Proposicao 3.8, temos

1\ [|VF(u)|]
(—) IVEC)] < (VF(u),u) +a—n.
4 p
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz,
1\ |[VF(u)|P
(—) IVEG) < [[VF(u)|[|u] + a — n. (3.23)
4 p

Pela desigualdade de Young, existem ¢ > 0 e C, > 0 tais que
IVE()][[[ul] < e[VE@)]” 4 Ceflul]. (3.24)

Substituindo ( 3.24) em (3.23), obtemos

1\ [|VE(u)|]?
( ) Vel < €||[VE()||? + Cellul|? + o — n.
Yq p

y

D p
Fixand00<e<é<%>q eC’z%(%)q — ¢ > 0, ficamos com

CIIVF)|]P < C|lu|| + Cy, onde Cy =a —n.
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Assim,

C. o\
< [ Z|qlle - 2L
Ivrl < (Gl+ 3

logo,
IVF(u)[| < Callull> + Cs

onde Cy = (%) e Cs = (%) ", Usando (3.17), ficamos com

IVE)]| < Collul|*™" + Cs.

O Lema anterior nos diz que VF' pode crescer no maximo até a poténcia g — 1.
[

No que segue, vamos definir e verificar algumas propriedades de um funcional
que serda de grande importancia na procura de solugoes peridédicas para um sistema
Hamiltoniano convexo.

Lema 3.6 Considere a fungdo J : RN x RY — RN x RY | dada por J(x,y) = (—y, ).
Entao para u,v € R?N temos:

(i) (Ju,u) =0

(i) (u, Jv) = —(Ju,v)
(ii1) J*u = —u

(w) || Jull = lul
Demonstragao:

Sejam u = (z,y), v = (z1,y1) € R*N. Por defini¢ao

(J(z,9), (z,y) = ((-y,2), (z,y)) = =(y,7) + (z,y) =

o que mostra (7).

Com relagao a (i7), considere u = (z,y) e v = (x1,y1). Entao,

((‘Tay>7 J(x17y1)> = ((l’,y), (_y17x1>> = —<l’,y1) + (y,l‘l) == [(x7y1) - (y,l'l)]

portanto,
(u’ J(U)) == [(—y,l‘), ($1,y1)] = _(‘](U)v U),
mostrando (i7).

Note que
J(x,y) - (_ya‘r) = J2(I‘,y) - J(—y,l’)
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o que implica,

mostrando a igualdade

mostrando (i77).

Finalmente,

1T @)I* = (J(u), J (u))

(= (w), u) = (u,u) = [Jul]?

logo,

17 ()]l = [ul

mostrando o item (iv).

Proposicao 3.9 Sejam q>1 e

T
X = {u 1[0, T] — R*: w ¢ absolutamente contz’nua,/ |u (£)]|9dt < o0 e u(0) = u(T)}
0

com norma
lullx = llullzago.ay) + llw [| Laory-
Entao
T ’ T , T2
min{/ (7 (1) u(t)) it / o (6)2dt = T} -~
weX 0 0 27
Demonstracgao:

Primeiramente, consideremos os seguintes conjuntos

M = {u €X; /OT |u (t)]|9dt = T}

N = {u c X;/OT (u’(t), Ju(t)) dt = 1} .

Desse modo vamos dividir nossa demonstracao em algumas etapas:
T
Etapa 1: O funcional u +— / (ul (t),J u(t)) dt é limitado superiormente no conjunto
0
M.

De fato, note que

/OT («' @), Jut)at = - /OT (7' (1), u(t)) dr.
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Para todo u € X, considere

1 /7
ﬂ:u——/ w(t)dt
T Jo

Afirmagio: /0 ' (0 (0. (t)) it = /0 ' (70 (6, u(t)) di.

De fato, para fixar as idéias, considere u = (uy, us) € R?. Por definigao

/OT (7 (0, 0)) at — /OT (<—u’2<t>, 0h(0), (“ - %/OT ur($)dt, a2 = %/OT “2“)‘“» “

o que implica,

/:(Ju/(t),ﬁ(t))dt:—/:%( dt——(/OTu )(/T g(t)dt)+/0Tu’1(t)u2(t)dt+
o ([ ) ([ o)

Sendo u1(0) = u1(T) e uz(0) = ua(T), tem-se

[ (i) ar=— [ wuas [

/OT <Ju'(t), ﬁ(t)) dt = /OT (u'l(t)UQ(t) - u;(t)ul(t)) dt

AT(hﬂﬂﬁUDdh:ATChﬂﬂw@Ddt (3.25)

mostrando a Afirmacao.

ou seja,

logo,

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

/OT (74 (1) u(0)) dt:/OT (7 (0).2(0)) dtZ—(/OT 1 ()] dt) (/ la )| dt)

Aplicando a desigualdade de Wirtinger a u, obtemos

ez (T “/“)”2“)% ([ e )Hth)%

Usando o item (iv) do Lema 3.6 e a defini¢do de @, segue

ou seja,

17u' @17 = llw' @)1 = 1@ @)1
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assim,

T, T [T

/ (74 (1) u(r)) dtz——/ I ()2, ¥ ue M

0 21 Jo
logo,

T, T (o 1?2

t t)) dt < — t)||“dt = — M
| (o) ar< o [Cwora =5 vae

ou seja,

/O ' (u’(t), Ju(t)) dt,

¢ limitado superiormente em M.
Seja
T !
sup / (1 (1), Ju(t)) dt = A, (3.26)
0

ueM

T

Etapa 2: O funcional u +— ||w (t)]|%dt é limitado inferiormente sobre N.
0
Com efeito, sendo ||u (¢)||? > 0, temos

T
/ |u'(t)||%dt >0, YueN
0

mostrando a Etapa 2.

Considere

T
inf/ I (H)|["dt = B.
0

ueN

Etapa 3: B ¢é atingido e B > 0.

Com efeito, Seja {u,,} C N uma sequéncia tal que

T
/ ||u;l(t)||th — B. (3.27)
0

Counsiderando

1 [T

Wy (t) = up(t) — —/ uy, (t)dt

T Jo

tem-se

Além disso, por (3.25) temos

/OT (4 (8), Jun(t)) dt = /OT (), (1), T (1))

/OT (o (0), T (t)) i = 1.

logo,



66

Por (3.27), |lw, ||z« ¢ limitada e pela desigualdade de Wirtinger segue que |w,||rs &
limitada, o que implica que (w,,) é limitada em X. Logo, existe uma subsequéncia, que

denotaremos por (w,) , tal que
w, = w em X.
Pelas imersoes de Sobolev, temos
w, — w em L([0,T])

logo,

ATG%@%JwAﬂ>ﬂ_%AT<M@LJw@0dt

AT(wuyquDdt:L

T
Usando o fato que / l|w,, (t)||%dt é convexa, temos
0

mostrando que

Jim / i (B > / ' (1)) 9dt

ou seja,
T
BZ/HM@Wﬁ (3.28)
0

Por outro lado, sendo

T
B—m/mmwt
0

uEN

devemos ter
T
Bg/Hw@Wﬁ (3.29)
0
Por (3.28) e (3.29)
T
B [ (o)
0
mostrando a Etapa 3.
T
Etapa 4: B = —
Sendo

[ SIS

T
iﬁ/\W@Wﬁ:B
0

ueN

existem v, € N e ¢, — 0 tais que

T
/H¢@wm:3+%
0



Denotemos B,, = B + ¢€,, assim
T !

JRCACIETES
0

Note que,
T "11e
[1GTe-
0 B
assim,
T ./ [9
T/ Ll dt =T
o g2
logo,
Tt e
Ta
/ il gt =T
0 B
Considerando
B,\«
Oy = | —
T
temos
T q
/ (v—”) dt =T
0 Qn
. Un, :
ou seja, g, = — € M. Assim,
O,
T ! T
1 /
/ <(U_") 7J(U_">>dt§A:>—2 <vn,Jvn>dt§A
0 Oy, Ay, an Jo
o que implica,
1
a_% < A.
Usando (3.30), temos
g T
A2 > —.
2 = Bn

Por outro lado, por (3.26), existem w,, € M e €, — 0 tais que

/OT (1), Jun(t)) i = A+ 6.

Fazendo A, = A + ¢,, temos

/OT (1), T (1)) di = A,

(3.31)

(3.32)
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Logo, por (3.32) ) ,
[ )=

ou seja,
Fn = w_Tll € N.
Az
Assim,
T T w "I1a
[ iEwraz = | (—) > B
0 0 A2
ou seja,
o
B2y [ i
Az Jo
portanto,
B<L
A2
passando ao limite quando n — oo, obtemos
T
B < —-. (3.33)
A2
Portanto, por (3.31) e (3.33) temos
T
B - —q-
Az
Etapa 5: A é atingido.
De fato, se B ¢é atingido em w € N temos
T /7
JRCCIRE:
0
assim,
T
, T
| ol =
0 A2
ou seja,
T 1 /
/ | Ao (1) %dt = T
0

Portanto, h(t) = Azw(t) € M e

logo,
g [/ (o) o (aim0)
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mostrando a Etapa 5. Logo,
T !
max/ (u (1), Ju(t)) dt =A, Yue M.
0

Desse modo concluimos que

min /OT (Jul(t), u(t)) dt

¢ atingido em algum ponto u € X, onde

T !
/ o (0)]dt = T.
0

Para u € X, considere

G(u') = |/ |7, Flu) = / (7 0. u)) dt e H(u) = /0T||u’<t>||wt.

Por defini¢ao

T

Flu+tsh)— Flu) /0 ) (J(u'<t>+sh'<t>>,u<t)+sh(t)) dt — /0 (Ju’(t),u(t)) dt

S S

Passando ao limite quando s — 0, encontramos

li £ 80 = Flw) / ' (7' 0).h(0)) it + / ' (70 (). u(v)) dr. (330

S

s—0

Sendo,

por (3.34),

T

(VF(u),h) = (Ju’ (1), h(t)) dt — /0 ' (h’ (1), Ju(t)) dt. (3.35)

0

T
Integrando / (h/ (1), Ju(t)) dt por partes e usando o fato de que u(0) = u(7'), encon-
0

tramos
/O ' (h’(t>, Ju(t)) dt = — /0 ' (Ju’<t), h(t)> dt. (3.36)
Substituindo (3.36) em (3.35), obtemos
(VF(u), h) =2 / ' (7 (0).h()) . (3.37)

Sendo
T
H(u) = / o (&)t
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Por defini¢ao

/0 (Il (2) + sk ()1 = | (£)]1*)at

S

‘H(u + sh) — H(u)

e pelo Teorema do Valor Médio, existe A € (0,1) tal que

[’ (£) + sh(B)]]” — [lu’ ()]

_ ‘(Hu/(t) + ASh'(t)llq)/Hsh'H'

consequentemente

[’ () + sh ()] — ||
S

<t>H‘I' < q 27l @+ IH @ IR ()]

T
Observe que usando a desigualdade de Holder e o fato que / |A (t)]|9dt < oo tem-se
0

gl @O+ B @I @) € L ([0, T)).
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Ver[2|), segue

(a0 = [ (al O 0.00) d.
Desde que
VG (1) = gllu (6)]1*%u (2)

ficamos com

(VH(u),h) = /0 ' (VG(U’(t)), h’(t)) dt.

T
Integrando / (VG(ul)(t), W (t)) dt por partes e usando o fato de que u(0) = u(7),
0

obtemos
/OT (vG(u')<t),h’(t)) df — — /OT (%va(u’)(t), h(t)) dt (3.38)

e consequentemente

(VH(u),h) = — /OT (%VG(u’)(t), h(t)) dt.

Pelo método do Multiplicadores de Lagrange em espacos de Banach, existe \; € R
satisfazendo

(VF(u),h) =X (VH(u),h)
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ou seja,

’

2/0T (Ju’(t), h(t)) dt = —\ /OT (%va(u (1), h(t)> dt, Y heX.

Portanto,

d / /

Considere G* a transformada de Legendre da funcio G. Se v = VG(u') temos u =

VG*(v), e assim, obtemos o sistema Hamiltoniano
v 4+ AJVG*(v) = 0. (3.39)
Observe que,
%G*(v) - <VG*(U), v’) — (VG*(v), ~AIVG () = —\ (VG (v), IVG*(v))

logo, pelo item (i) do Lema 3.6

d
—G*(v) =0
G W)
o que implica que G*(v) é constante.
Pelo Lema 3.4, temos
G*(U) _ q_Tp ||U||p
p

sendo G*(v) constante, segue que ||v|| é constante. Visto que,
v=VGu)=qlu|"% (3.40)
temos,
loll = gl "~

mostrando que ||u'|| é constante.

Por outro lado,
T
| Il =7
0

assim, ||u'|| = 1. Logo, por (3.40)

o que implica,

v o=qu . (3.41)
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Substituindo (3.41) em (3.39) segue
qu’ +AJu =0
ou seja,
" A !/
u +—Ju =0.
q
No que segue denotaremos — por A, assim

u' 4+ NJu =0. (3.42)

—27
No que segue vamos mostrar que A = T

De fato, para fixar as idéias, consideremos u = (uy,uy) € R? assim
w4+ AN =0s (ug,u;> + A (—u;, u/1> =0

o que implica,

" /
U — Ay =0

Uy + Auy = 0
assim,

u] — My =0

Uy + Ay =0
logo,

uy, + N, = 0.

Fazendo, y = ull, obtemos

Yy + Ny =0

y(0) = y(T)

que tem equagao caracteristica dada por
2+ A\ =0 (3.43)

com raizes complexas

r==+|\i

onde sem perda de generalidade podemos supor A > 0. Portanto, a solugao geral da

equagao (3.43) é dada por

y(t) = Crcos(At) + Casen(At).
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Sendo y(0) = y(T'), segue
Cicos(0) + Cysen(0) = Creos(AT) + Casen(AT)

obtendo,
cos(AT) =1

e consequentemente,

2km
= — 7.
A T ke

/OT Il (1) |2dt = /OT — (' (1), u() dt

Além disso,

usando (3.42), obtemos

T:/OTHu’(t)n?dt:/oT— (u”(t),u(t)) dtz)\/oT (Ju’(t),u(t)) dt

portanto,
T
/ T
/O (70 (0),u(t)) dt = -

2

/OT (7 (0).utt)) dt = 2% Vue M

atinge o menor valor quando k£ = —1. Portanto,

Observe que

2

' Ju' (1), u(t) dt:_T, Y ue M.
/0 ( ) 27

3.5 Dual Hamiltoniano

Nesta subsecao vamos considerar de maneira informal que os funcionais que con-

. ~ . . ., . 1 P .
sideraremos sao continuamente diferenciaveis em W ([0, 7). Além disso, vamos mos-
trar qual deve ser o funcional adequado afim de que os pontos criticos desse funcional

sejam solugoes do sistema Halmitoniano

q(t)=D.H(t,q,p)
p/(t) = _DacH(t7 q,p)-



74

Seja L(t,x,y) uma funcao suave definida em [0, T] x R?V tal que para qualquer (¢, ) €
[0,T] x RN, L(t,z,.) é uma funcao de Legendre. Considere H(t,z,.) a transformada

de Legendre de L(t,x,.). Assim,

H(t,z, 2) = (2,y) = L(t,2,y)

(3.44)
z=D,L(t,x,y), y=D,H(t,x,z2)
ou

H(t,z,z) = sup [(z,y) — L(t,z,y)], Vze€R"Y. (3.45)

yeRN

Se ¢ : [0,T] — RY ¢ ponto critico de

T /
ola) = | Lita.qi (3.46)
0

definida em um espaco de fungoes suaves T-periddicas, entao

d , ,
Afirmagao 1: aDyL(t,q,q) = D, L(t,q,q).

De fato, sendo ¢ continuamente diferenciavel em W *([0,7T]), para cada

v € WpP([0,T]), considere

F(\t) = L(t, g+ M, q + M)

T
B(A) = / FOL 1)t
0
assim,
T
(A = / F(\t)dt = ¢(q+ \v). (3.47)
0
Por outro lado,
! T T / ’
W) = / DyF (A £)dt = / DAL(t,q + Ao, + M)
0 0
sendo,
Dy\L(t,q+ \v, q + /\U/) = (DmL(t, g+, q + )\v/), v) + (DyL(t, g+, q + /\v/), v/>

temos,

T T
v (A) = / (DxL(t, q+\v,q + /\v/),v> dt +/ <DyL(t, g+, ¢ + ), v/> dt.

0 0
(3.48)
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T
Integrando / <DyL(t, q+ v, q/ 4 )\1/)7 Uf) dt por partes e usando o fato das fungoes
0

serem T-periddicas, obtemos

T ’ / / T d / /
/ (DyL(t,q + Av,q + v ),v ) dt = —/ (EDyL(t,q + Av,q + v ),v) dt
0 0
(3.49)
logo, substituindo (3.49) em (3.48),

T
1/)/()\) = / ((DzL(t, g+, q + )\U/), v) — (%DyL(t, g+, q + '), v>> dt.
0
(3.50)
Por (3.47),

o que implica,
¥ (0) = (¢ (q), v)- (3.51)

Substituindo (3.51) em (3.50), obtemos em A = 0

(¢ (q),v) = /OT <(D$L(t,q,q/),v> — (%Q,L(t,q,j),v)) dt, ¥ ve WP

Sendo ¢ um ponto critico de ¢,

Visto que
Co([0,T1) € w”([0,T))

tem-se

g / d /
/ <<DxL(t,q,q ),v> - (%DyL(t,q,q )w)) dt =0 Y v e Cy([0,T)).
0
Pelo Teorema de Dubois-Raymond (Ver [Apéndice C]), temos

i d !
DxL(tJQ7q ) - %DyL(t7Q7q ) =0

ou seja,

d ' '
o DuL(t.q.q) = DoL(t. 4. q)

mostrando a Afirmacao.

Considerando

p(t) = DyL(t,q,q) (3.52)
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temos,
p(t) = D:L(t,q,q ). (3.53)
Analogamente a (3.44), segue de (3.52)
q(t) = D.H(t,q,p). (3.54)
Por (3.44)
H(tv xz, Z) = (Z> y) - L(t7 T, y)

implicando que y = y(t, z, z). De maneira informal, obtemos por (3.44)
Dy H = (Dy,2,y) + (2, Dy,y) — Do, L = (DyL, Dyy)
sendo x e z independentes, segue

D, H=(z,D,y)— D, L—(D,L,D,y),

usando (3.44),
D, H=-D,L
mostrando que D,H = —D, L. Assim, por (3.53) temos

’

p(t) = —DyH(t,q,p). (3.55)
Afirmagao 2: As solugbes do sistema Hamiltoniano

qi(t) = DH(t,q,p) (3.56)
p(t) =—D,H(t q,p)

sao os pontos criticos do funcional

o(p,q) = /OT (p, q') dt — /OT H(t,q,p)dt.

De fato, primeiramente considerando

I(p,q) = /OT (nq’) dt

por defini¢ao

T

T
](p—i—sv,q—i—sw)—[(p,q)_/o <p+sv,q+sw)dt—/0 (p,q)dt

S S
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logo,

T
S W dt—l—s/
I(p+sv,qg+sw)—1(p,q) _ /o (p ) 0

B T(v,q/> dt+82/0T (U,w/> dt'

S S

Passando ao limite quando s — 0, obtemos

po L+ sv.q 4 sw) — 1(p,g) :/OT (pw) dt+/0T (v.0') at

S

s—0

ou seja,
T

[/(p, q).(v,w) = / [(p, w/> + (v,q,ﬂ dt. (3.57)

0

T
Integrando / <p, wl> dt por partes e usando o fato das fungoes serem T-periddicas,
0

[ wyar=- [ () (3.59)

substituindo (3.58) em (3.57), encontramos

I'(p,q).(v,w) = /OT [(U,q/ﬂ — (p/,w> dt.

obtemos

Por outro lado, se
T
K(p,q) = / H(t, q,p)dt
0

seguindo o mesmo raciocinio da Afirmacao 1,

T

K (p, ). (v, w) = / (DuH(t, q.p),w) + (DoH(t,q.p), v)] dt.

Logo,
¢ (p,q).(v,w) =1 (p,q).(v,w) — K (p, q).(v,w)

ou seja,

& (p.q)-(v.0) = / (nd)- [

Agora vamos mostrar que os pontos criticos de ¢ sao solugoes de (3.56).

' <p/, w) dt—/T (D H(t,q,p),w) dt—/T (D,H(t,q,p),v)dt.
’ ’ (3.59)

Analisemos os seguintes casos:

(i) Se (v,w) = (0,w), segue

[ )i [ oot a=o, v e
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o que implica,

/OT ((—P/ - DIH(t,q,p)> 7“)) A =0 ¥weG0.1)

portanto,

p =—D,H(t,q,p).

(ii) Se (v,w) = (v,0), obtemos

‘AT@Zde—ATU%Haqm%wdt:Q Vv e WpP([0,7))

e consequentemente,

T
| (¢ - DHtam) o) at =0 v o Cio.1)
0
portanto,
q/ - DZH(t7 Qap)

Por (i) e (ii) segue a Afirmacao 2.

3.6 Solucoes Peri6dicas para o Sistema Hamiltoniano

Convexo

Nesta secao trataremos da existéncia de solucoes periddicas para o sistema Ha-
miltoniano forcado

u = JVH(t,u)

e para o sistema Hamiltoniano livre
u = JVHu),

onde J é definido como no Lema 3.6 e V denota o gradiente com respeito a u.

No caso for¢cado assumiremos que H é T-periédica com respeito a t com o objetivo
de encontrar solugoes T-periddicas ou kT -periddicas para algum k > 2.

No caso livre, a energia é constante, pois

S (1) = (VH(®).4 (1)) = (VH(u(), JYH(u(t)

e pelo item i) do Lema 3.6
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mostrando que H (u(t)) é constante.

No que segue, assumimos as seguintes hipoteses sobre o Hamiltoniano H (¢, u):
(Hy) H é continua em R x R?V_ diferencidvel com respeito a u e VH (t,u) é continua
em R x R?V,
(Hz) H ¢é estritamente convexa com respeito a u.

(H3) Existem ¢ € (1,2), « > 0 e 3,7 > 0 tais que
Bllull* —a < H(t, u) < y[ull* + a.

(H4) H é T-periddica com respeito a t.

Observagao 3.3 Assumindo a hipdtese (Hs), existem q € (1,2), a >0 e 3,y > 0 tais

que
_a < H(t,u)
lall = lull

Passando ao limite quando ||u|| — oo, encontramos

Bllul|*™

«
< Ault + Tal ™ [[ull # 0.

H(t,u)
i

de onde concluimos que H é uma funcao de Legendre.

Denotaremos por G(t,.) a transformada de Legendre de H(t,.), isto é,

G(t,v) = (v,u) — H(t,u)
v=VH(t,u), uw=VG(tv)

ou

G(t,v) = sup [(v,w)— H(t,w)].

weRZN
1 1 -
Sep>2e—+ — =1, segue da Afirmagao (H3) e do Lema 3.4 que
p q
2

AN olP R
(7(]) p a < G(tv) < (ﬁq) ) + a. (3.60)

Denotaremos por X o seguinte espaco vetorial

v : R — R?*Nabsolutamente continua, T — periddica,

X = T T
/ v(t)dt =0 e/ llv (t)]|Pdt < o0
0 0
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com norma (Ver [Apéndice CJ)

T z
lolle = (7 [ 1ora)”.

e por ¢ : X — R o seguinte funcional

[ Ry ecurla

(3.61)

¢(v) =

T
Se v e WHP([0,T]) e / v(t)dt = 0, pela Proposigao 2.3 existe C' > 0 tal que
0

/0 lo()lPdt < © / I (O]ds

o que implica,
T / T / %
lelbviocoay < ([ I @lar+c [ 1 o)
0 0

RS

logo,
1 T ,
lellwosgory < (C+ 1)} ( | e <t>||pdt)
0

(7 [ wora)

Fixando €} = T#(C + 1)7, da tltima desigualdade

mostrando que
1
P

3=

1
lvl|wreory < T#(C +1)

[vllwieqoy < Cillv]lx- (3.62)
Por outro lado,
T Pl T, r z
o = (3 [ Wwora) < 5 ([ 1wopas [ pora)
0 5 0 0
Fixando Cy = T ficamos com
(3.63)

Collvllx < l[vllwrrom)-

Por (3.62) e (3.63), temos
Cillvllx = [[vllwreqomy = Collvllx,
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de onde concluimos que ||.||w1.r(o,m) € ||.||x sdo equivalentes em X.
Sendo WP ([0, T]) um espago de Banach com norma ||. ||y o,y para 1 < p < oo,
concluimos que X é um espago de Banach com norma ||.||x.

O funcional ¢ : X — R dado por

$(v) = /0 ' B (70) + G(t,v’)] dt

estd bem definido, pois usando (3.60) e o Lema 3.5, VG cresce no maximo até a

poténcia p — 1, ¢ € C*(X,R) (Ver [Apéndice B|) e

T
Afirmacdo 1: (¢ (v),h) = / (va(t,v’) - Jv,h’)> dt.
0
De fato, considerando I : X — R dado por

I(v) = /0 ' (Jz/,v) dt,

¢ simples verificar que I € C*(X,|R) e

Sendo,
(6 (0),h) = S(T'(0), 1) + (K (0), B}
temos,
Wk == [ (ron)des [ (V6 n)

T
(& (v), h) = / (V(;(t,v’) — Ju, h’) dt (3.64)
0
mostrando a Afirmacao 1.

Lema 3.7 Se v é um ponto critico de ¢, existe uma solu¢ao T-periodica u para

u (t) = JVH(t, u(t))

o(t) = —J (u(t) - %/OT u(s)ds) |

tal que



Demonstracao:

Por (3.64), .
(¢'(v), h) :/0 (VG(t,v') — Jv,h’> dt.

Sendo v um ponto critico de ¢,
T / /
/ (VG(t,v)—Jv,h)dtzo, VheX.
0

Dado ¢ € C§°([0,T7]), considerando

’ !/
tem-se, h, = ¢ e

/OT ho(t)dt = /OTap(t)dt—/OT% (/OTgo(s)ds) dt

ou seja,

Mostrando que h, € X.
Logo,

T ! ! T ! !
0_/ (VO(.v) —Ju.n)) dt_/ (VO(.v) — v @) dt, ¥ o e G(0.7))
0 0

o que implica,

D (VG(t, V) — JU) —0

onde D' denota a derivada no sentido das distribuicoes.

Consequentemente
/ / T /
(D VG(t,v ),<p> = / Ju g
0

ou seja,

D'VG(t,v) = Jv
portanto,

d / !

EVG(t,U )=Jv.
Considerando

u=VG(t,v)

82



temos
v = VH(tu)
assim,
= Y6y = a0
U= ,v ) =Ju
o que implica,
u = JVH(t,u).
Logo, u é solucao para
u = JVH(t,u).

Sendo VG e v T-periddicas, segue que u é T-periddica.
Observando que

J? = —1I,1 = identidade,

de (3.65) segue

! !/

Ju (t) = —v (t).
Integrando de 0 a s, obtemos
assim (Ver [3]),
ou seja,

Integrando de 0 a T,

/OTv(t)dt - /OTU(O)dt _ (/OT u(t)dt) +J (/OTu(O)dt)

T
e sendo / v(t)dt = 0, temos
0

—Tw(0) = —J ( /0 ' u(t)dt) + T Ju(0)

consequentemente,

83

(3.65)

(3.66)

(3.67)
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Por (3.66) e (3.67) segue

ou seja,

portanto,

o(s) = J (% /0 ' u(t)dt) — Ju(0) — Ju(s) + Ju(0)

o(t) = J (% /DTu(s)ds) — Ju(t)

o(t) = —J (u(t) - %/OT u(s)ds) |

[
Lema 3.8 O funcional ¢ € limitado inferiormente.
Demonstracao:
Para N
Tro(t)
t) =
wi) = =
([ 1wna)
0
temos,
o @ =
| 1w wpra
0
e consequentemente
T
/ Hw,(t)det:T.
0
Pela Proposicao 3.9,
T T?
Jw (1), t)dt> L
| (o) = -5
o que implica,
2
T» Ly T?
Jv (1), 0(0)) db =
[ (oam)az o
([ 1wira)
0
logo,
1 (T T,
§/0 (7001, 0(0) dt > - oll% (3.68)

Por outro lado, usando a equagao (3.60) segue

T , 1\¢1 [T,
G(t,v)dt > | — —/ v (t)||Pdt — oT
| ) (W>po||<>r|
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(% /0 ' Hv’(t)”pdt) T, (3.69)

e assim,

QI3

/OT G(t,v)dt > (%)

Por (3.68) e (3.69) tem-se

T
p

p

1\¢T T2
> (=) Zll% = o]k — oT.
cb(v)_(,yq) p||v||X vl —a

Q

Lema 3.9 O funcional ¢ satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale (PS).

Demonstragao:
Seja (v;) uma sequéncia em X tal que (¢(vy,)) é limitada e ¢ (v;) — 0. Pelo Lema

3.8,

P

1\«T T?
(2-)" Sl = -l - o < oo

e sendo (¢(vg)) limitada, existe M > 0 tal que

Usando estas ultimas desigualdades, tem-se (vy) é limitada em X. Logo, (vg) é limitada

em WHP([0,7]). Desse modo, existe uma subsequéncia, que denotaremos por (vy), tal

que
v — v uniformemente em (0,7 (3.70)
pois
W ([0, T]) — C([0,T)).
Sendo
{vr} Cc WHP([0,T7) (3.71)
segue que

{v} < L7([0, T7).

Visto que LP(]0,T]) é um espaco reflexivo, existe uma subsequéncia, que denotaremos
por (v;,), tal que
v, = w em LP([0,T]).

Por (3.71) temos

| e == [ uww a v v e cio.. (3.72)
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Por defini¢ao
o, = w em LP([0,T]) = o(v,) — p(w), Ve (L([0,T])".
Pelo Teorema da Representagao de Riesz (Ver [3])
T T
/ oL () (1)t — / w(t)p(t)dt.
0 0

Por outro lado,

Avmwww—lv@¢wﬂséHmw—wmwwWavwe%mfn

o /oT u(t)g (t)dt — /OTv(t)so'(t)dt‘ = C/OT lve(t) = v(t)]|dt.

Usando a desigualdade de Hoélder, segue

T T
/ vk(t)gol(t)dt—/ v(t)go’(adt‘ <C T foe— ol
0 0

De (3.70), segue

| wea— [ows 0 v oe ..

Usando (3.72), temos

| wteta == [Towswa v ¢ eciqo.m.

T

Integrando / v(t)¢ (t)dt por partes e usando o Teorema de Dubois-Raymond (Ver
0

[3]), obtemos

portanto,

v, = v em LP([0,T]). (3.73)

Observando que

VG(t,v,) — Ju, € LI([0,T])

podemos escrever,

VG(Zf,U;C) — Ju, = wp + fr



onde

1 [ :
wy = T/o VG(t,v,)dt.

/OT (va(t,u;) — Jug, h) dt = /OT <wk + fi, h’) dt

/OT (VG(t,v;) — Juy, h/> dt = /OT (fk, h’) dt.

Por outro lado, sendo ¢ (v;) — 0 tem-se

sup {

Desse modo,

mostrando que

/T (VG(t,v;ﬁ) — Juy, h/) dt
0

T
sup { / (fk7 hl) dt‘ ; “h/”Lp([O,T]) < 1} — 0.
0

Desde que fi € L9(]0,T]), existe ¢, € C([0,T]) (Ver[3]), tal que

R e oy < 1} —0

portanto,

1
| fe = YrllLago,r)) < T
Considere
1 /7
mt) = ault) = 7. [ eno)is
0
onde
¢
pr(t) = / Uil 12 ds.
0
Entao,

T T T
/0 fuhydt = /0 (fr — Vi) hydt + /0 Yphydt

ou equivalentemente

! T hk / T ! T !
||hk||Lp([0,T])/ fx <,—> dt = / (fx — Yx)hydt + / Yrhdt.
0 ”thLP([O,T]) 0 0

Usando (3.74) e o fato que ||y ||Le(o,r7) < C, podemos afirmar que

!

) T hy,
||hk||LP([0,T]) fr T dt
0 1]l 0,10)

— 0.

Além disso,

T T
/ (fe — Vi) hydt = / (fe — Ur)ordt < || fr — YrllLaqo.rpllorllLe o)
0 0

87

(3.74)

(3.75)
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o que implica,

! hidi < Sl <2
, et < el ooy < 7 = 0

consequentemente por (3.75),

T /
0

T , T
/“wmwz/\WWt
0 0

|kl Loy — 0 quando k — +oo.

Observando que
temos,

Por outro lado,

[ fellzagqorny = 1fe — ¥r + Yrllaqory < e — Pllzagory + 1kl ooy
ou seja,
1
| fill Lo,y < 1 %kl Za(po,77)

mostrando que

fr — 0 em L%[0,T7]).

Portanto,
VG(t,v,) — Jup —w = fr — 0 em L9([0,T]) (3.76)
onde
I :
wg = T/o VG(t,v,)dt.
Note que,

I :
funll < 5 [ I9GHE )l (377)

Sendo G(t,.) a transformada de Legendre de H(t,.), usando (3.60) e a Observagao 3.5

existem Cy > 0 e C3 > 0 tais que
IVG (0l < Collvg|P~ + Cs

logo, (wy,) é limitada em R?Y. Portanto, existem uma subsequéncia, que denotaremos

por (wy), e w € R?Y tais que

wr — w em RV,
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Usando (3.76),
v, = VH(fr + Jog + wy).

Por (H3) e usando o Lema 3.5 existem Cg > 0 e C7 > 0 tais que
[opll < Coll(fie + Jor + wie) |7 + Cs
o que implica,
lorll” < (Coll(fie + Tox + wi) || + Cr)".

Considerando

9 = Ce||(fi + Joi + wp) || + C,

temos,
/
[0l < gr-

Observe que

lgk|P < Csl|(fi + Jvi 4+ wpp) || 97VP 4 Cy

ou seja,

|9xl” < Csl|(fr + Jug + wyp) |7 + Cy.

Usando (3.76),
gr € LP([0,T7]).

Por outro lado, passando a subsequéncia se necessario,
v(t) = g(t) q.t.pem [0,T]

onde ¢ = VH(Jv + w). Pelo Teorema da Convergéncia Dominada Generalizado de

Lebesgue
T
| It = soPa 0 em (0.7
0
ou seja,
T ! /
| i) = o @)1pde — 0 em 2207
0
portanto,

v, = v em X.
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Teorema 3.10 Assumindo as hipdteses (Hy) — (Hy), existe uma solugao T-periddica
u para
u'(t) = JVH(t, u(t))

o(t) = —J (u(t) _ %/OT u(s)ds)

tal que

minimiza ¢ em X.

Demonstragao:

Uma vez que ¢ € C*(X,R), pelos Lemas 3.8 e 3.9 o funcional ¢ é limitado
inferiormente e satisfaz a condigao (PS).. Logo pelo Teorema 1.4 existe um ponto
critico v que minimiza ¢ em X.

Portanto, sendo v um ponto critico de ¢, pelo Lema 3.7 existe uma solugao T-
periodica u para

u(t) = JVH(t, u(t))

o(t) = —J (u(t) - %/OT u(s)ds)

tal que
minimiza ¢ em X.

Proposicao 3.11 Assumindo as hipdteses (Hy) — (Hy) e que u € uma solugao de
u'(t) = JVH(t, u(t))

verificando u(0) = u(T'). Entao

1\E1 T, T[T z
(—) -/ . (t)HPdtg—(/ Hu(t)||p> dt + 20T (3.78)
¥4/ P Jo 2m \Jo

2

5/ Ju(r) ot < o (/OT ||u’(t)||P)pdt+2aT. (3.79)

Assumindo as hipoteses (Hy) — (Hy), temos que H é uma fungao de Legendre e

Demonstracao:

existem ¢ € (1,2), « > 0 e 3,7 > 0 tais que

Bllull” = o < H(t,u) < llull + o,
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1\ | VH(t,u)|?
(%> __77——§(VH@uLw+2m

Sendo u solugao de

u (t) = JVH(t, u(t))

temos

Ju' (t) = =V H(t,u(t))

e P ,
4 p

Integrando ambos os membros de 0 a 7', obtemos

o que implica,

p

1\«1 [T o
— | - VH(t,u)|Pdt < —/ Ju ,w) dt + 2aT. 3.80
()5 [ ivnc [ () (3.50)

Observe que,
Ju'||* = (JVH(t,u(t)), IVH(t,u(t)) = (VH(t, u(t)), PV H(t, u(t)))

assim,

o |[* = IV H(t, w)||*. (3.81)

Substituindo (3.81) em (3.80) e usando a Proposicao 3.9, ficamos com

141 ™17 C
— )Pdt < — | = t)||Pdt 2aT.
()2 [ wowa <3 (3 [ wopa) +eo

P
q

2
1\«1 [T T 1 o, »
(2) 2 [ weorasl & ([ wopa) +2or
Yq P Jo T 0
1\61 [T, T T ’
1 —/)meWﬁg /|m@mwt +2aT.
vq) pJo 2 \Jo

1 1
Usando o fato que — + — = 1, tem-se
p g

Logo,

ou seja,

o

1\a1 [T T: /(T v
(—) L/ ||u<t>||pdts—(/ ||u<t>updt) 207
vq) pJo 2 \Jo

mostrando (3.78).
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Por outro lado, pela Proposigao 3.2
H(t,0) > H(t,u) + (VH(t,u), —u)

ou seja,

H(t,u) < H(t,0)+ (VH(t,u),u).

Usando (H3),
Allull” — o < H(t,u) < (VH(E,u),u) + H(Z,0)

H(t,0) < a.

Logo,
Bllull? < (VH(t,u),u) + 2a.

Seguindo o mesmo raciocinio usado para mostrar (3.78), obtemos

T ;
ﬁ/ [[u(t) Iqut<—(/0 ||u'(t)||p> dt + 2aT

demonstrando (3.79).

[ |
3.7 Subharmonicas
Considerando o sistema Hamiltoniano
Ju' (t) + VH(t, u(t)) = 0, (3.82)

uma solugao u de (3.82) em [0, 7] verificando
u(0) = u(T)

pode ser extendida pela T-periodicidade para R, obtendo-se uma solu¢ao u de (3.82)
satisfazendo

w(t+T) =u(t), VteR. (3.83)

T
Se (3.83) nao é satisfeita substituindo 7" por 7 onde k € N é tal que k > 2, T é

chamado periodo minimal de .
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Nesta se¢ao mostraremos que (3.82) admite solugao u tal que
u(t) =u(t+kT), VteR

para algum k£ > 2. Estas solugoes sao chamadas solugoes subharmonicas ou simples-
mente subharmonicas.

Teorema 3.12 Assumindo as hipdteses (Hy) — (Hy), para todo k € N*, existe uma

solugao, uy, kT-periodica para
u (t) = JVH(t, u(t))

tal que

|luk|lo = max [Jug(t)|] — oo quando k — oo.
te[0,T]

Além disso, o periodo minimal (T},) de wy, verifica

T, — oo quando k — oo.

Demonstracgao:
Sem perda de generalidade, podemos supor 7' = 27. Visto que toda solugao 7T-
periodica é também kT -perioddica, considere T' = 2kw, pelo Teorema 3.10 existe uma

solugao 2km - periddica de

w (t) = JVH(t, u(t)) (3.84)
tal que .
o(t) = —J (uk(t) _ % /0 uk(s)ds) (3.85)
o (v) = /0 . B (Jv’@),v(t)) + G(t,v’(t))] dt
em X.

Vamos estimar superiormente C = ¢y, (vy). Considere e € R*Y tal que |le[| =1 e

m = maz{G(t,v(t)) : t € R, ||v| = 1}. (3.86)

hi, = k cos (%) e+ k sen (%) Je
/ t t
h;, = —sen (E) e+ cos (E) Je

Se

temos
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e consequentemente,

1|2 = (—sen (E) e + cos (E) Je, —sen <E) e + cos (E) Je)

de onde encontramos,

/ t t t t
|y ||* = sen? <E) lel|* + 2 (e, Je) (—sen (E) cos (E)) + cos® (E) | Je|)?.

Por definigao ||e]| = ||Je|| = 1 e por (i) do Lema 3.6 temos (e, Je) = 0. Portanto,
/ t t
|2 || = sen? (E) + cos® (E)

1]l = 1. (3.87)

donde concluimos que

Além disso,

Cho < du(hy) = /O " E (700 b)) + G(t,h}c(t))l dt.

Usando (3.86) e (3.87), temos

Oy < /0 . B <Jh;(t), hk(t)> + m} dt

assim,

2k 1 ,
Oy < / 5 <Jhk(t), hk(t)> dt + 2km. (3.88)
0

Por outro lado,

(Jh;(t), hk(t)) - (—sen (é) Je — cos (%) e,k cos (%) e+ k sen (%) Je>

o que implica,

(Thi0), (1)) =~ sen? (%) | 7el| = & cos? (é) el

e portanto,
(Jh;(t), hk(t)) S (3.89)

Substituindo (3.89) em (3.88) tem-se

2km
Ck S — / k dt + 2kmm
0

N | —
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assim,

Cr < 2kmm — k*7. (3.90)

Afirmagao 1: ||ug|loc — o0 quando k — oo.
De fato, Se |lug|| ndo converge para 400, existem Cy > 0 e uma subsequéncia
(ug, ) tal que

[k, [l oo < Cs.

Observe que, VH|[07T]><R2N é continua e usando (3.84) temos

g, lloo < maz{|TVH(t,2)| : t € [0,T], ||| < Ca}

portanto,
g, lloo < Cs.
Usando (3.85) obtemos
| 2k
vk, lloo = ||k, ~ 2 uy, (8)ds .

o que implica,

1 2k
o lloo < It lloo + / g, ()| oodls
0

2km
logo,
1 2km
0o SO+ — Cy d
[0k, [0 < 2+ o5 ; 2 @S
ou seja,
[0k, [loo <2 Co.
Analogamente,
[0k, lloo < Cs.

Desse modo existe C' > 0 tal que
[0k, lloc- Vg, [loo < C-

Note que,
(Teiwr) 2 = | (T ve) | 2 =170 el = =l el

Sendo
Oy = /0 - [% (ng(t),uk(t)) el v;c(t))} dt
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temos,
anﬂ-l , 2knm ,
Cooz= [ Sl ol o e+ [ Gt} )
0 0

Por outro lado, usando (3.60) obtemos
G(t,v,) > —a.

logo,
Cy, > —k,Cm — 2k,ar

o que implica,

o que é um absurdo, pois por (3.90) e (3.91) segue

-2k, (% + a) < —kfﬂr + 2k, m™m

donde segue,

-2 (%—1—@) < —k,+2m

ou seja,

k, <2m+ C — 2«

mostrando que (ug,) é limitada, o que é um absurdo. Portanto,
|uglloo — 00 quando k — oo

mostrando a Afirmacao 1.
Afirmacgao 2: T}, — oo quando k — oo.

Com efeito, caso contrario existe 7 > 0 e uma subsequéncia (7}, ) tal que o periodo
minimal T}, de uy, satisfaz T, < 7 onde n € N* e k,, — oc.

Pela Proposicao 3.11, existem A; > 0, j = 1,2, 3,4, tais que

2

Lo, ’ 7_a
[l < A+ aar (3.92)
0

Ty, )
| e < AT+ AT, 3.99
0

Considere

Uk, = Uk, + Uk,

n
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onde,
1T
Uk, = 7 Uk, (t)dt
T, Jo
Observe que,
/ /
uk" — Uk;n

pela desigualdade de Sobolev (Ver Proposicao 2.1),

- Ty, [T
e < 75 [ P

Sendo p > 2, por imersoes de Sobolev

Wr"([0,7]) — Wy ([0, T])

Tkn Tk" /
iz, < 2 ( / Huknupdt)
0

2 P
T T4
1% < O35 (A% +AZT>

assim,

AN

Usando (3.92) tem-se

logo, ||k, || € limitada.

Por outro lado, temos

__ 1 [Tk
I e < / OIL
kn JO

usando a desigualdade de Hélder, segue

1

1
- 1 T, D Ty, q
I o < (/ 1p) (/ HUkn(t)H"dt)
kn 0 0

Usando (3.93) tem-se

_ 1 [ 2 2 a
|k, oo < T 1 (A3qun + A4Tkn>

assim,
1 -
249

?'B\H

[tk [loe <

Jro T
Ty \AsTy + ATy,
o que implica,
1
_ 24 1 241 1 141
oo < == (A;T,;j P AT )
k

n
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ou seja,

1
q 1 2 41 1

_ 24 L 2+ 1
0 < o ({77 + i)
k

n

Observe que,

L2 1,12 1 .2 g
p ¢ p oa ¢ q ¢ ¢
o que implica,
2 —q
—+—2:1+ 2 > 1
p q q
pois, sendo g € (1,2) tem-se
9 _
q2q>0

Portanto,
. 1 24l H
[k, lloo <20 (AgTe® 7 " + A ).
mostrando que ||y, ||« € limitada.

Pela defini¢ao de uy, segue que ||uy,, || € limitada, o que é um absurdo. Portanto,
T, — oo quando k — oo

mostrando a Afirmacao 2.

3.8 Oscilagoes Livres com Periodo Minimal Prescrito

No que segue considere as seguintes afirmagoes sobre o Hamiltoniano livre H (u):
(Hs) H € CY(R*" R)
(Hg) H ¢ estritamente convexa com respeito a u

(H7) Existem ¢ € (1,2), « > 0 e 3,7 > 0 tais que
Allull® = a < H(u) < yljul* +a,

e considere G ¢ a transformada de Legendre de H.

Observacao 3.4 Assumindo (Hs) — (H7), podemos supor sem perda de generalidade
H(0) =0.

De fato, usando (H7) e passando ao limite quando ||u|| — oo, temos

lim (B)|lul|! —a) < lim H(u) < lim (y]|ul]?!+ «)

[lull =00 lull—o0 llull—o0
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logo,

H(u) — oo quando |ju|| — oo.

Assim H possui minimo em algum ponto ¢ € R*V.
Considere,
ho = H(q) = min H(z)
zeR2N
e a funcdo H : RN — R tal que

H(v) = H(v+q) — ho.

Por defini¢ao
H(v) >0, YoeR>.

Observe que

ou seja, H possui minimo no ponto 0.

Por outro lado,

onde 1 = v+ q. Se

usando v’ = v’ e VH(u) = VH(v) tem-se
u (t) = JVH (u(t)).

No que segue, podemos assumir que H(0) =0 e VH(0) = 0. Sendo G a transformada
de Legendre de H, obtemos

G(u) >0, V uecR?™

e
G(0) = (v,0) — H(0) =0
logo,
miQIi] G(u) = 0= G(0)
Portanto, N
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Teorema 3.13 Assumindo (Hs) — (H7) e H(0) = 0, existe Ty > 0 tal que para todo
T > 1Ty, a equacao
u' (t) = JVH (u(t)) (3.94)

admite solugao nao-trivial ur com periodo minimal prescrito T. Além disso,

|lur||oo — 00 quando T — oo.

Demonstracao:

Pelo Teorema 3.10, para todo 7" > 0 existe uma solugao ur para

u'(t) = JVH(u(t))

tal que :

vp(t) = —J (uT(t) - % /0 uT(s)ds>
o br(v) = /0 ' B (7' (0).0(0)) + G (t))] dt
em X.

Vamos estimar superiormente Cp = ¢r(vr). Consideremos e € R2N tal que
el =1e

m = max G(v).
lvll=1

o — T 27rt . T 27rt 7
T_QWCOS i e 27_[_8671 - e

repetindo os mesmos argumentos usados na demonstracao do Teorema 3.12, obtemos

Se

T2
Cr < ——+mT
47

|ur]|eo — 00 quando T — oc.

Além disso, se

T >1Ty=4mm
temos
T2
— >mT
47
o que implica,
2
ml —— <0
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ou seja, se T' > Ty = 4mm devemos ter
Cr < 0= ¢r(0)

mostrando que ur é uma solugao nao trivial.
Afirmacgao: A solugao ur tem periodo minimal 7.

T
Com efeito, caso contrario up é (E>—peri<’)dica para algum k > 2. Entao

é T-periddica, pois

o(t+T) =k vr (#) (3.95)
(5 ()
Logo

t+T t I t
() = (o () -7 e (7))
mostrando a igualdade
t+7T t
(% <T) = Ut (E) . (396)

Substituindo (3.96) em (3.95) tem-se

ou seja,

v(t+T) =v(t)

t
mostrando que v(t) = k vy <E) ¢é T-periodica.

Além disso,

¢T(v):%/: (JU’T (%),kw (%))dt—l—/oTG(v/T (%))dt
or(v) =§/OT <JU’T (é) Jor (%))dH/OTG(U’T (%))dt.

Considerando s = % temos dt = kds, logo

or(v) = %2/05 (JU/T(s),vT(s)> ds + k/o

ou seja,

=4

G (UIT(S)) ds. (3.97)
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Definindo
£(s) = (Jur(s). vr(s))

observe que

k

/OT F(s)ds = /0 s + / F)ds 4ot [0 s [ fs

k

[ o=k [ " fsyas.

Substituindo a tltima igualdade em (3.97) e usando um argumento semelhante para

ko
/ G (vT(s)> ds, ficamos com
0

or0) =& [ (nier) s+ [ 6 (v9) as

(k—1)T T

o que implica,

ou ainda
k—1 [T/,
61(v) = dr(vr(t)) + 5~ (JUT(t), UT(z>) dt.
0
Desde que,
G(v) >0,V v e R¥
tem-se

71

0> dr(vr) > / 5 (700 0r(0))

0

o que implica,
1/,
/ - (JUT(t), vT(t)> dt < 0.
0 2
Portanto,

or(v) < or(vr)

o que é um absurdo. Mostrando que uy é T-periddica.

3.9 Oscilacoes Livres com Energia Prescrita

Se u é solugao do sistema Hamiltoniano livre
u (t) — JVH(u(t)) =0

sabemos que H(u(t)) é constante.
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As orbitas de u'(t) = JVH (u(t)) em uma hiper-superficie S, ¢ o conjunto
{u(t) e R*N /' (t) = JVH(u(t)),t € [0,T] e H(u) € constante}.
Lema 3.10 Sejam Hy, Hy, € CY(R?* R) e ¢y, ¢y € R tais que
S=Hy'(c1) = Hy ' (c2).

Se
VH;(u(t)) #0, i=1,2, YueS,

entdo as orbitas de u' (t) = JVH;(u(t)), i = 1,2 em S sdo as mesmas.

Demonstracao:

Seja uy : [0,T] — S solugao de
u' (t) = JVHy(u(t)).

Sendo S uma hiper-superficie, VH;(u;(t)) e VHy(uy(t)) sdo paralelos ao vetor normal
ao plano tangente S que passa pelo ponto u(t). Portanto VH;(uy(t)) e VHy(ui(t))

sao linearmente dependentes. Assim, existe uma fungao A : [0,7] — R tal que

o que implica,

IV Ha(ur ()] = MO [[VHi (ua ()], ¢ € [0,T].

Visto que VH;(u(t)) # 0,1 =1, 2, tem-se
A(t) #0, Vtelo,T]. (3.98)

Observe que,
b V Hy(us (1)), VHi (u (1))
|V Hy(ug(2))]]?

e sendo Hi, Hy, € CY(R?M,R), podemos concluir que X é continua. Usando (3.98), o

A(t) =

fato de A ser continua e o Teorema do Valor Intermediario (Ver [9]), temos que
At) >0 ou At) <0, Vtel0,T]. (3.99)

Considere a fungao v : [0, 7] — R tal que



104

Afirmagao: ¢ é um difeomorfismo sobre sua imagem.

De fato, sendo

/ 1

@b(s):m

usando (3.99) segue

’

P (s) >0, Vsel0,T]

ou

’

W (s) <0, Vsel0T]

mostrando que 1) é injetiva.
Sendo v continua e injetiva, existe pelo teorema da Fungao Inversa =1 : ([0, T]) —

R tal que ¢~ é continua. Visto que
P (s)=—— e As)#0, Vse|0,T]

pelo Teorema da Regra da Cadeia, ¢~! ¢ derivavel para todo s € ([0, T]). Logo, v é
um difeomorfismo sobre sua imagem. Mostrando a Afirmagcao.

Considere a fungio uy : ¥([0,T]) — RV tal que

Logo,
/ r 1
u2(t) = U W (t))w'(s)
o que implica, X
u2(t) = U1(¢_ (t)) wl(¢_1(t))

ou seja,
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e usando a definicao de 1,
uy(t) = A ($7(8) TV Hi (ua (47 (1))

visto que ¥~ (¢) € [0, T, logo

Uy (t) = JV Hy(us(t)).
Por outro lado, se considerarmos us : [0,7] — S solugao de

u' (t) = JV Hy(u(t)).
Usando o mesmo argumento devemos ter

uy (t) = JVHi(usi(2)).

|

Lema 3.11 Sejam H € CYR* R) e ¢ € R tais que VH(u) # 0 para todo
u € Hl(c) = S, onde S a fronteira de um conjunto C compacto e estritamente

convexo com 0 € intC. Se j.: R™ — R, € tal que

jo(u) = inf {/\ > o;% e C}

temos:

(i) £ (1) =5

(ii) F é homogénea positiva de grau 3
(i3i) F € CY(R*,R)

(iv) F ¢ estritamente convezra

(v) Existem (3, > 0 tais que
3 3
Bllull> < F(u) < ~llul>
(vi) VE(u) #0, YueS.
Demonstragao:
No que segue vamos fazer algumas observacoes que serao utilizadas na demons-

tracao do Lema.

I: Sewue C entao j.(u) <1.



106

De fato, sendo u € C' temos

1€{A>Q§€C}

e pela defini¢ao de j,
]C<u> <1

mostrando .
IT: u € intC se, e somente se, j.(u) < 1.

Com efeito, se u € intC entao (1 + €)u € C' para € > 0 suficientemente pequeno,

assim
1 U
G{A>&—EC}
1+e€ A
logo,
) < —— <1
c\U) >
J 1+e¢
isto &,
Je(u) < 1.

Reciprocamente, se j.(u) < 1 existe « tal que
. u
Je(u) <a <1l com —eC.
a

Sendo 0 € intC' existe § > 0 tal que Bs(0) C C. Para todo v € C, usando o fato de C'

ser estritamente convexo, temos

u—l—(l—a)v:a<g> +(1—-awel
logo,
B(u, (1 —«a)d) C C
ou seja,

u € intC

o que mostra II.
III: Se j.(u) =1 entdao u € OC'.

De fato, se j.(u) = 1 existe uma sequéncia (A,) com A, > 1 tal que

U
An 1 — e C.
— e . S
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Observe que,
u

/\_na

= lim

n—o0

e sendo C' fechado, devemos ter u € C.

Portanto usando I, IT e III e o fato que C' é fechado, tem-se
u € dC se, e somente se, j.(u)=1. (3.100)

Portanto, j; (1) é o conjunto de pontos de dC, isto &,

Observe que
we F(1) & F(u) =1 (ju(u)
Portanto F~!(1) = S, o que mostra (7).
Para mostrar (ii), note que para t > 0

Je(tu) :inf{)\ > O;%u € C’},

o que implica
ou seja,

Portanto,

F(tu) = (jo(tu)? = (tj.(u))? =12 (jo(u))? = t2 F(u),

mostrando (ii).
Com relagao a (4ii), primeiramente sejam U = {(u, \) € R*¥ 1y £0 e X > 0}
e considere a funcao G : U — R dada por

G(u,\) = H (;) e

Observe que,

G(u,A):()«:)%eS@jc<—>:1

logo,

G(u,\) =0 < j.(u) = A
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Por outro lado,

o= (v (5) )

a0 =5 (4 (5) 3)

) = _jc(lu) <VH (jc?u)) ’jc?u)) |

Usando o fato de 0 € intC' segue

) = _jc(1U) (VH (jfu)) ’jfu)) 7Y

Pelo Teorema da Fungao Implicita, para cada u € R?*M \ {0} existe B = Bs(u) C R*N

o que implica,

ou seja,

e um intervalo J = (j.(u) — €, j.(u) + €) tal que, existe uma tnica fungao £ : B — J
de classe C' satisfazendo

G(z,£(2)) =0, V=zeB.

Pela unicidade da fungao £ temos

portanto,

FeC'(B,R).
Sendo u qualquer em R?Y \ {0}, concluimos que
FecC" (R*V\ {0},R).

Por outro lado,

OF ( _ p FOHN) = FO) _ (o Gelth)? — (o(0))%
ah’ t—0Tt t b0t t
o que implica,
OF ) _ pi 12 0e()
- =1 vm\Je\lv))
o= I
logo,
oF

Z_(0) = lim t7j.(h) = 0.
a5 (0) lim je(h)

Agora iremos mostrar que

F(0+ ) — F(0)
i

— 0 quando ||h]] — 0.
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Sendo F'(0) = 0 e considerando r(h) = F(h), temos

ou seja,

(s (nhnﬁ))g — r(h)
e (ﬁ)) —i(h)

. T(h) . 1 h
lim ——= = lim ||h||2 F <—) =0
h—0 ||h|| h—0 ||h||

o que implica,

assim,

mostrando que
F(0+h) — F(0)
172l

— 0 quando ||h|| — 0

) 1
de onde segue F'(0) = 0. Obviamente VF' é homogénea positiva de grau 2 logo

lim VF(u) = lim VF (||u||HZ—H> = lim |juVF (ﬁ) he R

llull—0 lull—0 lull—0

lim VF(u)=0= VF(0)
llull—0
ou seja, F' é diferenciavel no ponto 0 e VF é continua no ponto 0. Portanto

F e C'(R*N R)

mostrando (7).

Com relagao a (iv), para u,v € R™ fixe

Ae{A>o;§ec}

,ue{,u>0;960}.
1

Usando a convexidade de C,

u+v A u 1 v
= - — |- €l
A p >\+#(>\>+>\+M<M)

pois, fixando
0<t=-—F <1
A+
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tem-se
u—+v

A+u:(1_t)(§>+t<%)

A+ue{6>0;u+vec}.

€ consequentemente,

0

Usando propriedades de infimo, tem-se

inf{/\>0;§EC’}-I—z'nf{,u>0;%EC’}Zinf{9>0;u_gvEC’},

ou seja,
Je(u+v) < je(u) + Je(v).
Se0<a<leuvelR™

Je((I = a)u+ av) < jo((1 — )u) + jo(av)

o que implica,

Je((1 = a)u + av) < (1 = a)je(u) + aje(v)

o que mostra que j. é uma funcao convexa.

Sendo C' um conjunto estritamente convexo, para u,v € C' com u #vef € (0,1)

0 (ﬁ) +(1-0) (J(Lv)) € intC.

‘”(e(ﬁZw>+”l_9>(ﬁZo))<:L

Para cada t € [0, 1], considerando

temos

Usando 11,

_ tje(u)
tje(u) + (1 = t)je(v)
tem-se
. (1 B t)jc(v>
P i (- 05w)

Je(tu+ (1 —t)v) < tje(u) + (1 —t)je(v)

mostrando que j. é uma funcao estritamente convexa. Portanto, sendo F' a composi-
¢ao de duas funcoes estritamente convexas, concluimos que F' é estritamente convexa.

Mostrando (iv).
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Para a prova de (v), observe que existem 7, 5 > 0 tais que

usando (i7) tem-se

o que implica,

Bllul? < Flu) < ~llul?

mostrando (v).

Finalmente, para mostrarmos (vi) observe que F'(0) = 0 e usando o fato que a
funcao F' é estritamente convexa segue que 0 é o tinico ponto critico de F'. Logo, sendo
F~1(1) = S devemos ter

VF(u)#0, YVues.

Teorema 3.14 Sejam H € C*R?*M R) e ¢ € R tal que VH(u) # 0 para todo
u € S = HYc) onde S € a fronteira de um conjunto C' compacto e estritamente

convexo com 0 € intC'. Entao existe pelo menos uma orbita peridodica para
u (t) = JVH (u(t))

com u(t) € S, VteR.

Demonstragao:
Considere G a transformada de Legendre de F', onde F' é a fungao definida no

Lema 3.11. Do Teorema 3.10, existe uma solugao u (27)-periddica para

u (t) = JVF(u(t))

o(t) = —J (u(t) - % /0 2Wu(s)ds>

o(v) = /0 - {5 (70 (0).0(0) + G(t,z/(t))] dt

em X. Pelo Lema 3.11, existem (3,7 > 0 tais que

tal que

minimiza

3 3
Bllullz < F(u) < 7llulf>.



Considerando p =3 e ¢ = %, segue do Lema 3.4
2\* |lv)? 2 \* [loff?
— <G <[ — _
(37) 3 (v) < 3 3

h(t) = (cost)e + (sent)Je, com e € R*N

Se

usando o mesmo argumento utilizado na demonstracao do Teorema 3.12 tem-se

Assim,

2
min ¢(v) < 6(h) < —rlle]? + 2m (3> llell®

veX
2

e fixando |le]| < obtemos
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min ¢(v) < 0 = ¢(0). (3.101)

veX

Portanto, usando a hipdtese que v minimiza ¢, segue por (3.101) que v # 0, o que

implica que u # 0.

Por conservacao de energia e pelas propriedades de F', segue
F(u(t))=d>0, VteR.

Considere

w(t) =d iu(dst), VteR.

2
Observe que w é (d—T)—peri(’)dica. De fato, temos

3

2
w (t + —7:) = d_gu(d%t + 2m)
dz
sendo w uma funcao (27)-periodica, segue
2
w (t + —7:) =w(t).

3

Por outro lado,

Fw(t)) = F (d—%u(d%t>) —1

Ju (d%t) .

Além disso,

Wl
ol

Jw'(t) = d=5 Ju (d%t) A5 =d
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Sendo,
u/(t) = JVF(u(t))
obtemos,
Juw' (t) = —d3VF (u (d%t)>
o que implica,

Jw'(t) = —VF(w(t))

ou ainda,
w' (t) = JVF (w(t)).
. [ 2m -
Logo, w é solucao (d—1>—per16dlca de
3

u (t) = JVF (u(t))

com F(w(t)) = 1.

Pelo Lema 3.10, os sistemas Hamiltonianos
w(t)=JVF(ut) e u(t)=JVH(u(t))

admitem a mesma oOrbita para



Capitulo 4

Pontos Criticos de Funcionais

Invariantes

Nosso objetivo neste capitulo é obter resultados de multiplicidade de pontos cri-
ticos de funcionais invariantes por uma acao de S?.

Quando o problema apresenta simetrias, isto é, quando existe um determinado
grupo G agindo de uma forma continua no espago X, onde X um espaco de Banach
e G = S' ¢ um grupo topolégico compacto, e o funcional ¢ € C'(X,R) ¢é invariante
sob esta acao, é possivel mostrar que o funcional ¢ possui muitos pontos criticos. Para
tanto, vamos introduzir conceitos, tais como, S'-indice e funcionais invariantes. Vamos
mostrar também uma versao mais geral do Lema de Deformacao, para o qual vamos
trabalhar com funcionais invariantes e com vizinhanca invariante.

Neste capitulo apresentaremos a teoria de representacao de grupos topologicos
compactos em espagos de Banach (ou grupo de representagao por operadores lineares).
O grupo S* tera grande importancia para o estudo de solucoes periddicas dos sistemas
Hamiltonianos livres, uma vez que, se u(t) é solugao de tal sistema o mesmo acontece
com u(t + 0) para cada 6 € R e portanto, se u(t) é T-periddica vemos o surgimento da

representacao L(#) do grupo R/TZ ~ S* dado por

(L(O)u)(t) = u(t + 0).
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4.1 Sl-indice

Suponha que {L(6);0 € S'} ¢ uma dada representacao isométrica de S* em X,
isto é, para cada, § € S', L(f) : X — X & um operador linear e com as seguintes
propriedades:

(i) L@l = ul

(ii) L(6y + 0y) = L(01)L(65), ¥V 61,0, € S!

(iii) L(0) := 14

(iv) (0,u) — L(0)u é continua

(v) L(0+27m) = L(0).

Definigao 4.1 A drbita de um elemento u € X € o conjunto o(u) = {L(0)u; 6 € S'}.
Um subconjunto @ C X € invariante se L(0)Q = Q, para todo 0 € S*. O grupo St age

livremente em um subconjunto invariante Q se L(0)u = u para algum 0 € S' e para

algum u € €2, implica § = 0.

Definicao 4.2 Uma aplicacao T entre dois conjuntos invariantes diz-se equivariante
se To L(0) = L(0) oT, para todo 6 € S*.

Definigao 4.3 Um funcional ¢ : X — R € invariante se ¢ o L(0) = ¢, para todo
ge S

4.2 O Lema de Deformacao

Lema 4.1 Sejam ¢ € C'(X,R) e § € S*. Se ¢ € invariante, entdo
(i) (&' (L(O)u), h) = (¢ (u), L(~0)h)
(it) |¢' (LO)u)|| = [|¢' (w)]-

Demonstragao:

Por definigao,
/ O(L(O)u + th) — ¢(L(0)u)

(¢ (L(O)u), h) = 1:301 ; = ltliIOl ;
Sendo ¢ invariante,
(&' (L(O)u), h) = lim du+ L<—91<th)) —ou) _ im ¢(u + tL(—f)h) — ¢(u)

logo,
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o que mostra (7).

Sendo

segue que

/

(@ (L(O)u), h) < |6 ()| L(=O)h]| = [l¢' (w)l[I 2], VA € X.

Considerando h € X com ||h|| < 1, tem-se

(¢ (L(O)u), )
7]

lo' (L(O)u)ll = sup < [l¢'(w)

Inl<1
ou seja,
6" (L) < [l (w)ll- (4.1)
Por outro lado, dado h; € X, ||hy|| < 1, existe h € X tal que

pois L(—0) é sobrejetiva. Assim

/

(@' (u), hn) = (¢ (L(B)u), L(8)ha)

desse modo,
(@ (w), ) < |6 (LOWNI O] = [|¢ (LO)u) ]|l
portanto,
19" (W)l < 16 (LO)w)ll- (4.2)
Usando (4.1) ¢ (4.2), tem-se
o' (w)ll = |’ (L@)w)ll-
m

Lema 4.2 Sejam ¢ € C*(X,R) e Y = {u € X;¢ (u) # 0}. Se ¢ ¢ invariante, eriste

um campo vetorial pseudo-gradiente equivariante para ¢ em Y .
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Demonstracao:
Primeiramente note que usando o Lema 4.1 é facil verificar que o conjunto Y é
invariante. Pelo Lema 1.1, existe um campo vetorial pseudo-gradiente w : Y — X.

Considere v : Y — X dada por

1 2
o) = 5- /0 L(=0)w(L(O)u)dd, ¥ ueY.
Assim,
1 2 1 2
o)l < 5 [ NE=Ow(L@ud = 5= [ (Lo,
Usando o fato de que w é pseudo-gradiente e o Lema 4.1,
1 2 , 1 2 ,
ol < 5= [ 216 @O0 = 5 [ 216 w)as
e portanto
oG}l < 2016wl
Por outro lado,
, 1 2 , 1 2m ,
(@ o) = 5 |6 @, 0L}t = o [ (6 (Lo wLe)w)ds
e consequentemente
: [
(@ o) = 5 [ 16/ LO)w|Pap

ou seja,

wwww>iAWwww

- 27

mostrando que

(@' (u), v(w) = 16" (w)]*

Observe que,
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isto é,

mostrando que v é equivariante.

Finalmente, considerando u € Y, observando que Y ¢ invariante e
A={L0Ou)),0cS'}CY
tem-se que A ¢é invariante. De fato, seja v € A, assim v = L(f)u e
LO)LO)u = L + 0)u = L(o)u, onde o€ S
Assim,
LO)AC A, Vhe S (4.3)

Por outro lado,

isto é,

o que implica,
AC LA, Vbe S (4.4)

Por (4.3) e (4.4) segue que A é invariante.
Agora considere a seguinte afirmacao que seré bastante utilizada nesta secao.
Afirmagao 1: O conjunto As = {u € X;dist(u, A) < ¢} é invariante.

Com efeito, se u € L(6)As, por defini¢ao
dist(u, A) = inf{|lu—v|;v e A}
o que implica para u = L(6)z

dist(u, A) = inf{||L(0)z — L(O)w|, w € A}
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assim,
dist(u, A) = inf{||z —w|, we A}
ou seja,
dist(u, A) = dist(z, A) < 9
mostrando que
L(0)As C As, ¥ 0 € S*.
Por outro lado,
L(0) (L(—6)As) € L(0)As
isto é,
L6 —0)As C L(0)As
o que implica,
As C L(9)As, ¥ 0 € S*.

mostrando a Afirmacao 1.

Considere uy,us € Bs(u), usando o fato que As é invariante, segue
1 2w
[o(u1) —v(ug)]| < ﬁ/o I L(=0)[w(L(O)u1) — w(L(B)u2)][|d0

o que implica,

1 2
[o(wr) = v(ug)|| < %/0 lw(L(@)ur) = w(L(B)usz)||db

considerando § > 0 tal que w ¢é localmente lipschitziana em Bs(L(0)u), existe uma

constante [ tal que

l 27
[o(ur) = v(ug)|| < %/O [1L(6) (ur = us)||df

e assim,
[v(u1) — v(ug)|| < 1ffur — usl|

mostrando que v é localmente lipschitziana. Portanto, v é um campo vetorial pseudo-

gradiente equivariante para ¢ em Y.
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Observagao 4.1 Note que para mostrarmos que um conjunto 2 C X € invariante,
basta mostrarmos que L(0)Q C Q , ¥V 0 € St. Além disso, usando a Afirmagio 1 do
Lema 4.2 concluimos que se o conjunto €1 € invariante entdo a funcao distdncia dada

por
dist(u, Q) = inf{||u —v|j;v € Q}

€ 1uvariante.

No que segue, definamos, indS) = k se k é o menor inteiro tal que existem uma aplicagao

¢ € C(Q,CF\ {0}) e algum n € N* satisfazendo a relagao
O(L(O)u) = e™p(u), YOS, YuecQ. (4.5)

Além disso, defina indQ) = oo se uma tal aplicacao nao existe e defina indf) = 0.

Teorema 4.4 Para todo conjunto invariante €0 que age livremente em S', existe um
inteiro, denotado por indS, tal que

(i) Se existe uma aplicag¢ao continua equivariante T : Oy — Qa entao indy < indQy
(it) ind( U Qy) < indQy + indSy

(iii) Se Q) € compacto, existe uma vizinhanga fechada invariante N de Q com indN =
indS2

(iv) Se indQ > 2 e QN Fiz(S*) = 0, entao Q contém infinitas S'-drbitas distintas
(v) Sejam Y um subespaco invariante de dimensao finita de X e D uma vizinhanca

aberta limitada invariante de 0 em Y. Se

DN Fiz(S") = {0}

entao
. 1.
mndoD = §dsz,
onde
Fiz(SY) ={u e X;L(O)u=u, V0 c S}
Demonstracao:

No que segue mostraremos os itens (i), (ii), (iii) e (iv), com rela¢do ao item (v)
Ver [7].

Considere

Q={QCX; Qé¢ fechado, L(O)Q=Q, V€ S'}.
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Prova de (i):
Por hipotese existe uma aplicacao T : 2; — {25 continua equivariante. Suponha-
mos, sem perda de generalidade, ind)y = k < co. Assim existe uma aplicagao continua

¢ : Qg — CF\ {0} e n € N de maneira que
O(L(O)u) = e™p(u), VOeS, Yuc.

Sendo ¢ e T funcdes continuas, a funcio ¢ = ¢o T : Q; — C*\ {0} é continua.

Por outro lado,
e sendo T equivariante,

o que implica,

Y(L(O)u) = " $(T(u))

ou seja,
W(L(O)u) = e™P(u)
mostrando que 1 satisfaz (4.5). Portanto,
ndQy <k

de onde segue (7).
Prova de (ii):
Suponhamos que ind$); = k; < 0o e ind§dy = ko < 0o0. Portanto, existem aplica-

¢oes continuas ¢; : Q; — C% \ {0} e algum n; € N*, j = 1,2 satisfazendo
o;(L(O)u) = e™Pp;(u), VoS, VuecQ; (4.6)

Sejam gg] : X — CF uma extensdo continua de ¢; dada pelo Teorema de Tietze (Ver
[Apéndice C|) e ¢; : X — C* definida por

1
o

27T . o~
5(u) / ™IS (L(OV)dD, j=1,2.



Para u € Q; tem-se

1 2 ]
Y;(u) = —/ e ™0 (L(O)u)do, j=1,2
2m Jo
o que implica,
1 2 0 i
¥i(u) = %/O e "% hj(u)d, j=1,2
ou seja,
1 2
ww) =5 [ ojtan, j=1.2
logo,

Yi(u) = ¢(u), j=1,2

mostrando que ¢); é uma extensao continua de ¢;. Além disso v, satisfaz (4.6).

Definindo 1 : Q; U Qy — CF+k2 por

P(u) = (P1(u)"™, tha(u)™)

onde

r(w)™ = (Pra(u)™, ., hre, (u)™) € o(u)™ = (Y2r (W)™, ... o, (W)™)

observamos que
o ¥;(y) = ¢;(;) C CH\{0}, j=1,2
e (0 UQy) C ChrtR2\{0}

(S

D(L(O)u) = (1 (L(O)u)"™, o (L(O)u)™) .

Assim,

Y(L(O)u) = ((e™ W1 (u)"™, (¢ y(u))™)

o que implica,

Q/J(L(@)U) _ (ein1n29,¢]l (u)nz’ 6in1n29,¢2(u)n1>

122
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ou seja,
D(L(O)u) = €™ ) (u).
Considerando n = ning, segue que v satisfaz (4.5). Logo,
¥ e C (4 Uy, CHH2\ {0})
portanto,
ind( U Q) < ki + ko

mostrando (i).
Prova de (iii):

Considerando indf) = k < oo existe uma funcao

¢ € C(Q,CH\{0})

satisfazendo (4.5). Seja 1 : X — C* uma extensio continua de ¢ verificando (4.5).

Visto que,

0¢9%(Q) =)

e ) é compacto, segue que ¥ ¢é uniformemente continua em (2. Considerando ¢ =

dist(0,1(§2)) > 0 devemos ter
[Y)] >e Yuec. (4.7)
Desde que,
Qs = {u € X;dist(u,Q) <4}

para € = dist(0,1(9)) existe 6 > 0 tal que

€

u, v € O, flu — v <6 = [lo(u) = ()] < 5

(4.8)

Se u € Q5 existe v € Q tal que ||u — v|| < & consequentemente por (4.7) e (4.8),

3e

o ==
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ou seja,
P(u) #0, Y uel.

Portanto, existe § > 0 tal que

0 & ().

Desse modo, €25 = N é uma vizinhanca fechada de €. Pela Afirmacao 1 do Lema 4.2

N é invariante. Portanto,
indN < k.

Por outro lado, sendo a inclusdo uma aplicagdo equivariante, por (i) do Teorema 4.4,

tem-se
indN > k.
Logo,
indN = indQ =k

mostrando (i47).
Prova de (iv):
Primeiramente, considere a seguinte afirmacao:
Afirmagao 1: Se u ¢ Fiz(S') entao ind (o(u)) = 1.
Com efeito, visto que u ¢ Fiz(S') a aplicagao continua § — L(#)u tem perfodo
. 2m
minimal — para algum n € N*.
n

Definamos a fungao ¢ : o(u) — C\{0} por
Pp(v) =e™ Vv e o(u).

Assim, existe 6 € S! tal que

o que implica,
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Observe que,

ou seja,
H(LO)L(O)) = ™ ™0 = o 1(0)u)
mostrando que ¢ satisfaz (4.5). Portanto, sendo ¢ continua, temos
ind(o(u)) =1

mostrando a Afirmacao 1.

Se
Q=o0(u;)Uo(ug) U...Uo(u)
é uma uniao disjunta com
u; ¢ Fiz(SY), Vji=12,..k
Considerando a aplica¢ao ¢ : Q@ — C\ {0} dada por
o(u) =™’

T
se u € o(u;) e 8 — L(f)u; tem perfodo minimal —. Desse modo, usando a Afirmacao

1

1, tem-se
mnd) = 1.

Portanto, se indQ) > 2, Q contém uma infinidade de S*'-6rbitas. Mostrando (iv).

Observagao 4.2 Note que u € Fiz(S') se, e somente se, a S'-6rbita de u, o(u), se

reduz ao conjunto {u}. Neste caso, ind{u} = 0o, pois (4.5) nao pode ser satisfeita com

d(u) # 0.

Lema 4.3 Seja ¢ um funcional invariante satisfazendo a condigao (PS). Sejam ¢ € R
e N uma vizinhang¢a aberta invariante de K.. Entao existeme >0 en € C([0,1] x X, X)
tais que

(i) n(0,u) =u, VuelX

(i) (1, ¢°T\N) C ¢

(iii) n(t, L(O)u) = L(O)n(t,u), Vtel0,1], Vue X, VO €S
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Demonstracao:

Considerando S = N¢, existem €, > 0 tais que

’ 4e
u€ ¢ ([c— 26 ¢+ 2€]) N Sos = |6 (u)]| > 5
. - 1 1 .
pois, caso contrario, tomando € = — e 6 = — existe {u,} C X tal que

n vn

o= 2er ) e 1) < L
uneS%, Uy € ¢ ([c n,c+n] e ||gb(un)||<\/ﬁ

Assim, é(u,) ¢ limitada e ¢ (u,) — 0. Desde que ¢ satisfaz (PS), (u,) possui uma

subsequéncia, que denotaremos por (uy,), tal que u, — u em X para algum u € X.

Logo,
o(u) = p(lim uy) = lim ¢(uy) = c
¢
¢ (u) = ¢ (lim u,) = lim ¢ (un) =0
ou seja,

we K.NS

o que é um absurdo, pois S = X\ N e K. C N. Pelo Lema 1.2, existe n €
C ([0,1] x X, X) satisfazendo (i) e (ii).

Finalmente, sendo ¢ invariante, em vista do Lema 4.2, podemos supor que o
campo pseudo-gradiente V' escolhido para ¢ é equivariante.

Definamos a funcao ¢ : X — R por

B dist(u, A°)
Wlu) = dist(u, A°) + dist(u, B)
onde,
A=¢""(Jc— 2¢,¢+ 2€]) N (N)yg
e

B=¢"'(c—ec+e)N(N;.
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Afirmacgao 1: 1 é invariante.

Com efeito, note que

A= (¢ ([c — 2€,c + 2€])) U Nag
logo, se u € A° temos

u€ (¢ ([c — 2¢,c+ 2€]))° ou u € Nos.

Se u € (¢! ([c — 26, ¢+ 2¢]))° entdo

d(u) > c+2 ou Glu) <c—2e
o que implica,

H(L(O)u) = ¢p(u) >c+2e ou ¢(L(O)u) = p(u) < c— 2

mostrando que (¢! ([c — 2¢, ¢ + 2¢]))" e Nos sao invariantes, ou seja A® é invariante.
Usando um argumento analogo, segue que B é invariante.
Por outro lado, pela Observagao 4.1 dist(u, A°) é invariante e dist(u, B) é invari-
ante. Desse modo, 1 é invariante. Mostrando a Afirmacgao 1.

Definamos a fungao f : X — X por

Observe que

V(L(O)u)

f(L(O)u) = ﬂ?@(@“)m‘

Usando a Afirmagao 1 e o fato de V ser equivariante tem-se

F(L(O)) = —¢<u>%

e consequentemente,

mostrando que f é equivariante.
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Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade, para todo u € X o problema de Cauchy

(PC)y

possui uma tnica solugao continua w(.,u).

Afirmacao 2: Se w(t,u) é solugao de (PC);, entao
wy(t) = L(O)w(t,u)

é solucao do problema

(PC), wy = f(we)

Com efeito, desde que L(0) é linear e continua, temos
wy(t) = LO)w (t,u) = L(O) f (w)
usando o fato que f é equivariante tem-se
wy(t) = F(LO)w) = f(wp).

Note que

portanto,
wy(t) = wit, L(B)u)
o que mostra a Afirmagao 2, e portanto
L(0)w(t,u) = w(t, L(0)u)

mostrando que w é equivariante. Por definigao n(t,u) = w(dt,u), donde segue (ii7).
|

No Lema que segue, denotaremos por X o seguinte espaco de Banach

v: R — R*Nabsolutamente continua, (210) — periddica,

X = 2 27 ,
/ o(t)dt = 0 e/ 1 (1)t < o
0 0



com norma (Ver [Apéndice CJ)

1 [, 3
||v||X=(2— / o <t>u3dt) |
T Jo

onde a acao de S! ¢ dada por

=

(L(O)u)(t) = u(t + 0)
sobre X.
Lema 4.4 Sejam Y o subespaco de X dado por
Y = {(cost)e + (sent)Je, e € R*}

eD={zeY;|z|| <dé}. EntaoinddD = N.

Demonstracao:
Primeiramente, note que Y ¢é invariante.

De fato, se u € Y temos
u(t) = (cost)e + (sent)Je

para algum e € R*V. Assim,

(L(O)u)(t) = u(t 4+ 0) = (cos(t + 60))e + (sen(t + 0))Je

desse modo,

(L(0)u)(t) = (cost cosh — senb sent)e + (sent cosh + senb cost)Je

donde segue,

(L(0)u)(t) = cost(cost e + senb Je) + sent(cost Je — senb e).

Considerando € = cosf e + senf) Je tem-se

(L(0)u)(t) = coste + sentJe

logo, L(@)u € Y e portanto L()Y C Y. Mostrando que Y é invariante.

Sendo

D ={z e Y;|z]| <4},

129
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observe que
Fiz(SY)n D = {0}.

De fato, se u € Fiz(S') N D entao
(1) u € Fiz(S) e
(2) u €Y com |Ju|| <.

Logo, por (1)

ou seja,
u(t+0) = u(t), VteR.

Mostrando que 6 € [0, 27) é periodo para u. Usando (2) segue que o periodo minimal
de u é 27, logo devemos ter u = 0.

Portanto,
Fiz(SY)n D = {0}.
Pelo item (v) do Teorema 4.4 tem-se

ind0D = N.

4.3 Teorema da Multiplicidade

Teorema 4.5 Seja ¢ € CH(X,R) um funcional invariante limitado inferiormente e

satisfazendo a condi¢ao (PS). Se S age livremente em um subconjunto invariante
Q={ue X;¢(u) <m}

comm € R e Q contém uma esfera 3, (2n — 1) dimensional invariante, em que a agdo
de S' ¢ dada por

(L(O)u)(t) = u(t +0).

Entao Q contém pelo menos n S'-orbitas distintas de pontos criticos de .
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Demonstracao:

Definamos, para k =1,2,...,n
Iy ={yCQ:v é compacto, invariante e indy > k}.
Por hipétese S' age livremente em . Além disso, ¥ C Q e indY = n. Assim,
el k=1,2,...,n.
Considere, para k =1,2,...,n

¢ = inf max ¢(u).
yET, uey

Observe que,
| P
onde k > 2. Logo,
—oo <infp<c; <o <. < ¢ <maxo(u) < m.
ues
Afirmagao 1: Cada ¢, é um valor critico de ¢.
De fato, caso contrario, sabendo que existe v € I';, tal que

max ¢(u) < ¢ + €
uey

podemos aplicar o Lema 4.3 com ¢ = ¢ e K., = N = (). Assim, pelo item (i7) do Lema

4.3 segue que

~

¥ =n(l,7) C¢* "

Sendo 7 compacto, segue que 7 é compacto e pelo item (iii) do Lema 4.3, obtemos que
~ & invariante. Observe que,

maxop(u) <cp—e<c <m

uEy

ou seja,
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Note que,

T:v — 7
u = T =n(l,u)
¢ equivariante. Logo, pelo item (i) do Teorema 4.4
indy > indy > k

ou seja, ¥ € 'y, assim,

cr Smax(u) < cp — €

uEy

o que é um absurdo. Mostrando Afirmacgao 1.
Afirmagdo 2: Se todos os ¢, sao distintos, entao cada ¢~ '(c;) possui pelo menos
uma S!-érbita de pontos criticos de ¢.

De fato, considere u, € X tal que ¢(u) = cx e ¢ (ux) = 0. Desse modo, sendo

v € o(ug) tem-se

assim,

o que implica,

o(ur) C ¢ ({er}).

Por outro lado, usando o Lema 4.1 tem-se

logo,

mostrando a Afirmacao 2.
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Por outro lado, vamos mostrar que se ¢; = ¢; com j < k, temos
mdK. >k —j
ou seja,
indK, > 2

onde ¢ = ¢; = ¢;. Assim, pelo item (iv) do Teorema 4.4, K, possui uma infinidade
de S'-6rbitas. Donde concluimos, usando o fato que K. C € é um conjunto fechado
invariante, que 0 contém uma infinidade de S!-6rbitas distintas de pontos criticos de
o.

Sendo,

K.={ueX;¢(u)=c e ¢(u)=0}

e usando o fato que ¢ satisfaz a condic¢ao (PS), segue que K. é compacto.

Pelo item (iii) do Teorema 4.4, existe uma vizinhanga fechada invariante N de
K. com indN = indK.. Entao o interior de N, denotado por int/N, é uma vizinhanca
aberta invariante de K., de sorte que podemos aplicar o Lema 4.3 e concluir a existéncia
dee>0eneC(0,1] x X, X) satisfazendo as propriedades (i) - (ii7).

Agora, pela definicao de ¢ = ¢, tomemos v € 'y, tal que

max ¢(u) < ¢+ €.

uey

Definamos
B =~\int N.
Usando a definicao de S'-6rbita,
k <indy <ind(fUN) < indf + indN = indf + indK..
Visto que,
B C¢t\int N

usando o Lema 4.3,

~

B =n(1p) C o



134
Por outro lado, sendo # compacto segue que B ¢ compacto. Note que,
L(9)5 = L(#)n(1, §)
usando o Lema 4.3 e o fato que [ é invariante, segue
L(6)3 = (1, L(#)B) = n(1,6) = B

ou seja, (3 € invariante.

Observe que,
max ¢(u) < c—e€
uGB
pela defini¢ao de ¢; = ¢, temos
indB < j.
Pelo item (i) do Teorema 4.4

indB < indB < j

logo,
kE<j+indK,
ou seja,
mdK, >k —j
e consequentemente
indK,. > 2.

4.4 Multiplicidade de Orbitas Hamiltonianas Perio-

dicas em uma Superficie Convexa

Para H € C*R* R) e ¢ € R é possivel mostrar usando o Teorema 3.14 a

existéncia de pelo menos uma orbita periddica para

u'(t) = JVH (u(t)) (4.9)
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em S = H!(c), desde que
(Hg) Para todo u € S, VH(u) # 0 e S é a fronteira de um conjunto compacto
estritamente convexo C' com 0 € intC'.
Assumiremos a seguinte hipotese que sera de grande importancia no decorrer

desta secao.

(Hy) Existe 0 < r < R tal que

R
=<2,

B[0,r] Cc C C B|0, R].

Teorema 4.6 Assumindo as hipdteses (Hg) e (Hy) existe pelo menos N orbitas perio-

dicas para (4.9) em S.

Antes de demonstrar o Teorema 4.6 iremos mostrar algumas propriedades da
funcao F' definida no Lema 3.11 e alguns resultados que serao utilizados nesta demons-

tracdo. Desde que F' satisfaz os itens (i)-(vi) do Lema 3.11, assumindo (Hy) acima

(5)' smo= (3

temos
De fato, observe que
assim,

o que implica,

@ > inf{\ > 0;u e \C}

isto é,

Je(u) < @ (4.10)
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Por outro lado, dado € > 0 existe A > 0 tal que

jolw) SA<jw+e e TEC.
Logo,
u
—€B
3 € 0, R
assim,
u
RE

o que implica,

|u| < Rj.(u)+ Re, ¥ e>0

portanto,
|u] < Rje(u)
ou seja,
|ul
(u) > = 4.11
jel) = (a.11)
Segue de (4.10) e (4.11) que
jul _ . |ul
Ll P < 7
R < Jelu) < r

e consequentemente,

(4" < iy < (1), (412

H™'(¢)=5=F'(1)

Desde que

é suficiente, pelo Lema 3.10, encontrar N orbitas periédicas distintas para

u (t) = JVF(u(t)) (4.13)
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Sejam uy, ...,uy N solugdes descrevendo orbitas distintas de (4.13) com periodo

minimal 27. Se
entao wy definido por
2 1
wk(t) = dk 3uk (d;t)
< . 27 :
¢ solugao de (4.13) com periodo minimal — e energia
dj;
F(wg(t)) = 1.

Se w; e wy descrevem a mesma orbita em S = F~1(1), existe uma fun¢ao ¢ € C'(R, R)

tal que
Wy, = W;j 0 Y
assim,
JVF(wy) = wy = ' (w; 0 9) = ¢ JVF (w; 0 9)
o que implica,
JVF(wg) = ¢ JVE(wy)

logo, ¥" =1 e sendo ¢ € C*(R,R) segue

wi(t) = w;(t + ).
Desse modo, w; e wy, tém o mesmo periodo minimal, isto é, d,, = d;. Consequentemente,

ur(t) = u;(t + @),

ou seja, u; e uy descrevem a mesma Orbita e usando o fato que as 6rbitas sao distintas
temos j = k. Assim, é suficiente encontrarmos N solugoes descrevendo érbitas de
(4.13) com periodo minimal 27.

Seja G a transformada de Legendre da fungao F', usando (4.12), obtemos

o’ < G(v) < Rl (4.14)
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No que segue, considere X o espaco de Banach utilizado no Lema 4.4, ¢ : X — R

o funcional energia dado por

L, ,
6(v) = / [§<JU )+ G| dt
0
e os seguintes subespacos

Y = {(cos t)e + (sen t)Je: ecR*N}

2
Z = {v e X;v € % — periodica para algum k > 2} .

Lema 4.5 Sev e Y e |v|x = p= (3nR*) ", entio

$(v) < M = —Zp2.

3
Demonstragao:
SeveY,

v = (cos t)e + (sen t)Je, e € R*N

sendo,
e, ,
o(v) = / |:§<JU )+ G(v)| dt,
0
tem-se
¢(v) < —l|v[|* + 2mnR*||v]®

isto é,

s
() < =5 Bllvl* = 6nR|Joll*)
o que implica,

s
() < =5 (30" = 6nR’p)
assim,

M@S—%f@—wﬁm
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logo,

Lema 4.6 Se v € Z entao

Demonstracgao:

Se [[v||lx =1evé % - periodica para algum k£ > 2, entao por definigao

27
| 1@ =2n
0

usando a Proposigao 3.9, temos

21 2
/ (Jv/,v> dt = k/ ' <Jv',v) dt > —2_7T > 7.
0 0 k

usando (4.14),

Assim, se v € Z, considerando w =
[0l x

™
¢(v) = 2mnr|lvllx — §||v||§(- (4.15)

Afirmagao 1: O segundo membro da desigualdade (4.15) ¢ minimo quando |v|| =
1

(6mr®) .

Com efeito, considerando
f(t) = 2mnr*t® — th

tem-se

’

f(t) = 6mnr*t* — xt
fazendo f'(t) = 0 ficamos com

t=0 ou t= (6777“3)_1 :
Por outro lado,

"

f(t)=12mp’t —
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donde segue,

1 ((677r3)_1> =7>0

logo, f atinge seu minimo quando ||v]x = (67r3) "

Portanto,
s
ov) = —¢ (—1207°J0]* + 3][]?)
o que implica,

s
8(0) 2 2|
logo,

o(v) 2 —¢ (6nr*) .

Agora vamos demonstrar o Teorema 4.6.
Demonstracao:

Considere sobre X a acao de S dada por
(L(O)u)(t) = u(t + 0).

Afirmagao 1: S' age livrtemente em um subconjunto invariante Q se e somente se
QONnz=0.
De fato, primeiramente vamos mostrar que se S! age livremente em um subcon-

junto invariante € entao 2N Z = (). Suponhamos, por contradicao, que existe
uedNz
2w . .
desse modo, u € X eu é ?—perlodlca para algum k£ > 2. Por hipotese,

L(O)u(t) = u(t + 0).



141

2
Considerando 0 = % para algum k£ > 2, ficamos com a igualdade

Portanto, existe u € X e 6 # 0 € S! tal que
L(O)u =u

o que é um absurdo.
Reciprocamente, vamos mostrar que se Q2N Z = () entao S! age livremente em um
subconjunto invariante 2. Suponhamos, por contradicdao, que S! nao age livremente

em um subconjunto invariante €2, entao

para todo 0 € S', para todo v € 2 mas 6 # 0. Assim,

u(t + 0) = u(t)

2

com 6 # 0. Logo 0 = -

para algum k > 2. Assim, u € Z. Portanto
ue NNz

o que é um absurdo. Mostrando a Afirmacgao 1.
Observe que o funcional ¢ é invariante, limitado inferiormente pelo Lema 3.8 e

satisfaz a condigao (PS) pelo Lema 3.9. Pelo Lema 4.6 tem-se
Qnz=10
onde
Q={veX;op) <m}.

Note que 2 é invariante, pofs ¢ ¢ invariante. Da Afirmacao 1, acima, segue que S* age
livremente em 2.

Considere

S ={veY;|v|=p}
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Observe que, se M < m e assumindo que existe 0 < r < R tal que

R
?<\/§

B[0,r] Cc C C B|0, R]
temos
> C .

De fato, note que

™ ™

M < o> <<
T TR S T 216020

o que implica,
M <m& RS < &F
logo,
M<me g <V2.
Mostrando que
¥ C .
Pelo Teorema 4.5, 2 contém pelo menos N S!-6rbitas distintas
{L(O)v;0 € S*}, k=1,...n

de pontos criticos de ¢. Pelo Lema 3.7 para cada v, existe uma solugao uy 27-periddica

para
up(t) = JVEF (ug(t))
tal que

elt) = —J (uk(t) - % /O " uk(s)ds) | (4.16)

Além disso, 27 é periodo minimal de v, e assim, u; tem periodo minimal 2.



Se u; e uy descrevem a mesma 6rbita, entao, como ja visto,
ug(t) = (u; 0 9)(t)
onde 1 é uma translacao. Assim,
ug(t) = ui(t +0)

para algum 6 € [0,27). Ou seja,

Logo, v; e v tem a mesma S'-Orbita e k = j.
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Apéndice A
Séries de Fourier

Neste Apéndice faremos um breve estudo sobre as séries de Fourier. Mais detalhes
podem ser encontrados em [6].
Seja u : [0,7] — R uma fungao integravel, a sua série de Fourier é a série dada

por

Slu] = % + g (akcos <2’“T”t) + bysen (”“T”t)) . (A.1)

Podemos reescrever a série de Fourier de uma fungdo u definida em [0, T| usando

exponénciais complexas. Lembre-se que se t € R, temos

e T = cos —QImt + 1sen —2lmt
a T T

eﬂ?ﬁt = co0S %—Wt —18en %—Wt
N T T

o que implica,

assim,
cos <2k—7rt> = e i T
T 2
e
sen (Qk—ﬂt) = ki
T 21
Logo,

2]{;7]’t b 2]{;7]’t ei2jlf7rt + e—i%k‘rrt b 6i2Tk7rt . e—ij%k-rrt
aCoSs T + Ogsen T = ay 5 + Ok %



donde segue,

2km 2k \  (ar  bp\ zkx, ar  br\ zizex,
akcos< - t>+bksen< T t)—(2 +2Z,>e T 4 5 9 e T

usando o fato que i = —1, obtemos

Qk 2]{: - b 12k b —i2km
A} COS (Tﬂt) + bisen (th) = <(lk 22 k> eTkt + (W) e%t_

Reescrevendo (A.1) temos

portanto,

Slu] = Z cpe T

kEZ

é a série de Fourier complexa de u, onde os coeficientes de Fourier sao dados por

— b b
Coz%, Ck:(ak22k) €C_k:<ak—glk>; ke Z.

Recorde-se que ag, by e a; sao obtidos da seguinte forma:

1 /7
aOIT/OUItdt
2k

:—/ cos( 7Tt)dt

:—/ )sen <2k7r )dt

L . . . ’ .
Além disso, os coeficientes de Fourier complexos de u e u satisfazem

. ionk
’; e ke

Ck:
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. . L. . ro. .
Quanto aos coeficientes reais, se as séries de Fourier de u e u sao dadas, respectiva-

mente, por

_ag > 2k 2k
Slu] = 5 —l—; (akcos< T t) +bksen< T t))
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e
o aé) > ’ Qkﬂ' ’ 2k7T
Slu] = 5 1 ; (akcos (Tt) + b,sen (Tt
entao
’ ’ Qkﬂ' ’ Zkﬂ'
Qg = 0, a, = Tbk € bk: = —Tflk
e portanto,

2 P . !
é a série de Fourier complexa de u .



Apéndice B

Funcionais Diferenciaveis

Neste Apéndice nossa intencao é mostrar que os funcionais usados no decorrer

desta dissertacao sao de classe C*.

Definicao B.1 Seja J : X — R wum funcional, definido em um espaco normado.
Diremos que J € Fréchet diferencidvel em u € X, se existe L : X — R funcional linear

continuo verificando

[J(u+h) = J(u) = L(h)]
il

— 0 quando ||h| — 0.

Primeiramente vamos mostrar que o funcional ¢ : H — R definido no Capitulo 2 por

12

qu(u):/O [% — G(u) + fu| dt

é de classe C'(H,R), onde
T /
H= {u :R — R; u é absolutamente continua, T-periddica e / lu (t)|2dt < oo} .
0

Para tanto, basta mostrarmos que o funcional ¢ : H — R dado por

¢ de classe C'(H, R).
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T

Afirmagao 1: 1 é Fréchet diferencidvel e ¢ (u)v = / G (u)vd.
0

Com efeito, para u,v € H considere

r(v) = b(u+ v) — b(u) — /O G (w)vdt (B.1)

onde esta tltima parcela é obtida usando o mesmo raciocinio da se¢ao (3.5). Nosso

objetivo é mostrar que

lim M = 0.
l[o]—0 ||U||

Usando (B.1) tem-se

T T
r(v) = / Glu+v) — Glw)di — / G (w)vdt
0 0
pelo Teorema Fundamental do Calculo

G(u+v) — G(u) :/0 %G(u—l—xv)dw

o que implica,

1 1
/iG(u%—xv)daj:/ G (u+ zv)vdz.
o dx 0

Assim,
donde segue,

logo,
G (u+ 2v) — G (u)

|r<v>|s/oT[/ol

Observe que, usando o mesmo raciocinio que na Afirmacdo 1 do Lema (2.2), tem-se

|v|da:] dt. (B.2)

G (u+ zv) — G (u) € L*([0,T]).
Aplicando o Teorema de Fubini em (B.2), obtemos

I (v)] < /01 MT (G’(u +av) — G’<u>‘ ]v[dt} dz
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usando a desigualdade de Hélder, temos

1
v)|§t/mHC;(U4—$U)—-G’OOHL%mJDHUHL%mJDd$
0

Por Imersoes continuas de Sobolev segue

1
r(v)] < C/O G (u+ 2v) = G (W)l 2o, V]| de

logo,
|r(v)

o]

<0 [ 16 ) - Gl
Definamos para cada n € N
0,:10,1] = R
tal que
On(2) = |G (u + 2v,) = G ()| 2g0,19)-

Desse modo,

|7 (n)]

[[on

1
<C’/ O (x)dx.
0

Para cada z fixado, temos usando o mesmo raciocinio que na Afirmacao 1 do Lema

(2.2)
lim / (u+ zv,) — G (w)|*dt = 0
assim, para cada z fixado 6,(x) — 0, V z € [0, 1]. Por outro lado,
0 < b,(2) <G (u + z0a) [ 2201y + |G ()] 220,77
o que implica,
0 < 0,(x) <2MT2 =3 € L'([0,T))
onde G ¢é tal que

IG'(z)| <M, YVazecR.
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Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue tem-se
1
lim / Op(x)de =
n—oo J0
ou seja,
0, — 0 em L([0,T))

mostrando a Afirmacao 1.
/ z z
Agora vamos mostrar que ¢ é continua, para tanto, basta mostrarmos que, se

u, — u em H entao

19 (un) — ' (u))|

- — 0 quando n — oo.
Primeiramente, considere {v,} C H com v, — 0. Das imersoes continuas de Sobolev
v, — 0 em L*([0,T))
logo, a menos de subsequéncia
vn(z) = u(x) qt.p em [0,7].

Usando a continuidade de G’

G (u+v,)(z) — G (u(z)) gtp em [0,T)
o que implica,

|G (u+ vp)(z) — G (w(z))|> =0 qtp em [0,7).

Por outro lado,

/

|G (u+va) (@) = G (ul2))]” < (2M)* € LY([0, T]).
Usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue tem-se
lim / (1 + va)(2) — & (u(x))Pdz = 0
ou seja,

G (u+wv,) — G (u) em L*([0,T))
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mostrando que,
G (u+v) — G (u) em L*[0,T)); quando v —0; v e H.

Por definicao,

/

4 (u + va) — ' (u)]

(), v)

o+ = sup ‘<wl(u+vn) —

lvll<1

usando o que mostramos na Afirmacao 1, segue

@ (o) =0/ (.00 < |16 ) = G ol

usando a desigualdade de Holder, as imersoes continuas de Sobolev e o fato que ||v||g <

1 tem-se

‘(1//(” +0n) =9 (u),0)| < OIG (w+va) = G (W) 20,1

o que implica,

' (4 0) = ()l < CUG (14 0) = G (@)12ory — 0 quando n — oo

ou seja,

! /

¥ (u+on) = ¢ (u)

/ 2 7z
mostrando que ¢ é continuo.

Nosso objetivo agora é mostrar que o funcional ¢ : X — R definido no Capitulo

o(v) = /OT B (Jd,v) + G(t,v')] dt

¢ de classe C'(X,R). Para tanto, vamos mostrar que o funcional K : X — R dado por

3 por

K(v) = /0 ' G(t,v)dt

¢ de classe C' (X, R).

Por definigao, G = H* esta bem definida e satisfaz

r P
q q

L ol (i) [[v][?
(’yq) ) a < G(tv) < B ) + .
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Em particular, a segunda desigualdade acima mostra que a acao dual

o(v) = /OT B (Jv’,v) + G(t,v')} dt

estd bem definida.

Pelo Teorema 3.6 temos G' € C'([0,T] x RN R) e pelo Lema 3.5 tem-se
IVG(t, vl < Collv' || + Cs.

Para mostrar que o funcional

K(v) = /OT G(t,v')dt

é diferenciavel a Fréchet, basta utilizarmos um raciocinio analogo ao usado na Afirma-

cao 1 deste Apéndice. Portanto para mostrar que o funcional K ¢ de classe C*(X,R)
/ z z

vamos mostrar que K é continua.

~ ., . .
Afirmacgao: K ¢é continua, ou seja, se u,, — v em X, devemos ter

!

1K (1) = K (u)|

ux — 0 quando n — oo.
Com efeito, por defini¢ao

15 () = K ()l = sup |(K6

lIrlI<1

e consequentemente,

1K (un) — K (w)]

T ! 1 !/
e < / (VG(t,un) — VG(t,u),h ) dt.
0
Pela desigualdade de Hélder,

1K (u,) — K (W) ||l < |VG(t,u,) — VG u) || Lo |13 | oo,

Supondo u,, — u em X, concluimos que

1K (1) — K (u)|

- — 0 quando n — oo.



Apéndice C
Resultados Gerais

Neste Apéndice enunciaremos uma definicao e os principais teoremas utilizados
nesta dissertacao.
Definicao C.1 (Ver[10]) Uma familia C' = (C))xer de subconjuntos de um espago
métrico M chama-se localmente finita quando todo ponto x € M possui uma vizinhanca
que intercecta apenas um numero finito de conjuntos C.
Teorema C.2 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue)(Ver|2]) Seja f,, uma
sequéncia de fungoes integraveis que convergem em quase todo ponto para uma funcao

mensuravel f. Se existe uma fungao integravel g tal que
ful <g, VneN
entao f é integravel e

/ fdp = lim / fm

Teorema C.3 (Desigualdade de Holder) (Ver[2]) Sejam f € LP(Q) e g € L9(2), onde

1§p<+ooe%+%:1. Entao,

fge LYQ) e [[fallrie < 1fllrellgllrae-

Teorema C.4 (Ver|3]) Seja (x,,) uma sequéncia fracamente convergente em um espago
normado, isto é, existe x € X tal que x,, — x em X. Entao,

(i) O limite fraco x de (x,,) é tnico
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(ii) Toda subsequéncia (z,,) C (x,) converge fraco para
(iii) A sequéncia (x,) é limitada.
Teorema C.5 (Teorema de Riez) (Ver|3]) Todo funcional linear continuo f sobre um

espaco de Hilbert, pode ser representado em termos do produto interno, isto ¢,

f(x) = (z,2)

onde z é unicamente determinado e verifica

1A= [I=1]

Teorema C.6 (Ver[3]) Seja H um espago de Banach reflexivo. Se (u,,) ¢ uma sequéncia

limitada em H, entdo existem uma subsequéncia (uy,) C (u,) e u € H tais que

U, —u em H.
J

Teorema C.7 (Du Bois Raymond) (Ver|[3]) Seja u € L}, (Q) tal que

loc
/ngbdx =0, Vo¢elyQ).
Entao,
u=0 qtp em .
Teorema C.8 (Ver|[3]) Se u € WP(I), entao
o)~ ) = [ o

onde I = (a,b) é um intervalo limitado ou nao.

Teorema C.9 (Ver|2|) Se f € L'(X, x, 1) dado € > 0, existe § > 0 tal que

M(B)<5:>/de,u<e.

Teorema C.10 (Teorema de Tietze) (Ver[10]) Dada uma funcdo real continua f :
X — R, definida em um subconjunto fechado X C R™, existe uma funcao F' : R™ — R
continua tal que F|x = f.

Teorema C.11 (Teorema do Valor Intermediario) (Ver|9]) Seja f : [a, b] — R continua.

Se f(a) < d < f(b) entao existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = d.
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Teorema C.12 (Teorema de Fubini) (Ver[3]) Suponhamos que F € L'(Q; x ).

Entao, para todo = € €

F@we%@ﬁeAPWMWGQMQ

/ da:/ F(m,y)dy:/ dy/ F(z,y)dz.
Ql QQ QQ Q1

Lema C.13 Considere X o seguinte espago vetorial

Além disso,

v: R — R?VN: absolutamente continua, T — periddica,
T T
/ v(t)dt =0 e/ v (t)||Pdt < oo
0 0

Entao a fungao ||.|| : X — R dada por

= (7 [ Hv'(t)updt)’l’

X —

¢ uma norma.
Demonstracao:
Devemos mostrar que as seguintes condigoes sao satisfeitas:

D) vx >0, Yvex

(

(ii) ||v]|x = O se, e somente se, v =0

(iii) [|ov|x = | [[v]|x, Vve X e VaeR
(

) flu+ollx < ullx + flvllx, YuwvelX

Observe que os itens (i), (iii) e (iv) seguem diretamente das propriedades da
norma nos Espagos LP([0,T1).

Se ||v]|x = 0, temos

T
| v olra=o
0
o que implica,
|[v'|P=0 gtp em R

e consequentemente

v=C qtp em X.

T
Sendo / v(t)dt = 0 tem-se v = 0.
0
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Reciprocamente, se v = 0 entao

T !/
JRCIR:
0
assim,
Jollx =0

o que mostra (ii).
|
Lema C.14 (Ver |5]) Seja G um espaco de Banach e f : [a,b] — G uma fun¢ao continua.

/ b f(t)dtH < | Il

Entao,
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