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Resumo

Estudamos a seguinte classe de problemas elipticos tipo Kirchhoff:

- (a + b/ |Vul? dx) Au = pg(z,u)+u’ em Q
Q
u = 0 sobre 0f2,

(Pu)

onde 2 C R?* é um dominio limitado com fronteira suave 9§ e a,b > 0.
Impondo condicdes sobre a nio-linearidade g € C(2 xR) e sobre o parametro
i > 0, demonstramos a existéncia de solugoes nao-negativas nao-triviais para
(P,). Também demonstramos a existéncia de solucdes nao-negativas nao-
triviais para a seguinte classe de problemas elipticos tipo Kirchhoff:

— (a + b/ |Vul? dx) Au = du?+ pu® em
Q
u = 0 sobre 012,

(PA,M)

onde  C R* é um dominio limitado com fronteira suave 92, a,b > 0,
A, i > 0 sao parametros e 1 < ¢ < 3. As principais ferramentas utilizadas
sao o método variacional e o Lema de concentragao de compacidade de Lions.

Palavras-chave: Problemas de valores de fronteira elipticos, problemas
tipo Kirchhoff, métodos variacionais.



Abstract

We study the following class of Kirchhoff type elliptic problems:

P — (a+b/ |Vul? dx) Au = pg(z,u)+u’ in Q
(P) 0

u = 0 on 0f),

where 2 C R? is a bounded domain with smooth boundary 9 and a,b > 0.
Under conditions on the nonlinearity g € C(©2 x R) and on the parameter
p > 0, we prove the existence of nontrivial nonnegative solutions for (£,). We
also prove the existence of nontrivial nonnegative solutions for the following
class of Kirchhoff type elliptic problems:

—(a+b/|vu\2dx> Au = \uf+ pu® in Q
Q
u = 0 on 0f),

(PA#L)

where Q C R* is a bounded domain with smooth boundary 99, a,b > 0,
A, i > 0 are parameters and 1 < ¢ < 3. The main tools used are the
variational method and the Lions’ Concentration Compactness Lemma.

Keywords: Elliptic boundary problems, Kirchhoff type problems, vari-
ational methods.
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Indice de Notacoes

Definicoes e Notacoes (erais:

Nesta dissertacao, C' denota constantes positivas genéricas, as quais
podem variar de linha para linha;

RY denota o espaco euclidiano N-dimensional;
Q c RY é um aberto limitado;
B,(x) é a bola aberta de centro x e raio r > 0;

A€ denota o conjunto complementar ao conjunto A € RV com relacao
ao RV:

Se Q2 C RY ¢ um conjunto mensuréavel a Lebesgue, entao ‘Q| denota a
medida de Lebesgue de §2;

A expressao ¢.s. € uma abreviacao para quase sempre;
supt(u) denota o suporte da fungao u;

Dado x € RY e A C RY, definimos

dist(z, A) = inf {[lz —al[};

f=o0(g), quando x — x, se f(z)/g(x) = 0, v — xo;

f = O(g), quando =z — zy, se existe uma constante M > 0 tal que
|f(z)] < M|g(x)| para todo x suficientemente préximo de x;

O simbolo — significa convergéncia em norma;

O simbolo — significa convergéncia fraca;



e X — Y denota que X esta imerso continuamente em Y;

e X'’ denota o espaco dual do espaco normado X, isto é, o conjunto de
todos os funcionais lineares limitados definidos em X;

e Se u: ) — R é mensuravel, entao u_ e uy denotam as partes negativa
e positiva de u respectivamente. Ou seja,

u_(z) = min {0, —u(z)} e uy(z) = max {0, u(x)}.
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Espacos de Funcoes:

e () denota o espaco das fungoes continuas;

o CH(Q) = {u € C(Q); u é k-vezes continuamente diferencidvel};

o C=(Q) =) CHQ);

k>1
o C5°(Q) = {u € C=(Q); spt(u) C Q é compacto};

e Se 1 < p < o0, definimos

LP(Q) = {u: 2 — R mensuravel; / lulP < oo}
Q

= ([ W)é ;

o [>*(Q) ={u: Q — R mensuravel; 3¢ > 0 tal que |u(z)| < ¢, q.s. em Q}
munido da norma

munido da norma

|t|oo = esssup |ul;
Q

e Se 1 <p < oo, definimos
Wl’p(Q) = {u € LP(Q); Uz, € LP(Q),1=1, ... ,N}

munido da norma

el = ( [ i+ dz) ;
Q

o HY Q) =WhH3(Q);
e H7(Q) representa o dual topoldgico de Hj();

o HYQ) =)
o DV2(RN) = {u e L* (RY); |[Vu| € L*(R")} munido da norma

lullpre = (/ |Vu|2dx> |
Q

11



Introducao

Nos ultimos anos, consideravel atencao tem sido dada a problemas nao-
locais do tipo Kirchhoff. Tais problemas possuem em comum um termo da
forma

M ([[ull®),

onde M: R" — R* é uma funcao denominada fun¢ao de Kirchhoff, usual-
mente tomada na literatura como

M(t) =a+0bt, a,b >0, ou M limitada.

Devido a serem problemas nao-locais, os problemas do tipo Kirchhoff sao
matematicamente mais complexos, incentivando assim o seu estudo. Além
disso, possuem motivacao fisica. Com efeito, historicamente surgiram a partir
da versao estacionaria da equacao de Kirchhoff

uy — M </ |Vul? dx) Au = g(x,u) em Q x (0,7),
Q
u = 0 sobre 90 x (0,7, (1)

u(z,0) = wup(z), em Q,
(

\ z,0) = wui(x), em §,

em que Q C RY ¢ aberto limitado, T > 0 e M(t) = a + bt, a,b > 0. Esta
equacao é uma forma mais geral do modelo proposto por Kirchhoff em [13],
0%u B (PO E [Flou

o =\ Tar ), |ox

n tar ),

dac) %, (x,t) € (0,L) x (0,T), (2)

onde L denota o comprimento de uma corda, F o mdédulo de Young do
material do qual a corda é feita, h a area da secao transversal da corda, p
a densidade de massa e Py a tensao inicial. A equagao (2) é uma extensao
da equagao classica da corda vibrante, proposta por d’Alembert no se¢ulo
XVIII, porque a mesma descreve a vibracao de uma corda eléstica levando
em consideracao a mudanca no comprimento da mesma durante o movimento.

12



Quando uma corda elastica com extremidades fixas é submetida a vibracoes
transversais, seu comprimento varia de acordo com o tempo, o que acarreta
mudancas na tensao da corda. Este fenomeno motivou Kirchhoff em 1876
(veja [13]) a propor uma corregao nao-linear a equagao classica de d’Alembert.
Depois disso, varios fisicos consideraram estas equacoes em suas pesquisas,
tedricas e/ou experimentais, na teoria de vibragoes nao-lineares.

Entre os primeiros estudos envolvendo equacoes do tipo Kirchhoff, especi-
ficamente equagoes hiperbdlicas quasilineares, estao Bernstein [7] e Pohozaev
[29]. Entretanto, o problema (1) s6 veio receber grande aten¢ao apds Lions
[19]. Em seu trabalho, Lions utilizou pioneiramente argumentos de And-
lise Funcional nao-linear para atacar problemas nao-locais do tipo Kirchhoff.
Para um panorama geral, consulte Arosio [5].

Nesta dissertacao, estudamos a existéncia de solu¢oes nao-negativas para
classe de problemas

— (a + b/ |Vul? dx) Au = pg(z,u)+u® em Q
Q
u = 0 sobre 0f2,

(Pu)

onde © C R? é um dominio limitado com fronteira suave 9, a,b > 0, u > 0
é um parametro e a nao-linearidade g:  x R — R é superlinear, subcritica
a Sobolev e satisfaz outras hipdteses que serao enunciadas posteriormente.
Tal classe foi abordada por Naimen em [22]. Outrossim, consideramos a
existéncia de solugoes nao-negativas para a classe de problemas

- (a + b/ |Vul? dx) Au = Au?+ pu® em
Q
u = 0 sobre 052,

(PA,M)

onde 2 C R* é um dominio limitado com fronteira suave 99, a,b > 0, A\, u > 0
sao paramétros e 1 < g < 3. Tal classe foi abordada por Naimen em [23].

E importante observar que ambas as classes de problemas que conside-
ramos envolvem nao-linearidades criticas. As pesquisas com problemas en-
volvendo o expoente critico de Sobolev ganharam impulso com o seminal
trabalho de Brezis & Nirenberg em [8]. Eles analisaram a existéncia de solu-
¢ao para o problema

—Au = v '+ f(z,u) em Q
(PBN) u > 0 em {2
u = 0 sobre 0f2,

onde Q C RY é um aberto limitado e f: @ x R — R possui crescimento
subcritico. Devido a falta de compacidade da imersao

Hy(Q) = L* (),

13



problemas como (Ppx) apresentam maior dificuldade para demonstrar a exis-
téncia de solucao do que aqueles que envolvem apenas crescimento subcritico.
Vale ressaltar que a originalidade do trabalho de Brezis & Nirenberg veio do
fato de usarem funcgoes extremais da desigualdade de Sobolev para localizar,
adequadamente, o nivel do passo da montanha associado ao problema.

Os problemas (P,) e (P,) possuem, além das dificuldades oriundas
das nao-linearidades criticas, aquelas provenientes dos coeficientes nao lo-
cais M (||u]|?). Em problemas do tipo Kirchhoff, tais coeficientes tém efeitos
em resultados de existéncia de solugao, o que os tornam ainda mais atraentes.
Alguns resultados interessantes podem ser vistos em [1, 2, 3, 10, 11, 14, 15,
16, 17, 18, 21, 22, 23, 24, 25, 27, 32, 34].

Esta dissertagao estd dividida da seguinte maneira:

No Capitulo 1, apresentamos pré-requisitos necessarios para um bom en-
tendimento do texto, como por exemplo, as noc¢oes de sequéncia e de funcional
Palais-Smale, o Teorema do Passo da Montanha e o Lema de Lions acerca
de concentracao de compacidade.

No Capitulo 2, consideramos a classe de problemas (P,) e demonstramos a
existéncia de solugoes fracas nao-negativas nao-triviais. Sao levados em conta
dois conjuntos de hipdteses para a nao-linearidade g. Em cada um desses
conjuntos é comum o fato de g ser superlinear e subcritica. Por exemplo,
supondo adicionalmente as duas hipéteses abaixo:

e Existe 4 < 6 < 6 tal que

g(x, )t —0G(x,t) >0, Vo € Q,t >0,

e Existe w C 2 aberto nao-vazio tal que

t

t—oo 13

= oo uniformemente em w,

Naimem demonstrou (Teorema 2.1 desta dissertacao) que (P,) possui uma
solucao fraca nao-negativa para todo p > 0.

Alguns resultados interessantes para (P,) foram obtidos em [2, 10, 11, 32].
Em [11, 32], ambos consideram g(z,u) = |u|! 'y, para 0 < ¢ < 1. Figueiredo
e Santos Junior em [11] demonstraram a existéncia de infinitas solugdes para
(P,), se p1 > 0 é suficientemente pequeno. A teoria do género de Krasnoselskii
e o Lema de concentracao de compacidade de Lions sao os ingredientes prin-
cipais. Sun e Liu em [32] demonstraram a existéncia de uma solugao positiva
para (P,), também se p > 0 é suficientemente pequeno. A demonstragao
utiliza o método de Nehari, o Principio Variacional de Ekeland e o Lema
de concentracao de compacidade. Os resultados obtidos por Alves, Corréa

14



e Figueiredo em [2] e Figueiredo em [10] est@o relacionados com o Teorema
2.2 desta dissertacao, o qual afirma que, sob um conjunto de hipéteses para
a nao-linearidade g mais fraco do que o descrito acima, a saber,

e Existe 2 < 6 < 6 tal que
g(x,t)t —0G(x,t) >0, Vo € Q,t > 0,

e Existe w C Q aberto ndo-vazio e I C (0, 00) intervalo tal que

glx,t) >0, Ve ew,t €1,

existe uma constante p, > 0 tal que o problema (P,) tem uma solucao nao-
negativa para todo g > p,.. Em particular, Figueiredo em [10] considera o
caso em dimensdo geral (N > 3 e Q C RY), onde utiliza um método de
truncamento apropriado para demonstrar um resultado analogo ao Teorema
2.2 para esse problema nao-local mais geral. Outros trabalhos importantes
envolvendo expoente critico no R? que podem ser citados aqui sao Li [15, 16]
e Nie [25]. Considerando © = RY alguns resultados importantes foram
obtidos em [3, 27, 34].

No Capitulo 3, consideramos a existéncia de solugoes em H{(f2) para
a classe de problemas (P,,). Supondo 0 < A < aX\; e ¢ = 1, onde \; é
o primeiro autovalor de (—A, H}(€)), seguindo Naimen [23] demonstramos
que a existéncia de solucoes ndo-negativas nao-triviais para (F,) ocorre
se, e somente se, u > bS?, onde S ¢ a melhor constante da imersao de
Sobolev H(Q2) < L*(2). Além disso, na tltima segao deste capitulo, ainda
seguindo Naimen [23], demonstramos a existéncia de solu¢oes nao-negativas
nao-triviais para (Py,) no caso restante, isto é, quando 1 < ¢ < 3. Neste
caso, em particular, utilizamos como ferramenta um importante resultado de
Jeanjean em [12] para assegurar a ocorréncia de sequéncias (PS) limitadas.

Além de Naimen, Nie [25] também trata de problemas tipo Kirchhoff com
expoente critico em R*. A classe (P, ,) também é considerada por Figueiredo
[10], nos casos N > 3 e Q C RY. Em seu trabalho, Figueiredo mostra que
(Pyyu) com 1 < g < 3 e p > 0 possul solucdo, se A > 0 é suficientemente
grande.

Para finalizar a dissertacao, construimos dois apéndices para abarcar cal-
culos que julgamos muito técnicos para constar do corpo do texto. No Apén-
dice A, demonstramos que os funcionais energia presentes nos Capitulos 2 e
3 sao continuamente diferenciaveis e, adicionalmente, estabelecemos a equi-
valéncia entre os pontos criticos de tais funcionais com as solugoes fracas do
problemas considerados. Isso assegura que o método variacional pode ser
efetivamente utilizado. No Apéndice B, calculamos em detalhes o valor de
uma integral importante para a demonstracao do Lema 3.10 no Capitulo 3.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Espacos de Funcoes e resultados usados

Nesta secao, apresentamos os espacos de fungoes com os quais trabalha-
remos, assim como aqueles resultados sobre tais espacos que serao utilizados.
Mais detalhes acerca do que é exposto aqui pode ser encontrado em [9].

Definicao 1.1. Seja Q C RN um conjunto mensurdvel. Dado 1 < p < oo,
0s espagos de Lebesque LP(QY) sao definidos como

LP(Q) = {u: 2 — R mensurdvel, / |ulP dx < oo}
Q

ul,, = (/ u? dx>” |
Q

O espago de Lebesgue L>®(Q2) € definido como

com a norma

L) = {u: @ — R mensurdvel; 3¢ > 0 tal que |u(x)| < ¢, g.s. em Q}

com a norma
|tt] oo = esssup |ul.
Q

Teorema 1.1 (convergéncia dominada de Lebesgue). Sejam Q C RY um
aberto e (u;) uma sequéncia em L'(Q) tal que

(i) uj(x) = u(x) ¢.s. em 2, quando j — oo,

16



(it) Existe v € LY(Q) tal que, para todo j,

lu;(z)| <wv(x) g.s. em QL
Entdo, u € LY(Q) e u; — u em L' (Q), quando j — oo, isto €,
/|uj—u|dx—>0, Jj — oo.
Q

Observacao 1.1. Ainda nas hipoteses do teorema anterior, obtemos que

/ujdx%/udx,j%oo.
Q Q

Observacao 1.2. Resultado andlogo ao teorema anterior em LP(2), com
1 < p < oo, €igualmente vdlido.

Teorema 1.2. Seja Q C RY um aberto e (u;) uma sequéncia em LP(S2), com
1 <p<oo, tal que
u; = u em LP(Q), j — oo.

Entao, existe uma subsequéncia (uj,) e uma fungao v € LP(Q) tal que
(1) uj (x) = u(z) ¢.s. em Q, quando k — oo;
(it) Para todo k, |u;, (x)] < v(x) ¢.s. em Q.

Teorema 1.3 (Holder). Sejam Q C RY um aberto, u € LP(Q) e v € LY(Q)
com % + é =11 Entdo, uv € L'(Q) e

‘/uvdm
Q

Definigao 1.2. Dados Q@ C RY mensurdvel e 1 < p < oo, os (primeiros)
espagos de Sobolev W1P(Q) sao definidos como

< Julplvly:

WP (Q) = {u € LP(Q); u,, € LP(Q),i=1,...,N},

onde u,, denota a i-ésima derivada parcial fraca de u, ou seja,

/wpxi de = — / Uy, de, Vo € C5(Q).
Q Q

Incluso p=1e g = oo.

17



Se u e WHP(Q), o vetor
Vu = (Ugyy Ugyy - ooy Usy)

¢ denominado o gradiente fraco de u. Neste caso, claramente |Vu| € LP(S)
e sobre os espagos W'P(Q) consideramos a norma

ully, = ( / |w|f’+|u|pdx) .
Q

Nesta dissertacao, estaremos interessados no caso em que p = 2, isto é,
HY(Q) = WH2(Q).

Podemos mostrar que ambos L*(Q) e H'(2) sdo espagos de Hilbert com
normas provenientes dos produtos internos

(u,v)g = / uv dx, Yu,v € L*()
Q

(u,v)12 = / Vu - Vo +uvdz, Vu,v € H(Q),
0

respectivamente.

O seguinte subespago de H'(Q), qual seja,
H©) =@,

desempenhara um papel importante. E esse o espago que contera as “solu-
¢oes” dos problemas que consideraremos adiante.

Proposigao 1.4 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q) C RY aberto e limitado.
Entao, existe uma constante C > 0 ? tal que

/u2 dr < 0/ \Vu|® dz, Yu € HL(Q).
Q Q
Observamos que devido a desigualdade de Poincaré

ol = ( |W)%,

2Podemos mostrar que a constante Gtima para esta desigualdade é )\1—1, onde A1 é o
primeiro autovalor correspondente ao operador —A com condicao de Dirichlet homogénea.
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define uma norma sobre H}(2), denominada norma do gradiente, equivalente
a norma herdada de H'(2). E esta a norma que consideraremos sobre Hg (£2).

Qualquer funcao u € H'(Q) pode ser decomposta na forma
U=1uy —u_,
onde u_ e u, sao fungoes nao-negativas, a saber,
u_ =min{0, —u} e wuy = max{0,u},

denominadas parte negativa e parte positiva de u respectivamente.
Podemos mostrar que u_,u; € H'(Q) e, além disso, se u € H}(£2), entao
igualmente u_,u, € H(2). E evidente que u_ e uy satisfazem

(u,, U+)2 =0,

ou seja, sao ortogonais em L?*(€2). Além disso, como

0, se u>0 Vu, se u>0
Vu_ = e Vuy =
—Vu, se u<0 0, se u<0,

podemos também concluir que u_ e u, sao ortogonais em H'(Q2) e H} ().

No que segue, denotamos

N se N > 2.

2*_{ 00,se N=1ou N =2
Noo’

s

Teorema 1.5 (imersdes continuas de Sobolev). Se 2 C RY, N > 2, ¢
limitado e com fronteira suave, as sequintes imersoes sao continuas:

HY Q) — LX(Q), HY(Q) — LP(Q), 1 < p < 2°.

Teorema 1.6 (imersoes compactas de Rellich-Kondrachov). Se Q c RV,
N > 2, ¢ limitado e com fronteira suave, as sequintes imersoes sao compac-
tas:

HY Q) — LP(Q), HY(Q) — LX(Q), 1 < p < 2",

Outro espago a ser considerado nesta dissertacao sera

DY (RY) = {u e L* (RY),N > 3; |[Vu| € L*(R")}.
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Este também é um espaco de Hilbert com norma proveniente do produto
interno

(w,v)pr2 = | Vu-Vodzr, Vu,v e D*(RY).
RN
Podemos mostrar que
DY*(RY) — L* (RY),

mas nao compactamente, e que a melhor constante
2
/ |Vul|” dx
. N
S = inf R

ueD1L,2(RN) . 2%
u0 (/ u? dm)
RN

para esta imersao é realizada pela funcao 3

Uy = T =20
1t PS5

(1.1)

1.2 Fréchet e Gateaux diferenciabilidade

No que segue, X denota um espago de Banach munido da norma || - ||,
U C X um aberto e J: U — R um funcional.

Definicao 1.3. Dizemos que J é Fréchet-diferencidvel em u € U se existe
A e X' tal que

lim J(u+v)—J(u) — Av o (12)
lof|—0 o]l

O dnico elemento de X' tal que (1.2) € vdlida é denominada a diferencial de
Fréchet de J em u, e denotada por J'(u) ou por dJ(u). Ou seja,

J(u+v) = J(w) = J'(u)o = o(||v]]), [lv]| — 0.
Se J € Fréchet-diferencidavel em U, ou seja, J € Fréchet-diferencidvel em todo
ponto u € U, a aplicacao
J:U — X'
u — J'(u)
¢ denominada a diferencial de Fréchet de J. Dizemos que J € de classe C!

ou continuamente diferencidvel em U, e denotamos por J € CY(U), se J' ¢é
continua.

Svide [33]
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Exemplo 1.1. Sejam X = H um espago de Hilbert e
J(u) = ||ul]?, Yu € H.
Entio, J € CY(H) e, além disso,
J (w)v = 2(u,v),
onde (-,-) denota o produto interno sobre H.
De fato, como
Ju+v) = J(u) = ||Ju+v|* = ||ul]* = 2(u,v) + 0], Yu,v € H,

o limite em (1.2) segue imediatamente. Para concluir que J € C'(H), sejam
(uj) uma sequéncia em H e v € H com u; — w em H, quando j — oo.
Entao, para v € H com ||v|| = 1, temos

(S () = J"(w)v] = 2|(uj — u, v)| < 2[|u; — .

Dai
[ (uy) = J'(w)l| g < 2[juy — ull,

donde segue que
J'(uj) = J'(u) em H', j — oo,

mostrando a continuidade de J'.
A préxima proposicao lista propriedades de funcionais Fréchet-diferenciaveis.

Proposicao 1.7. Assuma que I e J sao diferenciaveis em v € U C X.
Entao, as sequintes propriedades valem:

1. Se a e b sao numeros reais, al + bJ € diferencidvel em u e
(al +0bJ) (u) = al'(u) + bJ'(u);

2. O produto IJ é diferencidvel em u e
(11) () = J(u)I'(w) + 1 (u)J" (w);

3. Se p: R — U € diferencidavel em ty e u = @(ty), entdo a composi¢ao
v: R = R definida por v(t) = I(p(t)) € diferencidvel em tq e

V(to) = I'(u)(¢'(t0));
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4. Se ACR éum aberto, f: A — R ¢é diferencidvel em I(ug) € A, entao
a composi¢io K(u) = f(I(u)) € definida em uma vizinhanga aberta V
de ug, € diferenciavel em ug, e

K'(ug) = f'(I(uo)) ' (uo).

Uma nogao mais fraca de diferenciabilidade é dada a seguir.

Definicao 1.4. Dizemos J é Gateaux-diferencidvel em uw € U se existe A €
X' tal que, para todo v € X,

lim J(u+tv) — J(u)
t—0 t

= Av (1.3)

O dnico elemento de X' satisfazendo (1.3) é denominado a diferencial de
Gateaur de J em u, e denotado por J(u). Se J é Gateux-diferencidvel em
U, a aplicagao diferencial de Gateuz correspodente é denotada por Ji,.

A importancia da diferencial de Gateux é clara a partir do seguinte re-
sultado.

e

Proposicao 1.8. Suponha que J é Gateauz-diferenciavel em U e que Ji, é
continua em u € U. Entdao, J € também Fréchet-diferencidvel em u e

Jo(u) = J'(u).

Em consequéncia, J € continuamente Gateuz-diferencidvel em U se, e so se,
J € continuamente Fréchet-diferencidvel em U.

1.3 O Teorema do Passo da Montanha

Devido a Ambrosetti & Rabinowitz [4], o Teorema do Passo da Montanha
¢ um marco na histéria da Teoria dos Pontos Criticos e cujo desenvolvimento
esteve fortemente relacionado a busca de pontos criticos do tipo sela. Nesta
segdo, X denota um espago de Banach, J € C'(X) é um funcional e (u;)
uma sequéncia em X.

Definigao 1.5. Dizemos que (u;) € uma sequéncia (PS). para J ou uma
sequéncia (PS) no nivel ¢ para J

J(uj) = c e J'(uj) =0, j — .
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Enunciamos agora uma condicao de compacidade sobre o funcional J
devida a Palais & Smale [26].

Definigao 1.6 (Condigao (PS)). Dizemos que J é um funcional (PS) ou
satisfaz a condigao (PS) se toda sequéncia (PS). para J (qualquer ¢ € R)
possui uma subsequéncia convergente.

Observacao 1.3. Uma condicao de compacidade mais fraca sobre J € a
sequinte: fizado ¢ € R, dizemos que J € um funcional (PS) no nivel ¢ ou
satisfaz a condigao (PS). se sequéncias (PS). para J possuem subsequéncias
convergentes.

A proposicao abaixo é evidente.

Proposicao 1.9. Suponha que J satisfaz a condicao (PS). Se existe uma
sequéncia (PS). para J, entdo ¢ € um valor critico de J.

Definimos agora uma importante condi¢ao geométrica.

Definigao 1.7 (Geometria do passo da montanha). Dizemos que J satisfaz
a geometria do passo da montanha se existem ug,u; € X er > 0 com
llur — wol| > r tais que
inf  J(u) > max{J(up), J(u1)}.
llu—uoll=r
Se J satisfaz a geometria do passo da montanha, entao esta bem definido
o nivel do passo da montanha, isto é,

— inf J (~(t
¢ = Inf max (1)),

onde
['={yeC(0,1,X); 7(0) = up e (1) = u1}.

Utilizando o Lema de Deformagao em [35, pagina 38], podemos demons-
trar o proximo resultado, denominado algumas vezes na literatura o Teorema
do Passo da Montanha sem a condigdo (PS).

Teorema 1.10. Suponha que J satisfaz a geometria do passo da montanha.
Entao, existe uma sequéncia (PS) para J no nivel do passo da montanha.

O Teorema do Passo da Montanha pode ser agora formulado.

Teorema 1.11 (Passo da montanha, [4]). Suponha que J satisfaz a geometria
do passo da montanha e que J € um funcional (PS) (ou pelo menos, J € um
funcional (PS) no nivel do passo da montanha). Entao, o nivel do passo da
montanha € um nivel critico para J.
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1.4 Convergéncia fraca e resultados usados

A nogao seguinte serd muito importante no estudo da existéncia de solu-
¢oes para os problemas que consideraremos e permeara todo o texto.

Definicao 1.8. Sejam H um espaco de Hilbert e (x;) uma sequéncia em H.
Dizemos que (x;) converge fraco para v € H, e denotamos por

T;—xT, j— 00,

Se
(zj,y) = (z,y), ] =00, Vy e H,

onde (-,-) denota o produto interno sobre H.

Exemplo 1.2. Considere o espago de Hilbert H'(2). Dada a sequéncia
(uj) € HY(Q), temos que uj — u € H(Q) se, e somente se,

/ (Vu; - Vo +ujv) de — / (Vu - Vv +uww) dr, Yv € H(Q).
0 0
Exemplo 1.3. Se Q C RY ¢ um aberto limitado e (u;) C H}(Q), entdo
u; —u € Hy(Q) < / Vu; - Vo dx — / Vu - Vvdzr, Yv € Hy(Q).
0 Q

Teorema 1.12. Sejam H um espaco de Hilbert * e (x;) uma sequéncia limi-
tada em H. Entdo, existe uma subsequéncia (z;,) que converge fraco em H,
isto €, existe x € H tal que

xj, —x em H, k— oo.

Proposigao 1.13. Sejam H um espago de Hilbert e (x;) uma sequéncia em
H tal que
z;—~xemH e |z;]| = ||z], j — oo.
Entao,
x; —x em H, j— oo.

4De fato, é suficiente que H seja um espaco reflexivo, ou seja, que H = H” em um
certo sentido. Porém, nao convém aqui entrar nesse contexto.
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1.5 O Lema de concentracao de compacidade
de Lions

No que segue, sejam © C RY um aberto,
K () = {u: Q — R continua; supt u C §2 compacto}

e BC(Q) = {u: Q — R continua; u é limitada} .

Sobre BC(2), consideramos a norma

[ulloc = sup [u(z)|
el

e denotamos por

Co(0) = K@)~

Definigao 1.9. Uma medida finita sobre 2 é um elemento n € Cy(Q2)'. A
norma de uma medida finita 1 € definida como

Inll = sup |n(e)|
$ECH(Q)
[lelloo=1

O espago das medidas finitas sobre Q) € denotado por M(€).
Exemplo 1.4. Sejam p € [1,00) e u € LP(R2). Entao,
ne: Co(2) — R

© nu(w)z/QsOIUIpd:c,

¢ uma medida finita sobre €, a qual também denotaremos por n, = |ulP dzx.

Definicao 1.10. Sejam (n;) uma sequéncia em M(Q) en € M(Q). Dizemos
que m; converge fracamente para 7, e denotamos por n; — n, quando j — 00,
se

n;(p) = n(p), j = 00, Yo € Cy().

Exemplo 1.5. Sejam p € [1,00), (u;) uma sequéncia em LP(Q) en € M(Q).
Entao,

lu;|P de —n <= /Qg@|uj'|pd$—>77(g0), Vo € Co(9).
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Definigao 1.11. Dizemos n € M(Q)) é nao-negativa se
n(e) =0, Vi € Go(Q).

O subespago de M(S2) formado pelas medidas finitas e nao-negativas € deno-
tado por M*(Q).

Proposigao 1.14. Se (u;) é uma sequéncia limitada em DV(RY), entdo, a
menos de subsequéncia, existem n,v € M+ (RY) tais que

ni = |Vu|Pde —=n e v;=|y|* de = v em M(R").

Sabemos que a imersao DV?(RY) — L* (RY) nao é compacta. Em [20],
Pierre Louis Lions, forneceu uma descrigao completa desse fato no que é hoje
o seu mais celebrado Teorema. Uma demonstracao dele pode ser encontrada
em Struwe [31].

Teorema 1.15 (Lema de concentracao de compacidade de Lions). Seja (u;)
uma sequéncia em DYZ(RY) tal que

uj —u em DYRY), j — oco.

Suponha que

n = |Vu>de —n, j— oo,

vi = |wl* dv—v, j— oo,
onde n e v sdo medidas nao-negativas e “finitas” em RY. Entdo,

1. Ezistem um conjunto no mdzimo enumerdvel Z, uma familia {xy}rer
de pontos distintos em RY e uma familia {vy}rer de mimeros positivos
tal que

v=[ul* dr+) 1y,

keT

onde 8, denota a medida do delta de Dirac concentrada em RN com
massa 1.

2. Além disso,

N>Vl de+ ) nkb,.,
keT

para alguma familia {ny}rez de nimeros positivos satisfazendo

S(”k)2/2* < Mk Vke Ia
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onde S € a constante de Sobolev definida em (1.1). Em particular,

Z (I/k)2/2* < oQ.

kel

Observagao 1.4. Devido a imersio H}(Q) — D2(RY), utilizaremos adi-
ante que se (uj) € uma sequéncia limitada em Hy(Q), entdo (uj) € uma
sequéncia limitada em DY?(RN). A Proposicdo 1.14 assequra entdo que o
Lema de concentracao de compacidade de Lions pode ser aplicado a sequén-
cia (u;).
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Capitulo 2

Problemas elipticos do tipo
Kirchhoff envolvendo uma
nao-linearidade critica no R°

2.1 Introducao

Neste capitulo, consideramos a questao da existéncia de solucao nao-
negativa em H{(R?) para a seguinte classe de problemas

— (a + b/ |Vul? dx) Au = pg(z,u)+u’ em Q
Q
u = 0 sobre 0f2.

(Fy)

Nesta classe de problemas 2 C R? é um dominio limitado com fronteira
suave 02, a,b > 0, p > 0 é um parametro e a nao-linearidade g: 2 x R — R
satisfaz as seguintes hipdteses:

(g1) g é continua em Q x R, g(x,t) > 0set>0e g(x,t) =0set <0 para
todo x € §2;

(g2) Temos que g(z,t) = o(t), quando t — 0%, e g(x,t) = o(t°), quando
t — oo, uniformemente em (2,

e mais um par adequado de hipdteses para cada uma das segoes deste ca-
pitulo, as quais serao enunciadas abaixo. A classe de problemas acima foi
considerado por Naimen em [22].
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Observacao 2.1. A hipdtese (g2) significa que

lim 9 9(@.1)

Jim = =0 e tlggo e =0, Vx € Q,
ou seja,
Ve>0,30 >0tal que 0 <t <= g(z,t) <et,Vo €Q
e

Ve>0,3R>0tal quet > R = g(x,t) < et’, Vo € Q.

Na segunda secao deste capitulo, além das hipéteses (g1) e (gz2), conside-
ramos também as hipoteses:

(g3) Existe uma constante 4 < 6 < 6 tal que
g(x,t)t —0G(x,t) >0, Vo € Q,t >0,
onde .
G(z,t) :/ g(x,s) ds.
0
(g94) Existe um aberto nao-vazio w C €2 tal que

t
i &1 _

t—00 3

uniformemente em w.

Observagao 2.2. 1. A hipdtese (g3) € uma condi¢do do tipo Ambrosetti-
Rabinowitz;

2. A hipdtese (g4) significa que

VM >0,3R > 0tal quet > R= g(x,t) > Mt* Vz € w.

Dizemos que u é uma solugao fraca de (P,) se u satisfaz

(a+b||u||2)/Vu-Vhdx—,u/g(a:,u)hdx—/u5hdx:O, Vh € Hy(Q).
Q Q Q

O principal resultado a ser demonstrado na segunda secao é:
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Teorema 2.1. Sejam a,b > 0. Entdo, se g satisfaz (g1) — (g4), 0 problema
(P,) tem solugdo ndao-negativa para todo p > 0.

Na terceira segao deste capitulo, além das hipéteses (g1) e (g2), conside-
ramos também as seguintes hipoteses:

(g5) Existe uma constante 2 < 6 < 6 tal que

g(z, t)t —0G(x,t) > 0, Vo € Q,t > 0.

(g6) Existe um aberto nao-vazio w C €2 e um intervalo I C (0, 00) tal que

glx,t) >0, Ve e w,t € 1.

Observacao 2.3. As hipdteses (g5) e (gs) sao mais fracas que (g3) e (g4),
respectivamente. De fato, é dbvio que (gs) € mais fraca que (g3). Sobre a
hipdtese (gs) ser mais fraca que (g4), considerando o item 2 da Observagao
2.2, existe R > 0 tal que g(z,t) >3 >0, sex €w et > R. Isso mostra que
(g6) € vdlida para w dado em (g4) e I = (R, 00).

O principal resultado a ser demonstrado na terceira secao é:

Teorema 2.2. Sejam a,b > 0. Entdo, se g satisfaz (g1), (g2), (g5) e (gq),
existe uma constante . > 0 tal que o problema (P,) tem uma solugdo ndo-
negativa para todo (> fiy.

Vamos definir agora uma classe de problemas auxiliares que ajudara no
estudo do problema (P,). Considere a seguinte classe de problemas:

- a+b/ Vuzdx)Au = x,u) + ud em €
e | (avo [ gt ) + 0
u = 0 sobre 0f2.

Dizemos que u é uma solugao fraca de (P,)a se u satisfaz

(a+b|yu||2)/Qvu-wclx—u/ﬂg(x,u)hdx—/Quihdx_o, Vh € Hy(Q).

30



Proposicao 2.3. Seja u € H(Q) uma solugao nao-trivial de (P,)a. Entao,
u € solugdo nao-negativa ndo-trivial de (P,).

Demonstragdo. Suponhamos que u é uma solucao nao-trivial de (P,)4. Logo,

(a+b||u||2)/Vu-Vhda:—,u/g(x,u)hd:r—/uihd:B:O, Vh € Hy(Q).
0 0 0

Tomando h = u_, obtemos

(a+ bllul]?) /QVU -Vu_ dx — u/gg(x, w)u_ dx — / ulu_ dr = 0.

Q

Como uy e u_ sdo ortogonais em H; (), segue que

— (a+ bllul]?) - (/Q |Vu_|? da:) — ,u/Qg(x,u)u dr =0.

Afirmamos que
/ g(x,u)u_ dor = 0.
Q

De fato, se u_ = 0, ndo hé nada a fazer. Se u_ = —u, entdo u < 0 e, de (g1),
concluimos que g(z,u) = 0. Portanto,

/ g(x,u)u_dz =0,
0

(@t lalP) [ 19-p ) =0

(a -+ bllull*) flu-|* = 0.

e assim

ou seja,

Como a > 0, temos
a+ bl|ul]* > 0.

Portanto, segue que
Ju_l?=0=u_ =0,

isto ¢, u > 0, demonstrando o desejado. O

Devido a Proposicao 2.3, buscaremos a partir de agora solucoes fracas
nao-triviais para o problema (P,) .
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2.2 Existéncia de solucoes para o problema
(P,) sob as hipéteses (g1) — (g4)

Considere a,b > 0. Fixe p > 0 e suponha que a funcao g satisfaca as
hipéteses (g1) a (g4). Definimos o funcional energia associado a (P,)4 como

a

b 1
) = Gl + Jlal = o [ Glew)do = g [ b dn, we HY(@)

t
onde G(z,t) = / g(x,s) ds.
0
De (g1) e (g2), o funcional I estd bem definido, é continuamente Fréchet-

diferenciavel em Hg(€2) com derivado dado por

I'(u)v = (a+b||u|]2)/ Vu-Vo da:—,u/ g(z,u)v dx—/(u+)5v dx, u,v € Hy(Q).
Q Q Q
Portanto,

u é solugao fraca de (P,)4 < u é ponto critico de I.

Para demonstrar que I estda bem definido, basta verificar que
/ G(z,u) dr < oo, Yu € Hy(Q).
Q

De (g2), obtemos que dado ¢ > 0,3 R > 0 tal que
t>R= g(x,t) < ct’ Vo € Q
e que dado € > 0,39 > 0 tal que
0<t<d= g(z,t) <et, Ve €.
Escolhendo ¢ suficientemente grande tal que

max  g(z,t) < cd®
(,)€QX[6,R]

obtemos B
g(x,t) < cd® < ct’, Vo € Q,t €[4, R]

e assim, em qualquer caso,

glx,t) < elt| + c|t]’, Vo € Q,t € R, (2.1)
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onde ¢ = c¢(¢). Dai, para x € Q,t € [0, 00),
t
G(z,t) = / g(x,s)ds
0
t
< / £s + cs° ds
0

€ C
— _t2 + —tﬁ,
2 6

de onde segue que
G(z,t) < gm? Feltl, Vo e Ot € R. (2.2)

Como HJ(Q2) C L*(Q2) e H}(Q2) C L8(R2), da desigualdade acima segue a boa
definicao do funcional I. A demonstragao que o funcional I é continuamente
Fréchet diferenciavel com diferencial dada pela féormula na pagina anterior
sera verificada no Apéndice A.

Nosso objetivo é encontrar um ponto critico nao-trivial do funcional I.
Daqui em diante, usaremos frequentemente o seguinte fato: para todo £ > 0,
existe uma constante C' = C¢ > 0 tal que

glx,t) <EtP+Clt| Vo eQ,teR. (2.3)

Isto também é consequéncia das hipdteses (g1) e (g2). De fato, de (g2),
dado ¢ > 0,4 R > 0 tal que

t>R=g(x,t) <&, VYo e
Ainda de (g2), existe § > 0 tal que
0<t<d=g(z,t) < Rt, Vze.
Escolhendo C' > R suficientemente grande satisfazendo

max  g(z,t) < C9,
(,t)€QX[6,R]

obtemos B
g(x,t) <C§ < Ct, YrxeQteldM]

e assim, seja qual for o caso,

glx,t) < &P+ CJt|, VYoeQ,teR.

Para a demonstracao do Teorema 2.1, necessitaremos dos proximos dois
lemas, que asseguram que o funcional I satisfaz a Geometria do Passo da
Montanha.
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Lema 2.4. Seja g satisfazendo as hipdteses (g1) e (g2). Entdo, ezxistem
constantes o, p > 0 tais que

I(u) >a, Yu€ Hy(Q) com ||Jul| = p.
Demonstracao. Seja Ay > 0 o primeiro autovalor do problema

—Ap = Ao em €
¢ = 0 sobre 0.

a\
De (2.2), tomando € = 4—1, existe uma constante ¢ > 0 tal que
I

A
G(z,t)] < %W +eltlS, Vo € Q,t € R. (2.4)
1
Da desigualdade de Poincaré (Proposicao 1.4) segue que
Al/u2 dr < J|ul?, Vu € Hy(Q). (2.5)
Q

Além disso, observe que
ul (z) < ub(x), Vo € Q.

Tome u € H}(Q) com |Jul]| = p. utilizando (2.4), (2.5), a observagao acima e
a imersao continua H}(Q2) < L%(Q), obtemos

M) = gl el = | Gawdo = [t do
> g||u||2+2||u||4—%/gu2dx—c/9u6d:v—é/9u6dz
> Glull+ el = 5 [ o = carlull = Gerlul®
> Sl 4+l — Sul” il

b
> Zlull? 4+l = cfull
_ a9 94_ 6

para alguma constante ¢ > 0. Como a > 0, tomando p > 0 suficientemente
pequeno, concluimos que existe uma constante a > 0 tal que

I(u) > o, Yu€ Hy(Q) com |ul| =p.
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Lema 2.5. Suponha que g satisfaca as hipdteses (g1) e (g2). Entao existe
vo € Hg () \ {0} com vg > 0 cumprindo

looll > p e I(vy) < 0.

Demonstragdo. Tome uma fungao nao-trivial qualquer v € H{ (2) com v > 0.
Note que de (g1), temos que

G(x,s):/ g(x,t)dtZ/ 0=0,
0 0

para todo s > 0. utilizando este fato obtemos, para t > 0,

at? bt! ¢
I(tv) = 7”@”2 + IHUH4 - u/ G(z,tv) do — @ / vS dx
0 0

12 bt? 16
in+—wW——/ww.
2 4 6 Jq

IN

Logo, quando t — 0o, segue que I(tv) — —o0, e dal existe ty > 0 tal que se
V9 = tov, entao
[voll > p e I(vo) <0.

Definimos agora

I'={y€C([0,1, Hy()) [¥(0) = 0,1 (v(1)) < 0,7(1) # 0}

c=1inf max [I(u).
v€l uery([0,1])

Do Lema 2.5, I" # (). Além disso, do argumento no Lema 2.4, claramente
0 é um minimo local de [ e ¢ > a > 0. Como a geometria do passo da
montanha é satisfeita, pelo Teorema do Passo da Montanha sem condi¢ao
(PS) (Teorema 1.10), obtemos a existéncia de uma sequéncia (PS). para I.

Demonstraremos agora o seguinte lema, que serd fundamental para ga-
rantir a compacidade local do funcional /. Neste lema, S denota a constante
de Sobolev correspondente a imersdao continua DV?(R?) — L5(R?), ou seja,

/ IVul? dz
S = inf X

ueD12(R%)\{0} 1/3°
</ u® dx)
Q
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Lema 2.6. Considere g satisfazendo (g1), (92) e (g93) e suponha que (u;) €
uma sequéncia (PS)q para I com

a b 1

onde

_1 3 3)2 3
Ck—2<bS +/(05%) —|—4aS).

Entao, passando a uma subsequéncia se necessdario, existe uma fungao u €
H}(Q) tal que
(uj)y — uy em LE(Q), j — oo.

Demonstracao. Sejam

a b 1 5

e (u;) C Hy(Q) uma sequéncia (PS),; para I. Primeiramente afirmamos que
(uj) é limitada em Hg (). De fato, como

I(uj) > dem Re I'(u;) — 0 em H (),
de (g1) e (g3) temos, para j € N suficientemente grande, temos
1 1
d+ 1 > ](U]> — afl(uj')u]‘ + 5]/(Uj)u]‘
b 1

= Sl Jhull — o [ Glaw)do— g [ () do

2 4 o 6/,

21 allui||* + blju]|* — (z,u)u; dr — [ (u;)5u; do

0 j j H Qg ) Uj ) U o)

1 !
+a1 (uj)u;

11 , (1 1 ,
o(5-5) Ml 4 (5= 5) Il
1 11 .
o 9@ uwu — G u) ) de+ (5= =) [ (w)] do
o \8 0 6) /g

1 1 1 1
> a(g-g) Ml (5= 5) Tl = Tl

Como b > 0, podemos garantir que (u;) ¢ limitada em Hj(Q2). Nos célculos
acima, utilizamos que

v

I'(u;) = 0 = [ (uy)us| < 1) [l ]l < flug]
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para j € N suficientemente grande, ou seja,

1 1 1
gl < =l < 57w < 5l < )

1
= gfl(uj)uj > —|ull.

Pela reflexividade de H{(Q), existe u € H}(Q) tal que (a menos de sub-
sequéncia)
u; — wem Hy ().

Pelas imersoes compactas de Rellich-Kondrachov, temos
u; — uwem LP(Q), paral < p < 6.

Como convergéncia nos espacos LP implica em convergéncia quase sempre
(mais uma vez a menos de subsequéncia), obtemos

u;(z) = u(x) q.s. em Q.

Além disso, do Lema de concentracao de compacidade de Lions, existe um
conjunto no méximo enumeravel Z, pontos {x; }rer C Qe {0 trez, {Vk trez C
R™ tais que

VP de =5 > [Val de + S mid, .

keg
(uj)i de — v = (u)i dx + Z 7
keZ
m > Svg (keT). (2.7)

Afirmamos que Z = (). Suponhamos por contradicao que Z # (). Inicialmente,
para cada k € Z e € > 0, considere uma fungao suave ¢ = ¢..: R* — R tal
que

o=1, em B.(zy),

¢ =0, em Ba.(xy)C,
0<op< 1, caso contrario,
V| <2/, em R3.
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Como I'(u;) — 0 em H (), temos que

0 = lim ['(u;)(u;9)

J—00

= hm {a+b||u]|| /Vu] V(uj¢) dx — /g(x,uj)ujgbdx—
(

- ftosd] Q

= hm {(a—l—bHuJH /Vu] (u; Vo + ¢Vu;) do —

N/Qg T, uj)u;¢ dz — /Q(uﬂi(b dl}
= i [ sl?) [ [Vuode [@tods] +om, @9

onde o(1) — 0 quando € — 0. A 1ltima igualdade vem do fato que

lim (a + blluy |?) /(wj V) dr = o(l), e—0  (29)
j—o0 Q
(&
lim [ g(z,uj)ujp =o(l), & —0. (2.10)
j— Jq

Primeiramente verificaremos que (2.9) é valida. De fato, notando a limitagao
de (u;) em Hj(Q), a convergéncia de (u;) para u em L*(Q2) e utilizando as
desigualdades de Holder e Cauchy-Schwartz, obtemos

i (o + ) [ (Vu;- Vo) do
Jj—o0 0

1/2 1/2
¢ lim (/ |Vu,|? dac) (/ u; |’V o|? dx)

IN

1/2
< o[ upvera)
QﬁBgsxk)
1/374/2 3 2/31 /2
< [ () i) ] [(/ (voP)"” dr) ]
QN Bac(zg) QN Bae(xr)
1/6 1/3
ol )" ([ )
QﬁBQs xk) QﬂBZe(ﬁk)
1/6
()
Qﬁngzk
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onde para a tltima desigualdade, usamos que |V¢| < 2/e. Logo,
ll)m (a+ bllu;|?) /(Vuj -Vo)u; de = o(1), ¢ —0.
)= 0

Isso garante (2.9). Agora vamos verificar que (2.10) ¢ vélida. De (2.3), para
¢ > 0, obtemos

lim [ g(x,uj)u;j¢ dx

Jj—00 0

< lim <§/u§¢ dr + C’g/ ufgzﬁ dx)
J—=eo Q Qﬁng(xk)

< lim <§/uf dr + Cg/ u?qb dx)
J—0 Q Qﬁng(xk)

< C¢+ Cg/ u?¢ dx,

QN Bac(xk)

para alguma constante C' > 0, onde para a tultima desigualdade utilizamos
a limitagao de (u;) em L%(Q) e a convergéncia de (u;) para u em L*(Q).
Portanto,

lim sup (lim /g(m,uj)ujqb dx) < CE¢,
Q

e—0 Jj—00

para todo & > 0. Isso demonstra (2.10).
De (2.8) e do Lema de Concentragao de Compacidade de Lions, temos

0 = jli_)rglo _(a+b/Q|Vuj\2 dx)/Q|Vuj|2¢dx—/Q(uj)i¢dx] +o(1)
> i _(a+b/g|vuj\2¢dx)/Q\vuj|2¢dx—/Q(uj)mdx] +o(1)
= Im _(a+b/ﬂ|vuj|2¢dx)/Q\vuj|2¢dx—/g(uj)i¢dx] +o(1)

= [(a—i—b/ qbdn)/ gbdn—/ gbdu} + o(1),
QN Bae () QN Bac(zy) QN Bae(xy)

quando 7 — oo. Fazendo ¢ — 0, obtemos

0o > 1im[<a+b/ gbdn)/ ¢dn—/ ¢du+o(1)]
e—0 QN Bac(xx) QN Bac () QN Bae ()

[(a—i—b/ dn)/ dn—/ dl/:|
{z1} {z1} {=i}

> (a+bny) gk — v (2.11)
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Combinando (2.7) com (2.11), deduzimos que

M\ 3
> — (£
0> (a+ b) 1 (S) :
de onde se segue
1
= 5 (08" + VOS)E+ 4a5) = Ci. (2.12)

Por outro lado, combinando mais uma vez (2.7) com (2.11), obtemos
0> (a + bSV;/?’) Sy,i/3 — V.

Fazendo a substituicao y, = Su,i/ 3, concluimos que

Vi > (%)3 (2.13)

Como
. 1 !
¢ = m [100) ~ 11
1 1 1 1
> L1 112 - _ - NE
> jlggo {a (2 9) ||| —l—b(4 9) [Jus]|* +

+ M/Q (% 9(x, uj)u; — G(l}ua‘)) dx + (% - %) /Q(Uj)gr dl} :

das hipdteses (g1), (g3) e do Lema de Concentragao de Compacidade, obtemos

1 1 1 1 1 1
> i I |12 I |4 I )6
¢ = oG- g) bl o (5 5) bl (5-5) [t a]
, 1 1 1 1 2

[V
TE
g B

1

o
VR
DN | —

|
Sy e
~__
S~

<

S
<.
s
-

.

3

+

o
VR
|

|
|
~_
N
S~

<
£

o
ASS

Y

D
N——

(Y]

+

1 1 / 1 1 2
D) L9 D) ()
(2 9) ﬁﬁBzg(Ik) 4 0 ﬁﬂng(Ik)

1 1 /
+(=—= ¢ dv.
<0 6) ﬁmBQE(Ik)
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Fazendo ¢ — 0 e utilizando (2.12) e (2.13), obtemos
1 1 1 1 1 1
> -z S % T
02 eamg)mre(i-a)ie(5-a)
1 1 1 1 1 /1 1
> 14 oY L s
> a(z-g)are(i-5) g (5-5)

a b 2 1 3 1 2 Ck
a b 1 5

onde a ultima igualdade se deve a

C
aCk—FbC,f—S—];:O.

Mas isto é uma contradicao com a hipotese inicial dada para d. Portanto
Z = (). Consequentemente,

/(uj)i dr — / ul dx, j — oo,
Q Q
demonstrando assim o lema desejado. O

Observacao 2.4. Podemos verificar que u > 0. De fato, como (u;) € limi-
tada, a menos de subsequéncia, existe A > 0 tal que ||u;||* — A. Se A =0,
da convergéncia fraca de u; para u em Hg(Q), temos u = 0. Contudo, se
A > 0, da convergéncia fraca de u; para u em Hy(Q), das hipdteses (g1)

e (g2), e da convergéncia de u; para w em LP(Q2), 1 < p < 6, seque, para
h € Hy(92),

lim {(a+b||ujH2) / Vu; - Vhdx — u/ g(x,uj)h dx —/
J—00 (o) [9)

(u;)%h daz] =0
Q

:>(a+bA)/Vu~Vhdx:,u/g(a:,u)hdx—l—/uihdx
Q Q Q

Tomando h = u_, devido a hipdtese (g1), obtemos
(a+ bA)/ |Vu_||? dx = 0.
Q
Como a + bA > 0, seque que

/ |[Vu_[?dz =0=|u_||*=0=u_=0.
Q
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Logo,
U= Uy,

isto €, u > 0.

Lema 2.7. Considere g satisfazendo as hipdteses (¢1), (92), (93), € assuma
que

b

a 1
d< — -2 —
<20k+40k

653
Entao, o funcional I satisfaz a condi¢ao (PS)y.

3.

Demonstragao. Seja (u;) uma sequéncia (PS)y para o funcional I. Entao,
como vimos pelo Lema 2.6, (u;) é limitada em H(2). Além disso, do préprio
Lema 2.6 e da Observagio 2.4, existe uma fungao nao-negativa u € Hg ()
tal que, passando a uma subsequéncia se necessario,

u; = u em H}(Q), j— oo,
u; —u em LP(Q)), 7 — oo (1 < p<6),
(uj)y — u em L5(Q), j — oo.

Como
I'(uj)(u; —u) = o(1), j — oo, (2.14)

obtemos de (2.14)
0 = lim [(a + b]ju?) / Vu; - (Vu; — Vu) de —
j—o0 Q
i [ ooy —uds = [t -wa). @9
Afirmamos que

/Qg(:c,uj)(uj —u)dr=o(l), j — o0 (2.16)

/Q(uj)i(u] —u)dr =o0(1), j — 0. (2.17)

Primeiramente verificaremos que (2.16) é valida. Para £ > 0, utilizando
a desigualdade (2.3) e a desigualdade de Holder duas vezes seguidamente,
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obtemos

lim sup
Jj—00

/Qg(fl% u;)(u; — u) do

< limsup€ [ |u;|°|uj — u| do + C’/ |u;||u; — u| dx
Q Q

j—o0

5/6 1/6
< &limsup [(/ u? d:v) (/ (uj — u)® daf) ]
Jj—oo Q Q
1/2 1/2
C'li 2d —u)?d .
o[ ([56)" ()]

Utilizando a limitagao de (u;) em L?(Q2) e L(Q), de (u; — u) em L(Q) e a
convergéncia de u; para u em L?*(Q), concluimos que

lim sup < (¢,

Jj—00

/Qg(% u;)(uj — u) da

donde segue que (2.16) é valida. Agora verificaremos que (2.17) é valida. Da
desigualdade de Holder, da limitagao de ((u;)) em L%(2), do Lema 2.6 e do

fato que
()3 (uj —u) = (u)3((u)+ — ),
temos
lim sup /(u])i(uj —u)dx
Jj—oo Q

= limsup

msup | [ () (wy): = o] da

< li?i}S;lp (/Q(uj)i d:z:) " (/Q[(uj)+ —u)° dx) v

= 0,

o que mostra (2.17). Portanto, de (2.15), (2.16) e (2.17), concluimos que
(a+ bllu;|?) / Vu; - (Vu; — Vu) dz = o(1)
Q
= (o) (sl - [ Vo Tuds ) = o)
Q

= lim <Huj||2 — / Vu; - Vu dx) = 0.
j—o0 Q

43



Dai, da convergéncia fraca u; — u em Hj (),

lim [Ju;]|* = lim [(HUJHQ — / Vu; - Vu dx> +/Vuj -Vu dm} = [|Jul
j—o0 j—o0 Q Q

Portanto, ||u;| — ||u||, quando j — oo e, pela Proposigao 1.13, deduzimos
que
u; —u em Hy(Q).
[

As hipéteses (g1), (g2) e (g3) foram utilizadas pra mostrar que se o nivel
de uma sequéncia (PS) para o funcional I satisfaz (2.6), entao I é (PS) neste
nivel. Utilizaremos agora a hipdtese (g4) para garantir o nivel ¢ do passo da
montanha correspondente a [ satisfaz (2.6). Em consequéncia, o funcional 1
serd (PS)..

Para isto, seja w # () dado pela hipdtese (g4). Consideremos zy € w. A
menos de translagao, podemos supor zy = 0. Para cada € > 0, definimos
uma funcao corte de Talenti em 2 como

B el/%r(2)
) = @ ey

onde 7: 2 — R é tal que 7 = 1 em alguma vizinhanca de xg = 0 e spt 7 C w.
Analogamente as estimativas feitas por Brezis & Nirenberg em [8], obtemos

l/nmﬁdx_Kerq
Q

/ ul dr = K3 + O(e?), (2.18)
Q

/ u? dv = O(¢),
\ JQ

quando ¢ — 0, onde K, Ky > 0 sao constantes tais que S = K;/Kj. Defi-
nindo

oo() = — @) zeQ, (2.19)

1/6°
(/ u® dx)
Q

L/W%szs+0@,
Q

[
e

concluimos que

dr =1

O o

: (2.20)

(LI}

dx

I
Q

(€),
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quando £ — 0.

Lema 2.8. Considere g satisfazendo as hipdteses (g1) e (g2). Suponha que
existe um aberto nao-vazio w C ) e uma funcdo mensurdvel h, tal que

g(z,t) > h(t) > 0,Vz € w,t >0

e, além disso,

ime [ (2 s = (2.21)
€_>08 . (1 T 52>1/2 S S = OQ. .

Entao, existe uma constante eqg > 0 tal que

b

a 1
I?Zaoxl(tvg) < §C'k + ZC’,? - —

6830}3’ Ve € (0,¢p).

Demonstracao. Defina v. como em (2.19) e tome ¢ > 0. De (2.20), obtemos

a b 1
o) = Gl + el = [ Gt do = [ () da

at? bt* 16

= Gl Tl = [ Gt do =5 [ s
at? bt* 6

= 7||vg||2 + Z||’Ua||4 — ,u/Q G(x,tv.) de — 5

Defina
6

2 bt t
£(0) = 1(t0) = Ll + e~ [ Gty de -5 (222)
2 4 a 6

e tome t. > 0 tal que

F(t.) = max £(2).

t>0

Do Lema 2.4, obtemos que t. > 0. Escreva A. = ||v.|?>. Entao,

f'(t) = at||ve||* + bt?||ve||* — ,u/ g(x, tv v do — t° =
Q

F(t) =t (aAg pha [ LN tg) Y

t
= aA. +btZAZ — t} = u/ 9(@, feve)ve :UE)UE de.
Q €
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Contudo, sabemos que g(z,t) > 0, Vx € ,t > 0. Portanto,
aA. +bt2A2 -t > 0.

Resolvendo a inequacao acima em t., estimamos que

1 1/2
t < [5 (bAg + /(A2 + 4aA5>] .

- |

Como a aplicagao

Defina

1/2
(bAg +/(0AZ? + 4aA€>] .

N | —

2 4 6
%AEJFM A2—t—
2 4 6

¢ crescente no intervalo [0, 7%], segue de (2.23) que
I(tv.) < I(tove)
at? bt?
= Sl + et - £ [ Gt do

aTg bT4 TS

IN

6

Lembremos que

Oy = <b53 + /(b8P + 4aS3>

l\DII—‘

e observemos também que

£AZ = ,u/ G(z,t.v.) dz.

(2.23)

(2.24)

T2A, = %Aa (bAg + /(bA2)2 + 4aAE> - % (bAgj +/(bA3)2 + 4aAg) ,

De (2.20), temos A. = S + O(e), donde segue que
T?A. = Cy + O(e).

(2.25)

1/ ~
2= (bA +/(0A2) —I—4aA>

(§]

G _ <bS3 +/(bS%)2 1 4a53) _1 <b32 +/(6S%)2 1 4a5>

S 28 2 ’
obtemos o

T2 = =%
2= o).
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Dal, por decorréncia de (2.24), (2.25) e (2.26), deduzimos que

a b 1
](tvg) S §Ck + ZC,% - @C}? + O(E) — [L/QG(.’L‘,I?E?J5> dx. (227)
Afirmamos agora que
lim {5_1/G(x,t5v6) dx} = 00. (2.28)
e—0 Q

De fato, mostraremos inicialmente que

t&‘ € €
/ g(fc’t—”)“ dz — 0, (2.29)
Q €

quando € — 0. Com efeito, utilizando (2.3) e (2.20), para £ > 0 obtemos

/g(xvtava)vef de < /(§|tava|5+05|tava|)va dr
9] te Q te

< / (&t + Cev?) da
Q

= §t§/v€6dx+05/vfdx
Q Q
= {ti—l—Cg/vfda:.
Q

Por outro lado, como T, é limitado e 0 < t. < T, temos que t. também é
limitado. Logo, utilizando esse fato, os cdlculos acima e (2.20), temos que

tS £ £ .
lim sup/ 9@, teve)ve dr < limsup (ﬁti + Ck / v2 dx>
Q Q

e—0 ta e—0

= limsup (&2 + CeO(e))
e—0
< (¢,

para alguma constante C' > 0 e todo £ > 0. Segue dai que

tE g g
[ty
Q ts

ou seja, (2.29). Lembrando que

g(z, tov)v,

dx,
le

aA; + b2 A2 — ¢! = p,/
Q
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de (2.20) e (2.29), obtemos

2 4
aS + bS? (lim ts) — <lim t€> =0,
e—0 e—0
isto é,

1/2
t B <b52 + /(68?2 + 4aS)1 e 0. (2.30)

Portanto, das hipdteses sobre g, de (2.20) e (2.30), concluimos que

6_1/G($,t51}5) de > 5_1/G(x,t€v€) dx
Q w

> el/H(tgvg) dx

Vor(a)
S H(C——0 ) d
= [ (i) @
> (Ot TH CL/2 s* ds
= ) “(e2 + s2)1/2

2 [° gm\/? 2
Ce /0 H (Ogm) s°ds

2 c g/ 2
> Ce /0 H(m)s dS,

para alguma constante C' > 0, onde C. denota uma constante que converge
para algum valor positivo quando € — 0, e na ultima desigualdade fizemos
um dimensionamento adequado para €. Se C' > 1, entao (2.28) é facilmente
verificada por (2.21). Contudo, se C' < 1, temos que

v

v

C

< —-1/2 1 —-1/2
2 [° € 2 2 /c € 2
€ /o H <—<1+52)1/2) sdx = ¢ /0 H (—(1—|—52)1/2) s*ds

2 g1/ 2
—c /C H(—(1+52>1/2) s-ds.
1

9 [ g1/? 2
Bg =& /c H (m) s ax

Definindo
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e utilizando (2.3), para £ > 0 obtemos
2 : g/ 2
e /c H <m) s°ds
1 6 1
< ¢ [5 /
c

< C

|BE| =

—1/2 —-1/2

€
(14 s2)1/2

€
(14 s2)1/2

2
52 ds]

para alguma constante C' > 0, o que conclui (2.28). Portanto, de (2.27) e
(2.28), podemos tomar g, tao pequeno de maneira que

szds—l—C'g/
c

a b 1
I(tv.) < =Ch +-C? — — (%
wp ) = Gt G G
para todo ¢ € (0,&q), o que conclui a demonstragao do lema. O

Mostraremos agora que, devido a (g4), g satisfaz as hipdteses do Lema
2.8.

Lema 2.9. Suponha que a funcgdo g satisfa¢a as hipdteses (g1),(g2) € (ga)-
Entao, g satisfaz as hipoteses do Lema 2.8.

Demonstracao. Defina
h(t) = inf g(x,t).

TEW

Da hipétese (g4) segue que, para todo M > 0, existe R > 0 tal que
t>R= g(x,t) > Mt* Vo € w,
dai,
H(t) = inf G(z,t) > Mt* vVt > R. (2.31)

TEW

Observe que existe uma constante C' > 0, que independe de € > 0, tal que
c—1/2

- -1/2
(1+32)1/2>R’ Vs<Ce /=,

se € é suficientemente pequeno. Utilizando este fato e (2.31), segue que

) gt o—1/2 ) ) Ce=1/2 e—1/2 )
€ /0 H(—(1+82)1/2>s ds > ¢ /0 H<—(1+32)1/2)8 ds

0871/2 52
> M —d
= /0 1+s22®
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para todo M > 0 e € > 0 pequeno. Portanto,

) e 5—1/2 )
hrsn_}glf 9 /O‘ H (m) s“ds

para todo M > 0 e alguma constante C' > 0 que nao depende de M. Isto
conclui a demonstragao. ]

—1

>CM

Finalmente, demonstraremos o Teorema 2.1.

Prova do Teorema 2.1. Considere a fungao g satisfazendo as hipéteses (g;) —
(g94). Lembremos que a energia do passo da montanha ¢ é definida por

c¢=inf max I(u)>0.
v€l ue~([0,1])

Como observamos antes, existe uma sequéncia (u;), a qual é (PS). para I.
Do Lema 2.5 e da definicao da classe de caminhos I', temos que

Ve>0,3t. > 0 tal que v.(t) = t(tv.), 0 <t <1,

pertence a I'. Dos lemas 2.8 e 2.9, existe uma constante ¢y > 0 tal que

b 1

a 92 3
I?Zaoxl(tvg)< 20k+40k 6S3Ck’ Ve e (0,e0).

Fixe 0 < € < ¢9. Entao,
a b 1 5
c < trél[% I(7:(t)) = Srerfoaé] I(sv.) < max I(sv.) < §Ck + Zlck - @Ck.
Do Lema 2.7, segue que [ satisfaz a condicao (PS).. Logo, existe u € H}(Q)
e uma subsequéncia de (u;), ainda denotada por (u;), tal que

u; — u em Hy(Q).

Portanto,
I(uj) — I(u) e I'(u;) = I'(u).
Dai,
I(u)=ceI'(u) =0,
mostrando que u > 0 é uma solugao fraca nao-trivial de (P,). ]

Do Teorema 2.1 segue o proximo corolario:

Corolario 2.10. Seja a,b > 0. Entdo, se 3 < q <5 e g(x,t) = [t|]97't, o
problema (P,) possui uma solugao ndo-negativa para todo jr > 0.

Demonstragdo. Assuma 3 < ¢ < 5e g(x,t) = [¢t|7"'t. Podemos ver facilmente
que g satisfaz as hip6teses (g1) — (g4). Segue, portanto, do Teorema 2.1 que
(P,) tem solugao para todo p > 0. O

50



2.3 Existéncia de solucoes para o problema
(P,) sob as hipéteses (g1), (g2), (95) € (g6)

Nesta secao, temos por objetivo demonstrar o Teorema 2.2. Suponha
a,b > 0, e considere g satisfazendo as hipdteses (g1), (g2), (g5) € (gs)-
Se existe uma constante 4 < 6 < 6 tal que

g(z, t)t —0G(x,t) >0, Ve € Qe t >0,

a demonstragao é bem mais simples (veja o argumento utilizado em [2] para
este caso). Portanto, consideremos a seguinte hipétese no lugar de (gs):

(g5) Existe uma constante 2 < 6 < 4 tal que

g(z,t)t —0G(x,t) >0, Y € Qet > 0.

Analogamente a secao anterior, consideramos o funcional energia associado
ao problema (P,)4 como

a b 1
L(u) = §]|u\|2+1||u|]4—u/£)G(:C,u) dx—é/gui de (ue HY(Q).

Vamos considerar o seguinte truncamento: Seja ¢: [0,00) — R uma fungao
suave definida por

,lp = 17 em [07 1)7
Y =0, em [2,00),
0<¢y <1, caso contrario.

Além disso, suponha também que
—2 <" <0, em [0,00).

Dado T > 0 defina o funcional corte ®r(u), o qual é C'(H}()), como

@ﬂm:w(%f)

Dai, consideramos um funcional truncado em H} () definido por

a b 1
TE) = Gl + Il re) [ Glawydo— 5 [ u da
2 1 o 6 Jq

o1



Podemos verificar que JZ estd bem definido e é continuamente Fréchet-
diferencidvel (vide Apéndice A). A diferencial de Fréchet de J!(u) é dada
por

yn = |+ olaPest+ gl (1)) [ ou-vnas-
—,u/gg(:c,u)h da:—/guih dx, (2.32)

onde h € H}(Q) é arbitrdria. Escolha T' > 0 de tal forma que
, a2 [a(@—2)1"?
T = (—) s . 9.33
. { 8b {46(4 - 9)} (2:33)

e (L) < s, (234)

|ul|® > 2T

Observe que

De fato, se

temos que ¥ = 0, donde concluimos que ¥’ = 0 e assim (2.34) é vélida. Caso
contrério, ||ul|? < 2T? e observando que

()

HUHQ 4 _ 212 22 _ qd
[Jul 'y’ < 2uf® = 2(fJull)” < 2(277)" = 817,

temos

donde segue que, em qualquer caso, (2.34) é valida. De (2.33) e (2.34),
obtemos as seguintes relagoes:

) . @
ot gty () 2 5 (289
11\, 11\ .,

1 1 1 1\ .,
) =2z )T%>0. .
a(2 9) 2b<9 4>T >0 (2.37)



Vamos verificar a validade de cada uma dessas relagoes. De (2.34), temos

que
|| ||2 o
[Jul|*o/ > 8T

o que, combinado com (2.33), acarreta

ul? b
2T2|| || ¢ (H H ) > CL——8T4

AV |

=) =)

| [

I

> @%

/\ﬂ )
[N~}

| 2

N——

11\, 1
86(5_Z)T _ 8b(5—

1 1 1 1
< - — — 2 _ - — —
0 < a<2 9>T 86(9 1

Como T? > 0, segue a validade de (2.37). Notamos também que se u € Hg ()
com |ju|| < T, entao
o) — o (12 _ |
T\u) = T2 -
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acarretando
T
S (W) = L (u).

Portanto, se u é um ponto critico de J! com |lu|| < T, entdo u também é
um ponto critico de I,,. Demonstraremos adiante a existéncia de um ponto
critico nao-trivial u de J) com |lul| < T

Doravante, por simplicidade, denotaremos JE e Or(u) apenas por J, e
®(u) respectivamente.

Comecaremos a demonstracao do Teorema 2.2 com os préximos dois le-
mas, que tratam da geometria do passo da montanha do funcional J,.

Lema 2.11. Suponha que a fungdo g satisfaz as hipdteses (g1) e (g2). Entao,
existem constantes o, p > 0 tal que

Ju(u) > a, Yue Hy(Q), com |ul|=p.

Demonstra¢ao. A demonstracao é analoga aquela do Lema 2.4. De fato,
tomando u € H} () com ||u|| = p, obtemos

a b 1
D) = P+ Sl o) — [ Gwde— 5 [ ot do
@y 2 1 6
> Zlulf=p | Glr,u)de — = [ vl dx
2 Q 6 Ja
= %PQ_CPG»

para alguma constante ¢ > 0. Portanto, tomando p suficientemente pequeno,
concluimos que existe uma constante o > 0 tal que

Ju(u) > a.
[

Lema 2.12. Suponha que g satisfaca as hipdteses (g1) e (g2). Entdo, existe
uma fungdo vg € Hy(Q) tal que |||l > p e J.(vo) <O0.

Demonstragio. Tome uma fungao nao-trivial qualquer v € HJ(2) com v > 0
e considere t > 0. Entao,

at> o, bt 46 ]
Q Q
at? bt* 16
< Zlwoll? = Zoll* = = 6
< Gl + ol - 5 [ e

Portanto, I(tv) — —oo, quando t — co. Segue dai que existe uma constante
to > 0 tal que se vy = tov, entdo ||vo| > p e Ju(vy) < 0. O
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Como na secao anterior, definimos

I'={yeC([0,1],Hy()) | v(0) =0, J, (7(1)) < 0,~(1) # 0}

= inf T (u).
= Jer uen(io ulu)

Como a geometria do passo da montanha é verificada, pelo Teorema 1.10
asseguramos a existéncia de uma sequéncia (PS),, para J,.

Lema 2.13. Considere a fun¢ao g satisfazendo as hipdteses (g1), (g2) e (gs)-
Entao,
¢, — 0, se pu— oo.

Demonstragao. Tome uma fungao ¢ € C§°(w) com ¢(0) = 1, e uma constante
k tal que 0 < k < 1/2. Defina

v=_lz|™* 2 cw.

Portanto, v € Hg () considerando sua extensao nula a €. Entao,
a 2 1 1
J(tv) = —Hth —Hth G (x,tv) de — — (tv) dx

t? bt!
a—\\v[\2+—\\vl\4—u/G(w tv) a:——/v de.

IN

Defina
t2 4 t6
10 = ol + Sl - [ Gy do =5 [ e
w Q

Tome t,, > 0 (os lemas 2.11 e 2.12 nos permitem tomar tal valor) de tal forma
que
f(ty) = max f(t).

t>0

Como f'(t,) = 0, segue que

716 = at oI+ b3l = [ gt ds [ o de =0
w Q

= allv||* + bt fJv||* — tﬁ/g(x,tuv)v dr — ti/ v® dr = 0. (2.38)

o Q
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Contudo, sabemos que g(z,t) > 0,V x € Q, t > 0. Portanto, temos que
allv||* + bt2 ||v]|* > tf;/QUG dr.

Analogamente ao que foi feito no Lema 2.8, podemos garantir que existe uma
constante C' > 0 tal que ¢, < C, para todo 1 > 0. Afirmamos que

t, — 0, p— oo.

De fato, se isso nao acontecesse, existiriam uma sequéncia (p;) e 8 > 0 tais
que
pj —> o0 e t,. — 3, j—oo.

Portanto, utilizando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

obtemos )
— g(xtvvdxéﬂ/ x, fv)v dz.

t#]’

Tendo em vista a hipétese (gg) e a definigdo de v, segue que

/g(x, pu)vde >0

Mas, de (2.38), temos que

/g(x, pu)v dx =0,

uma contradi¢ao. Portanto, temos que

at? bt
< < —E1ol|2 + —£|v||*
0 < ¢ < max J,(tv) < max J(6) < - [oll* + 2ol * =0,

o que completa a demonstracgao. O

O préximo lema que demonstraremos garantird a compacidade local para
o funcional J,,.

Lema 2.14. Considere g satisfazendo (g1), (g2) e (g5) e seja (u;) uma sequén-

cia (PS)q para J, com
1 as\*?
d -z
(o))

Entao, ((uj)+) possui uma subsequéncia que converge fortemente em L°(Q).
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Demonstragio. Seja (u;) C Hg(§2) uma sequéncia (PS), para o funcional J,

()"
(
i)

Primeiramente afirmamos que (u;) é limitada em HJ(£2). De fato, como

Ju(u
de (g1), (g5)" e (2.32) obtemos

—de J(u;) =0,

d+1 > %A%)—%LK i) (u )+—;ﬁ( i)(ug)

a b 1
> Gl + @) — i [ Gy do =g [ (w5t da
Q

- i { e e + Sy ("“ﬂ"Q)] R
+%{u/ﬂg(x,uj)uj dm+/9(uj)iuj dx} 4 QJ;( ) (1)

(5 5) It o (35 ) Holetw) - gttt (1)
+ ,u/Q (% g(x,uj)u; — G(x,uj)) dr + (% — é) /Q(u])i dx — ||u]|
o(5-5) Bl 40 (5= 5 ) Tl o) -,

para j € N grande, onde usamos na tltima desigualdade o fato que ¢’ < 0
em [0, 00). Contudo, observe que

|ul[*®(u) < 4T*, Yu € H(Q). (2.39)

v

v

De fato, se
[|lu? > 272

entdo ®(u) = 0, donde concluimos que (2.39) é valida. Se temos o caso
contrério, ||ul|? < 272, segue que ®(u) < 1, o que acarreta

lufl*®(u) < ul* = (u]?)? < (27%)? = 4T*,

donde segue, em qualquer caso, que (2.39) é valida. Logo, de (2.39) obtemos

1 1 1 1
. (5 - 5) g1 + b (z - 5) s 1@ ;) = [y |
1 1 1 1
> af =2 ulP 177)7
. a<2 Q)HWH +4b(4 Q)T s

o7

d+1

v



para j € N grande. Como a,b > 0, podemos garantir que (u;) é limitada
em H}(Q). Consequentemente, como vimos na demonstra¢ao do Lema 2.6,
existe u € H}(Q) tal que

u; —u  em HJ (),
u; —u emLP(Q), coml<p<6,
u; —u g.s. em 2.

Do Lema de concentracao de compacidade de Lions, existe um conjunto no
méximo enumerdvel Z, pontos {x; rer C Q e ntiimeros {ny rez, {Vktrer C
R* com )

. > Sv? (ke (2.40)

tais que, passando a uma subsequéncia se necessario,

V| de —n > [Vul’ de+ ) nkba,,
kel

(uj)i de — v = (u)i dx + Z Vg0, -

kel

Afirmamos que Z = (). Suponha por contradicao que Z # (). Dai, para cada
k€T ee >0, defina uma funcao suave ¢ = ¢y .: R* — R tal que

o =1, em B.(zg),

¢ = 07 €m st(l'k)c,
0<op <1, caso contrario,
Vol < 2/¢, em R3.

Temos

0 = lim (J(uy), u;0)

Jj—o0
= lim a -+ bHuH2<I>(u) + LHU.H‘W/ M / Yu.: - V(“'@ dr —
im0 J J o2 1™ T2 Q J J

- M/Qg(l‘yuj)ujcb dﬂf—/ﬂ(uy‘)iéf) dw} (2.41)
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Agora,

2
tim o+ o) + 2T2||u]||¢(”%” )] [ 70 e as

2
= tim { o oo iPotuy) + gl (B55)| [ w0 To o)

2
i { o+ o ta) + gatule (128)] [ wupoa

> lim g/ V26 dz + o(1), (2.42)
Q

J—00

onde o(1) — 0, quando ¢ — 0. A dltima desigualdade vem de (2.35) e do
fato que

lim [a+b||w||2<1>(u)+ gl (”“ﬂ”2)] [ Fou dr = ot
v j j 27?2 U o j j )
(2.43)

quando € — 0. Vamos verificar que (2.43) é vélida. Analogamente ao que foi
feito em (2.34) e (2.39), podemos mostrar que

|u||?®(u) < 2772, Yu € H}(Q). (2.44)

De (2.34) e (2.44), usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, a limitagao
de (uj) em Hj(Q), a convergéncia de u; para u em L*(Q2) e a desigualdade
de Holder, obtemos

tin o+ uPe() + ol (B28)] [, vo, do

< (a+6bT%) lim \Vu,||u; V| dx

J—r0 QnN Bzg(xk)

1 1
< (a+6bT?) lim (/ |Vu,|? dx) (/ lu; V| da:)
J—0 QN Bae(zx) QN Ba:(xk)
1/2
< o[ pvera)
QﬂBgs :ck)
1/3 1/2 2/3 1/2
3/2
gc( )dx) ) ((/ (IVoP) ) )
QN Bac(z) QN Bae(zy)
1/6 1/3
< ([ ) ()
QﬁBQs xk QﬂBZe(fk)
1/6
< C (/ x) — 0, quando e — 0,
QQBQE Ik
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o que mostra (2.43). Agora mostraremos que

lim [ g(x,uj)u;¢ de = o(1). (2.45)

Jj—00 Q

Para £ > 0, utilizando (2.3) segue que

lim [ g(x,uj)u;j¢ dx

Jj—00 Q

J—o0 QﬂBQg(Ik) QOB2€(xk)

< lim <§/ u]6- dr + C’g/ u?qb dx)
J—0o0 QﬂBQE(Ik) QﬂBQE(xk)

C£+Ck/‘ u’¢ da,

Qn B2E(xk)

IN

IN

para alguma constante C' > 0. Dali, obtemos

lim sup (hm /g(x,uj)ujqﬁ dx) < C¢,
Q

e—0 J—roo

para todo & > 0, o que mostra (2.45). Portanto, de (2.41), (2.42), (2.45) e
do Lema de Concentracao de Compacidade, concluimos que

0 > lim F/ |vujy2¢dx—/(uj)i¢dx] +o(1)
> i |3 [ 1VuPods— [w)teds] +o

/¢m /¢w+o

quando j — oo. Tomando € — 0, obtemos

()2hm{/¢m /¢@+0]
ST AR

a

- 577]6_1/]{?’

isto é,
Vi 2 gnk- (2.46)
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Utilizando (2.40) em (2.46), temos entao

a
Ve 2> 577k

a . 1/3
§SVk

3/2
= > (?) : (2.47)

De (g5)', ¥’ <0, (2.44), (2.37), e do Lema de concentragao de compacidade,
segue que

d = lim {Ju j)(uj)}

J]—00

_ jli_)rgo{{ (- - -> b (}l - %) Huju%p(uj)] /Q|vujy? dz —
~ gatuew (M) i [ (Gt - 6o a

Ry

o

v

Vv
iE
—N
S

1
4

: I 1 a I 1
> g (5-5) foroa=(5-5) foo

Fazendo ¢ — 0 e utilizando (2.47), obtemos
1 1
d > (5 — 6) Vk
1 as\*?
> na )
= (570) (%)

o que contradiz a hipétese inicial dada para d. Portanto, Z = ). Consequen-

temente,
/(uj)i dr — / ul d,
Q Q
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finalizando a demonstracao. O

Observacao 2.5. Podemos mostrar que u € nao-negativa. De fato, como
(u;) € limitada, a menos de subsequéncia, existe A > 0 tal que |lu;]|> — A.
Se A =0, a conclusao seque. Se A > 0, temos da convergéncia u; — u em
H3(Q), da convergéncia uj — u em LP(Q), para 1 < p < 6, e pelo funcional
Y ser de classe C', para h € H}(Q)), obtemos

2
jli_)rgo{{a+b||uj||2q)(uj)+ 2T2H w;l|*y’ (HUJH )] /QVuj-Vhd:ls}—
—u/gg(a:,uj)hdx—/g( Nk hdx} 0
= {a—kb/w (%) + 2—;2AQ¢’ (%)} /vu-Vh de =

Q

—u/g(x,u)hdx—k/uihdx
Q Q

Tomando h = u_, concluimos que

{a+bA¢<A)+% ¢'(%>]/Q|Vu|2dxzo

Vamos mostrar que

A b, [ A

De fato, como

A? > 4T T?g% Y > =2
temos que
A b, A A 26,
b
2 a — 7T2A
b 4
Z a — 7724T
= q— 4bT?

\%
S
|
e~
=
|
I
|
Vv
(@]
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Portanto,
/ |Vu_|*dz =0 = HU—H%I(%(Q) =0=u_=0.
Q
Logo, u = u.y, isto é, u € nao-negativa.

Lema 2.15. Considere g satisfazendo as hipoteses (g1), (92), (g5)" € (g6). En-
tao, existe uma constante p* > 0 tal que o funcional J, tem um ponto critico
nao-trivial para todo p > p*.

Demonstracao. Do Lema 2.13 existe uma constante p* > 0 tal que

(L 1) (e 3/2 oo 1
C - — — —_— ara todo .

Considere p > p* e seja (u;) uma sequéncia (PS),., para o funcional .J,. Da
demonstracao do Lema 2.14, (u;) é limitada em H;(2). Ainda do Lema 2.14
e da Observagao (2.5), existe uma fun¢ao nao-negativa u € H}(2) tal que

u; — u em H}(Q)
uj = u em [P(Q),V1<p<6,
(uj)+ = u em L5(Q)

passando a subsequéncias se necessdrio, mas ainda denotada por (u;). Vamos
provar agora que o funcional .J, satisfaz a condigao (PS),,. Como J} (u;) — 0
em H'(Q) e (u;) é limitado, obtemos

Jo(uj)(uj —u) = o(1), (2.48)
onde o(1) — 0, quando j — oo, ou seja,

b (gl
o et + gyl (B8] [ vt -0 -

—/L/Qg(x, u)(uj —u) de — / u’ (uj —u) dz = o(1). (2.49)

0
Como vimos na segao anterior ((2.16) e (2.17)), temos que

/ g, u5) (u; — u) de = o(1), quando j — oo, (2.50)
Q

/Q(uj)i(u] —u) dr = o(1), quando j — oo. (2.51)
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Portanto, de (2.49), (2.50) e (2.51),

: 2 2l
O:jlg(r}o a + bllu;||*®(uy) + 2T2H ]H Y ( = QVuj-V(uj —u) dz.

Utilizando (2.35), segue que

a
+ bl [ (u;)

o
o bt + el (B2E) > 5
a
2

> 0.

lim (||uJH2 — / Vu; - Vu dm) = 0.
J]—00 QO

Da convergéncia fraca da (u;) concluimos que

lim [|u;||* = lim {(HuJHQ — / Vu; - Vu dx) +/Vuj -Vu dx] = ||lu|?,
J—o0 Jj—o0 0 0

ou seja, ||uj|| = |lu||, quando j — co. Logo, pela Proposicao 1.13, obtemos

Logo,

u; — u em Hy(Q).

Finalmente, vamos demonstrar o Teorema 2.2.

Prova do Teorema 2.2. Primeiramente, vamos escolher p* > 0 tal que

) 1 1 aS 1\ 4 .
c#<m1n{(§—6) (7> 4b<§_Z)T}’ para todo p > p*.

Do Lema 2.15, existe um ponto critico nao-trivial u € Hj(€2) do funcional J,
para todo p > p*, com valor critico ¢,. Como vimos no inicio dessa secao,
basta mostrarmos que ||u|| < 7. Inicialmente, como J,(u) = ¢,, obtemos

1
G e [ Glewdr+ g [ o dot,

Utilizando a hipétese (g5)" e que 6 < 6, segue que
a o by H 1 6
Nl + el ®(w) < = | glr,w)ude + - [ ul do+c,. (2.52)
2 4 0 Jo 0 Ja
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Por outro lado, como u ¢ um ponto critico de J, e ui = uiu, obtemos

2
o+ bllul2®(u) + T2|| [/ <’“” ﬂ / IVl dz = / (:p,u)udx+/9uidx,

ou seja,

ay o by [ _M/ 1/ 6

Sl gl @)+ gl () = [atewuder g [utar 259
Substituindo (2.53) em (2.52), obtemos

ay o by T [l

Z Z < Z Z )
Sl + Tl e < GHul? + Glale) + g lule’ (G ) + 6,

Utilizando (2.39) e o fato de ¢/ < 0 em [0, 00), segue que

o(5-5) 10 < o (5-1) e+ ey (L) +o,

11
< 4b (5 - Z) T + ¢, (2.54)

Suponha agora por contradigao que ||u|| > T'. Segue disso e de (2.54) que

1 1 1 1 1 1
N R —— R [ . 2.

Contudo, da escolha de T' = T'(a,b,0) > 0 e pu > p*, e utilizando (2.36) e
(2.55), obtemos

11\, 11\,
- — — < - — —
8b<9 4>T _a<2 9>T
11\, 11\, 11\,
- — — < - — — — - — —
= 4b<9 4>T < a<2 9>T 46(9 4)T

IN
o

A\
i
S
VRS
S
|
e~ =
N——
~
\'Jk

uma contradi¢ao. Logo, devemos ter ||u|| < T" e portanto u é um ponto critco
do funcional 1. O

Corolério 2.16. Seja a,b > 0. Entao, se 1 < q <3 eg(x,t) = [t|]9', existe
uma constante j1, > 0 tal que o problema (P,) tem uma solu¢do nao-negativa
para todo L > .
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Capitulo 3

Problemas elipticos do tipo
Kirchhoff envolvendo uma
nao-linearidade critica no R*

3.1 Introducao

Neste capitulo, consideraremos a questao da existéncia de solucao nao-
negativa em Hj(R?) para

- (a + b/ |Vul? dx) Au = It + pu? em €,
(P)A,u Q
u=20 sobre 0f).

Nesta classe de problemas 2 C R* é um dominio limitado com fronteira
suave 02, a,b > 0, \, u > 0 sdo parametros e 1 < ¢ < 3. Todos os resultados
a serem citados em seguida, foram considerados e demonstrados por Naimen
em [23].

Na segunda secao deste capitulo, consideraremos o caso ¢ = 1. Sejam

/ |Vul? do / |Vul? do
S = inf Q = inf RY
weHL(2)\{0} /2 uepr2(rRiN{o} 1/2
’ (/ u dx) (/ u dx)
Q R4

e A1 > 0 o primeiro autovalor de (—A, Hj(€)). O principal resultado a ser
demonstrado é o seguinte:
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Teorema 3.1. Seja ¢ =1, a,b > 0,0 < X < aX e > 0. Entdo, a classe

de problemas (P)x,, possui solug¢do ndo-negativa nio-nula se, e somente se,
p > bS?.

Na terceira secao deste capitulo, consideraremos o caso 1 < ¢ < 3 e
também a seguinte classe auxiliar de problemas

— (a + b/ |Vul? da:) Au = v (M + pu?) em €,
Q

u >0 em €,
u=>0 sobre 02,

(P)A,M,V

onde v € (4, 1], para algum 1/2 < § < 1. Com a ajuda de um resultado de
Jeanjean [12], demonstraremos o seguinte teorema:

Teorema 3.2. Suponha que 1 < g < 3. Considere a,b > 0 e
bS?/5 < < 2bS?, para algum & € (1/2,1]. (3.1)
Além disso, suponha que uma das sequintes hipdteses abaizo € vadlida:
(C1) a>0 e\ >0 € suficientemente pequeno;
(C3) A >0 ea >0 ¢ suficientemente grande;
(C3) a>0,A>0eb< pu/S? ¢ suficientemente prézimo de u/S?.

Entao, (P)u. possui uma solug¢do nao-negativa nao-trivial para quase todo
v e (4,1]. Além disso, podemos encontrar uma sequéncia crescente (v;) C
(6,1] tal que v; — 1 quando j — o0 € (P)x ., tem uma solugdo u; que possui
uma das sequintes propriedades:

(1) |Juj]| = oo, quando j — oc;

(4i) u; € limitado em H}(Q) e consequentemente (P)y, tem uma solugdo
nao-negativa nao-trivial.

Observacao 3.1. Comparando o Teorema 3.2 com o Teorema 3.1, vemos
que adicionamos a hipdtese p < 2bS?. Esta condicao € usada para obter
a compacidade local apropriada de sequéncias (PS) que consideraremos no
decorrer deste capitulo.
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Observagao 3.2. Faremos uma observagdao sobre as condigoes (Cy) — (Cs).
Considere 1 < q < 3 e p satisfazendo (3.1). Defina

aj A o1, H(2bS® —p)

M= 5y (q+1)Sy3,"" 15200 bs?)
onde
/ |Vul|® dx
Sq = inf £ 2

ueHL(Q)\{0} q+1
0 (/ |u|q+1 dm)
Q

Como veremos na demonstra¢io do Lema 3.9, supomos (C1),(Cs) e (C3)
para que
(Co) g(t) >0, para todo t > 0.

Observando isto, podemos entender as hipdteses (C1), (Cy) e (Cs) como:

(C1) Se escolhermos a > 0 arbitrdrio, entdo tomamos A > 0 suficientemente
pequeno para que (Cy) valha;

(Cy) Se escolhermos X\ > 0 arbitrdrio, entao tomamos a > 0 suficientemente
grande para que (Cy) valha;

(C3) Se escolhermos a > 0, X > 0 arbitrariamente, entio tomamos b < y/S?
suficientemente prézimo de ju/S* para que (Cy) valha.

Antes de continuar vamos a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.1. Dizemos que um subconjunto aberto 0y C RN_ ¢ estritamente
estrelado com relagao a um ponto xg € y se para todo x € €y o segmento

{Az+ (1 =Nz | A€ [0,1)}
estd inteiramente contida em €.

Observacao 3.3. Em geral supomos que 0 € o e exigimos que $2y seja
estritamente estrelado com relacao ao 0. Neste caso em particular, temos
que

r € implica Az € Qy, VAc0,1).

Ainda na terceira se¢ao demonstraremos um outro teorema, que assegura
a nao-ocorréncia da propriedade (i) no Teorema 3.2 caso {2 seja estritamente
estrelado.
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Teorema 3.3. Assuma que a,b,\,u > 0 satisfazem as mesmas hipdteses
do Teorema (3.2) e, além disso, assuma também que 0 C R* estritamente
estrelado. Entdo, (P)y, possui uma solugdo.

Definiremos a nogao de solucao fraca da classe de problemas (P), ,. Sem
perda de generalidade, dizemos que u € H}(2) é uma solugao fraca de (P)y ,
se u satisfaz

(a—l—bHuH2)/QVu~Vhda:—)\/guihd:c—,u/guihdxzo, Vh € Hy(Q).

O funcional associado a classe de problemas (P), , é definido por

a b A 1
I _ 2 e 4 q+1d __/4d HIQ
) = Slhal? + = = [t o =4 [t e @)

Podemos verificar que I, , estd bem definido e pertence a C'(H}(2)). Além
disso, todo ponto critico de I, , é uma solucao fraca nao-negativa de (P) ,.

Similarmente, podemos definir as solugoes fracas de (P), ., € o seu funci-
onal associado Iy ,,,. Dizemos que u € Hj(f2) é uma solugao fraca de (P)y .
se u satisfaz

(a+ bllul?) /V'th drx—v ()\/ ulh d:v—i—,u/ u h dx) =0, Yh € Hy ().
Q Q0 Q

O funcional associado a classe de problemas (P), ,, ¢ definido por

A

a b 14
Loo(w) = = ull?+~llull*—v | —— [ w%d —/ td Hi(Q).
i) = Sl gt = (2 [atrtan s [utar), we o

Podemos verificar que I, ,,, estd bem definido e pertence a C*(Hy(2)). Além
disso, todo ponto critico de I, ,,, é¢ uma solucao fraca nao-negativa de (P) ;.-

A seguinte proposicao sera extremamente importante para a demonstra-
¢ao dos teoremas deste capitulo.

Proposigao 3.4. Seja d € R e (u;) C Hy(Q) € DY(R*) uma sequéncia
(PS)q limitada para o funcional I, isto €,

o I),(uj) >demR,
o I} (u;) = 0 em H(Q),

o ||u;|| € limitada.
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Entao, ou (u;) tem uma subsequéncia que converge forte em H} () ou, em
caso contrdrio, existe uma funcdo nao-negativa ug € HJ(Q) tal que u; — ug
em H}(Q), um nimero k € N, e além disso, para cada i € {1,2,...,k},
uma sequéncia de valores (R;'-)]EN C R*, pontos (l‘;)jeN C Q e uma funcao
nao-negativa v; € DM?(R*) satisfazendo

k
a+b (IIUoII2 ) ||Ui||2D1a2(lR4)>

i=1

Aug = uf +pui,  em Q, (3.2)

Av; = vl em RY, (3.3)

=1

k
a+b <||U0”2 + Z ||Ul||%)1’2(R4))

tal que, passando a uma subsequéncia se necessdrio, € valido

o Ridist(z},0) — oo,

k
o ||uj—ug— Y Rivi(Ri(- — %)) — o(1),
i=1 DL2(R%)
k
o [luill> = [luoll* + Z HUiH%)L?(R‘l) +o(1)
=1

o I ,(uy) = Iy ,(ug) + Z [, (vi) + o(1),

onde o(1) — 0, quando j — oo, e definimos

k

hlw) = |247 <HUOH2 £y Hvi|!%1,z(R4)>] ool = =5 [ o
=1

—H/ué dx (3.4)
4 Ja

(&

= a b i 1

I3, (v) 5t1 <HU0H2 + lz \|Ul!|zbl,2(R4)>] [0l B2 ety — 1 /R4 vi da.
=1

(3.5)
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Notamos que (3.2), a equagao para o limite fraco uy de u;, depende da
informagao nao-local de todas as “bolhas”

k
b llvillBreces):
i=1

Isto garante que se b > 0 e (u;) ndo possui uma subsequéncia que converge
forte em Hj (), entdo o limite fraco up de u; nunca serd um ponto critico
de I, ,. Isto ¢é diferente do caso b = 0. Também enfatizamos que em vista de
(3.4), a “energia” do limite fraco uy tem o termo misto

k

b

1 (Z ||Ui||2D1a2(R4)> o .
i=1

Fenomenos semelhantes envolvendo bolhas surgem igualmente no problema
limite (3.3) e em suas respectivas energias (3.5). Neles est@o as propriedades
de sequéncias (PS) correspondentes a problemas tipo Kirchhoff com cresci-
mento critico no sentido de Sobolev. Veremos que na prova do Teorema 3.2,
a analise cuidadosa de tais fenonemos desempenha um papel importante.

3.2 Ocasog=1

Nesta se¢ao, demonstramos o Teorema 3.1. Sejam a,b, \,u > 0 com
A < a);. Para obtermos existéncia de uma solugao nao-trivial, supomos que
i > bS? e definimos

a b A U
Lo = Slul”+ 4——/2d——/4d
q—l,)\,u(u> 2||u|| 4”“’” 2 Qu+ x 4 Qu+ i

Observacao 3.4. Por questao de simplicidade, denotaremos nesta se¢ao os
Juncionais Iy—1pu, Iy € I35, por 1,1 e I, respectivamente.

Obteremos a existéncia de um ponto critico nao-trivial de I. Primeira-
mente, mostraremos o seguinte resultado de compacidade local.

Lema 3.5. Sejam a,b,\,pu > 0 com X\ < a); e u > bS?. Entdo, I é (PS)q
para

(aS5)?

d< ————.
= 4(u—bS?)
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Demonstragio. Considere (u;) C H}(2) uma sequéncia (PS)y para I com

(a5)?

d< ———— .
= 4(u— bS?)

Inicialmente, afirmamos que (u;) ¢ limitada em Hg(Q2). De fato, como
I(u;) — d, da definicao de I e da desigualdade de Poincaré, obtemos

1 1
d+1 > I(u;)— 11/(%’)% + ZI/(“J')“J'

b A 1
I 12 - n4 _ - \2 d _~ \4 d
2”“]” +4||UJH 5 /Q(uj)Jr Z 4/Q(UJ>+ €

a s, b 4 /\/ 2 M/ 4
1%, Il 14 = 2 N2 g — © N g
[4Huy” + 4HUJ” 1 Q(“J)+ 2 1 Q(“J)Jr 2

1
+ ZII(UJ>UJ
a 2 >‘ 2 /
= ZHUJH 1 Q(“j)+ dx + 4_1[ (uj)uy
a al 1
> Sl = g5l + 37 sy

a A
> 2 (1= 20 ) hul® e,

paran € N suficientemente grande. Como A < a);, segue que (u;) ¢ limitada.

Agora, suponhamos por absurdo que nao possamos extrair uma sub-
sequéncia de (uj) que converge fortemente em H}(2). Logo, pela Propo-
sigao 3.4, existem uma fun¢do nao-negativa ug € Hj(Q2) tal que u; — wuq
em H}(Q), um nimero k € N, e além disso, para cada i € {1,2,...,k},
uma sequéncia de valores (R%)jen C RT, pontos (24)jen C Q e uma funcao
nao-negativa v; € DV?(R?) satisfazendo (3.2) e (3.3) tal que, passando a uma
subsequeéncia, é valido

k

I(u) = I(ug) + Y I™°(v;) + o(1), (3.6)

i=1

onde 0(1) — 0, quando j — oo, e I(ug) e I°°(v;) estdo definidos por (3.4) e
(3.5) respectivamente. Afirmamos que

I(ug) >0 (3.7)
() > 4(;‘1252), i=1,2,... .k (3.8)



Primeiramente, mostraremos (3.7). De (3.2) (com g = 1) e escrevendo

k
= lluoll* + D llvill Dz gy,
i=1
obtemos

(a+bA)/Vuo-Vhdx:/\/uohdx—i—u/ughdx, Vhe HiQ).
Q Q Q

Fazendo h = ug, segue que

(a+bA)/ |V l|? dx—/\/ug dx—,u/ué dx = 0. (3.9)
Q Q Q

Assim, de (3.4), (3.9) e da desigualdade de Poincaré, obtemos

I(uw) = I(u )—i {(a—l—bA)HuoHQ—)\/ngdx—u/guédx}
. B+ A} \uOHQ—%/ngdx—%/Quédx
. K%ZA) ||uo||2—§/ﬂu3dx—g/gugd4
— fhal? =7 [ da
> Sl = 1ol

a A
= —(1-=2 2,
1 ( aAl) [[woll

Como A < al\p, segue que (3.7) é valido. Vamos agora demonstrar (3.8). De
(3.3), analogamente ao que fizemos acima para (3.2), obtemos

(a+ bA)||vi||2D1,2(R4) — ,u/ vf dr = 0. (3.10)
R4
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Assim, de (3.10) e da imersdo continua DV?(R?) — L4(R?), segue que

0

v v

(AVARAVS

(@t o)l 1 [ ot do
R4

k
al[villbrzges) + b (IIUoII2 + ||Ul||2D172(R4)> lvill o2 ey

=1
1Sl
|12 b 2 112 112
allvil[pragay + 0 ([luoll” + loillprogay ) vill Doz
S [Jvill 2 ray
al|vi]|7 + bljuil|7 — S~ uill;
il D1.2(R4) il D1.2(R4) % ill D1.2(R4)

allvil|Dragay — ST (1 — 0S?)|[vill pr.2(gay-

Dai, como p > bS?, obtemos

2
9 asS
[vill Dregay = b5

Logo, de (3.5), (3.10) e (3.11),

- ~ 1
[oo(vi) = [OO(UZ) — Z |:((I+ bA)”UZ'Hle,z(RAL) - ,U/R4 U;-L dZL':|

a b I
= (5 + ZA) HUiH2D1’2(R4) — Z/E;4 U;-l dx

a b 1
- KZ + ZA) [vill D2 gy — Z/W v dx]

a
= ZHUiH2D1»2(]R4)

a aS*  (aS)?

4 pu—bS2  4(u—bS2)’

o que é (3.8). Assim, de (3.6), (3.7) e (3.8), concluimos que

d = lim I(u))

Jj—o0

= j(UO) + Zfoo(vl)

> I(ug) + I (vy)
S (aS)?
— A(p—05?)
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um absurdo. Portanto, (u;) possui uma subsequéncia que converge forte em
H} (), ou seja, I é (PS)g4, desde que

(a5)?

d< —4(/!—552)'

]

Sem perda de generalidade, suponhamos que 0 € ) e para cada ¢ > 0
definamos (@)
eT(x
U(T) = ———
() g2 + |x|?
onde 7 € C§°(2) é tal que 0 < 7 < 1 e 7 =1 em alguma vizinhanca de 0.
Definindo entao

€ Hy(9),

ve(a) = —el®) (3.12)

1/4°
(/ u? dx)
Q

analogamente ao que foi feito no capitulo anterior, concluimos que
(
/ IVo.|* dz = S + O(e?),
Q

/ vidr =1, (3.13)
Q

/ v? dr = ai?|Ine| + O(e?),
W

quando € — 0, onde oy > 0 é alguma constante.
O préximo lema garante que o nivel do passo da montanha do funcional
I esta abaixo do nivel de energia desejado.

Lema 3.6. Sejam a,b,\,;u > 0 com pu > bS?. Entdo, existe uma constante
g1 > 0 tal que

(aS)?
I(tv, Y A————
sup L1v) < 40 =559

para todo € € (0,e1).

Demonstragdo. Considere v, definido como acima. Como p > bS?, obtemos

at? bt At? it
[ t £ = A £ 2 N £ 4 - 5 2 d - _/ 4 d
( v ) 2 ”U ” + 4 HU || 2 /S;UE x 4 QU&‘ x

t? bt At? tt
= S(S+0() + (S + 0()? = (e ] + 0() — -
_ (a8 - aiAe?|Ine| + 0(62))t2 C(p =05+ 0(52))t4

2 4 '
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Facilmente observamos que a funcao biquadrética f(t) = At? — Bt* atinge
seu maximo em A/2B, e que o valor méximo atingido é A?/4B. Portanto,
fazendo

(aS — ayAe?|Ine| + O(g?)) e B — (n—bS*+0(e?))
2 4

A:

segue que

(aS)? — 2 aSaie?| Ine| + O(&?)
4(pu — bS? + O(e?))
(aS)? AaSay
A —bS?)  2(u—bS?)

I(tve)

IN

e Ilne| + O(e?),

para todo t > 0. Portanto, existe uma constante £; > 0 tal que

(a5)?
I(tv. —_—
sup I(tv:) < 40— h9)

para todo ¢ € (0,&1), o que conclui a demonstragao. O

Lema 3.7. Sejam a,b,\, ;1 > 0 com A\ < a)\; e p > bS?%. Entdo o funcional
I satisfaz a geometria do passo da montanha. Mais precisamente:

(a) Emistem constantes o, p > 0 tal que I(u) > « para todo u € H} () com
[ull = p,

(b) Existe uma funcio eq € HY(Q) tal que ||eg|| > p e I(eg) < 0.

Demonstracao. Inicialmente mostraremos (a). Tome p > 0. Dai, para todo

u € H}(Q) com ||u]| = p, da desigualdade de Poincaré e da imersao continua
H(Q) — L*(Q), obtemos

a b A 1
(u) > 2HuH —|—4HuH 2/Qu dx 4/Qu dx
a b A I
> Yoz Pt — 22 — g
2 Gl + 5 llul 2A1HUH 252 Ul
a A 1
N S 2 % (4 —bS2 4
5 ( aAl) ] 15 (1= bS?) J|ul]

_oafy AN L ey
- 2(1 a)\1>p 152 (=057 o
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Como A < a), segue a validade de (a). Agora verificaremos a validade de
(b). Suponha ¢ € (0,e1) et > 0, onde £y > 0 é dado como no Lema 3.6,
diminuindo se necessario. Utilizando (3.13), obtemos

at? bt At? it
tw) = ol + o = 5 [ o2do - [otae
Q Q

2 4
at? bt ptt
< = 2 | Yv N
< Sllel? + =l - 5
_ aSHOE?),,  (n=bS+O0(P))
N 2 4
aS ,  a0(E?) 5, (p=0bS5%), O()
= - — — t
2t T t 4 t 4
1Q2
< aSt’ — wt‘l’

onde para a tultima desigualdade usamos a hipétese u > bS%.  Segue da
desigualdade acima que I(tv.) — —oo quando t — oo. Assim, escolha ¢y > 0
suficientemente grande e tome eq = tyv.. Portanto, temos uma funcao eg €
H}(Q) que satisfaz a condigao (b). O

Prova do Teorema 3.1. Como o Lema 3.7 garante que a geometria do passo
da montanha é satisfeita, definimos

I = {7 € C (0.1, Hy(Q)) [1(0) = 0.7(1) = o}

c¢=inf max I(u)>0.
el uey([0,1])

O Lema 3.6 implica que

(a5)?
4(p — bS?)’
Logo, do Lema 3.5, temos que o funcional I satisfaz as condigoes (PJS5)..
Assim, o Teorema do passo da montanha 1.11 assegura a existéncia de uma
solucao nao-trivial. Agora, reciprocamente, suponha que u < bS? e que
0 < wu € Hy() é uma solugao de (P), ,. Assim, da desigualdade de Poincaré
e da imersao H}(Q2) — L*(Q), obtemos

0 = aHuH2+bHuH4—)\/u2 dm—u/u4 dx
0 0

c <

A Iz
> aljul® +bf|u* - A—IHUH2 - @!IUHJ‘

A 1
= (1= ) g 05 - )l
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Por outro lado, como 0 < X < a\; e i < bS?, segue que

A 2 1 2 4
(1= 20 ) IulP + g5 (652 = )l =o.

Dai, u = 0. Logo, devemos ter u > bS? e a demonstracao estd completa. [J

3.3 Ocasol<qg<3

Nesta secao, consideramos o caso 1 < ¢ < 3 e demonstramos o Teorema
3.2. Para isto, supomos a, b, A\, 4 > 0 e que, além disso,

bS? /5 < i < 2bS?, para algum 0 € (1/2,1).

Para v € (4, 1], consideramos a classe de problemas (P)y ,,,. Como vimos, o
funcional associado a (P)y ., é definido por

U
q+1

a b
Dy (u) = §IIUII2 + ZIIUII4 -

/Quz:rl dx — %/ﬂui dz, Vu € H}(Q).

Observacao 3.5. Por questao de simplicidade, denotaremos nesta se¢ao o
funcional I, apenas por I,.

Nosso objetivo é obter a existéncia de um ponto critico nao-trivial de
I,,. Neste caso, temos como dificuldade a limitacao de sequéncias (PS) para
o funcional I,, pois uma condi¢do do tipo Ambrosetti-Rabinowitz (veja as
hipdteses (g3) e (g5) no capitulo anterior) ndo ¢ satisfeita. Para contornar
essa dificuldade, utilizamos o seguinte resultado devido a Jeanjean.

Teorema 3.8 ([12]). Sejam X um espago de Banach equipado com a norma

|| e J C RY um intervalo. Consideramos uma familia (I,),c; de funcionais
CYH(X) na forma
I, = A(u) —vB(u) (ve),

onde B(u) >0, para todo u € X, e tal que A(u) — oo ou B(u) — oo quando
|lu|| = oo. Suponha que existam dois pontos ey, es em X tais que, definindo

I'={yeC([0,1], X)) [7(0) = e1,7(1) = 2}
temos, para todo v € J,

, = inf max I, (~(t L(e1), I(e2)}.
¢, = inf max (v(t)) > max{I,(e1), L, (e2)}

Entao, para quase todo v € J, existe uma sequéncia (u;) C X tal que
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1. (u;) € limitada;
2. I,(uj) = cy;
3. I (uj) =0 em X'.

Com a ajuda do Teorema 3.8, podemos obter sequéncias (PS) limitadas
para [, para quase todo v € (§,1]. O préximo lema mostra a compacidade
local para o funcional I,,.

Lema 3.9. Sejam b >0, p >0 e d € (1/2,1) satisfazendo
bS?/§ < p < 2bS%.
Além disso, suponhamos que uma das hipdteses abairo € vdlida:
(Cy) a>0 e >0 € suficientemente pequeno;
(C3) A >0 ea >0 ¢ suficientemente grande;
(C3) a>0,X>0eb< pu/S? é suficientemente prézimo de ju/S>.

Entao, se (uj) € uma sequéncia (PS)y limitada para I,, onde v € (6,1] , e

(aS5)?
d< — )
< 4(vp — bS2)’

A . 1
a menos de subsequéncia, temos que (u;) converge fortemente em Hy(€2) .

Observacao 3.6. Aqui usamos a hipdtese p < 2bS?, que é um ponto dife-
rente do caso q = 1.

Demonstracdo. Suponha, por contradigdo, que nao possamos extrair uma
subsequéncia de (uj) que converge fortemente em H;(€2). Portanto, analo-
gamente ao Lema 3.5, existe uma fungdao nao-negativa ug € H}(Q) tal que
u; — up, um nimero k € N, e além disso, para cada i € {1,2,... k},
uma sequeéncia de valores (R;) jen C RT, pontos (:c;)neN C Q e uma funcao
nao-negativa v; € DV?(R*) satisfazendo

k
a+b (HuoH2 Y Hvlu%lﬁ(R‘l))

=1

Av; = vpuw?,  em RY (3.14)

tal que, passando a uma subsequéncia se necessario, ¢ vélido

I(u;) = I(uo) + > I¥(v;) + o(1) (3.15)

i=1
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onde o(1) — 0, quando j — oo, e definimos

k
~ a b VA 1
L(w) = |5+ <HUOHQ+ZHvi“le,Q(R4)>] J[uo]|* — +1/ng+ dx
=1
v
7 ngdx,
~ a b i Vi
LP(v) = st1 (HUOHQ +Z Hvl”?DLQ(R4)>] [villDregay — I/W v} d.
=1

(3.16)

Observe inicialmente que, como 1 < ¢ < 3, nao é ébvio que a desigualdade

L,(’LL()) Z 0

¢é valida ou nao, diferente do caso ¢ = 1. Para contornar essa dificuldade,
estimaremos a energia da sequéncia (PS) de forma mais precisa, incluindo
os “termos cruzados” indicados no inicio deste capitulo. Afirmamos que

() > (aS)? abS?

2

para todo 7 € {1,2,...,k}. De fato, analogamente & demonstracao de (3.8),
usando (3.14) obtemos

k
{CL +b <||UOH2 + Z ||Ul||%)l,2(]1§4)) } “UiHQDLQ(R‘l) — Vi /R4 U? dx = 0. (318)

=1

Assim, de (3.18) e da imersdo D'?(R*) — L*(R?), segue que

k
0 = {a +0 (HUQH2 + Z ||UZH2D172(]R4)> } ||UiH2D172(]R4) — vVl /R4 1};L dx

=1

k
> allvilprags +0 (HuOH2 + \IvzH%wa)) Vil D12 es)
=1

—VMSQHWH%L%W)

> alloilluaqms + blluolPllollbuague) + Bl by — v vl

= [(a+blluol®) = 572 (wp = bS)illdracen | i [Braqes)
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para todo i € {1,2,...,k}. Como
§<v<1=0bS*<pd<puv=vu—>bS*>0,
deduzimos que
2 (a+ blluo||*)S”
[vill D1z ey = v —0S?

Logo, de (3.16), (3.18), (3.19), e escrevendo

(3.19)

k
A= uol® + D luillbrags),
=1
obtemos
8 8 1
[so(’l)l) = ISO(’Uz) — Z |i(CL + bA)||UiH2D1v2(R4) - V,LL/ U? dl"|
R4

a b Vi
= (5 + ZA) ”UiHQDLQ(R“) - Z - U;l dx

a b 2 v 4
[ (5+54) Mol - 2 [ e

Lo @t Hul)s?
4 v — bS?
(aS)? abS?

= + oI,

d(vp —bS?)  4(vu — bS?)

para todo i € {1,2,...,k}, o que mostra (3.17). Utilizaremos (3.19), observe
que

~ a

k
b
L(w) = Flluoll®+ 5 (I!lboH2 + HUZH2D172(R4)> [l
=1

A
— V_i_l/ugﬂdx—%/uédx
q Q Q

a b b
> Slluoll® + Flluoll* + Zlluoll* vl bz
A
- il/ugﬂdm—%/uéda:
q Q Q
a b b[ aS? bS?
> Sl + ol + 3 | 2l + 2l
) Vi 4
- o1 = 5 lluoll
(¢ +1)5g55"" 452
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S (L T I L/ A T
— o \2 4w —0b52) ) 4" 4(vp—bS2)  452) "0

VA
- [Jug |4+
(¢+ )85
1 bS? o V(208 —vp) 4
- (5 N A(vp — bSQ)) luoll”+ 452(vpu — bS?) ol
A
- o]+ (3.20)

(a+ DS
Portanto, de (3.15), (3.17) e (3.20), segue que

d = lim I, (u;)

j—o0
~ k -
= L(u)+ > I(w)
I=1
> I (uo) + I°(v;)
1 bS? vu(2058? — vu)
> —t - 2 4
= (2 * d(vp — 552)) fuoll” + 452(vp — bS?) o
VA (aS)2 abS? )
- o | + + 2o
(q+1)S\ 2 ’ A(vp —bS?) " 4(vp—bS2)"
as)* a 2abS* vu(205% — v
= ( _) 5 _+—_ 5 ||U0||2+ g - 2)”u0H4
4(vp — bS?) 2 4(vp —bS?) 452 (v — bS?)
VA
- o[+
(q+1)8\tr2
_ (aS)? avp . vu(2b8? —vp) .,
= =) T 23— 1l T ig syl
VA
- o]+
(q+1)8Ltr2
_ (aS) ap o w(205% —vp) A
T Alou—05%) 20— 657 foll” + 45%(ju — bS?)v) ol
VA
- o]+
(q+1)8\2

Como v < 1 e, por conseguinte,

1 S 1
pw—0S%/v = u— bS?

e 2bS% —vu > 2b5% — p,
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segue que

(aS)° ap o, H(26S®—p) 4
d 4<V,U_b52) + 2(M_b52)”U0H + 452(/1—1)52)““0”
A

o]
(q+1)S\iV”?

Observe que o coeficiente de |[lug||* no lado direito da tltima desigualdade é
positivo, pois temos bS? < p < 2bS?. Desta forma, considerando uma das
hipéteses (C4), (C2) ou (Cs), temos as seguintes situagoes:

Se (C}) vale: Sendo a > 0 e tomando

aky|Juo|* + Ko juo]*

A < ,
B K |[ugl|at
onde
1 $1(2bS8* — 1) 1
Ki=——0 Ko= 57— ¢ 3= )
2(p —bS?) 48%(p — bS?) (¢ + 1)S§i+11)/2
segue que
ap o | W(20S* —p) 4 A g+1
_ >0
e, portanto,
(aS)
~ 4(vp —bS?)
Se (Cy) vale: Sabemos que
aS)?
¢ 2 oa Dt akilulP + Kol - Mallwol
(aS5)? 2 +1
A —b5?) © al [Juo||” — AR ||uol?

Sendo A > 0 e tomando
. AKs]|ugl| 77!

K
segue que
kK [|ug||* — Aol T > 0
e, portanto,
2
P L)
~ 4(vp — bS?)
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Se (C3) vale: Sabemos que

(aS)" ay : 4

= — q+1

T2 Gn—vsy) T —pey vl el = ARl
(aS)? aph

2 — AK||uol| 7.
A(vp — bS?) ™ 2(1u — bS2) ol 3l[uoll

Sendo a, A > 0 e tomando

ap
-SSP —F
H = K uplo
segue que
aft 2 q+1
WHUOH — AKlluo[* =0
e, portanto,
~ 4(vp — bS?)
Em todo caso, concluimos que
PR (ol
~ 4(vp — bS?)’

uma contradigdo. Logo, (u;) possui uma subsequéncia que converge forte-
mente em H}(Q).
O

Demonstraremos agora que o nivel do passo da montanha de I, esta
abaixo do nivel desejado.

Lema 3.10. Sejam a,b,A >0, p >0 e d € (1/2,1) satisfazendo
bS?/§ < p < 2bS?.

Neste caso, sendo v € (0,1], existe uma constante o > 0 tal que

2
sup I, (tv.) < (a5)

——— Ve e (0
£>0 4(V/,L—bs2>7 € (752)7

onde v, € definido como na se¢ao anterior.
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Demonstracao. Primeiramente, afirmamos que
+1 .. 3— 2
/vg dr = e’ 14+ 0(e%), e = 0,
Q

onde ay é alguma constante (veja Apéndice B). Dai, utilizando (3.13), obte-
mos

at? bt* pYan vt
I(tv.) = 7|\v5||2—|—?||v5||4— /v?“ dx — L/U? dx
Q Q

q+1 4
2 2 2
_ a(S +2O(£ )>t2 n b(S +4O(€ >)t4 — O(ae® 4+ O(e2))te™!
_PHa
1 t
2 Q2 2
_ a(S —|—20(€ ))tg _ (vp bS4+ O(e ))t4 — e 4+ O(e2))1e,

Considere a fungao real
f(t) = At* — Bt* — Ot
onde A, B,C >0e2<q+1<4. Observe que
f(t) = 0, quando t — 0T, e f(t) = —o0, quando t — co.

Portanto, disso e dos calculos acima feitos para I, (tv.), existe uma constante
g9 > 0 suficientemente pequena e constantes 0 < 79 < Tj tais que se € €
(0,9), entao

(aS)?
8(vu — bS?)’
para todo 0 < t < 715 e todo t > Tj. Desse modo, consideraremos apenas
t € (10, Tp). Nesse caso, temos que
ﬁtz (vp — bS?)

it = S22 Cage™ 1+ O(e?)

(aS>2 o 3—q 2
=59 Cage”™ 1+ 0(e%),

L(tv.) <

I(tv.) <

para alguma constante C' > 0 que nao depende de € € (0,&3). Entao, como
1 < ¢ < 3, tomando g5 > 0 menor se necessario, concluimos que

(aS)?
I, (tve —_
sup I, (tv:) < 70— 159

para todo ¢ € (0,&3), o que finaliza a demonstragao. O
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Vamos entao finalmente demonstrar o Teorema 3.2.

Prova do Teorema 3.2. Sejam b, u > 0 satisfazendo

2
%<u<2b52

para algum § € (1/2,1). Suponha que v € (d,1] e que uma das hipéteses
(C1),(Cy) e (C3) do Lema 3.9 seja vélida. Para usar o Teorema 3.8, devemos
mostrar a geometria do passo da montanha do funcional I, a qual deve ser
independente de v € (§,1]. Para fazer isto, primeiramente suponha p > 0 e
tome u € H}(Q) com |Ju|| = p. Como v < 1, as imersoes HE () — LI1(Q)
e H}(Q) — L*() acarretam

b A
L) = %!\u\l2+—\lu|!4—y— Juttae =2 [t aa

—|—1

a 1 K

> Sl + 7l - ? [t e =2 [t a
a

> Glull+ - 2 / ottt e =2 [ fufta
a b

>l 42 ) - a7+ = 2
2 4 (¢ + )Sé‘_fglw 452

= Sl - et — L e

( )Sq+1

= 9102 _ A pq—l-l . (M_ bS2)p4

20 (g+1)8\h 452

Como 1 < ¢ < 3 e o lado direito da ultima desigualdade é independente de
v € (4, 1], concluimos que existem constantes «, p > 0 tais que

I,(u) > a (3.21)

para todo u € H}(2) com |lu]| = p, e todo v € (4,1]. Agora, lembrando que
d < v <1 e utilizando (3.13), para todo ¢ > 0 obtemos

t2 bt! PV t1
Lite) = Sl Tl - 2 [rtdn = 25 [t
g+1 Jo 4 Jg
at? bt pvtt
< —||ve||2+—||va||4 1
at2 o btt . dutt
< = ||Ve € - T
o Vel + = [l ] 1
_a(S+0(? ))tQ _ (5H_652+O(52))t4
B 2 4 ‘
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Tome g5 > 0 que é determinado no Lema 3.10. Entdo, como éu > bS?,
tomando ¢ € (0, e,) suficientemente pequeno se necessario, temos que

a(S+0(?) , (du—0bS*+ 0(52))754

I(tv.) < 5 t° — 1
_aS,  a0(E?) ,, (op—0bS?) , O(?) 4
= 71& + 5 t 1 t I t
_ 1Q2
< aStz—Mt‘*.

Entao, fixamos tal € > 0 e obtemos
I, (tv.) — —o0, t = 00, uniformemente para v € (0, 1].
Portanto, existe uma constante ty > 0 tal que se eq = tgv., entao
lleol| > p e I.(eg) <0, para todo v € (4,1].
Satisfeita a geometria do passo da montanha, definimos

D= {5 € C (0.1, Hy()) 1(0) = 0.7(1) = e0}

¢, = inf max [,(u).
Y€l uey([0,1])

Observe que de (3.21), temos que ¢, > 0 para todo v € (§,1]. Consequen-
temente, utilizando o Teorema 3.8, obtemos uma sequéncia (PS)., limitada
do funcional I,,, para quase todo v € (4,1]. Além disso, dos lemas 3.9 e 3.10,
e da definicao de ¢,, a menos de subsequéncia, uma tal sequéncia converge
fortemente para alguma fungao nao-trivial em H}(2). Logo, o funcional I,
tem um ponto critico ndo-trivial, para quase todo v € (4, 1]. Tomemos uma
sequéncia crescente (v;) C (9,1] tal que v; — 1, quando j — oo, e I, tendo
um ponto critico nao-trivial u; com seu valor critico ¢,;. Observe que da
continuidade, ¢,, — ¢, quando j — oo (vide [12]). Entao,

A 17
Li(u;) = I, (u;) + (v; — 1) (H—lfﬂ(uj)iﬂ dr — Z/Q(Uj)i d“f’)
= ¢+ 0(1),
onde o(1) — 0, quando j — oco. Analogamente,
Ii(uy) = I, (u;) + o(1) = o(1),

onde o(1) = 0 em H~(Q), quando j — co. Assim, supondo ||u;|| limitada,
entdao (u;) é uma sequéncia (PS)., limitada para o funcional I;. Dos lemas
3.9, 3.10 e da definicao de ¢; segue a demonstracao. O
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Enunciaremos agora uma importante proposicao que foi enunciada pri-
meiramente por Pohozaev [28] e uma demonstracao pode ser encontrada em

6].

Proposicao 3.11 (Identidade de Pohozaev). Seja f: R — R wuma fungdo
continua e considere

P = [ 16)as

Suponha que Q € RN ¢ aberto e limitado. Se u € C?(Q) ¢ uma solugio do
problema

—Au = f(u) em¢Q,
u = 0 sobre 0€),

2
u/|Vu\2dac—N/F(u)alaL’:—/ <%) o(z) - x do,
2 Q Q o0 \ 00

onde o(x) denota o normal exterior de OS2 em x.

entao

Mostraremos agora que sob a hipotese de que €2 seja estritamente es-
trelado, podemos assegurar a limitacdo da sequéncia de solugdes (u;) na
demonstracao do Teorema 3.2.

Prova do Teorema 3.3. Suponha © C R* é estritamente estrelado e tome
uma sequéncia de valores (v;) C (6,1] e solucoes correspondentes (u;) C
H} () como na demonstragao do Teorema 3.1. Nosso objetivo é mostrar que
(u;) é limitada em H;(Q2). Argumentaremos por contradi¢ao. Suponha que

sl = o0, 5 = oo.

Defina
Uj
U}j = .
]
Entao, w; > 0, ||w,|| = 1 e, consequentemente, a menos de subsequéncia,

existe uma fungao nao-negativa wy, € Hj(Q) tal que w; — wo em H}(Q).
Note que w; satisfaz

A
%—l—b /ij~Vh dr = V? — /w?hdx%—vj,u/w?hdx, (3.22)
[ wsll Q [uil[2~7 Jo Q

para todo h € H}(Q). Passando ao limite com j — oo, segue que

b/Vwo-Vhd:B:u/wghda:
Q Q
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paratodo h € H} (). Como  é estritamente estrelado, pela Proposicio 3.11,
obtemos que wy = 0. Além disso, utilizando o argumento para a descricao de
sequéncias (PS) em Struwe [30], concluimos que existe um numero k € N tal
que, para todo i € {1,...,k}, existe uma sequéncia de valores (R});en C RY,
pontos (z%)jen C Q com

R;dist(x;-,aQ) — 00, ] — 00,
e uma fungao nao-negativa v; € D"?(R*) satisfazendo

—bAv; = v} em R,

tal que, a menos de uma subsequéncia,

k
L= Jw;|> = D [lvill iy + (1), (3.23)
i=1
onde o(1) — 0, quando j — oco. Observe que

i (2) e ey

¢ uma solugao nao-negativa de
—~AD =7  em R*, o(x) - 0 quando |z| = 0. (3.24)

Entao, o resultado de unicidade (ver o primeiro paragrafo da Sec¢ao 1.2 em
[?]) garante que existe uma constante g; > 0 e um ponto x; € R* tal que

. 81/2%¢;

(7)) = 57—
z( ) €ZZ+|$—$1‘2

Portanto, obtemos

bS?

b

lvill b2y = MHﬁiHZDLQ(R‘*) =

para todo i € {1,...,k}. Entdo, de (3.23) segue que
p = kbS?,

para k € N, o que é uma contradi¢ao pois

bS? < 11 < 2052,

Portanto, devemos ter (u;) é limitada em Hg () e, utilizando o Teorema 3.1,
concluimos a demonstragao. O]
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Apeéendice A

Funcional energia e solucoes
fracas de (F,) e (P )

Neste apéndice estabeleceremos a diferenciabilidade dos funcionais com
os quais trabalhamos anteriormente. Somente assim comprovamos que o
método variacional pode efetivamente ser utilizado.
No que se segue, considere Q C RV, N > 2, um dominio limitado com
fronteira suave. Seja h € C(€2 x R) satisfazendo

\h(z,t)] <a+bt],Ve e Qt€R, com1<s<2"—1. (A.1)
Mostraremos que o funcional J, dado por

Tn(u) = /Q H(z,u) da,

onde .
H(z,t) :/ h(z,s)ds,,Yr € Q,t € R,
0

é continuamente Fréchet-diferencidvel em Hj () com
J,(u)v = / h(z,u)vdz, Vu,v € Hy(9).
Q

Demonstraremos inicialmente que J, é Gateaux-diferenciavel, e entao
mostraremos que a diferencial de Gateaux (J})e é continua. A Proposigao
1.8 assegura o desejado.
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e O funcional J, é Gateaux-diferenciavel.

Observe que
T+ tv) — /HM )+ to(x)) — H(z, u(z)) dz.

Logo,

X.

J(u—i—tv /qu ) +tu(x)) — H(x, (x))d
t

Devemos entao demontrar que para x € €2, temos

lim / H(z, u(z) + (@) - H@,u(@) ;. _ / W, u(z))o(z) de, Vu,v € HY(Q).
t—0 Q t [¢)

(A.2)
Ora, para cada x € (2, pelo Teorema do valor médio de Lagrange, obtemos

H(z,u(x) +tv(z)) — H(x,u(z)) = h(x,0.(t))(tv(x)),

onde

0.(t) € (u(z),u(z) +tv(z)) ou 0.(t) € (u(x) + tv(x), u(zx)).

Assim,
H(z,u(x) + tv(z)) — H(z,u(x))

t = W, 0 (1)) ),

implicando que

lim H(z,u(z)+tv(z)) — H(z,u(z)) _ 11_{% W, 0, (1))0 ()

t—0 t
= h(z,u(x))v(z).

7

Portanto, teremos o desejado se “passarmos” o limite em (A.2) “para dentro
da integral. Ora, de (A.1) obtemos

H(z,u(x) + tv(z)) — H(x,u(z))
t

= |z, 0.(t))v(z)]|

< (a+0l0()")[v(z)]

alv(z)] + 0|0, (t)[*|v()|

= alv(z)| + blu(x) + tev(x)|*|v(x)],
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onde ty € R . Logo,

H(z,u(x) + tv(z)) — H(z,u(zx))
t

IN

alv(2)] + 2°blu(@)[*[v(x)| + 2°blto|*|v(2) [+

< C(lv(@)| + [u(@)[*lo(@)] + [o(z) ")

Pelas imersoes continuas de Sobolev, temos que |v| € L'(Q). Como |ul® €
s+1

L5 () e |v| € L*T(Q), temos por Hélder que |ul*|v] € L'(2). Analoga-
mente, concluimos que |v|**t € L'(Q). Assim, existe g € L'(2) tal que

‘H(m, u(x) + tv(z)) — H(z,u(z))
t

‘ < g(x), Yz € Q.

Portanto, pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue,

) H(z,u(r) +tv(x)) — H(x,u(z)) , 2 ulzNo(z) d
hrn/Q r dx—/ﬂh(,())()d-

t—0

Desse modo, (J;)g: H}(2) — [HY(Q)]" definida por
(hetu) = [ e, uw))ola) do
Q
¢é a diferencial de Gateaux do funcional J.

e A diferencial de Gateaux (J;)s é continua.

Devemos mostrar que se (u,) é uma sequéncia em H}(Q) e u € H} () sao
tais que
up — w em Hy(Q), k — oo,

entao
(Jn)a(ur) = (Jp)a(u) em [Hy(Q)], k — oc.
De fato, a menos de subsequéncia, temos que
o up — uem L5TH(Q), quando k — oo;
o up(xz) — u(x) q.s. em , quando k — oc;

e Existe w € L¥71(Q) tal que

lug(x)| < w(z) q.s. em Q, VEk € N.
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Observe que

[(Jn)a(ur) = (Jh)a(u)]v] - < /th(%w)—h(x»wllvldfc

Como

s+1
s

ve LFTHQ) e h(-,up) —h(,u) € L™ (),

concluimos utilizando a desigualdade de Holder e a imersao continua de So-
bolev que

e (ur) = Je()v] < |h( ue) = (-, u) 22 [v] s
< Colh(un) = h(; u)] s [|v]]

Em particular, para ||v|| = 1, obtemos

[Tn)a(ur) — Jp)a(w)]v] < Coh(- ug) — h(-,u)

s+1 5

s

mostrando que

1(Jh)e(ue) = Jh)a(@ll @y < Cslh(-uk) = h(-,u)

s+1

s

Ora, da continuidade de h(zx,-) segue que
h(z,ur(z)) = h(xz,u(x)) q.s. em Q, k — 0.
Além disso,

s+1

|h(z,ug)|] < a+blugl® <a+bw®e L= (), Vk.

Portanto, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
|h(-,ug) — h(-,u)]se1 — 0, k — o0,

donde segue a continuidade de (J;)g. Pela Proposigao 1.8, J, é continua-
mente Fréchet-diferenciavel, com

Jp(u)v = / h(z,u)v dr, ¥ u,v € Hy(S).
Q
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Afirmacao 1: O funcional energia [ considerado no Capitulo 2
pertence a C'(H}(2)) e satisfaz

I'(u)v = (a+b||u||2)/ Vu-Vu dm—u/ g(x,u)v d:p—/ ulvdz, u,v € Hy(S).
0 Q Q

De fato,
T) = Sl + 2l — o [ Gaw) de— L [ b d HY(Q
()= Sl + Sl e [ Glauyde ¢ [ o e, we HY(®)
Q Q
onde .
Gla,t) = / oz, k) dk.

0

Ou seja,
I(u) = 1 (u) — papa(u) — P3(u), u € H&(Q%

onde

b
a(w) = Sl + J1ull, 2l = [ Gl de e valw) = 5 [ o do

Como HJ(f2) é um espago de Hilbert, devido ao Exemplo 1.1 no Capitulo 1
e a Proposigao 1.7, o funcional ¢; € C'(H}(Q)) com

Vi (u)v = (a+ bllul|) /Q Vu - Voudz, Yu,v € Hy(9).
Além disso, definindo
gi(x,t) =t7, Vo € Q,t € R,
como N = 3,
lg(z, )] < [t| +clt] <14cltf e |gu(z,t)| < |t]°, Vo € Q,t € R,
tomando h =g e h = g; em (A.1), concluimos que 1,93 € C*(HJ(€2)) com

@Z)Q(u)v:/ﬂg(x,u)vdx e ¢§(u)v=/ﬂuivdw, Vu,v € H ().

Portanto, utilizando a Proposicao 1.7, I € C*'(H}(€)) com
I'(u)v = (a—l—bHuHZ)/ Vu-Vu d:z:—/,c/ g(x,u)v d:c—/ ulvdz, u,v € Hy(2),
Q 0 0
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como queriamos demonstrar.

Afirmacao 2: O funcional energia J, considerado no Capitulo 2
pertence a C'(H}()) e satisfaz

s = JasouPor+ oty (UE)] [ vaevoas-

—u/ﬂg(x,u)v dr — /Qui’rv dr, wu,v€ Hy(Q).

De fato,
a 2y 1 1
Ju(u) = §Hu|] —HuH Or(u G (x,u) dx — 8 ul dx, ue€ H)(Q),
Q
onde Or(u) =1 (H;—lf>, sendo ¢: [0,00) — R uma certa funcao suave. Ou
seja,
Tu(w) = @1(u) + p2(u), u € Hy(Q),
onde

b a 1
er(w) = 7l @r(w), e ol = Sull ~p [ Glowyde — 5 [ e

Como Hy(2) é um espago de Hilbert, pela Proposi¢ao 1.7, o funcional ¢; €
C(H}(Q)) com

et = [olulPort) + ool (U0)] [ 9uvan v e o

Além disso, como j& vimos no caso anterior, temos que s € C*(H}(Q2)) com

go'z(u)v:a/Vu'Vv d:c—,u/g(x,u)vda:—/uivdx, Yu,v € Hy ().
Q 0

Q

Portanto, utilizando novamente a Proposi¢ao 1.7, J, € C*(H}(2)) com

/ J[u|?
J (v = {a+b||u||2<l>T( ) + 2T2” ul[*y’ < /QVU-VU dr —
—u/g(m,u)v dx—/uiv dr, wu,v € Hy ().
Q Q

como queriamos demonstrar.
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Afirmacao 3: Os funcionais energia [, e I, ,, considerados no
Capitulo 3 pertencem a C'(H}())) e satisfazem

I, (u)v = (a—i—b”u”z)/ Vu-Vu dx—/\/ uivdac—u/ udvdz, u,v € Hy(2),
Q Q Q

e
Iy, (u)v = (a—l—b||u||2)/ Vu-Vou da:—y/\/ ulv dx—yu/ uSvdr, u,v € Hy(S).
Q0 Q 0

Observacao A.1. O argumento utilizado para mostrar que I, pertence a
CY(H(Q)) € o mesmo para mostrar que Iy, pertence a C*(Hg(R)).

De fato,

a b A 1 1
Do) = §lhlP + = = [t o =4 [t do, we m@)

Ou seja,
I(u) = 1 (u) — Mpa(u) — pabs(u), u € Hy (),
onde

—g 2 9 4 — 1 q+1 _1/ 4
Py (u) = 2HuH —|—4HUH , ¢4(U)—q+1 Qmr dx e w5(u)f4 Qu+dx.

Como foi visto, o funcional ¢, € C'(HZ(£2)) com
Vi (u)v = (a+ bllul|) / Vu - Voudz, Yu,v € Hy().
Q

Definindo B
go(z,t) =11, Vo € Q,t € R,

gs(z,t) =13, Vo € Q,t € R,
como N =4el<qg<3,
|ga(, )] < [t]7 e |gs(x,t)] < [tf°, Vo € Q,t € R,
tomando h = gy ¢ h = g3 em (A.1), concluimos que 4, 5 € C*(H}(2)) com
wg(u)v:/guivdx e @/Jé(u)v:/ﬂuivdm, Yu,v € Hg(Q).

Assim, I, € C'(H(9)) com

[f\’u(u)v = (a+b|]u||2)/ Vu-Vou dq:—)\/ uivdm—u/ uiv dz, u,v € Hy(Q),

Q Q Q

como queriamos demonstrar.
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Apeéendice B

Calculos envolvendo as funcoes
corte us e ve

Mostraremos que
/ vt dr = ae®™ 1+ 0(e?), £ = 0,
Q

onde o > 0 é alguma constante. Lembremos que o calculo desta integral é de
suma importancia para a demonstragao do Lema 3.10. Inicialmente, recorde
que no Capitulo 3 definimos u. € HJ(2) como

ue(r) =

et(x)

_ €N
€2+]x\2’$ ’

onde € > 0 e 7 € C5°(£2) é uma fungao corte apropriada tal que 0 <7< 1e
7 = 1 em alguma vizinhanca do 0 € €2, Além disso, definimos

ve(x) =

uc(z)

1/4°
( / u? dx)
Q
Temos

+1
/|us|q+1 dr = 5“1/ ! dx
0 q ( 52 + |I| )t

z €

Afirmamos que

V@ -1
€q+/QWd:c_O(5),5—>O.
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De fato, seja a bola B,, = B,,(0) C Q tal que 7 = 1 em B,,. Entao,

g+l _ 1
/ T -1,
B,, (€24 [z[?)rt!

1

Por outro lado, para ¢ > 0 suficientemente pequeno, obtemos
P O Gt S I SR U1 Gt |
(€% + |z[?)e*! (€% + [=[?)e+!
O\By, O\By,

1
2
€ —dx
/Q\B,«l || 2(a D)

= K&,

IN

haja vista que

1
———dr = K < o0,
/Q\BT1 |x’2(q+1)

pois
2(q+1) >4, para 1 < ¢ < 3.
Assim,
+1 T(x) —1 _ 2
Portanto,
1
q+1 _ 2 q+1
/Q]ugl de = O(e%)+e¢ /Q EFNFErE dx

= 0(62)—%5‘“1/ b dx

ry (€2 + |z]?)ett
1
—eq“/ —
r¥\q (€% + [2]?)7t!

quando € — 0. Todavia, ainda para € > 0 suficientemente pequeno,

1 1
q+1 - 2 - 2
) /\ ERNFOTER /\ e 0= R

Ou seja,

1
1 2
/\ @ fapyn =0 20
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Por conseguinte,

1
q+1 _ 2 q+1 -
/Q|u€| de =0(e") + ¢ /]RN EFNPRrE dx, € = 0.

Fazendo a mudanga de varidveis y = x/e <= x = ey, obtemos

A

1 1
= O(H) + / et dy
cqtl RN (1 + |y|2)‘1+1

= Me¥ 14 0(%), e =0,

onde

1
/RN (1_|_ ’y‘2)¢1+1

Assim,

: G iy €70
(/ u? da:) </ u? da:)
Q Q

Analogamente ao que fizemos acima para

g+1
/ ul™ dzx,
Q

/ugd:c =M +0(?), e =0,
Q

uitt dx B
/UqJrl gy — /Q € M1+ 0(e?)
Q

podemos demonstrar que

onde M’ > 0 é constante. Em consequéncia, para ¢ > 0 pequeno,

3—q 2
/vgJrl dr < Me™+ O(e") — e+ 0(e?).
Q

q+1

A5 ()
Dai,
/ vt dr = ae® 1+ O(?), e = 0,
Q

onde a > 0 é constante.
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