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Resumo

Nesta dissertagcao, apresentamos resultados de existéncia e multiplicidade de solucdes

positivas para os seguintes problemas:

—Av+ v = fv? L+ h(2)v?!, em RY

(Ey)
ve H'(RV), *

onde ] <g<2<p<2¥= 1%, para N > 3, e as fungdes f e h satisfazem algumas condigdes,
e
—Au = Ag(2)|u|P~2u+ aiﬂaf(z)|u|“_2u|v B, emQ
~Av = ph(Q) VP 2v o+ g F )y, em @ (Er)
u=v=_0, sobre 0Q,

ondeo>1,B>le2<p<oa+Bf=2"=:725N>4,Au>0,0€QCRéum dominio
limitado com fronteira 0Q suave e f, g,/ : Q — R satisfazem algumas condiges. Entre as
principais ferramentas utilizadas estdo o Principio Variacional de Ekeland, Lema de Pierre-
Louis Lions, Teorema dos Multiplicadores de Lagrange e propriedades envolvendo Varie-

dade de Nehari.

Palavras-chave: Equacdo Eliptica Semilinear, Sistema Eliptico Semilinear, Métodos Varia-

cionais, Nao Linearidade do Tipo Concava e Convexa.
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Abstract

In this dissertation, we present results of existence and multiplicity of positive solutions

for the following problems:

—Av+dv = f)v? +h(z)vi!, in RV

(Ey)
ve H'(RV), *

where 1 <g<2<p<2*= 1% for N > 3 and the functions f and g satisfy some conditions,

and
—Au = Ag(2) ul?Pu+ S £(2)u|*2ulv[P, in Q

—Av = uh(2) P~y + G55 £(2)|u[%v[P 2, in @ (Epp)
u=v=0, onoQ,

where ot > 1, > 1 and2<p<(x+[3:2*:]%,N>4,7L,,u>(),OEQCIRNisaboun—
ded domain with smooth boundary dQ and f,g,h : Q — R satisfy some conditions. Among
the main tools used are the Ekeland’s Variational Principle, Pierre-Louis Lions Lemma, La-

grange Multipliers Theorem and properties involving Nehari Manifold.

Keywords: Semilinear Elliptic Equations, Semilinear Elliptic Systems, Nehari Manifold,

Concave and Convex Type Nonlinearity.
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Lista de Notacoes

Uy max{u,0} > 0, chamada de parte positiva de u.

() Produto de dualidade.

supp(u) Suporte da fung@o u.

BY (x) Bola aberta de centro x € RV e raio r > 0.

A€ Complementar do conjunto A.

LP(Q) Espaco das fun¢des mensuraveis u : Q — R tais que [, [u|dz <
o0, 1 < p < oo,

Ly (Q) Espaco das fun¢des mensurdveis u : Q — R tais que [i |u|dz <
oo, para todo conjunto compacto K C Q, 1 < p < o,

H'(RM) Espaco de Sobolev das funcdes em L?(IRY) cujas derivadas fracas
de primeira ordem estio em L?(RV).

D'2(RN) Espaco das fungdes u € L* (RV) tais que Vu € L?(IRN).

H~'(RV) Espaco dual de H' (RV).

H H}(Q) x H}(Q).

H! Espaco dual de H.

ck Conjunto das fungdes k vezes continuamente diferencidveis.

Cr(Q) Espaco das fungdes u € C*(Q) tais que supp(u) CC Q.

on(1) Sequéncia de nimeros reais convergindo para 0 quando n — oo.

0e(1) Sequéncia de nimeros reais convergindo para 0 quando € — co.

f(x) = 0(eN2) Se 31_{130 g,\g—f) < C, para algum C > 0.

Vu= (387’41’ ceey ai_ﬁ,) Denota o gradiente da fun¢ao u.

Au = Zﬁ-vzl 31:2‘ Denota o laplaciano de u.

-1l Norma no espago H'!(RY).

|-\l Norma no espago H.

I|||# Norma no espago L7 (RM).

-l prw) Norma no espago L (RV).

1|1l Norma no espago L*(Q).

—,— Convergéncia forte e fraca, respectivamente.
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-+ Nao converge forte.

— Indica a imersao.

2% = 1% Expoente critico de Sobolev, N > 3.

(PS) Palais-Smale.

(PS), Sequéncia de Palais-Smale no nivel c.

q.s. Quase sempre, ou seja, a menos de um conjunto de medida nula.
|Q| Medida de Lebesgue do conjunto Q.

] Fim de uma demonstracao.



Introducao

Nesta dissertagdo, apresentamos resultados de existéncia e multiplicidade de solucdes
positivas para a seguinte equacao eliptica semilinear envolvendo ndo-linearidade concava e

convexa
—Av+ v = 2’ +h(z)v ! em RY &)
A
ve H'(RV),
onde | <g<2<p<2= 1% para N > 3, e as funcgdes f e h satisfazem as seguintes

hipdteses:

(f1) f é uma funcio continua positiva em R" e |l‘im f(z) = f > 0.
2] oo

(f2) existem k pontos al,d?,...,d* em RV tais que

f(d") = foax = max f(z), para 1 <i<k
ZERN

ef°° < fmax-

P

(h) he Lra(RV)NL*(RN) e h > 0.

Estudamos também a existéncia e multiplicidade de solucdes positivas para o seguinte

sistema eliptico semilinear

—Au = Ag(2) ulP2u+ 5 £ () ul* 2ulv[P, em Q
—Av = ph(2) VP 2v+ P £(2)|ul V[P, em © (Erg)
u=v =0, sobre 0Q,

ondea>1,p>12<p<a+B=2"=:25N>4, u>0,0€cQCRéum dominio

limitado com fronteira dQ suave e f, g,/ : RY — R satisfazem as seguintes propriedades:

(A1) f, g e hsio funcdes continuas e positivas em Q.

12
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(A2) existem k pontos al,d?, ..., d" em Q tais que

f(ai) =max f(z) =1, 1 <i<k,
7EQ

e para alguma ¢ > N,
f(@) = fla) = o(|z—d'|°)
quando z — @' uniformemente em i.

Para abordar tais problemas utilizamos o Método Variacional. Grosso modo, tal método
consiste em encontrar pontos criticos do funcional associado ao problema em estudo. A mul-
tiplicidade de solucdes para tais problemas esta relacionada ao nimero de maximos isolados
que a fun¢do f possui. De uma maneira geral, introduzimos uma fung¢ao baricentro e, a partir
dela, construimos vizinhangas na Variedade de Nehari associada ao funcional. Em seguida,
em cada vizinhanga, construimos sequéncias Palais-Smale para as quais vale a condic¢ao
de Palais-Smale para o funcional associado, mostrando, assim, a existéncia de multiplas
solugdes positivas.

Esta dissertacdo estd dividida em dois capitulos e trés apéndices organizados da se-
guinte maneira: no Capitulo 1, baseado no artigo de Lin [25], buscamos k + 1 solugdes
positivas para o problema (E; ). A principio, faremos uma mudanca de varidvel na equagio

(Ej), a qual é transformada em

2(p—q)
Autu= fleuP~ +e 77 hiez)ut", em RY

(Ee)
uc H'(RY),

onde g =A"2 e u(z) = eﬁ v(€z). Depois, dedicamos ao estudo do funcional associado ao
problema (Eg) e a variedade de Nehari Mg, a qual dividimos em duas partes My e M, . Em
seguida, provamos a existéncia de uma solugdo positiva ug € Mg para (E¢). Finalmente,
mostramos que a condi¢@o (f>) garante a existéncia de k solu¢des positivas para (Eg), isto €,
existem, pelo menos, k pontos criticos uy, ua, ..., uy € Mg de Je tais que Je(u;) = B, para
1<i<k

No Capitulo 2, baseado também no artigo de Lin [24], buscamos k solugdes positivas
para o sistema (Ej ). Primeiramente, estudamos a variedade de Nehari M, ,. Em seguida,
provamos a existéncia de uma solugo positiva (uo,vo) € My, de (Ej, ). Por fim, mostramos

que a condigdo (A2) garante a existéncia de k solugdes positivas para (E, ,,), isto €, existem,
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no minimo, k pontos criticos (u;,v;) € Mj , de Jy ,, tais que Jy ,(u;,v;) = Bl?»# paral <i<k.

No Apéndice A, definimos a derivada de Fréchet, a derivada de Gateaux e mostramos
que os funcionais associados aos problemas (E¢) e (Ey ) sdo de classe C I

No Apéndice B, mostraremos que dois valores Palais-Smale em H' (IRV) para um fun-
cional sdo iguais.

Por fim, no Apéndice C, traremos os principais resultados utilizados no decorrer da

nossa dissertacao.



Capitulo 1

Existencia e Multiplicidade de Solucoes
Positivas para uma Equacao Eliptica
Semilinear Envolvendo nao Linearidade

Concava e Convexa

O objetivo deste capitulo é estudar a existéncia e multiplicidade de solu¢ao ndo nega-

tiva para o seguinte problema

—Av+Av = f(Z)vP 4 h(z)vd !, em RY

(Ep)
veH(RN), *

onde 1 <g<2<p<2= 1%, para N > 3, e as funcdes f e h satisfazem algumas condicoes.

Este tipo de ndo linearidade caracteriza o Problema (Ej ) como do tipo concava e convexa.
Problemas elipticos semilineares envolvendo ndo linearidade concava e convexa em

um dominio limitado vem sendo estudado intensamente na literatura. Em 1994, Ambrosetti-

Brezis-Cerami [3] mostraram que o problema

—Au = clu|??u+ |u|P~%u, em Q

u € H}(Q),

onde Q é um dominio limitado do RV e 1 < g <2< p<?2*, tem, no minimo, duas solugdes

positivas para ¢ > 0 suficientemente pequeno. Resultados mais gerais do problema

—Au = ch(2)|u|9%u+ |u|P~?u, em Q

u€ H)(Q),

15
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onde Q é um dominio limitado do RN e 1 < ¢ < 2 < p < 2%, foram feitas por Ambrosetti-
Garcia-Peral em 1996 [4], Brown-Zhang [12] e de Figueiredo-Gosses-Ubilla [14], ambos em
2003.

Mais tarde, em 2006, Wu [31], utilizando a variedade de Nehari, provou que existem,

pelo menos, duas solucdes positivas para o problema

—Au = uf +Af(x)u?, em Q
u€ HH(Q),

onde Q é um dominio limitadodo RV, 0 < g <1< p<2*,A>0¢e f: Q — R é uma fungio
continua que muda de sinal em Q.

Neste capitulo, trataremos da existéncia e multiplicidade de solugdes positivas para o
problema (E) ) em RY. Para o caso g=A=1e f = 1, Zhu [32] mostrou que o problema (E; )
admite, pelo menos, duas solucdes positivas em RV, onde a funcdo 4 € ndo negativa, sufici-
entemente pequena e tem decaimento exponencial. Sem a condi¢do do decaimento exponen-
cial, Cao-Zhou [13] e Hirano [19] provaram que o problema (E) ) admite, pelo menos, duas
solugdes positivas em IRY. Mudando a condigio sobre a f(z), Adachi-Tanaka [1], usando
a ideia de categoria e o argumento minimax de Bahri-1i’s, afirmaram que o problema (E;)
admite, no minimo, quatro solucdes positivas em IRY, onde f(z) > 1 — cexp(—(2+8)|z|),
para algum ¢, 8 > O e ||k]|y—1 > O suficientemente pequeno. Hsu-Lin em [20] estudaram que

ha, ao menos, quatro solugdes positivas do caso geral
—Autu= f(2)u" "'+ A()u?! em RY,

para A > 0 suficientemente pequeno.

1.1 O Funcional Energia Associado ao Problema e a Vari-
edade de Nehari

Inicial, faremos uma mudanga de varidvel na equag@o do problema (E ).

2
Lema 1.1 Sejam € = A 2e u(z) = €r-2v(ez). Entdo o problema (E)) é transformado em

2(p—q)
—Au+tu=flez)uP~ ! +¢ =3 h(ez)ud=!, RN
(Ee)

uc H'(RY).
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~ . _1 2z ~
Demonstracdo. Sejam € = A2 e u(z) = e7-2v(€z), entdo

2
e 2= e u(z)e 72 =v(e).
Assim, via mudanca de varidvel, temos que a equacao
—Av4+Av = f(2VP T F R

isto &,
N 92y
=Y S+ =fv +hv!
=9z

¢ equivalente a

N az 2p— —
_2 u _2_ _2(p-1) _2¢-1)
—e % HZa—ere*ze P2y = f(ez)e” »2 uP '+ h(ez)e” p2 ud!
i=1 9%;
Logo,
_ 2= _2(p-1) _2(p-1) _2(g-1)
—& P2 Aute 2 u=f(ex)e” »2 uP Tl fh(ez)e” 2wl (1.1)
2(p—1)

Dividindo (1.1) por&~ »-2 , temos
1 2(p—q) 1
—Au+u= f(ez)uP~" +€ r2 h(ez)u? .
Portanto, o problema (E; ) é transformado em

2(p=q)
—Au+u= f(ez)uP~' +¢ =1 h(ez)ud™!, RN
uec H'(RV).

Considere o problema eliptico semilinear (E¢), com 1 < g <2 < p <2*, para N > 3,

onde f e h satisfazem as seguintes condi¢des:

(f1) f é uma funcdo continua positivaem R" e |l‘im f(z) =f>0.
2| o0

5) existem k pontos al, a2, ..., a* em RY tais que
p q

f(d") = foax = max f(z), para 1 <i<k
ZERN

€ fo < frmax-
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(1) heLra(RV)NL*(RY) e h > 0.

Associado ao problema (E), temos o funcional energia Je : H' (RY) — R definido por

1 2 1 1 2(p—q)
Je(u) = = —— € l’d——/e—Zhe 1dz,
) =5 |l [ ez~ - [ €7 h(ea)lula:
onde

Jul = [ (9l + )z
RN
é anorma em H' (RV).

O funcional J; € C'(H'(R"),R) (Veja Apéndice A) com

2(p—q)

(Je(u),v) :/ Vqudz+/ uvdz—/ f(ez)|u|p2uvdz—/ e »2 h(ez)|ul? *uvdz,
RN RN RN RN
para todo v € H'(RV).

Definicao 1.2 Uma solugdo fraca para (Ee) é uma fungdo u € H' (RN) que satisfaz

2(p=q)
/ Vqudz+/ uvdzz/ f(ez)|u|p_2uvdz+/ g h(ez)|u|? *uvdz,
RN RN RN RN
para todo v € H'(RV).

Observacao 1.3 Uma solucdo fraca para (Eg) € precisamente ponto critico do funcional Jg

e reciprocamente.

Seja

S= sup ]| £p (m)
ueH! (RN): ||lul|=1

a melhor constante de Sobolev para a imersdo de H'(IRY) em LP(IRV), isto é, a menor

constante positiva tal que

all vy < Sl (1.2)

para todo u € H'(RV)\{0}.
Para a equacao eliptica semilinear

—Au+u= f(ez)uP~!, RV

(Eo)
uEHl(]RN), °



19
definimos o funcional energia /¢ : H' (IRY) — R pondo

1

1
() = 5 Jul* [ Felal’dz

Como feito anteriormente, I, € C' com

(u)ou) = Nl = [ fe2)luld

Defina
=
onde
Ne = {u e H'(RM)\{0}: (g (u),u) =0}
Note que:

i) Se f = fw, definimos
_ L 1 p
L) = 5>~ [ flulds,
com

(L)) = = [ olul?dz.

Temos, também,

o — i roo 9
Yo = I0f 1)

onde

Neo = {u€ H'(RM)\{0}: (IL.(u),u) =0} .

ii) Se f = fimax > 0, definimos

1 1
() = S |ull> = = | finalul?dz,
2 p JRN

com
2
pelu)o) = [l = [ sl
Temos, também,

Ymax = inf Imax(”),

UENmax

onde

Ninax = {” € HI(IRN)\{O}3 (D (1) ) = O} :
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Agora, definiremos as sequéncias de Palais-Smale (denotada por (PS)), valor Palais-
Smale e a condicio Palais-Smale em H' (IRV) para um funcional J : H' (R") — R, que serio

uteis nas demonstragdes seguintes.

Definicao 1.4 Para B € R, dizemos que:

i) a sequéncia {u,} é uma sequéncia (PS)g para J se

J'(up) = 0,(1), em H1(RV).

ii) B é umvalor (PS) para J se existe uma sequéncia (PS)g para J.

iii) J satisfaz a condi¢do (PS)g se toda sequéncia (PS)g para J possui uma subsequéncia

convergente.
Pelo Corolario B.8, Apéndice B, temos

p—2 \—=2s
Ymax = ?(fmaxs ) =2 > 0. (13)

Observe que Je nio é limitado inferiormente em H'!(IRV), pois para cada u > 0, temos

2
. t o) tP » &4 2(1’:24) g
Jo(tw) = |l —;/RNf(sz)M dz—g/RNsp h(ez) ul?dz
2
t o) tp/
< — - — €z)|u|Pd
< SP-= [ rehra,

donde

Jg(tu) — —0Q,

quando ¢ — oo, uma vez que p > 2. Dessa forma, nenhuma minimizacao é possivel em
todo o espago H'(IRV). O primeiro passo consiste em livrar-se dessa ilimitacio, para isso

restringiremos Je a um conjunto adequado onde ele torna-se limitado inferiormente.

Definicao 1.5 Suponha que ¢ € C'(X,R) com ¢'(0) = 0. Uma condicdo necessdria para
que u € X seja um ponto critico de @ é que (¢'(u),u) = 0. Esta condi¢do define a Variedade
de Nehari

N:={ueX: (¢'(u),u) =0,u#0}.

Consideremos a Variedade de Nehari para o funcional Jg

Me = {ue H' (RV)\ {0}: (Ji(u),u) =0}, (1.4)
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onde

2(p—q)
Wity =l = [ fez)lulrdz— [ € hes)ultaz
RN RN
Lema 1.6 O funcional energia J: é coercivo e limitado inferiormente em M.
Demonstracio. Se u € Mg, entdo (J;(u),u) = 0. Dessa forma,
2 2(p—q)
ual|* = / f(e2)|ulPdz+ / & 72 h(ez)|ul?dz. (1.5)
RN RV
Segue entdo que
1 1 1 2p—a)
) = SNl [ ferde— [ e e ufa:
N q JRN
2(p—q) 1 2(p—a)
= gl P e e 2 [ € e loa:
RN q JRN

11 11 2p—g)
B (_ B ‘> [Jul - (‘ B ‘) [ e 7 et (16)
2 p q p)JRV

Pela Desigualdade de Holder (Teorema C.2), com expoentes conjugados p% e 5, temos que

q
1 1Y 20
Je(w) = (5= ) llul*~ ——I; et 12l Nel17p ey

onde ||A||4 é a norma em L7 (RV). Dai, pela Imersio de Sobolev (Teorema C.7),

) > (1——)\\ H —(-_lg)gs,a
pP—4q)

= —HuH ——8 = S Jue]|

q 2
- B[ H“ P9 s
p q

S Jue]|

Logo, como g < 2, temos que Jg € coercivo e limitado inferiormente em Me. ]

Para cada u € M, defina
We(u) = (Jg(u),u).

Célculos diretos, resulta que

(Vew.) =20l = p [ felulrdz—gq [ €77 hiex)uptaz



22
Para u € Mg, temos por (1.5)
2(p—q) 2(p—9q)
w),u) = 2|ull®>—p||ul®- elffzqhez ulldz| —q Sppfzqhsz ulldz
€
RV RV

2(p—q)
= (r-a) [ &7 nealutdz— (p-2)Jul. (.7

Por outro lado, e também por (1.5), podemos escrever

(V) = 2P =p [ ez |l [ rtealura]
= =~ (p-q) [ FEul’d: (1.8

Agora, dividiremos M, em trés partes, a saber,
={ueMe: (y(u),u)y>0};

{MGMS < > O}
Mg = {u € Me: (We(u),u) <0};

este método € devido a Tarantello (veja [28]).
Primeiramente, necessitaremos de alguns Lemas que sdo essenciais para a demonstragao

do Teorema 1.18.
2(p—q

2(p=q)
Lema 1.7 Seja oo =¢€ r- =3 . Suponha (f1), (f2) e (h1). Se

2—,

2 — p— q-p
o<a<ao=<p—z>( ’ q) (p— )25 1l (1.9)

o

[

entdo M2 = 0.

Demonstracio. Suponha, por contradi¢io, que M # 0. Seja u € MY. Como u € MY, temos

por (1.7) e (1.8),

)|ul?dz

2 _
= 25 [ e

S q/ f(ez)|ulPdz.



Uma vez que =4 + % = 1, segue da Desigualdade de Holder (Teorema C.2), que

p

P—q

q
p—q =0 . P IAYZ
< P22 (/}R th<ez>\wdz) ()

&

)e 2 il )

De (1.9), obtemos

Ju|? < P70

S fu]|

implicando
27q< o ||k S,
[ull _( 2> | ||#

e, dai,

_r=2 a2
(p—q) ||h]|4S7

Por outro lado,

2 pP—4q p
= — € d
i? = 220 [ rteaua:

< _p:q/ fmax|u|pd2

= fmaX||”HLp RV)?

Novamente, por (1.9), temos

Hu” < szmaxSp ”qu

implicando
< 5= s
e, assim,
2—
2 q _

||u||p > p—q(fmax) 1S p’

ou seja,

23

(1.10)

(1.11)
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Logo, combinando (1.10) e (1.11), temos

2-¢
p—2 ( 2—q B )P2
o > A
(p=a)[1hllS7 \ (P — ) finax
2—¢
2—q\r? =T
= -2 (Z0) " (-0 1l = ou,
fmax
que € uma contradi¢do, pois 0 < o < 0. [ ]

O Lema seguinte mostra que minimizantes em Mg sdo pontos criticos para Je.
Lema 1.8 Suponha que uy é um minimizante local de J; em Mg e ugy & Mg. Entéo, J((up) =0
em H'(RV).
Demonstracao. Se 1y ¢ um minimizante local para Je sobre Mg, entdo uy é solu¢do do
seguinte problema de otimizagdo: minimizar Jg(u) sujeito a restri¢do e () # 0. Assim, pelo
Teorema dos Multiplicadores de Lagrange (Teorema C.10), existe u € R tal que J{(up) =
1 (uo). Logo,
0= (Je(uo), uo) = u(We(uo), o),
pois uy € Me. Porém, como u & MY, temos (Wh(uo),up) # 0, o que implica u = 0. Portanto,
JL(up) =0em H'(RN). m
Lema 1.9 Valem as seguintes desigualdades:
i) /H{Nh(ez)]u\qdz > 0, para cada u € M7 ;

i) |jul] < (g%gocHhH#Sq) e para cada u € M/ ;
1
27

i) |Ju|| > (W)m, para cada u € M ;

2(p—q)

iv) Se0<a= ( p=2 ) < %Oco, entdo existe uma constante positiva dy = do(o, p, q, S,

\1lls s fmax) tal que Je(u) > do > 0, para cada u € Mg .

Demonstracao. i) Por (1.7), temos

2p—q)
(=) [ &+ hiea)luftdz— (p=2) ul = (Vo). u € M.

Para u € M, temos

2(p=4) q 9
(=a) [, &7 hiex)lufdz—(p—2) Jul* > 0.



donde
—2 20¢-p)
/ h(e2)ul?dz > P =265 ul? > 0.
RN pP—4q

ii) De (1.12),

2 pP—q 2(pzq>/ q
|lull* < —p 28P ]RNh(ez)]u\ dz

P—q
= — h(e adz.
p—2 /IRN (e2)luf"dz

Dai, como fora feito no Lema 1.7, temos

g _P—4
a7 < mallhll#sq,

ou seja,
1

P—q >
——o||h||4S7 .
< (2= Lacll )

iii) Para cada u € M, , segue de (1.8), que

0> 2=q) >~ (p—q) [  f(E)luldz.

Dai,
< 5= [ steoura:
< G ol
< (529) sl
Assim,

a7 < S "
o que implica
2—q

p—2
u >
Il (P — ) fnaxSP

e, portanto,

1
2—q =2 _
||ul| > ((—) ,parau € M, .

2 Q)fmaxSp

25

(1.12)

iv) Paracadau € Mg C Mg, de (1.6), da Desigualdade de Holder (Teorema C.2) e juntamente
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com as Imersdes de Sobolev (Teorema C.7),

Je(w) = (%-%) ||u\|2—(é—%)/woch(&)]u\qdz

q ] _
Mﬂ[3—4mWﬂ—3—EMMMW]
D 2 q

Por (iii), segue que

(%)

q q
1 2—q ]P—z p—Z( 2—q )1—2 P—q
Je(w) > — — Lo ]S
8( ) p |:(p_Q)fmaxSp [ 2 (p_Q)fmaxSp q H ”#

q -9

S}

_ P P=q
P L~ a)fmart 2 N ((p—g)s) s 9
q
1 2—q p2 oy o
S . — @) nlas? |2~ F =4y >0,
p |:(p_CI)fmaxSp:| P=a)lix]e { 2 q} ’
pois o < Zat. Portanto, para 0 < o < 409 e u € M, temos que Je(u) > 0. n

Definiremos agora uma fun¢do e mostraremos que tal fungdo atinge um maximo. Essa

informagdo serd ttil para a demonstragdo do Lema (1.11).

Lema 1.10 Para cada u € H'(RV)\{0} fixada, defina k : R — R por
k(t) = ku(r) = tz_qHqu—t”_q/Nf(ez)\u\pdz, (1.13)
R

parat > 0. Entdo, k(t) tem um tinico ponto critico

1

p—2

2—q)lul?
(r=a) [, flex)luldz

f=1tu)=

que é um ponto de mdximo global. Além disso,

= r(g=2)

_ 2 — P2 q9-p
Mﬂz@—a( q) (p— @) B8 u]. (1.14)

Demonstracao. Note que k(0) =0. Como p—¢q >2—gq, pois | <g <2< p<2* temos que

k(t) > 0 parat~ 0" e k() — —eo quando ¢ — . Entdo, sendo k(¢) uma fung¢io continua,
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temos que k() atinge seu valor maximo em ¢ > 0. Derivando (1.13), obtemos
K@) = =P = (p=qpr " [ fed)luldz
= - IRl (p— e [ ped)lulrdz
R
= g Dl (p- g [ pledlrulnae
R

o =gl - (r-a) [, (e uad]. e

parat > 0. Se 7y > 0 € ponto critico de k(t), temos

0=K(to) = 2=y “ul’ = (p—a)f " [ r(ex)ule,

como téfq # 0, obtemos

@—g)ul?— (p— )l / Fe2)|ulPdz = 0.

Dai,
1
FE=)

_ 2
o = (2—q)|[ull _7 (1.16)

~aq) [ flez)lul’dz

sendo 7 o tnico ponto critico de k(7). Ou seja, k'(f) = 0. Célculos andlogos, mostram que

K(t)>0em0<t<fek'(t) <0emt > 7. Portanto, k(r) atinge o seu maximo em 7. Além

disso,
N " | T &
@) = 2—g)llu| | =l [ rera:
~q) [ felul’az ~a) [ flealulraz| TR
RN i RN
_ (2—q)lul? R RN i ’
- Jul? | =2 u
(r=a) [ fle2)lul"dz L IRCI
L RN J RN

(%)

2

[\

~ 2— p— p

2—qg\ 2 2(p—q) 2—qg\ 2 2(p—q) 1
- (T) ] —(T) ) ]
p—a p—a /f(sz)|u|pdz
]RN

&
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Pela Desigualdade de Holder (Teorema C.2) e pela Imersdao de Sobolev (Teorema C.7), vem

2—q

2o\ 2—a\3] e 1 =
- P — P r—q P
K@) > (—") —(—q) Ju] (—)
P—q P—q SinaxSP||ul|P
Q-g)rt [ 1 1 \i?
] [ ()™
= - —2=q)| ||u| .
(p—q)r? (p—q)~! @=a)| llul FinaxSP
e, portanto,
2—
_ 2—q\r? g=p pla=2)
KD > (p-2) ( ) (p—a) 55" u).
fmax
yu
fffff ~ Y = k(1)
7 t

Figura 1.1: Gréfico de y = k(r)

Lema 1.11 Para cada u € H'(RV)\ {0} fixada, temos que:

i) Se / h(ez)|u|?dz = 0, entdo existe um vinico niimero positivo t— =1t~ (u) > 1 tal que
RN

tTue Mg elJe(t u) =supJe(tu);
t>0

2(p=q)
ii) Se 0 < a (: g r2 ) <ape /Nh(ez)|u\qdz > 0, entdo existem niimeros positivos
R

unicamente determinados

tT=tTu) <f<t =t (u)

. + + — —
taisquet"u e My, t ue M,

Je(tTu) = inf Je(tu) e Je(t u) = supJe(tu).

Demonstracao. i) Sabemos que k(r) é crescente para t < 7, k(t) é decrescente para t > 7,

k(f)>0e tli_>m k(t) = —oo. Entdo, como k(t) é continua, pelo Teorema do Valor Intermediario,



existe um unico ¢t~ > 7 tal que
k(i) =0= /Nh(ez)\u]qdz e K(r) <0.
R
Observe que para ¢t > 0, temos
(Ji(tu),tu) = Htqu—/ f(8z)|tu]”dz—/ oh(ez)|tulldz
RV RN
= Pl o [ flelulrdz -1t [ an(e)lultdz
RV RV

= el [ ez [ anteslut]
= 1t9k(1).

Assim, parat =t~ , obtemos
(et u),t7u)y = (17)k(t7)] =0,
donde, " u € Me. Segue de (1.7) e (1.15) que,

Vel ) = @)l ulP=(p—q) [ fleluldz
) K ()] <o.

ouseja,t uc M.

Mostraremos agora que Jg (1~ u) = supJe(tu). Observe que
>0

tP

2 q
R t
Je(tu) = — —— ez)|ulPd ——/ ah(ez)|u|?dz.

Dai,

Sdettw) = = [ felulrdz— et [ an(e)luttdz
RN RN

= 471 {tz‘qHqu—tl"q/ f(ez)|u|1’dz—/ och(sz)|u|qdz]
RN RN
Por hipétese / N oh(€z)|ul?dz =0, logo
R

d _
Je(tu) = 1 Tk(r).
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Como k(1) > 0,0 <t <7<t ,k(t) é decrescente em (7,) e k(t~) < 0 segue que

>0 ,em(0,t7)

< Je(eu) -
P u =0 ,emt

<0 ,em (17, )
Assim, Jg(tu) é crescente em (0,7 ), £J(t~u) = 0 e Jo(tu) € decrescente em (t~,o0), logo t~

¢ o tinico ponto critico de Jg(tu), o qual € ponto de maximo. Portanto, Je (1~ u) = supJe(tu).
t>0

ii) Como k(0) =0e /N oh(ez)|ul?dz > 0, pela Desigualdade de Holder (Teorema C.2) e a
R

Imersao de Sobolev (Teorema C.7),
k(0)=0< (x/Nh(ez)\u|‘1dz < ou|f[#S?|u||9.
R
Assim, para 0 < a0 < 0 aplicando (1.9) e (1.14), concluimos que

0 < oc/ h(ez)|u|dz
IRN

2—¢q
2—q\r? q-p _
< “"2)( ) (o= S5 Il | s ]
fmax
A= (
—q\ P2 q-p plg—2)
_ (p—2>( ) (p—a) 35
fmax

)

Sendo k(¢) continua, crescente em (0,7) e decrescente em (7, —oo) segue do Teorema do Valor

Intermedidrio que existem tnicos t* et~ onde 0 <t <7 <™, tais que

k(i) = /IR ouh(eg) uf?dz = k(i")

K(t™)<0<k(T).

Analogamente ao que foi feito no item (i), temos que t"u € M, 1 u € M,

Je(tTu) < Je(tu) < Je(t u),
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paracadar € [tt,1 | e

Je(tTu) < Je(tu),

para cada ¢ € [0,7]. Portanto,

Je(tTu) = inf Je(tu) e Je(tTu) = supJe(tu).

|
Aplicando o Lema 1.7 (M = 0 para 0 < o < 0), podemos escrever M = M7 UM,

onde

ug ={ue i @l - (-0 [ flealvaz >0}

My ={ue i @l - (r-0) [ flealiaz <0}

Como J¢ € limitado inferiormente em Mg, podemos definir

og = inf Je(u), of = inf Je(u) e op = inf Je(u).

ueMe ueMy ueMg

Lema 1.12 Temos:

2(p—q)
i) Se0<oc<:e P=2 > < 0y, entdo o < 0 < 0;

ii) Se0<a< %(xo, entdo 0 > do > 0 para alguma constante dy = dy(€, p,q, S, || 1|4, finax)-

Demonstracio. i) Seja u € M. Por (1.7), temos

(=2l < (=) [ oh(e)ludz

Como u € M, por (1.6), obtemos

i) = (3= )lulp= (5= [ antesulra:

< [0 -Ga)lee
o (2 - Q)(p — 2) HMHZ’
2pq

dai,

Je(u) <O0.
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Portanto, o < 0. Como Mg C Mg, segue da defini¢do de infimo que
ae <o <O0.

ii) Seja u € M. Como 0 < o < %oco, pela demonstracao do Lema 1.9 (iv), temos que
Je(u) > dp > 0 para alguma constante do = do(€, p,q, S, ||h||#, finax)- Aplicando a defini¢io
de oy , resulta

o >do>0.
|

O Lema seguinte mostra a existéncia de sequéncias minimizantes (PS) para Je em Mg,

Mg e M . Omitiremos a demonstragdo, pois as ideias sdo semelhantes ao Lema 1.25.
Lema 1.13 i) Existe uma sequéncia (PS)q, em Mg para Jg;
ii) Existe uma sequéncia (PS) .+ em M para Jg;

iii) Existe uma sequéncia (PS),— em Mg para Jg.

1.2 Existéncia de uma Solucao Positiva

A fim de provar a existéncia de solu¢des positivas, mostraremos primeiro que Je sa-
2(p=9)

2
tisfaz a condigdo (PS)g em H'(RV) para B € (—oo,yoo —Coocﬁ), onde o =¢ r2 e(Cyé

definida no Lema seguinte.

2p—
Lema 1.14 Suponha que h satisfaz (hy) e 0 < o (: 8:2(1) < ag. Se {u,} é uma sequéncia
(PS)p para Je em H' (RN) com u, — u em H'(RY), entdo J;(u) =0 em H'(R) e

2 /
2—

Je(u) > —Coa @ > —C,,

onde X
Co— 2—aq)[(p—q) || h |4 S9)ra
0= g9
2pg(p—2)>
e P
/ (p—2)2—q)r?
Cy = o

5
2pq| fmax(p —q)| 72872

Demonstracfio. Seja {u,} uma sequéncia (PS)g para Je em H'(R") com u, — u em

H'(RM). Afirmamos que J.(u) = 0 em H~'(R"). De fato, como u, — u em H'(RV),
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temos que (up,v) — (uo,v). Dai,

/ Vuandz—>/ VuVvdz
RN RN

/ unvdz—>/ uvdz.
RN RN

Pela Imersdo de Sobolev (Teorema C.7), temos que u, — u em L”(IRY). Assim, decorre do
Teorema de Vainberg (Teorema C.4) que u,(x) — u(x) g.s. em R" e existe g € LP(RV) tal

que |u,(x)| < g(x) q.s. em RY. Dai

|un(x)|p_2un(x)v(x) — |u(x)|p_2u(x)v(x) g.s. em RY

[l ()P 2 ()0 ()| = i () [P~ o ()| < g ()P o),

para todo v € H' (R"). Como g € L(R"), temos que g”~!|v| € L'(R"), pois

p=l 1
p—1 P ! J4 ! oo
/]RNg vldz < (/]RNg dz) (/]RNM dz> < oo

onde usamos Desigualdade de Holder (Teorema C.2). Logo, como f € uma fun¢do continua

segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema C.3) que

/f(sz)\un]pzunvdz%/ f(e2)|ulP~uvdz.
RN RV

Sendo & uma fungdo limitada, mostra-se de maneira andloga ao que foi feito acima que
/ oth(e2) |7 2 upvdz — / ah(ez)ul?2uvdz.
RN RN

Portanto, (J{(u,),v) — (J¢(u),v), ou seja, J(un) — Jg(u). Sendo {u,} uma sequéncia (PS)g
para Je em H'(IRV), temos que J(u,) — 0 em H~!(IRY). Assim, pela unicidade do limite,
temos que J% () = 0 em H~!(RY), completando a afirmacio.

Assim, obtemos (J.(u),u) = 0, isto é,

[ Felulrdz =l = [ an(es)uftdz.
RN RN

Pela Desigualdade de Holder (Teorema C.2) e as Imersdes de Sobolev (Teorema C.7), temos
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que

Je(u) = —119) luf]? = (1—1) ah(e2)|uldz

(
o e [ G e
(%)=

P—q
lul|* ~ ?)OCHMI#S‘IHMH"

= (22 (2 [ (22 et sqnuu‘Z]

Dai, pela Desigualdade de Young (Teorema C.1), com expoentes conjugados 2 e 5=, temos

Je(u) > (pz_;z) )2 — (Pp—qZ) [q||;|!2+ (i:gauhu#sq)zz%]
(pz;z - CI(Z;IZ)) ]| * ~ <(p_?)(p2)gz) (ocHhH#S‘1>22 (2%)1.17)

pq\p—

_ 2-9lr-9) 1459) 73 L
2pq(p—2)™

2
= —Cyo2-4,

N | —

[\

-9

p=2 215517111
Além disso, como por hipétese 0 < o0 < 09 = (p —2) (fmax) [((p—q)S7]772||h||, ", segue
de (1.17) que

h(w) > P a) [@—2)(2“1)”‘2[<p—q>sz]3’5||h||;‘||h||#sq] 2—q)
2pq(p—2)74

2pq [fmax(p —q)] 7
= —C,

Lema 1.15 Se {u,} C H'(RY) é uma sequéncia (PS)g para o funcional Je, entdo {u,} é
limitada em H' (RN).

Demonstracio. Seja {u,} uma sequéncia em H'(R") (PS)g para Je. Entdo, Je(u,) = B+
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0,(1) e JL(uy) = 0,(1) em H1(RV). Assim,

d,|lu 1
B+ et "’L"” > o)+ ) )

11 , (11 / 2p-g)
= |z—=|lwl"— | =—= € 72 h(ez)|uy|?dz
(2 p) il (q p) [ e

p—2 2 P—¢q
> Ere [tn || = — =0\ ]| S e || 9,
p rq

onde ¢, = 0,(1) e d, = 0,(1) quando n — . Como 1 < g < 2, segue-se da desigualdade
acima que {u,} é limitada em H'(RV). n

2(p—q)
=)

Lema 1.16 Suponha que f e h satisfazem (f1) e (h1). Se0 < a|=¢g» ) < O, entdo Jg

satisfaz a condi¢do (PS)g em H'(RY) para p € (—00,%0 - Co(XZZT‘I).

Demonstracfio. Seja {u,} uma sequéncia em H'(RY) (PS)s para Je. Pelo Lema anterior
{u,} c H'(RV) é uma sequéncia limitada. Uma vez que {u,} ¢ limitada em H'(IR"), o qual
¢ um espaco reflexivo, pelo Teorema C.8, existe uma subsequéncia, ainda denotada por {u, },
e uma u € H'(RV) tais que

u, — u em H'(RY).

Pelo Lema 1.14, temos que

Ji(u)=0 em H Y(RV).

Usando as Imersdes de Sobolev, temos

u, —u em L (IRN), para algum 1 <s < 2"

loc

e
up — u q.s.em RV,
Usando o Lema de Brézis-Lieb (Teorema C.5), obtemos
/ F(62) |t — u|Pdz = / f(ez)|un|pdz—/ F(e2)|ulPdz+on(1) (1.18)
RN RN RN
e

/h(ez)|u,,—uyqdz:/ h(£z)|un|qdz—/ h(e2)u|%dz + on(1). (1.19)
RN RN RN
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Afirmamos que
/Nh(ez)lun—u\qdz%O quando n — oo, (1.20)
R
De fato, como i € L7 (RM), para todo ¢ > 0, existe r > 0 tal que

/ h(ez)ﬁdz < 0.
(B (0))

Temos,

‘/ h(ez)|up, — u|?dz
RN

< / (ez)\un—u\qdz+/ h(ez)|u, — u|?dz.
BY(0)

r

Pela Desigualdade de Holder (Teorema C.2) e o Teorema de Imersao de Sobolev (Teorema

C.7), temos

‘/ h(ez)|u, — u|?dz
RN

B
< Wl ( [, (i )
BY(0)

r
P—q

p
! (/[B,Nm)]c e Z) Jin =l

q

<l ( / \un—uv’dz)”
BY(0)

A
P—=q

+59 (/ h(sz)l’pdz) ’ ||ty — u]|9.
[BY (0)]

Como {u,} é limitada em H'(RY) e u, — uem L (RV),

loc
'/ h(ez)|up —u|?dz
RN

/ h(ez)|u, — u|?dz
RN

< CIG—l—on(l), para todo ¢ > 0.

Sendo assim,

limsup < Co.

n—yoo

Fazendo ¢ — 0, concluimos que para n suficientemente grande

/H{Nh(sz)]un—u]"dzz on(1),

completando a afirmacao.
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Afirmamos, também, que

/f(ez)\un—u\pdz:/ Joolttn —u|Pdz+0,(1). (1.21)
RN RN

Com efeito, por (f1), dado g > 0, existe R > 0 tal que |f(€z) — fw| < G, para todo |z| > R.

Entao,

- ’/IRN (f(€2) = foo) lttn — u|Plz
/[BN(O)}C | £ (82) = fe [un — ul"dz

R

‘/ f(sz)\un—uV’dz—/ Soolttn —ulPdz
RN RN

IN

— £lluy, — ulPd
+ 1€ frlln =

< Cotlfte) = felle [, lun—ul’dz

B (0)

Fazendo n — oo na desigualdade acima e usando o fato de u, — uem L? (IRV), obtemos

loc

lim sup
n—soo

< Cg¢, para todo ¢ > 0.

/f(ez)|u,,—u|pdz—/ Fonlttn — ulPdz
RN RN

Como ¢ > 0 € arbitrario, concluimos que

/RNf(ez)|un—u|pdz—/]Rme]un—u|pdzzon(l),
demonstrando o que queriamos.
Seja p, = u, — u. Suponha que p, - 0 em H'(R"). Temos
1pall* = (s ) = (ot — w4 — 1) = || 4 []2e]|* =2 (1)
Como u, — uem H'(RY), temos (1, u) = |Ju||* — J0,(1). Assim,

2 2 2 2
1Pall™ = llunl” 4 llae]|” = 2[ue]|” 4 04 (1)

= lunl* — [lul]* +0n(1).
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Por (1.18) - (1.21), deduzimos que:

2(p=q)
Ipl? = [ fEluldz [ &7 helultdz— [ felurdz
RN RN RN
2(p=q)
+ [ &7 hez)lultdz+o0,(1)
RN
= [ Fe2)lun—ulPdz +0u(1)
RN
= / f°°|pn|pdz+0n(l)'
RN

Entao,

1 1
L) = 3lpal> = [ Folpal?de
Lol = Lipall? +on(1)
= ZIIPnll — —IPn Op
3 p D D

1 1
= (5371 ) I+ >0

Pelo Teorema B.5, existe uma sequéncia {s,} C R™ tal que
sn=1+0,(1), SnPn C Neo € lo(Sppn) = Lo(pn) +04(1).
Assim,

Yoo < Ieo(Snpn)
= lo(pn) +0n(1)
= Je(un) = Je(u) +ou(1)
= B—Je(u)+on(1).

2

2
Dai, como B < Yoo —Cot?-4 € Je(u) > —Cpo27 (veja Lema 1.14), segue-se que

2 2
Yoo < Yoo CoO7T4 4+ Co0t2-4 +0p(1)

= Yeoton(1),

que é um absurdo. Portanto, u, — u em H'(R"), demonstrando que J, satisfaz a condiciio

(PS)ﬁ. |
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Observacgao 1.17 Da expressdo de C(/) no Lema 1.14 e de (1.3), temos

o (p—2)(2—q)72
0 - 2 2p
2pq( finax(p — )] 7 2S"2
2-q(2—¢q 2 p—2
g \p—gq 25 il
2p(fmax)P*ZSP*
2
2 — 2 — =2
== —q( q) Ymax
q P—q
< Ymax<Yw.
2 2
2—

Daft, como —C0 < —Cyar 4, desde que 0 < o < 0, temos 0 < Yoo — C(/) < Yoo — G274,

Donde,
2

para 0 < o < 0.

Pelo Lema 1.13 (i), existe uma {u, } C M, sequéncia (PS)q, para Je. Entdo, provare-
mos que (Eg) admite uma solugio positiva ug em RV,

2(p—q)
Teorema 1.18 Suponha que (f1) e (hi) valem. Se 0 < o (: gt ) < O, entdo existe,

pelo menos, uma solugdo positiva ug de (E¢) em RY. Além disso, temos que ug € M e

L
2-

Je(ug) = og = 0 > —~Coot (1.22)

Demonstracao. Pelo Lema 1.13 (i), existe uma sequéncia minimizante {u,} C Mg para Je
tal que
Je(up) =0 +0,(1) e Ji(up) =0,(1) em H'(RM).

Pelo Lema 1.12 (i) e a observagdo 1.17, temos
2
ag < O < Yoo _COG‘Z*q_

Assim, pelo Lema 1.16, existem uma subsequéncia {u,} e ug € H'(R") tais que u, — ug
em H'(RY). Pela continuidade de Je temos que J (ut,) — Je(up). Mas Je(u,) — 0le quando
n — oo, pois {u,} é uma sequéncia minimizante para J; em M,. Pela unicidade do limite
temos Jg (19) = ae. Logo, pelo Lema 1.8, temos que ug é ponto critico para o funcional Jg e,

portanto, uma solucio de (E¢) em RY.

Afirmacao: ug € Mg . De fato, caso contrario, u( deveria estar em M, , visto que, pelo Lema
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1.7, M2 = 0. Observe que:
/ oh(ez)|ug|?dz > 0,
RN

pois, caso contrdrio,

/ oh(€z)|ugl|?dz = 0,
RN

entdo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema C.3), temos

lim [ oh(ez)|u,|%dz = / oh(ez)|upl?dz =0,
N RN

n—o JIR:

o que implica, juntamente com (1.5),

ol = [, F(E) P dz-+ 0u(1).

Dessa forma,

1 1 1 2p—q)
) = S llalP = [ ez [ e heudz

1 1
= zllunllz—;\lunHerOn(l)

1 1
= (373 ) llP+ou0

implicando que ’}1_{130 Je(up) = (% — %) ||| > 0, pois p > 2, que é uma contradigdo, pois

Je(un) — 0 < 0. Pelo Lema 1.11 (ii) existem nimeros positivos 1 < f < ¢~ =1 tais que

tTup e Mg, 1 up € Mg e

Je(tTup) < Je(t up) = Je(up) = ate,

2

contradi¢do, pois Je(1Tug) > af > . Dai, ug € My e —Coa?1 < Je(up) = 0 = 0,
completando a afirmacao.

Como Jg(|ug|) = Je(up) podemos assumir sem perda de generalidade que uy é ndo
negativa e, pelo Principio do Maximo (Teorema C.13), concluimos que u( € solugdo positiva

de (E¢) em RV, m
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1.3 Existéncia de Multiplas Solucoes Positivas

No que segue, assumiremos que f e & satisfazem (f1), (f2) e (h1). Sejaw € H'(RV) a
tinica solucdo positiva, radialmente simétrica, da equacio (Eo) em RN para f = f,qr. Temos

as seguintes propriedades (veja [6], [7], [17] ou [23])

i) we L*(R¥)NCZ?(RV) para algum 0 < 8 < 1 e lim w(z) =0;

loc
|z[—eo

ii) Para qualquer € > 0, existem nimeros positivos ¢y, c5 e ¢§ tais que, para todo z € RY,

chexp(—(1—g)z]) < w(z) < crexp(—|z])

[Vw(z)| < czexp(—(1—¢)[z]).

Para 1 <i <k, definimos

i

wh(z) =w (z— %) , onde f(d") = frax-

Claramente, wi(z) € H'(IRV). Pelo Lema 1.11 (ii), existe um tnico ndmero (¢£)~ > 0
tal que

()" wl € My C M, para 1<i<k.

Agora, provaremos que

lim sup(Je(£)) " w.) < Ypuax uniformemente em i.
=01 ;>0

Lema 1.19 Temos:

i) Existe um niimero ty tal que para todo 0 <t <ty e qualquer € > 0, tem-se

Jg(tWé) < Ymax uniformemente em i

ii) Existem niimeros positivos t| e €| tal que para qualquert >t e 0 < € < €1, vale

Je(twl) < O uniformemente em i.

Demonstracdo. i) Como Je é continua em H'(RY), wi é uniformemente limitada em
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H'(RV) e para qualquer € > 0 € Yyuqx > 0, existe #o > 0 tal que para 0 < 1 < o,
Je(twl) < Yimax. paratodo €> 0.

ii) Como f é continua, existe ro > 0 tal que f(z) > 2% para z € BY (a') uniformemente em

i. Entdo, existe €] > 0 tal que para 0 < € < €1

i 2oy 1P i 11 i
elowt) = GlwllP =T [ e niyrdz = [ antec)(ug)idz

< i P i\pg
< G- [ feoyd:

_ - (IVWi|2+(Wi)2)—£/ f(&2)(wy)Pdz
2 JRy € € » JrY €
t2 ’ ’ [P .

< — | (Vw["+w )dz——/ flez+a" )wPdz
2 Jry P JBY(0)
C L vl wtyae— Pd

< — _

= 9 ]RN(| Wl +W) < zp/Bllv(o)fmaxW Z,

o que implica que Jg(twi) — —oo, quando ¢ — +oo, pois p > 2. Assim, existe #; > 0 tal que

para qualquert >t e 0 <e<g

Je(twl) < 0 uniformemente em i.

Lema 1.20 Suponha (f1), (f2) e (h1). Se

( 2(pq)) q
O<al|=¢r < Eoco,

entdo

lim supJe(twg) < Yimax uniformemente em i.
e=0" ;>0

Demonstracao. Pelo Lema 1.19, basta mostrar que

lim sup Je(twg) < Ymax uniformemente em i.
e=0F y<r<i

Sabemos que Sup gy (tw) = Yimax- Paraty <t < t, temos
t>0

. 1 . 1 ' 1 ;
elowt) = St~ /IR )z~ /IR ouh(ez) (1wl ) dz.
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Como wi(z) =w <z - %) , obtemos

ot = 5[ o2 Lo )

_g [ on(e:) [W (z— %i)]qdz.

Usando o fato do IRV ser invariante por translacio, temos

2
JS(IWé) - % RN[|VW|2+W2]_%/]RmeaprdZ"‘%/]RmeaprdZ
tP a\1” 14 a\1?
> ]szf(ez) [w (z—g)} dz—g/]RNoch(ez) [w (z—g)} dz
i p
- Imax(tw)‘f’%/]RN (fmax_f(SZ)) |:W (Z—%>:| dz
i q
1 oh(ez) {w (z—a—)} dz
q JRN €
p i p q i q
< 'Ymax‘i'%/]RN (fmax_f(gz>) {W (Z_%):| dz_%/RNOCh(SZ) {W (Z—%):| dz.
Como

i

/IRN (fmax — (€2)) {W (Z_%)]deZ/ (fnax — f(€2+d) ) wPdz = 0¢(1),

RN

quando € — 0" uniformemente em i e
a\1? 2(p=2)
o h(ez) {w (Z——)] dz <e r=a ||h]|xS?||w||? = 0e(1),
RN €
quando € — 0™, entdo

lim sup Jg(tWé) < Ymaxs
e=0" <1<y

donde,

lim supJg(twé) < Vmax uniformemente em i.
e=0" 1>0

Aplicando os resultados dos Lemas 1.11, 1.12 (ii) e 1.20, podemos deduzir que

0 <dy<dg <Ypmax+0e(1), quando € — 0.
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Como Vax < Yoo, €Xiste €9 > 0 tal que

2

Yimax < Yoo —CoO274, para qualquer € < €. (1.23)

Como os pontos de maximos a', a®, ..., d* da funcdo f sdo distintos, iremos fixar

0 < pp < 1 de modo que

B (a))NBY (al) =0, para i#j e 1 <i,j<k,
onde B (a') = {z€ RV: [z—d'| < po} e f(a') = fnax- Defina

K={d : 1<i<k}

e
k
Koy = J B (@)
i=1
Suponha que
k
B (a) C B% (0), paraalgum ro > 0.
i=1
Seja
Qc: HY(RV)\{0} — RN
[ 1t lulraz
u — Qe(u) = 2R )
/ u|Pdz
RN
onde x : RNV — RN, x(z) =z para |z| < rg e x(z) = % para |z| > ry.
z

Lema 1.21 Existe 0 < €° < & tal que se 0 < € < €%, entdo Q¢ ((t1)"wt) € Koy para cada
2
1<i<k

Demonstracao. Como

p
dz / x(ez+a')|w(z)|Pdz
_ JRN

p
i [ w1a:

[ ) whirds “\[
RN € € /]RN w Z—E

segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que Qg ((f)"w.) — a' quando

Y
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€ — 07. Portanto, existe € > 0 tal que
0c((1) W} € Ky,

para todo € < e paracada l <i<k. ]

Lema 1.22 Existe um niimero & > 0 tal que se u € Ng e Ie(u) < Ymax + S, entdo Oc(u) € KPT()
para todo 0 < € < €0,

Demonstra¢io. Suponha, por contradigdo, que existe uma sequéncia {&,} C R e {u,} C
N, tais que

€, — 0, Ig,(ttn) = Ymax +0n(1), quando n — oo (1.24)

O, (n) ¢ Ky, 2 paratodo n € RV. (1.25)

Temos que {u,} é limitada em H'(R"). De fato, se para alguma subsequéncia tivéssemos
||un|| — oo, entdo acarretaria I, (u,) — oo, 0 que contraria (1.24). Suponha que u, — 0

em L”(R"). Como
||”n||2:/Nf(€nZ)|un|pdz, para cada n € IN,
R
pOIS Up GNE,N c

1 1
i) = Sl = [ Felupd:

= Ymax+0n(1)u
concluimos que
o) =l un) = (5= ) [ Flewlunlrde=on(1)
Ymax + On =g, \Up) = 3 D RN nZ)|Un|"AZ = Oy s

que € um absurdo, pois Yax > 0. Assim,
u, 0 em LP(RN). (1.26)

Aplicando o Lema de Lions (Teorema C.9), existe uma constante dyp > 0 e uma sequéncia
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{Z,} C RY tal que

/BN( lun(2)*dz > do > 0. (1.27)
1

Zn

Com efeito, se (1.27) ndo ocorresse, teriamos

2
n dz — 0.

Zn )

Consequentemente, como {u, } é limitadaem H!(IR"), pelo Lema de Lions, terfamos {u,,} —
0 em LP(RY), o que contradiz (1.26).

Seja v,(z) = u,(z+2,). Entdo, existe uma subsequéncia {v,} e v € H'(RM) tais
que v, — v em H'(R"). Usando um cilculo similar ao Lema 1.11, existe uma sequéncia
{s" .} CR" tal que

-~ n
Vi = SpaxcVn € Nimax

0< Ymax = uein{;axlmax(u) < Imax(‘;;z) < Isn (SZaxul’l> < ?g](;))lgn (tun) = Isn (un) = Ymax + On(l)’

onde a dltima iguadade segue de (1.24). Assim,
{Smaxttn} C Nmax € Ie, (Spaxtin) = Yimax-

Logo, podemos supor que {s7,,,.} satisfaz s? . — so, para algum so > 0. Entdo, existem
subsequéncias {v,} e v € H'(RV) tais que v, — #(= sov) em H'(R"Y). Por (1.27), temos

v # 0. Além disso, podemos obter que

vy — 7 em H'(RY)

Imax(ﬁ) = Ymax-

Agora, queremos mostrar que existe uma subsequéncia {z,} = {€,Z,} tal que z, —
z0 € K.

Afirmacdo 1: {z,} é uma sequéncia limitada em R"Y. Suponha por contradi¢io que |z,| — oo,



entao

Ymax =

IN

Imax (‘7)

Lo(

"

N D . Al
11r{r_1)10£1f |:§||Vn|| —l—y/RNf(SnZ-l-Zn)|Vn| dZ]

. (ngx)z 2 (Szmx)p p
e T e MR T
h,f&io?flgn (Shaxtn)

li’gi;lflgn (ttn) = Ymax-

Donde, Vnax < Ymax> © que € um absurdo.

47

Afirmacao 2: 7o € K. De fato, suponha que zo ¢ K, isto é, f(z0) < fmax- Entdo, usando os

mesmos argumentos acima, obtemos

Ymax

IN

Imax(\j)
| 1 .
S = [ el

1., 1 .
Ly WL

R 1 ~
imint |31+ [ e+ 2l
Ymax,

acarretando Yax < Ymax, 0 que € um absurdo. Como v, — v # 0 em H 1 (]RN ), temos que

Oe, (un) =

/ 1(En2) Va2 — Z0) Pz
]RN
_ s\ |P
[ etz =17z

/]RN X(€nz+€nZn)|vn|Pdz

/ va|Pdz
]RN

Passando ao limite quando n — oo,

QS,, (un> — 20 € KPT(M

que € uma contradi¢do com (1.25). Portanto, existe um nimero 8 >0tal que se u € Ng e
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Ie(1t) < Yimax + O, tem-se

Qe(u) € Kpy para qualquer 0 <€ < €°.
2

De (1.23), escolha 0 < 8y < & tal que
Yimax + 00 < Yoo — Cooc%q para qualquer 0 < & < €°. (1.28)
Para cada 1 <i <k, defina as vizinhangas em M, ,
oL = {u eEMg : |Qe(u)—d'| < po}

e suas fronteiras
BOQ = {u eEM; : |Qc(u) —ai\ = po}.

Considere também os ndmeros

Bl = inf Je(u) e BL= inf Je(u).

ueO0; u€adO;

Lema 1.23 Se u € Mg e Je(u) < Ymax + %, entdo existe um niimero 0 < & < €0 tal que
QOc(u) € Kpy para qualquer 0 < € < €.
2

Demonstracao. Usando um cdlculo similar ao que foi feito para obter (1.16), obtemos um

Unico ndmero positivo
1

p—2
>

- / f(&2)|ulPdz
IRN

u
Se

tal que sgu € N.

Afirmacao: s < c, para alguma constante ¢ > 0 (independente de u). Como u € My C M,

entdo (J.(u),u) = 0. Além disso, temos também

0
0<dy< O SJE(M) S’Ymax‘i‘?()-
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Assim,
1 1 1 1
~ (- (A1) [ ot
2 p qg p)JrRY
p—2
< 2—||M||2’
14
isto &,
-2
lu)? > 2—Zdy = c; > 0. (1.29)
2p

Como J¢ € coercivo em Mg e Je(u) < Yipax + 670, entdo temos que existe uma constante

¢z > 0 (independente de u) tal que

ul|* < c2. (1.30)
Logo, por (1.29) e (1.30), temos
0<cr < |ul]* < e (1.31)
Provaremos agora que
”Wmmw>“>0' (1.32)

De fato, suponha que (1.32) ndo ocorre, logo existe uma sequéncia {u,} C Mg tal que
H”HZURN) =o0y(1) quando n — oo.
Por (1.8) e (1.29),

2—gq B /]RNf(EZ)‘Zn’PdZ S fmax||un||€p(RN)
P—q 24| €1

=o0,(1),

que € uma contradi¢do, pois 12)%‘31 > 0. Segue entdo que (1.32) vale.
Assim, por (1.31), (1.32) e da expressdo de s¥, existe ¢ > 0 (independente de u) tal

que s¢ < ¢, completando a demonstragdo da afirmacdo.
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Agora, obtemos que

do
Ymax + ? > Jﬁ(u) = susz(tu) > JE(S;,[”)
t>0

_ 1 u. 112 1 u . |\p 1 u..1q
= Sl [ flelstuldz— [ an(es)lstulta:

1
> “u) — = il
> Ie(sgu) q/IRN(xh(estgu\ dz.
Da desigualdade acima, deduzimos que

o 1
Is(sgu) < Ymax+—0+—/ O(h(SZ)ysgu’qu
2 g JrV

%

< Ymax + >

+ 0|l S sg el

d
< a5 0 (c2) [ hlaS7,

2(p—q)
ondea=¢ " . Dati, existe 0 < € < €Y tal que, para 0 < € <€,

)
Te(sgu) < Ymax + ?0, onde sgu € Ng.

Pelo Lema 1.22, obtemos

[ 1) lstutz) s
IR

Qe (spu) = € Kpp,
[ Jstulraz
RN

para qualquer 0 < € < € ou Q¢(u) € Kpy, para qualquer 0 < € < €. [ ]
2

Aplicando o Lema acima, obtemos que
< do _
Be > Ymax + - para qualquer 0 <& <E€. (1.33)

Com efeito, se (1.33) ndo vale, segue da definicdo de [32_: que existe u € d0% tal que Je(u) <

Ymax + 5—20. Assim, pelo Lema 1.23, temos que Q¢(u) € Ky, /2, para todo 0 < € < €, entdo

Q¢ (u) € By, (al),

M‘g =

para algum j € {1,....k}, que é uma contradigdo, pois |Q¢(u) — a’| = po. Portanto, (1.33)

vale.
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Pelo Lema 1.21, existe €2 > 0 tal que
Qe (1) we) € Ky 25

paracada 1 <i<ke0<e<e’. Segue da definicdo de K, /» que (t£) wi € O;. Usando a

definicdo de B, o Lema 1.20 e a equacio (1.28), obtemos

2

- - - - d
B = inf Je(u) < Je((t)) wg) < supJe(twh) < Ymax + 2~ Yoo — CoOl24 (1.34)
ueO; t>0 3

para qualquer 0 < € < €.

Lema 1.24 Dado u € O., entdo existem 1| > 0 e um funcional diferencidvel
[:B(0,n) c H'(RY) - RT

tais que
1(0)=1, I(v)(u—v)€ O, para qualquer v € By(0)

(We(u), 0)
(We(u),u)’
para qualquer ¢ € CZ(RY), onde () = (J¢ (1), u).

('0),0) |v)=(1,0= (1.35)

Demonstracio. Para u € O, defina uma fungdo F : R x H'(R") — R por
F(t,w) = (Je(t(u—w)),t(u—w)).
Logo, pela defini¢do de J/,
Fow) = et~ [ fedfstu—w)lPdz— [ ah(ed)fetu—w)ltdz
e, assim,
F(t,w) = tu—w|*—1° /]RNf(Ez)]u —w|Pdz—14 /]RN oh(ez)|u—w|ldz.
Dai,

FUL0) = Jul?= [ feudz= [ an(eslutta:
— (JL(u)u) =0
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(pois u € My (u € Mg)). Derivando F em relagdo a T, obtemos

d
—F(’c,w):2THu—wH2—pr_1/ f(8z)]u—w\pdz—q’cq_l/ ah(e2) |u— w|¥dz.
d't RN RN

Logo,

SF(1,0) = 2Hu—w|]2—p/IRNf(EZ)|u]”dz—q/RN oh(ez) u]9dz
= (Ye(u),u) #0 (u€M).

Além disso,

SFEWO) = 27— w/o)+pi [ fle)u—wl? - w)ode

gt / oth(eg) u— | (u— w)odz.
R

Dai,

S F(L0)®) = ~20/0)+p [ f(eolul" 2uodzq [ anea)ult upd

RN

Logo, pelo Teorema da Funcdo Implicita, existem 1 > 0 e uma funcdo diferencidvel [ :

Bn(0) € HJ(RY) — R tais que [(0) = 1, F(I(v),v) = 0, para todo v € By (0) e

Lema 1.25 Para cada | <i <k, existe uma sequéncia (PS)g;, {un} C 0., em H'(RY) para
Je.

Demonstragao. Para cada 1 <i <k, por (1.33) e (1.34),
. S S0 =
Bls S 'Ymax"‘ ?0 < Smax‘i‘?o - B;.;,

para todo 0 < € < €%, ou seja,

B < BL, para qualquer 0 <€ <€g*. (1.36)
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Entao,

B;—:: lnf J€(”)7
ue0LUI0%

para qualquer 0 < € < €*.
Considere {u!} C OLUJOL uma sequéncia minimizante para B%. Aplicando o Principio

Variacional de Ekeland (Teorema C.11), existe uma subsequéncia {1’} tal que

. 1
Je(uy) = Be + —
n
e .
i lw —u|1? i i
Je(ul) < Je(u)+ , para qualquer w € O, UdO. (1.37)

Usando (1.36), podemos assumir que u!, € O, para n suficientemente grande. Pelo Lema

1.24, existem 1/, > 0 e um funcional diferencidvel

I :B(o,)) c HY(RY) - R"

tais que
L) =1, L,(v)(u,—v) € O, v e By (0)
€
(I'0),0) l1v)=(1,0)= % (1.38)

Seja ve = ov com ||v]| =1 e 0 < 6 < 1,. Entdo,
vo €Bi (0) e wo:= I (ve) (i, —vg) € OL.

Desde que Je é de classe C!, segue de (1.37) que

IWo — up ||

n > Js(”i) —Je(ws)

1 g .
- /  Je(td + (1= 1)we)di
o dt

1 , .
= / JL(tul, 4+ (1 —t)we) (u, — we)dt
0
= (JL(tou!, + (1 —to)we),ul, —ws), onde 19 € (0,1)

> (Je(tuy), 1, = we) + (||, — we)-



Substituindo o valor de wg, temos

IWo — up ||
n

v

(e (11,), 16, = 1 (v6) (uy, = v)) + o([luy, — woll)
= (eltu,) 1, = 1, (vo)ty = 1, (ve)vs) +o([luy, — wo]))

= (Jeltuy), 1, (vo)ov) + (e (1), upy (1= 1) +o(|lup, — we))-
Fazendo 6 — 0, temos I/ (vg) — 11 (0) = 1 e, daf

[(Je (), v)] < 085, (0v) (e (16,),v) + o[y, = wo]|)

onde 2Ultrel)
i, =wol

— 0, quando ¢ — 0. Assim,
lwe —ul| (5 +|o(1)])
oll;(ov)|

[ (Je () )| <

Como we = I}, (1}, — vs), segue que

12(ve) (1, — vo) — || + lo(1)])
oli;(ov)|

[ACARIIE

Sabendo-se que vg = GV, temos

12 (ve) (uy, — 0v) — | (;, + lo(1)])
oli;(ov)|
i, (73(0v) — 1) — ovly (ov)|| (5 +o(1)])
oli;(ov)l '

IVACARM

Como [/(0) = 1, segue que

et (1 (0v) — 1,(0)) — ovly ()| (;; + lo(1)])

(ACARSIIE A
il (ov) =) —olvlli(on)] (1
: ollj(ov)| (,ﬁ' <1>|)
A ARV T
- ( olii(ov) “) (,ﬁ' <1>|)-

Tomando o limite quando ¢ — 0 e observando que (||u},]|) € limitada, obtemos

Vet < €A1+ 1) (5 + o] ).

onde o(1) — 0 quando 6 — 0.
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Mostraremos agora que ||(1;)'(0)|| < c. Dada ¢ € CJ, temos

w000 < 200000 +p | [ rleclub P 2uioa:

+q’/ och(sz)]un\q 2 ’q)dz

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz e a limitagdo de (|[u]]), temos |(u,|0)] < [|u,||[|0]] <

Ci1||0||- Usando a Desigualdade de Holder (Teorema C.2) e as Imersdes de Sobolev (Teorema

C.7),

‘/RNﬂez)w;V’ ,04z) < fonax |1 10117y < C20]
e
‘/RNOC’Z(SZ)\MW 2uj0dz| < ool 17, ey |01l o () < C3lI0l-
Logo,
| (We(10,). 0)] < Call9ll- (1.39)
Afirmamos que
(e (i), un)| > Cs. (1.40)

Como u!, € My C Mg, temos

(W), ) = =)l P = (p=a) [ Fleolu|"ds.

De (1.31)
0<cy <||lul| < ¢, paratodo u € M, ,
donde
2} ||> > Co
e
/]R (SZ)|M |pdZ <fmax||un|| (RN) <fmaxSp||Mn”p < fmaxSpCZ.
Assim,

L)) = |-l - (-a) [ slealipa

> |-l |00 [, el

> (2 - C])C6 - (P - Q)fmaxSng = Cs,
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mostrando (1.40). Entdo, de (1.39) e (1.40), temos

(Ve (14,),0)

[((1,(0)),0)] = 'W

Cy
5

e, portanto, de (1.35) ||(££) (0)| é limitada para todo n e i e, consequentemente, J (1)) =

0,(1) fortemente em H~!(IRV) quando n — o, n

Usando os resultados mostrados anteriormente, mostraremos que a equacao (E; ) tem
k + 1 solucdes positivas em RY.

Teorema 1.26 Suponha que (f1), (f2), (h1) e que existe um niimero positivo \*(A* = (€)?)
tal que para A > \*, entdo a equagdo (E;) tem k+ 1 solugdes positivas em RV,

Demonstrago. Para cada 1 <i <k, existe uma sequéncia {u,} C Mg (PS)g; em H H(RM)
para Je. De (1.34), temos
. 2
2
Como Je satisfaz a condi¢do (PS)g para todo B € (—oo,Ye — co0t>~7), entdo Je tem, pelo

menos, k pontos criticos em M, para 0 < € < €*. Seja uy = max{u,0}. Substituindo os

termos
2(p—q)
[ feluraz e [ e nes)ultaz
RN RN

do funcional por

2(p—9q)
/ flez)ulldz e / g r2
RN RN

respectivamente, segue que a equacdo (Ej; ) tem k solugdes ndo negativa em IRY. Aplicando

h(ez)ul dz,

o Principio do Maximo (Teorema C.13) e o Teorema 1.18, a equagdo (E, ) tem k+ 1 solugdes

positivas em R |



Capitulo 2

Existencia e Multiplicidade de Solucoes
Positivas para um Sistema Eliptico

Semilinear

Neste Capitulo vamos estabelecer resultados de existéncia e multiplicidade de solucdes

positivas para o sistema eliptico semilinear

A= 2g ()P 2+ 2 () 2ulv]P, em ©

—Av = h(@) VP 2o+ g (@)l vl 2, em O (Exs)
u=v =0, sobre 0Q

ondea>1,B>1,2<p<a+B=2*N>4 Au>0,0cQcCRYéumdominio limitado
com fronteira 0Q suave e f,g,h: RY — R satisfazem as seguintes condicdes:
(Al) f, g e g sdo fungdes continuas e positivas em Q.

(A2) existem k pontos al,d?, ..., d" em Q tais que

fl@)=maxf(z) =1, 1 <i<k
7€Q

e para alguma ¢ > N,
f(z)— f(a') = o(jz—da'|°),

quando z — @' uniformemente em i.

Estudos recentes t€ém investigado os sistemas elipticos com expoentes subcriticos ou

criticos e provado a existéncia de pelo menos uma solugdo positiva ou a existé€ncia de pelo
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menos duas solucdes positivas para esses problemas.

Neste capitulo, construiremos k sequéncias de Palais-Smale compactas que sao ade-
quadamente localizadas em correspondéncia com os k pontos maximos de f. Sob as hipoteses
(A1) — (A3), mostraremos que existem ao menos k solucdes positivas do sistema eliptico

(Ej.u) para A, u > 0 suficientemente pequenos.

2.1 O Funcional Energia Associado ao Problema e a Vari-
edade de Nehari

Considere o espago H = Hj} (Q) x Hj () com a norma

el =| [, <|Vu|2+|w|2>dz]é

Associado ao problema (E, ,,), consideramos o funcional J ,, de classe C I (Veja Apéndice

A), para (u,v) € H,

1
i) = 31 = 5 [ Pl vz [ (gl + (217
Primeiramente definiremos solug@o fraca para o problema (Ej ).
Defini¢ao 2.1 Uma solugdo fraca para (Ey, ) é um vetor (u,v) € H que satisfaz

/(VuV(p1 +VWwV@o)dz — 7\./ 2)|ulP~ Zu(pldz ,u/ (z)]v]”fzv(pzdz—
o [ s ublPordz 3 [ et lP vz =
para todo (91,92) € H, ou seja, é um ponto critico do funcional J; ,.

Considere a Variedade de Nehari para o funcional J, ,

My =4 (w,v) € EN[(0,0)}: (U, (1), (wv)) =0}, @.1)

onde

(00), )y = ) = [ F@IpPdz— [ (hg(@)ul? +uh(@)bl)dz. - @22

Observe que a Variedade de Nehari M) , contém todas as solu¢des ndo negativas de (EM,).
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Sejam S a melhor constante de Sobolev na imersio D'?(RY) < L? (RV) definida por

/ Vul2dz / Vul2dz
S=  inf R ~|= inf Q ~|>o,
ueD'2(R)\{0} > \T | #eH @\ 2\

(/ |u| dz) (/ |u| dz)

RN Q
onde D'2(RN) = {u € L* (RN): Vu € (L*(RV))N} e
2
S(xﬁ — inf ||(M,V)||H — (23)

uveH; (Q)\{0} ot
(L ea)
Q

Lema 2.2 Se o+ < 2% entdo existe uma constante positiva tal que

LB
ot
(f eivPaz) ™ < clnln

Consequentemente, Sy, g estd bem definida e So g > 0.

Demonstracao. Pela defini¢do de S, para todo (u,v) € H,

1 _ 1
P i
(fepaz) ™ < | f maxgi o))
Q /o
- 1
ap
< /(|u|“+ﬁ+|v|a+ﬁ)dz] i
/o
i arp
< 2max{/ \u|“+ﬁdz,/ |v|“+BdZH
i Q Q
@B arp
1 o+ o+
< 2uip [(/ |u]°°+de> +(/ \v\‘”ﬁdz) ]
Q Q
1
P
< [/ ]Vu|2dz+/ ]Vv|2dz}
S Q Q

_1 1
22(a+P)

2 2 2
= (|Vu| + |V )dz
sz LJa
1
2 2(a+P)
= (V)|
S2

De acordo com Alves, de Morais Filho e Souto (Veja Teorema 5, [2]), temos que



60

o % B ﬁﬁ
Sop = (E) +(&) S, 2.4)

onde o+ B = 2*. Observe que S é independente do dominio e nunca é atingido exceto
quando Q = RY (Ver Proposi¢io 1.43, [30]). Além disso, S é atingido pela funcdo (Ver
Teorema 1.42, [30])

N-2

NN =2)]F
(1+]zP) "

N

IVU|I72 = U] = 52

—-N
2

Note que U (g) € uma solucao da seguinte equagao

—Au=u* , RN
u>0, RY
u € DV2(RN).

O funcional energia associado ao problema é dado por

max 2/ |Vu|2 I— = /N|u]2 dz

Ymax = 111\1]f Imax(u)

UENmax

onde

max_{M€D12<]RN {O} <max ,M>:O}.

Além disso, temos que

1 v
Ymax:]_VS2 >O.

Para A = u = 0, o sistema eliptico semilinear (Ej ,) toma a forma:

—Au= aiﬂsf(z)\u]“_zuMB, em Q;
—Av= a% £(2)|u®[v]P~2v, em Q; (Eo,0)
(u,v) €H,
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e o funcional energia associado € dado por

1
o) = 3w = g APz

90.0 = inf J()o u,v
' (M v) EN() 0 ( )

onde

Moo = {(u,v) € H\{(0,0)}: (Joo(u,v),(u,v)) =0} .
Note que se f(a') = max,cq f(z) = 1, definimos

1

1 2 o, B
J = w))E - —— d
max(ut,v) = 5 || ()| i B Q!ul v|Pdz
€
ema)c — inf Jmax(ua V)v
(u,v) EMmax
onde

Mo = { (1) € H\{(0.0)}: (Tt (1,0)) = 0}

Agora, mostraremos um resultado que € essencial para os resultados posteriores.

Lema 2.3 Seja D C RN um dominio suave (possivelmente limitado). Se u, — u, v, — v em

H (D) e uy — u, vy — v q.5. em D, entdo
hm/|u —u|*|v, —v|Pdz = 11m/|un| |vn|de—/ || *|v|Pdz.

Demonstracao. Vamos analisar a diferenca

/’un‘alvn‘BdX—/‘Mn—u|a‘vn—v’5dx,
D D

Obeserve primeiro que

/\un!“|vnlﬁdx_/!un—u|“|vn—V\de = /(Iun|“|vn!B—!un—ul‘*lvnlﬁ)dx

D D D
+/D(\un—u\°‘]vn\ﬁ—\un—u\alvn—v|ﬁ)dx

Defina F : [0,1] — R por
F(1) = |up — tu|*|v,®.
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Entao,
dz;t) — 0L|un—tu|q*2(un_tu)yvn‘ﬁ(_u)’ te [0,1]
Temos
/(’””‘G’V"‘B_\“n—”\a!Vn\B)dx = _/[F(l)—F(O)]dx.
P D

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos

LdF
/ (Jetn *Vl® = e —u* |y P)dx - = _/ U _dt]
D p[Jo dt
1
= / / ity — 11| * % (u — tu0) | vy |Pudtdsx.
DJo
Analogamente, defina G : [0,1] — IR por

G(1) = |up — u|*|v, —tv]P.

Entao,
dG(t)
dt

= Blup — u|*vy, — tv[P 2 (vy — 1v) (—v), £ €[0,1].

Também, pelo Teorema Fundamental do Célculo, obtemos

[ =l = s =, = vPrx = = [ [6(1) ~ G(0))ax
= —/D{/Olil—(:dt}
= /D/Olﬁ\un—u|a]vn—tv|f’z(vn—tv)vdtdx.

Dai,

1
/|un|a|vn|ﬁdx—/|un—u|°‘|vn—v|de = Oc// lt — 1% 2 ( — 110) | v |Pudxdr
D D DJO

(2.5)

I
+[3// |t — ||y — tv|P2 (v, — 1v)vdxdt
DJO

e dai,

1 1
/\un|“|vn]3dx—/|un—u\“]vn—v\ﬁdx:(x// fnua’xdt—l—B// gnvdxdt,
D D pJo pJo
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onde

fo = lun — 1“2 (g — 1) |va P € gn = |ty — | v — 9P (v — 1),

t €10,1]. Como,
for = (=)l 2y P

gn— 0 gq.s.em Dx(0,1),

e, além disso,

o—1

B
1 a+p 1 oat+p-1 1 at+p-1
// \f,,yawldxdzg(// |un—m\°‘+ﬁdxdz> ' (// |vny“+ﬁdxdt) e
DJO DJO DJO

B
arpT
// |gn |°‘+B Tdxdt < (// |up —u|°°+dedt> (// [V —tu|°‘+ﬁdxdt) <C,

concluimos que

o+p
fo— (1 =0%u*2ulv|P e g, — 0 em L&F1(D x (0,1)).

Logo,
/ / foudxdt — Oc/ / )%y |* v |Bdxdr = / || *|v[Pdx (2.6)
e
B/ /] gnvdxdt — 0. (2.7)
DJO
Portanto, inserindo (2.6) e (2.7) em (2.5), obtemos o desejado. [

Note que Jj, , € ilimitado inferiormente em H, pois Jj ,(tu) — —co, quando ¢ — +-oo.

O Lema seguinte, mostra que Jy , € limitado inferiormente na Variedade de Nehari M, ,.

Lema 2.4 O funcional energia J, , € limitado inferiormente em M, ;.

Demonstracfo. Para (u,v) € M) ,,, temos

<Ji,y(”av), (u,V)> = 0.
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Dessa forma,

el = [ @Iz [ (g(e)lu? +ah(2) ez

Assim,
1 1 1
Bu(e) = Slnli= 5 [ @ Pde— [ As@lul? + k) )dz
1 1 1
= Sl 5 [ @Bz I [ r@epbaz

= (52 ) 1+ (5 -5 ) [ rehueppa:

Sendo Jy , limitada inferiormente em M, ,,, podemos definir

0, ,= inf J,(u,v).
At (u,v)EMM, 7\"#( )

Lema 2.5 Temos
i) Existem niimeros positivos G e dy tais que Jy ,(u,v) > do para ||(u,v)||z = ©;
ii) Existe (i,v) € H\{(0,0)} tal que

|’(ﬁ7‘7)|’H >0 e ‘]7»,/,1(127‘7) <0.

Demonstracdo. i) Por (A2), temos que f(z) < 1. Assim,

hatur) = M= 55 [ F@UIPd= [ el +uh(z) 17

1 1 1
)= 7 [ 1Pz~ [ Og@lal? +ah@IvI7)ee
2 2% Jo pJo

v

*

JXOZELE

Afirmagdio 1: /(]u|°‘|v|ﬁ)dz§ . De fato, se/(|u|°‘|v|B)dz:0,
Q Q

So.p

a afirmacdo vale. Caso contrério, consideramos

= (/Q<|u|°‘|v|ﬁ)dz)“l+B 0.
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Entlo, (4,¥) € tal que

u|o

a

/Q( g(ﬁ)dzzl.

Dat, pela definigdo de Sy g (Equagdo (2.3)), obtemos

Sap < [ (v (g)zw(g)z)dz:

(VP + 92z

o que prova a afirmacao.

Afirmagio 2: / (Ag(2)|u|? + uh(2)|v|)dz < Max|Q| s A+ (u,v) |5, onde Max =
Q

max{||g||s, ||2]|s }. De fato, temos

[ (@) ul? +un(2) 17z < Mgl | fulPdz sl [ vz,

pois |g(z)| < ||gl|e € |A(z)| < |||, uma vez que g e h sdo fungdes continuas em Q. Pela

* * ,
23 2—, concluimos
-p P

Desigualdade de Holder (Teorema C.2), com expoentes conjugados
que

*

/Q(kg(z)|u|1’ +uh(Z)vP)dz < Mgl Ugldz]f‘zp [/Q(|u|")2;dz];*

*

vl | ldz]z*z” / <\vv’>25dz]2i

2* ZL* 2* 2%
— Mellol0® | [ W az] " +alalola | [ bR

Da definicao de S, segue que

2% 2%
% % 2 « A% 2
/ ¥ dz< sF (/ yvu\zdz) e / W2 dz< ST (/ yw%) .
Q Q Q Q

Assim,

P
* _ 2
Fs? (/ \Vu]zdz)
Q

p
> )
+,u|]h||°o|Q|2**PSTp (/Q|Vv|2dz> )

| @l + @iz < Agll-le

pza
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Considerando Max = max{||g||«, |||~ }, obtemos

[ @l + () v17)dz < Maxi @5 () ()]

completando a demonstracao da afirmacao.

Das afirmagdes 1 e 2, vem

1

1
Blaev) = 3w = 5:

Z5 Seup 1) —;MCMIQI 7S (A )| (uv) |-

Escolhendo ¢ > 0 de modo que

E—gSa?BG —;M(/IX|Q| r S (}\,—’—‘U)GP :Z,

obtemos da desigualdade acima

1
I, v) > 4_162 = d,

para ||(«,v)||g = o, concluindo a demonstragdo do item 7).

ii) Considere (u,v) € H\{(0,0)}. Como

12 2 tP
Iy u(tu,tv) = EH(%V)H%{—gf f(Z)!M!aMBdZ——/ (Ag(2)|u|P +uh(z)|v|?)dz
Q p Ja

e 2 < p <2* concluimos que

tli_>r£10Jk7y(tu, tv) = —oo.

Para (u,v) € H\{(0,0)} fixado, existe 7 > 0 tal que

| (fu,tv)||g >0 e Jy ,(fu,tv) <O0.

Para concluir a demonstragio do resultado basta tomar (iZ,v) = (fu,fv). n

Como no Capitulo 1, defina a funcao

W u(u,v) = <J7/W(u, v), (u, v)> :
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Assim, para (u,v) € M, ,,, de (2.2), resulta

(W), ) = 2@l =2" [ FQulPdz—p [ (gla)lal? +ph(z) vI7)dz

= (2*—p)/g(lg(Z)!u\”+uh(Z)\V\”)dz—(2*—2)!\(M,V)H%1- (2.8)

Analogamente,

(W), ) = Q=)+ (p=2") [ r@ufpPaz <0, @9)
Vamos mostrar agora que minimos em M,_, sdo pontos criticos para Jy .

Lema 2.6 Seja (uo,vo) € M)y, ,, satisfazendo

Jx (u(),V()): min JX (u,v):ex .
M (u,v) EMLH M M

Entdo, (uo,vo) € solugdo de (Ey, ).

Demonstracgao. Por (2.9) ,
<\|I’;W(u,v), (uvv)> <0,

para (u,v) € My ,. Como

D (ug,vo) = min Jp ,,
altt0:V0) (uv)emy,

pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange (Teorema C.10), existe T € IR tal que

Ji’y(uo,vo) = ”C\II&#(MO,VO) cH L
Dai,
0= <J;"a#(uo’ V0)7 (MO’ VO)> =1 <\|}])L7IJ(M(),V()), (M(),V())> .

Sendo <\|f§w(u, v), (u, v)> < 0, segue que T = 0 e, assim, J;L/J(uo, vo) =0 em H~!. Portanto,

(u0,v0) € uma solugdo ndo trivial de (Ey ) e Jy ,,(uo,v0) = 63, . u

Lema 2.7 Para cada (u,v) € H\{(0,0)}, existe um niimero positivo t,, , tal que (t, yu,t, ,v) €
My, e Iy y(tuytt by V) = sup,soJy ,(tu, tv).

Demonstracdo. Para cada (u,v) € H\{(0,0)} fixado, considere a fungéo & : [0,0) — R
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definida por

E(1) = JDu(tu,tv)
l2

.
= Sl li= 5 [ APz =" [ (he@) il +uh(z) 1)

Como &(0) =0, &(¢) > 0 para 7 > 0 suficientemente pequeno e tlim E(r) = —oo, pelo Lema
—vo0

2.3 (i), temos que sup&(r) é atingido para algum #) , > 0. Isso significa que &'(#,,) = 0.

t>0
Logo,
0=E(tyy) = J;M/y(twu,tu’vv)(u, V)
1
= T <J§Lnu<tu,vu7tu,vv>7 (tu,vu>tu,vv)>
u,v
e, portante, (f,U,ty,,v) € My . (]

Observacao 2.8 O Lema 2.5 (i) e 0 Lema 2.7 indicam que 6, , > dy > 0 para alguma cons-
tante dy.

2.2 Sobre Sequéncias de Palais-Smale

A aplicacdo do Principio Variacional de Ekeland nos da o seguinte resultado, cuja
demostragdo serd omitida pois as ideias sao semelhantes ao Lema 1.25.
Lema 2.9 Existe uma sequéncia {(un,va)} C My, que é (PS)q, , para o funcional Jy ;.
Provaremos agora que J, , satisfaz a condig@o (PS)y em H paray € <0, ]lV(Saﬁ) %> .

N
2

Lema 2.10 J, , satisfaz a condigdo (PS)y em H paray € (0, %](Soc,[i) )

Demonstracio. Seja {(u,,v,)} uma sequéncia (PS)y em H para J . Entdo,

I (Un, Vi) =Y+ 0n(1)
Jiy(un,vn) =o0,(1),em H™ '
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Dai,
Y+%+M > Jhu(un,vn)—%<J£7H(un,vn),(un,vn)>
= (55 ) 16l (550 ) [ relmfpas
> 22l

onde ¢, = o,(1) e d, = 0,(1) quando n — . Como 2 < p < 2%, segue-se que { (up,v,)} é
limitada em H. Sendo H(% (Q) um espago reflexivo, existe uma subsequéncia, ainda denotada

por {(uy,vy)}, e (u,v) € H tais que
Uy — 1, v, — v em H}(Q).
Da Imersao de Sobolev (Teorema C.7), temos
up — u,v, — u em L°(Q) paraalgum 1 <s<2".
Pelo Teorema de Veinberg (Teorema C.4),
Up — U, v, — v q.s. em Q.

Logo, J}’w(u,v) —0emH .

Seja p, = (up — u,v, —v). Como no Capitulo 1, temos

1 pallFr = 1l s v) 17 = || (1, 9) 117 + 0 (1).
Pelo Lema 2.3, deduzimos que
Ipallyy = [ Nl vnlPaz = [ Og@lnl? +h()lvul)dz = [ 72)ul}vlP

+ [ (@)l + ph()v17)dz+ 0a(1)
Q

= /Qf(Z)|un—ul°‘lvn—VIBdZJron(l). (2.10)
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Além disso, também pelo Lema 2.3, temos

1 1
sl = g Pl =ty P =
1 1 1
= ) =51 )+ 0u(1) = 35 [ £t = v —vlPet
1
= Sl = e = 55 [ Sl Pz

+or [ F@u Pz +o,(1)
= Dy, vn) = Iy (u,v) +0,(1)
= Y—Nu(u,v). (2.11)

Por (2.10), podemos supor que
Ipall =1 e [ 7@ == vlPdz = 1 1)

quando n — oco. Observe que

2
S(x — llnf ||(M,V)||H — (213)
u,veH, (Q)\{0} P
(L epa)
Q

quando oo+ = 2*. Seja [ > 0. Por (2.13), obtemos

2

2*
So.p (/Q]un—u|°°|vn—v|ﬁdz) < ||(un—u,vn—v)\|%{.

Como f(z) < 1 (veja hip6tese (A2)), temos

2
2%
aB(/f Vit — u[* [ —v]de) <saﬁ(/ 4y — [ |vn—v|de)

2
¥

Sus ([ £ —aln—Pdz) < 0= vs =)

2
2%
Sup ([ £ =l —Paz) < Il

Passando ao limite, quando n — oo, vem

2
5%

Assim,

2
H>

o que implica

IN

2
Sopl?
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Isto implica [ > (S%B)%. Assim, por (2.11) e (2.12), obtemos que

I 1
Y= (5 — ?) l"‘J}M’u(u,V).

Como Jy ,(u,v) > do (vejaLema 2.5), 3 — 5- = 1 € [ > (S, B)%

1 N
2

Y2 ( OLB)

o que € uma contradi¢do, pois Y < ~+ ( o B) Logo, I = 0 e, portanto, (up,v,) — (4,v) em

H. ]

2.3 Existéncia de uma Solucao Positiva

Como mencionado anteriormente

o 9022 g
wep 2R\ (0} JullZ ®Y)

é a melhor constante de Sobolev na imersio D'2(RY) — L2 (RV). Além disso, temos que

N—2
IN(N-2)] &
UlR) =5
[1+]z7] >
¢ um minimizante de S (Ver Teorema 1.4.2, [30]) e ||VU||%2( HU||L2* RY) = 7, Seja
N; € C5 (L) uma fungao tal que
0 Snl <1, |an| <gq
Ni(x) =1, [z—d'| <
Mi(z) |z—d'[ > po,
onde 1 <i<k. Paral <i<kdefina
; 2N z—a c1e" T ni(2)
ug(z) =€ 2 ni(x)U = N (2.14)
€ €2 +|z—dal|?] 2

N-2
Z

ondec; = [N(N—2)]# ee>0.

O proximo Lema garante que, fixado €y > 0, 8, , pertence ao intervalo onde vale a

condigdo (PS) para Jy .
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Lema 2.11 Se existe 0 < €y < min{1,po/2} tal que se 0 < € < €, entdo
N
supJ;Ly (t vouik,t /Bul) < Sap)?

uniformemente em i. Além disso, temos que

N\Z

1
0<e7\,,/d ( OLB)

Demonstracdo. Usaremos os seguintes fatos sobre as fungdes u’ (para demonstragdo ver

Brezis-Nirenberg [11], Struwe [27] ou Willem [30])

U |4 U7« +0(eN2
172 ) = U1 ey + O 2) 2.15)
HV”eHLz = [IVU |72 gy +O(E"72).
ParaN>4eO<8<p—2°,
' ry o (z=d\]" N-2
Wl = f, [0 (550)] ot
ellLr(Q) By, (@) €
> ce?+0(eN?), (2.16)
onde 6 =N — @.
Inicialmente, consideramos o funcional Jy o : H — R definido por
I B
Joo(usw) = )l = 55 [ Fe) P
Passo I: Mostrar que sup,oJo,o(f /O, t VBu) < + (S B) 2+ 0(eN72).
De acordo com a condic¢io (A2), como ¢ > N, obtemos que
2%
( / f(z><ug>2*dz) = U172 oy + O ™). 2.17)
Q

Com efeito, por (2.14), temos que

2% N2
1) F il gy = [ 7@ dz= [ ITEN

RY (€2 +[z —a'|?)
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Por outro lado,

2% N N N

cs € eVIN(N —-2)|2 ,
/ e dz=e [ V20 2 — 01 e
RY (2 4|z —dl|?) RY - (1+4]y]?)

Combinando as igualdades acima, temos

CZ*SN 6‘2*
1017 ey = £ e ) = /RN (gz+|2—ai|z>zvd - RN{g(zZ)+1|z az|()13
/ ci &V — fz)et e} (2) iz
R (@4 —a)
_ / e — @t (@)
]RN\B%(a") (32+|Z_ai|2)N

N / | 3 eV — f(z)cf eV (2) i
Bp (a')

(€2 + [z —ai[2)"

Assim,

0 < U g, ~ I F 2

IN

2% N G
€
/ : - Ndz-l—/ A (= ’ ) N
R¥\Bp () (€2 + ]z —a']?) By (@) (€2 + |z —al]?)
2 N
€ o(lz—d'|°)
Sz + d
/IRN\Bp ) le—a'l?N By(@) |e—alPN ¢

; oo erl p/z (rc)erl
_ 2% N
= € N(D]\]/p\/2 rz—Ndr—F/(; rz—Ndr

o(1)(p/2)°"
* c—N

IN

= 2 Noy(p/2)N < C, =Const.,

onde ®y é o volume da bola unitdria do R". Logo,

i .
0 < 1= [l ()2 el For ) V1% () < ClIU NI %

isto €,
CZHUHLZ* (RN) < Hf( )2* uEHLZ* HUHLZ* (RN) <1 (218)

Agora, seja € suficientemente pequeno tal que Co||U|| 2 < 1, entdo por (2.18) podemos

L2* (RN)
deduzir que:

2
&3

2
— Ul vy < (1= ClUI 2 oy ) < IF( A . NUI gy <1
L (R L (R L (R
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implicando que

1012 vy = CollU 1352y < IO ) < N 22 gy
ou seja, :
([ @ ) =10 g + 02,

provando o que queriamos.

Usando (2.15) e (2.17), temos

IVuel 72 0 VUl ey +0(Y2)

(fo f(2) () dz)l* U gy T OEN2)
_ Vg IVl 190l O
I gy NUNTe gy MU vy +ON2) 7

Observe que

IVUII2gry + OE"2) VU7
U112+ (g, +0(eN2) U2

|2 L2 (RN)
HVUHLz HUHLZ* &)+ U7, (RY) O(e"2) - HVUHLz HUHLz* &)+ IVU 12w O(Y2)
(RN)
(112 oy + O €¥2) ) U112 o

1R gy VU g O

(U2, (RY) +O0(eN2) U2, (RY)
= 0(eN 7).

Assim, por (2.19),
Vel V0w oo,
r =
(fgf( )(ug)z*a’z) 2% ||U||L2* (RV)
— S+0("?), (2.20)

pois U é um minimizante de S.

Vamos mostrar agora que

a 2 b 2%
e E—_
0 (2 2 )
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para alguns a > 0 e b > 0. Seja ¢(r) = 41> — %tz*. Derivando (), obtemos @'(¢) = at —
bt2 —1. Como 2* > 2, temos que 2* — 1> 1, entdo ar — bt?-1=0 implica t(a — btz*_z) =0.
Assim, os possiveis pontos criticos para ¢ sao:

1
a\ 73
t=0 t:<—> .
ou b

1
Mas como @(t) — —oo, quando t — +oo, temos ¢(0) < @ ((%) > Portanto, segue que

1
— Q 2*72 z 7 .
t = (%) 2 é o ponto de maximo de @. Dessa forma,

a b a/a 222 b a 222
2 2* = =
e = (= ——(=

15?8((2 2 > () 2 ()

2% 2*
la2 1 a2

2 b2*2—2 B ?bz*z_z

*

B (1 1>a232
2 2%) prs
1 a \?

mostrando o que querfamos. Por (2.20), deduzimos que

supdoolt Vit Vi) = sup | SIvade VB - 5 [ £ Vel i Bud ]

=0 t>0
2 | > N
- f;g %(OL-FB)HVu;Hiz—tz—*(szE/Qf(Z)(ué)z dz]
_ ! (0t+B)| Ve || ’
- g . 2/2*
V1 (0288 fofe) 7 az
2
B 1%’ <%> i ( ) (S+0(e" -2))*
2
" <%> LB (st o -2)
: ]lv(sa’ﬁ)gw(em)' 221)

A tltima igualdade segue da Equacdo (2.4).

Passo II: Como J, ,, é continua em H, J ,(0,0) =0 e {(/out, /Bui)} é uniformemente
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limitada em H para todo 0 < € < min{1,po/2}, entdo existe o > 0 tal que, para todo 0 <

& < min{1,po/2},

=

; ; 1
sup Jy, ,(t vV Owg,t VBwi) < N(SOLB) uniformemente em 1.

0<t<rty

De acordo com a condigdo (A1), ginr = inf, g g(z) > 0 e hjyy = inf,.5 h(z) > 0. Aplicando

o resultado do Passo I e (2.16), temos para N > 4 que

supJy ,(t okt /Bwl) < supJo o(t Vo, /Bwl)

t>19 t>19
l'p
_% Q( ()|\/&u£|1’+yh \/_us|p)
1 N B 174 ;
< ySap)t -0 B orim [y
PO
1 N N2y 1 0
< Sap)f 06 = Lamrs e,

onde m = mm{ou"/ gmf,Bp/ hinf} €® =N — (p)p Como2<p<2fentio0 <O <2<

N —2 para N > 4. Escolha €y > 0 tal que €9 < min{1,po/2} e
N-2y Ty 0
O(e" 7)) ——=cm(hA+u)e’® <0 paratodo 0 <€ < g.
4

Segue que para todo 0 < € < g

N
2

, , 1
supJy (7 v/ourk,t /Bul) < N(SO“B) uniformemente em i.

>ty

Passo III: O Lema 2.7 mostra que existe #. > 0 tal que (té Voudk, i \/Eu’s) € M, ,, com

1 <i<k. Para0 < € < g, pela observagao (2.8), temos que

N
2

0< ek,u < J?»y( Otus, \/_us) Supr#(l‘ \/_M&t \/_us) So B)

Teorema 2.12 O sistema (E), ,,) admite, pelo menos, uma solugdo positiva (ug,vo) € Mj, .

Demonstracio. Pelo Lema 2.9 existe uma sequéncia minimizante {(u,,v,)} C My, para

. tal que

Iou(ttn,vn) =0y +0,(1) e Ji#(un,vn) —=o0,(1) em H™ .
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Como

N[

1
0 < e}u/,u < N(SOC,B) 5

pelo Lema 2.10, existe uma subsequéncia { (u,,v,)} e (uo,vo) € H tais que (u,,v,) — (4o, v0)
em H. De maneira andloga ao Teorema 1.18, mostra-se que (ug,vp) € uma solug¢o ndo trivial
de (Epy) € Jru(u0,v0) = 8y, Como Jy (g, v0) = Ji u(|uol, [vol) € (|uol,|vol) € My, pelo
Lema 2.6, podemos supor que up > 0, vo > 0. Aplicando o Principio do Méaximo segue que

up > 0evp > 0em Q e, portanto, uma solucdo positiva para o sistema (Ej ,). ]

2.4 Existéncia de Multiplas Solucoes Positivas

Nesta se¢do demonstraremos que o problema (E, ,,) possui pelo menos & solugdes posi-
tivas. A ideia central € construir vizinhangas em M, , e, em cada vizinhanga, uma sequéncia
(PS) fortemente convergente.

Como no Capitulo 1, podemos escolher 0 < pg < 1 de modo que

By, (ai) M By, (aj) =0

parai# jel <i,j <k,

k
UBp (@) cQ e f(a')=maxf(z)=1.
i=1

z€Q
Defina
K={d;1<i<k}
e
k
KPTQ = L_Jprzo(a’).
1=

Suponha que [ JX_, By, (a') C By, (0) para algum ro > 0. Seja Q definido por

% (2)|u*v|Pdz

[P
Q

onde ) : RN — RN, x(z) =z para |z] < rg e x(z2) = % para |z| > ro.

O(u,v) = /Q
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Para cada 1 <i <k, defina as vizinhancas em My,
Oi’y ={ue M, |0®u,v)—d|<po}
e suas fronteiras

80&# = {u €My, |O(u,v) —ai| = po} )

Considere também os nimeros

Fo— inf g (uv) e B = inf gy (u.v).
P () 0! V) P (u,v)€00% i)
SH N

Usando o Lema 2.7, para cada 1 < i < kexiste #£ > 0 tal que (£ \/oudl, 2t /Bul) € My .

Temos entdo, o seguinte resultado:

Lema 2.13 Existe € € (0,&0) tal que se 0 < € < €%, entdo Q(t} \/oui., 1} \/Bu’s) € Kpy para
2
cadal <i<k.

Demonstracio. Seja Q¢ = {x: ex+a' € Q}. Como

RGNS
e Bu Pz
JREIAVCR AR VLA
1 B Pz

[ x@le T U HR e

Qg Vourg, 1 v/Buy) =

e
2—d

Q|£¥ni(Z)U( )P dz
/Qx(8x+ai)n,~(ex+a")|U(x)|2*dx

/ ni(ex+a)|U ()2 dx
Q

€

segue, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, que Q(f /aui, ! \/Bufc_) —d

quando € — 0. Portanto, existe £* € (0,¢&) tal que
01! V.t \/Bul) € Ky,

paratod00<£<eoecada1Sigk. [
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Os Lemas seguintes nos ajudaram provar que Biy < Bl?»u para A,u suficientemente
pequeno.

N
2

Lema 2.14 6,5 = 3(Se.p) 2 -

Demonstracao. Usando a mesma argumentagdo do Passo [ do Lema 2.11, obtemos que

; - 1 N _
SUP Jynax (r Joud 1 \/Bu;) < (Sap)?+0(E"?)

t>0

uniformemente em i. Similarmente ao Lema 2.7, existe uma sequéncia {s,,,,} C R™ tal que

(sfmx \/aué,sfmx \/Buls) € M,y €, segue da definicdo de 0,,,, que

N
2

. o . . . 1 -
Omax < Jmax <S;nax Vouty, s \/B”é) = supJimax (t Olutg,, t \/B”é) < N(Sa,ﬁ) + O(EN 2)-

t>0

. . N
Fazendo € — 0" na desigualdade acima, temos que 0,4 < L(Sy.8)2. Para provar a outra
g q N Wap p

desigualdade considere {(un,vy)} C My uma sequéncia minimizante de 6., para Jyqy.

Assim,

) o = [ oo Pz

1 1 1
Onas = 5 ) = 57 [l Pz 00(1) = 1t i) [ -0 ().

~
Podemos supor que || (uy,v,)||% — L e / ln|*|va|Pdz — I quando n — oo, onde I = NO,pax >
Q

0. Pela defini¢@o de Sq g,
Supl® <I.

Isto implica que Sg g < I = (Nemax)%, isto €,

1
N (S(X,B)N/Z < Opax.

Lema 2.15 6¢ ¢ = 0,4,

Demonstraciao. Como f(z) < max,cq f(z) = 1, entdo 6,,,c < 690. Pelo Passo I do Lema

2.11, sup,~oJo,0 (l Vo, t \/B%) < 1lv(5a7ﬁ)% + O(eN~?) uniformemente em i. Similar-

mente ao Lema 2.7, temos que existe uma sequéncia {s.} C R™ tal que

(anax Vo, Sty \/Bué> € Moo
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eO,O < J070 <S£nax \/&uévsfnax \/Bu;-:)
= supJoo (t Ocué,t \/Bufc)

t>0
1
< (8up)?+0E"?)

= B+ O0(eV2).

Fazendo € — 07, temos que 09 9 < Onq. m

Lema 2.16 Existe um niimero 8 tal que se (u,v) € Moo e Joo(u,v) < 690+ do, entdo
Q(M,V) S Kp0/2-

Demonstracdo. Suponha, por contradi¢do, que existe uma sequéncia {(u,,v,)} C Mo tal
que

J0,0(ttn, vn) = 00,0+ 0n(1) quandon —oo e Qun,vn) & Ky, 2
para todo n € IN. Usando cdlculo similar ao Lema 2.7, existe uma sequéncia {s" .} C R"

n n
tal que (57, tn, St Vi) € Miyayx €

O < emax S Jmax (snmaxunasnmaxvn) S JO,() (S:lnaxunas;r;mxvn) S SupJO,O(tuII?tvn)
>0

= Jo,0(un,vn) =000+ 0n(1)

quando n — . Aplicando o Principio Variacional de Ekeland (Teorema C.11), existe uma

sequéncia (PS)g, ., {(Un,Vn)}, para o funcional J,,,, com
[ (Un = Smaxtin, Va = Sipaxva) [l = on(1).

Afirmamos que / U,,|*|Via|Pdz - 0 quando n — eo. Caso contrério, como
Q

|Vl = [ 10l*Va Pz 0 (1)

teriamos

1 1

emax+0n(1) :Jmax(UmVn) - (E - ;) /Q |Un|a|Vn|BdZ+0n<1) = On(l)’

que € uma contradi¢do, pois 6,4, > 0.
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Considere a funcdo de concentragdo de Lévy dada por

On(A) := sup \un|2*

yG]RN B(%)")

Como / U,,|*|Via|Pdz + 0 quando n — oo, existem sequéncias {6,} C R" e {y,} C Q tais
Q
que

/ |Un|*|Va|Pdz > co, (2.22)
on Vn

para alguma constante ¢, > 0. Seja

=2

—2 N-2

(04(2),Va(2)) = (0> Un(Onz+n),0n> Va(Gnz+yn)).

N‘

Entao, podemos obter

1
—dist(y,,0€) — o0, n — oo,

n
Ademais, existe uma subsequéncia { (U,(z),V,(z))} e (U,V) € D'#(RY) x D'2(RV) tal
que U, — U e V, =V em D'?(RV). Por (2.22), U #0e V #0. Uma vez que Q é um
dominio limitado e {y,} C Q, existe uma sequéncia {c,} tal que 6, — 0. Suponha que a

subsequéncia y, — yo € Q quando n — oo,

Afirmacio: yo € K. De fato, uma vez que Jo o(skacttn, ShaxVn) = Omax +0n(1) € ||(U, —
Shaxtn, Va — Smavn) |l = 0n(1) quando n — oo, segue do Teorema da Convergéncia Domi-

1
nada de Lebesgue e de G—dist(yn, 0Q) — oo quando n — oo, que
n

4

(SOL,B)

1 — P
v,,( y”) dz-+0n(1)

_ p

Vn (Z )’n) dZ+0n(1)
(¢

o - B

Vn< yn)‘ dz+op(1)

NN
Vn(z y”)‘ dz+0n(1)

n

- /Q FRIUValPdz+0,(1)
1

o
~ Z—y
an n

= [ f(2)

Q

o

On
_ <Gi)N | 1) (0, (Z;y>
_ /Q F(Onz+3n)|Tn ()| %V (2) Pz + 04 (1)

—  (30)(Sep)?
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ou seja, f(yo) = 1 e, portanto, yp € K.
Uma vez que ||(Uy, — ", ttn, Vo — 5™ V) ||z = 0n(1) e U, — U e V,, — V em D2 (RV),
segue que
100 St e Pt
/Q |Sz1axun|a|srrizaxvn|ﬁdz
1 N 7 [ Z=n 5 Z=Yn B
(3) Jax@|on (52 7 (532 )| e
LN U, [ Z=2n aV Z=Yn Bd
Op fQ n\ o, n\ o, <

= y0+0n(1>

Q(unvvn) =

on(1)

quando n — oo, donde Q(u,vy) € Kp, /2> 0 que € uma contradi¢do, pois supomos que O(up,vy)

¢ K, /. Portanto, existe &y > 0 tal que se (u,v) € Moo e Joo(u,v) < 0,4 + &, entdo
Po/2 : ,

O(u,v) € KpTO . u

Lema 2.17 Se (u,v) € My , e Jy ,(u,v) <600+ %, entdo existe um niimero A* tal que

O(u,v) GKPTO para 0 < A+u <A

Demonstracao. De modo andlogo ao Lema 2.7, existe um tinico nlimero positivo

N-2
%

(ORI

N\ [ r@ueppas
Q

s=s(u,v)

tal que (su,sv) € Mo .
Afirmacio: Existe A > 0 tal que se 0 < A+u < A, entdo s < C para alguma constante C > 0

(independente de u e v). Do Lema (2.15), 09,0 = 84, dai por hipétese

) d
Omax + ?0 = eO,O + 30 > JL,L((WV)'
Para (u,v) € M, tem-se
)
emax‘i‘EO > Jl,u(”»")

11 , (1 1 ol B

= |5—= —— = d
(57 ) Ml (5= 5 ) [ r@lueppa:

p—2 2
> FH(M,V)HH
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isto €,
2 _ 2P
[(u V)|l < pTz(emax—l-SO/z) =i, (2.23)

e, lembrando que existe dy > 0 tal que dy < 6, , (veja observagao 2.8), temos

0< d() < ek”u < J},,,u(uav)

= (53 ) M= (2= 57) [ st +ulir)az

1

S,

IN

ou seja,

I(u,v)|7 > Neo = Cs. (2.24)

Além disso, como (u,v) € M, ,, segue de (2.2) que
[ @Il vPa = ) i~ [ Orgle)ul? + ah(a) o)z
Da Afirmagdo 2, na demonstragio do Lema 2.5 (i), vem
o B 2 Yoo P
S @l v dz = [ (u,v) [y — Max| Q=278 (A4 )|, v) [z,
onde Max = {||g||«, ||2]|c0 }. Assim, por (2.23), (2.24), temos que
2*—p —p 4
/ F@ul*pPdz = € —Max|Q| > S (A+p)CY.
Q
Podemos entdo escolher A > 0 tal que para0 < A+u < A
2—p =, b
/ F@)|u*v[Pdz > C, — Max|Q| 7 S7 AC]. (2.25)
Q

Logo, por (2.23), (2.24), (2.25) e da expressdo de s, existe C > 0 (independente de u e v) tal

que s < C para todo 0 < A+ u < A, demonstrando a afirmacio.

Note que
do
0,nax + ) > Du(u,v) =supdy ,(tu,tv) > Jy ,(su,sv)
>0

1 1 1
= Sl = [ f@lsulsvlPz—— [ (hg(a)lsul” + uh(z)lsv}”)dz
2 2% Jo pJa

1
Jo.o(su,sv) — ; /Q(kg(z) |sul? + uh(z)|sv|?)dz.

v
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implicando
& 1
Joo(su,sv) < Opax+ > + ; /Q(Kg(z) |su|P 4 uh(z)|sv|P)dz

) ¥—p -
Oax > +Max|Q TS (ot a0 | (s, )1
) p - 14
< Opart +Max|Q| 7" s F (M +u)CrCy.
Entdo, existe A* € (0,A) talque 0 < A+pu < A*
8o
Jo,o(su,sv) < Opax + 5 onde (su,sv) € Mop.

Portanto, pelo Lema (2.16), obtemos

O(u,v) = Q(su,sv) GKpTO para 0 <A+pu <A™

n
De acordo com os Lemas 2.11 e 2.13, existe 0 < €0 < g tal que
. . : 1
Boy < Iau (t Ottt \/Bufg) < N(SOMB)% para todo 0 < & < €°. (2.26)
Aplicando o Lema 2.17, concluimos que
BM > ]T;(SOL,B) z + —» para todo 0 < A+u<A*. (2.27)

Para cada 1 <i <k, por (2.26) e (2.27), obtemos
B;w < B;w paratodo 0 <A+u < A

Dai,
B;W = inf  Jy ,(u,v), paratodo 0 < A+pu <A™
(u,v)€0; U004
M M
O Lema seguinte € de suma importancia para a demonstra¢do do Teorema 2.19, porém

nao sera demonstrado aqui, pois € andlogo ao Lema 1.25.

Lema 2.18 Para cada 1 < i <k, existe uma sequéncia (PS) {(tn,vn)} C 05%1, em H

B
para Jy .
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Teorema 2.19 Existe um niimero positivo A* tal que (Ej ,) admite, pelo menos, k solugoes

positivas para quaisque A, u > 0 satisfazendo 0 < A+ u < A*.

Demonstraco. Para cada 1 < i <k, existe uma sequéncia (PS) g C 0&}1 em H para J ,.
u K

Por (2.26), temos
1

N

4

B;L”u< (Socﬁ) .

Note que Jj , satisfaz a condig¢do (PS)y, para Yy € <—o<>, ]%,(Sa7[5)%>. Portanto, temos que

J), tem, ao menos, k pontos criticos em M, , para todo A,u > 0 satisfazendo 0 < A+ u <

A*. Sejam uy = max{u,0} e v, = max{v,0}. Substituindo os termos / F(@)|u|®v|Pdz e
Q

/Q(kg(z)\u]p + uh(z)|v|P)dz do funcional por /Qf(z)uﬂ‘_vﬁdz e /Q(lg(z)uﬁ + ph(z)vh )dz,

respectivamente, segue-se entao que (Ek,u) tem k solu¢des nao negativas. Aplicando o

Principio do Maximo, (Ej ,) admite pelo menos k solugdes positivas. [ ]



Apéndice A
Funcionais Diferenciaveis

Definicao A.1 Seja J : X — R um funcional, onde X é um espaco normado. Diremos que J

é diferencidvel a Fréchet em u € X se existe A € X " tal que, para v € X, temos
lim [t v) — () — AV =0
im — [J(u+v)—J(u)—Av] =0.
Ivl=o [[v]]

Definicao A.2 Seja J : X — R um funcional, onde X é um espaco normado. Diremos que J

é diferencidvel a Gateaux em u € X se existe A € X " tal que, para v € X, temos

liml [J(u+1tv) —J(u)] = Av.

t—0t

A derivada de Gateaux de J em u é denotada por J' (u).

Observacio A.3 Se J tem derivada a Gateaux continua em X, entdo J € C! (X,RM).
Considere o funcional J¢ : H'(RY) — R definido por

B 1 2 1 » 1 2(1’:24) q
Jew) = 5 lu] p/]RNf(sz)|u] dz q/RNe 72 h(e2)|uldz.
Lema A.4 O funcional Je € C'(H'(RV),R).

Demonstracao. Considere os funcionais I, I> e I3 definidos por

1 2(p—q)

B =3 P, b :Il)/RNf(ez)]u]”dz e Iu) = é/wgwh(ezﬂu\qczz.

Afirmacdo 1: O funcional ; é de classe C!(H!(R"),R). De fato, seja u € H'(R"), entio
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para cada v € H'(IRV), temos

L L e
fiwy =3 lim t
1 2 9 2112 = 2
L Bl 21 )+ 2
210 t

1
= —lim2 2
5 M2 (u,v) +1]v]

= (),

onde (u,v) = /N (VuVv+uv)dz. Assim, I; é diferencidvel a Gateaux e I{(u)v = (u,v).
R
Provaremos agora a continuidade da derivada de Gateaux de /{. Para isso, devemos mostrar

que I} (un) — I} (u) em H~'(RY), quando u, — u em H'(IRV), ou equivalentemente,
115 () — 11 () [| -1 (ry = O, quando n — -0,

Considere uma sequéncia {u,} C H'(R") tal que u, — u em H'(R"). Dados arbitraria-

mente € > 0ev e H'(RY), com ||v|| < 1, para n suficientemente grande, temos

|(I{(un)—lf(u))v| = |I{(un—u)v|
= |(un—u,v)|
= lun —ul|[]v]|
< g,
o que implica
117 () — 11 () || -1 vy = sup | (1 (un) =1 () )v| <,

veH (RN): ||jv||<1

ou seja,

11 () — 1} (u) | g1 (ry — O, quando rn — -0,
donde concluimos que ] é continua. Consequentemente, I; € C "(H'(RM),R).
Afirmaciio 2: O funcional I é de classe C! (H'(RV),R). De fato, consideremos a seguinte

fungdo {: [0, 1] — R definida por {(s) = %f(82)|u+stv|p, ondere Rétalque 0 <[t/ <1le
u,v € H'(R). Assim,

Py

i) §(1) = ;S (ea)lu+tv
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i) (0) = ;. /(e2) ul;
iii) C'(s) = f(e2)|u+stv|P~2(u+stv)tv

Como ( é diferencidvel em (0, 1), entdo pelo Teorema do Valor Médio, existe 8 € (0, 1)

tal que
(1) =§(0)=E'(¥)
e segue
I%f(SZ)!HSW\” - %f(EZ)\MV’ = f(e2)|u+8ev|P > (u+ Srv)ev.
Da,

1 (]u+tv|p—|u|p

I_?f(SZ) ” ) = f(ez)|u+ Stv[P~2 (u+ Stv)v.

Agora, passando ao limite, quando t — 0,

1 [P — [ul?
lim — £ (ez) (M) = f(ez)|ulPuv.
t—0p t
Segue que
1 [P [ulP .
= pteo) (RN = e s

< |f(e2)] (lul |+ 18]l v )"~ v
< M (Jul|+ (8l Iv)"~ " v

< M (Jul+ )"~ v

Como u,v € H'(RV), temos que u,v € LP(RV). Decorre disso que |u|+ |v| € LP(RM).

)Ple LT (RV). Usando a Desigualdade de Holder com expoentes conju-

Assim, (

gados e p, temos

-1 1

_pr_ r p
/ <\u|+|v\>f”|vrdzs(/ (ul+ b1z ) ([ biraz) " <
RN RN RN

Assim, M(|u|+|v|)P~|v| € L' (RY). Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

(Teorema C.3), temos

jutv]P — Jul”

lim fleg)————dz = /IR lim L tez

=0 p JRN t—=0p

= / f(e2)|ulPuvdz.
RN

tv|P — p
o —Jul?
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Portanto,

L(u)y = /]RNf(ez)\u|p2uvdz.

Consequentemente, existe a derivada de Gateaux em u, com

Lu)yy = /]RN f(e2)|ulP~2uvdz.

Provaremos agora a continuidade da derivada de Gateaux de 7}. Para isso, devemos mostrar
que I (uy) — Ib(u) em H~'(RY), quando u, — u em H'(R"). Seja {u,} € H'(R"), com
u, — uem H'(RV). Das Imersdes de Sobolev (Teorema C.7), segue que u, — uem LP(RV).
Entao, pelo Teorema de Vainberg (Teorema C.4), existem uma subsequéncia, ainda denotada
por {u,}, e g € LP(IRN) tais que u,(x) — u(x) q.s. em RN e |u(x)| < g(x) g.s em R". Para

todo v € H'(RN), com ||v|| < 1, temos

|(I£(Mn)—lé(u))v| = ‘/RNf(Sz)|un|p_2unvdz—/]RNf(Sz)|u|p_2uvdz

= ‘/]RNf(Sz) (a2t — u|P~2u) v|dz
[ V) il 210, 2] ol

IN

Usando a Desigualdade de Holder (Teorema C.2) com expoentes conjugados % e p, obte-
mos

p—1 1

P P P
| (I (un) — I () | SM(/RN (14|72t — ||~ 20| 7! dz) (/RN|VWZ>

Usando as Imersoes de Sobolev (Teorema C.7), temos

p—1

| (B (un) — B (u))v| < M(/RN]|un|v—2un—yu\v—2u]ppldz) " S|yl

_p_ =
< MS (/ H”n|p_2”n — |I/l|p_2u‘P*1 dZ)
RN

Além disso, como u,(x) — u(x) q.s em RY, temos

“”n|p_2un - |u|p_2u‘ —0 gsem RY.
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Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema C.3), temos

_P_
/]RN }|un|p_2un - \u]p_zu}”*l — 0.

Logo,
| (I (un) — I (u)) v| — 0.
Como
185 () — I () | g1 vy = sup | (55 () — B () V],
veH!(RN): |v]|<1
temos

||I£(”n) _IQ(M)HH*I(]RN) — 0, quando n — oo,

donde concluimos que 7} é continua. Consequentemente, I, € C! (H!(RV),R).

Afirmaciio 3: O funcional /5 ¢ de classe C!(H'(RV),R). A demonstragio desta afirmagio
segue exatamente os mesmos passos da afirmacao 2.

Portanto, das afirmacdes 1, 2 e 3, concluimos que J; € C! (H (RM),R). m

Lema A.5 O funcional J, , € C'(H'(RV),R).

Demonstracao. A demonstragdo deste Lema segue os mesmos passos do Lema A.4. [ ]



Apéndice B
Sobre Valores Palais-Smale

Neste Apéndice provaremos que dois valores (PS) em H'(IRV) para o funcional I,y
sdo iguais. Tais resultados sd@o importantes no estudo de existéncia de solucdes de problema
do tipo (Epay)-

Seja lyqy : H 1 (IRN ) — R o funcional energia de classe C I definido por

1 1
byal) = 3 [l = [ sl
e
VYmax = inf Imax(u>a
UENmax
onde

Nonar = {u € H' (RY)\{0} : (£},q (1) ,u) = 0} .

Considere o problema de maximizagao sujeito a um vinculo

I 1 2
Opax = (E — E) (fmaxSp) 2-p, (B.1)

Das Imersoes de Sobolev, concluimos que 0,4 > O.

Lema B.1 0,4, é um valor (PS) em H' (RN) para ILyy.

Demonstracdo. Seja {u,} C H'(RY) uma sequéncia maximizante de S. Entio,

|un|| =1, para n=1,2,...

||”n||€p(]RN) =S+ou(1).
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Temos
_ 1 » 1 P
bual) = Sl = foa [ "
1o 1
= el = el el e

Para cada n € IN, defina
1
V}’l - (fmaxsp) 27 u}’l'

Observe que

2
19l = | (aeS”) 72| Tt = ()7

Irallgry = | (axs?) =7 |
= (fmax )%
= (fmax)zL p+0n<1)

ol e

P_|_0n

o que implica

2
fmaXan”gp(]RN) = (fmax) 77877 4+ 0,(1)

De (B.2), (B.3) e (B.4), resulta

1

Inax(vn) = (-- —) (fmaxS )% + 0, (1) = Olpax +0n(1).

2

Paracadan € Ne ¢ € H'(RY), defina

T,(o) = /]RN|vn|P_2vn(pdz.

Considere y € H' (R") com ||y|| = 1. Assim,

IWllr@ryy < S

92

(B.2)

(B.3)
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(&
T, (W) = ‘/}I{N!vnlp_zvn\lldz
p=1 1
p p / p p
S ||V’l||Lp )S
—1
- [(fmax)% ZL g S-l-On(l)
= (fmax)gT Y (1)
Donde,
HTYZHH*l < (fmax)gs% +0n(1). (B.4)

Por outro lado,

1
T, (L) = _/ v |Pdz
[[val [[vall /¥

P 2p
(fmax) S +0n(1)

1
(fmax )zfp
5t gt
= (finax) 7787 T +0,(1). (B.5)
De (B.4) e (B.5), concluimos que
p=l p_
”T HH = (fmax)% »S§2-p +0n(1).

Como 7, ¢ um funcional linear continuo, pelo Teorema da Representacio de Riesz (Teorema

C.12), para cada n € N, existe w, € H' (RV) tal que

Ti(@) = (w @) = [ (VYo +w,0), 0 € H!(RY)

[Wall = [Tl -1
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Como
_ . p—2
< max > = /IRN (VVHV(P‘I'Vn(P) fmax/lRN ‘Vn’ Vr @
- <Vn, (P> - fmaxTn((p)
= <Vn7 (P> — fmax <Wna (P>
= <Vn - fmaxwm (P> .
Dai,

‘<Il/nax(vn)=(p>| = ||Vn_fmaan||~ (B.6)

Observe que

an _fmaanH2 = HVnH2 =2 fimax <WnaVn> + (fmaX)zHWnHZ-

Temos

p

L fmax <anvl’l> = fmaxTn<Vn) = fmaxHVnHip(]RN fmax(fmwc)zL - (fmaxSp)

L
2-

(SIS

- P

® fmax||wnll = fmaX(fmaX)7 ST7 +0,(1) = (fmax)% 27 +on(1).

P

2
i ||Vn||2 (fmax )271’-

Das igualdades acima,

”Vn _fmaan||2 = On(l)

De (B.6), vem
{<Irlnax(vn)7(p>‘ S ||Vn _fmaan||2 = 0”1(1)7

para todo @ € H'(RY) com ||¢|| = 1. Portanto,
Illnax(vn) :OI’l(l) cm H717
demonstrando o resultado. ]

Agora considere o problema de minimizacao

Vimax = 11r\}f Lnax(u)

UENmax

onde Nax = {u € H' (RV)\{0}+ (£}, (u), 1) }-



95

Lema B.2 Para u € Ny, tem-se
Jull = d,

para alguma constante d > 0.

Demonstragio. Seja u € Nyqy. Entdo, (I, (u),u) = 0. Assim,

il = fas [ Vil

o que implica
2 _ P, — p
Il = o [, 0z = a5 gy

Das imersdes continuas de Soboleyv, existe C > 0 tal que
u]|* < fonaxClu]|P-
Dai,

1

-2

aal[ P75 > ,
JmaxC

implicando
1

1 P2
ul| > T =a
JmaxC

[ ]
Observacao B.3 v, > 0.
Demonstracao. Com efeito, para u € Ny,
) = 3P =2 f [P
max\U —21/‘ 2max]RNu <
_p—1
= Ol
> p_—le.
2p
Consequentemente, Y > 0. ]

Suponha, agora, as seguintes condi¢des:

f1) f:RY xR — R ¢ uma fungdo continua satisfazendo |f(x,r)| < C(|¢|~! + [¢|P~1),

para todo x € R, t € R, onde C é uma constante positiva.

£2) f(x,t) =o(|t|7"") com t — 0 uniformemente em x.
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f3) Existe uma constante positiva B > ¢ tal que
0 < BF(x,t) <tf(x,t), paratodox € RN et # 0,

onde F(x,1) = /]RN f(x,s)ds.
flx1)

f4) Para cadax € RN a fungio N

é crescente em ¢ em RV\ {0}.

Sejal: H'(RY) — R o funcional de classe C' definido por

_ 2 N dx —
I(u) = /IRN (|Vul” + |u|*)dx /]RNF(x, u)dx,
para todo u € H'(RV).
Considere a Variedade de Nehari dada por
N={ue Hl(]RN)\{O}: <I'(u),u> =0}.

Lema B.4 Sob as condicoes (f1) — (f4) para cada u € H'(RN) existe um tinico t, > 0 tal

que tyu € N. Além disso, o mdximo de I(tu) parat > 0 é atingido emt =1,

Demonstracdo. Fixado u € H'(RY) arbitrdrio, consideremos a fungdo ¢ : [0,+) — R
definida por @(¢) = I(tu). Note que ¢(0) = 0 e que ¢ verifica a geometria do passo da
montanha, ou seja, ¢(r) > 0 para t > 0 suficientemente pequeno e ¢(z) < 0 parat > 0 grande.

Logo, o maximo de ¢() em [0, +oo) € atingido em algum ponto 7, = ¢(u) > 0 e, portanto,

0(ta) = I' (1) = 0.

Seja v =r,u. Entdo, I'(v)v =0, donde v € N. O préximo passo consiste em provar a unicidade
de 1,,. Considere a funcao y : [0, +o0) — IR dada por y(z) = I(tv). Assim,
y(l)=1(v) = @(t,) = max@(r) = maxI(tu) = maxI(st,u) = max/(su) = max y(t).

t>0 t>0 s>0 5>0 t>0

Logo,

consequentemente,
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Agora, supondo ¢ > 1, resulta

9) = Iy
S A

_ I[HVHZ—%/IRNf(x,tv)v}.

1
Afirmacao: f(x,v)v < ;f(x, tv)v. Com efeito, para v > 0, sendo 7 > 1, tem-se que rv > ve

por (f4),
flam) _ fly)

1l V]

ou
flx,tv)v

n > f(x,v)v. (B.7)

Se v < 0, entdo 7v < v e novamente por (f4)

flxm) S

j#vi [v]
implicando
flemy) _ [
—tv —v
Dai,

flx,tv)v

” > f(x,v)v. (B.8)

O resultado segue de (B.7) e (B.8). Da afirmacdo, ¥’ < 0 para ¢t > 1. De maneira andloga
concluimos que ¥’ > 0ser € (0,1). Provando que o nimero positivo #, satisfazendo @' (fu) =

I'(t,u) = 0 é unico, finalizando a demonstra¢do do Lema. m

Teorema B.5 Sejam B> 0 e {u,} C H'(RN) uma sequéncia para I, tal que Ly, (u,) =
B+ou(1) e ||lusl|> = fmax|]un|\€p(RN) +o0n(1). Entdo, existe uma sequéncia {s,} C R" tal
que s, = 1+0,(1), {Snttn} C Ninax € Lnax(snttn) = B+ 0n(1).

Demonstracio. Pelo Lema B.2, existe {s,} C R™ tal que {s,u,} C Nygy. Assim,
<Imax(snun)7snun> =0,

ou seja,

2 2
Sallttnll™ = Fnaxy ]l vy
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Mas, por hipétese, ||u,||> = fmaxHunHZp( , 0 que implica

RN)

20 112 2
Sullnll” = sy l|nl|” +0n (1)

ou

sa(1=5872)lun]|* = 0a(1).

Como Iy = B+o0n(1) e B> 0, entdo s, # 0.
Afirmacao: Existe C > 0 tal que ||uy|| > C para cada n € N. Com efeito, suponha por

contradicdo que existe um subsequéncia tal que
lim ||u,|| = 0.
n—oo

Entdo, Ly (un) = 0,(1), mas isto contradiz § > 0.

Logo, devemos ter lim s, = 1. Da defini¢do de Iy, € do fato s, = 1 4 0,(1), con-

n—o0

cluimos que Iy (sptty) = P+ on(1). ]

Teorema B.6 Seja {u,} C H'(RY). Entdo, {u,} é uma sequéncia (PS)y, . para Ly, se, e

somente se, Inax(tn) = Ymax + on(1) e |[un|* = fmax||un]|€p(1RN) +o0n(1). Em particular, toda

Ymax

e Sequéncia em H' (RY) para Lyy.
em H'(RN) para L.

sequéncia minimizante {u, } C Nyay de Ymax € uma (PS)

Consequentemente, Yyqx € um valor (PS)

Ymax

Demonstracio. Suponha que {u,} é uma sequéncia (PS), _em H'(R") para I,,,. Entio,

Ymax

claramente

||”n||2 = fmax”’/‘nHZP(]RN) +0’l(1)'

Reciprocamente, se {u,} C H'(RV) é tal que

DLnax = Ymax +0n(1)

€
||”n||2 :fmaxH”nHip(RN)"‘on(l)a (B.9)
entao
1 5 1 p
Imax(”n) = EHMnH - Efmax””n”Lp(]RN) = Ymax+0n(1)-
Logo,

1 1
EH”H“Z - ;H”nHZ = Ymax +0n(1),
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o que implica

2
||unH2 = —meax+0n(1)- (B.10)
p—1
Para cada n € IN, defina
T.(9) = /N \un]”_zun(p, para todo @ € HI(IRN).
R

Seja y € H(RY) com ||y]|| = 1. Entflo, existe #y tal que fyy € Ny €, assim,

2
0 WII= = fonax |y Wl vy
Dai,
ty = Sty IWII7 gy

ou seja,
1
72

ty = (Far VL)) " (B.11)

Observe que

Ymax < Imax(t\VW)

p
_ p_zﬂ
2p ¥
Por (B.11),
R
meax_ 2p max W LP(IRN) .
Assim,
2
» 7 p—2 1
(fmaxHWHLP(]RN)> 2P Ymax
o que implica
-2
Mgy = 7 (G )
LP(RN) fmax 2]9 Ymax
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Logo,
2p 2
W) = () (—_ ym) .

De (B.9), temos

1
EHL‘nH2 - ;fmax””nHiP(RN) = Ymax + 0n(1).

Assim,
1 ) 1 )
EfmaXHMI’lHL[J(IRN) +0n(1) - EfmaxHM”HLI’(]RN) :Ymax+0n(1)a
ou seja,
1 1 p _
5_; fmaxHMnHLp(]RN)—'Ymax‘f‘on(l)a
implicando
2p 1
n = m n 1
Hu ||L1’ IRN) lfmaxy ax + O ( )
Note que
Tu(y) < HunHLp R’ Wl ()
1 2 = 2 o
P 1 2y
= (fmaxprlYmax) (<fmax> ’ (priYmax) >+0”(1)
1
1 2p 2
= —_— 1).
fmax (P— 1YMdX) +0n( )
Dai,
1
1 2 2
R T )
fmax _1

Pelo Teorema da Representacdo de Riesz (Teorema C.12), para cada n € IN, existe

w, € H'(RV) tal que

1 2 2
ol = Tl = - (2 )+ 00l .12

Temos
1 2p

f max

(Whytty) = Ty(up) = /]RN \up|Pdz = ymax+0n(1). (B.13)
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Por (B.10), (B.12) e (B.13), obtemos

[|ttn _fmaanH2 = HunH2 — 2 finax (Wn, Un) +fr%zaxHWn”2
2p 2p 2p
= —Ymax — 2—Ymax + ——Vmax +0n<1)
p—1 p—1 p—1
= o,(1).

Para y € H'(RV) com ||y|| = 1, vem

i) W) = [ TaaTW+109) ~ e [ ool
= (un,¥) = finaxTn(W)
= (un, ¥) = (fmaxWn, ¥)
= (tn— fnaxWn, V) .

Dai,
17 W) | < [lttn = finaxwall = 0n(1)
e, portanto,
Lyax = 0n(1)

Teorema B.7 Seja B > 0 um valor (PS) em H'(RN) para I,4,. Entdo,
i) B> Omax;
ii) B> Ymar
Demonstracio. Seja {u,} C H'(R")\{0} uma sequéncia (PS)g em H'(R") para lqx com
B > 0. Entao,
Ipax = B+ 0n(1)

HunHZ _fmax””nH[ljp(]RN) = on(1).

i) Temos que

|| || > 1” ||l - : : || ||2 ’ (1)
u u u +o0 .
n|| Z S n||LP(RN) S f N n n

Logo,

p—2

1
| s ou(),

1
>__ -
N S(fmax)



102

ou seja,
> L1 & 1 SP 7 1
||un||— S_pfmax +0n( )_(fmax ) +0n( )
Assim,
B+0n(1) = Imax(un)
1 1
= 5Hun||2—;fmax|!unll”
1 1
= (5-3) Il
p
1 1 2
2 (E__> (fmaxS )27p+0n(1)
e, portanto,

ii) Existe {s,} C R tal que {snttn} C Npax € Lpax(spttn) = P+ 0n(1). Mas, por defini¢do,

VYimax < Imax(snun> = B+0n<1>'

Passando ao limite,

Ymax g B

2
Corolario B.8 v,ux = Oy = (% — %) (fnaxSP) 77

Demonstracao. Segue diretamente do Lema B.1, Teorema B.6 e Teorema B.7. ]



Apeéndice C
Resultados Importantes

Neste Apéndice traremos alguns resultados que foram tteis para o entendimento do
trabalho. Primeiramente, definiremos os Espacos L? e em seguida listaremos alguns resulta-
dos bésicos usados referentes aos mesmos.

Seja Q C RY um conjunto aberto. Dado p € R, com 1 < p < o, 0s espagos L (Q) sio

definidos como
LP(Q) = {u :Q — R: u é mensurdvel e / lu(x)|Pdx < 00},
Q

com a norma

el = ( [, |u<x>|de)']’,

paral < p < oo, e
L*(Q)={u:Q— R|u émensurdvel e 3C >0 tal que |u(x)| <C q.s. em Q},

com a norma

|ulo = inf{C: |u(x)| <C g.s.em Q},

onde consideramos a classe das fungdes iguais q.s. Entdo, LP(Q) é um espaco de Banach

separdvel, para 1 < p < oo, e reflexivo para 1 < p < o (veja [10], pag. 103).

Teorema C.1 (Desigualdade de Young) Sejam A e B niimeros ndo negativos e
1 <p<oo 1< g<ootais que p e q sdo conjungados, isto é,

11
—-=1
P q

103



104

Entdo
AP BY
AB< — + —.
p q

Demonstracao. Ver [8]. |

Teorema C.2 (Desigualdade de Holder) Sejam u c LP ev € LY com 1 < p < oo tais que p

e q sdo conjugados. Entdo, uv € L'e
vl < fluell o 1Vl o -

Demonstracao. Ver [8]. [

Teorema C.3 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (u,,) uma sequén-
cia de funcoes integrdveis que converge quase sempre para uma funcdo real mensurdvel u.

Se existe uma fungdo integrdvel v tal que |u,| < v para todo n € IN, entdo u é integrdvel e é

/udu:,}i_r};/undy.

Demonstracao. Ver [8], Teorema 5.6, p. 44. ]

vdlido

Teorema C.4 (Teorema de Vainberg) Sejam 1 < p < oo, (u,) uma sequéncia em LP ()
euc LP(Q), tais que u, — u em LP(Q). Entdo, existe uma subsequéncia (uy,,) C (u,) e
g € LP(Q), satisfazendo:

i) up;(x) = u(x) g.s. em Q;

ii) |up,(x)| < g(x), para todo i € IN.

Demonstracao. Ver [10], Teorema 4.9. m

Teorema C.5 (Lema de Brezis-Lieb) Sejam Q C RY subconjunto aberto e (u,) C LP(Q)
emque 1 < p < oo Se

i) (uy) é limitada em LP(Q);

ii) u, — ugq.s. emC.

Entdo,
i [fun [ = [l — w[5] = [ull
Demonstracao. Ver [30], Lema 1.32, pag. 21. ]

Agora, definiremos os Espacos de Sobolev e enunciaremos alguns resultados usados

referente a esses €Spagos.
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Dados k€ Ne p € R, com 1 < p < o, definimos o espaco de Sobolev WX?(Q) como
sendo formado por todas as fun¢des de L”(Q) que admitem derivadas parciais fracas até

ordem k em LP(Q), isto &,
W5P(Q) = {u € LP(Q); D% € LP(Q), paratodo |af <k},

munido da norma

1
p
Huuwk,p(m:(z /. |D°‘u|de) .

o<k
Define-se também

W ) =G@) e,

Os espagos WP (Q), W(f P (Q) sdo de Banach separdveis, para 1 < p < oo, e reflexivos, para
1 < p < oo (veja[18]). Para p = 2, 0 espaco H¥(Q) := W*?(Q) é um espaco de Hilbert, com

norma proveniente do seguinte produto interno

(u,v) k(@) :/ Y D*ubD%vdx.
Qo<

Quando p =2 e k =1, temos o espaco de Hilbert

HY (@) 1= W) (@) = Cr(@) e,
Observagio C.6 O espaco Hy (RY) coincide com H'(RY).
Teorema C.7 (Teorema de Imersao de Sobolev) Temos

i) Seja Q@ C RN um subconjunto aberto e limitado do RN, N > 3. Entdo

2N
H}(Q) — L1(Q), para todo q € {1,2* = m} '

A imersdo é compacta se, e somente se, q € [1,2%).
ii) Seja N > 3. Entdo
H'(RY) — LYRN), para todo q € [2,2%].
A imersdo nunca é compacta.

Ressaltamos que a continuidade da imersdo acima é expressa explicitamente pela de-
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sigualdade da forma

, para todo u € H'(RY),

||l | Loy < S|
onde S é uma constante que ndo depende de u.

[Ver [5]].

Teorema C.8 Sejam E um espago de Banach reflexivo e {u,} uma sequéncia limitada em

E. Entdo existe uma subsequéncia {uy, } tal que

uy, —u em E.

Demonstracao. Ver [9], Teorema II1.27, pag. 50. [ ]

Teorema C.9 (Lema de Pierre-Louis Lions) Sejam r >0e2 < q<2*. Se {u,} é limitada
em H'(RV) e

sup lup|? — 0, n— oo,
yE]RN B(yar)

entdo u, — 0 em LP(RN) para 2 < p < 2*.

Demonstracao. Ver [30], Lema 1.21. [ |
Por fim, apresentaremos alguns teoremas importantes que nos ajudaram a compreender

os resultados.

Teorema C.10 (Teorema dos Multiplicadores de Lagrange) Sejam E um espaco de Ba-
nach e J,F € C1(E,R). Se J é limitado inferiormente no conjunto M = {u € E: F(u) = 0}

e valem as propriedades:
i) F'(u) #0, para todo u € M,
ii) Existe ug € M tal que J(up) = miﬁj(u).
uc

Entdo, existe A € R tal que
J (o) = MF' (up).

O niimero A € R é denominado multiplicador de Lagrange.

Demonstracao. Ver [21], Proposi¢ao 14.3, pag. 55. [ ]

Teorema C.11 (Principio Variacional de Ekeland) SejaJ: X — R, J £ oo, semicontinuo

inferiormente e limitado inferiormente. Entdo, para cada € > 0, existe ug € X tal que

J(ue) < igl(f]-i-e
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J(ug) —ed(x,ue) < J(x),

para todo x € X, x # ug.

Demonstracao. Ver [16], pag. 35. ]

Teorema C.12 (Teorema de Representacao de Riesz) Todo funcional linear limitado f so-

bre um espaco de Hilbert pode ser representado em termos do produto interno, isto é,
f(x) = (z,%)
onde z é unicamente determinado e verifica || f|| = ||z|.

Demonstracao. Ver [9]. m

Teorema C.13 (Principio do Maximo) Se u é solucdo do problema

u € DV2(RN),

{ —Au = f(x),

com f >0, entdo u > 0; e se u atinge minimo, entdo u = (.

Demonstracao. Ver [21]. [
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