Universidade Federal de Campina Grande
Centro de Ciéncias e Tecnologia
Programa de Pés-Graduagcao em Matematica
Curso de Mestrado em Matematica

Hipersuperficies Tipo-espaco
Completas com Curvatura Média
Constante Imersas no Steady State
Space

por

Bruno Fontes de Sousa f
sob orientacao do
Prof. Dr. Henrique Fernandes de Lima
e do

Prof. Dr. Marco Antonio Lazaro Velasquez

Dissertacao apresentada ao Corpo Docente do Programa
de P6s-Graduagao em Matemética - CCT - UFCG, como
requisito parcial para obtencao do titulo de Mestre em

Matemaética.

tEste trabalho contou com apoio financeiro da CAPES



Hipersuperficies Tipo-espaco
Completas com Curvatura Média
Constante Imersas no Steady State
Space

por
Bruno Fontes de Sousa
Dissertagao apresentada ao Corpo Docente do Programa de Pos-Graduagao em

Matematica - CCT - UFCG, como requisito parcial para obtencao do titulo de Mestre

em Matematica.
Area de Concentracao: Matematica: Geometria Diferencial

Aprovada por:

Prof. Dr. Ulisses Lima Parente (UECE)

Prof. Dr. Henrique Fernandes de Lima (UFCG)

(Orientador)

Prof. Dr. Marco Antonio Lazaro Velasquez (UFCG)

(Co-orientador)

Universidade Federal de Campina Grande
Centro de Ciéncias e Tecnologia
Programa de Pés-Graduagao em Matematica

Curso de Mestrado em Matematica

21/07,/2011

i



Resumo

Neste trabalho estudamos hipersuperficies tipo-espago completas com curvatura
média constante em uma regiao aberta do espago de Sitter, chamada Steady State
Space. Primeiro estabelecemos formulas adequadas para o Laplaciano de uma funcao
altura e de uma funcao suporte naturalmente relacionadas com estas hipersuperfi-
cies. Em seguida, considerando hipoteses apropriadas sobre a curvatura média e o
crescimento da funcao altura, obtemos condi¢oes necessarias para a existéncia de tais
hipersuperficies. No caso bidimensional, estabelecemos e mostramos resultados tipo-
Bernstein. Além disso, mostramos que se a hipersuperficie esta entre dois slices entao a
sua curvatura média é igual a um. Obtemos também outras consequéncias para hiper-
superficies que estao abaixo de um slice. Por fim, estendemos um de nossos resultados
para um certo espago Robertson-Walker generalizado.

Palavras-chave: Variedades de Lorentz, Steady State Space, Hipersuperficies

tipo-espago, curvatura média, teoremas tipo-Bernstein.



Abstract

In this work we study complete space-like hypersurfaces with constant mean
curvature in the open region of de Sitter space, called the Steady State Space. First
established suitable formulas for the Laplacian of a height function and of a suport
function related to these hypersurfaces. Then, considering hypotheses appropriate on
the mean curvature and growth of height functions we obtain necessary conditions
for the existence of such hypersurfaces. In two-dimensional case, we set and show
results-Bernstein type. Furthermore, we show that if the hypersurface is between two
slices then its mean curvature is equal to one. We also obtain other consequences for
hypersurfaces are below a slice. Finally, we extend one of our results to a certain space
generalized Robertson-Walker.

Keywords: Manifold of the Lorentz, Steady State Space, space-like hypersur-

faces, mean curvature, Bernstein’s theorems.
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Capitulo 1

Introducao

Nesta dissertacao estudamos hipersuperficies tipo-espago completas com cur-
vatura média constante H no steady state space H""!, que é uma regiao aberta do
espaco de Sitter ST, K. Akutagawa provou que uma hipersuperficie tipo-espaco com-
pleta do espaco de Sitter com curvatura média constante H satisfazendo uma certa
limitacao é totalmente umbilica (cf. [7]). Obtemos condigbes necessarias para a exis-
téncia de tais hipersuperficies. Mais precisamente, colocando certas restri¢coes sobre a
curvatura média e no crescimento da func¢ao altura, provamos que H = 1.

Também provamos que, se a funcao altura de uma hipersuperficie tipo-espaco
completa de H"™!, com curvatura média constante H, estd entre dois slices entao
satisfaz H = 1 (cf. [2]). Como consequéncia deste resultado, usando resultados de
Akutagawa e Montiel (cf. [8]), obtemos no caso bidimensional que essas superficies
sao slices. Além disso, quando a funcao altura de tais hipersuperficies esta abaixo de
um slice e o vetor curvatura média esta no mesmo cone temporal de N, obtemos que
QHT\/TlSH <1. Finalmente, provamos um Teorema que estende um de nossos resul-
tados para uma classe bem mais geral de espacos de Robertson-Walker generalizados.

A ferramenta analitica que usamos para provar este resultado é um principio de
méximo generalizado devido a Omori-Yau (veja Lema 4.4). Especificamente, aplicamos
um resultado de Akutagawa (veja Proposigao 4.1), que é uma consequéncia do princi-
pio generalizado de Omori-Yau, em solu¢oes nao-negativas da desigualdade diferencial

parcial Ag > ag?, onde o > 0 é uma constante real. No caso bidimensional, para
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superficies tipo-espaco completas com curvatura Gaussiana nao-negativa, obtemos teo-
remas tipo-Bernstein, usando, em geral, o fato de que essas superficies sao parabélicas
(cf. [5]).

Esta dissertacao esté organizada da seguinte forma. No Capitulo 2, apresentamos
os contetidos basicos, bem como as notagoes necessarias para o entendimento dos ou-
tros capitulos. No capitulo 3, trabalhamos com variedades Lorentzianas munidas com
um campo de vetores conforme, e apresentamos uma féormula para o laplaciano de uma
funcao suporte associada a uma orientacao da hipersuperficie tipo-espago em tal espaco

ambiente.

o~ . ———n+1 . .
Proposigao 1.1 Sejam M~ uma variedade Lorentziana e V' um campo conforme em

M um campo conforme com fator conforme denotado por ¢. Se 1 : X" — M

-

uma imersao tipo-espago e n = (V, N), entdo
Ay = n{V, VH) + g{Tic(N, N) + | A} + n{Ho — N(9)}, (1)

onde VH € o gradiente de H na métrica de ©", Ric é o tensor de Ricci de M e |A]
¢ norma de Hilbert-Schmidt de A.

Em seguida, reformulamos o resultado anterior, para a situacao especifica dos
espagos de Robertson-Walker generalizados (GRW) (para mais detalhes ver se¢ao 2.5),

além de calcularmos o Laplaciano da funcao altura de X" com respeito ao campo 0.

Proposigao 1.2 Seja M= X M™ um espago GRW, com base (I,—dt*) fibra
Riemanniana (M, g) e fun¢ao warped f. Sep : X" — M ¢ uma imersio tipo-espaco

com curvatura média H constante entao
An = n{Ricyr(N*, N*) + (n — 1)(log f)"(1 — (N, 9,)%) + |A]*} + nH f’ (1.2)

onde Ricy; denota o tensor de Ricci de M e N* = (mp).N.

Finalmente, o capitulo [3]| é dedicado aos principais resultados desta dissertacao.
Provamos que uma hipersuperficie tipo-espago, completa e com curvatura média con-
stante H > 1, imersa no steady state space, cuja funcao altura tem crescimento con-
trolado por um certo logaritmo, entao H = 1, a curvatura escalar é nao-negativa e nao
é limitada por baixo por nenhuma constante real positiva. Especificamente, obtemos

o seguinte
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Teorema 1.3 Seja ¢ : X" — H" wma hipersuperficie tipo-espago completa com

curvatura média constante H > 1. Se

h < —log(cosh® — 1) (1.3)
entao:
(a) H=1em X",

(b) A curvatura escalar S de X" € nao-negativa e existe uma sequéncia de pontos {py}

tal que S(px) — 0 se k — oo.

Um outro teorema é obtido no caso bidimensional, com as hipoteses anteriores,
trocando a limitacao da fun¢ao altura por uma limitacao adequada na norma do gra-

diente de H. Precisamente, obtemos o

Teorema 1.4 Seja ¢ : X% — H? uma imersao Riemanniana de uma superficie com-

pleta com curvatura Gaussiana Ky, € nao-negativa e curvatura média constante H > 1.
Se
|Vh]* < H? —1 (1.4)

entio X% é um slice de H?.

Provamos também que uma hipersuperficie tipo-espago completa CMC cuja funcao
altura esté entre dois slices satisfaz H = 1. Neste caso a funcao altura é limitada por
constantes reais, diferentemente dos resultados anteriores, onde a funcao altura apenas
tinha crescimento controlado por um logaritmo. Além disso, no caso bidimensional,
obtemos que as tnicas superficies tipo-espa¢o completas com curvatura média cons-
tante situadas entre dois slices sao as superficies planas totalmente umbilicas. Mais

precisamente, obtemos o seguinte

Teorema 1.5 Seja ¢ : X" — H"L wma hipersuperficie tipo-espago completa com
curvatura média constante H. Se X" estd entre dois slices entao H = 1. Além disso,

no caso bidimensional X2 é um slice de H>.

Por outro lado, para uma hipersuperficie tipo-espaco completa CMC em H"*! que

esta abaixo de um slice e tal que o vetor curvatura média estd no mesmo cone temporal

2v/n —1

de N, obtemos que ———— < H <1. Para ser mais preciso, obtemos o seguinte
n
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Teorema 1.6 Seja v : X" — H" wma hipersuperficie tipo-espago completa com
curvatura média constante H. Se X" estd abaizo de um slice de H"'' e o vetor

_)
curvatura média H = HN estd no mesmo cone tipo-tempo que contém N, entao
2vn—1

< H < 1. Além disso, no caso bidimensional ¥ é um slice de H>.
n

Finalmente, estendemos o Teorema 4.11 da seguinte forma

Teorema 1.7 Seja M"™ uma variedade Riemanniana (necessariamente completa) com
. ~ . . —n+1 .

curvatura seccional nao-negativa e seja P @ X" — M = —R X M™ uma hipersu-

perficie com curvatura média constante H. Se ¥" estd entre dois slices entao H = 1.

Além disso, no caso bidimensional, ¥? € necessariamente um slice {t} x M?.



Capitulo 2

Preliminares

Neste primeiro capitulo, temos como objetivo estabelecer as notagoes que serao
utilizadas nos demais capitulos deste trabalho, bem como os fatos basicos da teoria de

imersoes isométricas dos quais faremos uso posteriormente.

2.1 Tensores em Variedades

No que segue, K denota um anel e Vi,... V, denotam moédulos sobre K. O
conjunto V; X ... x V; de todas as s-uplas (vy,...,vs), com as operagOes usuais de
adicao e multiplicacao por um elemento de K, é um moédulo sobre K, chamado produto
direto de Vi,...,V,. Se V; =V, para cada 1 < i < s, a notacao V; x ... x V, é

substituida por V?*.
Definicao 2.1 Se W é um mddulo sobre K, uma aplica¢io
A Vix...xVy—W

€ dita multilinear sobre K se A € linear sobre K em cada entrada, isto €, para cada
1<i<sewv;€V;(j#1i), afungio

v — A(Ul, e Vi1,V U541, - - 7Us)
€ linear sobre K.
Se V' & um modulo sobre K entao V* ={f:V — K; f ¢ linear sobre K} com

as defini¢oes usuais de adicao de fungoes e multiplicagao por um elemento de K é um

modulo sobre K, chamado mddulo dual de V.
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Definicao 2.2 Sejam r,s > 0 numeros inteiros nao simultaneamente nulos. Uma
aplicagao K-multilinear A : (V)" x V® — K é chamada um tensor de tipo (r,s),
ou um (r,s)-tensor sobre V. Um (0, s)-tensor € simplesmente uma aplicagao linear

A:V*® — K e, analogamente, um (r,0)-tensor é uma aplica¢ao linear A : (V*)" — K.

O conjunto T%(V') de todos os (r, s)-tensores sobre V', com as operagoes usuais de
adicao e multiplicagao por elemento de K, ¢ um moédulo sobre K. Um tensor de tipo
(0,0) é simplesmente um elemento de K.

No que segue M denota uma variedade diferencidvel de dimenséo n + 1 (cf.
[9], Capitulo 1). Além disso C*° (M) denota o anel de todas as func¢oes suaves reais
definidas em M e X (M) o C™® (M) -modulo de todos os campos vetorias definidos

—n+1

em M

Definicao 2.3 Um campo de tensores ou um campo tensorial A em uma variedade

Mnﬂ € um tensor sobre o C'* (H) -modulo X (M)

Assim, um (7, s)-tensor A ¢ uma aplicagao
A xr (M)T x%(ﬂ)s — O™ (M) (2.1)
multilinear sobre C'*° (H) Ou seja, A é uma aplicagao multilinear sobre C*° (M) que

associa a cada (r + s)-upla (0*,...,0", X;,..., X,) uma funcao diferenciavel

—n—+1

f=A0"...,0",X1,....,X,): M~ —R.

A posicao que #° ocupa é chamada i-ésima entrada contravariante e a posicao que X;
ocupa é chamada de j-ésima entrada covariante. Desta maneira, os (0, s)-tensores sao
ditos covariantes e os (r,0)-tensores sao ditos contravariantes. Denotamos por ¥ (M)
o médulo de todos os (r, s)-tensores sobre C> (M).

Observacao 2.1

(i) Como toda fungio f € C (H) ¢ um (0,0)-tensor, obtemos a identifica¢cio
T (M) = C> (M).

(1) Se 0 € uma 1-forma em M entio a funcao
X(M)>X—0(X)eC™® (M) (2.2)

€ C> (M) -linear. Assim, podemos escrever T} (M) =X (M)
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(iii) De forma andloga, se X é um campo vetorial em M entdo a fungio
X (M)260—06(X)eC> (M) (2.3)
¢ C> (M)-linear. Assim, podemos escrever TV (M) = X (M).
(iv) Se A: %X (M) — X (M) é C> (M)-linear entio a aplicagdo
(M) x X (M) 5 (0, X1, -, X,) = 0(A(Xy, -, Xy)) €C® (M) (2.4)

€ ™ (M) -linear. Assim, A pode ser considerado como um (1, s)-tensor.

A préxima definicao nos ensina como fazer o produto de dois tensores.

Definigao 2.4 Sejam A € T3 (H) e B e ‘Iﬁﬁ (H) O produto do tensor A pelo tensor

B € o tensor
s+s’

Ao B:x* (M) x x (M) - c= (M)

tal que

(A®B)(91, 79r+r"X1’... 7Xs+s’)
— A(Ql,"' ,QT,le"' ’Xs)BwT—H,"' 79T+T/,Xs+17"' ;Xs—l-s’)' (2.5)

Ser’' =5 =0 entao B € uma fungao f € C™ (M) Entao definimos
AR f=fRA=fA

Além disso, se A é um (0,0)-tensor entdo o produto tensorial reduz-se a multiplica¢ao

em C* (M)

: —n+1
Agora, vamos mostrar que campos de tensores em uma variedade M podem ser
. S, — . —n+1
definidos pontualmente, isto é, dado A € 7, (M ), associamos a cada ponto p € M n+

um tnico tensor A,. O fato essencial ¢ que a fungao a valores reais
1 I
A(Qa"'797X17"'7X8)7

onde 6,-.- 6" € X* (H) e Xq,---, X, € %(M), quando avaliada em p € Mnﬂ,
independe das 1-formas e dos campos de vetores, mas depende apenas de seus valores
em uma vizinhanca de p. E o que diz a seguinte proposicao.

T

Proposicao 2.5 Sejam p € M eAc < (M) Considere 1-formas 51,-~- 0,
o, 0" e campos X1, -, X5, X1, , X, tais que §Z|p =0, e Xj}p = Xj|,, para
cada 1 <1 <rel<j<s. Entao

-1

A(e s T 7§r7717"' 778>(p) :A(617 79T7X17"' 7XS)(p) (26)
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A prova sera feita apds o proximo lema.

Lema 2.1 Se qualquer uma das 1-formas 0*,--- ,0" ou um dos campos Xy, -+ , X, €
nulo em p € WH, entio A(G',--- 07, X1,---, X,)(p) = 0.

Prova. Suponha que Xs\p = 0. Seja &(z!, ..., 2") um sistema de coordenadas em uma
vizinhanca de U em p. Entao
X, =Y X0,

onde 0 = 6‘; e X' = X2 € C°°(U). Seja f uma funcao salto em p com suporte em

U. Entao fX' é uma fungao diferencidvel em M e f0; € X(M). Dai,

FRAGY, .00, XY LX) =AY .0, XY X

= A0",...,0 X1, Y CFXU0) =) A, 00 X)),
=1 =1

Desde que Xj| , =0, cada X ‘(p) =0 e f = 1. Portanto, avaliando a férmula acima em

p concluimos que A(A', -+ X,)(p) = 0. |

A seguir, faremos a
Prova da Proposigao 2.5.
Basta observarmos a soma telescopica e denotarmos 6%,....0", X' ... X*° sim-

plesmente por Xq,..., Xy onde k=1,...,7+ s, e assim

AXy, .. X)) —AXL,. L, X)) =
FAX] — X0, X, .., X)) FAX, Xy — X0, X3, Xg)

o AKX X e, X — X3,

mostrando o resultado. |

2.1.1 As Componentes de um Tensor

Definigao 2.6 Seja & = (x!, -+ 2™) um sistema de coordenadas em U C M Se
Aed (M) entao as componentes de A relativamente a £ sao as fungoes a valores

reais em U dadas por

Ai,l'“i’“ — A(d.fil, e ’dxir’ ajn . 78js)7 (27)

JiJs

onde iy, ,ip J1, s €{1,-++ ,n+ 1}
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Para um (0, 1)-tensor, que é uma 1-forma, estas componentes sdo dadas pela
formula § = > 6(9;)dz’. Para um campo de vetores X € X (M) temos X (dz') =
dz'(X) = X(z') = X*. Considere agora a situagao de um tensor A € T3(U). Assim

A= A%@k(@dxi@dxj. (2.8)

Para provarmos a equacdo (2.8) é so6 aplicar ambos os lados da igualdade na base
associada ao sistema de coordenadas £ e com o mesmo raciocinio se prova o lema

1 n+1

Lema 2.2 Sejam z*,...,x um sistema de coordenadas em U C M. Se A é um

campo de (r,s)-tensores, entio em U, temos

A=Y Aiirg @ @0, ©deh ®--- ©da”, (2.9)

J1---Js

onde cada indice € somado de 1 até n+ 1.

2.1.2 Contracao de Tensores

Nesta subse¢ao vamos apresentar uma operacao que reduz o tipo de um tensor

no seguinte sentido: tranforma um (7, s)-tensor num (r — 1, s — 1)-tensor.

Lema 2.3 Eziste uma unica fungdo C’OO( ) linear C : %} (M) — O (M), de-
nominada (1,1)-contragao, tal que CX ® = 60X, para todo X € X (M) e qualquer
0€x*(M).

Prova. Numa vizinhanga coordenada U o tensor A € T} (M) ¢ escrito como
A=) Alo@d. (2.10)

Como C(9;®@dx?) = dxj(d;) = &;; entdo C(A) = ZAZ Assim temos a unicidade.
Para a existéncia defina C pela expressao C(0;®@dx?) = da?(0;) = 0;;. Para mostrar a

independéncia do sistema de coordenadas, é s6 observar
S (50 - ZA( Va3 2 ) -
oy™ Ox’ .0
. A i A — A — .
g (55 - 2% (dw 5) - 2 (@ 55)

Z7J7m

Usando o Lema 2.3 vamos generalizar a definicao de (1,1)-contragdo para um

(r,s)-tensor A nas entradas i e j. Seja A € T2 (M) um (r,s)-tensor e fixe r — 1
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1-formas 6*,--- 0" € X* (M) e s — 1 campos de vetores X,---, X, € X* (M).

Entao a funcao
(gjx)ﬁA(glf.. G, 0 Xy X  Xo1) (2.11)

onde # esta na i-ésima entrada covariante e X esta na j-ésima entrada contravariante,

¢ um (1, 1)-tensor, ou seja,
A(Q%...) ceee BT X e e ,qu)é‘fi (M)

Aplicando o Lema 2.3 para este (1,1)-tensor produzimos uma fungao a valores

reais que denotaremos por
(C;A) (01,--- 0T X , X 1) (2.12)

Observamos que C;A é O (M)—linear em cada entrada, ou seja, ¢ um tensor de tipo

(r —1,s — 1) chamada a contragao de A sobre i e j.

Corolario 2.7 Sejam 1 <i <r el < j <s. Relativamente a um sistema de coorde-

nadas, se A € T\, (M) tem componentes Aﬁ 7, entao C}A tem componentes
D A (2.13)

Prova. Vamos fazer as seguintes identificacoes

(CiA) T = (CIA) (dx™, ... da", 0y, ...,0;)

J RS

= C{A(dm“,..., e dx' 0y -,...,@S)}.
Assim, usando o Lema 2.3 obtemos
(CiA jll j: ZA 2™ 05 Oy, 0))
Como a Definigao 2.6 nos diz que
Alpmete = A(da, L dx™, a0y, Oy, 0))

entao, podemos concluir que

(CzA)Jljs A'Ll...m...u .

J by L 1T
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2.1.3 O Pullback de um Tensor Covariante

Definicao 2.8 Sejam M™ e N™ wvariedades diferencidveis e ¢ : M™ — N™ uma apli-

cagdo diferencidvel entre elas. Se A € TU(N) com s > 1, seja
¢*(A) (v, -+, v5) = A(dovy, -+ -, dovg) (2.14)

onde (v, ,v5)€T,(M)* ep € M. Entao ¢*(A) é chamado o pullback de A para ¢.

Em cada ponto p € M™, ¢*(A) produz uma fungao R-linear de 7,(M)® em R, isto
é, um (0, s)-tensor sobre T),(M ). Fazendo um calculo em coordenadas é possivel mostrar

que ¢*(A) é campo de tensores covariantes em M. No caso especial de um (0, 0)-tensor

f € C°(M), pullback para M™ é definido de forma que ¢*(f) = fo¢p € C°(M). Note
que ¢*(df) = d(¢" f).

Temos as seguintes propriedades para o pullback de tensores covariantes.

Lema 2.4 Sejam M™, N", N” variedades diferencidveis e considere aplicagoes dife-
rencidveis ¢ : M™ — N™ 1) : N" — N”. Entio

(1) ¢* : TUN)—-ZTY(M) é R-linear para cada s > 0 e
¢"(A® B) = ¢"(A) ® ¢"(B), (2.15)
para quaisquer tensores covariantes de tipos (0,s) e (0, s).
(ii) para todo s > 0, (1 0 ¢)* = ¢* 0 p* : TO(N)—T(M).
Prova.

(i) A R-linearidade do pullback de uma aplicagdo diferenciavel ¢ : M™ — N™ é
consequéncia direta da Definigdo 2.8. Vamos provar a equagao (2.15). De fato,
sejam A, B € TUN). Se (v1,...,0,), (wy,...,w,)€ T,M?, onde T,M ¢ o espago

tangente no ponto p € M™ (cf. |9], Definigao 1.9), entao
O (ARB)(v1, ..., U, w1, ..., wy) = (ARB)(douvy, ..., dov,, dows, . .., dow,).
Da Definicao 2.4, segue que

O (ARB)(v1, ..., Upy w1, ..., wy) = A(dovy,. .., dov,)B(dows,. .., dow,)

= ¢*(A>¢*(B)(U1, ceey Up, W, . .. 7wn)7

como desejado.
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(ii) Agora, sejam ¢ : M™ — N" e ) : N"— N” aplicagoes diferenciaveis e A €

TO(N). Observemos primeiramente que 1 o ¢ : M"— N', *(A) € TU(N) e
também ¢*(¢*(A)) € T(M). Entao

(Vo) (A)(vr,...,vn) = Ald@o@)vr,....d(Y o d)vy)
A(dp(¢(v1))(dp (1)), - - -, dip(d(vn))(dp(vn)))
= ¢ (A)((dd(v1), .. -, dp(vn))

= ¢" (Y A) (v, 0n),

concluindo a prova. |

2.1.4 Derivacao de Tensores

.~ . ~ . . ., ——n+1
Definicao 2.9 Um tensor derivacao ® em uma variedade diferencidvel M € um

conjunto de aplicacoes R-lineares
D=9,:%(M)—-%(M) , rs>0, (2.16)
tal que para quaisquer tensores A e B e toda contracao tem-se C,
(i) D(A® B)=DA® B+ A DB,

(11)) D(CA) = C(DA) para toda contragao C.

Portanto ® ¢é R-linear, preserva tipo de tensor, obedece a regra do produto e
comuta com contragoes. Para uma fungao f € C*°(M) temos D(fA) = (Df)A+ fDA.
No caso especial em que t = s = 0, se D) ¢ uma derivagao em TH(M) = C* (M)
existe um unico campo de vetores V € X (M) tal que ©f = V f, para toda f €
> ().
Proposicao 2.10 Se ® ¢ um tensor deriva¢io em M e U ¢ um aberto de M”H,
entao existe um unico tensor derwagao Dy em U, chamado a restrigao de ® para U,

tal que
Du(AlU) = (DA)|U (2.17)

para qualquer tensor A em MnH (no futuro, nos omitimos o sub-indice U ).

Prova. Sejam B € T.(U) e f uma fungdo salto em p em U. Assim fB € TL(M).
Definamos

DuB = D(fB),. (2.18)
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Vamos mostrar que a definicao acima nao depende da escolha da fungao f. De fato,

sejam f, g duas fungoes salto p. Assim

D(f9)(B), = f(p)P(9B), + D(f)(p)g(p)Bl, = D(9B)y,

e, da comutatividade do produto de fungoes, segue o afirmado.

Além disso, pode-se provar que
(1) ®yB é um campo de tensores diferenciavel em U.
(2) Dy ¢ um tensor derivacao em U.
(3) ®y(Blu) = D(B)y para qualquer B € T7(M).
(4) ®Jy ¢ tnico.

A seguir vamos estabelecer uma regra para se calcular a derivada de tensores.

Proposicao 2.11 (Regra do Produto) Seja ® um tensor deriva¢io em M Se

A€ T (M) entio
@[A(gl’... 07 Xy, ,Xs)] — (@A)(gl’... 07 Xy, ,Xs)

_|_ZA(Q17... 00X, X)
i=1
+ A0 0 Xy DX, X))
j=1
Prova. Por simplicidade faremos o caso r = s = 1. Nos afirmamos que
A0, X)=C(AR0® X)

onde C é uma composta de duas contracoes. De fato, em relacdo a um sistema de
coordenadas A ® 6 ® X tem componentes A;Qle, enquanto A(f, X) = Z A;Qin.

Portanto,
D(A(0,X)) = DC(ARIX)=CD(A®0® X)

= CPARIRX)+C(ARDI®X)+C(A® 02 DX)
= (DA)(0,X)+ A(DO,X)+ A(6,DX),
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provando o resultado neste caso especifico. [

Como uma consequéncia deste resultado temos o seguinte

Corolario 2.12 Se ®; e D4y sao tensores derivacao que coincidem para funcoes em
c> (H) e para campos em X (M) entao D1 = D,.

Prova. Basta observar que

(D0) (X) =D (0X) — 0D (X).

Teorema 2.13 Considere V € X (M) e uma funcao R-linear § : X (M) — X (M)
tais que

S(fX)=Vf X+ f 8(X), (2.19)

para qualquer f € C* (H) etodo X € X (M) Entao existe um tinico tensor derivacao
£y} talque@O:V:C"o(M) —>C’°°(M) eDi=24.

Prova. Vamos definir
(D) (X)=V(0X)—-0(6X)
para qualquer X € X (W)
Usando a equacdo (2.19) vemos que D é uma l-forma em M e ® = DY :
X*(M) — X*(M) & R-linear.
Para um tensor A € . com 7 4+ s > 2 vamos definir pela Proposicao 2.11
(DA)(0',....0",X1,...,X,) = V(A@G',....00,X1,....X,))

=Y A, DO X, X)
=1

=D A0, XX LX),
i=1

Com um célculo direto se mostra que DA € T7 e é uma derivacao (para mais detalhes

ver capitulo 2 de [9]). |

Uma importante aplicacao do Teorema 2.13 é a defini¢ao abaixo.
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Definicao 2.14 Seja V € X (M) O tensor deriwacgao Ly tal que

Ly(f) = Vf, ¥feC>® (M),
Lv(X) = [V,X] VX € X (M)

€ chamado a derivada de Lie com relacao a V.

A definicao acima estd bem posta pois Ly aplicado em campos de vetores satisfaz

a equagao (2.19), ou seja

Ly(fX) =V, fX]=(VHX + fIV,X] = (V)X + fLy(X).

2.2 Variedades semi-Riemannianas

2.2.1 Formas Bilineares

Definicao 2.15 Seja V' um espago vetorial real de dimensao finita. Uma forma bili-

near simétrica b= (-,-): V xV — R € dita
(i) positiva definida, se (v,v) > 0 para todo v € V '\ {0}.
(it) negativa definida, se (v,v) < 0 para todo v € V' \ {0}.

(11i) nao-degenerada, se (v, w) =0 para todo w € V' implica em v = 0.

Se b é uma forma bilinear simétrica sobre V', um subespaco W C V é dito ndao-
degenerado se by xw : W x W — R for nao-degenerada.

Definicao 2.16 O indice v de uma forma bilinear simétrica b sobre V' € a maior

dimensao de um subespago W C V' tal que by xw : W X W — R seja negativa definida.

Segue, desta definigdo, que v € {0,1,--- ,dimV}, sendo v = 0 se, e somente
se, b é positiva definida. A fungdo ¢ : V' — R dada por ¢(v) = b(v,v) é uma forma
quadratica em V', chamada forma quadrdtica associada a b. Em alguns casos é mais
conveniente trabalhar com ela do que com a proépria b, e nao ha perda de generalidade

pois b pode ser recuperada pela identidade de polarizagao

bo,w) = 5 {a(v -+ w) — g(v) — alw)} (220)

Seja B = {ey,...,e,} uma base para V. A matriz [b;]nxn = [b(€:,€j)]nxn €
chamada matriz de b relativa a base B. Desde que b é simétrica, a matriz [b;j],xn €

simétrica.
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Lema 2.5 Uma forma bilinear simétrica b € nao-degenerada se, e somente se, sua

matriz relativa a uma base (e portanto a todas) é invertivel.

Prova. Seja B = {ej,...,e,} uma base para V. Considere v € V. Entao b(v,w) =0
para cada w € V se, e somente se, b(v, e;) = 0 para todo i € {1,--- ,n}. Como [b;;]nxn

¢é simétrica,

b('l), 61') = b <Z vje]-, 61') = Zbijvj.
i=1 j=1

Assim, b é nao-degenerada se, e s6 somente se, existem numeros vy, ..., v, nao todos
n

nulos tal que E bi;v; = 0, para todo i € {1,---,n}. Mas isso é equivalente a de-
Jj=1

pendéncia linear das colunas de [b;;nxn. Assim, [b;j|nx, € invertivel. [ |

Definicao 2.17 Um produto escalar g em um espago vetorial V' € uma forma bilinear
simétrica nao-degenerada em V. Um produto interno em um espago vetorial V € um

produto escalar definido positivo.

Exemplo 1 Um exemplo padrao de um espago vetorial com produto interno é R™ com

a forma bilinear

onde v = (vy,++ ,v,),w = (wy, - ,w,) € R™.
Exemplo 2 Defina g : R? — R? por
g(v,w) = viw; — Vows.
Claramente g é uma forma bilinear e simétrica. Tomando a base {(1,0),(0,1)} e

usando o Lema 2.5 obtemos que g € nao-degenerada. Portanto g um produto escalar.

A forma quadrdtica associada € q(v) = v? — v3.

Definicao 2.18 Dados uma forma bilinear simétrica b sobre V- e um subespago W de

V, definimos o complemento ortogonal W+ de W em V por

WH={veV ; (vw)=0 para todo w € W}.

No seguinte resultado colecionamos alguns fatos relevantes sobre formas bilineares

simétricas (cf. [9], Lema 2.22 e Lema 2.23).
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Lema 2.6 Seja b uma forma bilinear simétrica sobre o espaco vetorial de dimensdo

finita V, e W um subespago de V. Entao:
(i) Se W ¢é nao-degenerado entio dim(W)+dim(W+) = dim(V) e (W)t =W.

(ii) W ¢ nao-degenerado se, e somente se, V.= W @& WL. Em particular, W ¢

nao-degenerado se e sé se W+ for nao-degenerado.

No que segue, supomos que b = (-,-) é uma forma bilinear simétrica e nao-
degenerada sobre o espaco vetorial real V. Em relagao a b, dizemos que v € V' \ {0}

é:
() tipo-tempo, quando (v, v) < 0;
(1) tipo-luz, quando (v,v) = 0;
(i) tipo-espago, quando (v, v) > 0.

Analogamente, define-se o que significa para um subespaco nao-degenerado W de
V' ser tipo-tempo, tipo-luz ou tipo-espago. Se v € V' \ {0} nao for tipo-luz, define-se o

sinal €, € {—1,1} de v por
(v,0)
C o)l

A norma de v € V é Ju| = /€, (v,v), e v & unitdrio se |v| = 1. Temos que V

admite uma base {e;} ortonormal com respeito a b, isto &, tal que (e;, e;) = €;0;;, onde
¢; denota o sinal de e; (cf. [9], Lema 2.24). Desse modo, a expansdo ortonormal de

v € V com respeito a {e;} ¢ dada por

n

v = Zei<v,ei>ei. (2.21)

=1
2.2.2 Variedade de Lorentz
Voltando nossa atencao a partir de agora a variedades diferencidveis, temos a seguinte

. ~ L, - . . ., —n+1
Definicao 2.19 Um tensor métrico sobre uma variedade diferencidvel M € um

. ., . _ —n+1 L, o~
2—tensor covariante e simétrico g sobre M, tal que g, € nao-degenerada para todo

—n+1 . . . . —n+1 —n+1 __ —n+1
pe M . Uma variedade semi-Riemanniana M ¢ um par (M~ )3q), onde M

¢ uma variedade diferencidvel e g = (-,-) € um tensor métrico de indice constante sobre
—n+1

M
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; . — ~ . , . . —n+1
Como o indice de g é uma fungao semi-continua inferiormente de M~ em N,
. —n—+1
temos que ele é constante em toda componente conexa de M. No que segue, por
. . ~ ~ —n+1 —=—n+1 _
simplificagdo de notagao, escreveremos M~ para o par (M ,g), (-,-) para o tensor
L. _ ——n+1 . . , . —n+1 , —n+1
métrico g de M e v para o seu indice. Quando o indice v de M é zero, M

L. . . . —n+1 , .
é simplesmente uma variedade Riemanniana; quando v =1, M é denominada uma

variedade de Lorentz.

2.2.3 Orientacao Temporal

Seja V' um espago vetorial no qual uma forma bilinear simétrica e nao-degenerada b =
(-,-) de indice 1 esta definida, e 7 = {u € V; (u,u) < 0}. Para cada u € 7, definimos
o cone tipo-tempo (ou cone temporal) de V' contendo u por C'(u) = {v € T; (u,v) < 0}.

No seguinte resultado colecionamos alguns fatos sobre cones tipo-tempo.

Lema 2.7 Nas notacoes acima, se v,w € T, entao:

(i) O subespago {v}+ € tipo-espaco e V = span{v} ® span{v}*. Assim, T € a uniio
disjunta de C(v) e C(—v).

(i1) Desigualdade de Cauchy-Schwarz: |(v,w)| > |v||w|, com igualdade se e s¢ se v e

w forem colineares.

(111) Se v € C(u) para algum uw € T, entio w € C(u) < (v,w) < 0. Portanto,
weC) s vellw) < Ch)=Cw).

Prova. (i) Primeiramente, vamos mostrar que span(v) ¢ nao-degenerado com indice
1. De fato, desde que v é tipo-tempo ind(span(v)) = 1. Agora, suponha que para
u = av € span(v) tem-se 0 = (w,u), Vw € span(v)\{0}. Novamente, desde que v é
tipo-tempo temos (v,v) = —3?%, para algum 3 € R\{0}. Dessa forma, 0 = (w,u) =
{av,bv) = —abB?. Dai a = 0 e, consequentemente, u = 0. Concluimos que span(v) é

nao-degenerado. Assim

V = span(v) @ span(v)*t = span(v) @ {v}+

1 = ind(V) = ind(span(v)) + ind({v}*) = 1+ ind({v}").

Segue que ind({v}t) = 0. Concluimos que {v}* ¢ tipo-espaco.
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Agora, vamos mostrar a unido disjunta 7 = C(v) |JC(—v). Primeiramente, ob-
serve que ja temos a inclusao C(v)|JC(—v) C 7. Provemos a outra. Seja w € 7.

Entdo (w,w) < 0. Logo, w = av + W, com a € R\{0} e W € {v}*. Assim,

(w,v) = (av + W,v) = alv,v) + (W,v) = alv,v) = -3

Se a > 0 entdo (w,v) < 0 e w € C(v). Se a < 0 entdo (w,v) > 0 e w € C(—v).
Mostrando a outra inclusao.
(i1) Faca w = av+w, com a € R\{0} e w € {v}+. Desde que {v}* & tipo-espaco

entdo (W, w) > 0. Como w € T temos
(w,w) = (av + W, av + W) = a*(v,v) + (w,w) < 0.

Por outro lado

, . : ) N
Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, (W, w) = 0, equivalentemente w = 0,
ou seja, w = av.
(771) Como C(ﬁ) = C(u), vamos trabalhar com wu sendo um vetor tipo-tempo
e . — — , . ~
unitario. Escreva v = au + v e w = au + W, com a,b nimeros reais nao-nulos e

v,w € {u}*. Como v,w € T entdo (V,v) < 0e (W, w) < 0.

Sendo {u}t tipo-espaco entdo
0> (v,v) = {au+ V,au+ )
= (au, au) + 2(au, V) + (v, 7

— —
v, )

= a*(u,u) + (
= —ad’|uf’ + v’ = —a® + v]?,

e, analogamente

0> (v,0) = —a|ul*+ > = —a® + |v|*.
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Segue que |a| > | V'] e |b] > |wW]|. Agora,

(v,w) = (au+ U, bu+ W)
= ab(u,u) + a{u, V') + b(V,u) + (U, W)
= —ab+ (v, W)

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz,
(v, w)| < [V|[W] < allb].
Como v € C(u) entao
0 > (v,u) = (au+ 7, u) = alu,u) = —a.
Segue que a > 0. Portanto
sinal(—ab) = sinal(—ab) = —sinal(b)

mostrando o resultado. [ |

Definicao 2.20 Uma variedade de Lorentz M temporalmente orientavel se existir
uma aplicagao T que associa a cada p € M um cone tipo-tempo 7, em TPM, a qual
€ suave no sequinte sentido: para cada p € M existem uma wizinhanga aberta U de
p e um campo V € X(U) tais que V(q) € 7, para todo q € U. Uma tal aplicagio T é

chamada uma orientacao temporal de M

O resultado a seguir torna operacional a definicao anterior.

. ——n+l . .
Lema 2.8 Uma variedade de Lorentz M ¢ temporalmente orientdvel se, e somente

se, existir um campo vetorial tipo-tempo V € X(M).

Prova. Se existe um tal campo V' entao associando a cada ponto p € M o cone
tipo-tempo contendo Vj, obtemos uma orientagao temporal.

Reciprocamente, seja 7 um orientacao temporal de M. Desde que 7 é dife-
renciavel, cada ponto de M possui uma vizinhanca V;, onde esta definida um campo
de vetores tal que V), € U para cada p € U. Agora seja {f, ; a € A} uma particao
diferenciavel da unidade subordinada a cobertura de M formada por todas estas

vizinhangas. Assim, cada suppf, esta contido em algum membro U(«) da cobertura.
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As funcoes f, sao nao-negativas e os cones de luz sao convexos. Portanto, o campo de

vetores V' =" foVi(a) € tipo-tempo. [

Sempre que uma variedade de Lorentz M for temporalmente orientavel, a
escolha de uma aplicacao 7 como na Definicao 2.20, ou de um campo vetorial tipo-
tempo V € X(M) a ela correspondente, serd denominada uma orientacdo temporal
para M

Seja 7 uma orientacdo temporal para Mtey e X(M). Se Y(q) € 7, (respec-
tivamente, —Y'(¢) € 7,) para todo g € WH, dizemos que Y aponta para o futuro
(respectivamente, aponta para o passado). Sendo V € X(M) uma orientacdo tempo-
ral para M”H, segue do item (¢) do Lema 2.7 que um campo vetorial tipo-tempo Y

——n—+1 .
sobre M aponta para o futuro (respectlvamente, para o passado) se, € somente se,

(Y, V) <0 (respectivamente, (Y, V) > 0).

2.2.4 A Conexao de Levi-Civita

Seja M uma variedade semi-Riemanniana e considere V.IWeX (M) O nosso
objetivo agora é definir um outro campo que seja a derivada de W na direcao de V.

. ~ ~ - . . . —n+1
Definigao 2.21 Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M € uma

fungao
V:x(M)xx (M) — x(M)
VW) = VW
tal que
(i) VyW é C> (M) -linear em V';
(i1) VyW é R-linear em W ;
(iit) Vv (fW) = V()W + fNVyW, para f € C= (M).

O campo VyW € dito derivada covariante de W na direcao de V' com relagdo a V.

Nesta tltima definicdo, o item (i) nos diz que VW é um tensor em V. Logo,
de acordo com a Proposicao 2.5, podemos calcular seu valor pontualmente, isto e, se
v € TpM temos V,W € TpM.

A conexao afim esta diretamente ligada & métrica, desde que acrescentemos uma
compatibilidade com a métrica e outra propriedade de relacionada ao colchete de Lie.

Mas primeiro vejamos um resultado algébrico.
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Proposigao 2.22 Seja M wma variedade semi-Riemanniana. Se V € X (M), seja

V* a 1-forma em m satisfazendo
VHX) = (V. X), (2.22)
para todo X € X (M) Entao a funcao

x (M) — x* ()

2.23
1% — Vv ( )

é um isomorfismo C* (M) -linear.

Prova. Segue de (2.22) que a aplicacdo definida em (2.23) ¢ C* (M)-linear.
Afirmamos que esta aplicacdo é um isomorfismo. De fato, se V* = W* entao

para todo X € X (M) temos (V,X) = (W,X). Logo, (V. — W, X) = 0 para todo

XeX (M) Segue que V = W. Para a sobrejetividade, basta definir localmente

V= Z gijGiaj,
ij
onde 6 = > 0;dz’ ¢ uma 1-forma local de m |

Agora podemos estabelecer a ligagao entre conexao afim e a métrica descita acima.

. P . R . ——n+1 .
Teorema 2.23 (Levi-Civita) Em uma variedade semi-Riemanniana M~ eziste uma

inica conexdo afim V, chamada de Levi-Civita, verificando
(i) [V,W] =VyvW —VwV (V € simétrica ),
(ii) X(V,W) = (VxV,W) +(V,VxW) (V é compativel com a métrica ),
para todos X, V,W € X (M) A conexao de Levi-Civita € caracterizada pela sequinte
equagao
ATV, X) = VW, X)+ WX, V) = X(V,IW)
—(V, W, X]) + (W, [X, V]) + (X, [V, W]), (2.24)

chamada formula de Koszul.

Prova. A formula de Koszul (2.24) mostra que V esta unicamente determinada pela
métrica (-,-). Assim, caso exista, ela serd tnica. Para mostrar a existéncia, defina
V por (2.24). E imediato verificar que V verifica todos os itens da Defini¢ao 2.21, é

simétrica e compativel com a métrica. [
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.+l . . . . ~ . .o
Lema 2.9 Seja M uma variedade semi-Riemanniana com conexao de Levi-Civita

= . ——n+1 . . n+1 .
V e considere p € M~ . FExiste uma vizinhan¢a U de p em M e um referencial

ortonormal {ey, ..., en41} emU tais que (Ve,e;)(p) =0, para cadai,j € {1,--- ,n+1}.

Prova. Sejam U := B (p) a bola normal (cf. [9], Proposicao 3.30) de M emp, e By,
um referencial ortonomal em p. Definamos e;(q) := P(E},), onde P : T,M — T,M é o
transporte paralelo de E} ao longo da geodésica radial ~; conectando p & q. Como P
¢ uma isometria entao {e;} é um referencial ortonormal em X(U), em outras palavras,
{ex(q)} C T,M é um referencial em cada ponto ¢ € Y. Além disso, desde que v; ¢ a

geodésica em M tal que v;(0) = p e ¥}(0) = ¢;(p) = E;, temos:

= Dek(t)
(Veres) (1) = (Ver®)| = =37=| =0
[
O referencial {ey,...,e,} dado no altimo lema acima é chamado um referencial

geodésico em p.

2.2.5 Alguns Operadores Diferenciaveis

. wntl . R . L ~
Sejam M uma variedade semi-Riemanniana com métrica g = (-, -) e conexao
de Levi-Civita V e feC™ (M ) A seguir vamos definir alguns operadores diferenciais
com os quais vamos trabalhar nesta dissertacao.

Definicao 2.24 O gradiente de f, denotado por Vf, é o campo vetorial em M

metricamente equivalente a diferencial df € X* (M)

Ou seja,
(V. X)=X(f) = df(X),
para qualquer X € X (M)

: —nt1 ~
Se {e;} um referencial ortonormal em p € M, entdo

n+1

Vf= Z€i€i(f)€i, (2.25)

onde ¢; = (e;, e;) paracada i € {1,...,n+ 1}.
De fato, de (2.21) obtemos

n+1 n+1 n+1

Vf = Zei(Vf, ei)e; = Zeidf(ei)ei = qui(f)ei.

=1 =1 =1
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Definicao 2.25 A divergéncia de um campo X € %(H), denotada por div(X), €
definida por
div(X) = tr(Y — VyX). (2.26)
n+1
Se {e;} for um referencial geodésico (veja Lema 2.9) em p e X = Z X;e;, entao
i=1

n+1
div(X) =) ei(X5).
i=1
De fato,
n+1 n+1

div(X) = tr(YHva):ZEZ(le e;) Zelv E:XeJ ), €i).

=1

Como
Ve, (Xje;) = X;Ve,e; + ei(X))e;
entao
n+1 n+1
le(X) = Z €; Z<{va€jej + ei<Xj)€j} 76i>
i=1  j=1
n+1 n+1

_ ZQZ{X (Ve e + e(X) (e, e}

Desde que o referencial {e;} é geodésico em p, (veiej) (p) = 0. Logo,

nt+l  n+l n+1
div(X) = ZelZez e ej) = Ze?ei(Xi)
n+1 -
i=1

Definicao 2.26 O hessiano de f, denotado por Hessf, € a aplicacao Hessf : X (M) X
X (W) —- X (H) definida por

Hessf(X,Y) =(VxVf,Y), (2.27)
para X,Y € X (H)
Observagao 2.2 O hessiano de [ satisfaz
Hessf(X,Y) = X(Y(f)) - (VxY) (f) (2.28)
para quaisquer X,Y € X (H) De fato, se X, Y € X (M) entao

X(Y(f)) = XUVLY))=(VxVLY)+(Vf,VxY)
= Hessf(X,Y)+ (Vf,VxY)
= Hessf(X,Y)+ (VxY) (f).
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Além disso, segue da Observacao 2.2 que o hessiano Hessf é uma forma bilinear
e simétrica em X(M). De fato, a bilinearidade ¢ facilmente verificada a partir da
definicio. Vejamos a simetria. Sejam X,Y € X(M). Aplicando a Observacdo 2.2 e a
defini¢ao do colchete [X, Y] obtemos

Hessf(X,Y) = [X, Y]+ Y(X(f)) — (VxY) (f). (2.29)

Da simetria da conexdo de Levi-Civita de M V temos [X,Y](f) = (VXY) (f) —
(VyX) (f), que introduzida em (2.29) nos dé

Hessf(X,Y) = — (VyX) (f) + YX(f). (2.30)

Segue da observagao 2.2 que Hessf(X,Y) = Hessf (Y, X).

Definicao 2.27 O laplaciano em MnH, denotado por A, € a aplicagao A : C™ (H) —
c> (H) tal que

Af = tr(Hessf). (2.31)
Se {e;} for um referencial ortonormal em p € M o laplaciano de f em Vi
satisfaz
n+1 n+1
Af = > eV Vfe) Ze, {ei(Vf &) — (VI Ve
i=1
n+1

_ Ze {ei(ei(f) = (Ve (N}

onde na segunda igualdade usamos a compatibilidade da conexao V com a métrica.
Consequentemente, se o referencial {e;} for geodésico em p, entao

n+1

Af = Z eiei(ei(f)) (2.32)

Outra forma de definir o laplaciano de f € C* (M) ¢ Af = div(V f). De fato,
seja f € D(M™). Entao

n+1
Af = Z €(Ve,VF e) =tr(Y — VyVf) = div(VF). (2.33)

i=1
A seguir veremos uma forma para calcular o gradiente e o laplaciano para a

composta de uma funcgao real com uma fungao em uma variedade Riemanniana.



31

Lema 2.10 Sejam M"™ uma variedade Riemanniana com métrica g = (-,-) e conexdo
de Levi-Civita V, h : M™ — R uma fun¢ao em C®°(M) e ¢ : R — R func¢ao em
C>(R). Entao

(@) V(¢oh)=¢'(h)Vh;

(b) A(poh)= ¢”]Vh|2 + ¢'Ah.
Prova.

(a) O gradiente de uma funcdo é o campo de vetores métricamente equivalente a

diferencial dessa funcao. Dessa forma,

(V(goh),X) = d(¢oh)(X)=¢(h)dh(X)
= ¢/<h)<Vh>X> = <¢/(h)Vh7X>a

para qualquer X € X(M). Portanto V(¢ o h) = ¢/(h)Vh.

(b) De fato,

n

Algoh) = tr(Hess(poh)) = (Ve V(oo h),e)

= ¢(h) Z%w e;) + Z ei(¢'(h))(Vh,e;)
= ¢(h)Ah+(V(¢/(h)), Vh)
= ¢"(h)Ah+ ¢'(h)(Vh,Vh)

= ¢"()Ah+¢'(h)|VA],

onde usamos o item (a) nas igualdades acima.

2.2.6 Tensor Curvatura

Lema 2.11 ([9], Lema 3.35) Se M ¢ uma variedade semi-Riemanniana com cone-
zio de Levi-Civita V, entio a aplicagio R : X(M)* — X(M), dada para X,Y,Z €
X (M) por

R(X.Y)Z =VyVxZ — VxVyZ + Vixy Z

. V3 - . —n+1
¢ C°(M)-trilinear, sendo denominada o tensor de curvatura de M~ " .
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Sempre que p € M e v,w €T, pM gerarem um subespaco de dimensao 2 nao-
degenerado de T, M, segue do item (a) do Lema 2.6 que (v, v){w,w) — (v,w)? # 0. Faz
sentido, portanto, a seguinte

. . ——ntl , R : —n+1
Definicao 2.28 Sejam M uma variedade semi-Riemanniana, p € M eo C

T,M um subespago de dimensdo 2 nio-degenerado de T,M. O nimero

(R(v, w)v, w)

(v,v><w,’w> — (v, w)?

K(o) =

. . . . . —n+1
independe da base escolhida {v,w} de o, e é denominado curvatura seccional de M

em p, sequndo o.

Uma variedade semi-Riemanniana M tem curvatura seccional constante em
p € M se os nimeros K (o) da defini¢do acima independerem do subespago de
dimensdo nio-degenerado o de T,M. Se dim(M) > 3 e M tem curvatura seccional
constante, o andlogo do teorema de Schur para variedades semi-Riemannianas (cf. [9],
exercicio 21 do Capitulo 3) garante que o valor de K (o) também independe do ponto
pE M escolhido.

Aproximando subespagos de dimensao 2 degenerados o de T, pﬁ através de sub-
espagos nao-degenerados, pode-se mostrar que o fato de M ter curvatura seccional
constante determina seu tensor curvatura R. Mais precisamente (cf. [9], Corolario

5+l . . ~
3.43),se M tiver curvatura seccional constante ¢, entao

RX,)Y)Z =c{(X,2)Y = (Y, Z)X}, (2.34)
para todos X,Y, 7 € X (H)

.~ . =—n+l . . . . =Y
Definicao 2.29 Seja M uma variedade semi-Riemanniana com R denotando seu
tensor curvatura. O tensor curvatura de Ricci de M, denotado por Ric, € definido como

sendo a contragio C3 (_R) €% (W), cujas componentes em um sistema de coordenadas
n+1

~ i —m
sao R; = g R
m=1

Em um referencial ortonormal E; o tensor Ric é dado por

n+1
Ric(X,Y) =Y &(RxpY, E), (2.35)

=1

onde ¢; = (E;, E;) (ver Lema 52, Capitulo 3, de [9]).
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2.3 Hipersuperficies Tipo-espaco em Variedades

de Lorentz

. —n+1 . . ~ L .

Sejam M~ uma variedade de Lorentz de dimensao n + 1 e com métrica (-,-) e
M™ uma variedade diferenciavel e conexa de dimensao n. Uma imersao suave x : M"™ —
—n+1l , .. . L. . —n+1 L. . . n
M ¢ dita uma hipersuperficie tipo-espago de M se a métrica induzida em M
pela imersao x for Riemanniana. Neste caso, também denotaremos por (-,-) a métrica

n . ——n+1 . ~
de M"™. O resultado a seguir garante que se M for temporalmente orientada, entao
suas hipersuperficies tipo-espago sao necessariamente orientéveis.
Proposicao 2.30 Se M" é uma hipersuperficie tipo-espago de uma variedade de Lorentz

. —n+1 ~ . . -
temporalmente orientada M, entao M™ admite um campo vetorial normal unitdrio

N € X(M)*, apontando para o futuro. Em particular, M™ ¢ orientdvel.

Prova. Fixe um campo V € X (H) que dé a orientacao temporal de WH, e observe
que, para todo p € M, o conjunto de todos os vetores tipo-tempo v € TPM ¢ a uniao
disjunta de C' (V(p)) e C (=V (p)).

Tome, em cada p € M™, um vetor unitario N(p) € T,M=*. Desde que N(p) é tipo-
tempo, trocando N (p) por —N(p) se necessario, podemos supor que N(p) € C(V(p)).
Deste modo, definimos unicamente um campo vetorial normal unitério N sobre M",
apontando para o futuro; resta-nos mostrar que tal campo N é suave.

Seja, entdo, p € M"™ e tome um referencial movel {e;} sobre uma vizinhanga
aberta e conexa U de p em M. Entdo N =V — 327 (V,¢;)e; ¢ diferenciavel e normal
a M em U, com .

<N7N>:<N7V>:<Vav>_Z<Vaei>2'

=1
Mas (V, V) = 3" (V,e;)? — (V, N)?, de modo que (N, N) = —(V, N)? < 0. Portanto,

N(q) € C(V(q)) para cada g € U, e N = %, diferenciavel. [

Se M for uma variedade de Lorentz temporalmente orientada e z : M" —
M for uma hipersuperficie tipo-espago, a escolha de um campo normal unitario N
como na proposicao anterior é dita uma orientacao temporal para M™. Diremos ainda
que N é a aplicagao normal de Gauss de M™ apontando para o futuro.

Ainda em relacao a situacao do paragrafo anterior, exceto pela métrica, objetos

o~ . .o~ ——n+1
sem barra se referirao a M"™, ao passo que objetos com barra se referirao a M .
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Em particular, V e V denotarao as conexoes de Levi-Civita, e R e R os tensores de
n . ontl .
curvatura de M"™ e M, respectivamente.
. . —n+1 , . . ~
A seguir vamos considerar que M ¢ uma variedade de Lorentz de dimensao
n 7+l . ST .
n+1,x: M* —- M ¢ uma hipersuperficie tipo-espago orientada por um campo
normal unitario N globalmente definido em M.

Nao é dificil mostrar que
VxY = (VxY)T

para todos X,Y € X(M) (cf. |9], Lema 4.3), onde (-)T denota a componente tangente

a M. Assim, podemos escrever
VxY =VxY +a(X,Y), (2.36)

onde a(X,Y) = (VxY)* é a componente normal a M™ em M
Néo ¢ dificil provar que o : X(M) x X(M) — X1 (M) é uma aplicagao C*°(M)-
bilinear e simétrica (cf. [9], Lema 4.4), denominada a sequnda forma fundamental da

imersao z. Portanto, definindo A : X(M) — X(M) pela igualdade
(AX,Y) = (a(X,Y), N), (2.37)

para todos X,Y € X(M), obtemos um campo de operadores lineares auto-adjuntos
A, T,M — T,M, pe M", denominado o operador de Weingarten da imersao .

Para referéncia futura, dado p € M", dizemos que os autovalores de A, sao as
curvaturas principais de x em p (em relagdo a orientagao temporal escolhida para M).
Ademais, um ponto p € M™ é umbilico se todas as curvaturas principais de z em p
forem iguais.

Pela compatibilidade da conexdo V com a métrica (-, -), temos
0= X(N,N)=2(VxN,N) = (VxN,N) =0.

Assim,

(VxN)*t = —(VxN,N)N =0.

Portanto, obtemos a formula de Weingarten da hipersuperficie

VxN = (VxN)'' = —AX (2.38)
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para qualquer X € X(M).
Sejam X,Y,Z € X(M). Existe uma fungao feC>(M) tal que o(X,Y) = fN.
Entao

<U(X7Y)7N> :f<NaN> =—f

donde, por (2.37) tem-se
f= _<U(X> Y)> N) = _<AX7 Y>

e portanto

o(X,Y)=—(AX,Y)N (2.39)

Substituindo em (2.36), obtemos a férmula de Gauss da hipersuperficie
VxY =VxY — (AX,Y)N. (2.40)

A proposicao a seguir estabelece as equagoes fundamentais que relacionam as

geometrias de M" e M por intermédio da segunda forma fundamental da imersao.

Proposicao 2.31 Seja M uma variedade semi-Riemanniana de dimensdo n +1,
—n-+1 . L. . .

x: M" — M uma hipersuperficie tipo-espago orientada por um campo normal

unitdrio N globalmente definido em M e A : X(M) — X(M) o operador de Weingarten

correspondente, chamado aplicacao de Gauss da hipersuperficie x. Para X,Y,Z €

X(M), temos:

(a) (Equagao de Gauss)
R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z)" — (AX,Z)AY + (AY, Z)AX.
(b) (Equacao de Codazzi)
(R(X,Y)N)*: = (VA(Y,X) - VA(X,Y), Z)
onde

VA(Y,X) = Vx(AY)—A(VxY).

Prova. Com o objetivo de obter uma expresdo para o tensor curvatura R(X,Y)Z de

Mnﬂ, desenvolveremos abaixo os termos VyVxZ, VxVyZ e v[Xy}Z . Comecemos
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com VyVxZ. Das formulas (2.38) e (2.40), obtemos
VyVxZ = VyVxZ—Vy({AX,Z)N)

= VyVxZ—(AY,VxZ)N — ((AX,Z)VyN + Y(AX, Z)N)

= VyVxZ— (AX,Z)VyN — ((AY,VxZ)N + Y{AX,Z)N)

= VyVxZ+ (AX,Z2)AY — ((AY,VxZ) +Y(AX,Z)) N

= VWVxZ+ (AX,2)AY — ((AY,VxZ) + (VyAX,Z) + (AX,VyZ)) N.

Logo
VYVXZ =VyvVxZ+ <AX, Z>AY -+ (ﬁyﬁxZ)L, (241)

onde

(VyVx2)t = —((AY,VxZ) + (VyAX, Z) + (AX,VyZ))N.
Permutando X e Y em (2.41), obtemos
VXVYZ = VxVyvZ + <AY', Z>AX -+ (vxvyZ>L, (242)

onde

(VxVyZ)t = - ((AX,VyZ) + (VxAY,Z) + (AY,Vx Z)) N.
Além disso, da equagao (2.40), temos
VixyviZ = VixyZ — (A[X,Y],Z)N. (2.43)

Somando as equagoes (2.41) e (2.43) e subtraindo a equagao (2.42), obtemos a equagao

que relaciona R e R. De fato,

R(X,Y)Z = VyVxZ—-VxVyZ+VxyZ
= R(X,Y)Z+(AX,Z2)AY — (AY, Z)AX + (R(X,Y)Z)*
onde (R(X,Y)Z)t = (VyVxZ)* — (VxVyZ)*t — (A[X,Y],Z)N.

(a) Tomando a componente tangente da expressiao de R(X,Y)Z, obtemos a equacao

de Gauss

RX,Y)Z = (R(X,Y)Z)" — (AX, Z)AY + (AY,VxZ).
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(b) Tomando a componente normal da expressio de R(X,Y)Z, temos
(RX,Y)Z2)r = (VyVx2)r = (VxVyZ2)*: — (A[X,Y], Z)N
= —((AY,VxZ) + (VyAX,Z) + (AX,VyZ)) N
+ ((AX,VyZ) + (VxAY,Z) + (AY,VxZ)) N — (A[X,Y], Z)N.

Cancelando alguns termos e usando a definicao do colchete de Lie, chegamos a

equacao de Codazzi
onde

VA, X) = Vx(AY)— A(VxY).
m

Como uma consequéncia imediata deste ultimo resultado temos, para ambientes

de curvatura seccional constante, o seguinte

Corolario 2.32 Nas hipdteses da proposicao anterior, se M tiver curvatura sec-
cional constante ¢ e X, Y, Z, W € X(M), entao:

(a) (Equagdo de Gauss)

(R(X,Y)Z, W) = c{(X, 2)(Y, W) = (X, W)(Y, Z)}

(2.44)
+ (AX, W)AY, Z) — (AX, Z)(AY, W).

(b) (Equagao de Codazzi)
(VxA)Y = (VyA)X. (2.45)

2.4 Campos Conformes

Se """ 6 uma variedade de Lorentz, dizemos que um V € X (M) é conforme se

para alguma fun¢io ¢ € C* (M), onde Ly (,-) denota a derivada de Lie da métrica
de " na diregao do campo V' (veja Definigao 2.14) e a fungao ¢ é o fator conforme
de V.

O seguinte lema caracteriza um campo conforme.
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Lema 2.12 V € X (M) ¢ conforme se, e somente se,
(VxV,Y) + (X, VyV) =20(X,Y),

para quaisquer X,Y € X (H)
Prova. Da Proposicao 2.11 temos

Ly(X,Y) = V(X)Y)—(Ly(X),Y) = (X, Ly(Y))
= VX, V) —([V.X].Y) = (X, [V,Y])
= (Vv X,Y)+(X,VyY) — (Vi X,Y)
+(VxV,Y) — (X, VyY) + (X, VyV)
= (VxVY) + (X, VyV),

para quaisquer X,Y € X (H) [ |

Como uma consequéncia imediata do tltimo resultado, temos que V' é um campo
de Killing (isto é, um campo cujo fluxo é uma isometria, cf. [9], Proposi¢ao 9.23) em

+1
M se, e somente se, ¥ = 0.

2.5 Espaco de Robertson-Walker Generalizado (GRW)

A fim de descrever uma classe importante de variedades de Lorentz que possui
um campo conforme, sejam M"™ uma variedade Riemanniana completa, com métrica
denotada por g = (-, )ar, e I C R um intervalo aberto. Na variedade produto I x M",
sejam 7y e Ty as projecoes candnicas sobre I e M™, respectivamente. A partir dos
tensores métricos (, ); = dt? e g vamos definir um tensor métrico Lorentziano g = (-, -)

——n+1

em M
Proposicao 2.33 Sejam p € M" ev,w € T, (M) e f: I — R uma funcao diferen-
cidvel positiva. A aplicagcao
Gp = () Tp (M) xT, (M) — R
definida por

(v, w)p = —((mr)wv, (w1)sw); + F()((Far)sv, (Tar)ew) (2.47)

. o ——n+1 Y .
¢ um tensor métrico em M, com indice igual a 1, onde (7). e (mpr). denotam as
diferenciais de my; e wy em p, respectivamente, e na expressao acima estamos identifi-

cando f com a aplicagao composta f o my.
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Prova. Seja p € M. Tnicialmente (-,-)p € bilinear e simétrico por causa da bilin-
earidade de (-,-); e (-,-)». Para provar que g, ¢ nao-degenerado, seja v € T), (M) e
suponha que

(v,w), =0, YweT,(M). (2.48)

Em particular, seja w € T,(I) C T, (M) arbitrario. Assim (v,w), = 0. Desde que

(m7)s(w) = w e (mpr)«(w) = 0, segue de (2.48) que (v, w), = 0. Assim,
(v, W)y = =((m1)w0, (m1)ew); = ={(71)wv,0); = 0 = (71).0 = 0,

pois w é arbitrario em 7,(/). Analogamente, seja w € T,,(M) C T, (H) arbitrario. Dai

(mr)«(w) =0 e (mar)e(w) = w, e assim

(v, w)p = FP)(Tar)v, (mar)w)yy = 0= (v, w)p = F2(P){(Tar)sv,w)y, = 0

Uma vez que f é positiva temos ((m).v,w),, = 0. Logo (ma).v = 0. Consequente-
mente v = (7m7),v + (mar)«v = 0. Isso mostra que g é nao-degenerado.
Resta mostrar que o indice v, de g, é constante e igual a 1. Para isto calcularemos

a matriz de g, em um sistema de coordenadas {t,z1,...,z,} em M. Com efeito,
(@p)11 = (0, 0r) = —((71):0%, (m1)+ 01 = —1.
Se i, j # 1 entdo
(@,)i5 = (0:,05) = L2 () {(mar) <0, (ma0)w05) s = 2(0)(9p)is
Além disso, se i =1 ¢ j # 1, temos
(@p)15 = (00, 0j)p = (71200, (7120501 + () ((7ar)wBr, (War)0j) s = 0,

pois (77)+0; = 0 e (mar)«0; = 0. Como (-, -) é simétrica entao (g,)a = 0 se i # 1. Desta

forma, podemos montar a matriz que representa (-, -)p.

-1 0 0

0 W) - PP (g
(gp>l'j_ . . . .

0 PO - P) )]
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onde a (g,);; sdo os termos da matriz que representa a métrica g de X". Observando a
. . . 1
matriz acima concluimos que o indice de g, igual a 1 para qualquer p € M. Portanto

, . —n+1 , . . ~
o indice de M é constante e igual a 1. Concluindo a demonstragao. |

Defini¢ao 2.34 Sejam (M", g) uma variedade Riemanniana completa de dimensao n,

(n >2), I C R um intervalo aberto munido da métrica —dt* e feC*(I) uma fungao

positiva. A variedade produto I x M™ munida do tensor métrico g definido pela equagao

(2.47) € chamada um espaco de Robertson- Walker generalizado (GRW), e serd denotado
—n+1

por M~ = —I x; M".

A seguir apresentaremos algumas propriedades de campos de vetores em um

espaco GRW, que serao importantes para nossos objetivos.

Observacao 2.3 Dado X € X(M), tem-se [X,0;] = 0. De fato, seja {t,x1,...,x,}
um sistema de coordenadas em M+ = —I Xp M"™. Assim, se h € C®°(M) e X =

Z o;0; entao
i

9, (X(h) = 9 (Za@(h)) :Zat (a;0;(h))
= Z {01(i)0;(h) + 0, (0i(Rh)) }

Como «; nao depende de t entio 0y(a;) = 0. Usando o Teorema de Schwarz do R™,

obtemos

0y (X (h)) = X (0,(h))
Portanto o colchete [ X, 0] = 0.

Se X for um campo de vetores na fibra Riemanniana M"™ de um espaco GRW
M= I x § M™ dizemos que X é um campo horizontal. Por outro lado, os campos
na direcao temporal sao chamados de campos verticais. Em particular o campo 9;, que
¢ por definicao o campo de vetores tipo-tempo na dire¢cao que contém I, &€ um campo
vertical.

Proposicao 2.35 Sejam Mt =g Xt M™ um espago GRW e X € X(M), ou seja,

X € um campo horizontal. Entao

(i) VO = Vo X = f7x,

(ii) V5,0, = 0.
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Prova.
(i) Mostremos que (Vx0;,d;) = 0. De fato, pela formula de Koszul (2.24), temos

20Vx0,0,) =  X(0,,0,) + 0,(0,, X) — 0,(X, 0,)
—(X, [0y, 04]) + {0y, [0, X]) + (0, [X, D).

Com excegao dos termos (0, [0, X|) e (0, [X,0;]) todos os outros termos sao

nulos, de forma que a equagao acima reduz-se a
2(Vx 0, 0) = (04, [0, X]) + (01, [X, D))

Como o colchete de campos é anti-simétrico, ou seja, [X, Y] = —[Y, X]|, VX,Y €
X (M), temos (Vxd;, ;) = 0. Logo, Vx0; & horizontal. Segue da observacio 2.3

e da simetria da conexao afim de M que Vy, X = Vx0,.
/
Para mostrarmos que V0, = 7X seja Y um campo horizontal. Assim

2(0Vx0,Y) = X(0,Y)+0{Y,X) - Y{(X,0,)
—(X, [0, Y]) + (0, [Y, X]) + (Y, [X, G1])
= at<Y7X>+<ata[Y7X]> :at<KX>7

onde usamos a observagao (2.3) e na ultima equagao que [X,Y] € X(M) ¢ orto-

gonal a d;. Da definicao da métrica de WH, Equagao 2.33, segue que
2<vXat7 Y> - at (f2<X7 Y>M) ’

pois (77)«(X) = 0,VX € X(M). Assim, como J; ((X,Y)r) = 0, entao

! £2
2Tk Y} = 00 (1) (XY = 200X V)as = L6 ¥
Novamente da defini¢ao de g, temos (X,Y) = f2(X,Y),,, assim,
(Vx0,Y) = (fT/X, Y). (2.49)

Agora generalizaremos para um campo Z € X (H) arbitrario. Como Z = Z* —

(Z,04)0r, onde Z* = (mpr).(Z) entao

<VXat,Z> - <VXat,Z*> — <Z, at><vxat,at> - (7)(@,2*)
_ Il
= (GFX={FX2,
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onde usamos a equacao (2.49) e (Vxd;, d;) = 0.
f/

Como Z é arbitrario e g é ndo-degenerado segue que Vy0, = =X

f

(ii) Mostramos que (V,0;,9,) = 0. De fato, pela compatibilidade da conexdo com a

métrica, temos

(Vo,0:,0) = 0,((0,,0,)) — (V5,0,0;) =
(Vo 0) = 50(-1)=0 (2.50)

Com o mesmo raciocinio e o item (i) dessa proposigao vamos mostrar que (Vy,0;,

X) = 0. De fato,

(Vo,0, X) = 0,0, X)) — (0, Vg, X) =
(Vo,0;, X) = at(<8t,X))+(0t,7/X>.

Como (0, X) = 0, entao
(Va,01, X) = 0. (2.51)

Segue de (2.50) e (2.51) que Vp,0;, ¢ horizontal e vertical. Logo é nulo. Isto

conclui a demonstragao.

Um espaco GRW ¢ um exemplo de variedades semi-Riemannianas que possuem

um campo conforme, como mostra o seguinte resultado.

Proposigao 2.36 O campo vertical V- = f0; em M =g Xy M", onde f = fomy,

é um campo conforme. Além disso, o fator conforme de'V é ¢ = f’.
Prova. Do Lema 2.12 precisamos provar que
(VxV,Y) + (X, VyV) =2f(X,Y),

para quaisquer X,Y € X (M)
Mostremos primeiro que

VxV = fX,
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para qualquer X € X (M) De fato, seja X € X (H) . Assim X = X*— (X, 0,)0;, onde
X* = (my).X. Dai

va = v(X*—<X,at)at)(fat) = vX*(fat) - <X7 at>v(9t(fat>
= {va*at + X*(f)at} — (X, ) {fvatat + at(f>at} )

Agora, usando a Proposi¢ao 2.35, e que X*(f) = 0, pois f = f o 7 esta definida em I,
temos

vxv = f’X* - f,<X7 at)&f = f,{X* - <X7 (9,5)8,5} = le,
para qualquer X € X (M)
Dessa forma
(VXVY) + (X, VyV) = (f'X,Y) + (X, f'Y) = 2f(X,Y),

para quaisquer X,Y € X (M) [ |

Uma propriedade interessante dos espacos GRW ¢ que a fibra Riemanniana M;" =
{t} x M"™ quando orientada pelo campo 0, sua curvatura média H; é a mesma, para

cada t.

Proposicao 2.37 Seja M= —Ix¢M"™ um GRW. Se orientarmos os slices M," =
/()
f(t)

{t} xM™ com o campo 0y, entdo a curvatura média H(t) de M é igual a , para

qualquer t € 1.

Prova. Seja e; um referencial ortonormal em p. Assim

n

HO) = =3 (deved, = = (VLN e,

— %Z (Ve, 0, €i>p = %Z <J;c,(<;>) €i, €i)p
R WUOR SN {0
= 2 ; Pl =Ty

para qualquer t € I. [
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2.6 O Steady State Space

Nesta secao vamos apresentar um exemplo muito importante de espaco GRW: o
Steady State Space, denotado por H"*!.
Seja L"*2 o espago de Lorentz-Minkowski (n + 2)-dimensional, que é o espago

euclidiano R"*t2 munido com a métrica Lorentziana
n+1

<U7U> = E UiV; — Up4+2Un+2,
=1

para quaisquer u,v € R"2,
A hiperquédrica
SIH = {z € R"?; (z,2) = 1}

formado por todos os vetores unitarios tipo-espaco de L"*2, munida com a métrica
induzida de L."*2, é chamada o espaco de Sitter.

Denotaremos por D e V as conexdes afim de L"*2 e ST respectivamente. O
espago de Sitter é uma variedade Lorentziana (n + 1)-dimensional completa e com
curvatura seccional constante e igual a 1. De fato, seja f : L2 — R a funcao definida

por f(p) = (p,p), p € L"*2. Dessa forma S}t = f~1(1). Como S}*' estd imerso em

Df(p)
IDf(p)

L"*2 via a inclusdo, ele é orientado pelo campo normal unitério N(p) = , onde

D denota o gradiente em L"*+2.

Calculemos o gradiente de f. Se X € X(L"*?), entdo

(Df(p), X(p)) = X(f(p))=X{p,p)=2(Dxp,p),

para qualquer p € L2

Desde que

(Dxp)(q) = % _ dp(c(t)

dt = ()= = X(c(t))],—o = X(q),

t=0

t=0
para qualquer ¢ € L"*2 onde ¢ : (—¢,€) — L™ ¢ uma curva diferencivel tal que
q = c(0)ed(t) = X(t). Dai (Df(p),X(p)) = (2p, X(p)), para qualquer p € L"*%
Como a métrica é nao-degenerada entao D f(p) = 2p. Assim N(p) = p, para qualquer
p € SI ¢ a aplicacdo de Gauss da inclusdo do de Sitter em L"2. Entdo, a formula

de Weingarten da inclusao (cf. Segao 1.2 de [8]) ¢ dada por

AX = —(DxN)" = —(Dxp)" = - X" = =X,
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para qualquer X € X(S7t).
Como a curvatura de L"*2 é constante e igual a zero, se denotarmos a curvatura

de S'* por R, entdo a equacio de Gauss (cf. Secdo 1.2 de [8]), é dada por
RX,Y)Z = (X,Z2)Y —(Y,2)X,

e portanto a curvatura seccional de S} é constante e igual a 1 (cf. Secdo 1.2 de [8]).
Além disso, a formula de Gauss da inclusao do espaco de Sitter em L"*2 ¢ dada

por (cf. Segao 1.2 de [8])
DxY = VxY + (X, Y)N. (2.52)

Uma vez que e, = (0,...,0,1) é um campo de vetores tipo-tempo unitario glo-
balmente definido em "2, segue da Proposicao 2.8 que ele determina uma orientacao

temporal em L"+2.

Definicao 2.38 O steady state space € o espaco GRW H" ™ = —R x . R™.

Denotaremos a conexao afim de H"*! por V.
Seja a € L2 um vetor tipo-luz apontando para o passado, isto ¢, {a,a) = 0 e

(a,e9) > 0, onde €,,2 = (1,0,...,0). Entao, a regiao aberta
{z € ST (2, a) > 0}

do espaco de Sitter SI™! ¢ isométrica a H" . Por isso H"*! é extendivel. Logo é
nao-completa. H"*! é apenas uma metade do espaco de Sitter.
Seja K(x) = a — (x,a)x, para qualquer z € H"™!. Veremos que K ¢ um campo

tipo-tempo em K € X(H"™) que é conforme e fechado em H". De fato,

(K(z),K(z)) = {a,a)—2{(a,z)*+ (a,2)*(z,x)

= {a,a) + (a,2)* (=2 + (z,2)) = —{a,2)? <0,

onde usamos que a ¢é tipo-luz e x € H"H1.

Por outro lado, como dim (T, ") = dim (7,S7*") = n + 1, entdo

TSt = T,H" ™ = {v € L"*?; (v, z) = 0}.
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Desde que (K(z),z) = 0, temos K € X(H"*!). Além disso, da férmula de Gauss
equation (2.36), obtemos

VvK = DyK — (AV,K)x = DyK + (V,K)x
= Dy(a— (z,a)z) + (V,K)x
= Dya— ((z,a)Dyz + V((z,a)z)) + (V, a)x — (z, a)(V, 2}z
— Dya— {z,a)Dy(z) — (Dyz,a)z — (z, Dya)z + (V, a)z
—{z, a)(V, ). (2.53)

Como Dya = 0 entao
Vv = —(z,a)V — (V,a)x + (V,a)x = —(z,a)V,

para qualquer x € H"™!, mostrando que K ¢ um campo conforme com fator de con-
formalidade —(x, a).

A seguinte proposicao foi apresentada pela primeira vez em [6] e afirma que o
steady state space pode ser folheado por hipersuperficies totalmente umbilicas isométri-

cas ao R™.

Proposicao 2.39 Nas condi¢oes acima, a distribui¢cao n-dimensional D definida em
HnJrl por
p€H"™ = D(p) = {veT,(H"); (K(p),v) =0}

determina uma folhegao tipo-espago F(K) de codimensio 1 orientada por K. Além

disso, as folhas de F(K) sao as hipersuficies totalmente umbilicas de H™!
L'(t) ={z € S""{x,a) =7}, 7 > 0,

que sao isométricas ao R™. Além disso, L"(T) possui curvatura média constante com

respeito a aplicagao de Gauss

N, (x) = = — %a,x e L"(r),
onde |K(2)| = (—(K(2), K(2))'* = (a,2) = 7.

A curvatura média H., da inclusdo do steady state space no de Sitter, com
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respeito a esta aplicacao de Gauss é constante e igual a 1. De fato,

—Av = V,N, = D,N, — (D,N;,z)z

_ D, (1’ _ %a) (D, (:v _ %a) )
— Dyr— (Dyz,2)z+ {DU (—%a) (D, (—%a) ,:1:);1:}

= Dyx — (Dyx,x)x,

onde usamos que D,a = 0.

Como D,z =v ewv € T,yH" !, entao
Av = —v,

para qualquer v € T,H""!. Segue que

—1
H, = —tr(A) =1,¥r > 0.

n



Capitulo 3

Funcoes Suporte e Altura num Espaco
de Robertson-Walker Generalizado
(GRW)

Neste capitulo, vamos apresentar algumas ferramentas analiticas que usaremos
para demonstrar os principais teoremas dessa dissertagao, os quais apresentaremos no
proximo capitulo. Veremos como calcular o laplaciano de algumas fungoes que ajudam
a entender a geometria das hipersuperficies tipo-espaco que estamos estudando, as

quais chamaremos de func¢ao suporte e funcao altura.

3.1 Funcao Suporte

. —n+1 . . L. _ -
Sejam M~ uma variedade Lorentziana conexa com métrica g = (-, -) e conexao
de Levi-Civita V munida com um campo conforme V' e 3" uma variedade diferenciavel
orientavel de dimensao n, onde N denota sua orientagao. A fungao n : X" — R definida
por n = (V, N) é chamada a funcao suporte relacionada a N.

Por simplicidade de notagao, também denotaremos por (-,-) a métrica Rieman-
niana de X" e denotaremos por V sua conexao de Levi-Civita. Além disso, em toda a
. ~ ~ . ——n+1 ~
dissertacao as notagoes com barra referem-se a variedade M, enquanto as notagoes

sem barra fazem referéncia a X".
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o~ . —n+1 .
Proposicao 3.1 Seja V' um campo conforme em M~ munida com um fator conforme

denotado por ¢. Se 1 : X" — M ¢ uma imersdo tipo-espago e n = (V, N), entao
Ay = n(V, VH) + 1 {Ric(N, N) + |AP} +n {Hé — ()}, (3.1)

onde VH € o gradiente de H na métrica de X", Ric ¢ o tensor de Ricci de M e |4|

€ norma de Hilbert-Schmidt de A.

Prova. Fixe p € X" e considere a base ortonormal {e;} de T,X que diagonaliza
o operador de Weingarten A. Considerando uma bola normal de " contendo p e
fazendo transporte paralelo de cada e; ao longo das geodésicas radiais, obtemos um
referencial geodésico {e;} em p (veja Lema 2.9). Extenda {e;} a uma vizinhanga de p
em M Logo, por meio do transporte paralelo de cada e; ao longo da geodésica de

—n+

M que passa por p e tem velocidade N (p) no instante ¢ = 0, obtemos (Vye;) (p) =

(lz;i) (0) = 0.

Em p escrevamos

V= Z aze; —nN. (3.2)
=1

s - s 1
Pela compatibilidade da conexao com a métrica de M em P

6@'(”7) =6 (<N7 V>) = <veiN7 V) + <N?veiv>7

Aplicando a definicao do operador de Weingarten A de ", para o vetor e;, na

altima equacao acima, obtemos
61(”) = _<Aei7 V> + <Na vei‘/>- (33)

Como {e;} é um referencial geodésico em p, entao o laplaciano de X" da funcao

n em p é obtido pela formula An = Z e; (e;(n)). Usando a equagao (3.3), temos

i

AT] = _Z€i<Aei7V> + Z€i<N, veiV) (34)
Novamente, pela compatibilidade da conexao com a métrica de M em P

= ei{Ae, V) == (Ve Aei, V) =) (Ae;, V. V) e
Zzeiuv, V. V) = ZzﬁezN, V., V) + Z (N,V. V. V).

2 7 2
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Substituindo essas expressoes em (3.4) e aplicando a definigao do operador de
Weingarten A de X" para e;, temos
An==Y (Ve Ae;, V) =2 (Ae;, V., V)+ ) (N, V. V,V). (3.5)
Analisemos separadamente cada termo de (3.5) em p. Para isto, definamos
= (Ve Aei, V), b= (Ae;, V. V) e c=> (N, V., V., V). (36

Assim, podemos reescrever a equagao (3.5) na forma
An=—a—2b+c. (3.7)

Analizemos inicialmente o termo a. Escrevendo Ae; na base de auto-vetores {e;}
em 7,3 encontramos, para cada ¢ € {l,...,n}, nameros hy; € R tais que Ae; =

Z hiie;. Assim, temos fungoes h; : 3" — R, para cada ¢ € {1,...,n}. Calculando a

derivada covariante de Ae; com respeito a e; em p, temos

Ve de; =Y Ve (hae) = Y haVee+ Y eilha)e
z ! z

Segue da expressao acima que

a = Z (Ve Ae;, V Zhd (Veer, >+Zei(hil)<el,‘/). (3.8)

Aplicando a equagao (2.36) e usando que N é um campo unitario e tipo-tempo,

temos .
<Vei6l7 N>
(N, N)

onde V & a conexao de X". Desde que (V.e)(p) = 0, pois {e;} é um referencial

Veiel = Veiel + N = Veiel - <vei€l, N)N,

geodésico de X" em p, segue

Ve = —(Vee, NN (3.9)

Além disso,
(e, V Zal e, er) —n{N,e) = . (3.10)

Substituindo (3.9) e (3.10) em (3.8), obtemos
a = —<V, N> Z hil<vei€l, N> -+ Z alei(hil)
il il
= —nZhﬂ(veiel,N) + Zalei(hil). (311)
il il
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1 et ~ L. ——n—+1
Por outro lado, usando a compatibilidade da conexao com a métrica de M em

p, equagao (2.23), na expressao ¢;(N, ¢;) = 0, vamos mostrar que

(N,V.e) = hy. (3.12)
De fato,
ei(N,et) =0 = (V¢,N,e)+ (N, V,e)=0
= <N 7 > = —<veiN, €l>
= (N,V.e) = (Ae;,e) = Zhwe], er)

= (N, Velel Zhw e;, €l Zhij5jz = hy.
J
Observemos que

De fato,

|A]? = Z<A6“A€z —Z thlel,Ael
= thl (1, Ae;) = th‘z {Z hij(617€j>},
il ]

e desde que Z hij(ei, e;) = hi, obtemos a expressao (3.13).

j
Substituindo (3.12) e (3.13) em (3.11), obtemos
a = —nlAP?+ Z age;(hy). (3.14)
il

Para obter uma expressao para b, sejam A, os auto-valores de A em p, onde
ke {l,...,n}, ou seja, Aey = Arey, para qualquer k € {1,...,n}. Aplicando o Lema

2.12 e a definicao da curvatura média H de ¥", obtemos

b= Z Ae;, V, V) = Z)\ (€, Ve V) =>_ Ni¢ = —nHo. (3.15)
+1

Por tltimo analizemos o termo ¢ da equagao (3.7). Como V' é conforme em M"

pelo Lema 2.12, temos

(VnV,e) +(N,V. V) =2¢p(e;, N) =0,
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para todo ¢ € {1,...,n}. Calculando a derivada covariante da expressdo acima com
respeito a e;, segue

(V. VnV,e) + (VnV,Ve,e0) + (Vo N,V VY + (N, YV, V..V = 0. (3.16)

Da equagao (3.9), obtemos

—(Ve,ei5, NY(VNV,N).
Como <N7v€i€i> = <Aei7€i> = <)‘i6ia 6i> = >\Z € <vN‘/7 N> = ¢<N7 N> = _¢7 entao
(VNV,Vee) = Nig.

Aplicando o Lema 2.12, segue

<v€iN’ veiv> = _)‘i<eiaveiv> = _>\z¢

Somando estas expressoes, obtém-se

<vNV7 veie'i> _'_ <ve¢N7 veiv> = 0

(3.17)
Utilizando (3.17) em (3.16), temos
(V.,VyV.e)) + (N, V., V. V) =0. (3.18)
Desde que (Vye;)(p) = 0, segue
[N, eil(p) = (Vnei) (p) = (Ve N) (p) = Nies. (3.19)

Da defini¢do do tensor curvatura R (equagdo (2.11)), segue

<R(N’ 61)‘/7 €i>p <V[N»€i]v - vaQV + veivav ei)P

<v[N»5i]‘/7 ei>p - <va€i‘/7 €i>p + <veiv]\[v, ei>p-

Como V depende apenas do valor de X em p e do valor de Y ao longo de uma curva

tangente a X em p, entdo segue da equagao (3.18) que

<E(N’ ei)v> 6i>p <v/\iei‘/’ €i>p - N<v3iv7 ei)p - <N7

<

eiveiv>p
/\i<veiva 6i>p - N<vel‘/a ei>p - <N7 vei

<

eiv>p'
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Desde que V' é conforme em Mnﬂ, segue do Lema 2.12 que

<R(N> 61)‘/, 6i>p = )\z¢ - N(¢) - <Na veiv&'v>p‘
Dai,
(N, Ve, Ve V), = Xo—N(¢) = (R(N, )V, ei)p.

Da definigao da curvatura de Ricci, equagao (2.29), temos

= —nN(¢p) —nH¢p— Z N,e;)V, e,
= —nN(¢)—nH¢p— ch(N, V)p. (3.20)
Da bilinearidade da curvatura de Ricci e da equagao (3.2) para Ric(N,V),, temos
Ric(N,V) = Z o Ric(N, e;) — nRic(N, N)
= Zal (es,e1)ei, N) — nRic(N, N). (3.21)

n+1

Novamente da equacdo (2.23) M, obtemos

<§(eiv 61)61', N)p = <v€lv6iei - Veivelei’ N>P
= 6l<vez€iv N>p - <vei€i’veiN>p - ei<vezei7 N>p + <vezei= V6¢N>p‘

Segue da expressao

(Veei, Ve,N)p = —((Veei, N)pN, Ve, N), = (Veei, N) (N, Ae;), = 0,
e da equagao (2.23) que
(E(ei,el)ei,N>p = e;(€e;, Ve, N) —ei(e;, Ve, N). (3.22)
Agora, desde que
(e, Vo N) = —{e;, Ae)) = — Zhls<€i,€s> = —hy,

segue de (3.22) que

<E(ei7€l>ei7N>p = —e;(hy) + e(hi). (3.23)
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Aplicando esta expressao em (3.21), obtemos

Ric(N,V), EzozleZ hi) + Zalel i) — nRic(N, N),.
Substituindo em (3.20), temos
c=—-nN(p) —nHo+ Z age;(hy;) — Z aiey(hii) + nRic(N, N),. (3.24)
il il

Como

tr(A) = Z(Aez,ez —Z Zhwew
= Zhn‘

entao
Z Oézez(hn') = Z Oézez(z hz’z’)
il ! i
= Zalel(tr(A)) = Zalel(—nH)
l l

= VT(—TLH),

onde usamos que V' (—nH) = Zalel(—nH) ¢ a componente tangente de V' em 3"

aplicado a —nH.

Portanto

c=—-nN(¢) —nHo+ Z aiei(hy) — VT (=nH) + nRic(N, N),. (3.25)
Substituindo (3.15), (3.14) e (3.25) em (3.7), obtemos a formula desejada. W

Seja Mt = X ¢ M™ um espago GRW, com base (I, —dt?), fibra Riemanniana
(M™,(-,-)) e fungao warped f. Pelo Corolario 2.36, V' = f0; é um campo conforme
em MHH, com fator conforme ¢ = f’. Aplicando a Proposi¢ao 3.1 calcularemos o

laplaciano da fungao suporte 7.

Proposicao 3.2 Seja M= Xy M™ um espago GRW, com base (I, —dt?) fibra
Riemanniana (M™,(-,-)) e fun¢ao warped f. Se ¢ : X" — M ¢ uma imersao

tipo-espaco com curvatura média H constante entao
An =n{Ricyr(N*, N*) + (n — 1)(log f)"(1 = (N,8,)*) + [AP} +nH f',  (3.26)

onde Ricy; denota o tensor de Ricci de M e N* = (mpr)«N.
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Prova. Como n = (V,N) = f(N,0;) e a curvatura média H de X" ¢é constante,

entao aplicando a Proposicao 3.1 e observando que VH =0 e ¢ = f’, temos
An=n{Ric(N,N) + A} + n{Hf = N(f)}. (3.27)

O gradiente de f’ em WH, denotado por Vf’, é dado pela expressio (ver [9],
pagina 85)
V' =—f"0+ Z f29;0:(f)0;

+1

onde 9; = -2. Como f é identificado com f ony, onde m; : M~ — I é a aplicacio

projecao sobre I, e esta composi¢ao s6 depende de t entdo 0;(f) = 0, para todo i €
{1,...,n}. Assim Vf' = —f"0,.
Segue da definicao de n que

1
N(F) = (TFN) = =" (V.09 = =L
Desde que N = N* — (N, 0;)0;, onde N* = (mp)«N e mps - M S M ea
aplicacao projecdo sobre M™, aplicando a bilinearidade de Ric obtemos
Ric(N,N) = Ric(N*,N*) — 2({N, 0;)Ric(N*,0;) + (N, 0;)*Ric(0;, 0;). (3.28)

Agora, do Corolario 7.43 de [9], pagina 211, temos as seguintes expressoes

RN ) = By (88 (v ¥ {7 ) O
Ric(0,,0,) = —nfTH (3.29)
Ric(0;,, N*) = 0.

Substituindo as expressoes de (3.29) em (3.28), temos

Ric(N, N) = Ricy(N*, N*) + (N*, N*) {G (n — 1)%’3 }_ J; (N*,8,).

Como (N*, N*) = (N, 0;)? — 1, entdo

Ric(N,N) = Ricy(N*,N*) + ((N,0,)* — ){

t(n MQ}—{QN@

— RicM(N*,N*)—{fTH n—l } {f” —1)%—22
—nfTH} (N, 0,)?

= Ricy(N*,N*) — {fTH + (n — 1)(f22} —(n—1) {fTH - <f/>2} (N, 0;)%.
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Desde que (f7/> = fTH — <‘§2)2, temos

Ric(N,N) = Ricy(N*, N*) — {f% +(n—1) (?2)2} —(n—1) (f%)/ (N, 0,)>.

Substituindo esta expressdo em (3.27),

An = nRic(N,N)+ AP +nHf —naN(f") /
= n{Rz’cM(N*,N*) — (f—” + (n — 1)(";2)2) —(n—1) <f7/) (N, at>2}

f
+n|AP +nH f" = nN(f')

(f)?

f'2

= n{RiCM(N*,N*) — f7” —(n—1)
—i—nfT”} +nHf'

— (n = 1)(log f)"{N*,3)* + |A]

1\ 2 2
Por tltimo, como ) S (log f)" entéao

JE

Ap = g {Rz'cMw*, vy =Ly ((logf)” - f7) ~ (n—1)(log f)'(N, 31’
f//

+|A* + HT} +nHf
=7 {RicM(N*,N*) - f% +(n—1)(log f)" = n— + = — (n = 1)(log )" (N,

;) + AP + nf%} +nHf

= n{Ricy(N*,N*) + (n — 1)(log f)"" — (n — 1)(log f)""(N,0)* + |A]*} + nH [,

como desejado. [

3.2 Funcao Altura

Sejam M um espaco GRW ey : ¥" — M uma hipersuperficie tipo-espaco.
A fungao h : X" — I, definida por h(t,z) = (7o) (t, ) = t, é chamada a funcao altura
de X" com respeito ao campo de vetores unitdrio J;. A seguinte proposi¢do apareceu
pela primeira vez em [12] como um caso particular do Lema 4.1. Nos apresentamos

uma prova direta do caso particular que é necessario para nossos resultados.
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Proposicao 3.3 Nas condigoes acima, seja 1) : X" — M uma hipersuperficie tipo-
espaco. Entao

Ah = —(log f)'(h) {n+ |Vh|*} — nH(N,d,), (3.30)

onde H denota a curvatura média de X" com respeito a N.

Prova. Vamos denotar a componente tangente de um vetor, ou de um campo de

vetores, sobre 3 por (- )7, Seja X € X(¥). Entao

onde acima (-,-) denota, ao mesmo tempo, tanto a métrica métrica de X" quanto a

métrica de Mnﬂ. Portanto
Vh=-0'=~0,— (N,0,)N, (3.31)

Fixep € ¥"ev € T,X. Entaov = w—(v, 0;)0, para algum w € T,M. Calculando

a derivada covariante de 0; com respeito a v em M e usando a Proposicao 2.35, temos
vvat = vwat - <U7 at>vatat = vwazt
= (log f)w = (log f)"(v + (v, ;) d}). (3.32)

Calculando a derivada covariante de VA com respeito a v em %" e usando a férmula

de Gauss de ¥", equagao (2.36) temos

V,.Vh = V,Vh— (Av,Vh)N.
Como Vh = Vh, entao

V.Vh = V,Vh— (Av,Vh)N. (3.33)
Substituindo (3.31) em (3.33), temos

V,Vh = V, (=0, — (N,0,)N) + (Av, Vh)N
= —V,0, — (N,0,)V,N + (Av, Vh)N.

Aplicando (3.32) e a definigao da aplicagao de Gauss de X" segue que

V,Vh = —(logf)'w—V,((N,9,)N)+ (Av, Vh)N
= —(logf)w—(N,0)V,N —v((N,0,)) N + (Av,Vh)N
= —(log f) w+ (N,8,)Av — v ({(N,8,)) N + (Av, VR)N.
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Pela compatibilidade da conexdo V de M com a métrica e aplicando novamente a

equagao (3.32), temos

V.Vh = —(logf) w+(N,0)Av — (V,N,0,)N — (N,V,0,)N + (Av, Vh)N
= —(log f) w+ (N,0,)Av + (Av,0;)N — (N, V,0;)N + (Av, Vh)N
= —(log f) w+ (N,0,)Av + (Av,0F'YN — (log f)' (N, w)N + (Av, Vh)N.

Como Vh = —9] entao (Av, 07 )N + (Av, VR)N = 0. Assim,

V,.Vh = —(log f) w+ (N,0d)Av — (log f) (N, w)N

— (log [)

—(log f) (w + (N, w)N) + (N, 9;) Av

= —(log f) (v+(v,0])0 + (N, v+ (v,0)0)N) + (N, 8;) Av
— (log f)

log f) (v — (v, Vh)O, + (N,v)N — (v, VA)(N,0,)N) + (N, 0,) Av.
Desde que (N,v) =0e —(N,0;) N = Vh + 0, segue que

V.Vh = —(log f)(v— {(v,Vh)d; + (v, Vh)Vh + (v, Vh)0;) + (N, ;) Av
= —(log f) (v+ (v, Vh)Vh) + (N, d;) Av
= (log f)(=v — (v, Vh)Vh) + (N, d;) Av

Fixando uma base ortonormal e; em 7,3, temos

Ah = i(veiwl,e»
= D _({(og f)(=ei = {es, VR)VR) + (N, 0)) Aes, )
= (og fY{=3(eies) = D (e, VA)'} +(N,00) 3 (Aese:)

~ (log /Y {=n— [V} — nH(N.0)

concluindo a demonstragao. |



Capitulo 4

Resultados para Hipersuperficies
Tipo-espaco Completas no Steady
State Space.

Neste capitulo vamos apresentar os principais teoremas dessa dissertacao, os quais
dao estimativas para a curvatura média de uma hipersuperficie tipo-espaco completa
P X" — H"M com curvatura média H constante sob certas restricoes para a funcao

altura A de X".

4.1 Alguns Fatos Importantes

Nesta secao veremos apresentar algumas propriedades que serao utilizadas em
nossos teoremas.

Sejam 1 : X" — H™"! uma hipersuperficie tipo-espaco e N uma aplicacdo de
25,

n(n —1)

Gauss em X". Defina a segunda curvatura Hy de X" por Hy = , onde

SQ = Z k’zk?]

i<j
é chamada a sequnda funcao simétrica elementar de autovalores de A.
Precisamos dos seguintes resultados, que serao utilizados para obter os resultados

principais desta dissertacgao.
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Lema 4.1 Sejam ¢ : ¥* — H"' wma hipersuperficie tipo-espaco e N uma aplicacdo
de Gauss em ¥". Entao

|A]? = n*H? —n(n — 1)Hy, (4.1)

onde H € a curvatura média e A € o operador de Weingarten de 3.

Prova. De fato, observemos que (4.1) equivale a
n n 2 n
> k= (Z k;) —2 Y ik (4.2)
i=1 i=1 i<jij=1
Mostremos por indugao. Para n = 2 a igualdade é verdadeira. Suponhamos que (4.2)

vale para algum n € N.

n+1 2 n 2
(Z k:z> = (Z ki + kn—i—l)
i=1 i=1
n 2 n
= (Z k1> +2 (Z kz) ka1 + Ky
i=1 i=1

Usando a hipotese de inducao, temos

SR H2Y kiky + 200 kika + k24
=1 1

n+1

(Z ki)?

i<j i=
n+1 n+1
2
= E ki 42 5 kik;,
i=1 i<jij=1
como desejado. ]

Lema 4.2 Seja ) : ¥ — H"™ uma hipersuperficie tipo-espaco. Entao
(a)
n2H2

4 )

Rice(X, X)>n—1—

onde Ric denota a curvatura de Ricci de X"
(b) S=n(n—1)(1— Hy), onde S denota curvatura escalar de ¥".
Prova.

(a) Sejam X,Y € X(X) e R o operador curvatura de X". A equacao de Gauss de X"
é dada por

(RIX,Y)X,Y) = (X, X){Y,Y) — (X, Y)? — (AX, X)(AY,Y) + (AX,Y)?
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Se {E;} é um referencial ortonormal em X(X) e X € X(X) é unitéario, entdo

Ric(X,X) = i(R(X, E)X,E;)
_ an (1— (X, E)* — (AX, X)(AE;, E;) + (AX, E))?)
= n—i<X7EZ~>2—<AX,X>§<AEZ‘,E%>+i<AX7Ei>2

= n—|X|?+nH(AX, X) + |AX|*.

Logo
Ric(X,X) = n—1+nH{AX,X)+|AX]. (4.4)

Como

‘AX M AKX nH(AX, X) + ”Zfz, (4.5)
entao

Ric(X,X) > n—1+ ‘AX+ %X - ”252
Portanto
Rie(X,X) > n—1- ”252

(b) A curvatura escalar S é definida por S = tr(Ric). Seja {E;} um referencial

ortonormal em X (). Desde que

segue de (4.4) que

S = Y Ric(E;,E
j=1

- i(n — 1+ nH(AE}, E;) + (AE;, AE}))

=1

- n(n—1)+nHzn:<AEj,E Z (AE;, AE,)

= n(n—1)—n*H?+|A



Usando o Lema 4.1

n(n—1) —n(n — 1)H,

= n(n—1)(1— Hy).

Lema 4.3 Seja 1 : X" — H"! uma hipersuperficie tipo-espaco. Entio H? > H,.

Prova. Do Lema 4.1 |A]* = n?H* — n(n — 1)H,. Assim

H* - H, =

H2 o (n2H2 — ’A|2)

n(n —1)
n(n —1)H? —n?H? + |A|?
n(n—1)
n*H? —nH?* —n*H? + |A|?
n(n—1)
|A|? — nH?
n(n—1) °
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Como n(n—1) > 0 entao resta mostrar que |A|?—nH? > 0. Observe que |A|? = tr(A?).

De fato, seja {E;} o referencial ortonormal que diagonaliza A. Dessa forma

tr(A?)

n

= ) (A(AE), E)

i=1

= i kB, Ei)
i=1

o
=1

onde AE; = k;E;, para cada i € {1,...,n}. Além disso, |A|> —nH? = tr ((A — \I)?)

onde \ = —H = &)

n_

De fato,

tr((A— A)?) =

Mostrando que |A|* — nH? = tr (A — A\)?) > 0. Portanto H* — Hy > 0.

As seguintes proposicoes, devidas a Akutagawa, sao ferramentas muito impor-

tantes para nossos objetivos.
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Proposicao 4.1 (Akutagawa) Sejam X" uma variedade Riemanniana completa, cujo
tensor de Ricci € limitado inferiormente, e u : X" — R uma funcao diferencidvel nao-

negativa. Se Au>ou?, para alguma constante o > 0, entdo u € identicamente nula em
DL

Proposigao 4.2 (Akutagawa) Seja x : X" — ST € L2, n > 2, uma hipersuper-

ficie tipo-espaco completa com curvatura média constante, verificando

(a) H><1 sen=2.

4(n—1)

(b) H? < sen > 3.

Entao X" € totalmente umbilica.

A préxima proposicao é a ferramenta que permite classificar as hipersuperficies total-

mente umbilicas do espago de Sitter.

Proposicao 4.3 (Montiel) Seja x : ¥ — SI™ C L"*2 n > 2, uma hipersuperficie

tipo-espaco conexa e totalmente umbilica.

(a) Se 0 < H? <1, entdo X" € isométrica a S™.

(b) Se H? =1, entdo X" € isométrica ao R".

(c) Se H? > 1, entao X" € isométrica ao H™.

A seguir veremos um resultado muito forte de superficies.

Definigao 4.4 Seja M? uma superficie Riemanniana. Uma funcio f € C®(M) é
dita subharmonica se Af > 0. Além disso, dizemos que M € parabdlica se M? nao é

compacta e toda funcio subharmonica negativa € constante em M?.

Temos a seguinte proposicao devida a A. Hiiber.

Proposicao 4.5 (A. Hiiber) Toda superficie Riemanniana completa nao-compacta

e com curvatura Gaussiana K nao-negativa € parabolica.

4.2 Teoremas para Hipersuperficies Tipo-espaco com
CMC

Nesta secao veremos os principais teoremas dessa dissertacao.
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Definigao 4.6 Seja v : X" — H"™! wuma hipersuperficie tipo-espago, onde N denota
sua aplicagao de Gauss. Chamamos de dngulo hiperbolico de 1 a aplicagao diferencidvel
0:3" — [0,+00) definida por

coshf = —(N,0,) > 1. (4.6)

Teorema 4.7 Seja ¢ : X" — H"" wma hipersuperficie tipo-espago completa com
curvatura média constante H > 1. Se

h < —log(coshf — 1) (4.7)
entao:
(a) H=1em X",

(b) A curvatura escalar S de X" € nao-negativa e existe uma sequéncia de pontos {py}

tal que S(px) — 0 se k — oo.

Prova. Seja g : " — R definida por ¢ = —e — 1, onde h é a funcdo altura de £
com respeito a d;. Observemos que
g = —e"—e"(N,0,)
= "(=(N,8) - 1)

= ¢"(coshd —1).

Temos 0 < g < 1. De fato, como coshf > 1e e’ > 0, entdo g = eh(cosh 0—1) > 0.

Desde que
h < —log(coshf — 1),
temos
h < ;.
~ coshf — 1

Se cosh =1, entao g = 0. Se coshf > 1, entao
g = e"(coshf—1)<1.

Em qualquer caso 0 < g < 1.
O proximo passo é calcularmos o laplaciano de g. Aplicando o Lema 2.10, item

(b), obtemos Ae" = €"(|Vh|* + Ah). Dessa forma

Ag = A(=e'—n)=—-Ac" - Ap
= —e"(|VR]* + Ah) — Ap
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Da Proposicao 3.2, da Proposicao 3.3 e do fato que a fibra Riemanniana de H"*! é o

R™, que é flat, temos

Assim,

An = n|AP +nHe",
nHn

e A

Ag = ne" + nHn — n|A|* — nHe".

Observemos que

Ag

ne + nHn —n|A|> — nHe"
—ne"(H — 1) + nHn — n*nH? + n(n — 1)nH,

[—ne"(H — 1) —nHn(H — 1)] 4+ [nHn(H — 1) + nHn] — n®nH?

Da definicao de n e da desigualdade de Cauchy-Schwarz em variedades de Lorentz

(Lema 2.7), obtemos —n > 1. Assim —e" — Hpn > g. Consequentemente,

Ag > n(H—1)g+n(n—1)(H* — Hy)

(4.8)

Suponhamos por contradicdo que H > 1. Do Lema 4.3 temos H?> — Hy, > 0.

Assim,

Ag > n(H —1)g.

Como 0 < g <1entdo0<g?<g<1. Dai

Ag > n(H—1)g°

Do Lema 4.2 a curvatura de Ricci de X", denotada por Ric, satisfaz

n2 H2

Ric> (n—1) — 1
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e aplicando a Proposigao 4.1 temos g = 0. Assim (N,0;) = —1 e obtemos N = 0;.
Mostrando que X" é um slice de H"*!'. Mas, na Proposicao 2.37 vimos que os slices de
H™!| quando orientados pelo campo 0y, possuem curvatura média igual a 1. Chegamos
a uma contradigao, pois assumimos que H > 1. Provando o item (a).

Provaremos agora o item (b). Como H = 1 em X", entdo H> — Hy = 1 — Hy > 0.

Pelo Lema 4.2 item (b)
S =mn(n—1)(1—- Hy) >0.

Da equagao (4.8), temos Ag > S > 0.

Suponha por contradi¢ao que nao existe sequéncia {py} em X" tal que S(px) — 0,
quando k — oo. Entao existe uma constante o > 0 tal que S > o > 0. Como Ag > S
e0<g<1,entdo Ag > o > ag®. Segue do Lema 4.1 que ¢ = 0. Chegamos a uma
contradicdo, pois X" seria um slice de H"*! com curvatura escalar S > 0, mas os slices

de H™*! sao isométricos a R™ que possui curvatura escalar nula. Concluindo a prova

do item (b). |

A seguinte observagao é uma justificativa para a escolha da hipotese H > 1.

Observacao 4.1 Seja ¢ : ¥ — H"M wma hipersuperficie tipo-espaco com curvatura

2¢/n —1
média constante H e tal que |H| < o < ———, onde ¢ é constante. Entao %" é
n

compacta. De fato,

H| < o< =
n
H? > 2> _2(”2_ 1)
n
—n*H* > —n?p*> 2n—-1)=
—n?H? —n?0> 1-—n
> >
4 - 4 2
n?H? n?o? 1l—m 3n-3
—-1)— > -1) - — —-1)— = 0
R e e R

Usando o Lema 4.2, parte (a) temos

n-o
4

Do teorema de Bonnet-Myers X é compacta. Se X" € um grdfico tipo-espaco completo

> 0.

Ricy > (n—1) —

entdo X" € difeomorfa ao R™, via a projecio canonica de H" sobre R™, logo nao pode
ser compacta. Entao a hipotese H > 1 sobre a curvatura média € natural para grdficos

tipo-espaco completos.
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No caso bidimensional, obtemos do teorema anterior o seguinte

Corolario 4.8 Seja 1) : ©2 — H? uma hipersuperficie tipo-espago completa com cur-
vatura média constante H > 1. Se h < —log(coshf — 1), entao 3* € um slice de

H.

Prova. Aplicando o teorema anterior, obtemos H = 1 em X2. Da Proposicao 4.2
obtemos que X2 é totalmente umbilica, e aplicando a Proposicao 4.3 concluimos que

2 é um slice de H3. [ ]

Aplicando a Proposicao 3.3 obtemos outro teorema tipo-Bernstein para superficies

tipo-espaco completas em H>.

Teorema 4.9 Seja v : X2 — H3 uma imersao Riemanniana de uma superficie com-

pleta com curvatura Gaussiana Ky, € nao-negativa e curvatura média constante H > 1.
Se

|Vh]* < H? -1 (4.9)

entao Y? ¢ um slice de H?>.

Prova. Aplicando a Proposicao 3.3 e o Lema 2.10, temos

Ae™" = e™"(|Vh|* — Ah)
= 27 "(|VR|* + 14+ H(N,3,)).

Além disso, |Vh|* = (N, 9;)* — 1. De fato,

[Vh[> = (Vh,Vh) = ((=0, — (N.9;)N), (=0, — (N, 0,)N))

= (01,00) + (N,0)* + (N,9,)* + (N, 9,)*(N, N)

= (01,0 + (2= (N, N))(N,0,)*

= (N,9,)* - 1.
Agora, de (4.9) obtemos

(N,0,)> = |Vh]*+1< H>
Segue que
—(N,0;) < H=

H+(N,0) > 0,
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e assim

IVh|> +1+4+ H(N,9,) = (N,0,)>+ H(Nn,o,)
= (N,0;) ((N,0;) + H) <0.

Assim Ae ™™ < 0. Logo e ¢ uma funcdo superharménica positiva em 2. Segue da

Proposicao 4.5 (cf. [5]) que h é constante. Portanto, ¥:? é um slice. |

Proposicao 4.10 Seja ¢ : X" — H"™ wma hipersuperficie tipo-espaco completa. Se
" esta abaixo de um slice entao ela € difeomorfa ao R™. Em particular nao existe

hipersuperficie tipo-espago completa compacta (sem-bordo) em H" L.

Prova. Para mostrar que " é difeomorfa ao R™ exibiremos um difeomorfismo entre
X" e

Ly ={x € H";(z,a) = 1}.
Como L; é difeomorfa & R", entao X" sera difeomorfa a R™ via composicao de difeo-

morfismos. Com efeito, seja 1) : X — H" ™! uma hipersuperficie tipo-espaco completa.

Defina II : ™ — L; por

1 1 1
H=wat 2~ wae

Mostremos que II é um difeomorfismo. Comecemos calculando sua diferencial. Sejam

)a.

peXtvel,Xea: (—€e) — X" e >0 uma curva diferenciavel tal que a(0) =p e

a/(0) = v. Dessa forma,

dll,(v) =

<¢ o <¢(Oé(t))a > =0 dt =0
1 S|
2 e |
 {dg).a) 1 L ).a)
= T wna? YO T g Y ), ap
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Segue que
(dvp(v), a)*(W(p), ¥(p))  (dip(v), a){dvy(v), ¥ (p))
) ) (7). a) ).
_ (dpp(v), a ’ B (dpp(v), a){dyp(v), ¥ (p))
(¥(p), a)* (¥(p), a)?
+<dwp<v)adwp(v)> i (dpp(v), a g
(v(p), a)? (¥(p), a)?

iy (0)a)?  (dy(0).0)7 | (i (v), ) (a,a)
W ay T wp).ar
)

(dibp(v), a)*((p),(p))  (dp(v), a)(dip(v),¥(p))
(¥(p), a)? (U(p), a)?
{dp(v), a)(dip(v), ¥ (p)) | (dp(v), dip(v))
(¥(p),a)? (¥(p),a)?
N (dipp(v), a)*(a, a)
(¥(p), a)S

Agora, desde que (¥(p),(p)) = 1, pois ¥(p) € H"*!, temos (di,(v),1(p)) = 0, e

usando que a ¢é tipo-luz segue que

(dip(v), a>2 (dipp(v), dipy U)>

e ¥ X LM S e

Portanto,
1 n n
(dlL,(v), dIl,(v))o = W(p), a)? (dp(v), dipy(v)),p € X" v € T,E". (4.10)
Em outros termos
0 (o) > ———50)
T (), a2t

onde (-, -), denota a métrica Euclidiana flat em L; e (-, -) denota a métrica Riemanniana
™. Desde que ¥." esta abaixo de um slice de H" ™!, existe 7 > 0 tal que 0 < (¢, a) < 7.
Entao

1

(o) = =0

-
Vamos mostrar que dII, : T, — Ty, Ly € um isomorfismo linear. De fato, desde que
as dimensoes de T, e Tiy(,) Ly sao iguais, é suficiente mostrar que dlI, é injetora. Com
efeito, suponha por contradicao que existe v € ker{dII,}\{0}, isto &, dI,(v) = 0 com
v # 0. Assim,

1

0= (I, @), dIL @) 2 7w

{dify(0), dipyy(v)) = 0. (4.11)
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Assim di,(v) = 0. Como 1 é uma imersao di, ¢ injetora, para todo p € X", entdo
v=0. Absurdo. Portanto dlI, é injetora, para todo p € £". Usando o teorema 2.10 de
[11], concluimos IT é um difeomorfismo local.

Por outro lado, definindo m = TR temos que Y : (Ly, (-,-)) — (L, m)
¢ uma homotetia. O Lema 64, pagina 92, de [9], afirma que homotetias preservam
conexao de Levi-Civitta, logo preservam simbolos de Christoffel e consequentemente a
equacao fundamental das geodésicas. Portanto, homotetias preservam a propriedade
de uma variedade ser completa. Desde que (L, (-,-)) é completa entao (L, m) é
completa. Resumindo estas tltimas passagens, temos que >" ¢ uma variedade Rie-
manniana completa e IT : (X", (-, -)) — (Lq, <,/V)) é um difeomorfismo local tal que
(dIL,(v), dIL,(v)) > m, para todo p € ¥" e todo v € T,X. Segue do Lema 3.3 de
[10] que II é uma aplicagao de recobrimento.

Finalmente, desde que L; é simplesmente conexo, do Corolario da Proposicao 5

de [11], temos que IT é um homeomorfismo, em particular 1T é injetora. Como todo

difeomorfismo local injetivo é um difeomorfismo global concluimos a demonstragao. B

A partir de agora, usaremos a seguinte ferramenta analitica devida a Omori e Yau.
Sua demonstracao foje aos objetivos desse trabalho, porém ela pode ser encontrada com

detalhes em [13].

Lema 4.4 (Omori-Yau) Seja M™ uma variedade Riemanniana completa cuja cur-
vatura de Ricci € limitada inferiormente. Se u € C*°(M) entdo existe uma sequéncia
de pontos {pr} € M™ tal que

klim u(pr) = supu, |Vu(pr)| < 1/k e Du(pr) < 1/k.

Sejam v : X" — H"! uma hipersuperficie tipo-espaco completa e a h : ¥* — R
fungao altura de X" com relagdo ao campo de vetores unitérios 0;, ou seja, h(p) =

(¢(p), 0r),p € ™. Da Proposi¢ao 3.3 temos

Vh = —3,5 - <N, 3t>N,
Ah = —n—|AR?| —nH(N,,).

Além disso, [Vh|]? = (N,9;)? — 1.
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Teorema 4.11 Seja v : X" — H™™ uma hipersuperficie tipo-espago completa com
curvatura média constante H. Se X" estd entre dois slices entao H = 1. Além disso,

no caso bidimensional X2 é um slice de H>.

Prova. Pelo Lema 4.2 a curvatura de Ricci em H™™! é limitada inferiormente. Como
Y™ esta entre dois slices a fungao altura h é limitada superior e inferiormente. Usaremos
o Lema 4.4 duas vezes, primeiramente para a funcao h e depois para —h. Mostraremos,
no primeiro caso, que H < 1 e, no segundo, que H > 1. Com efeito, aplicando o Lema

4.4 para a fungao h encontramos uma sequéncia {p;} C 3" tal que

klirn h(py) = sup h < +o0, (4.12)
1
[Vh(pe)[* = (N(pr), ) =1 < 5 (4.13)

Ah(p) = —n ~ [Vh(p)? ~ nH (N (pe),0) < 1.

Segue de (4.13) que klim |Vh(pr)|? = 0. Aplicando o limite de k& — oo na tltima

equagao acima, obtemos
—n —nH klim (N(pr),0r) <0 (4.14)

Ainda de (4.13) temos klim (N(pr), 0:)* = 1 e da continuidade da funcio f(z) = \/z, 2 >
0, obtemos klim (N(px),0r) = —1. Usando isto em (4.14), concluimos que H < 1.
Por outro lado, como A é limitada inferiormente —h é limitada superiormente. Apli-

cando o Lema 4.4 para —h exibimos uma sequéncia {gx} em X" tal que

Jim (—h(q1)) = sup(—h) =~ inf(h) (115)
[Vh(a) = (V(g),80° ~1 < 5 (116)
A(=R)(q) = —Ah(qk):n+\Vh|2+nH<N(qk),8t><%.

Com um raciocinio analogo ao anterior obtemos H > 1. Portanto H = 1.
Além disso, no caso bidimensional, segue da Proposicao 4.2 que X2 é totalmente

umbilica e, da Proposicao 4.3 concluimos que X2 é um slice de H3. ]
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Teorema 4.12 Seja v : X" — H"™ uma hipersuperficie tipo-espago completa com
curvatura média constante H. Se X" estd abaizo de um slice de H"'' e o vetor

—
curvatura média H = HN estd no mesmo cone tipo-tempo que contém N, entao

2v/n —1
n

< H < 1. Além disso, no caso bidimensional ¥ é um slice de H>.

Prova. Como a fun¢ao h é limitada apenas por cima repetindo a primeira parte da

prova do teorema anterior obtemos H < 1. A inequagao

n2H?

n—1-— >0 (4.17)

é equivalente a

H? < w
Suponha por contradi¢ao que a inequacao (4.17) é verdadeira. Do Lema 4.2 a curvatura
de Ricci é limitada inferiormente por uma constante positiva e pelo Teorema de Bonnet-

Mayers »" é compacta. Mas isto contradiz o Lema 4.10. Mostrando que nao vale a

4(n—1
equagdo (4.17) e, como H é constante, entdo H? > (n—z) Da hipotese sobre o vetor
n
2vn—1
curvatura média H temos (ﬁ, N) < 0. Portanto ———— < H < 1.

n
Além disso, no caso bidimensional temos Q—Vg_l < H < 1. Portanto H = 1. E,
analogamente ao teorema anterior, usando as Proposicoes 4.2 e 4.3 concluimos que X2

¢ um slice de H3. [ |

Teorema 4.13 Seja M"™ uma variedade Riemanniana (necessariamente completa) com

. ~ . . —n+1 .
curvatura seccional nao-negativa e seja P @ X" — M = —R X M™ uma hipersu-

perficie com curvatura média constante H. Se ¥" estd entre dois slices entao H = 1.

Além disso, no caso bidimensional, X% € necessariamente um slice {t} x M?.
Prova. A equacao de Gauss de X" é dada por

para cada X,Y € X(X), onde R e R sdo os tensores curvatura de X" e M, respec-
tivamente. Denotaremos por Ric a curvatura de Ricci de ™. Aplicando o trago na

equagao (4.18) para um referencial ortonormal {E;} em X(X) e X € X(X) com | X| =1
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temos

Ric(X, X) = i<R(X> E)X, E;)

i=1
n n

= Y (R(X,E)X,E;) — (AX, X)) (AE;, E;) + i(AX, E;)?

i=1 i=1

Desde que Z(AEi, E;))=—-nH e Z(AX, E;)? = |AX|* temos
i=1 i=1
Rie(X,X) = Y (R(X,E)X,E;)+nH(AX,X) +|AX]"

i=1
Da equagao (4.5) temos

= H
Ric(X,X) = Z(R(X,Ei)X,Ei)+|AX+n7X|2—

=1
n

> Y (R(X,E)X,E;) —

=1

n2H2
4

7’L2H2
4

(4.19)

O nosso objetivo agora é relacionar o termo (R(X, E;)X, E;) com o tensor cur-
vatura Ry, de M, usando o item 4 da Proposi¢ao 7.42 de [8]. Com efeito, se X € X(X)
entdo X = X* — (X, 0;)0;, onde X* = (mp7).X. Assim,

R(X,E)X = R(X*—(X,0)0,, Ef — (E;,0,)0,)(X* — (X,0,)0,)
Da multilinearidade do tensor curvatura R

R(X,E)X R(X*, ENX* — (X, 0)R(X*, E}0, — (E;, 0,)R(X*,0,)X
+(Ei, 0)(X, 0) R(X*,0,)0, — (X, D) R(0y, Ef) X

(X, 0 R(0,, E)0, + (X, 0,)(E;, 0,)R(0y, 0,) X *
—(

X, 87 R(0, )0 (4.20)
Segue da antisimetria nas duas primeiras entradas do tensor curvatura e da primeira

identidade de Bianchi que R(X,X)Y = 0, para quaisquer X,Y € X (M) Em par-
ticular R(9;,0;)0; = 0 e R(0;,0;)X* = 0. Além disso, segue da Proposicio 7.2 de [8],
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R(X*.ENX* = Ry(X*,ENX*+ (X", X")VE — (X", E")X",
R(X",E})0, = 0,
R(X*,0,)X* = —R(8, X")X* = (X*, X")0,,
R(X*,0,)0, = X*,
R(0,, ENX* = —(X*,E))d,
R(0;, E})0; = —R(E!,0,)0, = —E;.
Substituindo estas expressoes em (4.20), temos
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R(X.E)X = Ry(X*,ENX*+ (X", X)E — (X", ENX* — (B, 9,)(X*, X")d,

(B, 0)(X, 0,) X* + (X, 0,)(X*, B0, — (X, 0,)*E}.
Fazendo o produto interno de R(X, E;)X com E; = Ef — (E;, 9,)0;, temos

(R(X,E)X,E)) = (R(X,E)X, Ef) = (E;,0,)(R(X, E;) X, )

(R(X, E)X, E;) = (Ru(X", EN) X" ) + (X", X'WE] E}) — (X7, E)*
(B3, 00) (X, 0 (X", ) — (X, 00) (B E)
—( B, 00" (X7, X7) + (B3, 00)(X, 0 (X", EY)

= (Ru(X", EN) X" ) + (X7, X7) — (X, 0)°)(E], E)

H(— (X7, EN)? + 2B, 0)(X, 0)(X™, Ef)) — (Ei, 0)* (X, X).

Como |X|? = |E;|? = 1 entao
(E7 EY) — (B0 = 1
(X5 X — (X,0) = 1.
Além disso,
—(X,E;)? = —(X"—(X,0,), Ef — (E;,,))?
= —((X* E}) — (X, 00)(E;, 9))?
= (X" )+ 2(X, 00)( By, 0)(X™, Ef) — (X, 0,)*(Ei, 0h)?,

(4.21)
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de forma que
(X B 4 20X, 0) (B 00X ED) = (X,0)2(E, 0 — (X, B
Substituindo estas tltimas expressoes em (4.21) temos
(R(X,E)X,E) = (Ry(X* ENX* E)+(Ef, E)
(X, 00) (B, 0) — (X, E)* — (B3, 0)* (X7, X7)
= (Ry(X*,ENX* E!Y+ (E}, E})
—((X", X7) = (X, 00)°)(Ei, 0)* — (X, E;)°
= (Ru(X" EDXT E)) + (B E)) - <Ei,<9t>2) — (X, Ey)*
Da definicdo do tensor métrico de M temos
(R(X,E)X,E;)) = " (Ru(X*,E))X*,Ef)m + (Ei, E)) — (X, E)(X, E;)
= (Ru(X" E)) X" Ef)u +1— (X, By,
para todo 1 < i < n, onde X* = (my).X para todo X € X(X), ou seja, X* =
X —(X,0,)0,.
Denotando por K (X* A Ef) a curvatura seccional em M no plano gerado por
X* e E7, temos
(Rar(X*, E7) X", B7) = Ko (X A E7)||X A B[y, (4.22)
onde
12X A EF |3y = (X7, Xl ES B v — (X7 By
Substituindo a equagao (4.22) na equagao (4.22) segue

(RIX,E)X,E) = Ky(X*ANE)||X*AE3+1— (X, E)*

Usando isto em (4.19) obtemos

— n?H?
Ric(X,X) > Y (R(X,E)X, E;)— .
=1
n n n2H2
= Y Ku(XTAEDIX AE |} +n =) (X, E) —
i=1 =1
~ n?>H?
= Y Ky(XTAEX ANE|} +n—1- . (4.23)

=1
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Como a curvatura seccional Kj; de M é positiva segue que

n2H?

Rie(X,X) > n—1-—

(4.24)

Como Y esté entre dois slices de M aplicando o Lema 4.4 para as funcgoes h e
—h e repetindo os passos da demonstracao do Teorema 4.11 concluimos que H = 1.
Considerando n = 2, a curvatura de Ricci de ¥", Rics, coincide com a curvatura
Gaussiana Ky de X". Segue de 4.24 que Ky > 0 e, assim da Proposicao 4.5 X" é

parabolica. Além disso, desde que

Ah —2 — |Vh|* —2(N, 0;)

= —2—((N,0,)* = 1) —2(N,9)
= —((N,0)* +2(N,0,) + 1)

= —((N,9,)+1)*<0.

Segue da Proposicao 4.5 que h é constante, mostrando que Y2 é um slice de M
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