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Resumo

Neste trabalho estudamos algumas propriedades de Equacoes Diferenciais em
espacos de Banach e aplicamos os resultados abstratos no estudo da equacao de evolugao

nao local
ou(z,t)
ot

no espaco de fase L?(S'), onde S! denota a esfera unitéria. Mostramos que esta equacao

= —u(x,t)+ J*(fou)(z,t)+h, h>0,

gera um fluxo de classe C' com relacao as condicoes iniciais. E, além disso, provamos

a existéncia de um atrator global para o fluxo gerado por esta equacao.

Palavras-chave: Equacoes diferenciais; Campos neurais; Atrator global.



Abstract

In this work we study some properties of abstract differential equations in Banach
spaces and we apply the results for study the non local evolution equation of neural

fields
ou(z,t)
ot

in the phase space L?(S'). We prove that this equation generates one C* flow, and we

= —u(z,t)+ J * (fou)(x,t)+h, h >0,

show the existence of a global attractor for this flow.

Keywords: Differential equations; Neural fields; Global attractor.
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Introducao

Equacgoes diferenciais em espacos de Banach é uma area de pesquisa que tem
atraido muita atencao nas ultimas décadas. Tais equagoes modelam, entre outros,
sistemas fisicos e biologicos que dependem simultaneamente de varidveis espaciais e
temporais, (veja, por exemplo, [12]). Nos tltimos anos, a teoria de semigrupo é uma
ferramenta que vem sendo exaustivamente utilizada na analise de diversas equacgoes
diferenciais em espagos de Banach, (veja, por exemplo, [12], [19], [20] e [23]).

Neste trabalho seguindo [2], [6], [14] e [19] estudamos algumas propriedades de
Equagoes Diferenciais do tipo

X~ (), (1)
com f: I xX — X, onde X é um espago de Banach e I um intervalo da reta. Estu-
damos condigoes de existéncia, unicidade, e diferenciabilidade da solugao do problema
de Cauchy associado a equagao (1), bem como o semigrupo gerado por esta equagao.

Além disso, seguindo [20] e [21] aplicamos os resultados abstratos no estudo de

algumas propriedades para a equagao de evolucao nao local

w:—u(m,t)—l-J*(fou)(a;,t)—i-h, (2)
onde u = u(z,t) ¢ uma fungao de valores reais, J € C'(R) ¢ uma func¢ao nao negativa
com suporte no intervalo [—1,1], f ¢ uma fun¢do ndo negativa e nao-decrescente e h ¢é
uma constante positiva. E o simbolo * acima denota o produto convolugao.

A equagao (2) foi obtida por Wilson e Cowan, [24], para modelar a atividade
neural. Na equagao (2), u(x,t) denota o potencial da membrana do tecido nervoso na

posicao x e no tempo t > 0; a funcao J representa a conexao dos neurdnios na posicao

x e posicao y; a fungao f representa a taxa na qual a atividade neural é gerada e a
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constante h representa um estimulo externo aplicado uniformemente em todo campo
neural (veja [19], [20] e [21]).

Esta dissertagao esta organizada da seguinte maneira: no Capitulo 1 exibimos
algumas definigoes e resultados que sao tteis no decorrer deste trabalho, mais especi-
ficamente, seguindo [18|, definimos as derivadas de Gateaux e Fréchet e apresentamos
alguns resultados envolvendo tais derivadas. Além disso, seguindo [8] e [9], definimos
o produto convolugao de fungoes e exibimos alguns resultados envolvendo tal conceito.
No Capitulo 2, seguindo [2], [6], [14] e [19], estudamos o problema de Cauchy associado
a equacao (1), isto é, mostramos condigoes de existéncia local (global), unicidade e
diferenciabilidade da solu¢ao com relacao aos dados iniciais. No Capitulo 3, seguindo
[6], [10] e [23], introduzimos os conceitos de semigrupo e conjuntos atratores, além
disso, exibimos alguns resultados abstratos envolvendo tais conceitos. No Capitulo 4
aplicamos os resultados prévios no estudo da equagao de evolugao (2). Mais precisa-
mente, seguindo [20] e [21], mostramos que esta equagao gera um fluxo C' em L?(S') e
que existe um atrator global para este fluxo. Por fim, no Apéndice, exibimos algumas

defini¢oes e resultados que de alguma forma sao utilizados nesta dissertacao.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, exibimos algumas defini¢coes e resultados que serao tteis no de-

correr deste trabalho.

1.1 Derivada de Gateaux

Nesta segao, seguindo [18], apresentamos alguns resultados sobre a derivada de

Gateaux.

Definicao 1.1 Sejam X um espago vetorial e Y espago vetorial topologico. Considere

um operador f: X — Y. Dados x en em X, se

DF()(n) = lim L) = /(@)

t—0 t

(1.1)

existe, dizemos que f € Gdteauz diferencidvel em x na dire¢cao n, e Df(x)(n) € Y é

chamada a derivada de Gateaur de f em x na dire¢ao n.

Dizemos que f é Gateaux diferenciavel em = quando f é Gateaux diferenciavel
em z para toda direcao n € X.

Denotamos por [X, Y] o espago dos operadores T': X — Y.

Observacao 1.1 O operador Df(x) : X — Y que atribui para cada n € X o vetor
Df(x)(n) €Y € chamado a derivada de Gateauz de f em x. O operador Df : X —
[X,Y] que atribui para cada x € X o operador Df(z) € [X,Y] é chamado a derivada
de Gateaux de f.
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Exemplo 1.1 Se f:R" — R ee; = (1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1), entdo x € R™ ¢

tal que x = (331, . :z:n) = x1e1 + -+ xh€,, cOnsequentemente

Df(z)(e;) = lim flar, oz +t . x,) — fl2, .. 2p) _ of (x) |

t—0 t ox;

1sto €, a derivada parcial de f com relacao a x; € a derivada de Gateaux de f em x na

diregao e;.

Exemplo 1.2 Seja f : R? — R dada por f(x) = %22, sex = (z1,22) # 0 e f(0) = 0.

2
r{t+x5

Dado 0 = (1) € R?, temos que
t t _
Df()(n) = lim L EL T T2 + 1) = flay, 22)

t—0 t ’

donde
O+ tn)O+tn) (0)] i L { M ]
(0 +tn1)2 + (0 + tn2)? =0t [n7+n5

Logo Df(0)(n) existe se, e somente se n = (n1,0) oun = (0,n).

DF(0)(n) = lim -

t—0

Observacao 1.2 O Ezxemplo 1.2 mostra que a existéncia das derivadas parciais nao
implica a existéncia da deriwada de Gateau.
2

Exemplo 1.3 Seja f : R? — R dada por f(x) = 525 sex = (x1,72) # 0 e f(0) = 0.

a:%—}—xQ

Dado n € R?, temos que

.1 tmt*n3 Thns
DF(0)(n) = lim - — .
FO)m) 0 1 [tzn%ﬂ?n% m+n3

Observagao 1.3 O Ezxemplo 1.3 mostra que a derivada de Gdteaux em um ponto nao

¢ necessariamente um operador linear. De fato, dados n,§ € X temos Df(0)(n) +

2 2 2
Df(0)(&) = ;1% + gt e DF(0)(n+€) = St tomen = (1,0), £ = (0,1)

e, note que D f(0)(n) + Df(0)(§) = 0 enquanto Df(0)(n+ &) = 3.

Como vimos anteriormente, a derivada de Gateaux nao é necessariamente um

operador linear. Porém, temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.1 A derivada de Gateaux de f em x € um operador homogéneo, isto €,
D f(z)(an) = aDf(x)(n), para a € R.

Prova: Temos que Df(x)(n) = lim;_ w Substituindo ¢ por ta, segue que
g Sl ttan) — flx) 1
D)) = im HEEODVZIE L ).

Logo,
aDf(z)(n) = Df(z)(an).
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Proposicao 1.2 Se o funcional f : X — R tem um minimo ou um mdximo em
r € X e Df(x) existe, entao D f(z) = 0.

Prova: Suponha que D f(z)(n) > 0, para algum n € X. Para t suficientemente pequeno

temos
flz+1tn) — f(2)
t

donde f(z +1tn) > f(x) parat > 0, e f(z +tn) < f(x) para t < 0. Obtemos entdo

> 0,

flx+tn) > f(x) e f(x+1tn) < f(z), o que contradiz a hipdtese de f ter um minimo

ou maximo em z € X. Supondo Df(z)(n) < 0 o argumento é similar. Portanto,
Df(x)=0.

u

Se X e Y sao espagos vetoriais topolégicos, entao o espago vetorial de todos os

operadores lineares continuos de X em Y seré denotado por £[X,Y]. Em particular,

denotamos L[X,R] por X’ (dual topolégico de X), cujos elementos sao funcionais

lineares continuos.

Proposicao 1.3 Sejam X um espaco vetorial e Y um espacgo linear normado. Consi-
dere um operador f : X — Y. Dados x,y € X suponha f Giteaux diferecidvel para
cada ponto de {x + t(y — x);0 < t < 1} na dire¢cio y — x. Entao para cada 6 € Y’

valem:
(1) 6(f(y) = f(x)) = 6(Df(z +0(y — x))(y — x)), para algum 0 <0 < 1;
(1) 1f(y) = f(@)] < supgeger [|1DF(z +0(y — 2))(y — ).
Prova: Seja g(t) = d(f(z +t(y — x))). Segue que ¢'(t) = (D f(x +t(y — x))(y — x)).
Pelo Teorema do Valor Médio, existe 6,0 < 6 < 1, tal que g(1) — ¢g(0) = ¢'(#). Dai,
segue que

0(f(y)) = 6(f(x)) = 0(Df(z+0(y —x))(y — ),

sendo J linear, obtemos

0(f(y) = f(x)) = 0(Df(x +0(y — x))(y — x)),

o que prova (i).
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Agora, pelo Teorema de Hahn-Banach (ver Corolario B.1) existe § € Y’ tal que

1] = T e 6(f(y) = f(x)) = [f(y) = f(2)], e por (i), segue que
1f(y) = f@)l = 6(f(y) = f(z)) = 6(Df(z+0(y —2))(y — z))

< o(Df(x+0(y —2))(y — )]

< ollIDf(z +6(y — )y — )|
= [IDf(z+6(y —=))(y —2)|

< sup [Df(z+0(y — )y — )|,

0<6<1
provando (ii).

Exemplo 1.4 Seja f : R? — R definida por f(x) = 2 sex #0 e f(0) =0. Temos

€2
que

t772 t—0 ’]72
para todo n € R?\ {(n1,0)}. Consequentemente Df(0) existe e é um operador linear

1 t3 3 t 3
Df(0)(n) = lim — [ﬂ — 0] — lim 2L = ¢
continuo, mas f nao € continua em 0.

1.2 Derivada de Fréchet

Nesta segao, seguindo [18], apresentamos alguns resultados sobre a derivada de
Fréchet, a qual generaliza o conceito de diferenciabilidade sobre o R™.

Definicao 1.2 Considere f : X — Y, onde X e Y sao espacos lineares normados.
Dado x € X, se existe um operador linear f'(x) € L[X,Y] tal que

o 1+ A7) = f(a) — f/@)(A)]

| Az||—0 || Azl

=0, Az € X, (1.2)

entao f é diferencidvel sequndo Fréchet e f'(x) é chamada a derivada de Fréchet de f

em T.

O operador
X — LIX)Y]
z —  f(z)
¢ chamado a derivada de Fréchet de f.

Observacao 1.4 A derivada de Fréchet, f'(x), é por definicio um operador linear

continuo, o que nao necessariamente ocorre com a derivada de Gateauz D f(x).
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Observacao 1.5 Usando (1.2) temos que dado € > 0, existe § > 0 tal que
If (2 + Az) = f(z) = fi(2)(Az)|| < el|Az]], (1.3)
para todo Ax € X tal que ||Ax| <.

Proposicao 1.4 Se f: X — Y € Fréchet diferencidvel em z, entao f € continua em

x.

Prova: Usando (1.3) note que

[f(z +Az) = f(@)| = [[f'(@)(A2)[| < [[f(z +Az) = f(z) — f(z)(Az)|
e||Ax]|.

IN

Entao

[f(z+Az) = f(z)] < ellAz]| + | f(z)(Az)|
elAz| + || f (@)l Azl
(e+[1f'(@) DI Az].

N

Assim, para ||Az| < § obtemos ||f(x + Azx) — f(x)]| < (e+|f(2)]])d, o que implica
no resultado desejado.
]

Observagao 1.6 Fréchet diferenciabilidade —> Gdteaux diferenciabilidade. De fato,

se f'(x) existe, entao substituindo Ax por tAx em (1.2), temos

o M@+ 182) = f(@) — f@)EAD)] _

el 0 [tAz|| "

Como t — 0 implica ||[tAz|| — 0, seque que

P_I}é flx +tAz) — fix) — f'(z)(tAz) o,
ou equivalentemente

o LCESEC R RN
Dag,

IDf(z)(Az) — f'(z)(Az)|| =0,

ou seja,

[(Df(x) — f'(x))(Az)|]| =0, V Az € X.
Logo, Df(x) = f'(x).
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Proposicao 1.5 A derivada de Fréchet € unica.

Prova: Suponha que existam duas derivadas de Fréchet para f em z, f{(z) e fi(x).

Usando a desigualdade triangular e a Observagao 1.6, temos

1) = fo@)l < Ifi(z) = Df ()| + [ f5(x) = Df ()] = 0.

Dai,
I1fi(z) = fa(2)] = 0,

e portanto, fi(z) = f5(z).

Observacao 1.7 Se Df(z) € um operador linear limitado, entao f'(x) existe se, e
somente se, a convergéncia em (1.1) é uniforme com respeito a todo n € X tal que
Inll = 1. De fato, se f'(x) existe, vimos na Observagio 1.6 que Df(x) = f'(x).
Substituindo f'(x) por Df(x) e Az portn em (1.2), temos

i 1@+ t0) = £(2) = Dy (a)(e)]

om0 [tn] -
o que implica em

i flx +tn) — f(;v) — Df(z)(tn)|| _ 0
dat,

ou equivalentemente

D)) — tiug L) =S @)

t—0 t

Reciprocamente, se a convergéncia em (1.1) é uniforme para todo n tal que ||n|| =

1, temos
Df(x)(n) = lim flat mt) e ’
dat,
fi LD =T ) =0

Logo

o[£+ tn) = (@) = Df ) m) H 0,

lim t
ou seja, g 1@ t0) = (@) = DI@) @Il _

=0 £l
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o que implica em

i 16+ t0) = £(2) = Dy(a)(en)]

—0.
In]—0 7]

Como Df(x) é um operador linear limitado, seque que D f(x) = f'(x).

Observacao 1.8 Se f: X — Y € Fréchet diferencidvel, entao por (ii) da Proposi¢ao
1.3 seque que

1F(y) = fF@)]] < sup [|Df(z+6(y — )|y — .

0<0<1

Exemplo 1.5 Suponha f : R" — R™ Fréchet diferencidvel em x. Vamos calcular

f'(x)(n). Nds temos f(x) = f(z1,....xn) = (fi(x1,...; Zn), ., fr(@1, ..., 2,)). Observe
quen = mej+- - +nue, onde ey, ..., e, € a base candnica de R™. Basta calcular f'(z)(e;),

entdo f'(x)(n) = mf'(x)(e1) + -+ nuf'(7)(en).

Mas,
Ofi(z1, ..., xp) Ofm(T1, .y p)
/ ) — ) ) n m ) ) n
O ]
consequentemente,
Afi(z) 0f1(x)
T Tom \ [
F@m=| -
Ofm(x) - Ofm(x)
oz Oz, T

Os Exemplos 1.2 e 1.3 mostram que D f(x) pode existir e nao ter matriz jacobiana,
também a matriz jacobiana pode existir e D f(x) nao existir. Porém, temos o seguinte
resultado.

Proposigao 1.6 Suponha que f : R" — R™ e que Df(x) existe. Entao Df(x)

¢ representado pela matriz jacobiana em x se, e somente se, Df(x) é um operador

linear.

Prova: Suponha que D f(z) é representada pela matriz jacobiana em x. Seja {eq, ..., €, }

base canonica de R™. Dados n,& € R”, temos que

Dfi(z)(er) -+ Dfi(z)(en) m+ &
Df(x)(n+¢§) = : ' : :
Dfm(z)(er) -+ Dfm(x)(en) M+ &n
Dfi(x)(er) -+ Dfi(x)(en) m Dfi(x)(er) -+ Dfi(x)(en)
_ : , . - . , .

Dfm(z)(er) -+ Dfm(x)(en) TIn Dfm(z)(er) -+ Dfm(z)(en)

&1

&n
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= Df(z)(n) + Df(2)(€).

Logo, Df(x) é linear.

Para a reciproca basta notar que no Exemplo 1.5 apenas a linearidade do operador
f'(x) foi usada para obter a matriz jacobiana. Assim, se Df(x) ¢ linear a matriz
jacobiana existe.

Proposicao 1.7 Sejam X e Y espacos lineares normados. Suponha f : X — Y

Gateaux diferencidvel em X e, além disso, que para x € X fixo:
(1) Df(x)(:) : X — Y € continua em zero;
(i) Df(-)(n) : X — Y € continua em x para cadan € X fixo.

Entao Df(x) € L[X,Y], isto é, Df(x) é um operador linear continuo.

Prova: Pela Proposigao 1.1 Df(z) é um operador homogéneo, consequentemente
Df(x)(0) = Df(z)(0-n) =0-Df(x)(n) = 0. Por (7) existe r > 0 tal que || Df(x)(n)| <

1 sempre que ||n|| < r. Dai, segue-se que

r

_ Bl g 7
D@l = | s

MLDf(:d(n)H N '

r Tl
Wb s <l

Logo, Df(z) é limitado. Agora, devemos mostrar que D f(x) é aditivo, isto é, que
Df(x)(m 4+ n2) = Df(x)(m) + Df(z)(n2). Sejam ny,m2 € X. Dado € > 0 existe 7 > 0
tal que

| D) + ) = DA - D)w) - (
(f(w+tm) - f(sc)) . (f<x+tn2> - f<=f>) H < 3¢

t t

[+t + tn) — f(l’))
'

para |t| < 7. Usando a desigualdade acima obtemos

I Df@)m +n2) = Df(@)(m) = Df(x)(me)l| - H ( t

(ﬂx+mﬁ—ﬂ@)_(ﬂw+mﬁ_ﬂ@)Hgsa

[z 4ty + tn) —f($)>

t t
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implicando que

1D f () (m +m2) = Df(x)(m) — Df(x)(n2)]]

< %‘Hf(?“rt?h +itne) — f(x) — f(x+tn) + f(x) — f(x+tn) + f(x)|| +3e. (1.4)

Pelo Teorema de Hanh-Banach (ver Corolario B.1) existe § € Y’ tal que ||d]| =1

e 6(x) = ||z||. E, por (i) da Proposicao 1.3, temos que

1f (2 4t +tne) — flo+tm) — f(x+tn) + f(2)]
=0 (f(z+tm +tn) — flx+tm) — (f(z+tn) — f(x)))

=0 (Df(z +tm + 01(tn2))(tn2)) — 6 (Df(x + O2(tna)) (tn2))
para algum 0 < 01,60, < 1. Assim,
| f(@+tm +1tne) — flz+tm) — flx+1in)+ f(2)]

=16 (D f(x + tm + O1tna)(n2) — Df(x)(n2) + Df(x)(n2) — Df(z + Oatna)(n2))

< [0 (Df (& + iy + O1tn2) (112) — D f(2)(112) + Df (2)(n2) — Df (2 + batn2) (n2)) |
< [0 DS (& + i + O1tnz)(n2) — Df (2)(12) + D f () (112) — Df (& + Oztnz) (12

< DS (z + 0 + 01m2)) (12) — Df (@) (m2) [| + [£[| D f () (n2) — D f (& + Oatra) (m2)]].

Agora, usando a hipotese (i7), temos que

(t[Df(z+tlm + bin2))(m2) — Df(x)(n2)|l
+ [H[Df(x)(m2) = Df(x + Oatn) (m2)]| < 2]t]e (1.5)

para t suficientemente pequeno. De (1.4) e (1.5) obtemos

[Df(x)(m +n2) = Df(x)(m) — Df(x)(n2)]| < I 2|t[e + 3e = Se.

1

|
Logo Df(x) é aditivo e, da Proposigao 1.1, ¢ homogéneo. Consequentemente D f(z) é
um operador linear.

Portanto, D f(z) é um operador linear limitado, donde segue o resultado.
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Proposicao 1.8 Sejam X e Y espacos lineares normados. Considere f : X — Y.
Suponha Df : X — L[X,Y] e Df continua em x. Entao f'(x) existe e f' € continua

em T.

Prova: Usando o Teorema de Hanh-Banach (ver Corolario B.1), e o item (i) da Pro-

posicao 1.3, temos que

If(z+n) = fl@) = Df@)m)| = 6(f(x+n) = flz) = Df(x)(n)
= 0(Df(x+6n)(n) — Df(x)(n))

6 (Df(x+0n)(n) — Df(x)(n))]

< olllDf(z + 0n)(n) — Df(x)(n)ll

< |[Df(x+6n) = Df()lllnll

IN

N

Como Df é continuo em z, temos ||Df(x + 6n) — Df(x)|/||n|l < €||n||, sempre que

|Inl| < r, o que implica

1 (z+n) = flz) = Df(@) )l < elnll,
sempre que ||n|| < r. Dividindo ambos os lados da desigualdade acima por ||n| e
passando ao limite com ||n|| — 0, obtemos

i M@+ n) = f(@) = Df(z)(n)l|
Inll—0 [l

<e Ve>NO0.

Entao
oo W@+ 1) = 1) = Dy )]

—0.
Inl| =0 171l

Logo

Além disso, como D f é continuo em z, segue que [’ é continua em z.

Proposicao 1.9 (Regra da Cadeia) Seja X um espago vetorial, Y e Z espagos li-

neares normados. Suponha
(i) h: X — Y Gateaux diferencidvel em X ;

(1) g:Y — Z Fréchet diferencidvel em'Y .
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Entio f = goh : X — Z ¢é Gateaux diferencidvel em X e Df(x) = ¢'(h(z))Dh(x).
Se X também € um espaco linear normado e h é Fréchet diferencidvel em X, entdao f
¢ Fréchet diferencidvel em X e f'(x) = ¢'(h(x))l (x).

Prova: Dados z,n € X, sejam y = h(x) e Ay = h(x + tn) — h(z). Entao,

flz+tn) — f(2) g(h(z +tn)) — g(h(x)) _ g(y +Ay) — 9(y)
t t t
9 (W) (Ay) + gy + Ay) — g(y) — ¢'(y)(Ay)
t

_ ) (h(x +tn) — h(@)

t

9(y + Ay) — g(y) — g (y)(Ay) |h(x + tn) — h(z)]|
[ Ayl t '

Dali,

flo+ tnt) — flz) _ /) (h(rc + tnt) -

h(x
) 4 g )P ) - f ) DIa) )
_ 9y +Ay) —g(y) — 9 (y)(Ay) |h(x + tn) — h(z)]|
1Ay t
Reorganizando os termos e aplicando a norma, obtemos

) D)) — ( flz+tn) - f(x)) ) ( Dh(z)(n) — (h(a: +tn) — h(x))) H

t t

H 9y + Ay) —9(y) — 9'()(Ay) [[h(x + tn) — h(z)

IIAyII t
Note que

g'(y) Dh(x)(n) - < - m > < R <h<x : mt) - hu))) H

H y+Ay) —9(y) — g W)(Ay) [z + tn) — h(x)

[Ay]| t
implicando que
dona)n) - (LI < e | prie - (=R
lg(y + Ay) — g(y) — ¢'(y)(Ay)| [|h(z + tn) — h(z)]
' 20 0 - (16)

Agora, usando (i7) da Proposigao 1.3, obtemos

1Ayl = lA(z +tn) = h(x)]| < Sup [£Df (z + 0(tn) ()]l
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logo ||Ay|| — 0 quando ¢t — 0. Assim, passando (1.6) ao limite com ¢ — 0 e conse-

quentemente ||Ay|| — 0, obtemos

flz+tn) — f(x)
t

lim
t—0

t

o (y) Dh(x)(n) — (

)| <t nt |prm - (HEEH=RDY)

+ lim l9(y + Ay) — g(y) — ¢'(y)(Ay)|| |h(z + tn) — h(2)]
| Ayll—0 | Ay |t] '

Dai, segue que

lim
t—0

/i) ()~ (L =) H o,

t

Consequentemente

o (h(2)) Dh(x)(n) = lim L&) = /(7)

t—0 t

)

ou seja,
g'(h(x))Dh(z)(n) = Df(z)(n), ¥ n e X.
Portanto, D f(z) = ¢'(h(x))Dh(x).
Se X é um espago linear normado e h é Fréchet diferenciavel em X. Dados

xz,n € X, sejam y = h(x) e Ay = h(x + tn) — h(z). Entao,

LS (z +tn) = f(x) = g'(h()P (@) )]l _ llg(hlx +tn)) — g(h(x)) — ¢'(h(x)) W (z)(in) |
i 1

_ gty +Ay) —g(y) — g'(W)(Ay) + ¢'(y)(Ay) — g'(y)h' (x)(tn) |
Iz

< gty +2y) = 9) =g WAYI Ay]  Nlg' W) (Ay) = ¢’k (x)(tn)]
N i 1Ay g
lg(y + Ay) = 9(y) — g'(W)(AY)|[ |h(x + tn) — h(z)|
N 1Ay g

| 1Az +tn) = h(z) = W' (z)(tn)]|
g '

+ llg' ()|

Como foi observado na primeira parte da demonstragao ||Ay|| — 0 quando ¢t — 0, logo,

passando ao limite com ¢t — 0 e consequentemente ||Ay|| — 0, obtemos
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o W@ 1) = () = g (W) (@) )|

t—0 |t’
< m MW+ AY) —9(y) — g W) Ay [|h(z +tn) — h(z)]
= tlayf-0 Ayl t]

Sendo g e h Fréchet diferenciaveis, resulta

o 1@+ 1) = (@) = o (@) () 1)

t—0 |t’

=0.

Logo f é Fréchet diferenciavel e, pela unicidade da derivada de Fréchet (Proposi¢aol.5),

segue que f'(z) = ¢'(h(x))N'(x).

1.3 Convolucao de Funcoes

Nesta segao, seguindo [8] e [9], definimos o produto convolu¢do de fungoes e

exibimos alguns resultados importantes que envolvem tal conceito.

Definicao 1.3 Dadas duas funcoes mensurdveis f,g : R" — R. A convolugao de f e
g € a funcao f * g definida por

(fxg)(z) = . flx—y)g(y)dy,

para todo x tal que a integral exista.

A seguir, algumas propriedades elementares da convolucao.
Proposicao 1.10 Assumindo que todas as integrais em questao existam, temos:
(i) frg=gxf;
(it) fx(g+h)=[fxg+fxh;

(12d) (f*g)xh=fx(gxh)

Prova: Para (i) basta fazer a mudanga de variavel z = x — y. Dai
(f*9)@) = [ [flz—y)gly)dy
Rn

= | Gt~ )
— (g+ N
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Para (7i),temos

Lfx(g+h)](z) = . fle—y)[(g+h)(y)]dy
= /. f(x—y)lgy) + h(y)]dy

-/ flz —y)gly)dy + /R f(x—y)h(y)dy
= (f*g)(x)+ (f =) ().

Por fim, usando () e o Teorema de Fubini (ver [3]), temos que
(Fxg)<hl@) = [ (Fxg)le = by
= [ [ 1Glta -y =iy
= / | AEg(w =z = y)hly)dydz

= f(2)(gxh)(x — z)dz

provando (7).

oz
i=1,2,...,n, entao fx g€ C1(R") e %(f xg) = f* (%) para todo i = 1,2, ...,n.

Teorema 1.1 (Ver [9], p.242.) Se f € L'(R"), g € C*(R") e a_gi é limitada para todo

Prova: Por (i) da Proposigao 1.10, temos que

(f*9)(@) = (g P)(x) = / o(z — 9)f (w)dy.

n

Como a fungao x — %g(w —vy)f(y) é continua, entao pela Regra de Leibniz (ver [15]),

segue que
o e9)e) = o [ gle— )y
— [ sta =)y

R™ 1

Jg
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para todo i =1,2,...,n.

A seguir, || - ||, denota a norma em L?, 1 < p < oo (ver Apéndice A).

Teorema 1.2 (Desigualdade de Young Generalizada, [8]) Sejam X =R", C' >

0 e seja K uma fun¢ao mensurdvel sobre X x X tal que

sup/ |K(x,y)|dy < C, Sup/ |K(x,y)|de < C.
zeX JX yeX JX

Se feL’(X),1<p<o0o, afuncao Tf definida por

Tf(z) = /X K (2, 9)f (y)dy

estd bem definida para quase todo ponto, Tf € LP(X) e [|[Tfll, < C|f|l,-

Prova: Sejam 1 < p < 0o e ¢ o expoente conjugado de p, isto é, ¢ satisfaz 217 + é = 1.

Note que
K (2, 9) f ()] = | K (2, 9)|7 (|K (,9)|7| f(1)])-
Dali,
()| < /X K (2,9)f ()l dy
= /X K (2, 9)]7 (1K (2, 9)[7| ()] )dy.

Usando a Desigualdade de Holder (ver Proposigao A.1), temos

il < ([ |K<x,y>|dy)é( / |K<x7y>||f<y>|pdy)’l’
< ¢ ( / |K<x,y>||f<y>|f?dy)’l’.

Elevando ambos os lados a poténcia p, integrando e usando o Teorema de Fubini(ver

[3]), obtemos
[irsara < [ [ x@lisoPa
X xJx
< ¢ [ Iy
b's
Agora, elevando ambos os membros a %, segue que

ITfll, < Co#lIfll, = Cllfl,-
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Esta estimativa implica, em particular, que a integral definida por T f(z) converge
absolutamente q.t.p., assim, o resultado segue para o caso 1 < p < co0. O caso p =1
segue de maneira similar e requer somente a hipotese [, |K(x,y)|dz < C. Por fim, o
caso p = oo € trivial e requer somente a hipotese [, |K(z,y)|dy < C.

Teorema 1.3 (Desigualdade de Young, [8]) Se f € L}R") e g € LP(R") (1 <
p < ), entao f*xg e LP(R") e

LF*glly < [1fllllglly-
Prova: Tomando K(z,y) = f(z —y), temos
Tg(x) = /Xf(:v —y)g(y)dy = (f * g)(x).

Dali, basta aplicar o Teorema 1.2.



Capitulo 2

Algumas Propriedades de Equacoes

Diferenciais em Espacos de Banach

Neste capitulo apresentamos resultados sobre existéncia, unicidade e diferencia-

bilidade de solugoes de equacgoes diferenciais ordinarias em espacos de Banach.

2.1 Teoremas de Existéncia Local de Solucao

Nesta secao, seguindo as referéncias [2], [6], [14] e [19], exibimos resultados sobre
existéncia local e unicidade de solugao.

Seja X um espago de Banach. Consideramos em X a seguinte equacao diferencial

dx

i f(t, ), (2.1)

com
f:IxX — X
(t,x) — [f(t )
onde f é uma funcao continua, e I um intervalo de R.
Uma fun¢ao continuamente diferenciével ¢ : I C R — X ¢ dita uma solugao

(classica) de (2.1) no intervalo I se:
(i) O grafico de ¢ em I, isto &, {(¢,¢(t));t € I} esta contido no dominio de f;

(i1) £o(t) = f(t, ¢(t)) para todo ¢ € I.
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O problema de Cauchy para (2.1), com condi¢bes iniciais (¢, zo), ¢ denotado por

dx = f(t [E) (to) =2, (to,l’o) el xX.

Lema 2.1 O pmblema (2.2) € equivalente & equagao integral
t
x(t) = o +/ f(s,z(s))ds, to,t € I.

Prova: Integrando ambos os membros de (2.1) de tg a ¢t obtemos

—x0+/fsx

Reciprocamente, derivando com relagao a t ambos os lados de (2.3) obtemos

d
Salt) = f(t,2()

alem disso, de (2.3) temos z () = .

Observagao 2.1 Se no problema de Cauchy (2.2) tivermos

f(t,:(]) ZA.T—I—g(t,I),

(2.2)

(2.3)

com A: X — X um operador linear limitado, entao a solu¢ao de (2.2) é dada por

t
plt) = ey + / Mg (s, x(s))ds,

to

At ¢ o operador linear limitado (ver [17]), dado por e =37 (At

onde e =

De fato, temos

d
df = Az + g(t, ).

Multiplicando ambos os membros da igualdade acima por e~

obtemos

—adr
dt

Observando que o lado esquerdo da igualdade acima é 4 [e*Atx}, obtemos

dt
—d [e’Atx] =M (t,x)
dt - g 9 .

Integrando (2.4) de ty a t, obtemos

e Ma(t) — e Mop(ty) = / e (s, z(s))ds.

to

—e M Ax = e Mg(t, 1)

At

Agora, multiplicando ambos os membros da igualdade acima por e**, seque que

t
z(t) = ety +/ M=) g(s, x(s))ds.

to

(2.4)



26

Se X = R" e f é continua, entao o classico Teorema de Peano garante a existéncia

de solugoes locais para (2.1). Mais precisamente, temos:

Teorema 2.1 (Teorema de Peano) Consideremos um conjunto aberto Q C R x R".

Seja f: Q — R™ continua em Q, entao para qualquer (ty, o) € €2,

tem pelo menos uma solugao passando por (to, xo), a qual estd definida num intervalo

[to — a, to + @] para algum o > 0.

Prova: (Ver [11], p. 14, Teorema 1.1).
[
Entretanto, o Teorema de Peano deixa de ser valido se X tem dimensao infinita,
como mostra o contra-exemplo a seguir.
Contra-exemplo para o Teorema de Peano em dimensao infinita (ver

[2] e [7]): Consideremos X o espago de Banach contido em [*°, dado por

coz{(xn);anRVnEN, lim xnzo},

n—oo

com norma ||z|| = sup,, |z,|. Para todo z = (z,) € X = ¢, tome y como sendo a

Izl + —
n =1l lTn| + —— .
Y n-+1

Segue que y, € R e lim,, ooy, = 0, assim y = (y,,) € co. Considere y = f(z). Como

sequécia (y,) definida por

a funcdo 4/|z| é uniformemente continua em R, entdo x —— f(x) é uma aplicagao

continua do espaco ¢y nele mesmo. No entanto, mostraremos que a equacao diferencial

' = f(x) (2.5)

z(0) = @, (2.6)

onde ® = (0,0, ...) € ¢.
De fato, suponhamos por contradi¢ao, que z(t) seja uma solu¢ao do problema

(2.5)-(2.6), entao como (2.5)-(2.6) é equivalente a

2, = f(zn)



27

para todo n, podemos escrever x(t) = (z,(t)), onde cada n-ésima coordenada x,, ¢ uma
fungao derivavel em uma vizinhaga de t = 0 e satisfaz a equagao diferencial ordinaria

unidimensional

1
2.7
n+1 ( )

00 = |l +
z,(0) = 0.

De (2.7) segue que x,(t) é estritamente crescente em t e, uma vez que x,(0) = 0, entao

x,(t) > 0 para 0 < t < 7, onde 7 é suficientemente pequeno. Assim,

zh(t) > Van(t), 0<t<T,

ou ainda
2, (1)
Tn (t)

>1,0<t<T. (2.8)

Integrando ambos os lados de (2.8) de 0 a ¢t obtemos

2

x"<t)>Z’ 0<t<Tt,Vn.

Logo, x,, esta definida para todot € R e para 0 <t < 7 temos

Note que nao importa o quao pequeno seja 7, a sequéncia (x,(t)) nao converge
para zero quando n — 0o, o que contradiz o fato que x(t) é uma solucao de (2.5)-(2.6)
e que, em particular, z(t) € c.

Um argumento analogo vale para a esquerda de t = 0. Portanto, mesmo f sendo
continua o problema (2.5)-(2.6) ndo possui solu¢ao em qualquer vizinhanca de ¢ = 0.

Vimos que quando X tem dimensao infinita, a continuidade da funcao f nao é
suficiente para assegurar a existéncia de solugdes para o problema (2.2), no entanto,
acrescentando a hipotese que a fungao f é localmente lipschitziana na segunda variavel,
podemos provar a existéncia local e unicidade de solugdo para o problema (2.2), de

maneira analoga ao caso em que X = R".
Teorema 2.2 (Existéncia Local e Unicidade, [14]) Consideremos o "cilindro”

Ry={(t,.z) eRx X; to <t <ty+a, |[z—zl < 5},
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onde a e 3 sao constantes positivas. Seja f : Ry — X continua em t para cada x
M para (t,z) € Ry e que f seja lipschitiziana
K|z — 2| para (t,21),(t,x2) € Ry, com K e

fixzado. Suponhamos que || f(t,z)||
em x, isto €, || f(t,z1) — f(t, za)]|
M constantes nao negativas. Entao o problema de Cauchy

<
<

(fl—f = f(t,z), z(ty) = w0, (to,70) € Ro, (2.9)

tem uma tinica solucdo x(t) sobre [ty,to + al, onde a = min{a, &}.

Prova: Utilizaremos na demonstracao o Teorema do Ponto Fixo para Contragoes (ver
Apéndice B). Consideramos inicialmente C, = C([to, o + ], X), o espago de Banach

das fungoes continuas x : [to, ty + o] — X, com a norma

[z]le = sup  flz(t)].
te[to,t0+a}

Tomemos, neste espaco, a bola fechada
Bg = Bs(zg) ={r € Cy : ||z — 20]l0c < B}

Definimos o operador
t
To)t) =20+ [ f(s.0(9)ds
to
Notemos que Tz é uma fungao continua. Além disso, o operador T leva a bola fechada

Bp nela mesma, isto é, TBs C Bg, de fato

H(ch)(t)—rcon‘ / f(s.x(s)ds| < / 1 (5. 2(s)l|ds
< M tds
< M|t0—t0|
< Ma < M%Zﬂ

Logo

sup  [[(T'z)(t) —zof| < 8 = [Tz — 2ol < B
tE[to,to-}—a]

Agora mostraremos que o operador 7" é uma contragao sobre B para n sufici-

entemente grande. Para isto, comecamos observando que

[t — to|"

I(T"22)(t) = (T"2) (O] < K" [lo2 = 21]loo. (2.10)
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De fato, dados x1, 29 € EB, para n = 1 temos

A (s, ma(s))ds — / F(s,1(5))ds

< / 1f (s, 22(s)) = f(s,21(s)) | ds

[(T2)(t) = (Tz) ()] =

/t K\za(s) — 2(s) |ds

t
K||zo — 21| cods

to

IN

Supondo que (2.10) vale para n = r. Entdo para n = r + 1 temos

ey — =)ol = | [ s @i - [ s, @m)enas

< /Ku ") (s) — (T"21)(s)||ds
r _t0|
< KK —ng—xlﬂoods
to

r |t tO’ rH
- +1W\|x2 21|00 5

provando (2.10). Logo, aplicando o sup,cp, 1,+a; €m0 (2.10), obtemos

K
1T 22 — T"21 || < ( O‘)

|22 — 21|

(K) (K)

< 1. Assim,

Quando n — oo, segue que — 0. Dai, existe ng > 1 tal que
o operador 7™ é uma contracao em B 3 para n — oo. Logo, pelo Lema da Contragao
(ver Teorema B.2), T™ possui um tnico ponto fixo z(t) € Bs. Pelo Corolario do Lema
da Contragao (ver Corolario B.2) o tnico ponto fixo de 7™ é também o tnico ponto

fixo de T Portanto, segue que x(t) ¢ a unica soluc¢ao de (2.9), pois

(T2)(t) = 2(t) —> x(t):x0+/ttf(s,x(s))ds

dai,
dz

yr = f(t,x(t)) e x(to) = xo.
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2.2 Teoremas de Existéncia Global de Solucao

Nesta segao, seguindo as referéncias [2], [6] e [14], mostramos a existéncia global
de solugoes, para tanto, vamos impor certas condigoes sobre a funcao f.

Iniciamos com o bem conhecido Lema de Gronwall (ver [22]).

Lema 2.2 Sejam u,v fungées continuas nao negativas em [a,b] C R tais que, para

a > 0, satisfazem a desigualdade

u(t) < a+/ v(s)u(s)ds, t € [a,b]. (2.11)

u(t) < aexp (/:U(sms).

Em particular, se o = 0 entao u = 0.

Entao,

Prova: Se o > 0. Seja
t
w(t) = « +/ v(s)u(s)ds. (2.12)

De (2.12) temos que w(a) = a e w(t) > «a > 0. Derivando w, obtemos

< o(t). (2.13)

Entao

ou equivalentemente
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Sendo w(a) = «, obtemos

Dai resulta que

Logo,

w(t) < aexp (/atv(s)ds).

Como de (2.11) e (2.12) temos u(t) < w(t), segue o resultado para a > 0.

Para o caso a = 0, note que

u(t) < o exp (/atv(s)ds) V' >0

Passando ao limite com o/ — o = 0, obtemos

t
lim u(t) < lim o exp </ v(s)ds) =0.

a’—0 a’—0

Sendo u(t) nao negativa, segue que u(t) = 0, para todo ¢ € [a, b]. Portanto, u = 0.
[
No préximo teorema vamos impor uma condi¢ao sobre a fungao f que garantira

a existéncia global de solugao para o problema de Cauchy

dx

Fr f(t,x), t >to; z(ty) = o, (2.14)

onde f:J x X — X, com J = [ty,00), X é um espago de Banach e zg € X.

Teorema 2.3 (Ver [14], p.161, Teorema 5.6.1) Suponha que:

(1) g € C(J x Ry, Ry) e g seja nao-decrescente em r > 0 para cada t € J, e que a

solug¢ao mazximal r(t;tg,r9) do problema de Cauchy escalar
r'=g(t,r), r(to) =10 (2.15)
exista em todo J;

(1) f € C(J x X, X) satisfaz condigoes suficientes para garantir existéncia local de

solug@o para o problema (2.14) através de qualquer ponto em J x X, e que

LFE ) < gt [lzll) para todo (t,2) € J x X.
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Entao, o maior intervalo de existéncia de qualquer solugdo x(t;to, o) de (2.14) com
|xo|| < 1o € J. Além disso, ser(t;tg,ro) for limitada sobre J, entao o limite lim;_,, x(t; o, o)
existe e € um elemento em X.

Prova: Seja x(t) = x(t; to, o) uma solugao de (2.14) com ||zo|| < 79, que existe sobre

[to, B), para tyg < < 00, e tal que o valor de /5 nao possa ser estendido.

Definindo m(t) = ||z(t)|| para t, <t < (3, temos que
m(t +h) —m(t) = [zt + Rl = =@ < [lz(t +h) = 2@,

entao,
m(t + h) — m(t) < |x(t + h) — x(t)]]
h - h

Passando (2.16) ao limite com h — 0% e usando (ii) obtemos

. (h > 0). (2.16)

d'm(t) < 'O = IfE =) < gt [z(@)]) = g(t,m(t), to <t <8,

onde d*m(t) é a derivada a direita de m(t). Além disso, m(to) = ||z(to)|| = |lzol| < 7o.
Assim,

m(t) —m(ty) < /g(s,m(s))ds,

to
ou seja,

m(t) < m(to)—i-/g(s,m(s))ds

to

< o+t / o(s, | =(s)])ds.

to

Note que ro+ ft'; g(s, ||z(s)||)ds é uma solugao do problema escalar do tipo (2.15), com
g(t;r) = g(t, [l@)])). Logo

le@I < r(t), to <t <8, (2.17)

Agora, devemos estabelecer que lim;_,5- x(t) existe e é um elemento em X. Sendo
g(t,r) ndo-decrescente em r > 0, entdo para quaisquer t; e ty tais que tg < t; < ty < f3,

temos
t

latts) — x| = || [ F(s.a(s))ds

t1

< / g5, ll2(s) ) ds

t1

< [ otsirtenas

t1

to
= / r'(s)ds.
t1
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Assim,
[2(t2) —2(t)]| < r(t2) —r(t). (2.18)

Uma vez que lim, ,5- r(t) existe e é finito, entdo tomando os limites t;,ts — 57,
temos ||z(t2) — z(t1)|| — 0. Logo, usando o critério de Cauchy para fungoes (ver [16]),
concluimos que lim; ,5- () existe.

Agora, defina x(/5) = lim;_,3- 2(t), e considere o problema de Cauchy

o' = f(t,x), x(B) = s (2.19)

onde xg ¢ a condicao inicial em ¢ = 3. Como estamos assumindo existéncia local de
solugao através de qualquer ponto em J x X, segue que z(t), solucao de (2.19), existe
em uma vizinhancga de 3, isto é, o intervalo de existéncia de solugao pode ser estendido
além de 3, o que contradiz nossa hipotese de que o valor de S nao pode ser estendido.
Dai, qualquer solugao de (2.14) existe sobre [tg, 00), e entao (2.17) e (2.18) valem com
B = o0.

Além disso, como ¢g(t,r) > 0, entao r(t) é ndo-decrescente em J, e supondo que
r(t) é limitada sobre J, temos que lim;_,, 7(t) existe e ¢ finito. Disto e das desigualdades

(2.17) e (2.18), com B = oo, segue que lim; ., z(t) existe e ¢ um elemento em X.

[
Observacgao 2.2 Substituindo J = [tg,00) por J = (—o0,to] no Teorema 2.3, este
pode ser estabelecido para o problema de Cauchy
dx
T f(t,x), t <to, 2(to) = o, (2.20)

com f: Jx X — X. Entao, substituindo J por J nas hipoteses do Teorema 2.3, a
mesma conclusao do Teorema 2.3 vale para as solugées de (2.20) com limy_, ., x(t; tg, o).
Os intervalos J e J podem ser substituidos por quaisquer intervalos [to,to + «) e

(to — a, to], respectivamente.

Corolario 2.1 Assuma que f € C(J x X, X) € globalmente Lipschitziana na varidvel
x. Entao, existe uma unica solu¢ao do problema de Cauchy (2.14), definida sobre todo

J, que depende continuamente do dado inicial (to, x¢).

Prova: Seja f € C(J x X, X) globalmente lipschitiziana na variavel z, com constante
de Lipschitz K > 0. Entao, pelo Teorema 2.2, obtemos existéncia local e unicidade de

solugao para o problema (2.14).
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Além disso, para todo (t,z) € J x X, temos

IF@E o) < Kzl + £ 0)],

onde K ¢é a constante de Lipschitz. Defina F(t) = | f(¢,0)||]. Tomando g(t,r) =
Kr+ F(t), segue que g € C(J x R, ,R,) e ndo decresce em r > ( para cada t € J, e

ainda é globalmente Lipschitz em r. Note que
1)l < Klell+ £ 0)]l = Kllall + F(2) = g, lz]).
Além disso, sabemos que o problema de Cauchy
= g(t,r), r(ty) =19 € Ry (2.21)

possui tnica solugao (ver [22], p. 10, Exemplo 3), a qual pelo método de variagao das

constantes é dada por

t
r(t) = efft=to) [ro +/ eK(”O)F(S)dS} : (2.22)

to

Note que 7(t) existe em todo J. Portanto, segue do Teorema 2.3 que o maior intervalo
de existéncia de qualquer solugao z(t,to, o) de (2.14) com |z|| < r9 é J. Como
feC(JxX,X) églobalmente Lipschitz, entdo pelo Teorema 2.2, para todo (o, xg) €
J x X temos unicidade de solugao numa vizinhanga de (¢, o). Dai, supondo a existéncia
de duas solugoes de (2.14) definidas sobre todo J passando por (tp,zo), entdo numa
vizinhanga de (o, zg) teriamos uma contradi¢do. Portanto, existe uma tunica solugao
do problema (2.14) definida sobre todo J.

Para provar a dependéncia continua com relagao aos dados iniciais, sejam x;(t) =
x(t;ty, 1) € xo(t) = x(t; tg, x2) solugoes de (2.14) por (t1,x1) e (L2, x2), respectivamente.

Entao
lw(t; 1, 21) — 2 (t;te, 22)|| = ||x(t; 81, 21) — 2(t; te, 21) + 2 (t; ta, 1) — x(; ta, 22)||
< et ty, ) — x(t; te, 1) || + |2 (t; to, 1) — (85 t2, 22)|| - (2.23)
Mas,

|z(t;t2, 21) — 2(t;t2, 22)|| =

T+ /tf(s,x(s;tg,xl))ds — <:c2 + /tf(s,x(s;tg,a:Q))ds)

<z — 3] +/ 1f (s, z(s5t2, 21)) — f(s, 2(s;t2, 72))||ds

t
< oy — 29| +/ Klz(s;ty, x1) — x(s;te, x2)||ds.
to
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Usando o Lema 2.2 (Lema de Gronwall) em
t
[t b2, w1) — 2(tita, 22) || < lag — 22 +/ Kl (s;tg, 21) — 2(s; t2, )| ds,
to

temos

| (t; ta, x1) — x(t;te, 22)|| < |21 — xgHeff2 Kds, (2.24)
Substituindo (2.24) em (2.23), obtemos

t
|t ty,20) — 2t ta, w)| < [ty 1) — bty 21)|| + [l — zaf|ela ¥,
Logo, ||x(t;t1,x1) — x(t; ta, x2)|| — 0 quando (¢1, 1) — (t2,2), ou seja, x(t;t1, 1) —
x(t; ta, ko) quando (t1, 1) — (t2, z2).
]
A seguir, temos um cléssico resultado, devido a Cauchy, Lipschitz e Picard, para

o caso particular de sistemas autonomos.

Teorema 2.4 (Cauchy, Lipschitz, Picard) Sejam X um espa¢o de Banach e F :
X — X wuma aplicagcao globalmente Lipschitz, isto ¢,

IF(x) = F)ll < Llz—yl, Vz,ye X, LeR,.

Entao, para todo zy € X, existe uma tnica solugio x € C*([0,00), X) que satisfaz o

problema
dx
— = F(z), z(0) = x. (2.25)
dt

Prova: Seguimos a mesma prova dada em |[6].

Existéncia: Comegamos observando que, pelo Lema 2.1, resolver (2.25) é equivalente

a encontrar r € C([0,00), X) tal que

x(t) = xo +/0 F(x(s))ds. (2.26)

Defina E = {z € C'([0,00), X);sup,>q e *|z(t)|| < oo}, para alguma constante
k > 0, a ser fixada posteriormente.

Afirmacao 1: E é um espaco de Banach com a norma

|zl = supe™|lz(t)]|, & > 0.
t>0
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De fato, seja (z,) uma sequéncia de Cauchy em E. Dado € > 0, existe ng € N tal que
para m,n > ng temos
2 — @nlle = sup e ™ ||z (t) — 2a(8)]| <,
>0

dai,

e M| zm(t) — 2o (t)|| <€, ¥ m,n>mng, t>0. (2.27)
Para cada t € [0,00) fixado, segue de (2.27) que a sequéncia (z1(t),z2(t),...) é de
Cauchy em X. Assim, existe ' € X tal que z,,(t) = 2' quando n — oo. Defina

z:[0,00) — X,

tal que
z(t) = 2" = lim z,(t), Vt>0.

n—oo
Observe que © € E e x, — = em E. De fato, comecamos notando que, como (z,)
¢ uma sequéncia de Cauchy em F, (z,) é limitada em E. Com efeito, fixando € = 1,

existe ng € N tal que se n, m > ngy entao
|Tm — zul|lE < 1,

ou seja, se n > ng entao

‘|$n0 - InHE <1,

0 que mostra que a sequéncia é limitada por max{||xo||z, .-, |Tne_1llE, [|Zn, |l + 1}

Assim, existe uma constante ¢ > 0 tal que
|2nllz = supe ™[z, (]| < e
>0
Por outro lado, pela definicao de supremo, temos
e Mz < sup ez (@) = [l e

Dai,
e Mz, ()| < « (2.28)

para todon € N, > 0 e k > 0 fixo. Passando o limite em (2.28) com n — 0o, obtemos

e Mzl < e
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Assim,

)l = sup e ™ |lz()]| < c,
t>0

logo, * € E. Para concluirmos a afirmacao 1 é suficiente verificarmos que x,, — x,
uniformemente em [0, 00). Para isso, notamos que, dado € > 0, existe ng € N tal que

€

12 () = 2a ()l < 5

(2.29)

para todo m,n > ng e qualquer t € [0,00). Entao, fazendo m — oo em (2.29),

concluimos que, para n > ng

l2(t) = za()]| <

<e,

N

para todo t € [0, 00), ou seja, segue que x, — = uniformemente em [0, 00).

Além disso, para todo x € F, a fungao
t
(®x)(t) = xo —|—/ F(z(s))ds,
0
pertence a E. De fato,
(1) a continuidade de ® segue do fato de termos uma soma de fungées continuas.

(77) Mostraremos que ||®(z)||r < 0o. Com efeito,

[@(z)[p = supe ™[|(®(z))(t)] = supe™
>0 >0

xo + /OtF(a:(s))ds

t
< supe || —|—Supe_kt/ | F(z(s))|lds. (2.30)
>0 >0 0

A primeira parcela de (2.30) é claramente finita. Para mostrarmos que a segunda

parcela é finita, observamos que
[ 1Fes = [ 1) - FO)+ Fo)lds

[ 1#) = Folds + [ 1FO)1as

< [ i+ [ 1FO)1ds

= [ Blelds 1O

IN

Isto é,

AwwwmsAwawWNWt (2.31)
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Multiplicando ambos os lados da desigualdade (2.31) por e %!, obtemos

t
ot [NFGDlds < [t Llats)ds +e RO
0

Dai,

L/Tuzv Dlds < U/‘zﬁ ek5 3| 3(s) | ds + e | F(0)]1. (2.32)

Agora, consideramos o conjunto

G = {e ™| F(0)t; ¢ > 0}.

||F

Este conjunto é limitado superiormente por . Com efeito, seja g : [0,00) — X a

funcao definida por
g(t) = e || F(0)]It.
Derivando com relagao a t, temos

Jt) = [F(O)] _ekUF(O)Htk |

Note que g tem um maximo local em ¢ = % Como a funcao g estd definida em
um dominio conexo, é continua, ¢'(t) > 0,V t < % eg(t)<0,Vt> %, segue que este
maximo é global, o que implica que G é um conjunto limitado superiormente. Portanto,
sup G existe e é finito. A seguir, sup G sera denotado por M.

Assim, de (2.32), temos que

¢ ¢
_kt/ |F(x(s))|lds < / Le Ftekse=hs|| 2 (s)||ds + M
0 0
¢
< / Le *e* sup e ™% ||z(s)||ds + M
0 s>0

t
= / L|jz||ge e ds + M
0

¢
= L||x||Ee_kt/ eds + M
0

ekt 1
= Dl | - | 40
1 e M
= Llelle |1 - S|+ v

IN

1
Lllz|ls + M.
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Logo,
/HF ))|lds < L||:c||E + M,

implicando que

1
sup e~ /HF Dds < Lllallsy +M < oo (2.33)

>0 N
Portanto, substituindo (2.33) em (2.30), concluimos que ||®(z)||r < co.
Afirmacao 2: Se escolhermos k > L, ® ¢ uma contracao no conjunto {® € E; ($z)(0) =
zo}. De fato,

[ (z(s)) — P(y(s)l =

i [F(x(s)) — Fy(s))lds

< AHF@®»—Fw®W%
SlALW®—M@W&

Daf, multiplicando ambos os lados por e~* e procedendo como em (i), obtemos

[2() ~ 2W)le < el

Portanto, se k > L, ® é uma contracao, logo possui um tnico ponto fixo x, o qual
satisfaz (2.26) e consequentemente satisfaz (2.25).

Unicidade: Sejam z; e 25 duas solugoes de (2.25). Defina
p(t) = [l (t) — z2(t)]]
Por (2.26) temos que

p(t) = ||561(t)—fvz(t)||=‘/O[F(xl(S))—F(ivz(S))]dS

< /me @MDM8<L/HM ) — 2a(s) |ds

_ /0 o(s)ds.

o(t) < L/Otgo(s)ds, Vit>0. (2.34)

Logo,

Usando o Lema 2.2 (Lema de Gronwall) em (2.34), segue que ¢ = 0, o que implica

1 = Ta.
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2.3 Diferenciabilidade da Solucao

Nesta se¢ao exibimos um resultado sobre a suavidade da solugao com relagao aos

dados iniciais e a parametros.

Lema 2.3 Sejam A um operador linear limitado sobre um espaco de Banach X, e

0 < T < o0. Entao as aplicagoes:

Rt x X — C([0,T],X)
(1,6) = {e e, 0<t<T}

R* x C([0,T],X) — C([0,7T],X)
(u,9) +— {/o e M=) g(5)ds OStST}

sao ambas analiticas.

Prova: (Ver [12], p.64, Lema 3.4.2).

Lema 2.4 (Ver [12], p.64, Lema 3.4.5.) Sejam X,Y espagos de Banach, U um con-
gunto aberto em X, e J um intervalo compacto em R. Se F: J x U — Y € continua,

entao a composi¢ao

r = F(-,z() (2.35)

¢ continua. Se (t,x) — (%)kF(t,x) € continua sobre J x U para k =0,1,...,r, entdo

a composicao (2.35) é C.

Prova: Seja (x,) uma sequéncia em C(J,U) tal que x,(t) — x(t) uniformemente em
J quando n — oo. Suponha por contradicao que a composta nao é continua, entao

existe € > 0 tal que

[ E(zn() = FCoz(Dllewyy > €>0.
Entao, existe (t,) em J tal que

[ (tns 2 (tn)) = F(tn, 2(ta))lly = 5 >0,
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para todo n. Mas, sendo J compacto, existe uma subsequéncia (t,) de (t,) com ¢, —
te J, dai
1F (ty (1)) = F b 2(t,))[ly >0,

o que contradiz a continuidade da F, pois (¢, z,(t,)) = (¢, z(t)) quando n — oco. Logo,
se I’ é continua, entdo a composi¢ao (2.35) é continua, o que conclui a primeira parte
da prova.

Agora, se (t,x) — (a%)kF(t,x) é continua sobre J x U para todo k= 0,1, ..., 7.
Entao, note que gx(t,x) = (%)kF(t,x) satisfaz as hipoteses da primeira parte do
lema, para todo k =0, 1,...,7. Logo = +— gi(- ,x(+)) é continua para todo k = 0,1, ..., 7.

Assim, segue o resultado.

Teorema 2.5 (Ver [12], p.64, Teorema 3.4.4.) Sejam A um operador linear limitado
sobre um espaco de Banach X, U um aberto em R x X, A um aberto em um espaco
de Banach M. Suponha f :U X A — X com f,D.f, Dxf continuas sobre U x A, e
t — f(t,z,\) localmente Hoélder continua.

Para >0, N € A, (1,€) € U, seja z(t) = x(t;7,&, \, 1) a solugdo mdzxima de

E—l—,qu = flt,x,\), t>71
x(r) = &
Entao (&, \, ) = x(t; 7,6, X\, 1) € Ot de X x AXRT em X, sobre o dominio de existéncia

da solucao. As deriwadas: u(t) = Dex(t), v(t) = Dyx(t), w(t) = D,yx(t) sao solugoes
suaves de

%ﬂmu = Dy f(t,x(t),Nu, u(r)=1I;
%HAU = D, f(t,x(t), v+ Drf(t,z(t),\), v(r)=0;
dw

— 4+ pAw = D,f(t,x(t), Nw — Ax(t), w(r)=0.

Prova: Seguimos a prova dada por [12]. Sem perda de generalidade, consideramos
t € [0,T]) e = 0. Defina o operador G sobre C([0,T], X) (espago das fungoes continuas
z:[0,T] — X), por

t
G(z; &\, p)(t) = e e + / e HA f (s, a(s), N)ds, 0<t <T.
0

Para (&, \, ) em uma pequena vizinhanca de (&g, Ao, f10), (0,80, Ao, o) € U X A x R,

G ¢é uma contragao em uma bola B C C([0,7], X), cujo tnico ponto fixo é a solugao

I(t; T? g? >\7 /"L)'
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Agora, usando o Lema 2.4 notemos que (z,\) — f(- ,z(-),\) € C([0,T],X) é
continuamente diferencidvel sobre B x A, e G é a composic¢ao desta aplicacao com uma

aplicacao analitica (ver Lema 2.3), assim, G é C' e, consequentemente, seu ponto fixo

z(t;7,&, M\, 1) também ¢ C! em seu intervalo de existéncia.



Capitulo 3

Atrator Global para Sistemas

Autdénomos

Neste capitulo, seguindo as referéncias [6], [10] e [23], apresentamos alguns resul-

tados sobre sistemas dindmicos cuja evolucao é descrita por um semigrupo.

3.1 Semigrupos e Conjuntos Invariantes

Definicao 3.1 (ver [10], p. 35) Sejam X um espago métrico completo e RT = [0, 00).
Um C"-Semigrupo, r > 0, € uma familia de operadores (nao necessariamente lineares)

S(t): X — X, t >0, que satisfaz as sequintes propriedades:

(1) S(0) =1 (operador identidade sobre X );

(i7) S(t+s)=S5(t)S(s), ¥V t,s>0;

(1ii) S(t)x € continuo em t e x, e tem derivada de Fréchet continua em x até a ordem

r, para (t,r) € RT x X.

Consideramos sistemas dinamicos cuja evolugao é descrita por um semigrupo
sobre X. Assim, se ug é o estado do sistema dindmico no instante "zero", isto é,
S(0)ug = up, entdao u(s) = S(s)up ¢ o estado do sistema no instante s e S(t)u(s) ¢ o
estado do sistema no instante t + s.

Observacgao 3.1 Seja X um espaco de Banach. Se F : X — X € uma func¢ao

globalmente Lipschitz, entao a solu¢ao do problema de Cauchy

' = F(x), (0) =z,
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define um C°-Semigrupo S(t) : X — X, t > 0. De fato, pelo Lema 2.1 a solugao,

x(t) = x(t, z9), do problema acima € dada por

x(t) = xo + /OtF(x(s))ds.
Defina S(t)xy = x(t) = z(t,z9), t > 0. Note que, dado zo € X,
S(0)xg = x(0,x0) = o,
logo S(0) = I (operador identidade). Além disso, para todo t,7 >0 e xg € X, temos

St+71)xg = x(t+7,20) = 2(t,2(7,20))
= S(t)x(r,z0) = S(t)S(1)xy.
Assim, S(t + 1) = S(t)S(1). Por fim, devemos mostrar que S(t)xo € continuo em t

e em xg. A continuidade em t seque da defini¢ao de S(t)xo. Por outro lado, dados

Zo,Yo € X, temos

15()zo = S(B)woll = ||z0 +/0 F(S(s)zo)ds — yo —/0 F(S(s)yo)ds

< Jro—woll + [ IF(S(5)aw) — F(S( o)l
Como F € Lipschitz, entao existe uma constante K > 0 tal que
[F(z) = Fy)l < Kllz—yl, VaoyeX
Dat, t
15z = S(E)woll < [lzo = ol + /0 K[[5(s)xo = 5(s)yollds.
Usando o Lema de Gronwall (ver Lema 2.2) na desigualdade acima, obtemos
IS(t)zo = St)yoll < llzo — yolle™".

Assim, seque a continuidade de S(t)xy em x.

Os operadores S(t) podem ou nao serem injetivos. A injetividade de S(t) é
equivalente a unicidade "para tras"do sistema dindmico. Quando S(t), ¢ > 0 é injetivo,
denotamos por S(—t) sua inversa que leva S(t)X em X. Neste caso a familia de
operadores {S(t),t € R} que satisfaz as propriedades da Definigao 3.1 é chamada de
C"-grupo.

Dado ug € X, definimos uma drbita iniciando em uy como o conjunto

L S(t)uo.

>0
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Analogamente quando existir, definimos uma orbita terminando em ug como o conjunto
Ufu®)}.
t<0
onde u : (—o00,0] — X tal que u(0) = ug e u(t + s) = S(t)u(s), V s,t tais que s < 0,
s+t < 0et >0 (ouequivalentemente u(t) € S(—t)tug, V¢ > 0). As orbitas iniciando
ou terminando em ugy sao também chamadas respectivamente de orbita positiva e orbita
negativa por ug. Uma orbita completa por uy é a uniao das orbitas positiva e negativa
por .
Para ug € X, definimos o conjunto w-limite de ug como
wug) = (| JS(t)uo-
5>0t>s
Para um conjunto A C X, definimos o conjunto w-limite de A como
w(A) = JSmA.
5>0t>s

Analogamente, o conjunto a-limite de um ponto uy € X é definido como

aug) = (Y JS(=)uo.
s<0t<s
Para um conjunto A C X, definimos o conjunto a-limite de A como
a(A) =Us=n4.

s<0t<s

Lema 3.1 Dado v € X, ¢ € w(A) se, e somente se, existe uma sequéncia (¢,) em A

e uma sequéncia t, — oo tal que S(t,)p, — @ quando n — oo.

Prova: Se ¢ € w(A), temos que

pelJsmAa, vs>o,

t>s

daf, existe uma sequéncia (a,) em (J,5,S(t)A tal que
a, — ¢ quando n — oo,n € N.
Como a,, — ¢, existe ng € N tal que

n>ny = |la, —pllx <1.
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Como ay,, € Utzo S(t)A, temos que existem tg > 0 e ¢y € A tais que a,, = S(to)po-
Defina xy = ay,.

Como ¢ € |J,», S(t)A, existe uma sequéncia (b,) em | J,~, S(t)A tal que
b, — ¢,
dai, existe ny € N, n; > ng tal que se n > nq, entao

1
b, — < —.
| ol x 111

Como by, € U5, S(t)A, entdo existem ¢; > 1 e ¢ € A tais que b,, = S(t1)p:1. Defina
T = bnl-
Seguindo este procedimento, construimos uma sequéncia (x,,) com z,, = S(t,)en,

t, >n, o, € A, tal que para todo € > 0 existe Ny € N tal que

1
>Ny = ||z, — < ——<e,
nzNo = an—gllx < = <

ou seja, existe () em A e t, — oo tal que
S(tn)en — ¢ quando n — 0.

Reciprocamente, se S(t,)¢, — ¢ quando n — oo, podemos construir uma sub-
sequéncia de t, (a qual continuaremos denotando por t,) tal que ¢, > n para todo

ne€Ne

p € {5(tn)pn , n >0}

Como qualquer subsequéncia de (S(t,)p,) também converge para ¢, temos que

€ {S(tn)pn , n> s}, VseN.

Assim,
pe{St)pnn>stC|JSMHA, VseN
t>s
Dai,
v e UJsmA.
s>0t>s

Observacao 3.2 De maneira similar ao Lema 3.1 mostra-se que ¢ € «a(A) se, e
somente se, existe uma sequéncia (1) convergindo para ¢ em X e uma sequéncia
tn — 00, tal que @, = S(t,), € A, para todo n.
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Defini¢ao 3.2 Um ponto fizo, estaciondrio ou de equilibrio do semigrupo S(t) é um
ponto uy € X tal que
S(t)UO = Ugp, Vit Z 0.

Definigao 3.3 Dizemos que um conjunto A C X € positivamente invariante sob o
semigrupo S(t) se
SHACA, Vt>0.

Analogamente, A C X € negativamente invariante se
St)ADA, Vt>0.

Defini¢ao 3.4 Um conjunto A C X é um conjunto invariante sob o semigrupo S(t)

se A € positivamente e negativamente invariante sob S(t), ou seja,

S(t)A=A, ¥ t>0. (3.1)

Quando os operadores S(t) sao injetivos, a relagao (3.1) implica que S(—t) é bem
definido para todo t > 0 e
St)A=A, VteR. (3.2)

Lema 3.2 Dizer que um conjunto A C X € invariante é equivalente a dizer que para

qualquer x € A, existe uma orbita completa por x, y(x), tal que y(z) C A.

Prova: Seguimos a mesma prova dada em [19]. Suponhamos que A seja invariante,

ou seja, que S(t)A = A, para todo ¢t > 0. Dado x € A, note que existe z; € A tal que
S(1)x; = x.

Como x; € A, existe x5 € A tal que
S(1)xe = 1,

e assim por diante. Fazendo xy = x, obtemos uma sequéncia (z,) de pontos de A tal
que

S(1)xp41 = x,, paran > 0. (3.3)



Observe que, usando (3.3), temos

Sn)x, = S1)---S1)z,
—_— ——
n-vezes
= S(1)---S(1) zp
—_——
(n—1)vezes

= S(1)--8(1) 2ns
——

(n—2)vezes
= .
Defina ¢ : (—o00,00) — X por
S(t)x , set >0
o(t) =
Sn+t)x,, sete[-n,—n+1),

Sejan € N tal que s € [-n,—n +1). Se t > —s, entao

S(t)p(s) = St)S(n+ s)z,

Ses€|—k,—k+1), k=1,2,..., e usando (3.3), entdo

o(s) = S(k+ s)xy
= S(k+s)S(1)xks

= S(k + s+ 1)xk+1

= Sk+j+s)zr

onde j € {0,1,2,...}. Sen >k e j =n —k, entao

o(s) = S(n+s)x, se s €|[—k, —k+1).

48
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Agora, se t < —s, entao existe k € N tal que
0<k<n—1le —1<7<0

tais que

—s=t+k—r1. (3.4)

Entao,

St)o(s) = SE)S(n+ s)wn
= S(t+s+n)z,

= Sn—(k—"1))z,.
Dai, usando (3.4) e que n = j + k, com j = 1, obtemos

St)p(s) = S(L+k—(k—7))wp
= SO+ 7)zr

= S +t+k+s)rpq.
Note que de (3.4) tem-se t + s € [—(1 + k), —k). Logo, pela defini¢do de ¢ temos
S(I+t+k+s)rgr = o(t+ s).

Portanto, em todos os casos temos ¢(R) C A.
Reciprocamente, para t = 0 tem-se S(0)A = A. Para t > 0. Dado = € A, existe

uma oOrbita completa ¢ : (—oo,00) — A tal que
60)=a e S(1)p(s) =¢(T+s), paraT>0e s eR.

Tomando 7 =t e s = 0, temos

ou seja, S(t)xr € A. Logo, S(t)A C A. Para a inclusao contréria, observe que dado

x € A, tomando 7 =t e s = —t, temos
St)o(—t) = ¢t —t) = ¢(0) = .

Logo, A C S(t)A. Portanto, S(t)A = A, para t > 0. n
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Definicao 3.5 Um subconjunto Y de um espaco métrico X € dito um conjunto relati-

vamente compacto se seu fecho € compacto.

Lema 3.3 Assuma que para algum subconjunto A C X, A # 0, e para algum t, >
0, o conjunto U, S(t)A € relativamente compacto em X. Entdo w(A) € ndo vazio,
compacto e invariante. De maneira similar, se os conjuntos S(t)™1A, t > 0, sdo ndo
vazios e, se para algum to >0, >y, S(t)~LA for relativamente compacto, entio a(A)

€ nao vazio, compacto e invariante.

Prova: Sendo A néo vazio, entdo |J,»,S(t)A é ndo vazio para todo s > 0, e os
conjuntos J,,, S(t)A sao compactos nao vazios. Como

w(A) = Js®A,

s>0t>s
segue que w(A) é fechado nao vazio. Além disso, dado ¢ € w(A), entao ¢ € m,
para todo s > 0, em particular ¢ € W, dai, w(A) C W, logo w(A)
é compacto. Portanto, w(A) é compacto nao vazio. Pela caracterizagao dada no Lema
3.1, temos que S(t)w(A) = w(A), para todo t > 0. Com efeito, se ©» € S(t)w(A),
entao 1 = S(t)p, ¢ € w(A), e por S(t) ser um operador continuo de X em X, usando

sequéncias (¢,) e (t,) (como no Lema 3.1), temos que
S(t + tn)(pn = S(t)S(tn)SDn - S(t)go =9,

o que mostra que ¢ € w(A). Reciprocamente, se ¢ € w(A), tomamos novamente as
sequéncias (¢, ), (t,,) € observamos que o conjunto dos pontos da sequéncia (S(t,—t)¢y),
com t, > t, é relativamente compacto em X. Logo, existe uma subsequéncia ¢,, — oo
ey € X tal que

S(tn, —t)pn, = ¥, quando n; — co.

Assim, segue do Lema 3.1 que ¥ € w(A), e por S(t) ser continuo segue que
S(tn)n; = S(t)S(tn; — t)pn; = S()Y = ¢, quando n; — co.

Portanto, ¢ € S(t)w(A). Para a(A) a demonstragao ¢ analoga.
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3.2 Conjunto Absorvente e Conjunto Atrator

Definigao 3.6 Um conjunto A C X, A # () é dito atrator sob o semigrupo {S(t)}i>o

se:
(i) A é um conjunto invariante sob S(t);

(17) A possui uma vizinhan¢a aberta U tal que, para todo ug € U, S(t)uy tende para A

quando t — 00, ou seja,

d(S(t)ug, A) = 0, quando t — oo

A distancia em (ii) é tomada como a distancia de um ponto a um conjunto
d(z,A) = inf d(z,y).
(,4) = inf d(z,y)

Se A é um atrator, a maior vizinhanga aberta U que satisfaz (ii) é chamada de

bacia de atragio de A. Dizemos que A atrai uniformemente um conjunto B C U se
d(S(t)B,A) — 0, quando t — oo,
onde d(By, By) ¢é a semidistancia entre dois conjuntos (By e Bj), definida por

d(By, B1) = sup inf d(z,y).

€ By yeB1

Para simplificar a notacao, diremos apenas que A atrai B.

Defini¢ao 3.7 Dizemos que A C X é um atrator global (ou universal) sob o semigrupo
{S(t)}+>0 quando A é o maior (no sentido de inclusao de conjuntos) atrator compacto

que atrai os conjuntos limitados de X .

Definicao 3.8 Seja B C X e U um conjunto aberto de X contendo B. Dizemos que
B € absorvente em U se a orbita de qualquer subconjunto limitado de U entra em B

apds um certo tempo, ou seja, se para todo By C U, By limitado, existe t1(By) tal que
S(t)By C B, ¥Vt > t1(By). (3.5)
Se B € absorvente em U também dizemos que B absorve os conjuntos limitados de U .

Lema 3.4 A ezisténcia de um atrator global A sob o semigrupo {S(t)}i>o itmplica a

existéncia de um conjunto absorvente.
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Prova: Como A atrai os conjuntos limitados de X, ou seja, dado C' C X, C' limitado,

temos que existe ty tal que S(¢)C esta contido em uma vizinhanga aberta de A, para
todo t > ty. Esta vizinhanga aberta serd um conjunto absorvente deste sistema.

]

Para mostrar a reciproca do Lema 3.4 devemos considerar pelo menos uma das

duas seguintes hipoteses:

(Hy) Os operadores S(t) sao uniformemente compactos para t grande, isto é, para todo

conjunto limitado B existe ¢y tal que

U sw®B

t>to

é relativamente compacto em X.

(Hy) X éum espago de Banach e, para todo ¢, S(t) = S1(t)+S2(t), onde os operadores
S1(+) sao uniformemente compactos para t grande (como em (H;)) e Sa(t) satisfaz,

para todo conjunto limitado C' C X,

r.(t) = sup ||S2(t)¢||x — 0, quando t — co.
peC

A seguir apresentamos alguns lemas que serao tteis na demonstracao da reciproca

do Lema 3.4.

Lema 3.5 Suponhamos vdlida a hipdtese (Hz). Se (@) € limitada e t,, — oo, entdo
So(tn)pn — 0 € Si(t,)pn € convergente se, e somente se, S(t,)p, converge (e terao

limites iguais).

Prova: Pela hipotese (Ha), ||S2(tn)¢n||x € uma sequéncia limitada superiormente pela
sequéncia real r.(t,) (pois (¢,) ¢ limitada, e portanto, contida em um limitado C) que

converge para 0 e é limitada inferiormente pela sequéncia constante 0. Logo,
Sa(tn)pn — 0 quando n — oo.
Para a segunda parte, observamos que, como
S(tn)pn = S1(tn)@n + Sa(tn)pn ,

segue que S(t,)p, converge se, e somente se, S1(t,)p, converge, e ambas as sequéncias

converger para O mesmo valor.
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Lema 3.6 Se o semigrupo {S(t)}i>o0 satisfaz (Hy) ou (Hs), entdo, para qualquer con-
Junto limitado nao vazio By de X, w(By) € nao vazio, compacto e invariante.

Prova: Se a hipotese (H;) ¢ satisfeita, entdo para algum ¢, temos que (-, S(t)By ¢
relativamente compacto em X. E pelo Lema 3.3 segue o resultado.
Agora, supondo a hipotese (Hz), usando o Lema 3.5 e o Lema 3.1, temos que

w(By) € igual ao conjunto

wl(Bo) = ﬂ USI(t)BO 3

s>0t>s

pois, dado ¢ € w(By), existe uma sequéncia (¢,) em By e uma sequéncia t,, — oo tal
que

S(tn)en — ¢ quando n — 0o.

E pelo Lema 3.5, S1(t,)en — ¢, assim, ¢ € wy(By) o que implica que w(By) C wi(By).
A inclusao contraria é anéloga.

Agora, observamos que os conjuntos dados por m sao nao vazios, fe-
chados e diminuem (no sentido de inclusao) quando s cresce. Além disso, pela hipotese
(Hs), temos que m é compacto para algum ¢, suficientemente grande. Dai,
w(Byp) € nao vazio e compacto.

Devemos mostrar agora que w(By) ¢ invariante, isto é, S(t)w(By) = w(By). Inici-
almente, tome ¢ € S(t)w(By) dada por ¢ = S(t)p, ¢ € w(By). Pelo Lema 3.1 existem
sequéncias (¢,) e (t,) tais que, usando as propriedades de semigrupo e de limites de
sequéncias,

S(t+tn)on = S(t)S(tn)pn — St)p = 1.

Dai, existem sequéncias (¢,,) em By e t +t, — oo que satisfazem a caracterizacao dada
no Lema 3.1, ou seja, ¥ € w(By), mostrando que S(t)w(By) C w(By). Tomemos agora

© € w(By), e as sequéncias (t,) e (p,) do Lema 3.1. Para t,, —t > 0, considere

S(tn - t)@n = Sl(tn - t)gpn + S2(tn - t)@n .

Usando a hipotese (Hs), o conjunto dos pontos da sequéncia (S (t, — t)y,) € relativa-

mente compacto, dai, existe uma subsequéncia convergente,

S1(tn; —t)gn, = ¥, quando n; — 0.
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Pelo Lema 3.5, Sa(t,, — t)@n, — 0 e
S(tn, —t)on, = ¥, quando n; — 0o.
Assim, do Lema 3.1, segue que ¢ € w(By) e

St) = lim S(t)S(tn; = t)pn, = -

n;—>00

Logo ¢ = S(t)Y com ¢ € w(By), o que implica w(By) C S(t)w(By). E portanto,
S(t)w(By) =w

(By), ou seja, w(By) é invariante, concluindo a demonstragao.

Lema 3.7 Seja U um conjunto aberto convexo, e seja K C U um conjunto invari-
ante compacto que atrai compactos sob o semigrupo {S(t)}i>o0. Entao, se (Hy) ou (Hs)

ocorre, K € conezxo.

Para provar este lema, faremos uso da seguinte definigao:

Definicao 3.9 Seja C' um subconjunto de X. A casca convexa de C', denotada por

Conv C, € o menor conjunto convexo que contém C'.

Prova do Lema 3.7: O fecho da casca convexa de K, ConvK = B, é compacta (ver
[1], p-185, Teorema 5.35), conexa e esta contida em U, portanto K atrai B.

Suponha por absurdo que K nao é conexo. Dai, existe uma cisao nao trivial de
K, isto é, existem A; e A, taisque A\NK # 0, AsNK #0, K € AjUAy e A{NAy = 0.

Como K C B e K é invariante, temos que
K=S(t)K C S(t)B.

Dai, Ay NS(t)B # 0 e A, N S(t)B # (). Como S(t) é continuo e B é conexo, segue
que S(t)B é conexo. Entao, A; U Ay ndo cobre S(t)B, portanto, para todo n € N
existe x, € S(n)B tal que x, & A; U As. Se a hipotese (H;) é satisfeita, o conjunto
dos pontos da seqéncia (z,) é relativamente compacta. Por outro lado, se somente a
hipotese (Hy) € satisfeita, escrevemos z,, como z,, = S1(n)y,+ S2(n)y,. Por (Hz) e pelo
Lema 3.5, o conjunto dos pontos da sequéncia (S1(n)y, ) sera relativamente compacto e
Sa(n)y, — 0, implicando que o conjunto dos pontos da sequéncia (z,) é relativamente

compacto. Como K atrai o conjunto dos pontos de (x,), vai existir uma subsequéncia
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de (z,) que converge para um ponto z € K. Mas, este ponto x ndo pertence a A; U As,
o que é um absurdo.
[
A seguir, supondo a hipdtese (H;) ou (Hy), mostramos que a existéncia de um
conjunto absorvente implica a existéncia de um atrator global.
Teorema 3.1 Seja X um espago métrico, suponha que os operadores S(t) (semigrupo)
dados satisfagcam a hipdtese (Hy) ou (Hs) e que existam um conjunto aberto U e um
subcongunto limitado B de U tal que B é absorvente em U. Entdo o conjunto A = w(B)

€ o atrator compacto mazximal que atrai os conjuntos limitados de U (isto €, A é atrator

global). Além disso, se X € um espago de Banach e U é convezo, entio A € conexo.

Prova: Suponhamos inicialmente que a hipotese (H;) é satisfeita. Entao, existe ¢
tal que (J,5,, S(t)B ¢ relativamente compacto, e pelo Lema 3.3 w(B) ¢ nao vazio,
compacto e invariante. Supondo, por contradicao, que A nao é um atrator, ou seja,

que para algum limitado By de U
d(S(t)Bo, A) # 0 quando t — oo,
segue que, existe um ¢ > 0 e uma sequéncia t,, — oo, quando n — oo, tal que
d(S(tn)By,A) > 6 >0, Vn.
Assim, para cada n € N existird um b, € B, tal que
d(S(t,)b,, A) > g > 0. (3.6)

Como B ¢é absorvente, S(t,)B, estara contido em B para n suficientemente
grande. Logo, S(t,)b, estara contido em B, a partir de um ng suficientemente grande.
Por (H;), o conjunto dos pontos de (S(t,)b,) é relativamente compacto. Dali, existe

uma subsequéncia convergente tal que

B= lim S(tn)bp, = m St — tn)S(tng)bm -

Nn;—r00 n; —00
Como S(tn,)bn, € B, segue que € w(B) = A, ou seja,
d(S(tn,)bn,, A) — 0 quando n; — oo,

o que contradiz (3.6). Portanto, A é atrator. Mostraremos agora que A é maximal. Seja

A’ um atrator limitado, A’ C . Como A’ é invariante e B é um conjunto absorvente,
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entao para um ¢ suficientemente grande, temos A’ = S(t)A’ C B. Como A’ C B, segue
que A = S(t)A’ C S(t)B, t > 0. Dai, A’ C w(B) = A, mostrando que A" C A, logo,
A é maximal. A conexidade de A segue do Lema 3.7, o que conclui a prova com a
hipotese (Hy).

Supondo agora que apenas a hipotese (Hsy) é satisfeita. Pelo Lema 3.6 w(B) é
nao vazio, compacto e invariante. Supondo, por contradi¢ao, que A nao é atrator, ou

seja, que para algum By limitado de i/
d(S(t)Bo, A) # 0 quando t — 0.
Dai, existe > 0 e uma sequéncia t,, — oo quando n — oo, tal que
d(S(tn)Bo,A) > 6 >0, Vn,
e para cada n € N existird um b, € By tal que

d(S(t)bon, A) > 2> 0. (3.7)

|

Como B ¢é absorvente, S(t,)By estara contido em B para n suficientemente
grande. Logo, S(t,)b, estard contido em B a partir de um ny suficientemente grande.
Por (H3) o conjunto dos pontos de (S1(t,)b,) é relativamente compacto. Dai, pelo
Lema 3.5 o conjunto dos pontos de (S(t,)b,) é relativamente compacto. Portanto,
existe uma subsequéncia convergente tal que

B= lim S(tn,)by, = Hm S(tn, — tug)S (tng )b, -

n;—00 n;—00

Como S(tn,)bn, € B, segue que 8 € w(B) = A, ou seja,
d(S(tn,)bn;, A) — 0 quando n; — oo,

contradizendo (3.7). Portanto, A ¢ atrator. De maneira analoga a prova com (H),
mostra-se que A é maximal. A conexidade de A segue do Lema 3.7, concluindo a prova

com (Hy).



Capitulo 4

Aplicacao a Campos Neurais

Neste capitulo, seguindo [20]| e [21], mostramos algumas propriedades para a
equacao de evolucao nao local:

Ou(x,t)
ot

= —u(x,t) +Jx (fou)(x,t)+h, (4.1)

onde u = u(z,t) ¢ uma fungao de valores reais, J € C*(R) ¢ uma fungao nao negativa
com suporte no intervalo [—1,1], f é uma fun¢ao nao negativa e nao-decrescente e h é

uma constante positiva. O simbolo * acima denota o produto convolucao.

4.1 Boa Posigao em L*(S!)

Nesta segao, seguindo [20], mostramos que o problema de Cauchy para a equagao
(4.1) com condigoes iniciais em L?(S') (S é a esfera unitaria) ¢ bem posto, isto ¢, a
solugao do problema existe, é tinica e depende continuamente do dado inicial.

Antes de enunciarmos o primeiro resultado deste capitulo, algumas observacoes
Sa0 necessarias.

Dependendo das hipoteses assumidas para a funcao f, o problema de Cauchy
para a equacao (4.1) admite existéncia e unicidade de solu¢do em varios espagos de
Banach. Por exemplo, no espago das fungdes continuas e limitadas, (Cy(R), | - ||o0),
se f for localmente (globalmente) Lipschitz o problema de Cauchy para (4.1) admite

existéncia e unicidade de solug@o local (global). De fato, considerando a fungao F :
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Cy(R) — Cy(R) dada por
F(u)=—u+Jx*(fou)+h.
Dados u,v € Cp(R), temos que

[F(u) = FO)lle = [[—u+Jx(fou)+v—Jx(fov)|ux

< lu = wllso + 11T (f(u) = f(0) oo
Usando a Desigualdade de Young (ver Teorema 1.3), obtemos
[F(u) = F)llo < llu—=vlloo + [Tl 11/ () = f(0)]lo-

Fixe u € Cy(R). Se f é localmente Lipschitz, entao existe uma vizinhanga V =V (u) e

uma constante nao negativa M tal que

|[f(u(z)) = fo(2)] < Mlu(z) —v(z)]

Logo,
1f(w) = f(V)llee < Mlju =],

Dai,

[F(w) = F(o)llo < [lu=vlloe + [|]1][f () = f(0)lloo

< u=vllee + [T M]u = vl

= (A4 J[:M) v — v
—_——

M
= M|u—7|c-

Logo, F' é localmente lipschitiziana. Assim, a existéncia e unicidade de solugao local
segue do Teorema 2.2. A existéncia e unicidade de solugao global é obtida de maneira
anéloga aplicando o Teorema de Cauchy-Lipschitz-Picard (ver Teorema 2.4).

Agora, voltemos nossa atengao para o subespaco Po,, das fungoes 27-periddicas
para algum 7 > 0. E uma consequéncia do Teorema de Existéncia e Unicidade que
o espago Py, ¢é invariante, isto é, se ug = u(- ,0) € Po,, entdo a solu¢do u(- ,t) que

vale uy quando ¢t = 0 é 27-periddica. De fato, seja u(z,t) a solu¢do de (4.1) com
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u(-,0) = ug € Py,. Definindo v(z,t) = u(x + 27,t), temos
dv(z,t)  Ou(x + 27,t)

o ot
= —u(x+27,t)+ T (fou)(z+27,t)+h

= —ule+2m0)+ [ a2 =) fuly.O)dy +

Mas, fazendo y = z + 27, obtemos
[+ 2 =gty = [ I 25+ 2n 00
= / J(x —2)f(v(z,1))dz.
R

Dai,

ov(z,t)
ot

= _U(g;,t)—|-/Rj(x—z)f(v(z,t))dz+h
= —v(z,t)+ Jx(fov)(x,t)+ h.

Logo, v(z,t) é solugao de (4.1). Além disso,
v(x,0) = u(z +27,0) = up(z + 27) = up(z) ,

logo v(-,0) = u(-,0). Assim, segue do teorema de existéncia e unicidade que v(x,t) =
u(z,t), ou seja, u(x +27,t) = u(x,t), para todo t > 0. Portanto, u(- ,t) é 27-periddica.
Considere 7 > 1 e defina J™ como a extensao 27-periddica da restricao de J ao

intervalo [—7, 7. Dai, se u € Py, temos
(@) = [ T = put)dy (12)

De fato, dada u € P,,, temos
(@) = [ I = putdy
R
T+T
= / J(z —y)u(y)dy

-7

= [ v

—T

- /TFm—yM@my

—T
Usando (4.2), a equagao (4.1) restrita a Py, com 7 > 1, pode ser reescrita da

seguinte maneira:

8“22’ b _ —u(x,t) + /_ J"(x —y)f(uly,t))dy + h.



60

Agora, defina ¢ : R — St por

e, para u € Py, v: S* — R por

Em particular, escrevemos J(p(x)) = J7(z).

Proposicao 4.1 Uma fungao u(x,t) € uma solugao 27-periddica de (4.1) se, e somente
se, v(w,t) = u(e~ (w),t) € uma solugio de

om(w,t)

5 —m(w,t) + J = (f om)(w,t) + h (4.3)

onde agora * denota a convolugio em S, dada por
(Tem)w) = [ J(w-z"Ym(z)dz, dz = —db,
st T

onde df indica integracao com respeito ao comprimento de arco.

Prova: Inicialmente, notamos que

(J % v)(w) = (J % u)().

AT

De fato, temos que ¢ ([—7,7]) = St p(z) = e+, e se p(z) = w entdo ¢ (w) = .

Dai,

(J % v)(w) = /sl J(w -z Y(2)dz = / J(w -z Ho(2)dz.

e([=77])

com dz = Zdf. Usando o Teorema da Mudanca de Variavel (ver [15]), obtemos

(Jxv)(w) = /([ ) J(w -z u(z)dz

ity T

- /([_ ' j’(ew)v(ef);lw’(y)ldy
= [ Tt =) T Gl

- /ifm—ym@My

-7

= (Jxu)(z).
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Seja u(x,t) uma solugao 27-periodica de (4.1), entdo temos
Ov(w, t) (o (w), 1)
ot ot
= —u(p” (w),t) + T = (fou)(¢™ (w), 1) +h

= —v(w,t)+ J*(fou)(z,t)+h

= —U(wﬂf)—i—j* (fov)(w,t)+ h.

Logo, v(w,t) & solugao de (4.3). A reciproca segue de maneira anéaloga.

No que segue, para simplificar a notagao iremos escrever J ao invés de J.

Observacao 4.1 Seja u(w,t) a solugdao de (4.3) com condigao inicial u(w,0) = ug(w),

entao .
u(w, t) = e "up(w) +/ e CIT x (f ou)(w,s) + h]ds. (4.4)
0
De fato, se u(w,t) € solugao de (4.3), entao
t
% = —u(w,t) + J * (f ou)(w,t) + h.
Multiplicando ambos os membros da igualdade acima por et, e reorganizando os termos,
obtemos p .
et$ + e'u(w, t) = e'[J * (f ou)(w,t) + h],
o que implica
0
T [e'u(w, t)] = e'[J % (f ow)(w,t) + h]. (4.5)

Integrando ambos os membros de (4.5) de 0 a t, obtemos
¢
e'u(w,t) — eu(w,0) = / e’[J * (f ou)(w,s) + hlds.
0

Dag,
elu(w, t) = ug(w) +/0 e’[J * (f ou)(w,s) + hlds.

Por fim, multiplicando ambos os membros da igualdade acima por e, seque que

uw(w,t) = e tug(w) + /Ot eI % (f ou)(w, s) + hlds.
Proposicao 4.2 Suponha que a funcao f € globalmente Lipschitz, isto €,
|f(z) = fly)| < Kilz—vy|, Vz,y e R, K; > 0.
Entao a fungao F : L*(S') — L*(S') dada por
Flu)=—u+Jx*(fou)+h

¢ uniformemente lipschitiziana em L*(S").
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Prova: Dados u,v € L?(S'), temos

[E(u) = F@)ll: = [—utJx(fou)+v—Jx(fov):
= =(u—=v)+Jx((fou)=(fov)l:

< = wlla + 1% (F(u) = f(0)]l2- (4.6)

Mas, usando a Desigualdade de Young (ver Teorema 1.3) e a hipotese de f ser Lipschitz,

temos que

175 (f () = F(@)]2

IN

[Tl f (u) = () l2
< VI Killw =l (4.7)

De (4.6) e (4.7), segue que

1F(w) = F@)lla < llu—=vlls + |1 Kilju = vl
= (ALK [ =2
—_——
K

Portanto,

|F(u) — F()|l2 < Kl|lu—2|2, Yu,ve LQ(SI).

[ ]
Corolario 4.1 Supondo f globalmente Lipschitz. Entdao o problema de Cauchy
0 t
% = —u(w,t)+ J*(fou)(w,t)+h (4.8)
u(-,0) = wo e LS, (4.9)

possui uma unica solug¢ao, a qual esta globalmente definida e € continua com relacao a

condi¢ao inicial.

Prova: Pela Proposi¢ao 4.2 temos que F(u) = —u+ J % (f o u) + h é uma funcéo
uniformemente Lipschitz em L?(S!). Dai, pelo Teorema de Cauchy-Lipschitz-Picard
(ver Teorema 2.4) o problema (4.8)-(4.9) possui tnica solugao, a qual esta globalmente
definida. Agora, sejam u(w,t) e v(w,t) solugdes com condigoes iniciais ug e vy respec-

tivamente. Usando a Observacao 4.1, note que

e'fluC- 1) = v(-  t)ll2 < [luo — voll2 +/0 el (f(ul- ,5)) = fu(-,5)))llads.
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Usando a Desigualdade de Young (ver Teorema 1.3) e em seguida a hipdtese de f ser

Lipschitz, obtemos

t
eflu(- . t) —v(-, )]s < luo — wvoll2 +/O Il f(ul-,8) — f(v(-,s))]2ds

t

< lug — wvoll2 +/ e[ Kalful- ,s) — (-, 8)|l2ds
0
t

= [Juo — vol|2 +/ [l e |lu(- ,s) —v(-,8)||2ds.
0

Logo, pelo Lema de Gronwall (ver Lema 2.2),

t
el 8 = o Bls < Jluo — volls exp (IIJH1K1 / ds)
0

= |[Juo — vol[2 exp (|| J || K1t) .

Dali,
Ju(- 1) =v(-,B)ll2 < [luo — voll2 exp (= (1 = [[J[1K1)E)

e o resultado segue.

Lema 4.1 Para u € L*(S"), temos que

|(J *u)(w)| < \/ZHJ”OOHUHQ, Vwe S (4.10)
Prova: Note que

|(Jxu)(w)] =

/Sl J(w -z YHu(2)dz
< /5 w27 fu=)ld=
< [ Wadulids = Wl [ @)1 )

Usando que g =1 € L*(S'), ja que

\1]2dw:/ dw =27 < 00,
51 st
segue da Desigualdade de Holder (ver Proposigao A.1) que u-1 € L'(S') e
/ u(z) - 1dz < |[1f|2flullz = V27 lull2 . (4.12)
Sl
Substituindo (4.12) em (4.11) obtemos

(J*xw)(w)| < [lloeV27|Jull2, ¥ w e S
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Lema 4.2 Seja f globalmente Lipschitz. Entao, para u € L*(S'), temos que

Ifoully < Kifulls + Kov/27. (4.13)
Prova: Como f é globalmente Lipschitz,

[f(z) = f(O)] < Kilzl,
dai,
|f(@)] < Kilz[+ |f(0)] = Kifz| + K2,

com Ky = |f(0)|. Logo

out = ([ eenre) < ([ e« sopas)

= ||K1U+K2||2 < K1||u||2—|—K2\/27'.

n
Observagao 4.2 Para u € L*(SY), de (4.10) e (4.13), seque que
[T % (fouw)(w)] < [ ]lwV27|f o ulls
< ||<]||oo\/§( Kiq||u||2 + KQ\/E)
= | lloV2r Killully + |l V27 Ko V27,
ou seja,
[T+ (fou)(w)| < 1J]leeV2r Killulls + [|J]|oo27 K. (4.14)

Supondo f globalmente Lipschitz mostramos no Corolario 4.1 que o problema
(4.8)-(4.9) possui tnica solugao em L*(S!'). Entretanto, supondo apenas que f ¢é local-
mente Lipschitz ainda é possivel obter o mesmo resultado, para mostrar isso usaremos

o Teorema 2.3.

Proposicao 4.3 Suponha que a funcao f € localmente Lipschitz. Entao o Problema

de Cauchy (4.8)-(4.9) tem unica solucao, a qual € globalmente definida.

Prova: Seja F(u) = —u+ J x (f ou) + h. Como f é localmente Lipschitz, entao

de maneira similar a demonstragao da Proposicao 4.2 mostra-se que F' é localmente
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Lipschitz, o que garante existéncia local de solugdo para o problema (4.8)-(4.9) para
qualquer uy = u(-,0) € L*(S'). Agora, observe que para u € L*(S') temos
[Fw)llz = || —u+Jx(fou)+hls
< lulla + 1T (f o w)ll2 + [|7[|2
= ulla + hvV27 + [T = (f o u)]|2.- (4.15)

Mas, usando (4.14), temos

patronls = ([ 1atronian)

< ( [ 1127 Kalllla + r|J||m2rK212dw)
Sl

= ([[J]leoV2T Killulls + |||l cc27 K2)V2T. (4.16)
De (4.15) e (4.16) obtemos

IFW)la < |lulls + AV27 + | J]|0o27 Kilulls + ||]|e27V27 K>
(N2 Ky + 1) [Jullz + | J[loo Ka27V/27 + hv/27

Cc1 Cc2

= ¢|ulls + co.

Defina g : R — R por
g(x) =z +co.

Entao g é nao-decrescente para x > 0. Além disso,

l9(x) —9(y)| = |az+c— (ay+ )l
= |ei(z —y)

= Cl‘x_y‘a Vl‘ayeR

Logo, g é globalmente Lipschitz. Dai, pelo Teorema de Cauchy-Lipschitz-Picard (ver

Teorema 2.4), o problema
¥ =g(x), z(0) =z € Ry (4.17)
possui uma tnica solugao = € C'([0, 00), R). Além disso, temos

[F@ll2 < ellullz + c2 = g(llull2)-
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Portanto, pelo Teorema 2.3 o maior intervalo de existéncia de qualquer solucao de

(4.8)-(4.9) com |jugl|l2 < xg é I =10, 00).

4.2 Suavidade da Solucao

Nesta segao, seguindo [21], mostramos que a equacgao (4.8) gera um fluxo de classe

C" no espago de fase L*(S!).

Observagao 4.3 Se f € globalmente Lipschitz, entdo a solugao do problema

% = —u+Jx*x(fou)+h

u(-,0) = w € L*(Sh)

define um C°-Semigrupo T(t) : L*(S') — L*(S1), t > 0.
De fato, pela Proposi¢ao 4.2 sabemos que F(u) = —u+J*(fou)+h € globalmente
Lipschitz. E pela Observacao 3.1 seque que a solugdo do problema acima define um

C°-Semigrupo, o qual é dado por
t
T(t)uo = u(- ,t) = e tug +/ eI T« (fou)(-,s)+hlds, t >0,
0
onde u(- ,t) € a solugdo de (4.8) que vale uy quando t = 0.

No que segue denotamos apenas por 7'(t) o fluxo gerado por (4.8), o qual ¢ dado

por T'(t)ug = u(- ,t).

Proposigao 4.4 Suponha que f € CH(R), que f' € localmente Lipschitz e que para

alguma constante positiva K,
0< f(z)<K,VzeR (4.18)

Entao a fungao
F(u)=—u+Jx*(fou)+h,

¢ continuamente Fréchet diferencidvel em L*(S') com deriwada dada por

Fl(u)v = —v+ J * (f'(u)v).
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Prova: Dados u,v € L?*(S'), a derivada de Gateaux de F é dada por

DF(u)v = lim Fluttv) = Flu)

t—0 t

_ lim—(u+tv)+J*(fo(u+tv))—(—u—l—J*(fou))
t—0 t

_ lim—tv—l—J*(fo(u+tv))—J*(fou)
t—0 t

N 10 VRS S0

= o (i
= —v+Jx(f(w)o).

flu+tv) — f(u)
—

Devido a linearidade da convolugdo, DF(u) é um operador linear. Agora, usando a

Desigualdade de Young (ver Teorema 1.3) e (4.18) temos
IDF(u)olly = [ =v+Jx(f (w)o)l2
< llz + 11 (F (o) 2
< llz + 1111 (w)oll2
[ollz + |71 K vl = (1 4+ K[ T][1)l|v]]2-

IN

Logo, DF(u) é um operador linear limitado. Além disso, DF é continuo. De fato,

dado v € L?(S"), primeiramente notemos que

(5 (F ()0)) @) = (5 (F (o)) )| = 10T % (/) = f(uz)o)) o0)]
/51 Jw - 27 (f'(u1(2)) = f(ug(2)))v(2)dz

IN

NI 2T (2)) = S (ua(2)))o(2)ldz

= HJHoo/I (u1(2)) = f'(ua(2)))v(2)|dz
< ool (ur) = f/(u2) 2|02, (4.19)

A

onde na tultima desigualdade acima foi usado a Desigualdade de Hélder (ver Proposigao

A.1). Dai, usando (4.19) temos
IDF(ur)v — DF(uz)vlly = [[7 5 (f'(us)v = f'(uz)v) 3
= /. (T (f'(w)v = f'(uz)v))(w) [*dw

< / 1IN () — () 2] 2w
S1
= IS ) = )02 / duw.
Sl
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Mas, usando a parametrizacao do inicio da Sec¢ao 4.1, obtemos
/ dw = / dy = 27.
St -7

IDF(u)v = DF(up)vll; < [N (ur) = f'(u2) [5]lv]l527. (4.20)

Assim,

Fixando u; e fazendo uy — u; em L?*(S'), segue que uz(w) — ui(w) quase sempre em

St (ver |3]). E por hipotese f’ é localmente Lipschitz, logo, existe M > 0 tal que
|/ (ur(w)) — f(ug(w))] < Mluy(w) — uz(w)| em quase toda parte.
Logo

1f () = fu)ll; = . | (wr (w)) = f(ug(w)) [Pdw

< M2|u1(w) — ug(w)|2dw = M2||u1 — u2||§ (4.21)
Sl

Substituindo (4.21) em (4.20) obtemos

IDF(ui)v — DF (u2)vlly < 27 [[ T[22 [uy — us|3][0]f3.

Dali,
HDF(ul) — DF(UQ)"ﬁ(LQ(SI),LQ(Sl)) = ”S|l|1p HDF(ul)’U — DF(UQ)UHQ
v|[2<1
< sup V27|l Mjur — us[laf[v]]2
l[v]l2<1

= M2 [lols — o]l

Donde segue que DF' é continuo.
Portanto, pela Proposigao 1.8 segue que a fungao F'(u) é continuamente Fréchet
diferenciavel e,

F'(u)v = DF(u)v = —v + J = (f'(u)v).
]

Observacao 4.4 Na Proposicao 4.4 vimos que o lado direito de (4.8) é uma fungao
de classe C'. Portanto, seque do Teorema 2.5 que o fluxo T(t) gerado por (4.8) é C*

com relacao as condig¢oes iniciais.
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4.3 Existéncia de um Atrator Global

Nesta se¢ao, seguindo [20], mostramos a existéncia de um conjunto atrator global
para o fluxo T'(t), gerado por (4.8), para tanto faremos uso do Teorema 3.1.
O primeiro resultado desta secao mostra a existéncia de um conjunto absorvente

para o fluxo T'(t).

Lema 4.3 Suponha f: R — R globalmente Lipschitz, isto €, que

|f($>_f<y)’ < K1|x—y|, \V/I,yER,

2V 27 (Ks||J|l1+h)

e que Ki||J||1 < 1. Entdo a bola B,, de raio r = i

, € um conjunto

absorvente para o fluxo T(t) gerado por (4.8).

Prova: Seja u(w,t) a solu¢do de (4.8) passando por u(w,0) = ug(w). Primeiramente

notamos que

d 2 d 2
i ). lu(w, t)|*dw = /S1 %(u(w,t)) dw
= /sl 2u(w,t)%u(w,t)dw
= 2 /Sl w(w, t)[—u(w,t) + J * (f ou)(w,t) + hldw

_ /S o, ) +2 / w(w, )1 * (f o u)(w, )]dw

Sl

+ Q/Iu(w,t)hdw. (4.22)

Sendo h € L*(S'), usando a Desigualdade de Holder (ver Proposigao A.1), obtemos

/51 |hu(w, t)|dw < fju(-,t)]2 </Sl h2dw> L |u(-, t)||2hV2r. (4.23)

Além disso, usando a Desigualdade de Holder e em seguida a Desigualdade de Young

(ver Teorema 1.3), temos

IN

u(w, )[J * (f o u)(w, t)]dw lu )2 ([ [T (f o u)(w, )] *dw
s 51

<l Ol TNl )2

N

Como f é Lipschitz, escrevendo Ky = |f(0)|, obtemos

[f(@)] < Kifz] + K,



dai, por (4.13), temos

Assim,

/S Cu(w )T+ (foww,Oldw < ul, Ol (Killu, )l + Kav/27)

= Kl flu(, 1)l
+ KV27 | fful D)2

Substituindo (4.23) e (4.24) em (4.22) obtemos

d

[ul-; )]l

Como Ki||J||1 < 1, defina e = 1 — K4||J||; > 0. Entao, quando

V2r(h+ || J
= 2fu(- 1)l (—1+K1||J||1+ ( 2711 |

(1) > 2v/27(h + Ka||J||1)
? — € Y

tem-se

€ V27 (h + K| J 1)

2 - [ul-, )]l

Disto e de (4.25) temos

d €
EIIU(',UH% < 2||U(wt)||3(—6+§) = —eflu(-, )3

Reorganizando os termos e integrando ambos os lados de 0 a t obtemos
t d 2 t
Lllu(-, s
[l
o lu,s)l3 0

I (fu(, )]13) = In ([lu(-, 0)[I) < —et,

dai,

e usando propriedades de logaritmo

o que implica em

70

(4.24)

EIIU('J)IIS < =2l )l + 20V 2rllul, Ol + 2B 1 [Jul, I + 2KV 27| T flu(, )2

(4.25)
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Entao

lu(-, )13 < eI (-, 0)]13. (4.26)

Finalmente, fazendo t — oo em (4.26), obtemos
lim [|u(-,t)|3 =0,
t—o0

o que implica que
llu(-,t)||2 = 0 quando ¢t — oo.

2427 (Kal|J||1+h)

. 2/ 1\ =
K. © centro na origem de L (S') é um

Portanto, a bola B, de raio r =
conjunto absorvente para o fluxo 7'(t).

Observacao 4.5 Assumindo a hipotese de [ ser limitada, podemos obter um resultado
andlogo ao Lema 4.3 sem assumirmos a hipdtese Ki||J||1 < 1. Mais precisamente,

temos o sequinte resultado.

Lema 4.4 Suponha que f € globalmente Lipschitz e que exista M > 0 tal que |f(z)] <
M, para todo x € R. Seja R = (||.J]|o27M + h)\/27 entio, para cada € > 0, a bola de
centro na origem de L*(S') e raio R+ ¢, Bric, € um conjunto absorvente para o fluzo
T(t) gerado por (4.8).

Prova: Seja u(w,t) a solugao de (4.8) com condigao inicial ug = u(- ,0) € L*(S'). Pela

Observacao 4.1 temos
t
u(w,t) = e "u(w,0) + / eI % (f ou)(w, s) + hlds.
0
Dai, segue que
t
lu(w,t)] < e u(w,0)] +/ e T % (f ou)(w, s) + h|ds
0
t
< e tu(w,0)] +/ e T % (f ou)(w, s)|ds + h.
0
Usando o Lema 4.1 e em seguida a hipotese de que f é limitada, obtemos

!Mw®|S6”WW0N+/€“SWNmWZWW&@Wﬂ&Hl
0

e u(w,0)] +/ e~ I J | V2r M\ 27ds + h
0
< e u(w,0)] + || J||w27M + h.

VAN
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Assim,
lu(- )z < lle Hul-,0)| + [|J]|cc27M + h|2
< e Mul-,0)l + (1127 M + h)V2r.

lluoll2
€

Logo, para t > In < ), temos que

lu(- ,t)]]2 < e+ R.

Portanto, a bola Bg.., com R = (||J||cc27M + h)v/27, é um conjunto absorvente para
o fluxo T'(t). u

Teorema 4.1 Suponha as mesmas hipdteses do Lema 4.3 (ou do Lema 4.4). Entao,
existe um atrator global, A, para o fluro T(t) gerado por (4.8) em L*(S1). Além disso,
AC B, (ou AC Bgi.).

Prova: Seja u(w,t) a solugdo de (4.8) com condigao inicial ug = u(- ,0) € L*(S"). Pela

Observagao 4.1 temos que
t
u(- ,t) = e "ug +/ e~ T % (fou)(-,s)+ hlds.
0

Como vimos na se¢ao anterior, esta solugao define um C'-Semigrupo T'(t), t > 0, tal

que T(t)up = u(- ,t). Consideremos
T(t)uo = T1 (t)UO + T2 (t)uo

com

T1 (t)UO = €_tU0

t
To(t)up = / e T % (fou)(-,s)+ hlds.
0
Suponha uy € C, onde C' é um conjunto limitado em L?(S'), digamos que C' seja

uma bola de raio p. Dai, tem-se
|71 (t)uoll2 — 0 quando t — oo, V ug € C. (4.27)

Por outro lado, note que ||u(-,t)||s < K, para t > 0, onde K = max{p,r}. De maneira

analoga aos Lemas 4.1 e 4.2 obtemos

[T # (fou)(w)] < T V2K Julle + |||l K27 (4.28)
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Ainda, para t > 0, usando o Teorema 1.1, temos

W _ /O@Sta%[J*(fou)(w,s)—i—h]ds

= /0 ST x (f ou)(w, s)]ds.

Dai, usando (4.28), segue que

' OT(t)up(w) ’

t
9o T eV E (e ) + 1o Fa2)ds

t

T oo V2T K1 K + || |0 K227 ]ds

A IA
S— S—

t
[T oo V2T KL K + ||J/||ooK227']/ e*tds
0
= [V leo V2T K1 K + ||| s K227] (1 — 7F)
< N V2TEL K + ||| 0o K227

0T (t)ug

a(w) ¢ limitado

Logo, para t > 0 e qualquer uy € C, segue que o valor de H 2(s1)
L

por uma constante (que ndo depende de t nem de ). Além disso, temos
| T2(t)ugll2 < 00

De fato,
1Ty (t)uo + To(t)uoll2 = [lu(- , )|l < K.

Dai,
[Ta()uollz < ful- B2 + T3 (E)uoll2 < oo

Assim, para todo uy € C, temos que Th(t)ug pertence a uma bola de WhH2(St),

pois,
3T2 (t)UO
ow

Entao, pelo Teorema de Rellich-Kondrachov (ver Teorema B.3), segue que

< 00.
L2(S1)

HT2<t)u0HW1’2(S1) - HT2(t)u0HL2(Sl) * H

U Ty(t)C' & relativamente compacto. (4.29)
>0

Em resumo, de (4.27), (4.29) e do Lema 4.3 (ou Lema 4.4) temos que as hipoteses
do Teorema 3.1 sao satisfeitas. Portanto, segue que o conjunto A = w(B,) (ou A =
w(Bgrye)) € um atrator global para o fluxo T'(f). Além disso, como B, (ou Bgi.) é

absorvente, temos que A = w(B,) C B, (ou A = w(Bpgye) C Bric).
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Teorema 4.2 Assuma as mesmas hipdteses do Lema 4.3. Seja

227 (K| J||s + 1)

a=V2rKy||J| s + Ks||J || o027 + h.
1” H 1— KlH‘JHl 2” H
Entao o conjunto atrator A pertence a bola || - ||o < a em L®(S1).

227 (Ka||J||1+h)
1-Ki||J|x

contido na bola B, em L*(S').

Prova: Seja r = , segue do Teorema 4.1 que o conjunto atrator esta
Seja u(w, t) solugao de (4.8) com condi¢ao inicial u(- ,¢y) C A. Pela Observacao
4.1 temos que
t
u(w, t) = e~y (w, ty) + / e~ % (f ou)(w, s) + hlds.
to
Como ||u(- ,to)|l2 < r, fazendo ty — —oo obtemos

u(w,t) = / eI % (f ou)(w, s) + hlds.

—00

Usando (4.14) da Observagao 4.2 e o fato de A C B, em L?(S'), temos

t
lu(w, t)] = ‘/ e T % (f ou)(w, s) + h]ds
t
< / e T % (f ou)(w, s) + h|ds
t
< / eI T V2r Knflul- )l + || ]|o27 K + hlds
t
< / eI T2 Kor + | ]2 K + Blds
o
= a/ e s < a,

portanto, segue o resultado.

4.4 Um Exemplo Concreto

Nesta segao, seguindo [21], exibimos exemplos concretos para fungoes f e J, as
quais satisfazem as hipoteses dos resultados deste capitulo.

Sejam f e J funcoes reais dadas por

fla)=(1+e)™
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e | selz| <1
J(x) =
0, se |z| >1
Note que f e .J sao funcoes de classe C* e o suporte de .J esté contido no intervalo
[—1,1]. Além disso, a funcao f é globalmente Lipschitz, com constante de Lipschitz
Ky =1, f’ é localmente Lipschitz com 0 < f'(z) < 1 para todo z € R e a fungao J
satisfaz K4 J|; < 1.

De fato,
(i) Primeiramente notamos que f'(z) = (1+e*)2e* >0e (1+e %)% * < 1 para
todo = € R, ou seja, 0 < f'(x) < 1, para todo = € R. Além disso, temos que
I (z)| = ‘2(1 +e ™) Be™® — (1 + e_x)_ge_”|
< 2[(14+e )P+ |1 +e )77
< 3,

para todo x € R. Consequentemente f’ é localmente Lipschitz.

(17) De (i), como |f'(z)| < 1, segue que f é globalmente Lipschitz com constante de

Lipschitz K; = 1. Além disso, como 0 < J(z) < e™!, temos que

1 —1
I T

1

1 /[t 2
< —/ der = — < 1.
e J_1 e

Portanto, as fungoes f e J satisfazem todas as hipoteses assumidas nas secoes
anteriores deste capitulo.
Considerando J7 como a extensdo 27 periddica de J ao intervalo [—7,7], 7 > 1,

podemos reescrever (4.1), no espago Ps,, como

t T - == -

Definindo ¢ : R — S! por ¢(z) = e e, para u € Py, v : S' — R por

v(p(z)) = u(x). Escrevendo J(p(x)) = J7(x), segue da Proposigao 4.1 que a equagao
(4.30) é equivalente a

WD) iy [ T are e, )
Sl

com dz = df, onde df indica integragao com respeito ao comprimento de arco.



Apéndice A

Uma breve revisao dos espacos L e

algumas propriedades

Nesta segao, seguindo [3] e [5], exibimos algumas defini¢oes e resultados da Teoria
da Medida. Ao longo desta secao X denota um conjunto nao-vazio qualquer, isto é, X

pode ser um intervalo da reta, ou R", ou algum outro conjunto.

Definicao A.1 Uma familia X de subconjuntos de X é uma o-dlgebra sobre X se:
(i) 0,X € X;
(i1i) Se A € X, entao o complementar A° € X;
(iti) Se (An) € uma sequéncia de conjuntos em X, entio |, A, € X.
Um espago mensurdvel ¢ um par ordenado (X, X') consistindo de um conjunto X

e uma o-algebra X sobre X.

Definicao A.2 Uma funcao f: X — R € mensurdvel se para todo o € R o conjunto
{z € X; f(z) > a} pertence a X.

Na defini¢ao acima, podemos modificar a forma do conjunto trocando a desigual-

dade > por <, < ou > (ver 3], Lema 2.4).

Definicao A.3 Uma funcao p: X — [0, 00| € uma medida se:

(1) p(0) =0;
(i) w(A) >0, Y AeX;
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(1i1) Se (A,) € uma sequéncia de conjuntos disjuntos em X, entdo
n=1 n=1

Uma medida p é denominada o-finita se existe uma sequéncia de conjuntos (A,)
em X tal que
X = UA” e pu(4,) <oco, Vn.

n=1

Um espago de medida é uma tripla (X, X', 1) consistindo de um conjunto X, uma

o-algebra X sobre X, e uma medida p definida sobre X.

Observagao A.1 Dizemos que uma certa afirmagdo € vdlida ji-quase sempre (u-q.s.)
ou em quase toda parte (q.t.p.) se a afirmacao é satisfeita para todo v € X\N, onde
N € X € tal que p(N) = 0. Por exemplo, duas fungoes mensurdveis f e g sio iguais
p-q.s. se, e somente se, u(N) =0, onde N ={z € X; f(x) # g(z)}.

Assumindo que o leitor esta familiarizado com a nocao de funcgoes integrdveis
f: X — R (ver [3] e [9]). Denotaremos por L'(X,u), ou simplesmente L*(X) (ou

apenas L'), o espaco das funcoes integraveis f : X — R. Com a norma

wmammz/m@.
X
Definigao A.4 Sejap € R, 1 < p < oo. Definimos o conjunto

LP(X) = {f : X — R ; f € mensurdvel e |f|P € Ll(X)}.

wmzmmz(ﬁvwgf

Proposicao A.1 (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP eg e LY com 1 <p <
00 6%4—%:1. Entao, fg € L' e

Com a norma

gl < [ fllpllglly -

Prova: Inicialmente mostraremos a seguinte afirmagao: Sejam A e B ntmeros nao

negativos e 1 < p, ¢ < oo satisfazendo % + % = 1. Entao

AP BY
A-B < —+ —.

S+ (A1)
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De fato, considere a fungao ¢ : [0,00) — R dada por
o(t) = at —t°
onde 0 < a < 1. Temos que
Ot) = a—at*?

1
= « l—tl_a .

Note que ¢'(1) = 0; ¢'(t) < 0, para 0 < ¢t < 1; ¢'(t) > 0, para t > 1. Dai, segue que

©(t) > ¢(1) para t > 0, isto é,
at—t* > a—1,

o que implica

t* < at+1-—a.

Para a,b>0et =%, b+# 0, temos

aa

a
— < — —
pe — ab+(1 Oé),

assim,

a® b < aa+ (1 —a)b.

Agora, fazendo

1
a=-,a=A"e b= B1?
p

e notando quel—%z%,temos
(Ap)%_(Bq)é < lAp_,_qu7
p q
isto é,
AP BY
A-B < —4—.
p q

Sejam f € LP e g € L9 com || f]|,, |lgll; > 0, entdo usando (A.1) com

Y@ e
A= P L

temos que

[f@)g(@)] _ [f@)] |9()]
£ 1lpllgllq Ll llalla
LIf@)" Llg(x)|?

p Ifll> q llgll




Integrando ambos os lados obtemos

1
T | V@l

Dai, segue que
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1 / 1
f@Pd+ o [ lg(o)ld

T dloT

1

A+ = ol

AT
1 1
p q
1.

/If(fc)g(l“)ldu < [ lxllglly

Portanto, fg € L' |fglly < | flllglly- Caso | £, = 0 ou [lgll, = 0, tem-se fg =0 € L!

e [lfglle = lFlIpllglly = O

Proposicao A.2 (Desigualdade de Minkowski) Se f,g € LP, 1 < p < 00, entdo

f+gelle

1F+glle < 1Fllp + Mgl

Prova: Se p = 1, temos que

/If + gldp

/ (171 + l9l)dp

/Ifldu+/|g|du

1/ 1+ llglh -

Logo, segue o resultado. Para p > 1, observe que

|f +g]P

<

<

<

(LF1+gl)”
[2sup{|f], |9]}]"
2°f1P (ou 2°|g[")

2°(1f1P + 1gl”).-

Como f,g € LP, segue que f + g € LP. Além disso,

|f + gl

|f+glP N +gl < (FI+1gDIf +glP

\FILF+glP~ + gl f + g7t

(A.2)
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Note que | f+g|P~! € Lo, Entao, usando (A.2) e a Desigualdade de Holder (Proposicao

A.1), temos
I£+aly = [ 1+ gPd

< [1811F +gptdu+ [ lglf +gPa

= [[(AIF + gl + [ (allf + gl Iy

< IFIIE + e, + lgl IS + g7 o,

= (1l + IglIIE + gl e,
Mas, -

I+ = ([ 15+ aPau) © =+ ol

Assim,

1 +ally < (flls + gl f +gllp~
o que implica
If+9lle < 1fll+ lgllp-

Definicao A.5 Uma sequéncia (f,) em LP é uma sequéncia de Cauchy em LP se para
todo € > 0, existe um N = N(e) € N tal que se m,n > N, entao

Hfm - anp < €

Definicao A.6 Sejam (f,) uma sequéncia em LP e f € LP. A sequéncia (f,) converge

para f em LP se para todo € > 0, existe um N = N(€) € N tal que se n > N, entao

1fn = flly < e

Teorema A.1 O espaco LP, 1 < p < 0o, € um espago de Banach com a norma

1l = ( / |f|pdu>p-

Prova: (Ver [3], p.59, Teorema 6.14).
[ ]
Sejam (X, X, 1) um espago de medida e f : X — R mensurével. Diz-se que f é

limitada p-q.s. se existe ¢ > 0 tal que

lf(x)] < ¢, Ve X\N,
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onde N € & dado por N = {z € X;|f(z)| > ¢} & tal que u(N) = 0.

Definimos
L®(X)={f: X — R; f é mensurével e limitada pu-q.s. }.
Com a norma

[fllso = [l flzee = inf{c ; [f(2)] < ¢ p-q.s. sobre X} (A.3)
Observagao A.2 Se f € L™, entao

f@)] < ([flle p-g-s.

De fato, pela defini¢ao de infimo, existe uma sequéncia (c,) tal que ¢, — || f|lo € para
todon € N,
[f(@)| < cnopegs.,

ou seja,
1f(®)] < ¢n, Y& N,, onde N, € X com u(N,) = 0.

Definindo N =J;2 | N,,, temos N € X, u(N) =0 e
@) € e, Ve g N neN.
Logo, passando ao limite, obtemos |f(z)| < ||f|loo, para todo x ¢ N.

Teorema A.2 O espago L™ é um espago de Banach com a norma (A.3).

Prova: (Ver [3], p.61, Teorema 6.16).



Apéndice B

Alguns resultados de Analise

Funcional

Neste apéndice apresentamos alguns resultados importantes de anélise funcional

que sao usados neste trabalho.

B.1 Teorema de Hanh-Banach

A seguir, um espaco vetorial normado X serda um espago vetorial normado sobre
K =R ou C e, X’ ¢é o espago vetorial dos funcionais lineares continuos (dual topoldgico

de X) com a norma

leoll = sup ()], ¥ ¢ € X".
llzll<1
Teorema B.1 (Teorema de Hanh-Banach) ! Seja ¢ : G — K um funcional li-
near continuo, onde G € um subespaco de um espaco vetorial normado X. FEntao
existe um funcional linear continuo ¢ : X — K cuja restri¢io a G coincide com ¢ e

121l = Tl

Prova: (Ver [4]). n

Corolario B.1 (Ver [4], p. 60) Seja X um espaco vetorial normado. Para todo
o € X, xg # 0, existe um funcional linear ¢ € X' tal que ||@]| =1 e ©(xo) = ||xo]|-

lExistem outras versdes do teorema de Hanh-Banach. Para mais detalhes sobre o teorema de

Hanh-Banach e outras versoes veja [4], [5] e [13].
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Prova: Seja G um subespaco de X, GG consistindo de todos os elementos x = axg onde

a € K. Defina um funcional linear

p:G—K
por
p(x) = plaxo) = allzol| (B.1)
Note que ¢ é limitado e ||¢]| = 1. Com efeito, temos que
|o(@)] = [wlawo)| = lalllzoll = llazol| = [l]
e

el = sup |o(z)] = 1.
zeX

llell <1

Logo, ¢ é um funcional linear limitado e, consequentemente, continuo. Pelo Teorema
B.1 existe um funcional linear continuo ¢ : X — K cuja restrigao a G coincide com

p e [lpll = llell = 1. De (B.1) segue que

(o) = (o) = [lo]-

B.2 Teorema do Ponto Fixo para Contracoes

Defini¢ao B.1 Seja (X, d) um espago métrico. Uma aplicagio F : X — X € uma

contracao se existe A, 0 < A\ < 1 tal que

Teorema B.2 (Lema da Contragao, [22]) Sejam (X,d) um espago métrico com-
pleto e ' : X — X uma contracao. Entdo existe um unico ponto fizo p, por F, ou
seja, existe um tunico ponto p € X tal que F(p) = p. Além disso, p € um atrator de F,
isto €, F"(x) — p quando n — oo, para todo v € X. F"(x) é definido por F(F""!(x)).

Prova: Dado x € X, tome

v =F(x), 9= F(x,) = F(F(2)) = F*(z), -+, &, = F"(2), --- ; neN.
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Devemos provar que a sequéncia (x,) ¢ de Cauchy. Primeiramente, mostramos por
indugao que existe 0 < A < 1 tal que

d(xpi1,2,) < N'd(xy,20), V€N (B.2)
Com efeito, como F' é contracao, entao existe A\, 0 < A < 1 tal que

d(xn+17xn> - d(F(xn)7 F(In—l)) S )\d(xnu In—l)-
Para n = 1, segue que
d(xe,x1) < Ad(z1,0).

Supondo que (B.2) vale para um certo r € N, e lembrando que F' é contracao, temos

d(@ri9, 1) = d(F"(x), ™ ()
= d(F(F™(2)), F(F"(x)))
= d(F(z,1), F(z,))
< Ad(@r1, )

< A\ )\Td<$1, SL’(]) = )\T+1d(x1; 1;0) )

provando que (B.2) vale para todo n € N.

Dados n,r € N e usando (B.2), temos que

IN

d(In—i—ly xn) + d(xn+27 xn—&—l) + -+ d(l‘n—&-ra l‘n—l—r—l)

A"+ N XA (2, 1)

d(xn+ra xn)

IN

ML+ A+ 4+ A d(zy, 20)
)\’I’L
1—A

IN

d(l’l,iﬁo).

Como lim,,_,, A" = 0, segue que (z,,) ¢ uma sequéncia de Cauchy e, como X é completo,
essa sequéncia converge para um ponto p € X. Afirmamos que p é o ponto fixo de F.
De fato,

F(p) = F(lim z,) = lim F(z,) = lim z,.1 =p.
n—oo

n—oo n—o0
Além disso, p é o tnico ponto fixo de F'. De fato, se p,p € X sao pontos fixos de F,

entao

d(p,p) = d(F(p), F'(p)) < Ad(p,p),
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o que implica

Dai, como 1 — A > 0, resta ser d(p,p) = 0, ou seja, p = p.

Corolario B.2 Seja (X, d) um espago métrico completo. Se F': X — X € continua
e, '™ € uma contragao, para algum m, entdo existe um unico ponto p fizo por F. Além

disso, p € um atrator de F'.

Prova: Seguimos a demonstragao dada por [22]. Seja p o ponto fixo atrator de F™
dado pelo Teorema B.2. Seja n = mk +1 com 0 <[ < m. Dado x € X, note que F'(x)

é um ponto de X. Como p é atrator de F™, temos que
(F™*(F'(z)) = p quando k — oo.
Observe que F™(z) = (F™)*(F'(z)) e que k — oo quando n — oo. Logo, segue que
F™(z) = p quando n — oo,
isto é, p € um atrator de F. Agora, note que F(p) = p. Com efeito,

p = lim F"(F(p) = lim F(F"(p))

n—o0 n—oo

= F(lim F*(p)) = F(p).

B.3 Espaco W!'»

A seguir, Q C R™ é um conjunto abertoe p € R com 1 < p < oo.

Definigao B.2 (Ver [5/) O espago de Sobolev W'P(Q) € definido por

WLP(Q) = {U € LP(Q) ; = 91,925 -, Gn € LP(Q) tal que /uagp - _/glgo )
o Oz Q

Vo peC™Q), Vizl,Q,...,n},

onde C°(Q2) denota o espago das fungoes C com suporte compacto.
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Para u € WP(Q) definimos g; = g—;, i=1,2,....,n. O espago W'?(Q) é equipado

CcOoIm a norma

p

ou

n
e =l + 3 | 57

Teorema B.3 (Rellich-Kondrachov, [5]) Suponha que Q2 € limitado e de classe C'.
Entao temos as sequintes injegcoes compactas:

1 1 1
WhP(Q) C L) , Vqe[l,p*), onde —=—-——, sep<n;

p p n
WiP(Q) Cc L1(Q) , Vg€ p,+x), sep=n;

Wr(Q)c O(Q) , sep>n.

Em particular, WP(Q) C LP(Q) com injegao compacta para todo p (e todo n).

Prova: (Ver [5], p.285, Teorema 9.16).
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