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Resumo

O tema central da presente dissertacao é o estudo das graduagoes de um grupo
G nas algebras UT,(F) e UT(dy,...,d,). Inicialmente, no Capitulo 2, supondo o
grupo G abeliano e finito e o corpo F' algebricamente fechado e de caracteristica zero,
provamos que qualquer graduagao em UT,(F) é elementar (a menos de automorfismo
G-graduado). Ainda no Capitulo 2, sem fazer qualquer suposi¢ao sobre o grupo G e
o corpo F', chegamos & mesma conclusao. Para tanto, foi necessario utilizar técnicas
mais sutis na demonstracao. No Capitulo 3, novamente supondo o grupo G abeli-
ano e finito e o corpo F' algebricamente fechado e de caracteristica zero, classificamos
as G-graduagoes da F-algebra UT(dy,...,d,,). Veremos que, neste caso, existe uma
decomposicao dy = tpy,...,d, = tp, tal que UT(dy,...,d,,) é isomorfa, como alge-
bra G-graduada, ao produto tensorial M;(F) @ UT (p1,- .., pm), onde M;(F') tem uma
G-graduagao fina e UT(py, ..., pm) tem uma G-graduagao elementar.

Palavras-chave: Algebras Associativas, Algebra Graduadas, Algebras Matrici-

ais.

1l



Abstract

The central theme of this dissertation is the study the of the gradings of a group
G in the algebras UT,(F) and UT'(dy,...,d,,). Initially, in Chapter 2, assuming G a
finite abelian group and F' an algebraically closed field and of characteristic zero, we
prove that any grading in UT,(F) is elementary (up to graded isomorphism). Still in
Chapter 2, without making any assumption about the group G and the field F', we
obtain the same conclusion. To prove this was necessary to use more subtle techni-
ques in demonstration. In Chapter 3, again assuming G a finite abelian group and
F an algebraically closed field of characteristic zero, we classify the gradings of the
algebra UT'(dy,...,d,,). We will see that there is a decomposition d; = tpy,...,d,, =
tpm such that UT'(dy, ..., d,,) is isomorphic, as graded algebra, to the tensor product
M(F) @ UT(p1,...,pm), where M;(F) has a fine grading and UT(py,...,pm) has a
elementary grading.

Keywords: Associative Algebras, Graded Algebras, Matrix Algebras.
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Introducao

Graduagoes surgem de modo natural em muitas classes de anéis e dlgebras. O
estudo das graduacoes de algebras e anéis é também importante por suas aplicagoes,
por exemplo, o estudo das Z-graduacoes em algebras de Lie tem aplicagoes no estudo de
representagoes de grupos lineares e em geometria diferencial ([O2]). Um dos principais
problemas nesta area é a descricao de todas as graduacoes de algebras importantes.

Sendo A um algebra associativa e G um grupo, uma decomposi¢ao A = @geG A,
de A em soma direta de subespacos é chamada de G-graduagao quando A;A, C Ay,
para quaisquer g, h € GG. Neste caso, dizemos que A é uma algebra G-graduada.

A descrigao das graduacoes nas algebras de matrizes tem um papel importante na
teoria das algebras com identidades polinomiais. As graduacgoes na algebra M, (F') das
matrizes quadradas de ordem n com entradas no corpo F' foram estudadas em diversos
artigos. Em [DI| foram descritas as graduagoes em M, (F') por um grupo G em que
as matrizes elementares E;; sdo homogéneas (as chamadas graduagoes elementares) e
também foram descritas as graduacdes sob a hipotese de o grupo G ser ciclico. As
graduagoes de M, (F') no caso em que G é um grupo abeliano foram classificadas em
[BSZ], supondo o corpo F algebricamente fechado. Finalmente em [AM1] as graduagoes
em M, (F) foram descritas; todas podem ser obtidas a partir do produto tensorial de
duas algebras de matrizes, sendo uma com uma graduacao elementar e a outra com
uma graduacao fina (em que cada componente tem dimensao < 1).

Uma extensao natural da classe das &lgebras de matrizes é a classe das algebras
de matrizes triangulares em blocos. Os exemplos mais simples deste tipo de algebras
sao M, (F) e sua subalgebra UT,,(F) das matrizes triangulares superiores. Esta classe

de algebras desempenha um papel importante no estudo dos invariantes numéricos de
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algebras com identidades polinomiais. As graduagoes em UT,(F') por um grupo G
abeliano e finito no caso em que o corpo F' é algebricamente fechado e de caracteristica
zero foram descritas em 2003 por Valenti e Zaicev em |VZ1|. Neste artigo, a estreita
relacdo entre as G-graduagoes de uma algebra A e as @—agées em A (onde G denota
o dual do grupo G) é a principal ferramenta para mostrar que todas as G-graduagoes
em UT,(F) sdo elementares (a menos de automorfismo G-graduado).

Utilizando uma técnica diferente, os resultados para a algebra UT,(F) foram
generalizados em 2007 também por Valenti e Zaicev [VZ2]. Sendo G e F um grupo
e um corpo quaisquer, respectivamente, toda G-graduacao em UT,(F') é elementar
(novamente, a menos de automorfismo G-graduado). Ainda neste artigo, foi formulada
a seguinte conjectura:

Conjectura: Seja UT(dy,...,dn) = @,eq Ry uma G-graduagio na dlgebra
das matrizes triangulares em blocos. Se existirem inteiros t,py,...,pm tais que dy =
tp1, . dm = tom, a dlgebra UT (dy, . .., d,,) sempre é isomorfa como dlgebra G-graduada

ao produto tensorial My @ UT (py,...,pm), onde UT(py,...,py) tem uma graduacao

elementar?
Em caso afirmativo, se dy,...,d,, sao primos entre si, entao as possiveis graduagoes
em UT(dy,...,d,) sio elementares.

No ano de 2011, em [VZ3], um caso particular da conjectura acima foi resolvido.
Mais precisamente, as graduagoes na algebra UT(ds, ..., d,,) das matrizes triangulares
superiores em blocos foram descritas sob as hipoteses de G ser abeliano e finito e F
ser algebricamente fechado e de caracteristica zero. O problema de classificar as G-
graduagoes na algebra UT'(dy, ..., d,,) sem impor condigdes sobre o grupo G e o corpo
F permanece em aberto.

Na presente dissertacao objetivamos realizar um estudo detalhado dos artigos
[VZ1], [VZ2] e [VZ3]. Para este fim, nosso trabalho foi estruturado em trés capitulos.

No Capitulo 1 apresentamos os conceitos fundamentais para o entendimento da
dissertacao. Visando tornar o texto conciso, alguns resultados classicos foram enun-
ciados, mas nao demonstrados. Comecamos com os conceitos de algebra e algebra
G-graduada. Em seguida, fizemos um breve estudo sobre R-moédulo e o radical de
Jacobson de um anel associativo e unitario. Também fizemos uma exposicao acerca da

Teoria de Representagoes de Grupos e anéis semissimples. Finalizamos demonstrando
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a dualidade que existe entre G-graduagoes abelianas e finitas em uma algebra A e
G-acoes sobre A.

O Capitulo 2 é dedicado ao estudo dos artigos [VZ1] e [VZ2]. Inicialmente, com
base em [VZ1|, apresentamos a classificacio das graduagoes abelianas e finitas em
UT,(F), supondo-se o corpo F' algebricamente fechado e de caracteristica zero. Em
seguida, utilizando como referéncia [VZ2|, abordamos o mesmo problema, s6 que sem
fazer imposigoes sobre o grupo G e o corpo F. Como serd percebido, em ambas as
situagoes, veremos que todas as graduagoes em UT,,(F) sdo elementares (a menos de
automorfismo G-graduado).

Por fim, no Capitulo 3, abordaremos o problema de classificar as G-graduagoes
abelianas e finitas na algebra UT(dy, . .., d,,), sob a hipotese de o corpo F ser algebrica-
mente fechado e de caracteristica zero. Nesta etapa, a referéncia principal foi o artigo
|[VZ3]. Neste caso, veremos que existe uma decomposicdo di = tp1,...,dn, = tpn,
tal que UT'(dy,...,d,,) é isomorfa (como algebra G-graduada) ao produto tensorial
M(F)®@UT(p1,...,Pm), onde M;(F) tem uma graduacao fina e UT(py,...,py,) tem
uma graduacao elementar. Para realizar o estudo desejado, tivemos que nos remeter ao
estudo da classificacao das graduagoes de grupo em M, (F'). Nos limitamos a enunciar
os resultados acerca das graduagoes em M, (F') e aplica-los na classificacao das gradu-
acoes abelianas e finitas da algebra UT'(dy,...,d,,). Neste capitulo também fizemos
uso de alguns teoremas classicos, a exemplo do Teorema de Wedderburn-Malcev, para

o qual nao apresentamos demonstragao.



Capitulo 1

Preliminares

O presente capitulo tem por objetivo estabelecer a linguagem que serd adotada
ao longo da dissertacao. Nos propomos entao a apresentar defini¢oes, conceitos, no-
tacoes e resultados essenciais que serao utilizadas frequentemente ao longo do texto.
Até o término do presente capitulo, o simbolo F' designard um corpo qualquer, a me-
nos de mencao em contrario. Ao longo do capitulo, assumiremos que o leitor tenha

familiariedade com conceitos basicos de Algebra Linear.

1.1 Algebras sobre um corpo F

O ponto de partida de nosso estudo é o conceito de &lgebras sobre um corpo F

(ou F-algebras). Nesse sentido, passemos a seguinte definigao.

Definicao 1.1.1 Seja A um espago vetorial sobre F. Definimos um par (A, *) como

sendo uma F-dlgebra (ou dlgebra sobre F') se “«” é uma operagao bilinear em A, isto

é x: Ax A— A satisfaz:
i)ax(b+c)=axb+axc;
i) (a+b)xc=axc+bxc
iii) (Aa) *b=ax (\b) = A(ax*b),

para quaisquer a,b,c € A e\ € F.
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Na definicao acima, “x” é dita multiplicacao da algebra A e, simplesmente, de-

notaremos o produto a * b por justaposicao ab, para quaisquer a,b € A. Mais ainda,
escreveremos simplesmente A em lugar de (A, *) para denotar a estrutura de alge-
bra, deixando implicita a multiplicacao. Diremos que “A é uma algebra” ao invés de
“F-algebra”, deixando implicito o corpo F'. Definimos o produto ajasas como sendo
(a1az)as e, indutivamente, o produto ajas . . . a,_ja, como sendo (a1as . .. a,_1)a,, para
a; € A. Diremos que um subconjunto 8 de A é uma base da algebra se é uma base
do espago vetorial A, e definimos a dimensao de A como sendo a dimensao de A vista
como F-espago vetorial.

Conforme algumas propriedades que a multiplicacao da algebra A possua, fazemos

classificagoes, como segue na defini¢ao seguinte.

Definicao 1.1.2 Seja A uma F-dlgebra. Dizemos que A é:
i) Associativa se (ab)c = a(bc), para quaisquer a,b,c € A;
ii) Comutativa se ab = ba, para quaisquer a,b € A;

i1i) Unitaria (ou com unidade) se existe um elemento em A, denotado por 14, tal

que alq = 14a = a, para todo a € A. O elemento 14 € chamado de unidade da
dlgebra A.

Quando a algebra A for unitéria, é facil ver que a unidade 14 é tnica. Por simpli-
cidade, usaremos o simbolo 1 para representar a unidade 1 4. Neste caso, identificamos
naturalmente o elemento A1 de A com A, para todo A € F. Nesse sentido, dizemos
que A contém o corpo F, identificando {\1 : A € F'} com F. Particularmente, se A
for associativa, tem-se que A é um anel, com respeito a adi¢ao e a multiplicacao da

algebra A.

Definigcao 1.1.3 Seja A uma dlgebra associativa e unitdria.

(i) Um elemento nao nulo a € A diz-se tnversivel se existe b € A tal que ab = ba =
1. Neste caso, chamamos o elemento b de inverso multiplicativo (ou simplesmente

inverso) de a, para o qual adotamos a notac¢io a™'.

(ii) Definimos o conjunto de inversiveis de A como sendo o conjunto U(A) =

{ae A:3Ja"t € A}.

(1ii) Dizemos que A é uma dlgebra com divisdo se U(A) = A — {0}.
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Definicao 1.1.4 Sejam A uma dlgebra, V e W subespagos vetoriais de A e X C A.

Definimos

(i) O produto VW como sendo o subespago vetorial de A gerado pelo conjunto
{zy:zeV,ye Wi

(i) O centralizador de X em A como sendo o conjunto
Cu(X)={a€ A:ax =2za,Vx € X}.

(iii) O centro da dlgebra A como sendo o conjunto

Z(A)=Cy(A) ={r € A: za=az,Va € A}.

Quando A é uma élgebra unitaria e Z(A) = {\1l : XA € F'}, dizemos que A é uma
algebra central.
Para ilustrar as definicoes dadas acima, passemos a alguns exemplos de algebras

que serao uteis ao longo do texto.

Exemplo 1.1.5 Considere o espago vetorial M,(F') de todas as matrizes n X n com
entradas em F, com n € N fizo. Munido do produto usual de matrizes, M,(F) é
uma F-dlgebra associativa com unidade e de dimensdo n* . Chamamos de matrizes
unitdrias as matrizes Fij, para 1 < 1,5 < n, onde E;; é a matriz cuja unica entrada
nao nula € 1 na i-ésima linha e j-ésima coluna.

Claramente, o conjunto B = {E;; € M,(F) : 1 < i,j7 < n} é uma base para
M, (F). Nao é dificil ver que se E;;, Eyy € M,(F), entio E;;Ey = 0;,E;, onde d;

denota o delta de Kronecker.

Exemplo 1.1.6 Sejam V um espago vetorial e L(V') o espago vetorial dos operadores
lineares sobre V.. Temos que L(V'), munido da composi¢ao de fungées, é uma dlgebra
associativa com unidade, chamada de dlgebra dos operadores lineares sobre V.
SeT,S € L(V), em geral denota-se T o S simplesmente por T'S.

Exemplo 1.1.7 (Algebra de Grupo) Sejam G = {gi,...,9m} um grupo finito e
FG ={>" a,9;,; € F'}. Definimos em FG as operagoes

o > aigi + . Bigi = > (i + Bi)gi.
o \>_ a;gi) = > (Aa;)gi, onde X € F.

Com essas operacoes, FG ¢ um espaco vetorial sobre F que tem como base G.
Inserindo em F'G a operagao (> 0,;9:)(> Big;) = > (if;)(9:9;), teremos em FG uma
multiplicagao induzida pela operagao do grupo G. Nesse sentido, F'G € uma F-dlgebra,
denominada dlgebra de grupo. Note que se G for abeliano, a dlgebra de grupo FG
serd comutativa.
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Exemplo 1.1.8 (Produto tensorial de algebras) Sejam V e W F-espagos vetori-
ais. Consideremos o F-espago vetorial F(V x W) com base em V x W e o subespago

U de F(V x W) gerado por elementos dos tipos

(v1 + vo,w) — (v1,w) — (v2, W)
(v, w1 +we) — (v,wy) — (v, ws)
(v, w) — A(v,w)

(v, \w) — A(v, w)

com vy,v9,v € V,wy,wo,w € W e X € F. Definimos o produto tensorial de V' e
W, denotado por V. @r W (ou simplesmente V& W) como sendo o espago quociente
F(VxW)/U.

Dado (v,w) € V x W, vamos denotar por v @ w o elemento m de Vo W.
Chamamos os elementos da forma v ® w de tensores.

O conjunto {v @w : v € V,w € W} é um conjunto gerador de V@ W e ocorre

que

(V1 + 1) QW= QW+ V3 QW
vR(wy + we) = v Q@ wy + v ® we
(M) @w = Av®w)
1R (Aw) = A(v ®@ w).
Seque dai que os elementos de V@ W sao da forma » (v; @w;), comv; €V ew; € W.
Ademais, das igualdades acima, se V- = (S1) e W = (S3) (subespaco gerado), entao
VW = (u ®us:up € Sj,uy € Sa). Assim, se Ve W sao espagos vetorias de di-
mensao finita, tem-se que VW tem dimensao finita e dimV@W = (dim V')(dim W).

No caso em que Ve W sao F-dlgebras, definimos a operacao

S (VaW)x(VeW) Ve Ww

por (a®@b) * (r ®y) = ax @ by. E possivel verificar que * ¢ uma operagio bilinear que
faz de V@ W uma F-dlgebra.

Teorema 1.1.9 (Propriedade universal) Sejam V,W e U espagos vetoriais sobre
um corpo F e f V. xW — U wuma aplicacio bilinear. FEntdo existe uma tinica
transformagao linear Ty : V@ W — U tal que Tf(v @ w) = f(v,w), para quaisquer
veVewel.

Demonstragao: Como o conjunto V' x W & uma base do espago vetorial F'(V x W),
segue que existe uma tnica aplicagao linear L : F(V xW) — U satisfazendo L((u,v)) =

f(u,v), para todo (v, w) € V x W. Observe que os elementos que geram U na defini¢ao
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de produto tensorial pertencem a ker L e, assim, U C ker L. Se a1,y € F(V x W) sao

tais que ay — ap € U, entao L(ay) = L(az). Assim, a aplicagao

Ty VoW — U
@ — T¢(a) = L(a)
estd bem definida e é linear. Além disso, dados v € V e w € W, tem-se Ty(v ® w) =
L((v,w)) = f(v,w). A unicidade é consequéncia de que {v®@w :v € V,w € W} é um
conjunto gerador de V@ W. [

Exemplo 1.1.10 Sejam V e W F-espacos vetoriais, vg € V e wy € W wvetores nao
nulos. Entao vo@wy # 0 em VRW. De fato, como vy, wg # 0, existem uma base de V'
contendo vy e uma base de W contendo wy. Assim, pode-se obter alguma base de V X W
contendo (vg,wp). Nesta base, defina f : V x W — F bilinear tal que f(vy,wqy) # 0.
Pela propriedade universal, existe uma transformagao linear Ty : V @ W — F tal que
Tr(v®@w) = f(v,w), e assim T¢(vo @ wp) # 0. Dai vy ® wy # 0.

As propriedades seguintes sao bastante tuteis, e seguem como aplicacao da pro-
priedade universal.
Proposicao 1.1.11 Sejam V, W e U F-espagos vetorias quaisquer. Valem.:
(i) FQV ~V.
(ii)) F" @V ~ V™,
(iii)) VoW ~WeV.
(w) (VeoW)eU~Ve(WeU).

(v) Se Sy ={v; :i € I} ¢ Sy = {w; : j € J} sao subconjuntos LI de V e W,
respectivamente, entao S = {v;, ® w; : i € I,j € J} é um subconjunto LI de
VeW.

Definicao 1.1.12 Sejam A uma dlgebra, B e I subespagos vetorias de A. Dizemos

que:
i) B é uma subdlgebra de A se xy € B para quaisquer x,y € B;

i) I € um ideal 4 esquerda de A (respectivamente o direita) se ax € I (respectiva-

mente xa € 1) para quaisquer a € A e x € 1.
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iii) Seja I um ideal a esquerda proprio de A. Dizemos que I é um ideal a esquerda
mazimal de A se nao existe ideal a esquerda proprio J de A, com I # J, tal que

1 C J. Formula-se conceito andlogo para o caso em que I € um ideal a direita de

A.

i) I € um ideal bilateral de A (ou simplesmente ideal de A) se I é um ideal

esquerda e a direita simultaneamente.

Observe que todo ideal de uma algebra A é, em particular, uma subalgebra de
A. No caso em que A é simplesmente um anel, dizemos que B é um subanel de A e os
itens (1), (¢i1) e (iv) sdo 0s Mesmos.

Um fato elementar é que 0 e A sempre sao ideais bilaterais da algebra A. Caso
esses sejam os tunicos ideais bilaterais de A, dizemos que A é uma algebra simples.

Por exemplo, sendo n € N, prova-se que a algebra M, (F') é simples.

Exemplo 1.1.13 Seja UT,(F) = UT,, o conjunto das matrizes triangulares superio-
res. Tem-se que UT,, é uma subdlgebra de M, (F). Como UT, = (E;; :1<i<j<mn)
(subespago gerado) seque que

n(n—i—l).

dim UT,,(F) = ==

Ressaltamos que a algebra UT,, estard fortemente presente em nosso trabalho. No
Capitulo 3, apresentaremos um caso mais geral de matrizes triangulares, as chamadas

matrizes triangulares superiores em blocos.

Definicao 1.1.14 Sejam A e B duas F-dlgebras. Dizemos que uma transformagao
linear ¢ : A — B é um homomorfismo de algebras se p(ab) = ¢(a)p(b) para
quaisquer a,b € A.

Chamamos @ de isomorfismo se ¢ for bijetora. Quando A = B dizemos que ¢
¢ um endomorfismo e se ¢ for endomorfismo e isomorfismo simultaneamente, dize-
mos que @ € um automorfismo da dlgebra A. Se as F-dlgebras A e B sao isomorfas,
denotamos por A ~ B.

Exemplo 1.1.15 Sejam A uma dlgebra e I um ideal de A. Definindo no espaco
vetorial quociente A/I a operacao (a+ I)(b+ I) = (ab) + I, temos que A/I é uma
dalgebra, chamada de dlgebra quociente de A por I. A Aplicagao

p: A — A/l
a — a=a-+1

¢ um homomorfismo sobrejetor de dlgebras, chamado de projecao candnica.
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Sendo ¢ : A — B um homomorfismo de algebras, dizemos que o conjunto
ker(p) = {a € A;p(a) =0} é o niicleo de ¢, e o conjunto Im(p) = {p(a) € B|a € A}
¢ a imagem de . Verifica-se que ker(yp) é um ideal de A e que I'm(y) é uma subalgebra

de B. E imediato verificar que a aplicacio

p: Alker(¢) — Im(yp)
a — p(a) = p(a)

estd bem definida e é um isomorfismo de algebras.

1.2 Graduacoes de Grupos em Algebras Associativas

Na secao que se inicia, quando usarmos a palavra algebra, estaremos sempre nos
referindo a uma algebra associativa e, a menos de mencao em contrario, G designaré
um grupo qualquer, para o qual adotaremos a notagao multiplicativa.

Ao longo desta se¢ao, daremos énfase ao conceito de G-graduagao sobre uma

algebra A, que desempenhard um importante papel posteriormente.

Definigcao 1.2.1 Sejam A uma dlgebra associativa e G um grupo arbitrario. Definimos
uma G-graduacao em A como sendo uma familia (Ay)gec de subespagos vetorias de A

tais que

A - @QEGAQ
€

AgAL C Agy

para quaisquer g,h € G. Neste caso, diz-se que a dlgebra A é G-graduada.

Dizemos que os subespacos A, sao as componentes homogéneas e os seus elementos
de elementos homogéneos de grau g. Quando a € A,, escrevemos deg(a) = ¢ para
significar que a é um elemento homogéneo de grau g. A componente homogénea A; é
denominada componente neutral da G-graduagao, onde 1 denota o elemento neutro de
G. Sendo H um subgrupo de G, é facil ver que a soma ), ,; Ay é uma subdlgebra
de A. Em particular, fazendo H = {1}, decorre que a componente neutral A; é uma
subalgebra de A. Quando o grupo G for abeliano e finito, dizemos que a G-graduagao

é abeliana e finita.
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Exemplo 1.2.2 Toda dlgebra A admite uma G-graduagao. Com efeito, definindo
A=A e Ay = {0} para todo g € G — {1}, temos em A uma G-graduagao. Uma

graduacao deste tipo é chamada de G-graduagao trivial.

Exemplo 1.2.3 Considere a F-dlgebra My(F) e 0s supespagos

MZ(F)O—{[(S 2]:a,beF} e Mz(F)l—{lg g]:a,beF}.

E ficil ver que My(F) = My(F)g @ My(F)t define uma Zo-graduacio em My(F).
Mais geralmente, sendo n € N, n > 1, considere a dlgebra M,(F). Para cada
Y € Ly, definamos M, = (Ej;; : i —j =~). Mostra-se que a familia (M,)ez, € uma
L -graduagao em M, (F).

Exemplo 1.2.4 Sejam A = ®yeqAy; uma G-graduacao e a € A um elemento homo-

géneo, com a # 0. Se a ¢ idempotente, isto €, a®> = a, tem-se que a € A;.

Exemplo 1.2.5 Sendo A uma dlgebra G-graduada com unidade 1, tem-se que a uni-

dade 1 € homogénea e que 1 € Ay. De fato, existem gy, ..., g, € G tais que
l=ai+ag +--+ay,
com a; € Ay, ay, € Ay, Tomando h € G e ay, € Ay, arbitrdrios, temos
ap = apay + apQg, + -+ - + apay, .

Dai, seque que apa,, =0 e apa; = ap, donde 1 =a; € A;.

Definicao 1.2.6 Sejam A uma dlgebra e A = @gecAy uma G-graduagao. O conjunto
{9 € G: A, #0} é chamado de suporte da dlgebra A, e serd denotado por Supp(A).

Definicao 1.2.7 Seja B um subespago vetorial de uma dlgebra A = BgecA, G-
graduada. Dizemos que B é homogéneo na G-graduacao ou G-graduado quando
B = ®4cqBy, onde B, = BN A,. Formula-se defini¢io andlogo no caso em que

B ¢ uma subdlgebra ou um ideal de A.

Exemplo 1.2.8 Sejam A = ®yeqA, uma dlgebra G-graduada e B = @gea By uma
subdlgebra homogénea na G-graduagdo. Assim, se b = (> b,) € B, com b, € A,

devemos ter by € B e reciprocamente.

Exemplo 1.2.9 Sejam A = ®,eq Ay uma dlgebra G-graduada e I um ideal homogé-
neo na G-graduagao. Tem-se que a dlgebra A/I é naturalmente G-graduada, onde as

componentes homogéneas sao (A/I), ={a+1:a€ A,}.
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Exemplo 1.2.10 Sejam A = ©yecA, uma G-graduagio e a,b € Ay. E facil ver que
B = aAb é uma subdlgebra de A. Afirmamos que B € homogénea na G-graduacao. Com
efeito, um elemento tipico de B tem a forma a(d x,)b, onde x, € A,. Claramente,
axsb € B. Ademais, axyb € AyAjA; C Ay. Dai B = ®yeqB,y, onde B, = A, N B.

Exemplo 1.2.11 Sejam G um grupo, H um subgrupo normal de G e A = @gecAy uma
dlgebra G-graduada. Sendo G = G/H, a G-graduagdo inicial induz uma G-graduagao
em A. Para tanto, sendo g € G, defina Ay = @pegAgn. Afirmamos que A = ®jeaiy
define uma G-graduagao. Inicialmente, note que Ay C Ay + (Bnz1Agn) = Az e assim
A= Z§€§ Ag. Provaremos agora que a soma deé Ag € direta. De fato, suponhamos
que ewistam gi,...,q € G tais que g + -+ - + x5 = 0 (onde xg; € Ag;). Mas xg; =

> herr Tgihe Dai Y253 i tgn =0, 0 que contradiz o fato de que a soma )., Agp €
direta.

\

Por fim, sendo g,91 € G, afirmamos que AgAg C Aggr. De fato, note que
AgAgT - (@hEHAgh)(@tEHAg1t> C @h,tEHAghglt-

Por outro lado, para quaisquer h,t € H, afirmamos que Agngr C Aggr. Com efeito,
seja z = (gyhgi)t. Devido & normalidade de H em G, tem-se que z € H. Assim
Aghgit = Aggr» C Aggr. Juntando essas informagoes, teremos AgAg C Aggr, 0 que

encerra a afirmacao feita.

A posteriori, serd de crucial importancia um tipo especial de G-graduacao nas
algebras M, (F') e UT,(F): as chamadas graduagoes elementares. Nesse sentido, apre-
sentamos a definicao seguinte.

Definicao 1.2.12 Sejam UT,,(F) = @yecAy e My (F) = Snen By, uma G e H-graduagaes,

respectivamente. Dizemos que:

(i) UT,(F) = ®4ecAy € uma G-graduagao elementar se existe uma n-upla g =
(91,--.,9n) € G" tal que a componente homogénea A, é o subespago gerado pelas

matrizes unitdrias Fij, tais que g = g;lgj, com 1 < j.

(i) M, (F) = ®neu By ¢ uma H-graduacdo elementar se eriste uma n-upla h =
(hi,...,hy,) € H" tal que a componente homogénea By, € o subespago gerado pelas

matrizes unitdrias Fyj, tais que h = g[lgj.

Um exemplo de graduagao elementar na algebra M, (F') é a Z,-graduagao apre-
sentada no Exemplo 1.2.3.
Exemplo 1.2.13 Considere A = UT,, = ®4ecA, uma G-graduagao elementar. Por

definicao, tem-se trivialmente que as matrizes Eij, com 1 <1 < j < n, sao homogéneas

na G-graduacao.
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A reciproca do exemplo acima é valida, serd demonstrada na proposicao abaixo e

desempenhard um importante papel futuramente.

Proposicao 1.2.14 Sejam G um grupo e A = UT,, = ©yecAy uma G-graduacao. Se
as matrizes unitarias Eij, com 1 <1i < j <n, sao homogéneas entao a G-graduagao é

elementar.

Demonstracao: Sejam 1 < ¢ < j < n e 1 o elemento neutro do grupo G . Desde
que EZ = Ej, pelo Exemplo 1.2.4, tem-se que E; € A;. Ademais, como Ej;i1) é
homogénea, seja h; € G tal que Ej41) € Ap,. Seja g1 = 1 e, indutivamente, g;41 = g;h,.

Uma vez que

Eij = Eigpry - Bonj € Ang - An ) © A

9; 95’

concluimos que a G-graduacgao é elementar.

Definigao 1.2.15 Sejam G um grupo, A = ©yecAy ¢ A = DyecA, duas dlgebras
G-graduadas.

(i) Um homomorfismo de dlgebras ¢ : A — A" é um homomorfismo G-graduado
se verifica p(Ay) C A}, para todo g € G. Analogamente, definimos endomor-
fismo, isomorfismo e automorfismo G-graduado. No caso de um isomorfismo

G-graduado, ocorre que p(Ay) = Aj.

(i4) Dizemos que duas G-graduagoes A = SyecAy e A= ©yec A} na mesma dlgebra
A sao isomorfas quando existe um automorfismo ¢ : A — A G-graduado, isto é,
p(Ay) = A}, para todo g € G.

1.3 R-Mobdulos e o Radical de Jacobson

Ao longo dessa secao, quando usarmos a palavra anel, estaremos nos referindo a
um anel associativo e com unidade, que serd designada por 1. No que segue, iremos
apresentar o cenceito de médulo sobre um anel R e também o importante conceito de

radical de Jacobson de R.

Definicao 1.3.1 Seja R um anel. Definimos como R-mddulo a direita um grupo abeli-
ano (M, +,0), munido de uma aplicagao de M x R em M, que a cada par (x,a) € M xR

associa xa € M e satisfaz:
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(i) (z+y)a=za+ya
(i) z(a+b) = za + zb
(iii) z(ab) = (va)b

(iv) 2.1 =1

para quaisquer x,y € M e a,b € R.

Define-se de forma similar o conceito de R-modulo a esquerda.

Observacao 1.3.2 Se o anel R for um corpo, o conceito de R-mdodulo reduz-se ao

conceito de R-espaco vetorial.

Observacao 1.3.3 (Médulos sobre Algebras) Seja A uma dlgebra associativa com
unidade. Também podemos definir o conceito de A-mddulo M sobre a dlgebra A, su-
pondo M um F-espaco vetorial. Para tanto, impomos que a aplicacao M x A — M,

além de satisfazer os quatro itens da Definicao 1.3.1, também satisfaca
(v) m(Aa) = (Am)a = XN(ma), para quaiquer a € ANEF em € M .

Todos o0s conceitos e resultados que serao apresentados em relacao a modulo sobre anel
tém sua versao mo contexto de modulos sobre dlgebras. Na secao 1.5, concentraremos

nossa atengao no estudo dos mdodulos sobre a dlgebra de grupo FG.

Definicao 1.3.4 Sejam R um anel e M um R-mddulo a direita. Definimos o anulador
de M em R com sendo o conjunto {a € R : xa = 0,Yx € M}. Analogamente, se M
for um R-mddulo a esquerda, definimos anulador de M em R como sendo o conjunto
{a € R:azx=0,Yz € M}.

Observacio 1.3.5 E fdcil verificar que o anulador do mddulo M ¢é um ideal do anel

R. Em geral, denotamos tal ideal por Ann(M).

Observacao 1.3.6 Observe que a Defini¢ao 1.3.1 expressa que a cada a € R € possivel
associar um endomorfismo do grupo M, a saber, fo : M — M definido por f,(x) = xa,
para todo x € M. Sendo End(M) o anel de endormorfismos de M (onde a soma € a
soma usual e o produto é a composi¢ao de endomorfismos), € fdacil ver que a corres-
pondéncia a — f, é um homomorfismo dos anéis R e End(M). Note ainda que se

Ann(M) = 0 (neste caso M € dito modulo fiel), tem-se que R estd imerso no anel
End(M).
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Exemplo 1.3.7 Um grupo abeliano qualquer (M,+,0) pode ser wisto como um
Z-mddulo (& direita ou o esquerda). Com efeito, sejamn € Z e x € M. Sen >0, de-
fina xn = x+---+x como a soma de x consigo n vezes. Sen < 0, defina xn = —(z|n|).
E sen =0, defina x0 = 0. Essa opera¢ao de M xZ em M torna (M,+,0) um Z-mddulo
a direita.

Exemplo 1.3.8 Considere F[z] o anel de polinémios com coeficientes no corpo F.
Sejam V' um F-espaco vetorial e T uma transformacao linear de V em V. Neste
contezto, o grupo abeliano (V,+,0) é um F[x]-mddulo com a aplica¢io de Flx] xV em
V' dada por (ap + ayx + -+ - + apa™)v = (apl + a1 T + -+ - + a,T™)(v).

Definicao 1.3.9 Sejam R um anel e M um R-mddulo a direita. Dizemos que

(i) Um subgrupo N de M é um submddulo de M se xa € N para todo x € N e todo
ac R.

(i) Um submddulo N de M é minimal se N # 0 e nao existe submddulo Ny # N de
M tal que O # N; C N.

Seja M um R-mo6dulo & direita. Observe que 0 e M sempre sao submoddulos
do médulo M. Diremos que M é um R-mdédulo simples a direita ou R-moédulo
irredutivel a direita se nao admitir outros submodulos além de 0 e M. Conceito
andlogo é definido quando estamos lidando com R-mdédulos a esquerda.

E facil ver que um submodulo N C M & minimal em M se, e somente se, N é

um modulo simples.

Observagao 1.3.10 Seja R um anel. Podemos considerar o R-mddulo M = (R, +,0)
a direita (analogamente a esquerda) com a multiplicagao do proprio anel R. Tal mddulo

€ chamado de R-mddulo reqular e serd denotado por Rpg.

Observe que se I é um submoddulo do moédulo regular Ry, entao I é um ideal a direita
do anel R e, reciprocamente, todo ideal a direita do anel R ¢ um submoédulo do moédulo

regular Rp.

Exemplo 1.3.11 Sejam A = UT,(F) e J = {(yij) € Ay = 0,Vk = {1,...,n}}.
Sendo W = (Eipn,...,En_1,), € fdcil ver que WJ = 0 e, assim, W estd contido
no anulador & esquerda Ann(J) de J em A. Por outro lado, note que E,,J = 0 e
Enn ¢ W. Assim, a inclusao W C Ann(J) € propria.

Exemplo 1.3.12 (Moé6dulo Quociente) Sejam M um R-mddulo a esquerda e N um
submddulo de M. Para todo T € M/N e a € R, defina a7 = az. E facil ver que
teremos assim uma operagao bem definida de R x M /N em M/N que faz de M/N um

R-mdédulo a esquerda. Chamamos tal R-mdodulo de mddulo quociente de M por N.
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Defini¢ao 1.3.13 Sejam M e N R-mddulos a esquerda (a direita). Um homomorfismo
n dos grupos abelianos M e N tal que n(ax) = an(z) (n(xza) = n(z)a, respectivamente),
para quaiquer x € M e a € R € dito homomorfismo de R-mddulos. Denotamos o

conjunto de todos os homomorfismos de M em N por hom(M, N).

E facil perceber que ker(n) é um submoédulo de M e I'm(n) é um submoédulo de

N.

Observagao 1.3.14 Considerando no conjunto hom(M, N) a adi¢cao usual de homo-
morfismo, temos que hom(M, N) é um grupo abeliano, cujo elemento neutro é o homo-
morfismo nulo. No caso em que M = N, considerando em hom(M, M) a composi¢ao
de homomorfismo como "multiplica¢ao”, temos em hom(M, M) um estrutura de anel.

Chamamos tal anel de anel de endomorfismos do maddulo M e o denotamos por
End(M).

Lema 1.3.15 (Lema de Schur) Sejam M; e My R-mddulos simples. Todo homo-
morfismo nao nulo de My em My é um isomorfismo. Em particular, se M ¢é simples,
entao End(M) é um anel com divisdo.

Demonstracao: Seja 7 # 0 um elemento de hom (M7, M,). Uma vez que ker(n) é um
submodulo proprio M e M, é simples temos ker(n) = 0 e portanto 7 é injetora. Ao
mesmo tempo, como I'm(n) # 0, pelo mesmo motivo, devemos ter Im(n) = Ms. Assim

7 é um isomorfismo e portanto inversivel. |

Exemplo 1.3.16 (Soma direta de modulos) Sejam M, ..., M, R-mddulos a
esquerda. Considere M = My x --- x M,. Em M defina as sequintes operagoes:

(Z) (xlﬂ"wa:n)—i_(yla"'?yn) = ($1+yla"-7xn+yn)-
(ii) a(zy,...,x,) = (axy,...,ax,), a € R.

Com essas operagoes, M ¢ um R-mddulo a esquerda, chamado soma direta dos modulos
M; e serd denotado por My & --- & M,. Note que o elemento neutro de M ¢ 0 =
0,...,0).

Defini¢ao 1.3.17 (Radical de Jacobson) Seja R um anel. Definimos o radical de
Jacobson de R, denotado por J(R), como sendo a interse¢ao de todos ideais mazimais
a direita de R.
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De forma analoga, definimos o radical de Jacobson de uma algebra A.
Observe que se R = 0 é o anel nulo entao R nao possui ideais proprios. Neste caso,
estabelecemos que J(R) = 0. Supondo R # 0, o Lema de Zorn assegura a existéncia

de ideais maximas a direita em R.

Observacgdo 1.3.18 Seja A uma dlgebra associativa e unitdria. E claro que se I for
um ideal da dlgebra A, em particular I é um ideal do anel A. Agora suponhamos que
I, seja um ideal do anel A. Afirmamos que Iy € um ideal da dlgebra A. De fato, sendo
A€ F eacly, temos \a = A(la) = (A\l)a € 1.

Por conseguinte, os ideais de A vista como dlgebra ou como anel sio 0s mes-
mos. Devido a isto, os fatos sequintes sobre o radical de Jacobson de anéis podem ser

aplicados ao radical de Jacobson de dlgebras associativas e unitdrias.

Proposicao 1.3.19 Seja R um anel. Paray € R, sao equivalentes:

(i) y € J(A);
(i) 1 —yx tem inverso & direita em R, para todo x € R;

(111)) My ={my:m € M} =0, para todo R-mddulo o direita M simples.

Demonstracao: (i) = (i¢) Por contradi¢ao suponhamos a existéncia de x € R tal que
1 — yx nao seja invesivel a direita. Assim, existe um ideal maximal a direita m C R
tal que (1 —yxz)R C m. Dai, 1 = (1 — yz) + yz € m, o que é uma contradicao.

(7i) = (4#i7) Suponhamos que existe m € M tal que my # 0. Desde que M é
simples a direita, temos (my)R = M. Assim, existe = € R de tal sorte que (my)z =m
e dai m(yx — 1) = 0. Como yz — 1 é inversivel, segue m = 0, 0 que é uma contradigao.

(7i1) = (i) Se m é um ideal maximal a direita qualquer, tem-se que M = R/m
¢ um R-modulo & direita simples. Uma vez que (R/m)y = 0, obtemos 1y = 5 = 0.

Decorre que y € m. Desde que m foi tomado arbitrariamente, segue que y € J(R). B

E natural perguntar o que aconteceria se na definicao do radical de Jacobson,
J(R), trocassemos a interse¢ao dos ideias maximais a direita de R pelos ideais maximais
a esquerda de R. A resposta é que J(R) seria o mesmo, devido & jungao das proximas

duas proposicoes.

Proposigao 1.3.20 Seja R um anel. Entao J(R) = NAnn(M), onde a interse¢io é

feita na familia dos R-modulos simples a direita.
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Demonstragao: Primeiramente, sejam = € J(R) e M um R-moédulo simples a direita.
Pelo item (iii) da proposigao anterior, devemos ter Mz = 0. Assim x € Ann(M).
Como M é um R-moédulo simples qualquer, temos J(R) C NAnn(M), onde a in-
tersecao é feita na familia dos R-modulos M simples & direita. Por outro lado, se
r € NAnn(M), entdao para qualquer R-modulo simples M, tem-se Mz = 0. Desse

modo, pela proposi¢ao anterior, temos x € J(R), o que encerra a demonstracio. W

Note que o resultado precedente garante que J(R) é um ideal do anel R. De fato,
em virtude de cada anulador a direita dos R-mo6dulos simples a direita M serem ideais

de R, tem-se que a intersegao J(R) = NAnn(M) também o é.

Proposicao 1.3.21 Seja R um anel. Para todo y € R, sao equivalentes:
(i) y € J(R)

(ii) (1 —zxyz) € U(R), VYz,z € R.

Demonstragao: (ii) = (i) Note que a condigao (i7) acarreta que (1 —yz) tem inverso
a direita para todo = € R. Assim, temos y € J(R).

(1) = (it) Tomemos y € J(R) e sejam z,z € R. Pela proposi¢ao anterior xy €
J(R) e assim (1 — zyz) = (1 — (zy)z) tem inverso a direita, digamos u. Segue que
(1—zyz)u =1 e assim u = 1+ (zyz)u também tem inverso a direita. Logo, (1—zyz) €

U(R) para quaisquer =,y € R. [

Exemplo 1.3.22 Seja A = UT,(F) a dlgebra das matrizes triangulares superiores. Se
n=1, temos A~ F e assim 0 € o inico ideal proprio de A, portanto é mazimal. Dai
J(A) = 0. Suponhamos entao n > 1. Sendo J = {(y;j) € Ay =0,Vi =1,...,n},
afirmamos que J(A) = J. Com efeito, seja Y = (y;;) € J(A) e suponhamos por
contradi¢ao que y11 # 0 (0s demais casos sao resolvidos de forma andloga). Definindo
X = (zy) € A como 711 =yt e xij = 0 se (i,5) # (1,1), temos que C = (cy) =
(Id — XY') satisfaz ¢;1 = 0. Logo, detC = 0, o que é uma contradi¢ao. Assim,
Y € J. Tomemos agora Y € J e sejam X,Z € A. E facil ver que XY Z € J e assim
det (Id — XY Z) = 1. Seque que (Id— XY Z) € U(A). AssimY € J(A), donde temos
a inclusao J C J(A).

Aproveitando a notagao do exemplo anterior, observe que J(A) = (E;;,1 <i < j <n).
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Exemplo 1.3.23 Seja A =UT,(F) e, para x,y € A, defina [z,y] = vy — yz (comu-
tador de x com y). Seja C = [A, Al = {[z,y] : v,y € A}. A respeito do conjunto C,
afirmamos que:

(i) C #{0};

(1)) C C J(A).
Para justificar (i), basta notar que 0 # [Ej i1, Exi] = —Ekr+1 € [A,A], para todo

k=1,...,n—1. Para justificar (ii), € suficiente perceber que para quaiquer x,y € A,

a matriz [z,y] tem diagonal nula.

Proposicao 1.3.24 Sejam R um anel e w C J(R) um ideal de R. Entao, J(R/u) =
J(R)/u.

Demonstracao: A demonstracao é simples e pode ser encontrada na péagina 51 do

livro [L. |

Proposic¢ao 1.3.25 Sejam R um anel e I um ideal de R. Entao, J(I) =10 J(R).

Demonstracao: Pode ser encontrar na pagina 16 de [HJ. |

Consideremos A = UT,(F) e W = (Eyn,..., By 1,). E facil ver que W é um

ideal bilateral de UT,,(F'). Consideremos nesse contexto a proje¢ao canonica

p: A — A/W
a — a=a+ W
Podemos associar a cada elemento de UT,,_1(F') um elemento de UT,, (F') preen-
chendo a tultima coluna e a tltima linha com zeros e, reciprocamente, a cada matriz
de UT,(F) cuja ultima coluna e tltima linha sdo formadas por zeros, estd bem de-
finida uma matriz correspondente em UT,_1(F). Assim, UT,_1(F) estd imersa em

UT,(F). Nesse sentido, por vezes, cometeremos um abuso de notagao escrevendo

UT,_1(F) C UT,(F).

Exemplo 1.3.26 Aproveitando a notagao introduzida anteriormente, € fdcil ver que
A/W = p(UT,—1) & C onde C = p({E,,)). Observemos que W C J(A). Agora

notemos que:

JA/W) = JA)W ={I+W :TeJA}={I'+W:I'€ JUT,_1)} =
p(J(UT,-1)).
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Desde que UT,,_1 ~ p(UT,_1) e isomorfismo preserva ideais mazimais, tem-se

p(J(UT,-1)) = J(p(UT,,—1)). Portanto, J(A/W) = J(p(UT,_1)).

Ressaltamos que na secao 2.2, o exemplo acima serd sobremaneira importante.

1.4 Representagoes Lineares de Grupos

Na presente secao objetivamos fazer uma breve exposicao de resultados da impor-
tante Teoria das Representacoes Lineares de Grupos. Tais resultados serao fundamen-
tais para o estabelecimento da dualidade entre G-graduacoes abelianas e finitas em uma
algebra A e G-ag¢oes sobre A. Seremos o mais breve possivel em nossa apresenta¢ao, nos
limitando & exposicao dos fatos que nos serao tteis. Para um maior aprofundamento
no estudo das Representacao de Grupos, recomendamos os livros [CR] e [S].

Usaremos a notagao G L(V') para representar o grupo dos automorfismos do espaco
vetorial V' e GL,(F) para representar o grupo das matrizes n X n inversiveis sobre o
corpo F.

Definicao 1.4.1 Sejam G um grupo e V um F-espaco vetorial. Definimos uma re-

presentacao linear de G em V' como sendo um homomorfismo de grupos

p: G —  GL(V)
g — ¢9) =9,

Sendo ¢ : G — GL(V) uma representacao linear, definimos o grau desta repre-
sentacao como sendo a dimensao de V. Dizemos que uma representacao é fiel se é
injetora. Sendo a dimensao de V finita, podemos ver uma representacao linear de G
em V' como sendo um homomorfismo ¢ : G — GL,(F), uma vez que os grupos GL(V)
e GL,(F) sao isomorfos.

Quando queremos deixar explicito que estamos considerando o corpo F', usamos
a nomenclatura F'-representacao ou representacao linear sobre F.

Exemplo 1.4.2 Sendo G um grupo e V um F-espaco vetorial qualquer, a representa-

cao linear

v: G —  GL(V)
g > »lg)=Idy
¢ chamada de representagao trivial. Supondo que dimV = n é finita, podemos

definir esta representac¢ao da sequinte forma
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GL,(F)

p: G —
g — wlg)=1I"

onde I, € a matriz identidade n X n.

Exemplo 1.4.3 Seja Cy 0 grupo ciclico infinito. Sendo g um gerador de Cy, defini-

mos
"o (") = 1 n
g Y\g)= 01|

Esta € uma representacao de grau 2.

Exemplo 1.4.4 Seja ¢ : G — GL(V) uma representacao linear. Tal representacao
induz no espaco vetorial V' uma estrutura de FG-mddulo a direita. De fato, defi-
nindo vg = v(g) (ve(g) denota a avaliagao da transformagao ¢(g) no vetor v) onde
veV,ge G, tem-se que V pode ser visto como FG-mddulo a direita. Reciprocamente,
sendo V. um FG-mddulo a direita e g € G, definindo a aplicagio ¢(g) : V. — V por
me(g) = mg, seque que a correspondéncia g — ¢(g) define uma representagao do
grupo G no F-espago vetorial V. Por esta razao, dizemos que o espaco vetorial V € o

modulo da representacao .

Definigao 1.4.5 Sejam ¢ : G — GL(V) e ¢ : G — GL(V") representagoes lineares
de um grupo G e W C 'V um subespago vetorial p(g)-invariante, para todo g € G.

Dizemos que

(i) As representagoes ¢ e ¢ sao equivalentes (ou isomorfas) se existe um isomorfismo

0:V — V' de espacos vetoriais tal que:

(00 p(9))(v) = (¢(g) 0 0)(v), para quaisquer v €V e g € G.

(ii) A aplicagio ¢ : G — GL(W) definida por (g) = o(g)lw : W — W € uma
sub-representacao de p. Se W for um subespago de V' diferente de 0 e V', a

sub-representacao 1 € dita propria.

(iii) A representagdao ¢ € irredutivel se nao admitir sub-representagoes proprias. Caso

contrdrio, dizemos que @ € redutivel.

Exemplo 1.4.6 E claro que toda representacio de grau 1 ¢ irredutivel. Se G é um
grupo finito (nao trivial), entao toda representacao de G de grau maior ou igual a |G|
é redutivel. De fato, suponhamos ¢ : G — GL(V) uma representagao linear, onde

dimV > |G|. Sendo vy € V um vetor nao nulo, temos que W = (p4(v0) : g € G)
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é um subespago nao nulo e p-invariante de V, com dimW < |G|. Supondo ¢ irre-
dutivel, temos que deG vy = 0 (pois para cada w € V', o subespago <deG gog(w)>
é p-invariante) e dai o conjunto {¢4(vo) : g € G} € linearmente dependente. Logo,

dim W < |G|, o que é uma contradigao.

Teorema 1.4.7 Sejam G um grupo abeliano e F' um corpo algebricamente fechado.

Entao toda F-representacao de G irredutivel de grau finito tem grau 1.

Demonstracao: Sejam V um F-espago vetorial, com dim V finita, e ¢ : G — GL(V)
um representacao irredutivel. Se ¢, é miltiplo escalar da identidade para todo g € G,
segue-se que todo subespaco unidimensional de V' é ¢-invariante. Neste caso, levando
em conta que ¢ é irredutivel, decorre que dim V' = 1. Suponhamos entao que exista
go € G tal que ¢y, nao seja multiplo escalar da identidade. Uma vez que F' é alge-
bricamente fechado, existe A € F' autovalor de ¢4, e o autoespago W associado a A é
tal que 0 # W # V. Dado g € G, temos ggo = gog € assim @y 0, = PgPy. LOgo,
0s(W) C W, o que contradiz a hipotese de ¢ ser irredutivel. Logo ¢, deve ser miltiplo

da identidade para todo g € GG, concluindo a demonstracao. ]

Definigao 1.4.8 Sejam G um grupo e ¢ : G — GL(V) uma representagao linear
Dizemos que ¢ é completamente redutivel (ou semissimples) se existem Wi, ..., W,

subespacos de V' p-invariantes tais que:
(i) V=W& - - dW,.
(ii) As restrigoes de ¢ aos W;’s sao todas irredutiveis

Exemplo 1.4.9 Sejam F um corpo de caracteristica 2 e G = {1,g9} um grupo de
ordem 2. Definindo

T F2 F?
(z,y) +— T(x,y)=(x+y,y)

temos que a representacao linear

o: G — GL(F?
g — wlg)=T
nao € completamente redutivel, uma vez que W = ((1,0)) € o unico subespago -

invariante de F2.
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Teorema 1.4.10 (Maschke 1) Seja G um grupo finito cuja ordem nao é divisivel
pela caracteristica do corpo F. Se ¢ : G — GL(V') é uma representacao linear de grau
finito e W € um subespaco p-invariante de V', entao existe Wy subespago p-invariante

de V tal que V=W & W;. Consequentemente, ¢ € completamente redutivel.

Demonstragao: Pode ser encontrada no capitulo 2, segao 6, de [L]. [ |

Do teorema acima decorre que se dim V' é finita e a caracteristica de F' nao divide
|G|, entao V = W) @ --- @ W, onde cada W; é g-invariante e a sub-representacao
©i = @|w, € irredutivel. Nesse contexto, seja ; uma base de W;, parai =1,...,n e
considere B;(g) = [¢i(9)]s, para todo g € G. Sendo = 1 U---U 3, temos que [ é

uma base de V' e que

[ Bi(g) 0 0
eals=| © P !
o0 0 Bu(g) |

1.5 Representacoes e F'G-mo6dulos

Nesta se¢ao, objetivamos estudar a forte relacao existente entre as F'-representacoes
lineares do grupo G e os F'G-modulos. A partir disso, extrairemos importantes infor-
macoes sobre algebra de grupo F'G.

Sejam G um grupo, V um espago vetorial e ¢ : G — GL(V) uma representagao

linear de G em V. Considerando o produto - : FG x V — V definido por

<deG Agg) U= deG Ag‘pg(v)a

verifica-se que este produto faz de V um F'G-modulo a esquerda. Além disso, se W é
um subespago de V' g-invariante, tem-se @,(w) € W e dai g - w € W, para quaisquer
g€ GeweW. Uma vez que G é uma base de F'G, segue que W é um submoédulo do
FG-modulo V.

Reciprocamente, considere V um F'G-moédulo a esquerda. Sendo g € G, defina

Vg Vo— V

v YPg(v) =gv .
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Ocorre que tg,4, = g, © 1g,, Para quaisquer g, g2 € G e ¢ = Idy. Dai, 15 01),1 =
Yy-1 01y = Idy e assim ¢, € GL(V). A aplicacao

v: G — GL(V)
g —

é entao uma representacao linear de G em V. Se W é um submodulo do FG-médulo
V, entao a-w € W, para quaisquer o € FG e w € W. Em particular, g-w € W e dai
Yy(w) € W, para qualquer g € G e w € W. Logo, W & um subespago -invariante de
V.

Por meio das constatacoes acima, vemos que existe uma correspondéncia biuni-
voca entre as estruturas de F'G-modulo a esquerda em V' e as representacoes lineares
de G em V.

Passemos ao préximo resultado.

Proposicao 1.5.1 Sejam ¢ : G — GL(V) e v : G — GL(W) representagoes lineares
de G. Valem:

(i) ¢ e sao equivalentes se, e somente se, os respectivos FG-mddulos V e W sao

1somorfos.

(ii) ¢ € irredutivel se, e somente se, o respectivo FG-mddulo V' € irredutivel.

Demonstragao: (i) Supondo que ¢ e 1 sdo equivalentes, temos que existe um iso-
morfismo (de espacos vetoriais) 7" : V' — W satisfazendo ¢, 7" = T'¢, para todo g € G.

Logo, considerando os F'G-moédulos V' e W correspondentes, temos

T(gv) = T(pg(v)) = 1g(T(v)) = gT'(v),

para quaiquer g € G e v € V. Mais ainda, como T é linear e G é uma base de FG,
temos T'(aw) = oT'(v), para quaisquer o € FG e v € V. Logo, T ¢ um isomorfismo de
FG-modulos.

Por outro lado, suponhamos que 7" : V — W seja um isomorfismo de FG-
modulos. Assim, 7' é uma transformagao linear bijetora que satisfaz T'(av) = oT'(v),

para quaiquer o € FG e v € V. Logo,

(T'pg)(v) = T(pg(v)) = T(gv) = gT(v) = Yg(T(v)) = (gT)(v)
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e portanto T, = 1,1 para todo g € GG, donde ¢ e ¢ sao equivalentes.
(77) Pelo que vimos anteriormente, os submodulos do F'G-mddulo V' correspon-

dente a p sao exatamente os subespacos de ¢-invariantes. Dai, segue o resultado. W

Lema 1.5.2 Sejam A uma dlgebra e M e N dois A-mddulos.

(i) Suponha que N €é um submddulo proprio de M. Se My, M,, ..., M, sao sub-
modulos irredutiveis de M tais que M = My & My & --- b M, entao existem

Ji,--n€{1,2,...,n} tais que M =N @ M;, & --- & M,,.

(i1) Suponha que N € um submddulo proprio de M. Se Ny e Ny sao submddulos de
M tais que M = N & Ny = N @& N», entao Ny >~ Ns.

(11i) Suponha que M e N sio A-mddulos isomorfos. Se M = M, & --- & M, e
N =N, @ - ® Ny, onde M; e N; sao submddulos minimais de M e N, respec-
tivamente, entdo n =m e M; ~ N; para todo i = 1,...,n (reordenando os N;’s,

se necessdario).

Demonstragao: Pode ser encontrada na se¢ao 3.5 de [J]. |

Decorre da proposi¢ao precedente que se uma representacao ¢ : G — GL(V) é
completamente redutivel, entao a decomposicao de V' em soma direta de subespacos
p-invariantes, com as respectivas sub-representacoes irredutiveis, é tinica, a menos de
ordem dos subespagos e equivaléncia das sub-representacoes.

Agora consideramos G um grupo finito cuja ordem nao é divisivel pela carac-
teristica do corpo F. Pelo Teorema 1.4.10, toda representacao de G' de grau finito é
completamente redutivel.

Considere a representagao linear

p: G — GL(FG)
g Pyg
onde p, : FG — FG ¢é definida por p,(a) = ga. Chamamos esta representacao de
representacao reqular a esquerda de . Tal representacao é fiel e corresponde ao F G-
modulo regular. Observe entdao que os subespagos p-invariantes de F'G sao exatamente

os ideals & esquerda de F'G. Desse modo, decorre do Teorema de 1.4.10 que se W &
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um ideal a esquerda de F'GG, entao existe W7 também ideal a esquerda de F'G tal que
FG = W @ W;. Notando que os ideais minimais a esquerda de F'G correspondem
as sub-representacgoes irredutiveis de p, pelo Teorema 1.4.10, segue-se que F'G é uma

soma direta de uma quantidade finita de ideais minimais & esquerda.

Lema 1.5.3 Todo F'G-mddulo irredutivel € isomorfo a um ideal minimal a esquerda
de F'G. Em outras palavras, toda representacao linear irredutivel de G € equivalente a

uma sub-representacao da representacao reqular o esquerda de G.

Demonstragao: Seja V um F'G-moédulo irredutivel e fixemos vy € V' — {0}. Temos

FGuy =V e assim o homomorfismo de FG-mddulos

T: FG — V
a +— T(a)=av
é sobrejetivo.
Tomando I um ideal & esquerda de F'G tal que FG = [ @ ker(T'), consideremos a
restricao 17 de T" a I. Nao é dificil mostrar que 77 é um isomorfismo de F'G-modulos

e I é um ideal minimal & esquerda de F'G. [

Lema 1.5.4 Sejam I e J ideais minimais a esquerda de FG. FEntao, I e J sdo iso-

morfos como FG-mddulos se, e somente se, existe a« € FG tal que J = Ia.

Demonstracao: Seja ¢ : [ — J um isomorfismo de F'G-moddulos. Sabemos que existe
W ideal a esquerda de F'G tal que FG = I & W. Dai existem oy € I e w; € W tais
que 1 = a1 +wy. Assim, para qualquer x € I, temos x = xray + xw; e dai devemos ter
zw; = 0. Logo ¢(x) = p(zay) = zp(ay). Sendo oo = p(ay), teremos J = Im(p) = Ia.

Reciprocamente, supondo J = I«, definamos

e: I — J
r — a(r) =za
E facil ver que ¢ é um isomorfismo de FG-modulos.

Nas hipoteses apresentadas, um fato conhecido é que G tem uma quantidade

finita (a menos de equivaléncia) de representagio irredutiveis. Seja m o nimero de
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representagoes irredutiveis (a menos de isomorfismo) de G. Tomemos [, ..., I,, ideias
minimais & esquerda de F'G’ dois a dois nao isomorfos como F'G-moédulos e d; = dimp I;.
Observe entao que todo ideal minimal & esquerda de F'G é isomorfo como F'G-mddulo
a exatamente um deles.

Para cada j = 1,...,m, consideremos o ideal bilateral J; = I;FFG. Do Lema
1.5.4, temos que J; é exatamente a soma de todos os ideais minimais a esquerda de
F@ isomorfos (como FG-mo6dulos) a I;.

Nesse espirito, temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.5.5 Seja m o nimero de representagoes irredutiveis (a menos de equi-
valancia) de G. Sejam Iy, I, ..., I, ideais minimais a esquerda dois a dois nao iso-

morfos como FG-mddulos e d; = dimgI;. Para cada j = 1,...,m, se J; = I;FG,
entao FG=J,9 oD ---D J,,.

Demonstracao: E facil ver que FG = J; + Jo + - - + J,,. No que segue, provaremos
que a soma Jy + Jy + - - - 4+ J,, é direta. Suponhamos que 1 + x5+ -+ -+ x,,, = 0, onde
xj € Jj. Sem perder generalidade, suponha que z,, # 0 e considere I um ideal minimal
a esquerda de F'G contido em (FG)x,,. Como x,, € Jp, N (J1 + -+ + Jp_1), temos
Ic J,n(Ji+---+ Jp1). Segue que [ é isomorfo a I, e também a I; para algum
j€{1,...,m—1}, o que é uma contradi¢cdo. Devemos entao ter x,, = 0 e analogamente

concluimos que 1 = --- = x,,_1 = 0. Portanto temos FG=J,® JJo®---D J,. N

Teorema 1.5.6 Se F' € um corpo algebricamente fechado cuja caracteristica nao divide

a ordem de um grupo finito G, entdao:

(i) O nimero de F-representagoes lineares irredutiveis de G € finito, a menos de

equivaléncia, e € igual ao nimero de classes de conjugacao de G.

(ii) Sedy,ds, ..., dy, sao os graus das F-representagoes irredutiveis (nao equivalentes)
de G, entio |G| =d? +d3+ -+ + d2,.

Demonstracao: Pode ser encontrada em [H], da pagina 127 até 129. |

1.6 Caracteres

Reservamos esta secao exclusivamente para a apresentacao do conceito de caracter

de um grupo G. A abordagem sera concisa, e priorisara o que sera importante para o
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andamento da dissertacao.

Definigao 1.6.1 Seja ¢ : G — GL(V) uma representagao de dimensao finita do grupo

G. Chamamos

(i) A aplicagao x, : G — F dada por

Xo(9) =tr(p(9),9 € G

de caracter de .

(it) O caracter x, de irredutivel se a representagio ¢ for irredutivel.

Em alguns momentos, usaremos apenas o simbolo x para denotar o caracter x.,.

Exemplo 1.6.2 Se as representagies ¢ : G — GL(V) e v : G — GL(V') sao
equivalentes, entao existe um isomorfismo de espagos vetorias P : V. — V' tal que
©(9) = P~'(g9)P. Logo, xp, = xu (ou seja, representagies equivalentes tém carac-
teres iguais). Por outro lado, para quaisquer g,x € G, temos x(g) = tr(e(g)) =
tr(e~(z)e(g)e(x)) = tr(p(ztgzr)) = x(x7tgx). Devido a isso, dizemos que X é uma

funcao de classe.

Seja ¢ : G — GL(V) uma representagao completamente redutivel de grau finito.
Entao existem Wy, ..., W,, subespacos de V' p-invariantes tais que V = W; & Wy &
.-+ @ W, e cada sub-representacao ¢; é irredutivel. Sendo [3; uma base de W;, para
jg=1,....mef = [ULU---UP,,, temos que a matriz [p,]s é diagonal em blocos para
cada g € G. Sendo x; o caracter da representagao ¢;, devemos ter x = xi + - + Xm.-
Mais geralmente, qualquer caracter do grupo G pode ser decomposto como soma de

caracteres irredutiveis, como atesta a proxima proposigao.

Teorema 1.6.3 Todo caracter de um grupo G € uma soma de caracteres irredutiveis.

Demonstracao: Pode ser encontrada na pagina 126 de [HJ. |

Observacao 1.6.4 Sendo G um grupo finito, temos que o niumero de F-caracteres
irredutiveis de G € finito. Sendo Xx1,...,Xm esses caracteres irredutiveis, seque do
resultado anterior que dado x um F-caracter de G, exristem nq,...,N,, inteiros nao

neqgativos tais que

X =N1X1+ "+ NnXm-
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Teorema 1.6.5 (RelagGes de ortogonalidade) Sejam G wum grupo finito e
¢ :G— GL(V) et : G— GL(W) representagoes irredutiveis de G, com caracte-

res X1 € X2, respectivamente. Entao:

(i) Se ¢ ey sdo ndo equivalentes, entao ) . x2(g7Y)x1(g) = 0.

(ii) Se F € algebricamente fechado e a caracteristica de F nao divide |G|, entao

> ogea xalg Dxa(g) = |GI.

(iii) Se F € algebricamente fechado, a caracteristica de F nao divide |G| e ¢ e 1) nao

sao equivalentes, entdo x1 # Xo.

Demonstragao: Pode ser encontrada na se¢ao 5 do capitulo 18 de [L]. n.

Como corolario do ultimo resultado, extraimos os seguintes fatos.
Corolario 1.6.6 Sendo F um corpo de caracteristica zero e G um grupo finito, valem:

(i) Se n € um caracter de G, entio Y (g ")n(g) = q|G| para algum inteiro
positivo q € F'.

(i1) Sen é um caracter de G tal que Y ¢ n(g 1 )n(g) = |G|, entao n € irredutivel.

(iii) Caracteres de F-representagoes irredutiveis e nao equivalentes de G sao distintos.

Demonstracao: Pode ser encontrada na se¢ao 5 do capitulo 18 de [L]. |

Observacao 1.6.7 Dizemos que uma funcao f tendo G como dominio € uma funcao
de classe se f é constante em cada classe de conjugagao de G. Seja C(G) o espago
vetorial de todas as funcoes de classe de G em F . Podemos definir em C(G) um

produto interno da sequinte maneira:

() = i Syee x(g)lg™) para quaisquer y, v € C(G),

Pelo que jd vimos, se x1 e x2 sao caracteres irredutiveis distintos de G, entao (x1, x2) =

0, ou seja, x1 e X2 sao ortogonias em relagao a este produto interno.

Proposicao 1.6.8 Sejam F' um corpo cuja caracteristica nao divide a ordem de um
grupo G. Considerando C = {x1,X2,---,Xn} 0 conjunto dos F-caracteres irredutiveis

de G, temos:
(i) Se F ¢ algebricamente fechado, entao (xi,Xx:) = 1 para todo i =1,. .. h.

(ii) Se a caracterisrica de F é zero, entao (x;, Xi) € um inteiro positivo para todo

i=1,...,h.
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(i1i) Se a caracteristica de F' é zero ou F € algebricmente fechado, entao C é um

subconjunto de C(G) linearmente independente.

Demonstragao: Os itens (7) e (i7) seguem das relagoes de ortogonalidade.
(731) Suponhamos Ay, ..., A\, € F tais que 0 = Ay x1+- -+ Anxn. Fixado qualquer
i€{l,2,...,h}, segue que

0= (\ix1+ -+ XX Xa) = s xa) + -+ Anlxn, Xa) = NilXas xi),s

0 que encerra a demonstragao.

Fixemos F' um corpo algebricamente fechado cuja caracteristica nao divida |G/|.
Neste contexto, a propriedade essencial do produto interno definido anteriormente é
que os caracteres irredutiveis de G formam uma base ortonormal para C(G). Com
efeito, o fato de o conjunto de caracteres irredutiveis C' = {x1, ..., X} ser um conjunto
ortonormal decorre trivialmente da proposicao acima. Nao é dificil ver que a dimensao
de C(G) é igual ao numero de classes de conjugacgao de G. Mas, o nimero de classes
de conjugacao de G coincide com o numero de caracteres irredutiveis. Desde que C' é
um conjunto LI em C(G), temos justificada a afirmagao.

J4 sabemos que representacoes equivalentes tém caracteres iguais. O proximo
resultado se refere a reciproca deste fato.

Teorema 1.6.9 Se F' € um corpo de caracteristica zero, entao duas F'-representacoes

lineares de um grupo G que tém o mesmo caracter sao equivalentes.

Demonstracao: Pode ser encontrada na pagina 140 de [HJ. |

Exemplo 1.6.10 Consideremos G = (g) um grupo ciclico de ordem n e F um corpo
algebricamente fechado. Desde que o corpo F' € algebricamente fechado, existe r € F
raiz primitiva de ™ — 1 . Nosso objetivo € exibir todos os caracteres irredutiveis de G
sobre F.

Para todo j = 0,...,n — 1, defina a aplicagio ¢; : G — GL(F) por ¢;(g¥) =
Tjyx + F — F, onde Ty (1) = ri%. Claramente, p; € uma representagao irredutivel
de G. Nao € dificil ver que se i # j, tem-se que @; e @; nao sao isomorfas. Uma
vez que G tem n representacoes irredutiveis sobre F' (pois o nimero de representagoes
irredutiveis de G € |G| = n), tem-se que g, ..., Pn_1 $G0, a menos de isomorfismo,

todas as F-representacoes irredutiveis de G.
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Logo, os caracteres irredutiveis de G sobre F sao x;(g") = tr(Ty.) = % para

jJ=0,...,n—1

Extraindo a ideia do exemplo acima, podemos adaptar o argumento para de-
terminar todos os caracteres irredutiveis e nao isomorfos de um grupo G abeliano e
finito. De fato, pelo Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitos, todo grupo
abeliano e finito pode ser escrito como produto direto de grupos ciclicos. Por isso,
podemos escrever G = Hy x --- x H;, onde H; = (g;) ¢ um grupo ciclico de ordem
n;, para todo j = 1,...,[. Neste caso, G deve ter n;---n; caracteres irredutiveis.
Para cada p1 = 0,...,n — 1;...;p = 0,...,n — 1, defina xp,..,, : G — F por

ip1

Xp1p (G4 - gl]) =] -rljp’, onde r; é uma raiz primitiva do polinémio z™ — 1, para
todo t =1,...,1. Tais aplica¢oes sao os nq - - - n; caracteres irredutiveis de G.

Vamos denotar por Go conjunto dos caracteres irredutiveis das F-representacoes
de GG exibidas no exemplo acima.

Proposigao 1.6.11 Sejam G um grupo abeliano e finito e F um corpo algebricamte
fechado. Entao:

(i) O conjunto G é um grupo com a operag¢ao X;X;(9) = xi(9)x;(g) para todo g € G.

(ii) Os grupos G e G sio isomorfos.

Demonstracao: Por simplicidade de notacao, faremos a demonstracao supondo o
grupo G ciclico de ordem n, isto ¢, G = (g), com ¢g" = 1. Também adotaremos a
notacao do Exemplo 1.6.10 para os caracteres irredutiveis listados anteriormente. Ob-
serve inicialmente que para quaisquer x; X;, a aplicacao x;x; ¢ um caracter irredutivel,
logo temos uma operacao bem definida em G. Ademais, sendo G abeliano, tem-se

XiXj = XjXi- Agora note que xo é elemento neutro para essa operacao, pois
XoX;i(9%) = x0(g°)x;(9%) = r™x; = x;(9").
Por fim, sendo x; € @, é facil ver que x,_; é o inverso de x; na operacao definida.

Provaremos agora que os grupos G e G sao isomorfos. Para isso, basta verificar

que a aplicagao

g: G — @G
gi'_>Xi

é um isomorfismo. [ ]



Cap. 1- Anéis Semissimples 37

Exemplo 1.6.12 Sejam A um F-dlgebra, com F algebricamente fechado e de carac-
teristica zero e A = ®yecAy uma G-graduagao abeliana e finita. Para todo x € @,
sendo a =Y a, € A, definamos a aplicacao x4 : A— A dada por xa(a) = x(g)a,.
Afirmamos que x4 € Aut(A). Inicialmente, perceba que a restricao de x4 a cada
subespago A, estd bem definida e, além disso, é um isomorfismo de espagos vetoriais.
Assim, desde que A = @gecAy, decorre que xa € um operador linear inversivel do
espago vetorial A. Dados a,b € A, afirmamos que x4(ab) = xa(a)xa(b). De fato,
note que agby, € Ay, para quaisquer g,h € G. Fizados g,h € G, vamos denotar por
¢ o produto azb,. Devemos ter xa(agbn) = xalc) = x(gh)e = (x(9)x(h))(agan) =

(x(9)ag) (x(R)br) = xalag)x.a(bn).
Mais geralmente, se a = ) a, e b=">Y_ b, temos ab =" azb,. Assim, xa(ab) =

Xa(X aghn) = 3 xalaghn) = 3 xalag)xalbn) = >2(x(9)ag)(x(h)br) = xala)xa(b).
Logo, x4 € Aut(A).
Cometendo um abuso de notagao, escreveremos x4 = X e GcC Aut(A). Verifica-

se que o conjunto de operadores G é um subgrupo abeliano do grupo Aut(A).

1.7 Anéis Semissimples

Para a elaboracao desta secao, utilizamos como referéncia principal o capitulo 1
do livro [H]. As demonstracoes omitidas dos resultados ora apresentados podem ser
encontradas nesta referéncia.

Novamente ressaltamos que, no que segue, sempre estaremos considerando R um

anel associativo e com unidade.
Definicao 1.7.1 Seja R um anel. Dizemos que
(i) R é semissimples se J(R) = 0.

(ii) R é Artiniano (Noetheriano) a direita se toda cadeia decrescente (crescente, res-

pectivamente) de ideais 4 direita R
LoL>..DL,>...(LhcLc...CIL,C...)
é estaciondria, ou seja, existe ng € N tal que I,, = I,,, para todo n > ny.
(11i) R € um anel simples se R nao possui ideais nao triviais.
(iv) Um ideal I de R é nilpotente se existe n € N tal que I = 0.

Exemplo 1.7.2 Seja F' um corpo. Temos que 0 € o unico ideal proprio de F', logo €

mazximal. Desse modo, J(F) =0 e assim F pode ser visto como um anel semissimples.
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Exemplo 1.7.3 Sejam R um anel e I um ideal de R. Afirmamos que se R for
semissimples, tem-se que I também o é. De fato, pela Proposicao 1.3.25, temos
J(I)=1INJ(R), e como J(R) =0, seque-se que I é semissimples.

Exemplo 1.7.4 Sendo A uma dlgebra de dimensao finita, claramente A é Artiniana.
Consequentemente, as F-dlgebras M, (F),UT,(F) e FG sao Artinianas, sendo G um
grupo finito.

Para o andamento da dissertacao, serao necesséarios alguns teoremas classicos
da teoria de anéis nao comutativos. Nos concentraremos apenas no enunciado desses
teoremas, deixando a demonstragao como uma consulta a bibliografia a ser realizada
pelo leitor interessado. Cada um dos seguintes resultados, e suas respectivas provas,

podem ser encontrados no capitulo 1 de [HJ.

Teorema 1.7.5 Seja R um anel Artiniano. Tem-se:

(i) Se R é semissimples, entio R é soma direta de um nimero finito de subanéis

sitmples.

(i) Se R é semissimples e R = Ay @ -+ @ Ay, sendo A; subanel simples para todo 1,

entao os A; percorrem todos os ideias minimais de R.
(111) J(R) é um ideal nilpotente de R.
(iv) Se I é um ideal nilpotente de R, entao I C J(R).

(v) Se R é semissimples e I # 0 é um ideal & direita de R, entdo existe e € R

tdempotente tal que I = eR.
Outro resultado interessante é o seguinte:
Proposicao 1.7.6 Os anéis R e R/J(R) tém os mesmos mddulos simples 4 esquerda.
O teorema seguinte é classico e, muitas vezes, se revela de grande utilidade.

Teorema 1.7.7 (Wedderburn-Artin) Seja R um anel Artiniano semissimples. En-

tao,
R ~ Mnl(D1> DD Mnk<Dk>J

onde D; é um anel com divisao, para todo i =1,..., k.
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Demonstracao: Pode ser encontrada na pagina 50 de [H]. |

Como consequéncia do que ja foi enunciado, temos o seguinte resultado:

Corolario 1.7.8 Seja A uma dlgebra semissimples de dimensao finita sobre um corpo
algebricamente fechado de caracteristica zero. Entdo o numero de somandos simples

de A ¢ igual a dimensao do centro de A sobre F.

Demonstracao: Pode ser encontrada na pagina 51 de |HJ. u

Lema 1.7.9 (Teorema de Maschke) Sejam G um grupo finito e F' um corpo de

caracteristica zero ou p onde p nao divide |G|. Entao a dlgebra FG é semissimples.

Demonstracao: Dado a € FG, defina T, : FG — FG como zT, = za (estamos
usando a notacdo z7, para a avaliacdo de T, em x). E claro que T, é um operador
linear de F'G. Além disso, a aplicagao ¢ : FG — GL(FG) dada por ¢(a) =T, é um
isomorfismo entre F'G e sua imagem ¢(FQ).

Escrevendo T, como uma matriz(em relagdo a base G), temos:
(i) Se g # 1, entao tr(T,) =0, onde g € G.
(i) tr(Th) = |G|

Seja J o radical de Jacobson de F'G e suponha 0 # x € J. Assim, existem o; € F
e g; € G verificando x = 191 + - - - + a,g,. Multiplicando a tltima igualdade por gl-_1
adequado e pelo fato de J ser um ideal de F'G, podemos supor que x = a1+ -+ gy,
com «q # 0. Desse modo, T, = anTy + - - - + a,,T,, € nilpotende, ja que J é nilpotente.
Logo, 0 = tr(T,) = a1|G|. Uma vez que |G| # 0 em F, segue que o1 = 0, 0 que é uma
contradicao.

Assim, J = 0 e a algebra F'G é semissimples.

Consideremos GG um grupo abeliano e finito e F' um corpo algebricamente fe-
chado de caracteristica zero. Como aplicacao dos resultados anteriores, no que segue
apresentaremos uma decomposicao para a algebra de grupo F'G em soma de ideais
minimais idempotentes. Tal fato serd importante para o estabelecimento da dualidade
entre G-acoes e G-graduacoes em uma algebra associativa e, devido & sua importancia

para os nossos propositos, sera enunciado como lema.
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Lema 1.7.10 Sejam G um grupo abeliano e finito de ordem n e F um corpo alge-
bricamente fechado de caracteristica zero. Entao existem elementos fi,..., f. € FG

idempotentes centrais em F'G tais que

FG=Ffi® & Ff,.

Demonstragao: Note que F'G é Artiniano e semissimples. Assim, pelo item (i) do
Teorema 1.7.5, existem By, ..., B, subanéis simples de F'G satisfazendo F'G = B1®---®
By.. Mas pelo item (i7) do mesmo teorema, segue que By, ..., By sao todos os ideais
minimais de F'G. Aplicando o item (v) do referido teorema, existe f; € F'G idempotente
tal que B; = FGf;, para todo i = 1,..., k. Como estamos nas hipoteses desejaveis,
usando o fato de GG ser abeliano, podemos aplicar o Corolario 1.7.8 e concluir que k = n.
Afirmamos que fi,..., f, ¢ uma base de F'G como F-espaco vetorial. De fato, sejam
ai,...,a, € F tais que ag fi + -+ + a, f, = 0. Multiplicando a tultima igualdade a
direita por qualquer f;, temos «; f; = 0, donde «; = 0, para todo j = 1,...,n. Assim,

concluimos que FG = Ff & --- & F f,, finalizando a demonstracao. |

Dada uma decomposicao acima, é possivel escrever F'G = U; @ --- @ U,., onde
os U;’s sao ideais minimais e bilaterais de F'G. Dai obtem-se f; € Uy,..., f. € U,
idempotentes e ortogonais (isto ¢ fif; = fi e fif; =0 parai,j =1,...,n, com i # j)
satisfazendo 1 = fi+---+ f,. e U; = FGf;, para todo i = 1,...,r. Ademais, f1,..., f,

sao centrais em F'G.

Lema 1.7.11 Sejam G um grupo abeliano finito, F' um corpo algebricamente fechado
de caracteristica zero e x; o caracter da sub-representacao p; - G — GL(U;) da repre-

sentagao reqular. Entao o idempotende f; € U; € dado por f; = ﬁ dec xi(g™H)g.

Demonstracao: Pode ser encontrada em [ML], teorema 5.1.11. |

Observacao 1.7.12 Pelo ultimo lema, devemos ter

fi== > ogeq Xilg™ g, para quaisquer i =1,...,n.

Sendo g € G, temos gf; = xi(9)fi. Pela extensao dos caracteres de G a FG, temos
que x;(f;) = 0ij € o delta de Kronecker.



Cap. 1- A Dualidade entre G-graduagoes Abelianas Finitas e G-agoes 41

1.8 A Dualidade entre G-graduacgoes Abelianas Fini-

tas e G-acoes

Consideremos G um grupo abeliano e finito e A uma &algebra associativa G-
graduada. Com as informacoes contidas nas segoes anteriores, estamos em condi¢oes
de estabelecer uma dualidade entre G-ac¢oes e G-graduagoes sobre A. Este fato tera

grande utilidade quando formos classificar as G-graduagoes sobre a algebra UT,,(F).

Observacao 1.8.1 Seja A = @yecAy uma dlgebra com uma graduagao abeliana e
finita. Sendo a € A, coma =73 .,
fismo sobre A da sequinte forma: x(a) = Xx(9)ag. Ao longo da secdo, sempre que

ag, € X € @, lembramos que X age por automor-

falarmos em G-agoes sobre A, estaremos nos referindo a este tipo de agao.

Observacao 1.8.2 Seja A uma F-dlgebra e suponha que o grupo G age sobre A.
Sendo g € G e a € A denotaremos a agao de g sobre a por g(a) = a%. Podemos
estender a dltima agao a uma ag¢ao de FG sobre A. Com efeito, sendo ), a9, € FG,
defina a9t tondn = a9 + ... + aa?. Mostra-se que, neste caso, teremos uma

acao de FG sobre A que estende a ag¢ao inicial.

Proposicao 1.8.3 Sejam A uma dlgebra associativa sobre um corpo F algebricamente
fechado de caracteristica zero e G um grupo abeliano e finito, onde |G| = n. Entao

uma G-ag¢ao em A induz uma G-graduacao e reciprocamente.

Demonstracao: Primeiramente, suponhamos que o grupo G age sobre a algebra A.
Vamos utilizar o notacao exponencial para denotar tal acao. Pelo que vimos no final da
secao anterior, podemos escrever F'G = F f1@-- - @ F f,, e sendo x4, . . ., Xn 0S caracteres
irredutiveis de G, teremos x;(f;) = 0;;, para quaisquer 1 < 4,5 < n. Nesse contexto,

para cada ¢ = 1,...,n, definamos:
A, ={aecA: a9 =xi(g9)a,Vg € G}.

Note que pela Observacio 1.7.12, sendo g € G, temos gf; = xi(g)fi. Dai, (afi) =
aXi9fi = y;(g)a’i, donde concluimos que afi € A,,.

Ademais, afirmamos que A,, é o subespaco gerado por elementos do tipo ali,
onde a € A. De fato, observando que 1 = f; +-- -+ f,, temos que a = a! = a1 T/ =

a4+ alm e A, +-+ A, Logo,sendo g € G e a € A, temos

ad = g9 + .4 a9 = Xl(g)afl + - Xn(g>a’fn‘
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Suponhamos que a € A,,. Nesta caso, decorre que a? = x;(g)a. Comparando as duas
igualdades para a?, decorre que (x;(g) — xi(g))a’? = 0, para quaisquer j = 1,...,n e
g € G. Dai, al’ =0, se j # i. Portanto, a = a’*, o que confirma a afirmacio feita.

Destes fatos, obtemos

A= A,

€@

Afirmamos que a decomposic¢ao apresentada acima é uma @—gradua(;éo. De fato, sejam
a€ Ay ebe A,,. Unavez que G age por automorfismos sobre A, temos (ab)? = a?b?,

para todo g € GG. Assim,

(ab)? = a%b? = (xi(g9)a)(x;(9)b) = (xi(9)x;(g))(ab) = (xix;(g))ab,

donde ab € A,,,,. Do dltimo fato, tem-se que A ¢é @—graduada e, como G ~ é,
concluimos que A é G-graduada.

A reciproca fica por conta do Exemplo 1.6.12. [ |

Corolario 1.8.4 Suponhamos vdlidas as mesmas hipoteses do ultimo teorema e seja
V' um subespaco da dlgebra A. Tem-se que V' é homogéneo na G-graduacao se, e
somente se, V' € invariante pela @—agdo determinada pela G-graduagao da dlgebra A.
Em particular, um elemento a € A é homogéneo na G-graduacgao se, e somente se, a

€ autovetor de qualquer x € G.

Demonstracao: Suponhamos, de inicio, que V = @4V, com V, = A, NV. Da
maneira como y age sobre A, segue que x(V;) = V, e, assim, x(V) = V. Recipro-
camente, suponhamos agora que V' seja G-invariante. Por contradicao, suponhamos
que V nao seja homogéneo na G-graduagao. Assim, existe v = vy, + -+ + v, € V,
com gi,...,q € G ewgy,...,v, distintos e nao pertencentes a V. Seja x € G tal que
X(g1) = X e x(g92) = p, com X\ # p (note que da forma como sao os elementos de @, é

possivel escolher y nessas condigoes). Neste caso,
w= X0 = x(v) = (= )y, + -

pertence a V. Aplicando o mesmo procedimento iteradamente, teremos que a ultima
das componentes vg,,...,v, pertencerd a V', o que é uma contradi¢ao. Concluimos

dessa forma que V é G-graduado.
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Para concluir a dltima parte da afirmacao, dado a € A, basta aplicar a primeira

parte do corolario ao subespaco V' = (a). |

O proximo resultado nos fornece um critério, em termos de GG, para identificar se

um certo elemento A = ®ycq Ay € homogéneo na G-graduagao.

Lema 1.8.5 Sejam F um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero e
A = @yecAy uma G-graduagao abeliana finita e a € A — {0}. Entao a € A; se,

e somente se, x(a) = a, para todo x € G.

Demonstracao: Suponhamos de inicio que a € A;. Assim, para todo x € @, ocorre
que x(a) = x(1)a = 1pa = a.

Suponhamos agora que x(a) = a, para qualquer x € G. Neste caso, a é autovetor
para todo x € G e, pelo corolario anterior, segue-se que a é homogéneo na G-graduacao.
Digamos que a € Ay, para algum g € G. Assim devemos ter a = x(a) = x(g)a, para

todo x € G. Segue-se dai que g = 1 e, assim, a € Aj, 0 que encerra a demonstragao.

Exemplo 1.8.6 Seja A = ©yeccAy, uma dlgebra com uma G-graduagao abeliana e
finita. Desde que o radical de Jacobson J(A) € a intersegao de todos 0s ideais maximais
a direita de A e automorfismos preservam ideais mazimais & direita, tem-se que J(A)
é invariante por automorfismos de A. Em particular, temos x(J(A)) = J(A), para
todo x € G. Assim, pelo ultimo resultado, devemos ter que J(A) é um subespago de A

homogéneo na G-graduacao.

Exemplo 1.8.7 Consideremos A = UT,(F) = ®4ecA, uma G-graduagao abeliana
e finita. Seja X = {z € A : zJ(A) = 0} (anulador & esquerda de J(A) em A).
Afirmamos que X € homogéneo na G-graduagao. De fato, dado v € X e a € J(A),
temos v = Ty + -+ T, € a = ap + -+ an, onde xrj,a; € Ay Assim, como
cada a; € J(A) (pelo exemplo anterior), para todo i = 1,...,n, temos 0 = xa; =
(x1 4+ xp)a; = zra; + - - - + xpa; e pela unicidade da decomposicao do zero, decorre
que zja; = 0, para todo j = 1,...,n, donde v;a = 0. Assim, x; € X, para todo
j=1,...,n. Seque-se que X € homogéneo na G-graduacao.

Por outro lado, mostra-se que X = (Ein, Fan, ..., En). Assim, sendo W =
(Evny ooy En_10), temos W = J(A) N X. Deste fato seque-se que W é homogéneo na
G-graduacao.

Mais geralmente, sendo B um dlgebra qualquer G-graduada e C' C B um ideal

G-graduado de B, tem-se que o anulador de C' é G-graduado.



Capitulo 2

Classificacao das Graduacoes de
Grupo na Algebra UT,,(F)

O presente capitulo foi reservado para o estudo e a apresentacao dos resultados dos
artigos |[VZ1] e |VZ2|. No Capitulo 1, foram apresentados resultados que se revelarao
importantes neste momento. Procurando facilitar a leitura, sempre que fizermos uso
de fatos ja demonstrados, faremos mengao a isso.

Em todo o capitulo, reservamos a letra A para designar a algebra UT, (F'), onde
F' é um corpo. Nesta etapa do nosso estudo, nos propomos a demonstrar que qualquer
G-graduagao A = Byeq A, ¢ isomorfa a alguma G-graduagao elementar de A. Inicial-
mente, faremos isto impondo que G seja abeliano e finito e que F' seja algebricamente
fechado e de caracteristica zero, tendo como referéncia o primeiro artigo supracitado.
Em seguida, faremos o caso geral, sem impor condi¢oes sobre G e F', que pode ser

encontrado no segundo artigo mencionado anteriormente.

2.1 Lemas Iniciais

Os fatos expostos nesta secao sao tipicos de Algebra Linear, mas se farao indis-
penséveis posteriomente. Ao longo dessa se¢ao sempre estaremos supondo F' um corpo

algebricamente fechado e de caracteristica zero e G um grupo abeliano e finito.
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Lema 2.1.1 Seja V um F'-espaco vetorial de dimensao finita, onde F' € um corpo al-
gebricamente fechado. Se H = {hy,...,h,} é um subgrupo abeliano de GL(V') formado
por operadores diagonalizaveis, entao os operadores hy, ..., h, podem ser diagonaliza-

dos stmultaneamente.

Demonstragao: Suponhamos inicialmente que n = 2 e assim H = {hy, ho}. Sendo V),
um autoespaco de hy, provaremos que V) é ho-invariante. De fato, sendo v € V), temos
que hy(v) = Av. Dai, hy(ha(v)) = ha(hi(v)) = Aha(v) e assim ho(v) € V). Portanto,
V) é ho-invariante. Logo, escolhendo para V) uma base § formada por autovetores de
hs, tem-se que § também é formada por autovetores de hy. Assim, h; e ho podem ser

diagonalizados simultaneamente. Por indugao obtemos o caso geral. |

Lema 2.1.2 Sejam B uma F-dlgebra e I um ideal de *B invariante pelos elementos
de Aut(B). Entdo, cada ¢ € Aut(B) induz um automorfismo ¢ € Aut(B/1) dado por

¢: B/I — B/l
b+l —s o)+ 1

Demonstracao: A demonstracao é imediata. |

Dado um operador ¢ € Aut(B), também usaremos a letra ¢ para denotar o
automorfismo @ € Aut(B/I) induzido por ¢. O contexto impedira ambiguidades.
Observagao 2.1.3 Consideremos A =UT,(F) eW = (E,, ..., Ey_1,). Jd vimos no
Ezemplo 1.3.26 que J(A/W) = J(p(UT,,_1) ® C) = J(p(UT,—1)), onde C = p({Enn)).
Nao é dificil ver que (p(Enn), p(E1n—1)) € 0 anulador bilateral de J(A/W) e, pelo Exem-
plo 1.8.7, é homogéneo na G-graduagao de A/W . Desse modo, sendo ¢ € Aut(A), exis-
tem a, B € F tais que ©(p(Eny)) = ap(Enn) + Bp(E1pn_1). Em virtude de E2, = E,,
¢ imediato que o« = 1 e B = 0. Consequentemente, C = p({(E,,)) € homogéneo na

G-graduagao. Logo, p(UT,_1) é homogéneo na G-graduacgao, pois € o anulador de C.

2.2 Graduagoes Abelianas e Finitas em UT,(F)

Inicialmente, iremos classificar as G-graduacgoes abelianas e finitas sobre a algebra
A, supondo F' um corpo algebricamente fechado e de caracteristica zero. Os resultados
ora apresentados podem ser encontrados no artigo [VZ1]| escrito por A. Valenti e M. V.
Zaicev. Como sera percebido, faremos uso frequente de fatos acerca de Representagoes

de Grupos que abordamos no capitulo anterior.
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Lema 2.2.1 Seja A = ©yecAy uma G-graduacao abeliana e finita. Entao existem
Yi,...,Y, € J(A) tais que as matrizes ey = E11+Y1, ..., e, = Eny+Y, sao ortogonais,

idempotentes e pertencem a componente neutral da G-graduacao considerada.

Demonstragao: A prova serd por inducao em n, sendo o caso n = 1 imediato. Su-
ponhamos por inducao que o resultado seja valido para todo s < n. Pelo que vimos
no Exemplo 1.8.7, o ideal W = (E},, ..., E,_1,) é G-graduado e assim, pelo Exemplo
1.2.9, a algebra quociente A/W é G-graduada. Sendo

p: A — A/W
a — a=a+W
a projecao canodnica sobre W, vimos no Exemplo 1.3.26 que UT,,_1(F) ~ p(UT,_1(F)).
Como pela Observacao 2.1.3 p(UT,,_1(F)) é G-graduado, tem-se que UT,,_; C A é
€ JUT,-1) =

(Eij 1 <i<j<mn-—1) tais que as matrizes €] = Ey; +Y/,...,¢e/,_ = E, 1 +Y, 4

G-graduado. Assim, por hipotese de indugao, existem Y{,...,Y/ ;
sao ortogonais, idempotentes e pertencem a componente neutral da G-graduacao de
UT, _i. Consequentemente, e_;- = ¢/ + W pertence a componente neutral de A/W, para
todoj =1,...,n — 1. Sendo G = {1,y om} C Aut(A), segue do Lema 1.8.5 que

go(e_;) = ¢} (automorfismo induzido em A/W) para todo ¢ € Gel<j<n-1

Dai, p(e;) —€; € W. Por outro lado, como W & p-invariante, podemos escrever
G C Aut(W) (tomando as restricoes dos elementos de G ao espaco W). Recorrendo
ao Exemplo 1.6.12, tem-se que G 6 um subgrupo abeliano de Aut(W) e, por hipotese,
F é um corpo algebricamente fechado. Portanto, pelo Lema 2.1.1, existe uma base
B ={wi,...,w,—1} de W que diagonaliza simultaneamente os operadores ¢ € G.
Fixando qualquer €, uma vez que ¢(e}) —e; € W, para todo ¢ € @, existem

escalares aq,...,a,_1 € I satisfazendo
/

gp(ej) =€)+ awy + -+ A1 Wy 1.

Ao mesmo tempo, sendo w; autovetor de ¢, existe \; € F tal que p(w;) = \jw,

para todo 5 = 1,...,n — 1. Diante disso, temos a igualdade
oF(ef) = e} + 2?1—11 ai(L+ X+ + A Hw,.

Em virtude de G ter ordem m, temos ¢™ = Id. Da expressao acima, decorre que
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ai(l+ XN+ + A" =0

paratodoi=1,...,n—1.

(2.1)

Por motivo anélogo, se ¢ € @, existem p; € F' tais que ¥ (w;) = p;w;, para todo

i=1,...,n—1 Sendo by,...,b, 1 € F tais que ¢(e}) = €} + bywy + -+ + by 1wp_1,

pelo mesmo motivo que anteriormente, devemos ter

bi(1+ it ) =0
para todoi=1,...,n — 1. Com algumas manipulacoes algébricas, obtemos

vle) = € + 3005 (b + pias)w,
p(e)) = €} + 307 (ai + \ibi)w.

Uma vez que Gé abeliano, temos ¥ = 1. Consequentemente

Para ¢ fixada, definamos os elementos € € A segundo os seguintes critérios:

e Se todos os autovalores Ay, ..., \,_1 sao diferentes de 1, definamos
" / ai An—1
e, =e€.; + Wy + -+ ———Wp_1.
AN T 1— Mg 1

(2.2)

(2.3)

(2.4)

e Se algum )\; = 1 mas existe ¢ € G tal que p; # 1 entao na igualdade 2.4,

definamos 1Eu - como coeficiente de w;.
1

e Se p(w;) = w;, para todo p € @, na igualdade 2.4 colocamos em w; coeficiente

Zero.

Inicialmente, vamos avaliar ¢ em e no caso em que \; # 1, para todo i =

1,...,n—1. Temos
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plef) = pley) + 2t (w) = € + 3, amwi + 30, 250w = € + 32 il

6 +Z'Ll )\wl_e

+ 1&\)“’1 -

No caso em que \; = 1 e existe p; # 1 para algum ¥ # ¢, observando a igualdade 2.1
vemos que \; = 1 implica a; = 0. Neste caso, é facil ver que o coeficiente de w; depois

da acao de ¢ é

%

1 —

a; +

e como a; = 0, temos (e]) = ej. E no caso em que p(w;) = w; para todo p € a,

1 — n _—_ N
teriamos a; = 0, e claramente ¢(e}) = €.
"
Jr

Definindo u; = € — ¢/, temos u; € W. Além disso, como W? = 0e W(UT,_,(F)) =0,

Assim, para qualquer 1) € @, observando a igualdade 2.3, teremos ¥ (ef) = €]

obtemos que

()2 = (¢ 4+ ) = & + s, =1 om =1,

(€)* = €l + unel,

()20 = &y el =1, om =1,

sao fixados para qualquer ¢ € @, uma vez que sao produtos de pontos fixos.

Portanto, os elementos

— ! / !/ !/ s
ej =€)+ euy —el(uj +un)e,, j=1,...,n—1,

/ /
ey = €, + uUpe,

satisfazem a condi¢ao ¥(e;) = e; para todo ¢ € Gei= 1,...,n. Observando que
We,=0,j=1,...,n—1, W =0ee},..., e, sao ortogonais e idempotentes, para

quaisquer 1 <17 < j <n — 1, devemos ter
eiej = (€ + eju; — e;(u; + uy)ey,) (e + ehuy — e (u; +un)ey,) = 0 e ee; = e

e assim podemos escrever e;e; = d;¢; para todo 1 < i < j < n—1. Além disso, €2 = e,,

ene; = 0,7 =1,...,n—1. Por fim,
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ejen = (€ + euj — e (uj + up)ey, ) (e, + une;,) = ejuje;, — e (u; + uy)e, + esuye;, =0

para todo 5 =1,...,n — 1.

Assim, os elementos ey, ..., e, sao ortogonias, idempotentes e pertencem a com-
ponente neutral da G-graduacao considerada em A. Ademais, pela construcao que foi
realizada, vemos que os elementos ey, ..., e, sao da forma E; +Y,..., E,, + Y, com

Yi,...,Y, € J(A), encerrando a demonstragao. [ |

O proximo teorema é o principal resultado desta secao: o teorema de classificacao
das graduagoes abelianas e finitas de UT, (F).
Teorema 2.2.2 Sejam F' um corpo algebricamente fechado e de caracteristica zero e

A = UT,(F) = ®yecAy uma G-graduagao abeliana e finita. Entao A, vista como

dalgebra G-graduada, € isomorfa a UT,(F) com alguma G-graduagao elementar-

Demonstracao: Pelo lema anterior, existem Yi,...,Y, € J(A) tais que as matrizes
er = FEn+Yy, ... e, = E,,+Y, sao ortogonais, idempotentes e pertencem a A;. Para
todo 1 <1 < j < n, definamos A;; = e;Aej. Note que A;; # 0 pois 0 # e; E;je; € Ajyj.
Mais ainda, pelo Exemplo 1.2.10, temos que A;; é uma subalgebra de A homogénea na
G-graduacao. Afirmamos que
A= & A,
1<i<j<n

Primeiramente, provaremos que a soma dos A;; é direta. Por simplicidade de notacao,
vamos mostrar que I = A1 N (30 522 Aij) = 0 (para provar o caso geral, basta
ajustar a notagao).

Seja x € I. Devemos ter
T = €1T12€2,
T =2 04)£0,) i
e, assim,
T = €e1T192€9 = 61(611‘1262)62 = €e1Treqg = 61(2(1-7])#(172) eixijej)eg = 0

pois eje; = ege; = 0 para todo 7 # 1 e j # 2.
Desse modo fica justificado que a referida soma é direta. Agora note que a

quantidade de subélgebras A;; é igual a dimensao de 4 e como cada A;; # 0, segue que
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A =@ Ai; eque dim A;; = 1 para todos 1 <1i < j <n. Dai como 4;; = ®96G A iNA,
(pois Aj; é G-graduada), deve existir h;; € G tal que Ay; C Ay,;. Concluimos assim
que os elementos de A;; sdo homogéneos na G-graduacao.

Observe que Ey, = E9Fss ... Ey 1, € J(A)™ ! logo J(A)" # 0. Ademais,
comparando as dimensdes ¢ facil ver que J(A) = (A;;: 1 <i < j <n)eque J(A)" =
Ay  Ap_1n

Seja a; ;41 um gerador de A; ;11, isto é, A; ;11 = (a;;4+1) paratodoi=1,...,n—1.
Claramente temos a; ;1 = €;a;;+1€i+1, para todo i =1,...,n — 1.

Para 1 <1 < 5 <n, definamos
® Qjj = Qi1 Aj—1,5 €
® a;, = ¢ paratodo k=1,...,n.

Observe que todos os elementos a;; sd8o homogéneos na G-graduagao (pois sdo produtos
de elementos homogéneos), a;;ar = 0xa; e que {a;; : 1 <i < j < n} é uma base de
A.

Por fim, definindo ¢ € Aut(.A) por

¢p: A=@pecldy, — A

g — Ly
e pondo A = ¢(Ay), temos que A = D eqA; define uma G-graduagao elementar.
De fato, note que para 1 < i < j < n, existe hy; € G tal que a;; € Ay, e dai
Eij = ¢(ai;) € ¢(An,;) = Aj,,. Desde que as matrizes Ej; sio homogéneas na graduagao
A = @gegA'g, pela Proposicao 1.2.14, tal G-graduacao é elementar. Claramente ¢ é
um automorfismo G-graduado, donde segue que as G-graduacoes sao isomorfas. Desse

modo, concluimos o resultado. |

2.3 Graduagoes de um Grupo Qualquer em UT,(F)

A tonica desta se¢ao serd generalizar o resultado da se¢ao anterior, no sentido de
que nao faremos restricoes sobre o grupo GG e o corpo F. Como tais restri¢coes foram

sobremaneira importantes na construcao feita na secao anterior, nao poderemos usar
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as mesmas técnicas. Precisaremos de outro conjunto de lemas que nos darao base para
a conclusao do resultado desejado.

A referéncia principal para a confec¢ao desta se¢ao foi o artigo [VZ2| de autoria
de A. Valenti e M.V. Zaicev.

No que segue, F' e G serao um corpo e um grupo arbitrarios, respectivamente.

Observagao 2.3.1 Sejam A = UT,(F), V um F-espa¢o vetorial com dimV = n e
B =A{vi,...,v,} uma base de V. Nesse contexto, considere uma cadeia de subespagos
de V' satisfazendo

e ViC...CV, =V
o dimVy =k e Vi = (v1,...,0), para todo k =1,... n.

Afirmamos que a cada M = (m;) € A € possivel associar um operador
T =Ty :V =V tal que T(Vy) C Vi, para todo k = 1,...,n. De fato, basta de-

finir T da sequinte forma:

T(vy) = mpn
T(vy) = miov1 + Mooy

(2.5)
T(v,) = mupv1+ -+ MUy,

Claramente, temos T' (V) C Vi e [T]g = M. Reciprocamente, sendo T um operador de
V' que preserva a cadeia acima, tem-se que [T]g c A

Por esta razao, no que seque, identificaremos a dlgebra A com a dlgebra dos
operadores do espaco vetorial V' que preservam a cadeia considerada. Por um abuso de

notacao, em alguns momentos, escreveremos A C End(V).

Lema 2.3.2 Qualquer elemento nao nulo de A idempotente é conjugado a um elemento

diagonal idempotente do tipo E;; + -+ E; ., onde 1 <13 < ... <1 <n.
Demonstragao: Seja V um F-espago vetorial tal que dimV =ne V = (v1,...,0,).

Considere uma cadeia

Vic...cV,=V (2.6)

de subespagos de V tal que dim Vy, = ke Vi, = (vy,...,v;), paratodo k = 1,... n. Pelo

que foi visto na Observacao 2.3.1, A pode ser visto como a algebra das transformagoes
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lineares de V' tais que T'(V}) C Vi, para todo k = 1,...,n. Na demonstracao que segue,
exploraremos tal identificacao.

Seja e € A um elemento idempotente. Para demonstrar o resultado, é bastante
mostrar que existe uma base vy, ...,v, de V tal que Vi, = (v1,...,v;) e e(v;) = €y,
onde ¢, =0 ou 1, para todoz=1,...,n.

A prova sera por inducao em n, sendo n = 1 um caso trivial. Suponhamos por
hipotese de indugao que exista uma base {vi,...,v,} de V tal que e(v;) = €;v;, onde
¢j = 0 ou 1, para todo j = 1,...,n — 1. Observe agora que se e(v,) ¢ V,_1 temos
e(e(vy)) = €*(v,) = e(v,), donde o conjunto {vy,...,v,_1,e(v,)} é a base requerida.
Caso e(v,) € V,_1, defina v/, = v, — e(v,). Claramente, v/, ¢ V,,_; e e(v],) = 0, donde

segue que neste caso {vy,...,v,_1,v,} é a base requerida. |

Note que o lema anterior é a versao em A = UT,(F') do que ocorre em M, (F),
onde ja sabemos que toda matriz idempotente é conjugada de alguma matriz diagonal.
Passemos agora ao proximo lema.

Lema 2.3.3 Seja ¢ € A um idempotente. Entiao a subdlgebra eAe € isomorfa a
UTy(F), onde k = tr(e).
Demonstracdo: E claro que eAe é uma subalgebra de A. Pelo lema precedente,

sabemos que e ¢ conjugada a uma matriz do tipo

0 0 - ¢,
onde ¢, = 0 ou 1.

Seja X € U(A) tal que e = X'V X. Agora note que
eAe = X_I(Eilh Tt Eikik>X‘AX_1(Eili1 ot Elk%>X =
X_l(Ei1i1 +-- T+ Eﬁklk)A(Eu%l +oe Tt EZMk)‘X
Perceba que (Eilil 4+ 4 Ezkzk)Ew(Enzl —+ -4 Elkzk) = Eij; se Z,] c {il, e 7’Lk}
e zero nos outros casos. Logo, (Eyiy + -+ + Eii ) Eij(Einyy + -+ + Eii,) = Eij,, onde

s,t € {1,...,k}. Motivados por essa constatacao, definamos
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0: (Eii, +- -+ By ) Ay, + -+ Eyyy,) — UTi(F)
B, —  Eg
que é um isomorfismo de algebras.
E claro que k = tr(e) = tr(E;, + -+ Ey, ). Por fim, como eAe é uma 4lgebra
isomorfa a (Ej;y + - + Eii )A(Ey;, + -+ + Ei,) (pois sdo conjugadas), temos o
resultado. ]

Passemos ao proximo resultado.

Lema 2.3.4 Todo conjunto {ai,...,a,} de n elementos ortogonais idempotentes de
A =UT,(F) é conjugado ao conjunto {E11, ..., En.}, isto é, existe S € A inversivel
tal que a; = S™'E;S, para todo i =1, ..., n.

Demonstragao: Novamente, vamos identificar .4 com a éalgebra das transformagoes

lineares de um F-espaco vetorial V' de dimensao n tal como na Observagao 2.3.1. Nesse

contexto, é suficiente mostrar que existe vy, ..., v, base de V tal que Vi = (vy,..., vg),
k=1,....n, e a;(v;) = 0;v;, onde J;; denota o delta de Kronecker.

Sejam {uq,...,u,} uma base de V e Vi = (uy,...,uy), para todo k = 1,...,n.
Assim, podemos ver ay, . . ., a, como transformacoes lineares, e denotaremos por (ay);; a
entrada (7, j) da matriz a; para todo k = 1,...,n. Como para todo k = 1,...,n, temos
a; = a, segue que (ax); = 0 ou 1, para todo i = 1,...,n. Uma vez que {ay,...,a,}

¢ um conjunto de n elementos ortogonais, cada uma de suas matrizes possui uma

unica entrada nao nula na diagonal. Reorganizando os indices, se necessario, podemos

escrever (a1)11 = -+ = (@n)un = L € (a;);; =0, se i # J.
Definindo e = a; + -+ 4+ a,_1, como as matrizes aq,...,a,_1 sao ortogonais
idempotentes, é facil ver que e = e e que tre = n — 1. Dai pelo Lema 2.3.3, se-

gue que eAe é isomorfa a UT,_1(F) que pode ser visto como uma subélgebra de
End(V,_1). Aplicando a hipotese de indugao, existe uma base {vy,...,v,_1} de V4
tal que a;(v;) = d;;v;, para todo 1 < i,j < n — 1. Definindo v,, = a,(u,), segue que

v, # Vpoq € assim vy, ..., v, 1,0, € a base requerida. |

Observagao 2.3.5 Consideremos A = ©gecAy uma G-graduacio e E como sendo

a matriz identidade de A. De acordo com o Exemplo 1.2.5, devemos ter E € Aj.
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Agora note que a subdlgebra (E) de Ay € isomorfa ao corpo F (que é semissimples,
pelo Exemplo 1.7.2) e, assim, (E) é semissimples. Assim, seque-se que Ay possui
uma subdlgebra semissimples mazimal (mazimal no conjunto de todas as subdlgebras

semissimples de Ay) contendo E.

Lema 2.3.6 Seja UT,(F) = A= ®4ecAy a dlgebra das matrizes triangulares superi-
ores sobre um corpo arbitrdario F' graduada por um grupo G, com unidade 1. Entao, a

subdlgebra Ay contém n elementos ortogonais idempotentes.

Demonstracao: A prova é por induc¢ao em n, sendo o caso n = 1 trivialmente valido.
Suponhamos n > 1. Como E € Aj, pelo que vimos na Observacao 2.3.5, existe uma
subalgebra nao trivial B de A; que é semissimples maximal e £ € B. Sendo C um

somando simples de B e e a unidade de C, eis as possibilidades:

(i) e e E — e sao duas matrizes ortogonais idempotentes ou
(i) e=E.

Note que o item (ii) implica C' = (E) = B.

Trataremos inicialmente do primeiro caso. Em virtude do Lema 2.3.3, devemos
ter P=ede~UTye Q= (F —e)A(E —e) ~UT,_y, onde k = tr(e) # 0. Levando
em conta que e, £ — e € Aj, pelo Exemplo 1.2.10, segue que P e () sao homogéneas
na G-graduagao. Aplicando a hipotese de indugao a P, existem aq, ..., a; elementos
ortogonais idempotentes em P; C A; (componente neutral de P). Agora aplicando
a hipotese de inducgao a @), existem agyq,...,a, elementos ortogonais idempotentes
em Q1 C A; (componente neutral de ()). Sendo e e E — e ortogonais, segue que a
lista ay,...,ag,...,a, é formada por ortogonais idempotentes de A;, o que nos da a
conclusao.

Nosso objetivo agora é provar a impossibilidade de ocorrer o item (ii). Para tanto,
procederemos por contradicao.

Suponha a ocorréncia de (ii), donde segue que dim B = 1 (x). No que se segue,
serd feita indugao sobre |G|.

Se |G| =1, temos A; = A. Definindo T = (Eyy, ..., E,y), vemos que T C A;. De-
finamos 171 = (Eaa, ..., Eny) e, para j > 1, T = (Eyy, ..., Ejq 1, Ej1 i1, - o Enn).

Observe que cada 7} é um ideal de T' que é maximal, pois dim7; = dim 7" — 1. Assim,
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J(T) = N7, 7; = 0 e, assim, T" é semissimples. Por isso, neste caso, nao é possivel a
ocorréncia de (x).

Suponhamos por hipotése de inducao que para qualquer H-graduacao em UT,,,
com |H| < |G|, a igualdade () seja impossivel.

Por contradicao, suponha que, na G-graduacao considerada em .4, tenhamos
dim B = 1. Afirmamos que, sob esta suposi¢ao, todo elemento a € A, homogéneo na
G-graduacao é nilpotente ou inversivel. Suponha que a nao seja nilpotente. Provaremos
que g tem ordem finita. De fato, supondo o contrario e sendo m > dim A, temos que
as componentes Ay, Ay, ..., Agm sao distintas e ndo triviais, pois 0 # o/ € A, para
todo j = 1,...,m. Mas isso diz que dim.A > m, o que é uma contradicao. Portanto
g deve ter ordem finita, digamos k e, assim, a* € A;. Agora note que como a* nio é
nilpotente (ji que a ndo o é), tem-se que a* ¢ J(A;).

Mas como (F) = B ~ A;/J(A;), temos dim A;/J(A;) = 1 e, dai, A;/J(A;) =
(E). Desse modo, existe 0 # A € F tal que a* = \E. Dai Y = a* — \E € J(A,),
e assim A\~ !'a* = E + A\7'Y. Pela Proposicao 1.3.21, decorre que A\~'a* & inversivel,
implicando que a é inversivel.

No que segue, provaremos que o radical de Jacobson J(A) nao contém elemento
homogéneo ndo nulo. Suponha por contradi¢ao que 0 # a € A;N J(A) seja nilpotente.
Sabemos que o conjunto L = {x € A : za = 0} (anulador a esquerda de a) é um
subespago G-graduado de A. Como os elementos de L nao podem ser inversiveis (pois
sdo divisores de zero), concluimos que L é constituido de elementos nilpotentes. Mas
claramente E,,a = 0 e, assim, E,, € L, o que ¢ um absurso, ja que FE,, nao é
nilpotente.

Com o argumento acima, fica provado que J(A) nao contém elemento homogéneo
nao nulo. Logo, como J(A;) C Ay e J(A;) C J(A), tem-se J(A;) = 0, seguindo que
Ay é semissimples e que A; = B={AE: \ € F}.

Afirmamos que, nas condicoes apresentadas, 0 conjunto
Supp(A) = {9 € G : A, # 0} é um subgrupo finito de G. A finitude de Supp(.A)
decorre do fato de que A tem dimensao finita. Tomando agora g,h € Supp(A),
0#xz € Aye0#ye Ay, temos que x e y sao inversiveis (pois, caso fossem nilpotentes,
pertenceriam a J(.A), o que nao ¢é possivel) e dai 0 # xzy € Ag. Dai gh € Supp(A), o

que justifica a afirmagao feita. Vamos supor que Supp(A) = G, do contrério, aplicamos
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a hipotese de inducao.
Inicialmente, afirmamos que dim A, = 1, para todo g € G. Para provar isto,
tomemos z,y € A, supostamente linearmente independentes. Desde que x é homoge-

neo, tem-se que existe x 7!

ex”! € Aj-1. Segue-se que yz~! € A; = (E), logo existe
0 # X € F satisfazendo yz=' = AE. Assim, y = Az, o que contradiz a suposicao de
que z,y sao linearmente independentes.

Afirmamos que o grupo G nao pode ser abeliano. De fato, do contrario, sendo
g, h € G, teriamos [A,, Ay] C Agn + Apg C Ay, Sejam x = Yz, ey = > yp
elementos quaisquer da algebra A. Note que [z,y] = Zg,h[%:yh] e, dai a algebra
[A, A] & homogénea, pois [z4,yn] € Agn N [A, A]. Ademais, pelo Exemplo 1.3.23,
devemos ter 0 # [A, A] C J(A). Absurdo, pois, como foi visto, J(.A) nao contém
elementos homogéneos nao nulos. Assim, concluimos que o grupo G nao pode ser
abeliano.

Assim, o subgrupo comutador G’ = {[a,b] = a~*b"'ab : a,b € G} ¢ nao trivial e
o grupo quociente G = G /G’ é abeliano. Por este motivo, a conclusao do lema é valida

para a G-graduacio em A induzida pela G-graduacdo inicial (ver Exemplo 1.2.11).

Desse modo, existem ortogonais idempotentes eq, ..., e, em
D= AT = @heG’Ah-

Dado h € G', existem a,b € G tais que h = a b~ tab. Sendo 0 # x € A, e 0 £y € A,
decorre que z = 7'y ~lzy é ndo nulo e z € A,. Uma vez que dim A, = 1, devemos
ter Ay = (). Em particular, D é gerada como 4lgebra por todos x~'y~txy, onde z,y
sao elementos homogéneos de A. Nao ¢é dificil ver que toda matriz do tipo z 'y lzy
tem a forma E + a, onde a € J(A). Em virtude disso, qualquer elemento de D pode
ser escrito como A\E + a, onde a € J(A). Diante disso, para cada j = 1,...,n, existem
A\ € Feaj e J(A) tais que e; = \jE + a;j. Observe que cada A; é nao nulo, pois caso
contrario e; = a; seria nilpotente, o que nao é possivel. Devido a isso, sendo ¢ # 7,
existe M € J(A) satisfazendo 0 = e;e; = M\ E + M # 0, o que é uma contradicao.
Portanto, concluimos que dim B = 1 nao pode ocorrer, o que finaliza a demons-

tracao. |

O proximo lema fornece um critério, em termos das matrizes elementares FEj;,
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i=1,...,n, para que uma G-graduacao em A seja elementar.

Lema 2.3.7 Seja A = ®yeqAy uma G-graduagao. Uma condi¢io necessdria e sufici-

ente para que a G-graduacao seja elementar é que Ey; € Ay, para todoi=1,...,n.

Demonstragao: Claramente, a condicao é necessaria. Por isso, nos ocuparemos em
mostrar que a condicao é suficiente.

Supondo que cada F; € Ap, pelo Exemplo 1.2.10, sabemos que, para i < j,
cada A;; = E; AE;; é uma subdlgebra homogénea na G-graduacao. Ademais, temos
que E;; € A;;, seguindo que as matrizes F;; sao homogéneas na G-graduagao, para
quaisquer 1 < i < j < n. Em virtude da Proposicao 1.2.14, decorre que a G-graduacao

é elementar, finalizando a demonstracao. [

Agora faremos a juncao dos resultados anteriores com a finalidade de classificar

as G-graduacdo na algebra UT, (F). E esse o principal resultado da presente secio.

Teorema 2.3.8 Sejam G um grupo qualquer, F' um corpo arbitrario e UT,(F) = A =
®gecAy uma G-graduagao na dlgebra das matrizes triangulares superiores. Entao a
dalgebra A, como dlgebra G-graduada, € isomorfa a UT,(F) com uma G-graduagao

elementar.

Demonstragao: Pelo Lema 2.3.6, existem eq, ..., e, € A; ortogonais e idempotentes.
Ao mesmo tempo, pelo Lema 2.3.4, existe uma matriz S € A inversivel tal E; =
S~te;S, para todo i = 1,...,n. De posse de tais informacoes, definamos a seguinte

aplicagao:

0: A=®gecldy — A
X — STIXS

Nao ¢é dificil ver que ¢ é um automorfismo da dlgebra A. Ademais, pondo A; =
0(Ay), para todo g € G, segue que A = DyccA;, define uma G-graduacio em A.
Afirmamos que a G-graduacdo A = Dyegd) é elementar. Com efeito, observe que
E; = 0(e;) € 0(Ay) = A}, para todo ¢ = 1,...,n. Portanto, pelo Lema 2.3.7, fica
provada a afirmacao anterior.

Pela propria construgao feita, a aplicagao # é um automorfismo G-graduado,

finalizando a demonstracao do teorema. |



Capitulo 3

Classificacao das Graduacoes
Abelianas e Finitas em UT(dy,...,dn)

Pelo que foi apresentado no capitulo anterior, sabemos que as graduacoes de grupo
na algebra UT,,(F') j estao descritas, a menos de isomorfismo graduado. Uma tentativa
natural seria generalizar o resultado obtido em UT,, (F') para a éalgebra UT'(dy, ..., dy,)
das matrizes triangulares superiores em blocos. Esse é o espirito do presente capitulo.
Como veremos, a conclusao obtida para a algebra UT, (F) nao se aplica a éalgebra
UT(dy,...,dy). Nao obstante, sob as hipoteses de o grupo G ser abeliano e finito e
o corpo F' ser algebricamente fechado e de caracteristica zero, temos um certo tipo de
classificacao. Por esta razao, a menos de mencao em contréario, ao longo desse capitulo
estaremos supondo que o grupo G seja abeliano e finito e o corpo F' seja algebricamente
fechado e de caracteristica zero. Para a elaboracao desse capitulo, utilizamos como

referéncia principal o artigo [VZ3].

3.1 A Algebra das Matrizes Triangulares Superiores

em Blocos

Sejam dy, ..., d,, nimeros inteiros positivos. Sendo n = d; + - - - + d,,,, denotamos
por UT(dy,...,dy,) asubalgebra da algebra M, (F) constituida de matrizes triangulares

em blocos do tipo
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My (F) B ... B
0 My, (F) ... DBop,
0 0 . M (F) |
onde My, (F) é a algebra das matrizes d; X d; sobre o corpo F, para todoi=1,...,m.
Chamamos UT(dy,...,d,,) de dlgebra das matrizes triangulares superiores em
blocos. Observe que o caso em que d; = - -+ = d,, = 1, teremos a algebra UT,,(F) das

matrizes triangulares superiores.

Usaremos a letra R para denotar a algebra UT'(dy, ..., d,).
Observagao 3.1.1 Seja I; = {M € R : o i-ésimo bloco diagonal de M ¢é nulo}.
Verifica-se que para cada v = 1,...,m, o subespaco I; é um ideal maximal de R.
Mais ainda, todo ideal mazimal de R tem esta forma. Assim, como J(R) = N, I;,

concluimos que J(R) € formado por todas as matrizes de R cugjos blocos que ocorrem

na diagonal sao nulos.

Exemplo 3.1.2 Sendo X € UT(dy,...,dn), podemos escrever (de maneira inica)
X=Dy+---+D,,+Y, onde cada D; é uma matriz cujos elementos fora do i-ésimo
bloco que aparece na diagonal de X sao todos nulos (algumas vezes, identificaremos tal

matriz com o proprio i-ésimo bloco) e Y € J. Nesse contexto, definamos a aplica¢ao

v: R — Mgy(F)®---® My, (F)+J
X +— Y(X)=(D1,...,Dp),Y)

Nao é dificil verificar que 1 € um isomorfismo de dlgebras. Por essa razao, temos
UT(dla>dm) = Md1(F) 6369]\/[6%1(17) +']:

onde B, ; Bij ~ J.

E natural perguntar se os resultados vistos no capitulo anterior podem ser adap-
tados para uma G-graduacao da éalgebra UT'(dy,...,d,,). As considera¢oes seguintes
tém por objetivo elucidar esse questionamento.

Seja G = (a), x (b), o produto direto de dois grupos ciclicos de ordem n. Inici-
almente, pretendemos exibir um certo tipo de G-graduagao na algebra M, (F'). Para

tanto, fixemos € € F' uma n-ésima raiz primitiva da unidade e definamos
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i et 0 0 ]
0 2 0
X, =
0 0 1
. _- - i
010 0
0 01 0
Y, =
000 -1
I 100 --- 0 |
Para 7,5 = 1,...,n, afirmamos que as matrizes X;Y;)j sao linearmente independentes

(LI). De fato, note que Y, = Ejo+ -+ -+ E,—1, + Ep1. Assim,
Y2=Fi3+Fou+ - +FE,0,+E, 11+ FEn»
e, mais geralmente, para todo j, ocorre que
Y) =B+ o+ Busjn + Enjiig + -+ By
Por outro lado, temos
X =3 e By,

Por este motivo, temos X1Y; = S €M ME; ;. Assim as entradas nao nulas de
XéY;)j sdo as de posi¢ao (k,k + j) (que sdo as mesmas posi¢des nao nulas em ij)

Portanto, sendo L; = <ij,XaY;)j, . ,X;‘_lY;f'% resulta que
Ly C Byt Bnjn En i, -, Eny).

Ademais, se j # ji, tem-se L, N L; = 0 (pois ij e Y},jl tém entradas nao nulas em
posi¢oes distintas). Pretendemos provar que fixado j, os elementos XfLY},j formam um
conjunto linearmente independente, para ¢ = 1,...,n. Para isso, sejam z,...,x,
varidveis e considere o sistema linear xlXa—l—ngg +---+2,X} = 0. Note que a matriz
associada a esse sistema ¢ uma matriz de Vandermonde (a menos de permutagao de

linhas), cujo determinante é []._ (¢" — €°) que é nao nulo. Por este motivo, o sistema

r<s
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inicial possui apenas a solugao trivial x;1 = .-+ = x, = 0. Em virtude de Y} ser
inversivel, decorre que xlXaY},j +--+ anngj = 0 implica z; = --- = x,, = 0. Segue
que para todo ¢ = 1,...,n, o conjunto X;Y})j é LI. Desse modo, para¢,7 =1,...,n, 0s

elementos X;Y})j formam um conjunto LI. Uma vez que temos n? elementos desse tipo,
decorre que M, (F) = <X2ij i, j=1,...,n).
Agora, para qualquer ¢ € G, com g = (a',0’) e i,j = 1,...,n, definamos o

seguinte subespaco
Rg = <le1ij>

Afirmamos que M, (F) = R = @4ecRy ¢ uma G-graduacgao. De fato, pelo que vimos
anteriormente, temos R = @yeqlly. Além disso, notando que XY, = €Y, X,, obtemos
XéyijlllcYbl _ elekaijrl.

Assim, se g = (a’,b7) e h = (a*, V'), teremos A,A;, C Ag,. Chamamos uma
G-graduacao desse tipo de e-graduacao.

Consideremos agora a algebra UT(n,n). Para cada g € G, defina o conjunto

a B
A, = co, B,y € Ry . (3.1)

0 ~
Entao UT(n,n) = ®gecAy ¢ uma G-graduacao. Além disso, como Ry = (E), temos
dim A; = 3.
Agora observe que se n > 4, a G-graduacao considerada nao é elementar pois, caso
contrario, teriamos F; € A1, 1 =1,...,n, o que contradiz o fato de que dim A; = 3.
Diante das consideracoes anteriores, vemos que existem graduacoes de grupo em
uma algebra do tipo UT(dy, . . ., d,,) ndo elementares. Posteriormente, iremos classificar

as graduacoes desta algebra.

Observagao 3.1.3 Sejam V e W F-dlgebras (ou apenas F-espagos vetoriais) com
subespacos Vi e Wy, respectivamente. Decorre da propriedade universal do produto
tensorial que existe uma transfarmacao linear T : Vi @ W1 — V ® W que satis-
faz T(vy @ wy) = v @ wy, onde vy € Vi e wy € Wi. E claro que T ¢ injetora e,
portanto, Vi @ Wy estd imerso em V @ W. Devido a isso, denotamos o subespaco

<vi®wjzvi€V1,wj€W2> deV®Wp0rV1®W1
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Observacao 3.1.4 Sejam G um grupo abeliano e S, T dois subgrupos de G.
Se A = Bye5As € B = @yer By sao uma S-graduacao e T-graduacao, respectivamente,
entao C' = A® B € uma dlgebra G-graduada, onde as componentes dessa G-graduacao
5G40 do tipo Cy = @g—g(As@By) e Supp(C') é um subgrupo de ST. Em particular, pode-
mos graduar C com uma (S x T)-graduacao se A for S-graduada e B for T-graduada.

3.2 Sobre as Graduacgoes de Grupo na Algebra M, (F)

Para a fluidez do presente capitulo, precisaremos nos remeter ao problema de
classificagao as graduagoes de grupo na élgebra de matrizes M, (F'). Tal problema
foi parcialmente respondido no ano de 2002 por Bahturin e Zaicev em [AM1]. Neste
artigo, foram classificadas as graduagoes de M,,(F"), supondo o grupo G finito e o corpo
F algebricamente fechado e de caracteristica zero. Como resultado principal do artigo
supracitado, tem-se que a algebra M, (F') é isomorfa, como algebra G-graduada, a um
produto tensorial M,(F)® M,(F'), onde M,(F') tem uma graduacao fina e M,(F) tem
uma graduacao elementar.

Nesta secao, nao é de nosso interesse apresentar as demonstragoes dos resultados

que serao apresentados, mas aplica-los na préxima secao.

Definicao 3.2.1 Sejam R uma dlgebra e G um grupo. Dizemos que uma G-graduacao
R = ®yecRy € fina se dim Ry, < 1, para todo g € G.

Teorema 3.2.2 Sejam G um grupo finito, F' um corpo algebricamente fechado e
M, (F) = @4ecRy uma G-graduagao na dlgebra de matrizes. Entao, existem uma
decomposi¢ao n = tq, um subgrupo H de G e uma q-upla (g1,...,9,) € G tal que
M, (F) ¢ isomorfa a M(F) ® M,(F) como dlgebra G-graduada, onde M,(F) é uma
dlgebra H-graduada com uma graduacao fina e My (F) tem uma graduagdao elementar

definida por (g1, - .., 4q)-

Demonstracao: Pode ser encontrada em |BSZ]. [

Definicao 3.2.3 Uma dlgebra R = ®yca Ry G-graduada é chamada de dlgebra gradu-

ada de diwisao se qualquer elemento homogéneo e nao nulo de R é inversivel.

O teorema abaixo classifica as graduagoes abelianas finas na algebra M, (F).
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Teorema 3.2.4 Sejam F um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero, G
um grupo abeliano e M,(F) = R = @ ecR, uma G-graduagao na dlgebra de matrizes,
onde dim Ry, < 1, para qualquer g € G. Entao H = Supp(R) é um subgrupo de G, H =
Hyx-xHy, Hi ~ 7y, XZy,, 1 =1,...,k e R é isomorfa a M, (F)®---@M,, (F) como
dlgebra H-graduada, onde M, (F) é uma dlgebra H;-graduada com uma €;-graduagao.

Em particular, M, (F) é uma dlgebra graduada de divisao.

Demonstracao: Pode ser encontrada em [BSZ]. |

3.3 Graduagoes Abelianas e Finitas em UT'(dy,...,d,,)

Antes de passarmos a classificacao das graduagoes sobre UT'(dy, . . ., d,,), expore-
mos alguns resultados que se revelarao importantes para os nossos objetivos. De inicio,

apresentamos os seguintes resultados.

Teorema 3.3.1 (Wedderburn-Malcev) Sejam R uma F-dlgebra de dimensao fi-
nita, onde F é um corpo de caracteristica zero, e J(R) o radical de Jacobson de R.

Entao existe uma subdlgebra B de R semissimples maximal tal que
R =B+ J(R).

Além disso, se B e B’ sao subdlgebras semissimples tais que R = B+J(R) = B'+J(R),
entao existe v € J(R) tal que B' = (1 + z)B(1 + x)~'.

Demonstracao: Pode ser encontrada na pagina 71 de [GZ]. |

Lema 3.3.2 Seja R = ©yec Ry uma dlgebra de dimensao finita sobre um corpo alge-
bricamente fechado de caracteristica zero graduada por um grupo abeliano e finito G.
Entao o radical de Jacobson, J = J(R), € homogéneo e erxiste uma subdlgebra C' de R
semissimples e homogénea na G-graduacao tal que R = C+ J. Além disso, C' pode ser
decomposta como uma soma direta C' = Cy, @ --- ® C, de ideais graduados e qualquer

C; € uma dlgebra simples G-graduada.

Demonstragao: Do Exemplo 1.8.6, ji sabemos que J é G-graduado. Em [T| foi
provado que existe uma subalgebra semissimples maximal C' C R tal que @(0) =C.
Assim C' é homogénea e R = C'+ J. Mas C é soma direta de ideais simples como
algebra nao-graduada, isto é, C' = By & --- & Bx. Note que G age sobre conjunto
{Bi,...,B}. E claro que qualquer



Cap. 3- Graduagoes Abelianas e Finitas em UT(dy,...,d,,) 64

¢ um ideal de C. Por outro lado, 7; é um ideal minimal (no conjunto dos ideais G-
invariantes) de C' estével por @'—agf)es. Assim, T; é simples (como ideal G-graduado) e

G-graduado. Claramente C' é soma dos 7;’s, o que encerra a demonstracao. |

Lema 3.3.3 Seja R uma dlgebra sobre um corpo F' com elemento neutro E e seja C
uma subdlgebra de R isomorfa a dlgebra M, (F). Se E;;, i,j =1,...,n sao as matrizes
unitdrias de C e E = Ey1+ -+ Enp, entao R=CD ~C ® D ~ M,(D) onde D € o

centralizador de C' em R.

Demonstracao: Ver Lema 3.11 de [SK]. |

Lema 3.3.4 Sejam A uma dlgebra de dimensao finita sobre um corpo F algebricamente
fechado, J o radical de Jacobson de A e A= A+ J, onde Ass = A1 B --- D A, com
A; ~ Mgy, (F), para todoi =1,...,n. Se para algum m < n, tivermos A1 JAy ... JA,, #

0, entao A contém uma subdlgebra isomorfa a UT(dy, ..., dy,).

Demonstracao: Pode ser encontrada na pagina 197 de [GZ]. |

Lema 3.3.5 Sejam A e B duas F-dlgebras de dimensao finita e unitdrias e suponha
que A seja uma dlgebra central e simples. Entao I é um ideal da dlgebra B se, e
somente se, A® I é um ideal de A ® B. Mais ainda, todo ideal W de A ® B tem a

forma A® I, onde I € um ideal de B e a correspondéncia [ — A® I € biunivoca.

Demonstracao: Pode ser encontrada na pagina 75 de |B]. |

Um fato que sera de nosso interesse posteriormente e que segue como consequéncia

do lema acima é o seguinte resultado:

Corolario 3.3.6 Sejam A e B duas F-dlgebras de dimensao finita e unitdrias e supo-

nha que A seja uma dlgebra central e simples. Entao J(A® B) = A® J(B).

Demonstracao: A inclusao A® J(B) C J(A ® B) segue como consequéncia do fato
de A® J(B) ser um ideal nilpotente de A® B e J(A® B) ser o maior ideal nilpotente
de A® B.

Agora provaremos que J(A® B) C A® J(B). Levando em conta que J(A® B) é
um ideal de A® B, pelo lema anterior, existe U ideal de B tal que J(A® B) = A®U.
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Afirmamos que U é nilpotente. De fato, seja n € N tal que J(A ® B)" = 0 e tomemos
Uy, Uz, . . ., U, € U elementos arbitrarios em U. Desde que 1®uy,...,1®u, € J(ARB),
temos 1® (uqus . .. u,) = 0 e, assim, ujus . .. u, = 0. Devido a arbitrariedade na escolha
dos u;’s, segue que U™ = 0. Neste caso, devemos ter U C J(B). Por outro lado, como
A® J(B) C JILA® B) = A® U, decorre que dimJ(B) < dimU. Assim, temos
U=J(B)edai J(A® B) = A® J(B).

Lema 3.3.7 Seja B um F'-dlgebra e suponha que existam inteiros p e t tais que
B ~ M,(F) ® M{(F). Entao existem subdlgebras A e C' de B tais que A ~ My(F),
C~ M(F) eAcCCp(C). Além disso, AC € uma subdlgebra de B e B = AC.

Demonstracao: Seja ¢ : M,(F) ® M(F) — B um isomorfismo de algebras. Se-
jam X = M,(F)® {1} e Y = {1} ® My(F). Note que X e Y sao subalgebras de
M, (F) @ M(F). Além disso, é facil ver que X C Chy (r)on,(7)(Y) € consequentemente
XY é uma subélgebra de M,(F') ® M;(F). Dai é claro que M,(F)® M;(F) = XY.
Logo, sendo A = ¢(X) e C' = ¢(Y'), decorre que A C Cp(C), que AC' é uma subalgebra
de B e que B = AC. Ademais, ¢ claro que A ~ M,(F) e C ~ M,(F). [

Com os resultados supracitados, estamos em condicoes de enunciar e demonstrar

o resultado principal desse capitulo.

Teorema 3.3.8 Sejam G um grupo abeliano e finito e R = UT(dy,...,d,) a dlge-
bra das matrizes triangulares em blocos sobre um corpo F algebricamente fechado de
caracteristica zero e suponha que R = DyecRRy seja uma G-graduagao. Entao exis-
tem uma decomposicio di = tpy,...,d, = tp,, um subgrupo H de G e uma n-upla
(91,---59n) € G", onde n = py + -+ + pm, tais que UT(dy,...,d,) € isomorfa a
M(F) @ UT(p1,...,pm) como dlgebra G-graduada, onde M,(F') é uma dlgebra H -
graduada com uma H-graducao fina e UT (py, ..., pm) tem uma graduagio elementar

em relacao a n-upla (g1, ..., gn)-

Demonstragao: Sejam J o radical de Jacobson de R = UT(dy,...,d,) e x € G
um caracter irredutivel de G. Como x(J) = J, segue-se que J é homogéneo na G-
graduacao. Ao mesmo tempo, pelo Lema 3.3.2, tem-se que R possui subalgebra B
semissimples maximal e homogénea na graduacao tal que R = B + .J. Pelo Exemplo

3.1.2 e pelo Teorema 3.3.1, B é isomorfa a By @ - -+ @ B,,, onde B; ~ M, (F).
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Afirmamos que G age sobre o conjunto {By,..., B}, isto é, para todo y € @,
tem-se x(B;) € {Bi,...,Bn}, para todo i = 1,...,m. De fato, fixado i = 1,...,m,
notando que qualquer x € G satisfaz X(B) = B (pois B é homogéneo na graduagao) e
que o operador x preserva ideais simples de B, temos que x(B;) é um ideal simples de
B, e assim, x(B;) € {Bi,...,Bn}.

Sendo o € 5,,, com o diferente da permutacao identidade, verifica-se que
L] BljBQJBm%O
L Bo-(]_)JBO-(Q) . JBU(m) =0. .

Diante disso, devemos ter 0 # x(B1JBs...JB,,) = x(B1)x(J)x(B2) ... x(J)x(Bm) =
X(B1)Jx(B2) ... Jx(By). Deste fato segue que x(B;) = B;, para todo ¢ = 1,...,m
e assim cada B; é uma subalgebra G-graduada. Aplicando o Teorema 3.2.2, para
cada i = 1,...,m, temos B; ~ M, (F) ® M,;,(F), onde M,,(F) tem uma graduagao
elementar, M, (F) tem uma graduagdo fina e d; = p;t;. No que se segue, provaremos
que todas as algebras M, (F) sao isomorfas.

Sejam O = M, (F),...,C™ = M, (F). Afirmamos que se M C R é um C®-
submodulo a esquerda (ou a direita) nao trivial e homogéneo de R, entdo dim M >
dim C®. De fato, se u € M é um elemento homogéneo, CVu # 0 implica em z,u # 0,
para todo z, € Cy), xry # 0, pois do Teorema 3.2.4, C® & uma algebra graduada
de divisao. Por outro lado, w,u pertence a componentes homogéneas distintas de
M, para cada g € G. Assim, sendo 8 = {vy,vs, ... ,vtzz} uma base de C® formada
por elementos homogéneos de graus distintos, segue-se que {vju, vou, . .. >Utgu} é um
conjunto linearmente independente em M. Segue dai que dim M > dim C'®,

De acordo como o lema 3.3.7, é possivel escrever B; = ADC® onde AW e CO
sdo subalgebras de B; e AY ~ M, (F), C® ~ M, (F) e AY C Cp,(CY). Fixemos
inicialmente as algebras CM e C?.

Se e, € AW ey € A® s30 idempotentes minimais (ou seja, matrizes diagonais
unitarias), tem-se que posto(e;) = t1 e posto(es) = t2 em R e assim temos dim e; Rey =
posto(ey)posto(ey) = tity. Por outro lado, considerando o CM-modulo a esquerda

M = CWe; Re, e notando que e; centraliza C(V, segue que

2 = dim C < dim CWe, Rey = dim e, O Rey < dim ey Rey = tity.
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Consequentemente, temos to > t;. Analogamente, trabalhando com o C@_modulo
a direita M’ = €1R620(2), por simetria, também obteremos t; > 15 e dai t; = ts.

Portanto,

dime; Rey = t] = t5. (3.2)

Pelo Exemplo 1.2.10, sabemos por que e; Res é um subespago graduado de R. Assim,
fixado X715 € e; Res nao nulo e homogéneo, segue que M = COX,02 ¢ homogéneo e

¢ um CM-modulo a esquerda. Além disso, note que M C e;Res. Assim devemos ter
dim CW < dim CW X, < dim M < dim e Rey = dim CW.

Dai dim M = dim CM Xy, e, como CW X, C M, segue-se a igualdade CM X, = M.
Analogamente, observando que M é um C®-modulo a direita, concluimos que M =

X1,C?. Logo,

T=CWX;, = X,C9, (3.3)

Sejam H; = Supp(CM) e Hy = Supp(C®). Afirmamos que Supp(T) = gH, =
gH,, onde g = deg X15. De fato, como T' = CY X5, um elemento homogéneo de T
deve ter grau gh, para algum hy € H;j e, assim, Supp(T) C gH;. Por outro lado,
sendo hy € Hy, existe P € CW, com P # 0, tal que hy = deg P. Assim, PXyy € T,
PXi5 # 0 (pois P é inversivel) e ghy = deg PX12 € Supp(T). Dai gH; = Supp(T).
Analisando a outra igualdade para T', também obtemos Supp(T) = gHs. Por este
motivo, temos Hy; = Hy. Ao mesmo tempo, pela igualdade 3.3, segue que para cada

elemento homogéneo a € C,gl), existe algum b, € C® tal que

CLX12 = Xlgba. (34)
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A afirmacdo agora é de que b, é homogéneo em C® e degb, = dega = h. Com efeito,
sendo a homogéneo, claramente aX;2 é homogéneo (pois é produto de homogéneos)
e degaXis = (dega)g. Mas, como aXq12 = Xiob,, segue-se que Xi2b, ¢ homogéneo e
deg X120, = degaXis. Supondo por contradicao que b, nao seja homogéneo, existem
t>1e hy,he,...,hy € G tais que b, = xp, + Tp, + -+ + Tp,, com 0 # x;, € C}(j)
(note que zj, é inversivel), para todo i = 1,...,t. Assim, temos que Xjoxp, # 0, para

1 =1,...,t. Dai resulta que
Xioby = Xio(xpy, +xpy + -+ -+ p,) = Xiowp, + Xioxp, + -+ + Xioxp, € @2:1 Ryp,

nao é homogéneo, o que é uma contradicao. Assim b, é homogéneo e, como aXiy =
X12b,, decorre que gdega = gdegb,. Desse modo, obtemos degb, = dega = h.

Agora afirmamos que o elemento b, é tnico. Com efeito, seja b, € C® tal que
aXy2 = Xiob,. Neste caso, temos dega = degb, e assim b, — b, & homogéneo em
c® (que é uma &lgebra graduada de divisao). Se b, # E, a igualdade X320, = X190,
implicaria X7, = 0, o que ¢ uma contradigao. Por este motivo, segue que by = by, O
que garante a unicidade referida.

Motivados pela constatacao acima, inferimos que esta bem definida a aplicagao

o CO 5 @
a > pa)=Db,
Afirmamos que 15 é um isomorfismo G-graduado de algebras. De fato, sendo a,a; €

CWM e X € F, note que:
(i) (a+a1) X1y = aXiy + a1 X1y = Xipp1a(a) + Xiar2(a1) = Xia(p12(a) + 1a(a)).
(i) (Aa)Xis = A(aX12) = M Xiap12(a)) = X1a(Apra(a)).
(ii)) (aa1) X1z = a(a1X12) = a(Xi2p12(a1)) = (aX12)@12(a1) = X1ap1a(a)prz(ar).

De (i), (ii) e (iii), respectivamente, decorre que @12(a+ai) = @12(a)+@i2(ar), p12(Aa) =
Ap1a(a) e pia(aar) = p1a(a)pia(ar). Além disso, se ¢12(a) = 0, segue que a = 0. Assim,
12 € um homomorfismo injetor de algebras e, como t; = t5, concluimos que 15 é um
isomorfismo de algebras. Pelo que ja foi visto, ¢12 é claramente G-graduado.

Por uma construcao analoga a anterior, escolnemos Xos, ..., X,,_1,, € provamos

que H, = -+ = H,,, onde H; = Supp(CY), para j = 1,...,m. Pelo mesmo raciocinio,
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construimos, para cada k£ = 2,...,m, um isomorfismo de A&lgebras
ek : CE D — C®) que ¢ G-graduado. Assim, CW, ... C™ sio isomorfas como
algebras Hi-graduadas e também t; = --- =1, = 1.
Observando que e; ResRes . .. e,_1Re,, # 0, é possivel escolher Xio, ..., Xp_1m
satisfazendo
X19Xo3... Xp1m # 0. (3.5)
Vamos denotar por ¢;, i = 1,...,m, o isomorfismo G-graduado ¢; : CV — C®

definido por ¢; = @_1); 0 ... 0 P23 0 Y12. Nesse contexto, seja
C={z+px) + -+ pn(x) 2 CV},

Afirmamos que C é uma subélgebra homogénea de R. E facil ver que C é um subespaco
de R e C' & homogéneo. Resta provar que C é fechado em relagao a multiplicacao. Para

isso, considere a, f € C. Assim, devem existir 2,y € CV tais que

a=z+ @)+ +on(®)eB=y+p(y)+ -+ om(y).

Além disso, levando em conta que CVCW) = 0 parad,j € {1,...,m}, com i # j,

temos

aff = xy + @a(ry) + - + om(zY).

Como zy € CW, devemos ter aff € C, o que justifica a afirmacdo. Além disso, a

aplicacao

p: CH — C
o o(@) =z + ) + -+ o)
é um isomorfismo de algebras. Assim C' ~ M;(F) e, portanto, C' é uma subalgebra
simples de R.
Seja D o centralizador de C' em R. Pelo Lema 3.3.3, devemos ter R = C'D =~
C'®D, onde D é uma subéalgebra graduada. Provaremos agora que D ~ UT (p1, ..., pm)
e que a graduagao em D é elementar. Inicialmente, afirmamos que a componente

semissimples de D é
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A A ... AlM) ~ M, @ - ®M,,.

Inicialmente, observe que A® C D, para todo i = 1,...,m. De fato, sejam
y; € AV eT € C. Note que T = x + @2(x) + - - + (), para algum z € CY. Assim,

devemos ter

YT = Yi(x+pa(r)+- - +om(z)) = vipi(r) = @i(2)yi = (T+02(2)+ -+ ()Y = Ty;.

Dai A® C D, para todoi = 1,...,m e assim AV @ A® @ ...¢ A™ c D. Logo,
segue-se que S = AV @ AP @ ... AM 4 J(D) C D e é facil ver que S é uma
subalgebra de D (pois é soma de uma subalgebra com um ideal de D). Provaremos

que S = D. Para tanto, note que

COD~R=B1©®©B& @B, +J(R)~
(AleCh o (A2aCH)d (A" C™) +J(R) ~ (Ao A2® - A™) @ C + J(R).

CS=CxA'eoA2d - 0A"+JD)=Cx(A'0A2® - -9 A™) +C® J(D).

Notando que J(R) ~ J(C ® D) e usando o fato de que C' é simples, pelo Corolario
3.3.5, segue que J(R) ~ J(C® D) = C ® J(D). Portando C ® D = C ® S e como
S C D, decorre que D = S = A ® A2 @ --- ® A™ + J(D). Neste caso segue que a
componente semissimples de D é A' ® A2 @ --- @ A™, como haviamos afirmado.

Da forma que escolhemos Xio, Xo3,..., Xpm—1m € @2,...,0m, devemos ter
Xik—1%x € D, para cada k = 1,...,m. De fato, um elemento tipico de C' tem a forma

T+ (1) + -+ (), onde z € CV. Assim, para qualquer k = 2,...,m, tem-se

Xp-nr(® +@2(x) + - + om(2) = Xg—nrpn(z) =
Xb-1)kPr—1,k(Pr—2k-10-0012(x)) = (Pr-1,k—20" - 0P12(2)) Xk—1)k = Lr—1(2) X (k—1)1

(4 @a(x) + - 4 om(2) Xp—1)k = Pr—1(2) Xh—1)k

Logo, para todo & = 1,...,m, segue-se que X_1x» € D. Mais ainda, ocorre que
Xa—1r € J(D), para cada k = 2,...,m. De fato, desde que cada Xy_1)x € D,

existem a; € AM, ... a,, € A™ ey e J(D) tais que
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Xk—typ =a1 +ag+ -+ an+y.
Dai segue que
Xik—1)k = ex—1 X -1k = ex—1yer € J(D).

Portanto, denotando J(D) por I, do fato de que X12Xs3... X(_1)m # 0, con-
cluimos que I™~! # 0. Além disso, desde que Ay,...,A,, sao algebras unitarias e a

soma de suas unidades é igual a unidade de R, temos
ATA% [ TA™ 0.

Pelo Lema 3.3.4, decorre que D contém uma subalgebra isomorfa a UT(p1, ..., pm)-
Mas, observando a igualdade dim My(F) @ UT(p1,...,pm) = dimR = dimC ® D,
segue-se que dimD = dimUT (py,...,pm) e, assim, D ~ UT(py,...,pm). Por fim,
pela construcao realizada, veja que todas as algebras Ay, ..., A,, tém uma graduacao
elementar. Em particular, as matrizes Ei1,..., E,, (onde n = p;1 + -+ + py,) de D
sao homogéneas. Concluimos do lema 1 de |ZS] que a graduagdo de UT(py,...,pm) é

elementar, o que completa a demonstragao.
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