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Resumo

E notéria a importancia das isometrias, tanto para o desenvolvimento da Matemaética
quanto para o estudo de outras areas do conhecimento. As transformagdes geométricas, prin-
cipalmente as rotacdes e reflexdes, de um modo geral, podem ser utilizadas, por exemplo,
nas Artes Plasticas para produzir determinados efeitos artisticos. Em nosso trabalho procu-
ramos explorar as isometrias do plano, sob o ponto de vista teérico, onde apresentamos suas
propriedades e classificacdo, e sob o ponto de vista pratico, expondo uma série de ativida-
des e problemas de Geometria Plana, a serem solucionados empregando-se as propriedades
dessas transformacdes, bem como utilizando-se como recurso o software GeoGebra. Além
disso, buscamos evidenciar a importincia das isometrias tanto na apresentagdo de superfi-
cies isométricas ao plano quanto na caracterizacdo do Conjunto dos Numeros Reais como

um espago métrico, que completa o Conjunto dos Nuimeros Racionais.

Palavras-Chaves: Isometrias do Plano. GeoGebra. Conjunto dos Nimeros Reais.

Vil



Abstract

It is notorious the importance of isometries, both for the development of mathematics
and to the study of other areas of knowledge. The geometric transformation, especially ro-
tations and reflections, in general, may be used, for example, in the arts to produce certain
artistic effects. In our work we seek to explore the isometries of the plan, from the theoretical
point of view, where we present their properties and classification, and from a practical point
of view, exposing a series of activities and plane geometry problems to be solved if using
them properties of these transformations, as well as using as resource GeoGebra software.
In addition, we seek to highlight the importance of isometries in both the presentation surfa-
ces isometric to the plane as the characterization of the Real Numbers set as a metric space,

which completes the set of Rational Numbers.

Keywords: Isometries Plan. GeoGebra. Set of Real Numbers.
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Capitulo 1

Introducao

Nos dias atuais, € impossivel ndo perceber a importancia da Matemadtica em relagdo
aos varios campos da atividade humana. As aplicacdes da Matemadtica para o desenvolvi-
mento da sociedade vem aumentando constantemente. Dai, a necessidade de se ter uma base
matemadtica consistente, j4 na Educagdo Basica.

Assim, os temas mateméticos devem ser abordados em sala de aula, de modo que os
alunos obtenham um aprendizado mais significativo. No entanto, o que se vé atualmente é
um crescente descontentamento em relagdo a Matematica por parte desses alunos, que nao
veem importancia alguma em se estudar conceitos matematicos sem utilidade pratica. A
forma como o conteudo € apresentado nos livros didaticos e também por muitos professores
contribui para este cendrio que estamos vivenciando no ensino de Matemdtica. E o que vem
ocorrendo no caso das transformacgdes geométricas. Infelizmente, a maioria dos autores de
livros didaticos, tanto do Ensino Fundamental quanto do ensino Médio, parecem nao dar
tanta importancia a esse tema, pois 0 mesmo, quando € exposto, se da forma breve, em geral,
sem ligacdo alguma com o cotidiano dos alunos.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) (1998, p.51), o estudo das
transformacdo geométricas € de grande importancia e deve propiciar o desenvolvimento de
muitas habilidades por parte dos alunos, como por exemplo, a percepcao espacial e a relacao
de congruéncia entre figuras.

Além disso, o estudo mais aprofundado dessas transformacdes possibilita sua apli-
cacdo na resoluc@o de diversos problemas, tanto praticos como tedricos, nao somente da
Matematica, mas também de outras dreas do conhecimento, que deve ser um dos objetivos
do ensino de Matemadtica, conforme estabelecem os PCN' (2000, p-42).

Destacamos ainda que o ensino de Matemdtica, principalmente na Educacio Bésica,
vem se tornando cada vez mais desafiador. E cada vez mais frequente a utilizacio de recur-
sos computacionais, como os softwares de geometria dinamica, para ndo somente tornar as

aulas mais atrativas, mas sobretudo para que os alunos consigam compreender 0s conceitos

"Veja [20].



e sintam-se motivados a investigar e aprofundar seus conhecimentos. Sem divida alguma,
esses recursos podem contribuir para o estudo das transformacdes geométricas.

A nogdo de isometria, um tipo de transformacdo geométrica, é de grande importancia,
tanto do ponto de vista tedrico como pratico. Além de permitir uma melhor compreensao de
alguns objetos matematicos, as isometrias propiciam uma aproximac¢ao da Matematica com
outras dreas do conhecimento, favorecendo a interdisciplinaridade.

Em nossa pesquisa, pretendemos desenvolver o tema isometrias, levando-se em consi-
deragdo sua aplicacdo em problemas préticos e tedricos, promovendo, com auxilio do soft-
ware GeoGebra, algumas atividades em que os alunos sejam levados a trabalhar tanto a parte

lddica quanto tedrica.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

Fazer um estudo das isometrias sob o ponto de vista tedrico, apresentando as isometrias
do plano e algumas superficies isométricas ao plano, além de mostrar sua importancia em
relacdo ao Conjunto dos Numeros Reais, e pratico, aplicando as isometrias na resolugdo de
problemas de Geometria Plana e apresentando algumas atividades para serem realizadas com
auxilio do software Geogebra.

1.1.2 Objetivos Especificos

e Caracterizar e classificar as isometrias do plano.

e Utilizar as isometrias no plano para solucionar problemas de Geometria Plana.

e Desenvolver algumas atividades praticas e tedricas relacionadas as isometrias do plano.
e Utilizar o software GeoGebra como ferramenta para auxiliar no ensino de isometria.
e Motivar a abordagem do tema no Ensino Basico.

e Apresentar algumas superficies isométricas ao plano.

e Compreender a no¢do de isometria entre espacos métricos, bem como apresentar uma

caracterizacdo da reta real por meio de isometrias.

1.2 Organizacao

Este trabalho estd organizado da seguinte forma:



Capitulo 1: € o capitulo atual, que contém esta Introdugao.

Capitulo 2: € nesse capitulo que apresentamos as isometrias do plano, suas principais

propriedades e classificagdo.

Capitulo 3: apresentamos algumas atividades tedricas e praticas, fazendo uma aborda-

gem voltada para o Ensino Basico.

Capitulo 4: contém a teoria sobre curvas e superficies, utilizadas na apresentacdo de

duas supeficies isométricas ao plano.

Capitulo 5: nesse capitulo, apresentamos a teoria sobre espacos métricos, que possibi-

lite uma caracteriacdo da reta real por meio de isometrias.
Capitulo 6: contém nossas consideragdes finais sobre a pesquisa desenvolvida.
Referéncias Bibliograficas.

Apéndice A: contém alguns comentdrios sobre as atividades propostas no Capitulo 3

e também algumas solu¢des ou sugestdes de respostas para os problemas propostos.



Capitulo 2
Isometrias no Plano

No presente capitulo estudaremos algumas transformac¢des geométricas no plano, mais
especificamente, as isometrias. O estudo das isometrias € de grande importancia na Matema-
tica. Na Educacgdo Basica, a noc@o de isometria comeca a ser explorada a partir dos ultimos
anos do Ensino Fundamental. Neste capitulo, apresentaremos todas as isometrias do plano e

suas principais propriedades.

2.1 Transformacoes no Plano

Quando lidamos com isometrias no plano estamos tratando de um tipo especial de

transformacdo no plano, como veremos a seguir.

Definicao 2.1 Seja 11 um plano. Uma transformacdo T em 11 é uma aplicacdo T : 11 — 11
que faz corresponder a cada ponto x € 11 um ponto y = T'(x) € II. O ponto T (x) chama-se

a imagem de x por T..

Exemplo 1 (Projecao ortogonal sobre uma reta) Sejam Il um plano e r C 11 uma reta. A
projecdo ortogonal sobre r é a aplicagdo Proj, : 11 — 11 que faz corresponder a cada ponto
x € Il 0 ponto y = Proj,.(x), intersecdo da reta r com a reta perpendicular a r e que passa

por .

Figura 2.1: Projecdo ortogonal sobre uma reta.

Note que, de fato, essa aplicac¢do estd bem definida, pois qualquer que seja o ponto x € 11

existe sempre uma unica reta contida em 11 que contém x e é perpendicular a r. A



Definicao 2.2 Dados um plano 11 e uma figura F C 11, a imagem de F por uma transfor-
magdo T : 11 — 11 € o conjunto

T(F) = {T(x); = € F}.

2.1.1 Isometria

De agora em diante, consideremos 11 um plano do espago euclidiano, em que foi fixada

uma unidade de comprimento. Isto nos permite apresentar a seguinte defini¢do '.
Definicao 2.3 (Funcao distancia) Uma funcado distincia em 11 é uma funcdo

d:TIxIl — R
(z,y) — d(x,y)

que satisfaz os seguintes axiomas:

para quaisquer que sejam z, ¥y, z € 1.

O ntimero real d(x,y) chama-se a distincia entre os pontos = e y ou ainda, o com-
primento do segmento xy. O axioma (D,) é conhecido como desigualdade triangular. A
Figura 2.2 fornece uma interpretacdo geométrica para este axioma nos trés casos possiveis:

ngW,zExyezEW,comz%xy.

z

(¢ %)
x Y
: p (z € zy)
. . . (¢ T ez g ay)
x Y Z

Figura 2.2: Desigualdade triangular.

No Azyz, caso em que z ¢ xy, vale a desigualdade estrita, isto €,

d(z,y) <d(z,z)+d(z,y).

1Veja a referéncia [3].



O mesmo ocorre se x, y € z sdo colineares, com z ¢ zy. Por outro lado, temos
d(z,y) =d(x,2) + d(z,y) < =z € xy.

Escreveremos o par (II, d), se estamos considerando em IT a fungdo distncia d. No
Capitulo 5 veremos que a distincia entre pontos de um conjunto pode ser calculada de diver-

sas formas.

Definicao 2.4 (Isometria) Sejam d e d Sfungoes distancia no plano 11. Uma isometria em 11

é uma aplicacao ¢ : (11, d) — (11, d) tal que

d(z,y) = d(¢(z), o(y)),

para quaisquer que sejam os pontos .,y € 11.

//z./ i o ¢(y)

I ¢(x)

Figura 2.3: Isometria no plano.

Em outras palavras, a definicdo acima nos diz que uma isometria € uma transformacgao
que preserva distancias. Note que d e d denotam distancias em II. Para nossos propositos, é
suficiente considerar d = d. Assim, a partir agora escreveremos simplesmente I1 em vez de
(1L, d).

Um exemplo claro de isometria no plano II € a transformagdo identidade Zd : 11 — 11
definida por Zd(z) = z, para todo z € II. Com efeito,

d(x,y) = d(Zd(zx),Zd(y)),Vz,y € 11

As proposi¢Oes seguintes apresentam as principais propriedades das isometrias no
plano.

Proposicao 2.1 Se ¢ é uma isometria em 11, entdo ¢ é injetiva.
Demonstracao. De fato,
Va,y € I, 6(z) = 6(y) — d(z,y) = d(9(x), 6(y) = 0 —> = — y.
Portanto, ¢ € injetiva. [ |

Como toda isometria € injetiva, geometricamente isso quer dizer que ela transforma

pontos distintos em pontos distintos.

10



Proposicao 2.2 Sejam ¢ uma isometria em 11 e y; = ¢(x1),y2 = ¢(x2), onde 1, x5 € 11
Se © € w119, entdo y = ¢(x) € y1yo.

Demonstracao. Com efeito, temos

T E 11Ty = d(z1,7) + d(x,x2) = d(x1,x2)
= d(d(x1), ¢(x)) + d((2), P(x2)) = d(¢(21), P(22))
= dyr,y) +d(y, 12) = d(y1, 12).

Portanto, y € y1y». [ |

A Proposicao 2.2 diz que toda isometria transforma pontos colineares em pontos coli-
neares e, além disso, mantém a ordenacao entre esses pontos. Portanto, qualquer ponto do
segmento x1z, € transformado, pela isometria ¢, num ponto do segmento y;ys.

Na proposicado seguinte, mostramos que toda isometria transforma retas em retas.

Proposicdo 2.3 Seja ¢ uma isometria em I1. Se r C 11 € uma reta, entdo s = ¢(r) é uma

reta.

Demonstracdo. Dados x; # x2 em r, considere a reta s que passa pelos pontos y; = ¢(x;)
ey = ¢(xs). Seja x € r. Temos trés casos a considerar: x € 129, 1 € TTy € Ty € T1X.
Se = € zyx4, pela Proposicdo 2.2 segue que y = ¢(z) € y19» €, portanto, y € s, ou seja,
®(r) C s. Os demais casos sdo andlogos.

Por outro lado, considere um ponto qualquer y € s. Novamente temos trés casos a
analisar, a saber os casos ¥ € Y12, Y1 € YY2 Ou Y2 € y1y. Suponha que y € y;y- € considere
xr € rNxixs tal que d(x, z5) = d(y, y2). Pela Proposicdo 2.2, segue que ¢(x) € y;y2. Sendo
¢ uma isometria, temos

d(p(x), y2) = d(@(x), ¢(x2)) = d(y, y2)

e, portanto, y = ¢(z). Donde, y € ¢(r), isto é, s C ¢(r). Portanto, s = ¢(r). |

T, s s=o(r
////////P
IT

Figura 2.4: Imagem de uma reta por uma isometria.

Outra propriedade interessante das isometrias é que elas preservam a relacdo de para-
lelelismo entre retas, isto €, uma isometrias transforma retas paralelas em retas paralelas. Da
mesma forma, toda isometria também preserva a relacao de perpendicularismo entre retas,

como veremos logo mais.
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Proposicao 2.4 Seja ¢ uma isometria em 11. Se r1 C 1l e ro C Il sdo retas paralelas, entdo

s1 = ¢(r1) e so = ¢(r2) sdo retas paralelas.

Demonstraciao. Da Proposi¢ao 2.3 temos que s; € So sdo retas. Mostremos que tais retas sao
paralelas. Com efeito, se existisse algum ponto y € s1 N sy, terfamos y = ¢(z1) = ¢(z2),
com xr; € 1 € o € ry. Pela injetividade de ¢ isso acarretaria 1 = z9, 0 que € uma

contradi¢do uma vez que as retas r; e 1y sdo paralelas, por hipdtese. Portanto, s1 || so. W

Assim, as isometrias preservam a relacao de paralelismo entre retas. Da mesma forma,
toda isometria preserva angulos quaisquer no plano.

Para o que segue recomendamos uma breve consulta sobre os casos de congruéncia de
triangulos. Veja [13].

Proposicao 2.5 Toda isometria ¢ : 11 — 11 preserva angulos.

Demonstracdo. Dado yZz, um angulo em II, considere 2’ = ¢(z),y' = ¢(y) e 2/ = ¢(2).
Sendo ¢ uma isometria, temos d(z,y) = d(z',y'),d(x,z) = d(2,2") e d(y,z) = d(y', ).
Logo, pelo caso LLL os tridngulos xyz e x'y’ 2’ sdo congruentes e, portanto, os dngulos yxz
e y/7'z' sdo congruentes. |

Como toda isometria ¢ : II — II preserva distancias e angulos, logo a imagem de um
tridngulo zyz, por ¢, contido em II é um tridngulo z'y’z’, congruente a xyz. Em particular,
toda isometria transforma tridngulo retangulo em tridngulo retangulo.

De forma geral, uma figura F' C II e sua imagem ¢(F) por uma isometria ¢, em I1, sdo

congruentes>.

Observacao 2.1 Toda isometria ¢ : 11 — 11 transforma retas perpendiculares em retas per-
pendiculares. Com efeito, sejam r1, 1o C Il retas perpendiculares. Como ¢ transforma retas

em retas, segue da Proposi¢cdo 2.5 que sy = ¢(r1) e sy = ¢(r2) sdo retas perpendiculares.

Proposi¢io 2.6 Toda isometria ¢ : 11 — 11 € bijetiva e sua inversa ¢=* : II — II é uma

isometria.

Demonstracao. Como toda isometria € injetiva, € suficiente provar que ¢ € sobrejetiva.
Dado um ponto y € II, considere uma reta r; C I, com y & 7. Sendo s; = ¢(r1) uma reta
contida em II devemos ter y € s; ou y € s1. No primeiro caso temos y = ¢(z), para algum
x € r1. Por outro lado, se y ¢ s; existe uma tnica reta s, perpendicular a s; e que passa por
y. Seja {q} = s1 N sy. Dai, como ¢ € sy, existe p € r; tal que ¢ = ¢(p). Além disso, por
p passa uma unica reta ro L r;. Assim, ¢(ry) é uma reta que contém ¢(p) e é perpendicular

a s1. Logo, so = ¢(rq) e, consequentemente, y € ¢(r,). Deste modo, existe x € ry tal que

ZVeja referéncia [1].
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y = ¢(x) e, portanto, ¢ é sobrejetiva. Isto conclui a primeira parte da demonstragdo. Agora,
observe que

d(z,y) = d(¢(6™'(2)), 6(¢7 () = d(¢™" (2), ™" (1)),

quaisquer que sejam z, y € I1. Portanto, ¢! € uma isometria. |

Proposicao 2.7 Se ¢, p : II — Il sdo isometrias, entdo a composta ¢ o ¢ : I — 11 é uma

isometria.

Demonstracao. De fato, note que

d(z,y) = d(e(x), ¢(y)) = d(9((2)), (v (v))),

ou seja, ¢ o ¢ é uma isometria. |

Conhecidas as principais propriedades das isometrias no plano, passemos ao estudo de
cada uma dessas transformacdes.

2.2 As Isometrias do Plano

2.2.1 Translacao

Antes de definirmos translagao recordemos que dados os pontos x, ¥y, z € w em II, os
segmentos orientados zy e zw sdo ditos equipolentes, e denotamos zy = zw, se possuem a
mesma direcdo (sdo paralelos ou colineares), ttm o mesmo sentido € 0 mesmo comprimento.
A relacdo de equipoléncia entre segmentos orientados € uma relacdo de equivaléncia, ou seja,
é reflexiva, simétrica e transitiva. O vetor v’ = zu ¢ definido por

v =z = {xy; xy = 2w}
Dados x, y, z, w € II temos
ﬁ =0 — Ty = zw.

Um fato importante a se destacar € que se zy e zw sdo equipolente e ndo colineares,
entdo o poligono xywz é um paralelogramo e, consequentemente, as diagonais rw € yz se

intersectam nos respectivos pontos médios.

I1

Figura 2.5: Os segmentos zy € zw sdo equipolentes.
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Por outro lado, se as diagonais zw e y; 2z de um quadrildtero xywz intersectam-se nos respec-
tivos pontos médios, entdo rywz € um paralelogramo. Assim, dois segmentos nao colineares
xry e zw sdo equipolentes se, € somente se, 0 ponto médio de xw coincide com o ponto mé-
dio de yz. Para obter mais informacdes sobre segmentos equipolentes, recomendamos a
referéncia [3].

Seja " um vetor contido em II. Para cada z € II, existe um tnico ponto y € II tal que

7 =5

v = ﬁ . Denotaremos y = = + v para dizer que xy.

Definicao 2.5 (Translacao) Seja o um vetor do plano 11. A translacdo, por v, é a trans-
formagdo geométrica T : 11 — 1l definida por

To(z) =2+ 7.

v
te Ty = Tol)

Figura 2.6: Translacdo.

Note que se 77 (z) = y, entdo x + v = Yy, ou ainda, v = 9?y> . Neste caso, dizemos

que o ponto y = T+ (z) foi obtido transladando-se o ponto = pelo vetor 7’ ou ainda, que o

ponto x foi transportado pelo vetor v para o ponto y.

Sendo F C II uma figura, pelas Defini¢des 2.2 e 2.5 temos
T (F)={z+7; z € F}.
Em particular, se ¢ uma reta contida em I1, temos
To(r)={z+7;zer}

Observe que
_>
Tg(x) =2+ 0 =z =Td(z).
Assim, podemos considerar a identidade Zd como uma translagdo, a saber a translagcdo de-
terminada pelo vetor nulo.
Proposicao 2.8 A translacdo T+ é uma isometria.
Demonstracido. Dados x,y € II, considere 1 = T»(x) e y1 = T+ (y). Logo, pela
Defini¢do 2.5 temos z; = x + e =9+ 7, de onde segue-se que

— = — _ _
V=TT =YY — TT1 =YY < TY = T1Y1.
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Portanto,
d(LC, y) = d(xlv yl) = d<7’7(x)7 T?(y)),

ou seja, T € uma isometria. |

Evidentemente, sendo 75 uma isometria, entdo a imagem de uma figura & C II por
T- € uma figura congruente a F.

v

n Y Y
Figura 2.7: O Axzyz é transformado por 73 no Az'y'z'.

Exemplo 2 Seja v #* ? Considere a translacdo T e r C 1l uma reta do plano. Como

T+ € uma isometria, entdo s = T (r) é uma reta. Sejam x e y pontos distintos de r. Se

T || r, entdo os pontos ' = T (x) e yf = Tw(y) pertencem a retar e, portanto, r = T ().

Por outro lado, se v ndo é paralelo d retar, entdo ¥ = T=(x) e yy = T=(y) ndo pertencem
a r. Afirmamos que a reta s = T (r), que passa pelos pontos x' e y/, é paralela a r. Com

efeito, se existisse xo € v s, teriamos
_>
Tﬁ(l‘o) = Tg — 7 =0

e, consequentemente, T = Ld o que é uma contradicdo, pois x',y & r. Portanto, a imagem

de uma reta por uma translagdo T pode ser a prépria reta ou uma reta paralela a ela. A

Proposicao 2.9 Sejam T+ e Ty as translagoes pelos vetores T e, respectivamente. En-
tdo:

i) Tw o Ta = Toyws

i) T5" =T 5.

Demonstracao. (i) De fato, dado = € II temos
(T o Tr) (2) = Ty (T (2)) = T (2))+ 0 = (2 + W)+0 =2 +(V + @) = Ty (2).
(ii) Pelo item (i), segue que
To o T v =Ty =Tg =1d.
Portanto, 7' = T 3. |

As translagOes sdo empregadas na resolugdo de diversos problemas, principalmente os

problemas de constru¢do com régua e compasso. Vejamos alguns exemplos.
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Exemplo 3 Duas cidades z e w estdo separadas por um rio cujas margens sdo retas para-
lelas, digamos r e s. Em que pontos x € 7 e y € s devemos construir uma ponte xy sobre o

rio e perpendicular as margens, de modo a minimizar o percurso entre as duas cidades?

z

rio

Figura 2.8: O problema da ponte.

Inicialmente, observe que as distdncias d; = d(z,x) e dy = d(w,y) devem ser iguais. Com
efeito, sendo d(r, s) constante, pois as margens do rio sdo paralelas, o menor percurso en-
tre z e w serd obtido quando as distancias d, e dy assumirem, cada uma, seu menor valor.

= di+dy .. S
Fazendo d = —5 vemos que dy + dy assume seu valor minimo quando d é minimo, o

que ocorre precisamente quando d, = ds, em consequéncia da Desigualdade das Médias>.
Portanto, os pontos x e y devem estar a uma mesma distancia de z e w, respectivamente.
Vejamos agora como determinar tais pontos. Supondo conhecido o comprimento da ponte
i

vy, considere V' = Ty e a translagdo Tw. Tomando z = Tz (2) temos

2 =T = 22 = 2y,

Dai, como d(z,z) = d(w,y), segue que d(z1,y) = d(w,y). Assim, y € sN1’, onde r' é a

mediatriz de z;w.

Z »
ti 0
2 / T
» x '/ T
i? rio Sl
' S
y/‘
! » w

Figura 2.9: Localizagdo da ponte que interliga as cidades z e w.

O ponto x é a intersegdo da reta t, perpendicular a r passando por y, com a reta r. A

Exemplo 4 Dados, no plano 11, uma circunferéncia C = C(o, ), uma reta r e uma distancia
0 < 6 < 2e vamos inscrever em C uma corda de comprimento 0 e paralela a r. Para tanto,
sejam z,w € r tais que d(z,w) = 6. Considere entdo v = zuf. Ora, C; = T=(C) é uma
circunferéncia de centro oy e raio e. Se d(0,01) = d(z,w) < 2¢, entdo C e Cy tém dois

pontos em comumy e y'.

3Ve:ja referéncia [11].
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Figura 2.10: As cordas inscritas em C tém comprimento J e sdo paralelas a reta r.

Considerando © = T>'(y) e 2’ = T>'(y), obtemos duas cordas de C, zy e x'y/, que
satisfazem as condigdes do problema. Se d(o,01) = 2¢, entdo 2 = § e existe um tinico

ponto, y, comum as circunferéncias C e C. A

2.2.2 Simetria em torno de um Ponto

Para cada ponto p do plano II, indicaremos por x,, 0 simétrico de x em relagdo a p, isto

€, x, € o ponto do plano tal que p € o ponto médio de xx,,.
Definicao 2.6 (Simetria Sp) Seja p € 1. A simetria em torno de p é a transformacdo

S, : I — 11 definida por
p, se x = p;
Sp(z) = {

Ty, se T # p.

Figura 2.11: Simetria S,,.

Assim como a translagdo 7T, a simetria S, é também uma isometria, conforme a

proposi¢do seguinte.

Proposicao 2.10 A simetria S, é uma isometria.

Demonstracdo. Sejam z,y € II. Se x = y, temos S,(z) = S,(y) e daf
d(Sp(x), Sply)) = d(x,y) = 0.

Supondo = # y, temos dois casos a considerar: ou os pontos x,y € p sao colineares ou eles

sd0 ndo colineares. Sejam x, y e p colineares.
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Figura 2.12: Representacdo dos casos x € py e p € xy.

Suponha sem perda de generalidade que = € py. Neste caso, observe que x,, € y,p e dai,

d(zp, yp) = d(p, yp) — d(p, zp) = d(p,y) — d(p,z) = d(z,y).

Donde, d(S,(x),S,(y)) = d(z,y). Observe que se = p o resultado é imediato, pois

d(Sp(x),Sp(y)) = d(p,yp) = d(p,y) = d(z,y).

Consideremos agora o caso em que x, y € p sdo ndo colineares. Neste caso, devemos ter z, y
e p distintos. Sendo p o ponto médio dos segmentos xz, € yyp, segue que d(x, p) = d(x,, p)
e d(y,p) = d(y,,p). Além disso, como os segmentos zz, € yy, concorrem em p, segue que

os angulos zpy e x,py, sdo congruentes por serem opostos pelo vértice.

1 o
Figura 2.13: Os tridngulos xpy € x,py, sdo congruentes (caso LAL).

Logo, pelo caso LAL concluimos que os tridngulos zpy e z,py, sdo congruentes, de onde

obtemos que
d(Sp(), Sply)) = d(xp, yp) = d(x,y).

Portanto, S, € uma isometria. [ |

A simetria S, tem a propriedade de ser igual a sua transformac@o inversa. Para ver

isso, basta notar que dado = € II temos
(SpoSy) (7) =8, (Sp(2))) = Sp(xp) = v = Ld(x)
e, portanto, S, 1=3S,.

Exemplo 5 A imagem de uma reta r C 11 pela simetria S, é uma reta s = S,(r) paralela
a r. De fato, como S, é uma isometria, entdo s = Sp(r) é uma reta. Dados x,y € r, suas
imagens por S, sdo os pontos T,,y, € s, de sorte que os tridngulos xpy e T,py, sdo con-

gruentes, conforme vimos na Proposi¢cdo 2.10.
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Figura 2.14: Imagem da reta r pela simetria S,,.

Dai, concluimos que os dngulos alternos internos pry e pr,y, sdo congruentes e, conse-
pIp
quentemente, as retas r e s sdo paralelas. Portanto, a imagem de uma reta r pela simetria

S, éumareta s = S,(r) || . A

O préximo exemplo apresenta uma aplicacdo de simetria na resolu¢do de problemas
de construcdo com régua e compasso.

Exemplo 6 Sejam r e s duas retas concorrentes no plano 11 e p € 1. Como determinar os
pontos x e y sobre r e s, respectivamente, de forma que p seja o ponto médio de xy? Note
que y = S,(z) € s, ou ainda, x, € s. Além disso, sabemos que a reta r' = S,(r) é paralela

aretarey € r'. Logo, y € r' Ns. Como 1" ndo é paralela a s, segue que {y} =1 N s.

IT
Figura 2.15: O ponto x é a imagem de y = S,(x) pela simetria S,,.

Para obter o ponto x, basta notar que

Assim, x € 7 Nt, onde t € a reta definida pelos pontos p e y. Como y & r, as retas r e t sdo

necessariamente concorrentes e {x} = r Nt. A

2.2.3 Reflexao em Torno de Uma Reta

A reflexdo em torno de uma reta constitui um dos exemplos mais importantes de iso-
metria. Comecemos nossa discussdo observando que para cada x ¢ r existe uma unica
reta s C II que passa por x e € perpendicular a . Logo, existe um tnico y € s tal que
d(y,r) = d(x,r), ou seja, de modo que r seja a mediatriz de xy. Isto motiva a seguinte
defini¢do.
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Defini¢ao 2.7 Dados uma reta r C Il e um ponto x & r, dizemos que o ponto y é simétrico

de x em relagdo a r, e denotamos y = S,(x), se r € a reta mediatriz do segmento xy.

Definicao 2.8 (Reflexdao em torno de uma reta) Seja r C 1l uma reta. A reflexdo em torno
de r é a transformacdo R, : 11 — 1l definida por

T, serecr;

Rol@) = S, (x), sex &r.

Figura 2.16: A Reflexdo R,.

Da mesma forma que a simetria S,, a reflexdo R, tem a propriedade de ser igual a sua
inversa. Com efeito, seja x € II. Se = € r, temos R,.(z) = x. Por outro lado, se x & r, entdo
existe um unico segmento xy C II cuja mediatriz é aretar. Assim, R, (z) = ye R,.(y) = x.
Portanto,

(Rr o Ry) (2) = Ry (Re(2)) = Ru(y) = & = Ld(x).

Logo, R ' =R,.
A proposi¢io seguinte assegura que toda reflexdo em torno de uma reta é uma isome-

tria.
Proposicao 2.11 A reflexdo R, é uma isometria.

Demonstracdo. Dados x,y € II, sejam x; = R.(z) e y3 = R,.(y). Nos casos em que
xr € rouy € re aqueles em que os pontos =, x1,y € y; sdo colineares, o resultado segue
diretamente da definicdo. Excluindo essas possibilidades, temos dois casos a analisar: ou 0s
pontos x e y pertencem a um mesmo semiplano determinado por 7 ou esses pontos pertencem
a semiplanos distintos determinados por r. Suponhamos que z e y pertencem a um mesmo

semiplano determinado por 7.

Y
H p
q
Yy

r

xl H

1

IT

Figura 2.17: Os pontos x e y pertencem ao mesmo semiplano.

Sejam p e ¢ pontos da reta s, determinada pelos pontos y e yi, tais que zp || 7 e x1q || 7.
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Deste modo, d(p,r) = d(q,r) e dai, d(y,p) = d(y1,q). Como d(z,p) = d(x1,q) e, além
disso, os Angulos xpy e x1qy; sdo congruentes, segue pelo caso LAL que os tridngulos zpy

e x1qy; sdo congruentes e, portanto, d(z,y) = d(z1,y1), ou seja,

d(z,y) = d(R.(x), R, (y)).

Consideremos o caso em que z € y pertencem a semiplanos distintos determinados por 7.

Figura 2.18: Os pontos x e y pertecem a semiplanos distintos.

Sejam {p} = rNzy, {q} = rNzx; e {z} = rNyy;. Sendo r a mediatriz dos segmentos zz;
e yy; segue que d(x,p) = d(x1,p) e d(y,p) = d(y1, p). Logo, os tridngulos xzpz; e ypy; sdo
isosceles de bases xx; e yy;, respectivamente. Assim,  coincide com a bissetriz dos angulos
xpxy € ypy; e, consequentemente, m(rpqg) = m(r1pq) e m(ypz) = m(y;pz). Note que os
angulos xpgq e ypz sdo opostos pelo vértice e, dai, m(xpg) = m(ypz). Dessa forma vemos
que os angulos xpx; e ypy; sdo congruentes. Como ypy; € o suplemento de zpy;, segue que

xpx, também é suplemento de xpy; e, portanto, 1, p € y; sdo pontos colineares. Com isso,

temos
d(x,y) = d(z,p) + d(p,y) = d(x1,p) + d(p, y1) = d(21, 1),
ou seja,
d(z,y) = d(R.(x), R.(y))-
Portanto, ‘R, é uma isometria. [ |

Uma outra propriedade interessante das reflexdes € a inversao de orientag@o no plano,
ilustrada na Figura 2.19. Veja que o Azyz foi transformado no Az’z'y’ por meio de uma
reflexdo R,.. Para obter mais informacdes a respeito dessa propriedade das reflexdes, indica-
mos a referéncia [10].

Figura 2.19: Inversao de orientacdo pela reflexdao R.,..
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Exemplo 7 Dados dois pontos x e y, pertencentes a um mesmo semiplano determinado por
uma reta v C 11, vamos determinar o ponto p € r de forma que a distdncia

d(p, ) + d(p,y)

seja a menor possivel. Para tanto, considere ¥’ = R,(x). Afirmamos que {P} = r N z'y.

De fato, se q é um ponto de r distinto de p, entdo os pontos ',y e q sdo ndo colineares.

Figura 2.20: Localiza¢do do ponto p que minimiza o trajeto entre x € .

Aplicando a desigualdade triangular no Ax'qy vem
(2, q) + d(q,y) > d(z',y) = d(z’,p) + d(y, p). (2.1)
Sendo ¥’ = R,(x), entdo a reta r é a mediatriz de xx'. Assim, para p,q € r valem
d(a',p) =d(x,p) e d(z’.q) = d(z,q) (2.2)
De (2.1) e (2.2), segue que
d(x,q) + d(y,q) > d(x,p) + d(y, p),

qualquer que seja q € r, com q # p. Portanto, p é o ponto de intersecdo do segmento 'y

comaretar. A

O Exemplo 7 apresenta uma situacao pratica que consiste em um dos principios basicos
da Optica Geométrica conhecido como 2* Lei da Reflexdo da Luz*.

Figura 2.21: Reflex@o da luz sobre um espelho plano r.

De acordo com esse principio, se um raio de luz proveniente de uma fonte y incide sobre
um ponto o de um espelho plano r e € refletida sobre um ponto x, entdo os angulos de
incidéncia «; e de reflexao o, ttm a mesma medida. Em outras palavras, se um observador
encontra-se no ponto = e deseja visualizar o ponto y através do espelho, entdo ele devera
olhar necessariamente para o ponto o.

“Para obter mais informacdes sobre as Leis da Reflexdo sugerimos a referéncia [15].
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Exemplo 8 Sejam x,y € 11, pontos distintos, e h um comprimento dado. Entdo no conjunto
I' formado por todos os triangulos de altura h e base xy, o tridngulo isésceles é o que
possui o menor perimetro. De fato, considere a reta r C 1l paralela ao segmento xy e tal
que d(x,r) = h. Como o comprimento da base é constante para todos os tridngulos em T,

o problema consiste em determinar um ponto p € r tal que Apxy € T e a distdncia

d(z,p) + d(y, p)

seja minima. Do Exemplo 7 segue que {p} = r N z'y, em que ©’ = R,(x). Veja a Figura
2.22.

I o &
Figura 2.22: O Apxy tem o menor perimetro.

Agora mostraremos que, de fato, o tridngulo pxy assim obtido é isosceles. Com efeito, pela
defini¢do de R, concluimos que o Apxz' € isdsceles de base xx' e dai, m(px'z) = m(pxxy).
Como os dngulos xyp e yTp sdo os respectivos complementos dos angulos px'z e prx’, segue

que m(xyp) = m(yZTp) e, portanto, o tridngulo pxy é isdsceles. A

2.2.4 Rotacao

Antes de definirmos rotagdo, necessitamos da nocdo de angulo orientado. Considere
um angulo zoy no plano II, em que se escolheu as semirretas ox como origem e oy como
extremidade. Neste caso, o dngulo zoy € dito orientado de or para o_y> , € serd denotado por
/(o2,01f). Na Figura 2.23 temos a representacio do angulo /(o2',0y), cuja orientacio
coincide com o sentido anti-horério.

Figura 2.23: Angulo orientado.

Utilizando a notacdo acima, temos
L(o2,0) # £(oy , 0
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uma vez que os angulos 4(07 oy )e 4(0_3} ot ) estdo orientados de oz’ para oy e de oyf para
oz, respectivamente. Observe ainda que os Angulos £ (o', 03f ) e Z(03f , 02 ) sdo replemen-
tares, isto €, a soma de suas medidas € igual a 360°.

Normalmente, considera-se positiva a medida de um angulo orientado no sentido anti-
horério. Se a orientacdo do angulo coincide com o sentido horério, sua medida € negativa.
Esta convengao serd adotada no presente texto.

Dados o = 4((7 , o ) e x € II, indicaremos por (, ) 0 ponto pertencente ao plano
IT tal que

d(z,0) = d(x(oa),0) € a = é(o?,m).

Definicao 2.9 (Rotacdo) Sejamo € Ilea = L(o_z> 0w ). A rotagdo de centro o e dngulo «
é a transformagdo Rot . o) : 11 — 1l definida por

0, se x = 0;

T(oa); S€ T 7 O.

'R,Ot(o’a) (I) =

oa ROth

/

Figura 2.24: A rota¢do Rot (,,q)-
Observe que a rotagdo Rot (,, 1500y coincide com a simetria S,. Com efeito,
0(0,1800) = 0 = S,(0).
Por outro lado, se  # o, entdo 0s pontos x, 0 € (,,1300) $40 colineares e, como
d(x,0) = d(x (01800, 0),
0 € o ponto médio do segmento xx(, 1500). L0OgO, T (0,1800) = S,() €, portanto,
Rot(s,1800) = S,

Assim, a simetria em torno de um ponto pode ser vista como um caso particular de uma

rotacdo. Observe ainda que
ROt(OVQO) = ROt(o,OO) =T7d.

E importante destacar que o sentido de rotacdo de z para T(o,a) € 0 mesmo que de z

para w, visto que

= /(0Z,00) = L(0T , 0% (o) )-

Em outras palavras, isto significa dizer que as bissetrizes dos dngulos 20z, o) € wox coinci-

dem. Demonstraremos esse resultado a seguir.
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Proposicio 2.12 Sejam o € Il e o = 4(0_5, W) Para todo x € 11, os angulos 20x(, o) €
wox tém a mesma bissetriz.

Demonstracao. Para o = 0° ou o = 180° o resultado € imediato. Vamos admitir, sem perda
de generalidade, que « esteja orientado no sentido anti-horario. Inicialmente, consideremos
0° < o < 180°. Sejam r, a bissetriz de wox, p, um ponto qualquer de r, e 2’ = (,q). Se
x & 20z, entdo

m(zop) = m(zow) + m(wop) = m(pox) + m(zxox") = m(pox’).
Por outro lado, se z € zow, temos
m(zop) = m(zow) — m(pow) = m(xoz") — m(xop) = m(pox’).

Donde, r é a bissetriz de zox.

Figura 2.25: Bissetriz dos dngulos 207, o) € wox para 0° < a < 180°.

Agora, suponha 180° < a < 360°. Neste caso, considerando = € zow temos
m(zop) = m(zow) — m(pow) = m(xox’) — m(xop) = m(pox')
e, para & & zow temos
m(zop) = m(zow) — m(pow) = m(xoz") — m(xop) = m(pox’).

Donde, r é a bissetriz de zoz'.

II w *
Figura 2.26: Bissetriz dos dngulos 20z, o) € wox para 180° < ar < 360°.

No caso em que o = 360° o resultado também € imediato. Portanto, em qualquer caso, as

bissetrizes de zoz' e wox coincidem. [ |

Da Proposi¢ao 2.12 temos o seguinte corolério.
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Corolario 2.13 Sejamo € [lea = 4(0_z>, (ﬁ) Para todo x € 11, os angulos 20z e wWox o o)

sdo congruentes.

Demonstracio. De fato, pela Proposicdo 2.12 os angulos 207, ) € wor tém a mesma
bissetriz r. Sejam p € re ' = T(oa)- S€ @ = 0° ou a = 180° o resultado € imediato.

Suponha 0° < « < 180°. Neste caso, se € zow temos
m(zox) = m(zop) — m(zop) = m(pox’) — m(pow) = m(wox’)
e se r ¢ zow, entdo
m(zox) = m(zop) + m(pox) = m(pox") + m(wop) = m(woz').
Consideremos entdo 180° < a < 360°. Para x € zow temos
m(zox) = m(zop) — m(xop) = m(pox’) — m(pow) = m(wox').
Da mesma forma, para x ¢ zow temos
m(zox) = m(zop) + m(pox) = m(pox') + m(wop) = m(woz’).
Portanto, em qualquer caso, os dngulos 20z e wow (o ) sS40 congruentes. |

Com o Corolério 2.13 estamos em condi¢des de provar que toda rotagdo em torno de

um ponto € uma isometria.
Proposicio 2.14 Sejamo € lle a = (02 ,0w). Entdo a rotacdo Rot(o,q) € uma isometria.

Demonstracio. Dados z,y € 11, sejam 2’ = 2, ) € ¥ = Y(0,a). Pelo Coroldrio 2.13 temos

m(xoy) = m(z'oy’). Além disso, da definicdo de Rot(, ) temos
d(z,0) =d(x',0) e d(y,0) =d(y,0).

Logo, pelo caso LAL, os tridangulos ozy e ox’y’ sdo congruentes, de onde concluimos que
d(xz,y) =d(z',y'), ou seja,

d(l‘, y) = d(ROt(o,a) (.I’), ROt(O,Oc) (y)) .

Portanto, a rotagdo Rot, ) € uma isometria. |

Como toda rotagdo em torno de um ponto € uma isometria, entdo rotacionando uma
figura plana F em torno de um ponto, obtém-se uma figura 7’ congruente a 7. Em particular,
a imagem de um segmento zy por uma rotagdo Rot(, ) € um segmento z;y; congruente a
xy e tal que o = Z(x_ﬁ , aTyf ). Esta é uma propriedade que caracteriza todas as rotagdes”.

Dados no plano II um ponto o € uma reta » que ndo passa por o, considere o ponto

p = Proj.(0), isto é, p é a projecdo ortogonal de o sobre 7.
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IT
Figura 2.27: Rota¢do de uma reta r em torno do ponto o.

Para obter a rotagdo de um angulo « da reta r em torno de o, basta tragar a reta r’, perpen-
dicular a op, onde p; € obtido rotacionando-se p em torno de o, isto €, p; = Rot(,.q) (p). A
Figura 2.27 ilustra essa situacdo, para « orientado no sentido horério.

A inversa da rotagdo Rot(, o) € a rotagdo Rot(, _q), Ou seja,

Rot(,a) 0 Roto—a) =1d
Com efeito, para cada x € II temos
(Rot(g,a) o Rot(m_a)) () = Rot(o.0)(T(0,—a)) = x = Ld(z).
Dai, segue que Rot(p,a) = ROt ..

Exemplo 9 Dadas duas rotagoes Rot (o, o,) € Rot(o,.a,), COM 01 # 09, vamos determinar o
centro o' da rotagcdo
R = ROt(OQ’OQ) ©] ROt(ol,a1)~

IT

Figura 2.28: O centro da rotagdo R = R0t (9y,a,) © R0t (0, ,a1)-

Para tanto, sejam p; = R(01) e ps = R(02). Como o' é o centro de R segue da defini¢do de
rotacdo que o' é equidistante de 0, e p1. Da mesma forma, o' é equidistante de 0, e py. Isto
mostra que o pertence simultaneamente as retas mediatrizes dos segmentos 01p;1 € 0aps, ou
seja, o' ¢ o ponto de intersecdo dessas retas. A

O Exemplo 9 apresenta mais um problema de construcao, o qual foi solucionado com

auxilio das rotagdes. Vejamos mais um exemplo.

Exemplo 10 Dados um ponto x e duas retas r e s em 11, vamos determinar dois pontos

Yy €T ez € stais que o Axyz seja equildtero.

5Veja referéncia [1].
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Figura 2.29: As retas r e s contém os vértices y e z do Azyz.

IT

Como os dngulos internos do Axyz medem 60°, basta considerar uma das seguintes rota-
¢oes: Rot(ye00y ou Rot(, _gooy. No caso representado acima, a imagem de s pela rota¢do
Rot(z,600) € uma reta r' que contém o ponto 2" = Rot (g 600y (2). Como o dngulo Z(x_z>, a:_y>)
mede 60°, segue da defini¢do de rotagdo que y = z'. Assim, y € r ey € 1, ou seja,

{y} = r Nr'. Para obter o vértice z, basta notar que z = Rot (5, g0y (Y).

Figura 2.30: Os vértices y e z foram obtidos por meio das rotagdes Rot (, g00) € R0t (4, —600).

A

2.2.5 Reflexao com Deslizamento

Até agora conhecemos trés tipos de isometrias no plano a saber, translacdo, reflexdo e
rotacdo. Lembre-se que a simetria, embora seja uma isometria, trata-se de um caso particular

de rotacdo. Além desses, ha ainda um outro tipo de isometria, cOmo veremos a seguir.

Definicdo 2.10 (Reflexdo com Deslizamento) Sejam v um vetor ndo nulo e r || v uma
reta contidos no plano 11. A reflexdo com deslizamento, determinada pelo vetor T e pela

retar, é a composta R,y = Ty o R, : Il — Il definida por

R (@) = Te (R(2)).

x D4

n Re(z)

Figura 2.31: A reflexdo com deslizamento R ,).
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Note que R ,) € uma isometria, pois a composta de isometrias € uma isometria.
Observe também que
R,oTp =Ty oR, = Rw

77‘) .

Com efeito, para todo = € II temos
Ro(Ty(2) = Ro(x + T) = Sp(x + 0) = S,(2) + 7,
uma vez que v’ || r. Por outro lado,
T3 (R.(2)) = T (S, (x)) = S, () + T

e, portanto, temos a igualdade desejada.
A Figura 2.32 representa a imagem de um tridngulo por uma reflexdo com desliza-

mento.

Figura 2.32: O Azyz é transformado no Az"y" 2" pela reflexdo com deslizamento Rz .

2.3 Classificacao das Isometrias

A partir de agora, nosso objetivo € mostrar que qualquer isometria do plano se resume
a um dos quatro tipos que foram estudados anteriormente, ou seja, translacdo, reflexdo em
torno de uma reta, rotagdo ou uma reflexdo com deslizamento. Para tanto, necessitamos de

alguns resultados auxiliares.

Proposicao 2.15 Seja ¢ : 11 — Il uma isometria, que possui trés pontos fixos ndo coli-
neares. Entdo

¢ =1d.
Demonstracdo. Sejam x,y e z os pontos fixos de ¢, isto é, ¢(z) = z,d(y) = ye ¢(z) = z.
Suponhamos que ¢ ndo seja a identidade. Neste caso, existe p € Il tal que ¢(p) # p. Note
que

d(z, p) = d(¢(x), ¢(p)) = d(x, o(p)),

isto é, x pertence a reta mediatriz do segmento p¢(p). De forma andloga, concluimos que
y e z também pertencem a mediatriz de po(p). Logo, x,y e z sdo colineares, o que é uma
contradi¢do. Portanto, ¢(p) = p para todo p € II, ou seja, ¢ = Zd. |

Pode acontecer de duas isometrias coincidirem em trés pontos ndo colineares. Neste

caso, tais isometrias sdo idénticas.
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Proposicao 2.16 Dadas duas isometrias ¢, ¢o : 11 — 11, suponha que existam trés pontos
z,y, 2 € Il tais que ¢1(x) = ¢2(x), d1(y) = d2(y) e ¢1(2) = ¢2(2). Nessas condigoes,

tem-se o1 = ¢o.
Demonstracio. Defina a isometria ¢ : IT — II tal que ¢ = ¢; ' o ¢5. Assim, temos

¢(x) = o1 ' (¢2(2)) = ¢1 ' (d1(2)) = @

e, analogamente, ¢(y) = y e ¢(z) = z. Logo, da Proposi¢ao 2.15 segue que ¢ = Zd. Dai,

prlopy=Td <= ¢ =¢p10Ld= 10 (¢ 0ps) = (p10¢;") 0y =Td o p3 = ¢o.

Portanto, ¢1 = ¢s. |

Observe que, se ¢ = Zd, chegamos ao resultado da Proposicao 2.15.
Veremos agora que se a isometria admite dois pontos fixos e distintos, ela nao €, ne-

cessariamente, igual a identidade.

Proposicao 2.17 Seja ¢ : 11 — 11 uma isometria que possui dois pontos fixos x e y, distintos.

Entdo, ou ¢ é a identidade ou é uma reflexdo em torno da reta que passa por x e y.

Demonstracao. Sejam p € Il e r C II a reta determinado pelos pontos x e y. Inicialmente
observe que ¢(p) = p para todo p € r, pois, caso contrério,  seria a mediatriz do segmento
po(p), comp € r e ¢(p) ¢ r, uma contradigdo. Se ¢(p) = p, para algum p & r, entdo
pela Proposi¢do 2.15 concluimos que ¢ = Zd. Consideremos em II um ponto p ¢ r tal que
¢(p) # p. Note que

d(,p) = d(6(x), $(p)) = d(, 6(p)),

isto é, = pertence a reta mediatriz de po(p) e, da mesma forma, y pertence a essa mesma reta.

Como x # y sdo pontos de r, segue que 7 é a mediatriz de po(p).

Figura 2.33: A reta r é a mediatriz de po(p).

Assim, ¢(p) = R.(p). Além disso, ¢(x) = R, (z) e ¢(y) = R,.(y), de sorte que x, y e p sdo
ndo colineares. Logo, pela Proposi¢do 2.16, temos ¢ = R,.. Portanto, ou ¢ € a identidade ou
¢ € areflexdo em torno de r. |
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Proposicao 2.18 Sejam ¢1, @5 : 11 — 1l isometrias e x,y € 11, dois pontos distintos, tais

que ¢1(x) = ¢o(x) € p1(y) = P2(y). Entdo, ou ¢p1 = ¢o ou ¢y = ¢ 0 R,., em que r é a reta
determinada por x e .

Demonstracdo. Note que a isometria ¢ : II — II definida por ¢ : ¢;* o ¢, é tal que
o(z) = x e odly) =y, comx # y. Logo, pela Proposi¢do 2.17 segue que ¢ = Zd ou
¢ = R,, onde r é a reta que passa pelos pontos x e y. Da primeira igualdade decorre que

1 = ¢. Por fim, a segunda igualdade acarreta que
¢l ody =R, < ¢ =R, 0.
Portanto, ou ¢ = Zd ou ¢ = R, em que r € a reta determinada por x e y. |

A partir de agora, vamos investigar se alguma isometria do plano ndo correspende a um
dos quatro casos estudados anteriormente. Em outras palavras, temos interesse em responder
a seguinte pergunta: serd que existe alguma isometria do plano que nio corresponda a uma
translagao, reflexdo em torno de uma reta, rotacao ou reflexdo com deslizamento? A busca
por essa resposta nos conduzird a classificagdo das isometrias do plano.

Comecemos apresentando os trés importantes resultados seguintes.

Lema 1 Sejam ¢ : 11 — II uma isometria diferente da identidade e x € 11 um ponto tal que
() # x. Se os pontos x,y = ¢(x) e z = ¢(y) sdo distintos e ndo colineares, entdo ou ¢ é

uma rotagdo ou é uma reflexdo com deslizamento.

Demonstracdo. Sendo y = ¢(x) e z = ¢(y), entdo a imagem do Axyz por ¢ é um tridngulo

de vértices y, z e w = ¢(z), congruente ao tridngulo xyz. Além disso, como

d(z,y) = d(é(z), d(y)) = d(y,2) e d(y,z) = d(d(y), ¢(2)) = d(z,w),

os triangulos zyz e yzw sdo isésceles de bases xz e yw, respectivamente. Observe ainda que
ha apenas duas posi¢des possivels para z € w: ou x € w pertencem a um mesmo semiplano
determinado pela reta r, que passa por y € z, ou cada um desses pontos pertence a semiplanos
distintos, deteminados por essa mesma reta. A Figura 2.34 ilustra essas duas possiblidades.

x \ ’ w
r

Y Z
1| Sw

Figura 2.34: Localizacdo do vértice w = ¢(z).

Consideremos = e w no mesmo semiplano. Nesse caso, o quadrilatero xzyzw € um poligono

convexo e tal que os angulos internos yZz e ywz sdo congruentes. Dai, o quadrilatero xyzw
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pode ser inscrito® numa circunferéncia de centro o e raio oz, sendo o o ponto de intersecio
das mediatrizes dos lados desse quadrilatero.

Figura 2.35: Os pontos z e w = ¢(z) pertencem a um mesmo semiplano.
Veja que o = ¢(0), pois

d(o,z) = d(o,y) = d(o,z) = d(¢(0),y) = d(¢(0), 2) = d(¢(0), w),

isto é, ¢(0) pertence a interse¢do das mediatrizes dos lados yz e zw. Como

d(z,y) = d(y, z) = d(z,w),

considerando ¢ = Rot (o), cOm o = 0y, obtemos p(z) =y = ¢(x), p(y) = 2 = ¢(y) e
©(z) = w = ¢(z), uma vez que os tridngulos xoy, yoz e zow sdo isdsceles de bases zy, yz
e zw, respectivamente. Assim, pela Proposicdo 2.16 concluimos que ¢ = ¢ e, portanto, ¢
¢ uma rotacdo. Consideremos entdo o segundo caso, isto €, x e w pertencem a semiplanos
distintos determinados por .

m Tl w
Figura 2.36: Os pontos z e w = ¢(z) pertencem a semiplanos distintos.

Note que
d(x, z) = d(¢(x), ¢(2)) = d(y, w).

Logo, o quadrilatero zywz € um paralelogramo, ja que seus lados opostos t€ém mesmo com-
primento, sendo zy e zw lados opostos e yz uma diagonal. Neste caso, aplicando o Teorema
da Base Média’ nos tridngulos yxz e zyw concluimos que os pontos médios m;, ms € ms,
dos lados zy, yz e zw, respectivamente, sdo colineares. Sejam s, a reta que passa por m;
emy, eV = mims. Agora veja que a reflexdo com deslizamento ¢ = R, 7 € tal que
o(x) =y =o¢(x), p(y) =z = d(y) e p(z) = w = ¢(z). Logo, pela Proposicdo 2.16, segue
que ¢ = ¢ e, portanto, ¢ € uma reflexdo com deslizamento. ]

Aqui estamos utilizando uma caracterizacio dos quadrildteros inscritiveis dada em [13].
"Consulte [13].
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Lema 2 Sejam ¢ : 11 — I1 uma isometria diferente da identidade e x € 11 um ponto tal que
o(z) # X. Se os pontos x,y = ¢(X) e z = ¢(y) sdo distintos e colineares, entdo ou ¢ é

uma translacdo ou é uma reflexdo com deslizamento.

Demonstracdo. Seja r a reta que passa por x,y e z. Como d(z,y) = d(y, z), temos que y é
o ponto médio de 2z, pois ndo podemos ter z = x. Note que ¢(r) = r, ja que ¢(r) é a reta
que passa por y = ¢(z) e z = ¢(y). Considerando U = Ty e arestricio p = Ry}r temos
o(x) =y = é(x), p(y) = 2 = ¢(y). Definaw = p~! o ¢ e note que

w(z) = (o)) = ¢ (p(x) =2

e, da mesma forma, w(y) = y. Assim, w = Zd, pois caso contrdrio, se w(p) # p para algum
p € r, entio

d(z,p) = d(w(z),w(p)) = d(z,w(p)),

isto é, x é o ponto médio do segmento pw(p). Analogamente, concluimos que y também
¢ o ponto médio de pw(p) e, consequentemente, z = y, o que é uma contradi¢do, ji que,
por hipétese, esses pontos sdo distintos. De w = Zd obtemos ¢ = ¢, ou seja, ¢ € uma
translagdo. Agora, consideremos w ¢ r. Neste caso, a imagem do Axyw por ¢ é uma
tridngulo de vértices y = ¢(x), z = ¢(y) e w; = ¢(w), congruente ao Axyw. Ha, portanto,
duas posi¢des possiveis para o vértice w: ou w; € w pertencem a um mesmo semiplano ou

pertencem a semiplanos distintos, determinados por 7.

I T
Figura 2.37: Localizac¢do do ponto ¢(w).

Se w e w; estdo no mesmo semiplano, entdo ryw,w € um paralelogramo, uma vez que
d(x,w) = d(y,w ) e, como os dngulos wZy e wyyz sdo congruentes, 0S segmentos rw e Yyw,
sdo paralelos e, portanto, d(z, y) = d(w, w;). Neste caso, considere 7" = 7y/ e a translagio
T, de sorte que T (z) =y = ¢(x), T (y) = 2 = ¢(y) e Ty (w) = w1 = ¢(w). Logo, pela
Proposicdo 2.16 segue que ¢ = T+ e, portanto, ¢ é uma translagdo. Por outro lado, se w e
wy ndo estdo no mesmo semiplano, entdo os tridngulos xyws,, com wy = R,.(w), € yzw; sdo
congruentes e, pelo que acabamos de provar, temos w; = T (ws), isto é, w1 = Ry ) (w).
Dai, como Rz () =y = ¢(x) e Riw (y) = 2 = ¢(y), segue pela Proposicao 2.16 que
¢ = R(w ), ou seja, ¢ € uma reflexdo com deslizamento. Portanto, ou ¢ € uma translagdo

ou € uma reflexdao com deslizamento. [ ]
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Lema 3 Sejam ¢ : 11 — I1 uma isometria diferente da identidade e x € 11 um ponto tal que
o(z) # x. Sey = ¢(x) e x = ¢(y), entdo ou ¢ é uma reflexdo em torno de uma reta ou é

uma rotagdo.

Demonstracao. Note que a imagem do segmento zy por ¢ é o segmento ¢(x)p(y), isto &,
¢(ry) = zy. Além disso, se m € xy é tal que ¢(m) = m, entdo m é o ponto médio de zy,
pois

¢(m) = m = d(x,m) = d(¢(x), p(m)) = d(y, m).

Além disso, se p ¢ XY étal que d(x,p) = d(y, p), entdo

d(z,p) = d(¢(x), p(p)) = d(y, ¢(p))

e, analogamente, d(y,p) = d(z,¢(p)). Assim, se r é a mediatriz de xy, entdo ¢(r) = r.

Considere um ponto w € r, distinto de m. Como

d(m, w) = d(¢(m), p(w)) = d(m, p(w)),

entdo ou w = ¢(w) ou p(w) = S, (w).

II PSm (w)
Figura 2.38: Localizag@o dos pontos w e S,,(w).

Suponha que ¢(w) = w. Nesse caso, temos R,.(w) = w = ¢(w), R.(x) =y = ¢(z)
e R.(y) = x = ¢(y), de onde segue pela Proposicdo 2.16, que ¢ = R,, isto é, ¢ é uma
reflexdo em torno de uma reta. Por fim, seja ¢(w) = S,,(w). Neste caso, observando que
Sn(x) =y = o(z) e S(y) = © = ¢(y) concluimos, pela Proposi¢do 2.16, que ¢ = S,,,,
ou seja, ¢ € uma rota¢do, uma vez que S,, = R0t 1800). Portanto, ou ¢ € uma reflexdo em

torno de uma reta ou € uma rotagao. |

O teorema que apresentaremos agora estabelece uma classificacdo para todas as iso-
metrias do plano. Ele €, na verdade, uma consequéncia dos trés lemas apresentados anterior-

mente e constitui um importante resultado desse capitulo.

Teorema 2.19 Dada uma isometria ¢ : 11 — II podemos classificd-la em apenas quatro ti-

pos, além da identidade, a saber: translagdo, reflexdo, rotacdo e reflexdo com deslizamento.

Demonstracdo. Como ¢ # Zd, existe x € Il tal que ¢(z) # =. Sejamy = ¢(x) e z = P(y).
Se x,y e z sdo distintos e ndo colineares, entdo o Lema 1 assegura que ¢ ¢ uma rotagdo ou
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uma reflexdo com deslizamento. Supondo z,y e z distintos e colineres, usando o Lema 2
concluimos que ¢ € uma translacdo ou um reflexdo com deslizamento. Por fim, se z = z,
isto é, ¢(y) = z, entdo do Lema 3 segue que ¢ é uma reflexdo em torno de uma reta ou é
uma rotacdo. Portanto, além da identidade, s6 existem quatro tipos de isometrias no plano

II: translacdo, reflexdo em torno de uma reta, rotagcdo e reflexdo com deslizamento. ]

Assim, conforme o Teorema 2.19, as isometrias estudadas neste capitulo correspon-
dem, portanto, a todas as isometrias do plano.

Uma vez conhecidas todas as isometrias do plano, bem como suas principais proprie-
dades, apresentaremos, no Capitulo 3, algumas atividades envolvendo essas transformacgdes
geométricas.
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Capitulo 3

Trabalhando Isometrias em Sala de Aula

Neste capitulo, apresentaremos algumas atividades sobre isometrias que podem ser
utilizadas em sala de aula, principalmente no Ensino Médio, onde os alunos devem ter uma
certa familiaridade com demonstragdes. Nosso objetivo, a priori, € mostrar a importancia das
isometrias na resoluc@o de problemas da Geometria Plana, bem como na criagao de figuras
geométricas com efeitos artisticos e padrdes interessantes que instiguem a curiosidade dos
alunos.

Em se tratando de efeitos artisticos, os trabalhos de M.C.Escher (1898-1972) merecem
destaque. Em suas obras, ele utilizava isometrias para produzir efeitos bastante interessantes.

Veja [14]. A Figura 3.1 apresenta um dos trabalhos de Escher.

Figura 3.1: Circle Limit IV.
Fonte:[21].

Para a realizacdo de algumas das atividades serd necessario utilizar um software de

geometria dindmica. Aqui optamos por usar o GeoGebra, pois acreditamos ser um software

36



bastante conhecido pela maioria dos professores e dos alunos, sem contar sua notdria lista
de ferramentas e fun¢des que permitem uma maior interatividade com o usudrio.

Além disso, o software pode auxiliar na resolucdo dos problemas tedricos e de constru-
cdo, em que os alunos sdo desafiados a unir teoria e pratica para enxergar possiveis solucoes.
Todos os problemas apresentados encontram-se em [14] e [18]. Em [1], também podemos

encontrar muitos problemas envolvendo as isometrias do plano.

3.1 Atividades

Nas atividades que seguem, procuramos explorar a teoria apresentada no Capitulo 2.

3.1.1 Problemas Tedricos e de Construcao

Nesta atividade, listamos alguns problemas de Geometria Plana. Aqui o GeoGebra
pode ser utilizado, mas devemos salientar que ele permite apenas a verificacdo de alguns
casos e, portanto, ndo justifica e nao substitui a argumentagdo logica exigida nas demonstra-

coes. No Apéndice A, apresentamos algumas solugdes e sugestdes para estes problemas.

Problema 1: Se r e s sdo retas paralelas, mostre que a composta das reflexdes R, e R, é

uma translagdo.

Problema 2: Se r e s s@o retas concorrentes, mostre que a composta das reflexdes R, e R

¢ uma rotagao.

Problema 3: Considere duas rotagdes Rot (o, ,1800) € R0t (0,,1800).
a) Mostre que a composta R ot (,,,1800) © R0t (4, 1800) € uma translagao.
b) Que relagdo existe entre Rot(o,,1800) © R0t (0,,1800) € R0t (0,,1800) © R0t (5, ,1800)?

Problema 4 Dadas duas rotagoes Rot o) € Rot(, g), verifique que

Rot(o,a) o ROt(o,ﬁ) = 'Rot(o,oﬁg).

Problema 5: Sao dados os pontos y e z e as retas r € s ndo paralelas. Determine o tridngulo

xyz de forma que os pontos médios de zy e xz pertencam a r e s, respectivamente.
Problema 6: As retas paralelas r e s representam dois espelhos planos, voltados um para o

outro. Construa a trajetdria do raio visual que, emitido do ponto x, atinge o ponto ¥y, sendo

x e y pontos dados, apds refletir-se duas vezes em r € uma vez em s.
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Figura 3.2: Problema da trajetdria entre x e y.

3.1.2 Construcao de poligonos regulares por rotacao

Sejam n € N um nimero impar, n > 3, e # um angulo definido por

360°
0= .
n

Denote por xy um ponto qualquer de uma circunferéncia de raio » > 0 e centro o. Agora

considere a rotagdo R(,), com 6 orientado no sentido anti-hordrio, e os pontos
Tk+1 = ROt(o,@)(mk)a ke {07 17 s — 1}7

com z,, = xo. Una por um segmento 0s pontos .1 € T, obtendo assim, um poligono
regular de n lados.

Figura 3.3: Construcdo de poligonos regulares por rotagao.

3.1.3 Estrela de m pontas

Sejam m € N, com m > 5, e § um angulo orientado no sentido anti-horario definido

por

360°
0= .
m
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Numa circunferéncia de centro o e raio r > () marque os pontos x tais que
Thy1 = 'ROt(oﬂ)(:}:k), ke{0,1,...,m—1}.

Escolhaum valori € {0,1,...,m—1}, com mdc{m,i} = 1 e una por um segmento o ponto
T}, 0 PONLO T (j4i)modm» COM k = 0,1, ...m — 1, obtendo assim a estrela de m pontas.

No Geogebra, os efeitos obtidos nas constru¢des sdo bem interessantes. Veja na Figura
3.4 uma estrela de 12 pontas.

Figura 3.4: Estrela de 12 pontas.

3.1.4 Ladrilhamento do Plano

Seja x1y; 21w, um quadrildtero inscrito numa circunferéncia I' = T'(o, 7). Considere

my, o ponto médio de x,y,, € obtenha o quadrilatero

TaY22oWy = S, (T11121W1),

isto €, xoys2ows € a imagem de x1y;27w; pela simetria S,,,,. Agora considere msq, 0 ponto
médio de xow-, € obtenha o quadrilatero

T3Y323W3 = S, (T2Y220W2).
Finalmente, sendo m3 o ponto médio de w323, obtenha o quadrilatero
T4Ysz4Ws = Spny (73y323w3).
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Para obter a imagem de cada poligono pela simetria, utilize a ferramenta “reflexdo em
relacdo a um ponto” do GeoGebra. Continuando esse processo, indefinidamente, consegui-

mos ladrilhar o plano, isto é, preencher o plano sem deixar nenhuma regido vazia. Veja a

Figura 3.6.
L4
.
r.-— 2= Ua
// .\
/ '\ * 23 = Wy
/ \
I/ \‘ mg-
|
Wi :
\ 1
\\ /iy1:x2:w3zz4
\ m / b
N Lo Y3
\\\\ __4/(// me
L1 = Y2 .
Wo = I3
<2

Figura 3.5: Ladrilhando o plano.

Para ver que realmente € possivel cobrir o plano dessa forma, comece observando o que
ocorre com a soma das medidas dos Angulos 19121, Y1 ToWws, T3W323 € W4Zyys. Movimente

os vértices do poligono z1; z;w; sobre I' e observe novamente o que ocorre com soma
m(z19121) + m(y1Taws) + m(x3wz23) + m(wszays). (3.1)

Utilize as propriedades da simetria em torno de um ponto para justificar matematicamente o
valor obtido na soma em (5.1).

Vejamos como explorar a reflexdo em torno de uma reta nesta atividade. Para tanto,
refaca a construgdo anterior substituindo a simetria em torno de cada um dos pontos médios
pelas respectivas reflexdes R,,, R, € R,,, com r; = m, ry = Wz% ers = m, obtendo

os quadrilateros
T2Y222W2 = er ($1y121w1), X3Y3z3wWwsg = Rr2 ($2y222w2) € TyYs24Wy = R’r‘3 ($3y323w3)‘

Para obter essas reflexdes no GeoGebra, utilize a ferramentea “reflexdo em relacdo a uma
reta”.

Agora, movimente os vértices do poligono x,y;2;w; sobre I' e analise o que ocorre
com a soma

m(z1121) + m(z29222) + m(z3ysxs) + m(xaysz4). (3.2)
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Observe que, em geral, isto ndo gera um ladrilho e dé uma justificativa matematica para este
fato, utilizando as propriedades da reflexdo em torno de uma reta. Em seguida, explore essa
constru¢do para concluir que ela gera um ladrilhamento para um tipo especial de quadrilé-

tero.
24
.’U)4
Z1_ - A
]‘—‘// \\
/ \
/ \
/! \ . L3 = Ty
|
|
\ I’ .wS
\ SN =Y2=Y3=Ya
\ /
\ /
\\\ //,
w \\ -
Pty = 1y

L]
29 — Z3

Figura 3.6: Ladrilhamento do plano e reflexao.
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Capitulo 4

Algumas Superficies Isométricas ao
Plano

Neste capitulo, apresentaremos algumas superficies do espaco R*® que sdo isomé-
tricas ao plano, no sentido que ficard claro mais adiante. Para tanto, necessitamos revi-
sar/estabelecer alguns resultados e conceitos de Geometria Diferencial. Apresentaremos
apenas os resultados necessdrios a compreeensao do contetido apresentado. O leitor inte-

ressado em aprofundar os estudos pode consultar as referéncias [2] ou [16].

4.1 Alguns Conceitos de Geometria Diferencial

Nesta secdo apresentaremos os resultados sobre curvas e superficies que serdo utiliza-
das no decorrer do presente capitulo. Eles serdo importantes para a compreensdo dos con-
teddos e do tema tratado. Faremos a exposicao autodirigida, tentando apresentar um texto
auto-suficiente, estabelecendo as conexdes com as isometrias € o porqué da escolha deste
capitulo.

4.1.1 Curvas Parametrizadas

Definicao 4.1 (Curva diferenciavel parametrizada) Seja I C R um intervalo aberto. Uma

aplicacdo

a:] — R3
t— a(t) = (x(t),y(t), 2(t))

chama-se uma curva diferencidvel parametrizada se « é diferencidvel, de classe C'*°, isto ¢é,
quando as fungoes reais x,y, z : I — R, denominadas fungoes coordenadas de o, possuem

derivadas de todas as ordens em cada ponto t, € 1.
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Na Defini¢do 4.1, a varidvel ¢ € o pardmetro da curva o. A imagem de « € o conjunto

a(l) = {(z(t). y(t),2(t)) e R} t € I},
denominado o traco de a.

Az alt)

<y

Figura 4.1: O traco de uma curva diferencidvel parametrizada.

Exemplo 11 A aplicacdo o : R — R3 definida por
a(t) = (cos(2t),sen(2t),t/2)

é uma curva diferencidvel parametrizada. Com efeito, as fungcoes coordenadas de o sdo

t
x(t) = cos(2t),y(t) = sen(2t) e z(t) = 5 que possuem derivadas de todas as ordens.

Figura 4.2: Hélice.

Nesse caso, o traco de o é uma curva denominada hélice. A
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Exemplo 12 A aplicacdo o : R — R3 definida por
a(t) = (sen(t), cos(t),0)

é uma curva diferencidvel parametrizada. Com efeito, as fungcoes coordenadas de o sdo

z(t) = sen(t),y(t) = cos(t) e z(t) = 0 que possuem derivadas de todas as ordens.

‘z

Figura 4.3: Circunferéncia.

Neste caso, o trago de o é uma circunferéncia de centro o = (0,0,0) e raio r = 1, contida
no plano 11, = {(x,y,0); =,y € R}. A

Definicdo 4.2 (Curva regular) Uma curva diferencidvel parametrizada o : I — R3 é cha-

mada regular quando
o/(t) = (' (), 4/ (1), #(1) £ 0", ¥ e 1.

Observe que se « é regular, entdo as derivadas das fung¢des coordenadas z'(t), y'(t)
e Z/(t) ndo se anulam, simultaneamente. Neste caso, o vetor o/(t) = (2/(t),y'(t), 2/ (1))

fornece a dire¢@o da reta tangente a curva a no ponto a(t) = (z(t), y(t), z(t)).

Az

N

Figura 4.4: Curva regular e reta tangente.
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Exemplo 13 A curva o : (0,27) — R? definida por
a(t) = (sen(t), cos(t), 1)

é regular. De fato, temos o/ (t) = (cos(t), —sen(t),0). Como cos(t) = 0 se, e somente se,
t=mn/20ut = 3n/2esen(t) = 0 se, e somente se, t = 7, segue que z'(t) e y' (t) ndo se

anulam, simultaneamente. Portanto,
—
o'(t) # 0, vt € (0,2m),

ou seja, o € regular. Note que o trago de o é uma circunferéncia de centro xo = (0,0,1) e

raio € = 1, contida no plano {(x,y,1); z,y € R}.

Figura 4.5: Representagao do traco de «(t) = (sen(t), cos(t), 1) e do vetor tangente o ().

Note que o vetor tangente o (t) tem comprimento constante e igual a 1. A seta em vermelho,

representada na Figura 4.5, indica a orientagdo da curva. A

Defini¢ao 4.3 Sejam o : I — R3, uma curva parametrizada regular, e [to,t;] C I. O

comprimento de arco da curva « entre ty e t1 é definido por

t1
I (a) = / /(1) dt.
to

onde

[/ )] = Vo' (02 + [y (0] + [/ ()]

é o comprimento do vetor o (t).

Exemplo 14 Se a(t) = (cos(t),sen(t),0), entdo o comprimento de o entre ty = 0 e t; =
/2 é

) w/2 w/2 /2 /2 T
lg/ (o) = /o Vsen(t)2 + cos(t)? + 02dt = /0 Vidt = /0 dt = t{ =

o 9
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Note que para cada t € [ podemos associar o comprimento de arco da curva « a partir
de ty € I. Isto nos leva a seguinte definicao.

Defini¢sio 4.4 (Funcdo comprimento de arco) Seja o : I — R3 uma curva parametrizada

regular. Fixado ty € I, a aplicagdo diferencidvel

t
s(t) = / o/ (w)|du, t € T
to
€ chamada fungcdo comprimento de arco a partir de 1.

Da Defini¢do 4.4 concluimos que s(t) = t é a fun¢éo comprimento de arco da curva

a(t) = (cos(t),sen(t),0) a partir de ¢, = 0. De fato, neste caso, temos

lo/(8)] = | \/sen2(t) + cos2(t) + 0| = 1 = s(t) = /0 du = t.

Isto significa que « é parametrizada pelo comprimento de arco, no sentido que estabelecere-

mos a seguir.

Definicdo 4.5 Diz-se que uma curva regular o : I — R? estd parametrizada pelo compri-

mento de arco quando

t1
[ 1l =t -1

to

com ty, t; € I arbitrdrios.

Proposicio 4.1 Uma curva regular oo : I — R? estd parametrizada pelo comprimento de

arco se, e somente se
lo’(t)] =1, ¥t € 1.

Demonstracao. Fixado ¢y € I e supondo o parametrizada pelo comprimento de arco temos,
paratodot € I, que

d ! d
7 [/ ||o/(u)||du] = a[t —to] = | ()| =1, Vt € I.
to
Por outro lado, se |/(t)| = 1, entdo
t1 t1 ¢
/ |/ (t)|dt = / dt = t|,) =11 — to,
to to 0
quaisquer que sejam ty,t; € I. Donde, o resultado. |

. —
Considere o : I — R?® uma curva regular. Logo, o/(t) # 0, paratodot € I, e a

funcao comprimento de arco

(1) = / o (u)|du

46



é tal que s'(t) = |/(t)| > 0. Assim, a func@o s € estritamente crescente e, em particular,
injetiva. Portanto, s € sobrejetiva sobre sua imagem. Sendo assim, existe uma fungdo inversa

571 5(I) — I e de mesma classe de diferenciabilidade de s (veja [12]). Parat = s(t) temos

(aos™H(#) =a(s7!(f) = alt), Vt € L.

Com isso, temos

Portanto, ( )
vy o (t
||(0zos ) (t)” - ”CY/(t)”

ou seja, & o s~! é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. Neste caso, diz-se

-

que o o s~! é uma reparametrizacdo de o pelo comprimento de arco.

4.1.2 Superficies Parametrizadas

Apresentaremos agora alguns conceitos e resultados sobre superficies.

Definicao 4.6 (Superficie parametrizada) Uma superficie parametrizada regular (ou uma

superficie) é uma aplicacdo
X:UCR — R
(w,v) — X(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)),
onde z,y, z : U — R sdo denominadas funcées coordenadas de X e U é um conjunto aberto
em R?, tal que

(i) X é diferencidvel;
(ii) a diferencial de X em q, d X, : R? — R3, dada por

%(CD g—i(Q)
oxX 0xX
= g ) | = (G0 G0)

2w T

nas bases canénicas de R? e R3, é injetiva, para todo q = (u,v) € U.

A imagem de U pela aplica¢do X, indicada por X'(U), é denominada o traco de X.
As varidveis v e v sdo denominados os pardmetros X'. E comum identificar uma superficie
pelo seu traco. No sentido da Defini¢do 4.6, dizer que X € diferencidvel significa que suas
fungdes coordenadas z,y e z possuem derivadas parciais continuas de todas as ordens no

conjunto U.
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Figura 4.6: Superficie.

A condig¢do (i1) na Defini¢do 4.6 equivale a dizer que os vetores

oxX oxX
Xu(q) = — X,(q) = —
(@) = 5-(a) e Xo(a) = ()
sejam linearmente independentes para cada ponto ¢ = (u,v) € U (veja [16]) e, portanto,
determinam um plano chamado plano tangente a X em ¢, o qual é representado pela notacao

T,X.

A Primeira Forma Fundamental

Apresentaremos agora a primeira forma fundamental, a qual nos permite tratar proble-
mas sobre medidas em superficies.

Defini¢iio 4.7 (Primeira forma fundamental) Sejam X : U C R? — R3 uma superficie e
q € U. A primeira forma fundamental de X em q é a fungdo 1, : T,X — R definida por

Iy(w) = (w,w) = Jw|?,
onde { ,) é o produto interno candnico de R>.

Ja sabemos que para cada ¢ = (u,v) € U os vetores X,,(q) e X,(¢q) sdo LI e, assim,
determinam uma base § = {X,(q), X,(¢)} do plano T, X. Neste caso, dado w € T, X,

existem a, b € R tais que
w = aX,(q) + bX,(q).

Portanto, usando as propriedades de produto interno temos

I,(w) = (w,w) = (aX,(q) + bX,(q), aX.(q) + bX,(q))
= a*(X,, X.)(q) + 2ab(Xa, X,) (q) + b*( Xy, Xo) (q)

= a’E(u,v) + 2abF (u,v) + b*G(u,v),
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em que
E(u,v) = (Xu, X,)(q), F(u,v) = (X, X,)(q) e Gu,v) = (X, X,)(q)
sao chamados os coeficientes da primeira forma fundamental.
Exemplo 15 Considere a superficie X : R x I — R3, onde I = (0, ), dada por
X (u,v) = (asen(v) cos(u), asen(v) sen(u), acos(v)),
com a > (0 constante, cujo trago é uma esfera de centro na origem e raio a. Note que

Xy (u,v) = (—asen(v) sen(u), asen(v) cos(u),0)

Xy (u,v) = (acos(v) cos(u), acos(v) sen(u), —asen(v)),
para todo q = (u,v) € R x I. Com isso, temos

E(u,v) = [~asen(v)sen(u)]* + [asen(v) cos(u)]?

= a” (sen’(v)[sen’(u) + cos®(u)])

= a*sen®(v);
F(u,v) = —a?sen(v) sen(u) cos(v) cos(u) + a* sen(v) cos(u) cos(v) sen(u) = 0;
G (u,v) = [acos(v) cos(u)]* + [acos(v) sen(u)]? + [—asen(v)]?
= a”[cos?(v) (cos®(u) + sen®(u)) + sen*(v)]
= a’[cos?(v) + sen®(v)]

—_= a2’

que sdo os coeficientes da primeira forma fundamental de X em q. A Figura 4.7 representa

o traco de X.

yo = (0,a,0)

Figura 4.7: A esfera de centro o = (0,0, 0) e raio a.
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Exemplo 16 Considere a superficie X : R? — R? dada por
X (u,v) = (cos(u),sen(u),v).

cujo trago é o cilindro
S={(z,y,2) € R 2% +¢* = 1}.

Neste caso, temos
Xy(u,v) = (—sen(u), cos(u),0) e X,(u,v)=(0,0,1)
para todo q = (u,v) € R2 Assim,
E(u,v) = {(—sen(u), cos(u),0), (—sen(u), cos(u),0)) = sen?(z) + cos?(x) = 1;
sen(u), cos(u),0), (0,0,1)) = 0;
G(u,v) = ((0,0,1),(0,0,1)) =1

11
11

sdo os coeficientes da primeira forma fundamental de X em q. Na Figura 4.8 temos a

representagdo do trago de X.

z0 = (1,0,0) yo = (0,1,0)

Figura 4.8: Cilindro 22 + y* = 1.

4.1.3 Superficies Isométricas e Distancia Intrinseca

Nos Exemplos 15 e 16 vimos que os coeficentes da primeira forma fundamental sdao
distintos para cada uma das superficies dadas. No entanto, existem superficies onde esses
coeficientes coincidem e sdo justamente algumas dessas superficies que pretendemos estu-
dar.

Definicdo 4.8 Uma superficie parametrizada regular X : U C R?> — R3 ¢é dita simples

quando a aplicagdo X é injetiva.
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Vejamos um exemplo.
Exemplo 17 A superficie parametrizada regular X : (0,27) x R — R3 tal que
X (u,v) = (cos(u),sen(u),v).
é simples. Com efeito, se X (uy,v1) = X (ug,vs), entdo vy = vy e

{ cos(uy) = cos(uz)

sen(uy) = sen(us) = sen(uy) cos(ug) = sen(uq) cos(uy) == sen(u; — uz) = 0.

Observe que —2m < u; — uy < 2m. Logo, da ultima equagcdo acima concluimos que
Uy — Up = £m ou uy — ug = 0. Supondo u; — uy = 7 temos u; = uy = 7 e, com isso, pela
igualdade cos(uy) = cos(us) chegamos a cos(uy) = 0. Donde us = /2 ou us = 37 /2. Se
us = /2, entdo u; = 3w/2. Por outro lado, se uy = 31/2, entdo u; = 7/2 ou uy = 5w /2.
Perceba que em todos esses casos, o valores obtidos para u, e us, correspondentes, ndao
satisfazem simultaneamente as equagdes cos(u;) = cos(uz) e sen(uy) = sen(usy). Portanto,

a unica possibilidade é u; — uy = 0, isto é, u; = uy. Assim,
X(uy,v1) = X(ug,v3) => up = ug € vy = vg = (ug,v1) = (ug, va),

ou seja, X ¢ injetiva. Portanto, X é simples. Jd a superficie X; : [0,27] x R — R?, dada
por

X1 (u,v) = (cos(u),sen(u),v).

ndo é simples. De fato, basta notar que
X1(0,v) = X1 (27, v), Vv € R,

ou seja, X1 ndo é injetiva. Note que o traco de X, é um cilindro, enquanto que o traco de X

é esse mesmo cilindro (trago de X,) menos aretar = {(1,0,z) € R?, z € R}. A

Defini¢iio 4.9 (Superficies isométricas) Sejam X, X : U C R? — R3 superficies simples.
Diz-se que X e X sdo superficies isométricas se os coeficientes da primeira forma funda-

mental de X e X coincidem, isto é,

E(u,v) = E(u,v), F(u,v) = F(u,v) e G(u,v) = G(u,v),
para todo q = (u,v) € U.

Na Definicdo 4.9, observe que as superficies X e X sdo injetivas e estdo definidas no
mesmo domfnio U. Logo, considerando S = X (U) e S = X(U), temos que as aplicacdes
X:U—SeX:U— Spossuem inversas ¥ 1 : $ — Ue X' : S — U. Sendo assim, a
aplicacdo ¢ : S — S tal que ¢ = XoXx1¢ bijetiva e sua inversa € a aplica¢do ¢! : S8
tal que o' = X o X~1. Portanto, dadas duas superficies isométricas, existe uma bije¢ao

entre seus tragos.
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Definicdo 4.10 (Distancia intrinseca) Sejam X : U C R? — R® uma superficie simples e
S = X (U). A distancia intrinseca é a fungdo dy,; : S x S — R definida por

dint(p7 Q) = Hlf L<ag)7

onde L(ozg) é o conjunto formado pelos comprimentos de todas as curvas regulares, o, com

tracos em S, que ligam o ponto p ao ponto q.
Exemplo 18 Sejam p e q, pontos de uma superficie plana. Afirmamos que

znt p7 ”ﬁ”

isto é, a d;n(p, q) € igual ao comprimento do segmento de reta pq. De fato, sendo a superficie
plana, a curva de menor comprimento que contém os pontos p e q é o segmento pq, contido

na reta r que passa por ¢ = (q1, ¢z, q3) e tem a direcdo do vetor pd = (a, b, ¢). Veja que
Q{(t) = (ql - ta7 q2 — tba q3 — tC),t € Ra
é uma parametrizacdo para r. Como a(0) = q, a(1) =pe

o/ (O] = V(=a)? + (=0)? + (=¢)? = |4 |,

obtemos

dont(p. 0) = 11 / o (t)|dt = / IF21dt = 111 - 0) = |2,

Dadas duas superficies isométricas X', X:U—R3a aplicagcdo
p=XoX L. X(U)— X(U)

preserva distancia intrinseca nos tracos X (U) e X (U) (veja [16]), ou seja, se p,q € X (U),
entao

Aint (D, @) = dint(0(D), $(q))-

Isto significa, conforme veremos no Capitulo 5, que a aplicacdo ¢ € uma isometria entre
X(U) e X (U), o que faz jus a expressdo superficies isométricas e justifica a abordagem
desse capitulo.

Mostraremos agora que ¢ preserva o comprimento de curvas em superficies isométri-
cas.

Proposicao 4.2 Se X, X : U CR?— R®sdo superficies isométricas, entdo a aplicacdo
p=XoX L X(U)— X(U)
é tal que

i () = I3 (6(ev)).
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Demonstracdo. Seja o uma curva regular de X, ou seja, a(t) = X' (u(t),v(t)). Observe
que
o (t) = u' () X, (u,v) + ' (1) X, (u, v).

Com isso,

(o (1), 0 () = v/ (8)*(Xu, Xu) (u,0) + 20/ (V' ()Xo, Xo) (0, 0) + () (X, o) (u, v)
= u'(t)*E(u,v) + 2u' ()" (1) F(u,v) + v'(t)*G(u, v).

Logo,

It (o \/u )2E(u,v) + 2u/(t)v'(t) F(u, v) + v'(t)2G(u, v)dt.
Agora, considere a(t) = ¢(a(t)). Como X o X!, temos

a(t) = (X0 ™) (X(ult), (1)) = Xu(t), v(t)).

Logo, & (t) = u/(£) X, (u,v) + v'(t) X, (u, v) e da,

@ (1), () = ' (t)?E(u,v) + 20/ (£)0'(t) F (u, v) + v'(£)*G(u, v).

Assim, o comprimento de « entre ¢, e t; é dado por

I (a / \/ 2B (u, v) + 20/ ()0 () F (u, v) 4 v/ (£)2G(u, v)dt.

Sendo X e X superficies isométricas, temos

E(u,v) = B(u,v), F(u,v) = F(u,v),G(u,v) = G(u,v), ¥(u,v) € U
e, consequentemente,
Ly (@) = 1) (@) = L (6()).

Portanto, a aplicacio ¢ preserva o comprimento de curvas em superficies isométricas. W

4.2 Superficies Isométricas ao Plano

Apresentaremos a seguir duas superficies isométricas ao plano, a saber, as superficies
cilindrica e cOnica. Mais precisamente, mostraremos que essas superficies sdo isométricas
a uma regido plana. Em outras palavras, isto significa que podemos transformar uma de-
terminada regido plana na superficie isométrica correspondente, € vice-versa, sem precisar

“esticar” ou “encolher” qualquer uma dessas superficies (veja [17]).
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4.2.1 Plano e Cilindro

Definicdo 4.11 (Cilindro) Sejam II C R? um plano, v C 11 uma curva regular e r uma reta
ndo contida em 11 tal que r N 11 # . A superficie S gerada pela reunido de todas as retas
paralelas a r e que passam pelos pontos de v, é chamada cilindro. Cada uma das retas do

cilindro é denominada geratriz e a curva v é chamada diretriz.

Aqui consideraremos os casos em que r L [I. Mais precisamente, estamos interes-
sados apenas nos casos em que a diretriz vy estd contida em um dos planos coordenados
I, = {(z,y,0); z,y € R}, II,, = {(x,0,2); z,2 € R} oull,, = {(0,y,2); y,z € R}.
Neste caso, as retas geratrizes sao perpendiculares a esses planos. Além disso, exigiremos
que a superficie cilindrica ndo apresente autointersecao, o que ocorre quando a diretriz v é
injetiva.

Em alguns casos, os cilindros recebem denominacdes especiais. Se a diretriz € uma
circunferéncia, elipse, hipérbole ou parédbola, o cilindro € dito circular, eliptico, hiperbdlico
ou parabolico, respectivamente. Na Figura 4.9 temos um cilindro eliptico € um cilindro
parabodlico.

Figura 4.9: Cilindros eliptico e parabdlico.

Mostraremos agora que o cilindro € isométrico ao plano (ou mais precisamente, a uma
regido plana).

Teorema 4.3 Seja v : I — R? uma curva regular, plana e injetiva. Entdo, o cilindro
C : I x R — R3 de diretriz -y é isométrico a regido plana R : I x R — R3 dada por

R(u,v) = (u,v,0).

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, suponha que v(u) C II,,. Neste caso, as
geratrizes de C s@o paralelas ao eixo z. Seja
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uma parametrizacio para v. Uma parametrizacdo para o cilindro é dada por
Clu,v) = (2(u), y(u),v),
com (u,v) € I x R. Note que
Cu(u,v) = (2'(u),y (u),0) e Cy(u,v) = (0,0,1), V(u,v) € I x R.

Logo, os coeficientes da primeira forma fundamental de C no ponto ¢ = (u,v) € I x R sdo
dados por

(@ (), 9/ (u), 0)) = 2/ (w)* +y/ (u)*;

Por outro lado, como
Ru(u,v) =(1,0,0) e Ry(u,v) = (0,1,0),

os coeficientes da primeira forma fundamental de R em ¢ sao

Ex(u,v) = ((1,0,0), (1,0,0)) = 1;
Fr(u,v) = ((1,0,0),(0,1,0)) = 0;
Gr(u,v) = ((0,1,0),(0,1,0)) = 1.

Se ~y esta parametrizada pelo comprimento de arco, entio
YO =2'(t)* +y'(t)* =1,vte I

e, portanto, os coeficientes da primeira forma fundamental de C e R coincidem em cada
ponto ¢ = (u,v), ou seja, C e R sdo superficies isométricas. Por outro lado, se 7y ndo estd

parametrizada pelo comprimento de arco, entdo considerando ¢ = s~!(u), com

S(t) = / 1V (8)]db,

obtemos
Y(u) = (2(s7(u)),y(s 7 (u)),0),

que é uma reparametriza¢do pelo comprimento de arco para 7, isto é, |y'(u)| = 1. Neste

caso, uma parametriza¢do para o cilindro serd dada por

Clu,v) = ((s™" (), y(s ™ (w)),v),
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de sorte que

(u,v) <( o7 @), [y(s™ (@)]',0) , ([o(s7 @), [y(s™ (w))]',0) )
((0

(u) H2

JZ
G( (0,0,1), 1)>:1,

para todo ¢ = (u,v) € I x R. Em todo caso, os coeficientes da primeira forma fundamental

de C e R sdo iguais. Portanto, C e R sdo superficies isométricas e a aplicacio
p=CoR':R(IxR)—C(IxR),

dada por
$(u,v,0) =Co R} (u,v,0) =C(u,v),

¢ uma isometria entre a regido R e o cilindro C. |

De acordo com o Teorema 4.3, podemos estabelecer uma isometria entre uma regiao

plana e o cilindro. Note que tanto a regido como o cilindro devem ser superficies simples.

4.2.2 Plano e Cone Circular

Definicdo 4.12 (Cone) Sejam II C R?® um plano, v C Il uma curva regular e o um ponto
ndo pertencente ao plano 11. A superficie S gerada pela reunido de todas as retas que
passam por o e por um ponto v, é chamada cone. Cada uma das retas do cone é denominada

geratriz, a curva vy é chamada diretriz e o ponto o é o vértice do cone.

Quando ~y é uma circunferéncia e a reta que passa pelo vértice o e pelo centro de vy é
perpendicular ao plano II, o cone € dito circular.

Figura 4.10: Cone circular de uma folha.
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Aqui consideraremos apenas os cones circulares em que o plano 1I, que contém a
diretriz ~y, € paralelo a um dos planos coordenados, que podemos admitir sem perda de
generalidade se tratar do plano II,,, e o vértice coincide com a origem o = (0, 0, 0).

Mais precisamente, mostraremos que um cone de uma folha menos uma geratriz é
isométrico a um setor circular excluindo-se o seu bordo. Essa exclusdo é, evidentemente,

necessdria, uma vez que tanto o setor circular como o cone devem ser superficies simples.

Teorema 4.4 Sejam v : R — R3 uma circunferéncia parametrizada por

+(t) = (asen(t), acos(t), h),
onde h > 0,eC:U — R? comU = (0, +00) x (0,0), é a regido plana dada por
R(p,0) = (psen(0), peos(6),0).

Entdo, o cone de uma folha, com diretriz 7y e vértice o = (0,0,0), menos uma de suas

geratrizes é isométrico a 'R.

Demonstragdo. Uma parametriza¢do para o cone' C é dada por

C(p,0) = % (acos <M0> , asen <M0> ,h) )

a’+h a a

ou ainda,

C(p,0) = g (a cos (g@) _asen (%9) ,h) ’
Co(p,0) = é (acos <§9> _asen (gg> ,h) :
P

para todo ¢ = (p,f). Com isso, os coeficientes da primeira forma fundamental de C em
q = (p, 0) sdo dados por

Ec(p,0) = ﬁ [ag (COS <g€>2 + sen <§9>2) + hﬂ = %(a2 +h?) =1,
Fe(p,0) = g% [—ag cos (59) sen <§9> + ag sen (g@) coS (g@)} = 0;

2

Ge(p,0) = %92 (sen (%0)2 + cos <g@> 2> = 0.

Por outro lado, como

R,(p,0) = (sen(#), cos(#),0) e Ro(p,8) = (pcos(f), —psen(h),0),

Veja [17]
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para todo (r,0) € U, segue que os coeficientes da primeira forma fundamental de R em
(p,8) € U sdo dados por

Ex(p,0) = sen?(0) + cos*(0) = 1;
Fr(p,0) = psen(0) cos(0) — pcos(f) sen(d) = 0;
0

Fr(p,0) = p* [cos*(6) + sen®(0)] = p*.

Portanto, os coeficientes da primeira forma fundamental de C e R sdo iguais e, consequen-

temente, essas superficies sdo isométricas e a aplicacao
p=CoR':C(U)— R(U)
¢ dada por

¢(psen(d), pcos(d),0) = (CoR™) (psen(h), pcos(0),0) = C(p, b).

Segundo os Teoremas 4.3 e 4.4, podemos estabelecer uma isometria entre uma regiao
do plano e um cilindro menos uma geratriz ou entre uma regido do plano (interior de um
setor circular) e um cone de uma folha excluindo-se uma de suas geratrizes. Em termos
praticos, fazendo-se algumas adaptagdes nos dominios dessas superficies, pode-se construir
alguns modelos concretos com cilindros e cones. Aos interessados em desenvolver essas

atividades, indicamos a referéncia [17].
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Capitulo 5

Caracterizacao da Reta Real por
Isometrias

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados sobre a teoria dos espacos métricos,
que nos permitam dar ao conjunto dos niimeros reais uma caraterizacdo por meio de isome-
trias. Vale destacar que alguns dos resultados serdo aceitos sem demonstracdo. Aos leitores
mais curiosos que desejem aprofundar seus conhecimentos no estudo dos espacos métricos
sugerimos as referéncias [6] ou [7].

Iniciaremos nossa discuss@o admitindo que o conjunto dos nimeros reais, R, é um
corpo ordenado completo, no sentido de que todo subconjunto nao vazio e limitado superi-

ormente, X C IR, possui supremo em R. Para mais detalhes veja [8].

5.1 Espaco Métrico

A nogdo de espaco métrico € uma das mais importantes da Matemética. Dado um con-

junto, estamos interessados em calcular distancias entre elementos quaisquer desse conjunto.

Definicao 5.1 (Métrica) Uma métrica num conjunto X é uma fungdo

d: X xX — R
(z,y) = d(z,y)

que satisfaz aos seguintes axiomas:
(M) d(z,y) = 0;
(My) d(z,y) = 0 = = = y;
(Ms) d(z,y) = d(y, v);
(My) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y),
para quaisquer que sejam .y, z € X.

59



Os axiomas acima siao conhecidos como axiomas de métrica. Perceba que além de ser
ndo negativa (M), a funcdo d deve ser simétrica (M3) e satisfazer a desigualdade triangular
(My). Na Defini¢do 5.1, o nimero real d(z, y) chama-se a distdancia de = a y.

Um espago métrico é um par (X', d) onde d € uma métrica no conjunto X. Em alguns
casos, representaremos por X o espago métrico (X', d), ficando subentendida a métrica que
estamos considerando em X. Os elementos de um espaco métrico, independente de sua
natureza, sao chamados pontos.

Sejam (X, d) um espago métrico e ) C X'. A restri¢do

d:d]yxy

chama-se a métrica induzida em ) por d. Neste caso, o par (), d) é denominado um
subespaco de (X, d). Observe que todo subespaco ¢ ainda um espago métrico.
Na defini¢do de métrica, podemos substituir alguns dos axiomas por outros, obtendo

ainda defini¢des equivalentes aquela dada em (5.1), de acordo com as proposi¢des seguintes.

Proposicdo 5.1 Se d : X x X — R é uma funcdo que satisfaz os axiomas (M), (M3) e

(My) da Definigdo 5.1, entdo d é uma métrica em X.

Demonstracao. De fato, precisamos apenas mostrar que d € ndo negativa. Note que

; (My)
0 d(z,2) < d(x,y) + d(y, ) "L 2(z,y).

Logo, d(x,y) > 0, para quaisquer que sejam x,y € X. |

Proposicdo 5.2 Se d : X x X — R é uma fungdo que satisfaz o axioma (M,) da Defini¢do
5.1 e tal que
d(z,y) <d(z,z) +d(z,y),

entdo d é uma métrica em X.

Demonstracao. De fato, pela desigualdade temos

M>)

Mo
d(z,y) < d(y,z) + d(y,y) :

d(y,z) < d(z,y) + d(z, x) (M d(z,y).

Logo, d(x,y) < d(y,z) < d(z,y) e, dai, d(z,y) = d(y, z). Além disso,

(Mp)

d(z,y) <d(z,x) +d(z,y) < [d(z,2) + d(z,2)] + d(z,y) =" d(z,z)+d(z,9).

Dessa forma, d satisfaz a desigualdade triangular. A nao negatividade de d segue da propo-

si¢do anterior. [ |
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Exemplo 19 A métrica discreta. Seja d : X x X — R uma funcdo tal que

d(z,y) 0, se x = v;
T,Y) =
Y 1, se x # .

Mostremos que d define uma métrica em X. Da definicdo de d, temos d(x,y) = 0 se, e

somente, x = y. Além disso, para x = y temos
0=d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

Logo, d satisfaz o axioma (Ms). Supondo x # y temos d(x,y) = 1. Neste caso, se z = x ou
z =y, entdo d(z,x) = 1 ou d(z,y) = 1, ndo simultaneamente. Logo, d(z,x) + d(z,y) = 1
e dai,

1=d(z,y) =d(z,z) +d(z,v).

Por outro lado, se z # x e z # v, entdo
d(z,z) +d(z,y) =2>1=d(z,y).
Em todo caso, d(z,y) < d(z,z) + d(z,y), quaisquer que sejam x,y, z € X. Da Proposi¢cdo
5.2, segue que d é uma métrica em X. A métrica d, assim obtida, é denominada métrica
discreta ou métrica “zero-um”. A
Uma importante propriedade de métrica € dada na proposicao seguinte.
Proposicao 5.3 Seja d uma métrica em X. Entdo
|d(z,y) — d(z,w)| < d(z, 2) + d(y, w), (5.1)
quaisquer que sejam x,y, z,w € X.
Demonstracao. Dados z,y, z, w € X, note que
d(z,y) < d(z,z) +d(z,w) + d(w,y) = d(z,y) — d(z,w) < d(z, z) + d(y, w).
Dai, segue que
d(z,w) —d(z,y) < d(z,z) + d(w,y) = —(d(z,2) + d(y,w)) < d(z,y) — d(z,w).
Com isso,
—(d(, 2) + d(y, w)) < d(w,y) — d(z,w) < d(z, 2) + d(y, w).

Portanto, |d(z,y) — d(z,w)| < d(z, z) + d(y, w). [
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Seja X' x Y o produto cartesiano de dois espagos métricos (X', dy) e (Y, dy). Dados
r = (x1,22) ey = (y1,y2) em X x ), definamos as fungdes

d,d,d": (X x)Y)x (X xY)—=R

tais que
d(x,y) = \/dl(l’h 11)? + da(22, ¥2)?, (5.2)
d'(z,y) = di(x1,y1) + da(z2,92), (5.3)
d"(x,y) = max {dy(x1,y1), d2(w2,12)} - (5.4)

Veremos em seguida que as funcdes d,d’ e d” definem métricas em X x ) e, portanto, o

conjunto X X )/, munido de uma dessas métricas € um espaco métrico.
Proposicao 5.4 A funcdo d' definida em (5.3) é uma métrica no conjunto X x ).

Demonstracdo. Como d; e dy sdo métricas, temos dy(z1,y1) = 0 e da(xa,y2) > 0 e,
consequentemente,
d'(z,y) = di(x1,y1) + da(22,12) > 0.

Além disso,

d/(iU,Z/) =0 <= di(v1,y1) + da(22,92) = 0 <= di(x1,11) = 0, da(w2,72) =0
<~ T1 =11, T2 = Y2

— T =Y.
Observe ainda, que
d'(x,y) = di(x1, 1) + da(w2, y2) = di(yr, 21) + da(ye, 22) = d'(y, x).

Por fim, a desigualdade triangular. Seja z = (21, 22) € X x ). Temos que

1(z1, 21) + di(z1,91)] + [da(22, 22) + di(22, 92)]
1(z1, 21) + da(29, 22)] + [di (21, 91) + da(22, y2)]
< d(z,z) +d(zy).

d'(z,y) = dy(z1,y1) + da(xa, y2) < [d
— [d

Portanto, d’ é uma métricaem X x ).
Proposicao 5.5 A funcdo d" definida em (5.4) é uma métrica em X x ).
Demonstracdo. Como d;(x1,y1) = 0 e da(xg,y2) = 0, temos

d//(%?/) = max {dy(x1,y1), da(w2,y2)} = 0.
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Além disso,

d"(ac,y) = 0 <= max {di(z1,91), do(72,12)} = 0 <= di(v1,y1) = da(x2,92) =0
< T1 = Y1, T2 = Y2

— T =Y.
Temos ainda

d”(%y) = max {d1(z1,y1), d2(22,y2) } = max {di(y1,21),da(y2, 72)} = d”(y, ).

Para verificar que d” satisfaz a desigualdade triangular, note que

d" = max {di(x1,y1), d2(z2,42)}
< max {dy(x1, 21) + di(21,y1), da(x2, 22) + da(22,y2) }
< max {di (21, 21), do (22, 22)} + max {dy (21, y1), da (22, y2)}
=d"(z,2)+d"(z,y).

Portanto, d” é uma métricaem X x ). [ ]

Para provar que a fungio d, dada por (5.2), define uma métrica, utilizaremos o seguinte
resultado.

Lema 4 Sejam a,b,c,y € R. Entdo

ax + by < Va? + b2\/x? + 2. (5.5)

Demonstracao. Inicialmente, observe que
208 < o + 52, Vo, f € R.
Dai, considerando o« = bx e 3 = ay, obtemos
2(bx)(ay) < (br)? + (ay)® = b*2* + a®y>.
Com isto,
(az + by)? = a’z® + 2abzy + b*y* < a’2® 4+ b*2® + a’y® + b°y° = (a® + 0%) (27 + ¢7) .

Logo,

ax + by < |ax + by| < Va2 + b2/ 22 4 32,

Donde, o resultado. [ |
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Proposicao 5.6 A funcdo d, definida em (5.2), é uma métrica em X X ).

Demonstracao. Os axiomas (M) e (M3) sdo de verificagdo imediata. Note que

d(z,y) = 0 <= /di(z1,11)? + da(w2,12)> = 0 <= di(21,51)" + do(w2,2)° = 0
< di(21,y1) = 0, da(22,92) =0
= T1 = Y1, T2 = Y2
— T =Y.

Logo, d satisfaz (M,). Mostremos entdo que d satisfaz (1/4). Temos

d(z,y)* = di(z1,51)> + do(2, y2)?

[d1(1, 21) + du (21, 91)]° + [da(2, 22) + da(22, 42))”

[di (w1, 20)% + da(2, 22)°] + [di(z1,51)% + dal(z2,92)%] + 2d1 (21, 21)ds (21, 1)
2da (9, 22)d2(22, y2)

(\/dl(%, 21)? + da (22, 22)2>2 + (\/d1(21791)2 + da(22, 92)2>2 +

2\/d1($1, 2’1)2 + dQ(IQa 2’2)2\/d1(21, 91)2 + d2(22> y2)2

(\/dl(xh 21)? + da(72, 22)? + \/di (21,51)2 + da(22, y2)2>2

= (d(z,2) +d(z,y))"

[/

+

NG

+

Logo,
d(z,y) < d(z, 2) + d(2,y).

Portanto, d € uma métricaem X x ). [ |
De forma geral, considere (X7, dy), (Xs, ds), . . ., (X, d,) espagos métricos. O produto

cartesiano
X=X xXx---xX,

torna-se um espago métrico, dotando-o com uma das métricas

d(l’, y) - \/dl(zlv 91)2 + d?(x%y?)z + -+ dn(znv yn)27
d/(ZL’, y) - dl(a?lu yl) + dQ(x% y2> + -+ dn(xn7yn)7
d"(z,y) = max {di(z1,y1), d2(x2,Y2)s - - -, dp (T, yn) }

onde x = (z1,%2,...,%,) €y = (Y1,Y2,--.,Yn). A prova de que as fungodes d,d e d”’
satisfazem os axiomas de métrica pode ser vista em [23].
As trés métricas acima estdo relacionadas! por meio da desigualdade

d”(l’7y) < d(.f(],y) < d/([E,y> <n- d”(l’,y).

1Ve:ja [6] ou [23].
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5.1.1 O Espaco Métrico Q
O Conjunto dos Niimeros Racionais é, por defini¢do, o conjunto
@:{E; m,nEZen#O}.
n

Mostraremos que a fung¢do d : Q x Q — R dada por

d(x,y) = |z —y| (5.6)
¢ uma métrica em Q. Sejam x = m ey = P elementos de Q. Note que
n q
d(z,y) =0 <~ m_P :O@T—E:O@T:Zz@x:y.
noq noq n q

Logo, d satisfaz (M5). Além disso, para z = r € Q temos que
S

d(z,y) =

m room\ T room r
__E‘:'_<___>+__E‘<‘___ + ——]—g'zd(z,x)—i-d(z,y).
n o q s n s q s n s q

Segue pela proposi¢io (5.2) que d é uma métrica em Q. Assim, (Q, d) é um espago métrico,

denominado a reta racional. Nos referiremos a métrica dada em (5.6) como a métrica usual
de Q.
Exemplo 20 Defina d : 7 x 7 — R tal que d(x,y) = |x — y|. Isto faz de (Z.,d) um espago

métrico. Com efeito, d é a métrica induzida pela métrica usual de Q no conjunto 7. C Q.

Donde, (Z,d) é um subsepago de Q. A

Exemplo 21 A funcdo d : Q x Q — R definida por

é uma métrica em Q. De fato, os axiomas (M), (Ms) e (Ms) sdo de verificacdo imediata.

Mostremos que d satisfaz (My). Para tanto, note que
2 2
d(z,y)* =z —y| < |z =z + [z =yl < V]r—2 +2V]z —2V]z =yl + ]z —y
2
= V=2 + V=4

= [d(z,2) +d(2,y)]".

Dati, obtemos que
d(z,y) < d(x,z)+d(z,y).
Portanto, d define uma métrica em Q.
Por outro lado, a fun¢do dada por f(x,y) = (x — y)? ndo define uma métrica em Q.
Com efeito,
F(1,0)+ £(0,—1) =2 < 4 = f(1,-1).
Logo, [ ndo satisfaz (M,). A

65



O exemplo anterior pode ser visto como um caso particular do seguinte resultado.

Proposicdao 5.7 Sejam ¢ : [0,4+00) — [0, +00) uma fung¢do crescente tal que
(i) ¢(0) = 0;
(i) p(z +y) < () + ¢(y), Yz, y € [0, +00).

Se d é uma métrica em X, entdo dy = pod: X x X — R é uma métrica em X.

Demonstracao. Note que
dl(xv y) = ¢<d<xvy>) > 07
pois d(z,y) = 0 e ¢ é crescente. Logo, d; satisfaz (M;). Além disso,
di(z,y) =0 <= p(d(z,y)) =0 <= d(z,y) =0 =z =y,

isto é, d; satisfaz (Ms). Sendo d simétrica, segue que

dl(xvy) = gO(d(.iE,y)) = gp(d(y,x)) = dl(yax)'

Donde, d; satisfaz (M3). Por fim, usando a desigualdade triangular de d e o fato de ¢ ser

crescente, obtemos

di(z,y) = w(d(z,y)) < (d(z, 2)+d(2,y)) < @(d(, 2))+p(d(z,y)) = di(7, 2)+di(z,9),

para quaisquer que sejam z,y,z € X. Assim, d; satisfaz (M,) e, portanto, é uma métrica
em X. |

Corolario 5.8 Seja d uma métrica em X. As funcoes dy,ds, ds : X x X — R tais que
(l) dl (ZL', y) = d(.ﬁlﬁ, y)’
(i) dy(,y) = In(d(z,y) +1);
. d(z, y)
ds(x,y) = ———
() = G g4
sdo métricas em X.

Demonstracao. Com efeito, basta considerar

P1,P2,P3 : [07 +OO) — [07 +OO)

tais que 1 (t) = V1, po(t) = In(t + 1) e p3(t) = T11C aplicar a Proposi¢do 5.7. [
Do Coroldrio 5.8, segue que
[z =yl
dz,y) = —— e di(z,y) =In(jlz —y|+1
(2, y) P 1((z,y) =In(|lz —y[+1)

sdo métricas em Q.
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Exemplo 22 Seja A = Q x Q. A fungéo [ : A x A — R definida por

f(x,y) = |z1 — | + |22 — yal,

onde x = (x1,x2) e y = (y1,y2) sdo pontos quaisquer de A, constitui uma métrica em A.
Com efeito, sendo

filz, ) =z — il e falzo, 1) = |22 — ys
ambas as métricas usuais de Q, segue que
f(z,y) = filzr, ) + fa(zo, y2) = |21 — | + |22 — 32

€ uma métrica em A, isto é, no produto cartesiano Q x Q. Observe ainda que as fungoes
g,h: Ax A— Rdadas por

g9(z,y) = max{|zy — y1], |22 — 12|} € h(z,y) = /(21 — y1)? + (22 — 12)?

também sdo métricas em A. A

5.2 Algumas Nocoes Topologicas

5.2.1 Bolas e Esferas

Bolas e esferas constituem importantes subconjuntos de espagcos métricos. Em parti-
cular, o conceito de bola aberta serd de grande utilidade, como veremos mais adiante.
Para o que segue, consideremos X = (X, d) um espago métrico.

Definicao 5.2 (Bola e esfera) Sejam a € X e ¢ > 0 um niimero real. Definimos:

(i) a bola aberta de centro a e raio € € o conjunto B(a; ) como sendo o conjunto
B(aje) ={zx € X; d(z,a) < e};
(ii) a bola fechada de centro a e raio € é o conjunto Bla; €] como sendo o conjunto
Blaje] = {z € X; d(z,a) < e}
(iii) a esfera de centro a e raio ¢ € o conjunto S(a;€) como sendo o conjunto
S(a;e) ={z € X; d(z,a) = €}.
Das defini¢des acima, temos
Bla;e] = B(a;e) U S(a;¢)
ou ainda,

S(a;e) = Bla;e| — B(a;¢).
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Exemplo 23 Seja X um espaco métrico com a métrica discreta. Neste caso, se € > 1, entdo
dla;z) < 1<e, Vr,a € X.
Logo, B(a;e) = Bla;e| = X e S(a;e) = @. Se e < 1, temos
dz,a) e <1=d(r,a) =0 =z =a.
Dai, B(a;e) = Blase] = {a} e S = &, uma vez que 0 < £ < 1. Por fim, se ¢ = 1, entdo
dla,x) <1=¢, Vr,a € X.

Além disso,

dla,z) =1 <=z # a.

Portanto, B(a;¢) = {a}, Bla;e] = X e S(a;¢) = X — {a}. A

Seja X um espagco métrico. Um ponto @ € X chama-se um ponto isolado de X,
quando
B(a;e) = {a},
para algum ¢ > 0. Isto significa que a é uma bola aberta em X. Quando todos os pontos de
X sdo isolados, o espagco X € dito discreto.

Exemplo 24 Consideremos o espaco métrico 7. com a métrica induzida pela métrica usual
de Q, isto é, d(x,y) = |xr — y|- Afirmamos que 7 é discreto. Com efeito, dado a € Z,

considere r = 1. Temos
dla,z) <l <= |z —a| <1<z =ua.

Donde, B(a;e) = {a}, isto é, a é ponto isolado de 7.

Agora, considere o subespago de QQ

1
F:{—;nEN},
n

1
com a métrica induzida. Sejam x = — |y = € F. Note que
n n+1
1 1 1
d(x,y) =|—— = .
() n n+1‘ n(n+1)

Logo, considerando ) < € < , obtemos que

n(n+1)

1 1 1
d(m,—) <T:>d(l‘,—)=0:>l‘:—.
n n n

1 1 1
Assim, B (—; 5) = {—} isto é, — é ponto isolado de F.
n n n

Portanto, 7 e F sdo espagos métricos discretos. A
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5.2.2 Conjuntos Limitados

Um subconjunto X’ de um espago métrico (), d) é dito limitado em ), quando existe

a > 0 tal que
d(z,y) < o,
para quaisquer que sejam z,y € X.
Note que todo conjunto finito é limitado. Com efeito, se X = {x1, z,...,x,}, entdo

o conjunto M = {d(x,y); x,y € X} também ¢ finito, de sorte que M possui um elemento
méximo d(zo, o). Deste modo, tomando o = d(z,y9) + 1 > 0, obtemos d(z,y) < «,
para x e y arbitrarios em X'. Agora, considere X = &. Se X nao fosse limitado, existiriam
x,y € & tais que d(z,y) > «, para todo o > 0, um absurdo. Portanto, todo conjunto finito

¢é limitado.

Proposicao 5.9 Um subconjunto X de um espagco métrico (Y, d) € limitado se, e somente

se, estd contido em alguma bola aberta de ).

Demonstracdo. Suponha X' C ) limitado. Se X = &, entdo X estd contido em qualquer
bola aberta de ). Seja X' # @. Neste caso, fixado a € X, existe a > 0 tal que

d(z,a) < o, Vo € X = x € Bla,q].

Dai, como Bla;a] C B(a;2a), segue que X C B(a;2a). Reciprocamente, se X' estd
contido em alguma bola aberta de ), entdo existem b € Y e 5 > 0 tais que X C B(b; 5/2).
Logo, dados =,y € X temos z,y € B(b; 5/2) e dai

d(z,y) <d(z,b) +d(y,b) < g + g = 5.
|
Exemplo 25 Para cada p € N fixado, o subconjunto
X, = {B; n e N}
n
do espagco métrico Q ¢é limitado. De fato, note que
1 1 P
I<Sn<p=-<-<1=1<=<p
p n n
Por outro lado,
1 1 P
n>p—-—< - — = <1.
n o p n
Logo,
O<£<p,VnEN:£EB(O;2p), Vn € N.
n n
Assim, X, C B(0;2p) e, portanto, X, ¢ limitado. A
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Exemplo 26 Se X; e X, sdo dois subconjuntos limitados de um espaco métrico ), entdo
X1 U X, € limitado. De fato, se X\ = & ou Xy = O o resultado é imediato. Consideremos
X1 e Xy ndo vazios. Fixados os pontos a € Xy e b € X, existe a > 0 tal que d(z,a) < ae

d(y,b) < «, quaisquer que sejam x € Xy e y € Xy. Logo, tomando f = 2« + d(a, b) temos
d(z,y) < d(z,a) +d(a,y) < d(z,a) + d(a,b) + d(y,b) < 2a +d(a,b) = f,

comzx € Xy ey € Xy arbitrdrios. Evidentemente, a desigualdade acima é satisfeita se
z,y € Xyouz,y € Xo. Assim, d(z,y) < [ quaisquer que sejam x,y € X, U X, e, portanto,
X1 U X, é limitado. A

5.2.3 Conjuntos Abertos e Conjuntos Fechados

Seja (Y, d) um espago métricoe X C ). Um ponto a € X’ chama-se um ponto interior

a X quando existe € > 0 tal que
d(z,a) <e = x € X,

ou seja, quando B(a;e) C X, para algum £ > 0.
O conjunto dos pontos interiores a X € denominado o interior de X em ). Represen-
tamos o interior de X por Int X.
Um conjunto V € dito uma vizinhaga do ponto a, quando a € Int V.
A fronteira de X em ), denotada 0X, € o conjunto formado pelos ponto b € ) tais
que
Bbie)NX # @ e Bbe)N (Y - X) # 2,

para todo € > 0. Isto significa que toda bola aberta de centro em b contém pontos de X’ e de
y-—-AX.

Observe que todo subconjunto X C ) determina a decomposi¢do do espaco como
reunido de trés subconjuntos dois a dois disjuntos, como indica a Figura 5.1. A saber, a
decomposicao

Y=(IntX)U@X)u(y-2X).

Y

oX

intx y-—-Xx

Figura 5.1: Decomposi¢do de um espaco métrico.
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Definicao 5.3 (Conjunto aberto) Seja (), d) um espagco métrico. Diz-se que um subcon-
junto X C ) é aberto em ), quando

X =IntX,
ou seja, quando todos os seus pontos sdo interiores.

Definicao 5.4 (Conjunto fechado) Um subconjunto X C Y diz-se fechado no espago mé-

trico (¥, d), quando o seu complementar ) — X € aberto.

Exemplo 27 Toda bola aberta B(a;e) num espagco métrico (X,d) é um conjunto aberto.

De fato, seja x € B(a;e). Considere o niimero
d=¢—d(z,a) > 0.
Seja y € B(x,d). Logo, d(x,y) < d e, com isso,
d(y,a) < d(z,a) +d(z,y) < d(z,a) +0 = e.

Donde, y € B(a;¢). Dessa forma, vemos que B(x,0) C B(a,¢), para cada x € B(a;e).
Portanto, B(a;e) = Int B(a;¢), isto é, o conjunto B(a; ) € aberto em X. A

Exemplo 28 Toda bola fechada Bla; €] num espago métrico X é um conjunto fechado. De
fato, seja

Y =X —Bla;e] ={x € X; d(x,a) > e}.

Considere

d=d(x,a) —e.
Sey € B(x,9), entdo d(x,y) < 6 e, com isso,
d(y,a) +d(z,y) = d(z,a) = d(y,a) > d(z,a) —d(z,y) > d(z,a) —0 = ¢.

Donde, y € Y. Logo, B(x;9) C Y edai, Y = Int ). Portanto, Y é aberto e, consequente-

mente, Bla; €| é um conjunto fechado. A

Definicao 5.5 (Ponto aderente) Seja ) um espaco métrico. Um ponto a é dito aderente a

um subconjunto X C ), quando
B(a;e)N&X # @, Ve > 0.

O conjunto de todos os pontos aderentes a X é denominado fecho ou aderéncia de X
e é representado por X. Note que X C X, isto é, todo ponto de X' é aderente a X. Com
efeito, sendo a € X e a € B(a;e) N X, para todo € > 0, temos a € B(a;e) N X. Por outro

lado, nem todo ponto aderente a X € um ponto de X'. Discutiremos este caso mais tarde.
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Proposicao 5.10 Seja ) um espaco métrico. Para todo X C ) tem-se X=X
Demonstracao. Como X C ?, devemos mostrar que ? C X. Com efeito, se a € ?, entio
Ve >0,3b€ B(a;e) N X.

Sejad =& — d(a,b) > 0. Como b € X, existe ¢ € B(b;§) N X de sorte que
d(a,c) < d(a,b) +d(b,c) < d(a,b) +0 =ec = c € Bla;e),

ou seja, B(a;e) N X # 3. Logo, a € X, isto é, X C X. Portanto, X = X. |

O préximo resultado apresenta uma relacdo entre os conceitos de conjunto fechado e

aderéncia.

Proposicao 5.11 Sejam Y um espaco métrico e X C Y. Entdo, X = X se, e somente se,

Y — X é aberto. Em particular, X é um conjunto fechado em .

Demonstracao. Sejaa € )Y — X. Por hipétese, a & X. Logo, como a nao € aderente a X,
existe € > 0 tal que
B(a;e)NX =@ = B(a;e) Y — X.

Donde, Y — X € aberto. Reciprocamente, se a € X, entdo
V6 >0, B(a;0)NX # 2= Bla;0) ¢ Y — X.

Dai, como Y — X € aberto, segue que a ¢ Y — X. Logo, a € X e, consequentemente,
X C X. Disto, segue que X = X. Em particular, como X = X, entdo ) — X é aberto e,
portanto, X é fechado em ). [ |

Definicao 5.6 (Conjunto denso) Um subconjunto X C )Y chama-se denso no espaco mé-
trico Y quando X =Y. Em outras palavras, dizer que X é denso em ') significa que toda

bola aberta em Y contém algum ponto de X.

Exemplo 29 O conjunto 7 é fechado no espaco métrico Q. De fato, se a € Z, em particular,
devemos ter B(a; 1) N Z # @. Neste caso,

d(z,a) <1=d(z,a) =0= 2z =a € Z.

Logo, 7. C 7 e, consequentemente, 7. = 7. Portanto, 7. é fechado em Q. A

Definicao 5.7 (Ponto de acumulac¢do) Sejam Y um espagco métrico e X C ). Um ponto

a € Y chama-se um ponto de acumulagdo de X quando
B(a;e)N X — {a} # @, Ve > 0.

O conjunto de todos os pontos de acumulag¢ao de X’ é representado por X’. Observe
que todo ponto de acumulacio de X' é um ponto de X', mas a reciproca nio é verdadeira.
Basta notar que Z' = @. Com efeito, dado a € Z, temos B(a,1)NZ — {a} = @, mas a € Z.
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5.3 Sequéncias

Nesta se¢do faremos um breve estudo sobre sequéncias em espacos métricos e apre-
sentaremos algumas de suas principais propriedades, principalmente aquelas relacionadas a
convergéncia. Temos interesse especial pelas chamadas sequéncias de Cauchy, que desem-

penham papel fundamental no estudo de espagos métricos completos.

5.3.1 Sequéncias

Definicao 5.8 (Sequéncia) Uma sequéncia num conjunto X é uma aplicacdo x : N — X,

que associa a cadan € N o ponto x,, € X, chamado o n-ésimo termo da sequéncia.

Usamos as nota¢oes (,)nen, (Z,), ou ainda, (xq1,xs,...,z,,...) para representar a
sequéncia x. J4 o conjunto de seus termos € representado por {x,,; n € N} z(N), ou ainda,
{x1,29,. .., Tp,...}.

Sejam N = {n; < ny < -+ < ng---} C N, um subconjunto infinito, e (z,,)

uma sequéncia. A restri¢do x|, chama-se uma subsequéncia de (x,). Representamos por

(@, )kens (Tn)nen, ou ainda, (2, Tpy, - - -, Tny s - - -), Uma subsequéncia de (z,).
Exemplo 30 Seja (x,,) uma sequéncia em Z tal que x,, = (—1)". Neste caso, temos
(xn) = (—-1,1,-1,1,...) e (N) = {—1,1}.
Considere N' = {2,2%, ... 2k .} C N e note que
neN = uz,=(-1)" =1, Vk e N.
Assim, (Tn, )ren = (1,1,1,...) é uma subsequéncia de (x,). A
Definicao 5.9 (Sequéncia limitada) Uma sequéncia (x,,) num espaco métrico (X, d) é dita
limitada quando existe o > 0 tal que
d(xpm, Tn) < a,
quaisquer que sejam m,n € N.

De acordo com a Defini¢do 5.9, (x,) é limitada quando z(N) é limitado, isto é, z(N) estd

contido numa bola aberta em X. Segue-se pelo Exemplo 25 que a sequéncia (z,,) no espago
métrico Q, dada por x,, = —, é limitada. J4 a sequéncia (y,,) tal que y,, = n ndo é limitada.

Com efeito, y(N) = N € ilimitado no espago métrico Q.
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Definicao 5.10 (Limite de sequéncia) Seja (x,,) uma sequéncia em X. Um ponto a € X é
dito o limite de (x,,) se, para todo € > 0, dado arbitrariamente, existe ny = ny(c) € N tal
que

n>ny = d(z,,a) <e.

Neste caso, dizemos que (x,,) converge para a e escrevemos limx,, = a, lim z,, = a, ou
n—oo

ainda, x, — a.

Da defini¢do acima, segue que se x,, — a € X, entdo, dado € > 0, existe ng € N tal
que z,, € B(a;¢), para todo n > ng. Logo,

n>ny = x, € Bla;e) N X, Ve > 0,

ou seja, B(a;e) N X # @. Portanto, a € X. Em outras palavras, para que a € X seja limite
de uma sequéncia de pontos de X € necessdrio que a seja um ponto aderente a .
Dizemos que uma sequéncia (x,,) num espago métrico (X, d) é convergente quando

existe lim x,, = a € X. Caso contrdrio, (z,,) é dita divergente.

Proposicio 5.12 Seja (X, d) um espago métrico. Se (x,,) e (y,) sd@o sequéncias convergen-

tes em X tais que x,, — a ey, — b, entdo

limd(zp, y,) = d(a,b). (5.7
Demonstracdo. Note inicialmente que (d(z,,¥,)) é uma sequéncia de nimeros reais.
Como z,, - a ey, — b, dado € > 0, existem ny,ny € N tais que

n>n = d(z,,a) <

3

n>ny = d(y,,b) <
Logo, considerando ny = max{n,ns} e usando a Proposi¢do 5.3 obtemos
n > g = d(a, yn) = d(a,b)] < d(za,a) + dlyn,b) < 5+ 5 =e.

Portanto, lim d(x,,, y,) = d(a, b). [

Proposicao 5.13 Seja (v,) uma sequéncia num espaco métrico (X,d) tal que x, — a.

Entdo (x,,) é limitada.
Demonstracao. De fato, dado ¢ = 1, existe ny € N tal que
n>ny = x, € B(a;1)

Com isso, temos que
z(N) C{z1,29,..., 20} U B(a; 1).
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Dai, como {z1, xa, . .., Ty, } € B(a; 1) sdo ambos limitados, segue que z(N) é limitado, pois
¢ subconjunto de um conjunto limitado. Portanto, (z,,) é limitada. |

Uma sequéncia ndo pode convergir para dois limites distintos, conforme a proposi¢ao

seguinte.

Proposicao 5.14 (Unicidade do limite) O limite de uma sequéncia, quando existe, é iinico.

Demonstracdo. Seja (z,,) uma sequéncia num espago métrico (X, d). Suponha que x,, — a

a,

er, —» b,coma#b Dado0 < e < , existem ny, ny € N tais que

n>n, = d(x,,a) <e¢;

n>ny = d(x,,b) <e.
Logo, considerando ny = max{ny, ns} obtemos que
n > ng = d(a,b) < d(x,,a) + d(z,,b) < 2e < d(a,b),

um absurdo. Portanto, a = b. [ |

Dada uma sequéncia (z,,) num espago métrico X', uma condi¢@o suficiente para que ela
seja divergente € a existéncia de duas subsequéncias convergindo para limites distintos. Por
outro lado, se (x,,) converge para a, entdo qualquer subsequéncia de (z,,) também converge
para a. Isso é garantido pelo préximo resultado.

Proposicao 5.15 Seja (x,) uma sequéncia convergente num espago métrico (X, d), com

x, — a. Entdo, toda subsequéncia (z,, ) de (x,) converge para a.

Demonstracdo. Seja N' = {n; < ny < --- < ng < ---} um subconjuntos infinito de N.

Como lim z,, = a, dado € > 0, existe ny € N tal que
n>nyg = d(z,,a) <e.
Sendo N infinito, existe ny, € N’ tal que ng, > no. Logo,
k> ko = ni > ng, = d(z,,,a) < e.

Donde, lim z,,, = a. n

Exemplo 31 Considere, no espaco métrico Q, a sequéncia (x,,) tal que x,, = cos(nr). Note
que Ta, = cos(2nm) — 1 e xop41 = cos((2n + 1)w) — —1 determinam duas subsequéncias
de (x,), que convergem para limites distintos. Pela Proposi¢do 5.15, segue que (z,) é

divergente. A
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Usando sequéncias podemos caracterizar o fecho de um conjunto, bem como o con-

ceito de conjunto fechado.

Teorema 5.16 Seja X' um subconjunto de um espaco métrico (Y, d). Entdo,
(i) a € X se, e somente se, existe uma sequéncia r,, € X tal que x,, — a.

(ii) X é fechado se, e somente se,

rp, € X, x, > a=a € X.

Demonstracio. (i) Sejaa € X. Se a € X, basta considerar a sequéncia constante (a, a, .. .).
Suponhaa ¢ X. Neste caso, a € X’. Consequentemente, para cadan € N podemos escolher

1
xn€B<a;—),
n

e, dessa forma, obter uma sequéncia (x,,) de pontos de X tal que

um ponto

1
d(zp,a) < — = limz, = a.
n

Reciprocamente, para se ter lim x,, = a, é necessario que a € X.
(ii) Como X é fechado se, e somente se, X = X, o resultado segue imediatamente do item
).

[ |

5.3.2 Sequéncias de Cauchy

Definicio 5.11 (Sequéncia de Cauchy) Uma sequéncia (x,,) num espaco métrico (X, d) é
dita uma sequéncia de Cauchy (ou sequéncia fundamental) se, para todo € > 0 dado, existe
ng € N tal que

m,n > ng = d(Tm,, T,) < €.

Observe que numa sequéncia de Cauchy os termos aproximam-se uns dos outros, a
medida que n aumenta. Em particular, se os termos de uma sequéncia aproximam-se cada
vez mais de um ponto fixo, eles tornam-se proximos uns dos outros, para n suficientemente

grande. Este fato é estabelecido pela proposi¢do a seguir.

Proposicao 5.17 Seja (x,,) uma sequéncia num espago métrico (X,d). Se (x,) é conver-

gente, entdo (x,,) € uma sequéncia de Cauchy.
Demonstracdo. Sejalim x,, = a. Dado € > 0, existe ny € N tal que

n>ny = d(z,,a) <

I

DN ™

m > ng = d(zp,,a) <

DO ™
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Dai,
m,n > ng = d(Tp, Tn) < d(Tm,a) + d(z,, a) <

Donde, (z,,) é uma sequéncia de Cauchy. |

A reciproca da Proposi¢do 5.17 ndo € verdadeira, ou seja, nem toda sequéncia de Cau-
chy num espaco métrico X € convergente. Os espacos em que qualquer sequéncia de Cauchy
converge sao ditos completos e serdo discutidos mais tarde.

Exemplo 32 Seja X = {z € Q; 0 < x < 1} o subespaco de Q, com a métrica induzida

pela métrica usual. Considere no espago métrico QQ a sequéncia definida por
1
Ty = —.
n

Temos que limz,, = 0 € X. Logo, (z,,) é convergente no espaco métrico Q e pela Proposi-
¢do 5.17 segue que (x,,) é uma sequéncia de Cauchy em Q. Dai, como x,, € X, para todo
n € N, segue que (x,) é uma sequéncia de Cauchy em X. Portanto, no espaco métrico X, a

sequéncia (x,) é de Cauchy, mas ndo converge. A

Proposicao 5.18 Toda sequéncia de Cauchy (x,,) num espago métrico (X, d) é limitada.
Demonstraciao. Dado ¢ = 1, existe ny € N tal que

m,n > ng = d(xm,, ,) < 1.

Logo, X1 = {Zny41, Tngs2, - - -} € limitado, de sorte que Xy = {x1, 2, ..., x,,} também é
limitado. Dai, como

x(N) = Xl U X27
segue que x(N) é limitado. Portanto, (xz,,) é limitada. |

Pela Proposi¢do 5.18, segue que toda sequéncia ilimitada, de um espago métrico, nao
pode ser de Cauchy. Em particular, a sequéncia definida por z,, = n do espaco métrico Q

ndo é de Cauchy, pois (z,,) ndo é limitada.

Proposicio 5.19 Seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy num espago métrico (X,d) e (x,,)
uma subsequéncia de (x,,) que converge para um ponto a € X. Entdo (x,) é convergente e

lim z,, = a.
Demonstrac¢do. Como limz,, = a, dado € > 0, existe k; € N tal que

ng > k1 = d(zy,,,a) <

DO ™
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Por outro lado, sendo (z,,) uma sequéncia de Cauchy, existe ky € N tal que

m,n > ky = d(Tp,, T,) <

Do M

Logo, considerando ny = max{k;, k2 } temos que

n>ng = d(z,,a) < d(x,, ) +d(x,,,a) < g + g — ¢,

Portanto, lim z,, = a. |

A propriedada apresentada na Proposi¢do 5.19 ndo € vdlida para uma sequéncia qual-
quer. De fato, a sequéncia do espago métrico Q dada por =, = (—1)", que é divergente,

possui uma subsequéncia (s, ) que converge para 1.

5.4 Espacos Métricos Completos

Os espacos métricos completos sdo de grande importancia na Matematica. Esses espa-
cos abrangem certos teoremas que permitem a resolucdo de problemas sobre determinadas

condicoes.

Definicao 5.12 (Espaco métrico completo) Um espaco métrico X = (X, d) chama-se com-

pleto quando toda sequéncia de Cauchy em X é convergente.

Conforme a Defini¢do 5.12, para sabermos se um dado espaco (X, d) é completo,
devemos mostrar que existe lim z,, € X, qualquer que seja a sequéncia de Cauchy, (z,), em
X. Os dois proximos exemplos a seguir ilustram esse processo.

Exemplo 33 O subespaco Z+ C Q com a métrica induzida pela usual é um espaco métrico
completo. De fato, seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em Z*. Dado ¢ = 1, existe nyg € N
tal que

m,n > ng = d(Tm, T,) < 1 = d(xmy,x,) =0 = z,, = Tp.

Ora, isto significa que a partir de um certo termo, a saber x,,1, a sequéncia é constante e,
portanto, x,, — a € 7. A

Exemplo 34 Defina d : 7+ x 7t — R tal que

e note que d é uma métrica em Z. De fato, pela definicdo de d 0 axioma (My) € satisfeito.

Além disso,

~ 1 1
dim,n) =0<= |— — —

1
:0<:>—:—<:>m:n’
m n n

m
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ou seja, d satisfaz (Ms). Observe ainda que d satisfaz (Ms), pois

~ 1 1
dm,n) = |— — —

m n

1 1 ~
———|=d .
m\ (n,m)

n

Por fim, se p € 7, entdo

11\ (1 1 11 |11
==-=z)+(=—-=)|g|=—=|+|]--=

Logo, d satisfaz (My). Isto mostra que d define uma métrica em 7.

=d(m,p)+d(p,n).

Mostremos que o espago (Z+,d) ndo é completo. Seja (x,) uma sequéncia em 7.7,

1 €
dada por x,, = n. Dado € > 0, podemos obter ny € N tal que — < 5 Com isto,
o

£+€
-4+ - =c.
m m ng ng 2 2

Assim, () é uma sequéncia de Cauchy no espaco métrico Z". Afirmamos que (x,) é

divergente. Com efeito, se fosse r, — a € L, entdo, para 0 < ¢ < m, existiria
ala

no € N, de modo que x,, € B(a;¢), para todo n > ny. No entanto,

. 1 .
d(zn,a) <e < m — d(zp,a) =0 = z, = a, Yn > ny,

uma contradigcdo, pois (xn) é crescente. Portanto, (xn) é divergente e, consequentemente,

Z" ndo é completo. A

Exemplo 35 A funcdo d : R x R — R definida por

d(z,y) = |z —y|

é uma métrica em R. Os axiomas de métrica seguem imediatamente das propriedades de
valor absoluto de niimeros reais. Assim, o par (R, d) é um espaco métrico, o qual é denomi-
nado a reta real.

A reta real é um espaco métrico completo, ou seja, toda sequéncia de Cauchy em R
converge para algum ponto de R. A demonstracdo desse resultado pode ser vista em [6].
Por outro lado, a reta racional QQ ndo é um espaco métrico completo (veja [6] ou [5]), isto

¢, existem sequéncias de Cauchy em Q que ndo convergem para um ponto de Q. A

A nocao de completude de um espaco métrico X’ depende da métrica utilizada. Assim,
(X, d) pode ser completo e <X , cZ) ,onde d # d, pode ndo ser completo.

Teorema 5.20 (Subespaco completo) Seja (Y, d) um espaco métrico completo. Um subes-

paco X C ) é completo se, e somente se, X é fechado.
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Demonstraciio. Seja X’ completo e a € X. Logo, existe uma sequéncia (z,,) em X tal que
lim z,, = a. Como (z,,) é convergente em )/, segue que (x,,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em
X. Além disso, como X é completo, existe b € X tal que lim x,, = b. Dai, pela unicidade do
limite, segue que a = b € X, isto é, ¥ C X. Portanto, X é fechado. Reciprocamente, seja X
fechado, isto é, X = X. Dada uma sequéncia de Cauchy (v, ) em X, existe limy, = c € ),
pois ) é completo. Logo, ¢ € X e, consequentemente, ¢ € X. Portanto, X é completo. W

Corolario 5.21 Se (), d) é um espaco métrico completo e X C Y, entdo o subespago (X, d)

de ), onde d é a métrica induzida por d, é completo.
Demonstracio. Como X é fechado, o resultado segue do teorema anterior. |

Uma importante aplicagdo do Teorema 5.20 sera vista na demonstracdo do Teorema

do Completamento, que constitui o resultado mais importante do presente capitulo.

5.4.1 O Espaco Métrico das Classes de Equivaléncia de Sequéncias de
Cauchy

A seguir apresentaremos alguns resultados de Algebra pertinentes ao nosso traba-
lho. Em particular, estamos interessados no estudo das chamadas classes de equivaléncia
de sequéncias de Cauchy, as quais constituem um espaco métrico de grande importancia.
Um estudo mais detalhado sobre essas classes é apresentado em [22].

Dado um espago métrico (X, d), definamos o conjunto
€ (X,d) = {(z,); (x,) é uma sequéncia de Cauchy em X'} .

Como X # @, existe zy € X. Logo, a sequéncia constante (g, o, . . .), que € uma sequéncia
de Cauchy, pertence a ¢’ (X, d). Assim, independente do espago considerado, temos sempre
C(X,d) #+ 2.

Definicdo 5.13 Dizemos que duas sequéncias (x,,), (y,) € €(X,d) sdo equivalentes, e es-
crevemos (x,,) = (y,), quando

limd(x,,y,) = 0. (5.8)

A relagdo bindria (=) em €' (X, d) x € (X, d) é reflexia, simétrica e transitiva. De fato,
observe que (z,,) = (z,), pois

d(zp, x,) =0 = limd(z,,y,) = 0.
Além disso, se (x,) = (y,), entdo
lim d(yy,, z,) = limd(z,,y,) =0,
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ou seja, (y,) = (x,). Finalmente, supondo (z,,) = (y») € (yn) = (2,), temos
d(rp, 2n) < d(Tn, Yn) + d(Yn, 20) = 0 < Nlimd(2y, 2,) < Hm(d(20, Yn) + d(Yn, 20)) = 0.
Logo, lim d(z,, z,) = 0 e, portanto, (x,) = (z,). Assim, (=) é uma relagdo de equivaléncia.

Exemplo 36 As sequéncias (x,,), (yn) € €(Q,d), onde d é a métrica usual de Q, tais que

1
Ty = nt e Yy, = 1, para todon € N, sdo equivalentes. Com efeito,
n
1 1 1
d(xp, yn) = ntl_ 1‘ =|—| = - = limd(z,,y,) = 0.
n n n

Logo, (z,,) = (yn)-

A conclusdo a que chegamos no exemplo anterior € uma consequéncia imediata da

Proposicao 5.12. De fato, como lim z,, = lim y,, = 1, temos
limd(x,,y,) =d(1,1) = 0.
De forma mais geral, vale o seguinte resultado.
Proposicao 5.22 Sejam (x,,), (y,) € € (X, d) sequéncias convergentes. Entdo
(2n) = (yn) <= lim(z,,) = lim(y,).

Demonstraciao. Suponha inicialmente que lim x,, = lim y,, = a. Neste caso, pela Proposi-
¢do 5.12 resulta
lmd(z,,y,) = d(a,a) =0 = (x,) = (yn).

Por outro lado, se lim z,, = a,limy, = be (z,) = (y,), entdo
d(a,b) =limd(z,,y,) = 0= a =0.
Logo, lim z,, = lim y,,. Portanto, (z,,) = (y,) <= lim(z,) = lim(y,,). |

O resultado da proposigdo anterior s6 é garantido se as sequéncias (x,,) e (y,) forem
convergentes. Vejamos um exemplo.

Exemplo 37 Conforme vimos no Exemplo 32, no subespaco X = {x € Q; 0 < = < 1},

com a métrica induzida pela métrica usual de Q, a sequéncia (x,), com x, = —, é de
n

Cauchy, mas ndo é convergente. Observe que o mesmo acontece com a sequéncia (y,), com

2
Yn = PR Contudo,

2 2 2
Az, Yn) = |— — = = limd(z,,y,) =0,
(n: 4n) n n+1‘ n(n+1) i d(2n, yn)
ou seja, (r,) = (yn), sem que existam lim x,, e lim y,,. A
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Definicao 5.14 Para cada sequéncia (z,,) € € (X, d), o conjunto

(zn) = {(27,) € € (X, d); (27) = (x2)}
é chamado a classe de equivaléncia de (x,,) segundo a rela¢do (=).

Observacao 5.1 Para simplificar a notagdo utilizada, a partir de agora indicaremos por

x,y, ... os elementos (), (y,) € €(X,d). Deste modo, pela Defini¢do 5.14, temos
T={2 € €(X,d); 2 =x}.
A proposicao seguinte apresenta duas importantes propriedades das classes de equiva-

1éncia de €' (X, d).

Proposicdo 5.23 A familia (T)cq(x.q) possui as seguintes propriedades:

(i) € (X, d) U T.
€6 (X,d)
(ii) Se x,y € € (X, d), entdo apenas uma das condicdes ocorre: T =7 ouTNY =

Demonstracdo. Provemos (7). Como = = x, para todo = € € (X, d), note que

reF(Xd=zecr=ze| =9 dc| T
2€?(X,d) 2€%(X,d)

Por outro lado, se y € U Z,entdoy € T, paraalgum z € € (X, d). Dai,comoz C €(X,d),
2€C(X,d)
segue que y € €' (X, d) e, portanto, U T C €(X,d). Assim,

z€F (X ,d)
d=J=
€% (X,d)

Provemos (ii). Dados x,y € € (X, d), temos z = y ou = # y (isto é, x ndo é equivalente a
y). No primeiro caso, temos que x,y € = N ¥y. Dai, segue que
Vi'leT—=d=y=—rdey=—7TCYy

e, analogamente, y C 7. Portanto, se x = y, entdo T = y. Por fim, consideremos = # y.
Neste caso, x ¢ ¥, caso contrario, existiria 3y € g tal que = = ¥/ e, consequentemente, = = y,
uma contradi¢do. Dai, segue que ' € ¥, qualquer que seja 2’ € T. Portanto, se x # y, entdo
TNY = @. |

Definicao 5.15 (Conjunto quociente) O conjunto
{z v e€(X,d)},

representado por € (X ,d)/(=) e formado pelas classes de equivaléncia dos elementos de

€ (X,d) segundo a relagdo (=), é denominado o conjunto quociente de € (X, d) pela rela-
cdo (=).
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Conforme vimos anteriormente, cada elemento T € %' (X,d)/(=) é, na verdade, um
conjunto de sequéncias de Cauchy (z,) € €(X,d). Cada classe T pode ter mais de um
elemento e cada uma delas € indicada por um representante, escolhido arbitrariamente. Es-
creveremos (z,) ~ T, (Yn,) ~ ,... para designar que (x,), (yn),... s30 os respectivos
representantes de 7,7, ... € €(X,d)/(=).

1 -1
Exemplo 38 Considere (x,,), (x)), (yn), (v,) € €(Q,d) tais que x,, = —, x,, = n_’
n

n+1
(yn) = (1,1,...) ey, = ——. Note que x, — 0,2, — 0, y, — 1l ey, — 1. Logo,
as sequéncias (x,) e (z)) pertencem a uma mesma classe, T € € (Q, d), bem como (y,,) e

(yl,) pertencem a outra classe § € €(Q,d), distinta de T. Neste caso, podemos escolher

(tn) ~Te(y,) ~7. A

Apresentaremos agora, o teorema que estabelece o conjunto (X, d)/(=) com a es-

trutura de um espaco métrico.

Teorema 5.24 A funcdo d : (€(X,d)/(=)) x (€(X,d)/(=)) — R tal que

d(Z,7) = limd(zn, Yn), (5.9)

onde (z,) ~ T e (y,) ~ T, define uma métrica em € (X, d)/(=). Ou seja, (€(X,d)/(=),d)

é um espago métrico.

Demonstracdo. Primeiramente, mostremos que d estd bem definida, isto é, o limite em
(5.9) existe e independe dos representantes das classes T e 7. De fato, como (z,,) e (y,,) sdo

sequéncias de Cauchy, dado € > 0 existe ny € N tal que

m,n > ng = d(Tpm, Tn) + d(Ym, yn) < €.
Logo, pela Proposicdo 5.3

m,n > ng = |d(Tm, Ym) — d(x,, yn)| < €.

Dessa forma, vemos que (d(z,, y,)) é uma sequéncia de Cauchy em R. Pela completeza de
R, segue que (d(x,,y,)) é convergente. Assim, o limite em (5.9) sempre existe.

Sejam (x,,) = (x},) e (yn) = (y,). Pela Proposicéo 5.3, temos
|d(@n, yn) — d(@r,, yn)| < d(@n, 27,) + d(yn, yr).
Dai, como d(z,, x!,) — 0 e d(y,,y,) — 0, obtemos
lim |d(z,, yn) — d(2),y.)| = 0 = limd(z,, y,) = limd(z], y.,).
Portanto, a funcio d estd bem definida.
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Mostremos que d satisfaz os axiomas de métrica. Suponha que (z,) ~ T, (y,) ~ 7 e
(2,) ~Z,emque 7,7, Z € C(X,d)/(=). Temos que d satisfaz (M), pois

U

(Z,y) = limd(x,,y,) =0,
uma vez que a métrica d € uma funcao nao negativa. Como
E(Ea y) = lim d(l‘n, yn) = lim d<yn> xn) = E(ya E);

segue que d satisfaz (13). Temos ainda

d(7,7) =0 <= limd(zp,yn) = 0 <= (z,,) = (yp) <= T =T7.

Logo, d satisfaz (M,). Finalmente, pela desigualdade triangular da métrica d, obtemos

= limd(z,, z,) + im d(2,, y)
= d(z,%) +d(z,7),
ou seja, d satisfaz (My). Portanto, d é uma métricaem ¢'(X, d) /(=) e o par (¢'(X,d)/(=). d)

¢ um espaco métrico. |

Nos referiremos a este espago apenas por ¢ (X, d)/(=), ficando subentendido que
a métrica considerada € aquela dada em (5.9). Mais tarde, veremos a importancia desse

teorema no que diz respeito ao completamento de um espagco métrico.

5.4.2 Isometria

Veremos agora a importante nocao de isometria entre espacos métricos.

Definicio 5.16 (Isometria) Sejam X = (X ,d) e Y = (y,ci > espagos métricos. Uma
isometria é uma aplicacdo ¢ : X — Y tal que

quaisquer que sejam x,y € X.

X

Figura 5.2: Isometria.
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De acordo com a Definicdo 5.16, uma isometria é uma aplicacdo que preserva dis-
tancias. A Figura 5.2 representa esta propriedade das isometrias. O valor € corresponde a
distncia de  a y, no espago X, e de () a p(y), no espago ).

Note que toda isometria € injetiva. Com efeito, se ¢ : X — )/ é uma isometria, entao

o(x) = o(y) = d(z,y) = d(p(z),0(y)) =0 =z =y,

com z,y € X. Assim, toda isometria sobrejetiva é bijetiva.
Quando existe uma isometria ¢ : X — ) bijetiva, os espacos X e ) sdo ditos isomé-
tricos.

Exemplo 39 A aplicacdo identidade id : (X,d) — (X,d) é uma isometria. De fato, como
id(x) = x para todo © € X, segue que

d(xz,y) = d(id(x),1d(y)), Ve,y € X.

Em particular, como id é bijetiva, todo espaco métrico é isométrico a ele mesmo. A

Exemplo 40 Dados X = (X,d) e Y = (),d), espacos métricos, e ¢ : X — ), uma
isometria, existe um subespaco VV de ) isométrico a X. Com efeito, sendo o injetiva, basta

considerar W = o(X) C Y, com a métrica induzida por d. A

As proposigdes a seguir, apresentam alguns resultados importantes sobre isometrias.

Proposicao 5.25 Sejam ¢, : (X,d) — (:)AJ) e s - ()J,cZ) — <Z,c§> isometrias. A
composta p : X — Z, onde
¥ = P20P1,

é uma isometria.

Demonstracao. De fato, note que

183

d(z,y) = d(1(x), 21(y)) = d(a(01(2)), p2(01 (1)) = d((2), (1)),

quaisquer que sejam x,y € X. Portanto, ¢ € uma isometria. |

A inversa de uma isometria, quando existe, ¢ também uma isometria. Este resultado

encontra-se na proposi¢do abaixo.

Proposiciao 5.26 Se ¢ : (X,d) — (37, J) é uma isometria bijetiva, entdo ™' : Y — X é

uma isometria.

85



Demonstragio. Note que (¢ '(y)) = y, paratodo y € V. Dai, sendo ¢ : X — ) uma
isometria, segue que

d(y1,12) = d(e(e™ (1)), 0l (1)) = d(e ™ (1), " (12)),

para quaisquer que sejam y;, 4, € V. Portanto, ! € uma isometria. ]

Proposicdo 5.27 Sejam ¢ : (X,d) — ()AJ) uma isometria e (x,) uma sequéncia de
Cauchy em X. Entdo, (p(x,,)) é uma sequéncia de Cauchy em ).

Demonstraciio. Sendo ¢ uma isometria, temos que d( (), (2,)) = d(n, y,) para cada

T, Yn € X. Dai, como (z,,) € uma sequéncia de Cauchy, dado £ > 0 existe ny € N tal que
m,n > ng — J(gp(:cm), o(xy)) = d(xn, yn) < &,

ou seja, (¢(x,)) é uma sequéncia de Cauchy em ). |

Definicdo 5.17 (Aplicaciio continua) Dizemos que uma aplicacdo f : (X,d) — (Y,d) é
continua no ponto a € X quando, para todo € > 0, dado arbitrariamente, existe 6 > 0 tal
que

d(z,a) < 6§ = d(f(z), f(a)) < e.

Quando f € continua em todos os pontos a € &, diz-se que f é continua em X. Note
que a aplicacdo identidade id : (X,d) — (X, d) é continua, pois, dado ¢ > 0, tomando

0 = ¢, temos que
d(z,a) < 0 = d(id(x),id(a)) = d(z,a) < =e.

Exemplo 41 Seja (x,,) uma sequéncia num espaco métrico X = (X,d), com z,, — a € X.
Se f:(X,d) — (y, ci) é continua em a, entdo f(x,) — f(a). Com efeito, a continuidade
de f no ponto a € X significa que, dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que

d(z,a) <6 = d(f(z), f(a)) <e
Por outro lado, para cada 6 > 0, existe ny € N tal que
n>ng = d(z,,a) <6 = d(f(z,), f(a)) < e.

Donde, im f(z,) = f(a). Reciprocamente, se f(x,) — f(a), para toda sequéncia (x,,) em
X tal que x,, — a € X, entdo f é continua em a. De fato, se f ndo fosse continua em a,

entdo dado € > 0 existiria, para cada n € N, um ponto x|, € X de modo que
1 ~
Al a) < b, = = d(f(2)). fla) > <.

obtendo assim, uma sequéncia (z))) em X tal que x,, — a, mas lim f(z])) # f(a), uma

contradigdo. A
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Observe que no Exemplo 41 temos uma caracterizagdo das aplicagdes continuas por

meio de sequéncias. De fato, provamos que uma aplicagio f : (X, d) — (), d) é continua

ema € X se, e somente se, f(x,) — f(a), para toda sequéncia (z,) em X, com z,, — a.

Exemplo 42 (Contracio fraca) Uma aplicacdo [ : (X,d) — (¥, d) chama-se uma con-
tragdo fraca quando

d(f(z), f(y) < d(z,y),

quaisquer que sejam x,y € X. Mostremos que toda contracdo fraca é continua. Com efeito,

seja a € X. Para todo ¢ > 0, dado arbitrariamente, considerando 6 = ¢, temos
d(z,y) < = cZ(f(a:), (f(a)) <d(xz,a) <d=ce.

Donde, f é continua em a. A

Exemplo 43 Sejam p; : X1 x --- X X, = &, com 1 < i < n, as projecoes do produto
cartesiano dos espacos métricos (Xy,dy), ..., (X,,d,) em um de seus fatores. A i-ésima
projecdo é definida por

pi(Ty,. .., 1) = x4

Seja d a métrica dada em (5.3). Dados x,y € X} X ... X &,,, temos
di(pi(x), pi(y)) = di(zi, yi) < d(z,y).

Assim, p; é uma contragdo fraca e, portanto, uma aplicagdo continua.

Proposicao 5.28 Toda isometria ¢ : (X,d) — (y, cZ) é continua em a € X.

Demonstracao. Com efeito, sendo ¢ uma isometria, dado a € X', temos
d(z,a) = d(p(z), ¢(a)), Vo € X.
Assim, ¢ € uma contracao fraca e, portanto, continua em a. |
Em particular, pelo Exemplo 41, temos que

limz, =a = limp(z,) = ¢(a).

Apresentaremos agora o teorema que garante a existéncia de um subespaco de
¢ (X,d)/(=) denso em €' (X, d)/(=) e isométrico a (X, d).

Teorema 5.29 Seja (X, d) um espaco métrico. Existe um subespaco W C €(X,d)/(=)
isométrico a X e denso em € (X ,d)/(=).
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Demonstracdo. Associemos a cada ponto x € X aclasse T € ¢ (X, d)/(=), de modo que
(z,) = (z,2,...) ~ Z. Isto define uma aplicagdo ¢ : (X,d) = (€ (X,d)/(=),d) tal que

p(r) =T,

Sejam (z,,) = (z,z,...) ~Te (yn) = (¥,y,...) ~ 7. Como (z,) = z e (y,) — y, temos
que
d(z,y) = limd(z,,ya) = d(@,7) = d(o(z), (y)), Yo,y € X.

Logo, ¢ é uma isometria e, portanto, o conjunto W = p(X) C € (X, d)/(=), com a métrica
induzida por d, é um subespago de €'(X, d)/(=) isométrico a X

Mostremos que W € denso em €' (X, d)/(=). Sejam z € € (X,d)/(=) e (z,) ~ Z.
Como (z,) € €(X,d), dado € > 0, existem ng, ko € N, com ky > ny tal que

€
n > ko >ng = d(zn, 2,) < 3
Dati, considerando (z!,) = (2ky, 2k, - - -) ~ Zky»> ODtEmos
A . €
d(Z,Zy,) = limd(z,, 2,) < ;<&

de sorte que Zx, = ¢©(zk,) € W. Assim, para todo z € (X, d)/(=), temos
B(Z,e)NW # @, Ve > 0.

Portanto, WV é denso em €' (X,d)/(=). |

Observe que o resultado acima assegura apenas a existéncia do subespago VV. Mostra-
remos ainda que VW € unico, a menos de isometrias.

5.4.3 Completamento de Espacos Métricos

J4 sabemos, por meio de alguns exemplos, que existem espagcos métricos que sao com-
pletos e outros que ndo sao completos. O estudo de espacos métricos completos € de grande
importancia. Nesse sentido, vamos analisar o seguinte problema: dado um espago métrico,
nao completo, € possivel, de alguma forma torna-lo completo? Veremos que, realmente, isto
€ possivel.

Definicdo 5.18 (Completamento) Um completamento de um espaco métrico X = (X, d) é
um par (), @), onde ¢ : X — ) é uma isometria, (Q, ci) € um espaco métrico completo e

©(X) é isométrico a X e denso em ).

O teorema seguinte garante a existéncia e a unicidade do completamento de um espago
métrico e encontra-se exposto em [5].
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Teorema 5.30 (Completamento) Seja X = (X, d) um espagco métrico. Existe um espago
métrico completo §) que contém um subespaco VV denso em €) e isométrico a X. Além disso,
o espago S) € linico, a menos de isometrias, isto é, se §' é outro espagco métrico completo

contendo um subespaco W' denso em Q' e isométrico a X, entdo §) e § sdo isométricos.
Demonstracao. Pelo Teorema 5.24 temos que
T (X, d)/(=)
€ um espaco métrico. Além disso, o Teorema 5.29 assegura a existéncia de uma isometria
p: X ->WCFX,d)/(=),

sendo W = ¢(X') um subespago de €' (X, d) /(=) isométrico a X e denso em €' (X, d)/(=).
Assim, se €' (X, d)/(=) for completo, entdo

Q=6(X,d)/(=)

¢ um completamento de (X, d).
Provemos que %' (X,d)/(=) é completo. Seja (T,) uma sequéncia de Cauchy em
% (X,d)/(=). Dado € > 0, existe n; € N tal que

- €
m,n >ny = d(Ty, Tn) < 3

Sendo W denso em €' (X, d)/(=), entdo para cada n € N existe w,, € W tal que

- 1
(T, W) < (5.10)
n
e, consequentemente,
- _ -, _ - - 1 € 1
m,n >ny = d(Wy,, 0,) < AW, T) + AT, Tn) + d(Tp, W,) < — + 3 + —.
m n

Dai, como existe um natural ng > n; tal que 1/ny<e/3, obtemos que

> ny = d(W _)<5+5+5 £
m,m>n Wy, W, —4+ -4+ - =c.
’ 0 333

Logo, (w,,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em W. Sendo ¢ : X — W uma isometria bijetiva,
definindo, para cada m € N, w,, = ¢~ (w,,), obtemos uma sequéncia (w,,) € €(X,d).
Assim, existe T € (X, d)/(=), de modo que (w,,) ~ T. Afirmamos que

limz, =7=.

De fato, de (5.10) temos

d(Z,,7) < d(ZT,,w,) + dW,,T) <

d + d(W,,T).

n

89



Com isso, observando que (w!,) = (wp, w, ...) ~ W,, para cada n € N, obtemos

_ 1
d(@,T) < — 4 lim d(wy,, wn,),

n m—00

e, como

1
lim |—+ lim d(w,,w,)| =0,
n—oo | N m—oo

segue que lim d(Z,,,7) = 0, ou seja, dado § > 0, existe nj, € N tal que
n > ny = d(T,,7) < § = limz, = 7.

Portanto, € (X', d) /(=) é completo e, dai, podemos tomar §2 = €' (X, d)/(=).

Mostremos que §2 € tinico, a menos de isometrias. Suponha que exista um outro espago
métrico completo ' = (2, d’) e que o mesmo contenha um subespago VW' denso em )’ e
isométrico a X. Como Q' = W/, dados 2,y € ' existem sequéncias (z/,) e (y/,) em W,

de modo que lim 2/, = 2’ e lim y/, = ¥/. Logo, para todo ¢ > 0, existe ng € N tal que

n > mng = |d (@), ) = d'@y)| <d@a)) +dWhy) < 5 +5 ==,

ou seja,
d(2',y") =limd(z,,y).
Analogamente, dados 7,7 € (2, temos
d(z,7) = lim (T, 7).

onde (Z,) e (7,,) sdo sequéncias em W tais que lim@, = T e limy, = y. Como We W’
sdo isométricos a X, existem duas isometrias bijetivas p : X — We ¢ : X — W'. Logo,

¢ =¢ ot : W — W é uma isometria bijetiva e, portanto, VW € isométrico a W'.

}‘

+¢=www*

S

¥

Figura 5.3: Completamento de um espaco métrico.
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Agora, definamos uma fungdo w : Q — €' tal que
w(T) = lim ¢(T,,),

onde (Z,) é uma sequéncia em W, com limZ, = Z. Veja que w estd bem definida. De
fato, sejam (Z,) e (7,,) sequéncias em ) tais que limZ,, = T e limy,, = 7. Como ¢ é uma

isometria de YV em W, temos

d(w(7),w(y)) = d'(lim ¢(z,),lim ¢(y,)) = limd' ($(Zn), $(7,))
= limd(Z,,7,)
= d(lim7,,lim7y,)
= d(z,7).
Com isso,
T =y = d(w@),wy) = 0= w@) = w@)

Logo, w estd bem definida e, além disso, € uma isometria.

Seja w' € . Existe uma sequéncia (w),) em W' tal que limw] = w' e, como ¢ é
bijetiva, para cada n € N, existe um dnico w,, € W tal que w,, = ¢~ *(w/,). Ora, como (w/,)
é uma sequéncia de Cauchy em W e ¢! : W' — W € uma isometria, segue que (0, é
uma sequéncia de Cauchy em W C ). Sendo €2 completo, existe w € {2 tal que

W = limw, = lim ¢! (w)).
Dai, pela continuidade de w, temos que
n n

w(®@) = w(lim¢ ™' (w))) = limw(¢~" (w))) = lim [lim ¢(¢~' (w},))] =limw' = w'.

Assim, dado w’ € €)' existe w € () tal que w(w) = W/, isto é, w é sobrejetiva e, consequen-

temente, uma bijecdo. Portanto, §2 e €’ sdo isométricos. [

5.4.4 A Reta Real R

Como sabemos, Exemplo 35, a reta racional (Q ndo é um espago métrico completo.
Pelo Teorema 5.30, o espago Q possui um completamento, a saber o par (¢'(Q, d)/(=), ¢),
emque ¢ : Q — %(Q,d)/(=) é uma isometria.

Por outro lado, o espago métrico dos niimeros reais (R, d) ou a reta real, com a métrica

d(x,y) = |x —vyl|, é definido como sendo o completamento do espago métrico (Q, d). Assim,
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podemos identificar’ R como sendo o conjunto ¢ (Q,d)/(=), isto €, o conjunto quociente
das classes de equivaléncia das sequéncias de Cauchy de nimeros racionais.

Mais ainda, pelo Teorema 5.30, qualquer completamento de (Q, d) deve ser isométrico
ao espaco (R, d). Isto significa que as propriedades referentes a distancia ndo se alteram, em
relacdo aquelas apresentadas no espaco R. Em outras palavras, isto significa dizer que R € o

unico completamento de (9, a menos de isometrias.

’Em [22] é feita a construcio dos nimeros reais utilizando-se classes de equivaléncia de sequéncias de

Cauchy.
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Capitulo 6
Conclusoes

No desenvolvimento do nosso trabalho, fizemos um estudo das isometrias mostrando
sua importancia, principalmente, na Matematica. O tema aqui discorrido € muito abrangente
e aparece naturalmente em algumas das dreas da Matemdtica, desempenhando um papel
fundamental em cada uma delas, como por exemplo, na Geometria Diferencial. Procuramos
fazer uma abordagem baseada na utilizacio de isometrias para tratar problemas de natureza
tedrica e pratica, tanto em nivel basico como em nivel mais avangado. Além disso, procura-
mos explorar alguns recursos do GeoGebra através de algumas atividades em que se trabalhe
tanto a parte lidica como a parte conceitual do tema apresentado.

Devemos ressaltar que o conceito de isometria, bem como o conhecimento de suas
propriedades, sdo fundamentais e devem ser exploradas a partir da Educagdo Bésica. Desta-
camos ainda, que o uso das propriedades de isometrias para tratar problemas de Geometria
Plana constitui uma atividade bastante rica e interessante. Nesse sentido, propomos uma lista
de atividades em que as isometrias devem ser utilizadas de forma objetiva, para solucionar
problemas préticos, de construcdo e tedricos, muitos dos quais, modelam situagdes reais.

Propor situagdes-problemas que instiguem a curiosidade dos alunos, e, posteriormente,
os leve a buscar solucdes, levantar hipdtese, perceber propriedades, € algo que enriquece o
processo de ensino e aprendizagem de Matematica, ainda mais, se forem utilizados de forma
adequada os recursos presentes no Geogebra. As ferramentas desse software devem ser
exploradas, de modo a contribuir para uma melhor compreesdo a respeito das isometrias do
plano. Sua utilizag@o nas construgdes de poligonos regulares e da estrela de m pontas, assim
como no ladrilhamento do plano, sdo essenciais tanto do ponto de vista pratico como tedrico.
Em relacdo a determinacdo da composta de isometrias do plano, o software permite analisar
uma grande quantidade de casos em pouco tempo, o que permite conjecturar resultados.
No entanto, devemos ter em mente que isto ndo substitui uma demonstracdo formal dos
fatos observados nas atividades. Para tanto, devem ser empregadas apenas as definicdes e
propriedades de cada uma das isometrias.

Utilizar as isometrias para d4 uma caracterizacdo da Reta Real como sendo o unico

espaco métrico que completa o conjunto dos nimeros racionais, a menos de isometrias, é
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uma atividade fascinante e mostra o quanto este tema € vasto e importante na Matematica.

Sem dudvida alguma, a elaboracdo deste trabalho nos fez adquirir uma visdo mais pro-
funda e completa acerca das isometrias, contribuindo, e muito, para a nossa formagao aca-
démica e docente. Esperamos que o mesmo sirva de apoio ou fonte de inspiracdo para o
desenvolvimento de outros trabalhos dessa natureza ou ainda, que desperte a curiosidade e o
interesse dos leitores pelo tema isometrias.
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Apéndice A

Sugestoes e Comentarios sobre as
Atividades

Neste apéndice apresentaremos algumas sugestdes de solucdes para as atividades apre-

sentadas no Capitulo 3.

A.1 Problemas Teéricos e praticos

Problema 1

Uma solugdo possivel é a que segue. Sejam ¢ = R;0 R, e s = R,.(s). Considere

dois pontos p € s’ e q € s tais que pg L s. Note que se v = ﬁ, entao
o(r) = Rs(Ry(x)) = Rs(x) = To(x), Vz € 7.

Além disso, para todo y € s’ temos

Portanto, ¢ = 7. Veja a Figura A.1.

P(z)
i
S q P(y)
r
2 T
S/
p Yy

Figura A.1: A isometria ¢ = R; 0o R,.

Vejamos como explorar essa atividade no GeoGebra. No ambiente do GeoGebra siga

0s seguintes passos:
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e trace duas retas paralelas r e s;

e obtenha a reta s, reflexdo da reta s em relacdo a reta r;

° traceovetor7 :ﬁ,compe s,qgesepqg L s;

e escolha trés pontos x, y € z e obtenha suas reflexdes, ', 3/ e 2/, em rela¢do a reta r;

e reflita os pontos 2/, 1/ e 2/, em relagdo a reta s, obtendo os pontos =", 3" e z”;

e aplique nos pontos z,y e z a translagcdo pelo vetor e

e conclua que a composta da reflexdo em relagdo a » com a reflexdo em relagdo a s (nesta

ordem) € a translacdo pelo vetor 7, ou seja

RsoR, =Tw.

A Figura A.2 foi obtida seguindo-se os passos indicados anteriormente. Aqui des-
tacamos mais uma vez a importancia do software, pois 0 mesmo permite a exploracdo do
problema por meio de um grande nimero de casos.

"

x
o
* y, "
s q v i
y// Z/
, . i -
s v :
b zh y

Figura A.2: Explorando a composi¢do de duas reflexdes em relacdo a retas paralelas.

Problema 2

Para solucionar este problema, convém fazer a seguinte definicao.

Definicao A.1 (Angulo orientado entre retas concorrentes) Sejam r e s retas concorren-

tes em um ponto O € 1. O dngulo orientado da reta r para a reta s é o dngulo ndo obtuso

o= Z(op, o).

compecreqcs.
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Figura A.3: Angulo orientado entre retas.

Com esta defini¢do em mente, uma possivel solug@o para o problema € dada a seguir. Sejam
»=Rs0oR,,s =R.(s)e{o} =rnNs. Agora considere 5 = 2, onde « é o dngulo de r

para s, e note que
P(z) = Rs(R,(2)) = Rs(z) = Rot(op(z), Vo € 1.

Além disso, para todo y € s’ temos

Figura A.4: Composi¢do de duas reflexdes em relagdo a retas concorrentes.

Problema 3(a)

Inicialmente, lembremos que Rot (, 1500y = S,. Considere
¢ = ROt(o2’1800) e} ROt(ol,ISOO) = 802 e} 801.

Se 01 = 05, entdo

¢ =38,08,,=8,,08,'=Td="Ty.

Suponha o; # 0, e seja r a reta que passa por o1 € 0o. Considerando v = 20705 temos

o(x) = Ty (x), Vo € 1.
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Por outro lado, se y ¢ r, entdo os tridngulos pqy, e y¢(y)y4 sdo semelhantes. Por fim, basta

observar que
yoly) =204 =V = ¢(y) =y + 7 = Te(y).

Portanto, ¢ = T=.

Figura A.5: Composi¢do de duas rotagdes de angulo 180°.

Para explorar esse problema no GeoGebra siga 0s seguintes passos:
e trace uma reta r e escolha dois de seus pontos 0; € 0y, centros das rotacoes;
e escolha um ponto = € r e obtenha o ponto z/, rotagdo de 180° de = em torno de o1
e 10 ponto 7/, aplique a rotagdo de 180° em torno de 0,, obtendo z”;
e trace os vetores U = 01—02> eV = %;7 e observe a relacao entre eles;
e escolha um ponto y & r e obtenha o ponto 3/, rotagdo de 180° de y em torno de oy;
e no ponto 3/, aplique a rotacéo de 180° em torno de oy, obtendo y”;

e trace o vetor W = YY" e observe sua relacdo com o vetor
e movimente o ponto z sobre r e observe o que ocorre com 0s vetores u’, v e uf;

e movimente os pontos A e B e observe a relagdo entre Wel eentre W e w;

e conclua que a composta da rota¢io de 180° em torno de 0, com a rotacdo de 180° em

torno de 0; (nesta ordem) € a translagdo pelo vetor 0,05 , ou seja

ROt(0271800) e} ROt(m,lSOO) = 7;@.

Podemos proceder de modo andlogo para investigar a composi¢ao
Rot(ol’lgoo) e} ROt(O%lg()O).

A Figura A.6 foi obtida seguindo-se os passos acima.
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Figura A.6: Explorando a composi¢do de duas rotagdes de angulo 180°.
Problema 3(b)
Sendo T =T e U = 0,05 = —0907, concluimos pelo item (a) que
ROt(m,lBOO) o ROt(O2’1800) = (ROt((,Q,lgoo) O ROt(ol’lgoo))_l.

Problema 4

De fato, dado x € II temos

'R,Olf(o,a) ('ROt(o’ﬁ) ($)) = Rot(o7a)(aj(o75)) = Z(o,a+B) = Rot(o7a+ﬁ)($)
Portanto,
’R,Ot(o’a) o 'R,Ot(o,g) = Rot(o’a_m).
Problema 5

. 1 .
Seja v’ = 537 Considere 7’ = T (r)es’ = T_p eospontos y; € s'Nrez; € ' Ns.

O ponto z é tal que {z} = Yyt N Zz]. Veja a Figura A.7.

Y

Figura A.7: O vértice x do Azyz.
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Problema 6

Basta aplicar reflexdo em relacdo a cada uma das retas para obter 0 menor percurso
entre = e ¥, tal como no Exemplo 7. Primeiramente, obtenha 2/, reflexdo de x em relagdo a
r. O segmento z'y intersecta s no ponto 3. Reflita 2’ em relagdo a r, obtendo z”. O ponto
xo € a interse¢do do segmento x”x3 com a reta r. Por fim, reflita x5 sobre r, obtendo z%. O
ponto x4 € a interse¢do do segmento x4y com r. A trajetdria do raio visual € a linha poligonal
TL1XX3T4Y.

Xy

. / x
T 3

X2

Figura A.8: Trajetoria do raio visual entre = e y.

A.2 Construcao de poligonos regulares por rotacao

No GeoGebra, para obter os pontos zj, com 1 < k < n — 1, utilize a ferramenta

“rota¢do em torno de um ponto” e mantenha o sentido de rotacao.

A.3 Estrela de m pontas

Esta atividade requer algumas informacdes sobre a no¢do de congruéncia modular.
Comecemos recordando que dados x, m € Z, com m > 1, o resto da divisdo euclidiana de
x por m € o tnico inteiro b € {0,1,...,m — 1} tal que

r=am+ b,

para algum a € Z.
Sejam x,y, m € Z,com m > 1, a notacdo x = y mod m indica que = — y € divisivel
por m. Por exemplo, 13 = 1 mod 3, pois 13 — 1 = 12 e 12 € divisivel por 3. Para indicar

apenas o resto da divisdo de x por m, usamos a notagao x mod m. Deste modo,
(k 4+ i) modm
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indica o resto da divisdo de k + ¢ por m.
Vejamos como obter a estrela de 15 pontas. Neste caso, temos k£ € {0,1,...14}.
Escolhendo i = 7, pois mdc{15,7} = 1, temos

k= 0= (k+i)modm = T7Tmod 15 = T;
k = 7= (k+i)modm = 14mod 15 = 14;
k = 14 = (k +i)modm = 21 mod 15 = 6;
k = 6= (k+i)modm = 13mod 15 = 13;
k = 13 = (k+i)modm = 20 mod 15 = 5;
k =1= (k+i)modm = 8mod 15 = §;

k= 8= (k+i)modm = 15mod 15 = 0.
Deste modo, obtemos a sequéncia de pontos
ToT7T14Xg . . . L1XRT(Q-

Utilizando-se a ferramenta “poligono” do GeoGebra, trace o poligono xgr7714%¢ - . . 178X,
selecionando os pontos na ordem em que aparecem na sequéncia. A estrela de 15 pontas,

assim obtida, pode ser observada na Figura A.9.

Figura A.9: Estrela de 15 pontas.
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Utilize os passos fornecidos na atividade e construa outras estrelas. Para obter uma
visualiza¢do dinamica de sua construgdo, utilize a ferramenta “protocolo de constru¢ao” do
GeoGebra.
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