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Resumo

Ha um leque bastante grande de aplicacdes envolvendo o tema Desigualdades. Tais
aplicacdes aparecem desde casos em que ndo precisamos de quase nenhuma técnica para
aborda-las, as que utilizamos resultados mais gerais (como o Principio da Indugdo Finita),
as que lancam mao de resultados levemente sofisticados (a desigualdade entre as médias) e
as que se apropriam de resultados mais fortes (como € o caso da desigualdade de Jensen).

Nossa inten¢do € percorrer este caminho sempre provocados por problemas que ilus-
trem a aplicabilidade do conhecimento matematico, pois percebemos no espectro de possi-
bilidades desta temédtica nao um fator que provoque desestimulo, mas sim um modo bastante

construtivo e motivador para o trabalho com os estudantes em sala de aula e fora dela.

Palavras Chaves: Desigualdades, Médias, Aplicacoes.
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Abstract

There’s a great deal of possibilities involving the theme Inequalities. Such applications
are presented in cases which require little technic to be approached, the ones in which we
use more general results (Principle of Finite Induction), those that make use of more slightly
sophisticated (middle inequalities) as well as those that make use of stronger results (Jensen’s
Inequalities).

The goal here is to follow this way using mathematic problems to illustrate the ap-
plicability of the mathematic knowledge, for we do not see in the specter of possibilities a
factor that may cause student’s discouragement, but a constructive and motivating way to

work with students in or out of class.

Keywords: Inequalities, Means, Applications.
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Capitulo 1

Introducao

Bem que pelo titulo este trabalho poderia discorrer sobre alguma andlise de ordem
econOmica e socioldgica a despeito das “desigualdades” e seus “problemas” derivados; salvo,
evidentemente, pela descricdo e logomarca, ambas no topo da capa, que fazem mencio ao
PROFMAT, Programa de P6s-Graduagdo em Matemadtica na Modalidade Profissional, e de-
nunciam de soslaio sua verdadeira intencao.

Convido-os para percorrer um breve caminho, com o olhar fixado inicialmente no re-
trovisor, no sentido de expor as razdes da escolha desta temdtica, bem como da abordagem

aqui proposta.

1.1 Objetivos

Sou licenciado em Matematica pela UECE - Universidade Estadual do Ceara - e co-
mecei minha carreira no magistério quando ainda era estudante naquela instituicdo. O ano,
1998; o projeto, apoiar jovens e adultos de baixa renda a ingressar na universidade publica.
Por indmeros fatores, que ndo vou aqui discorrer, o aproveitamento era, na medida das pos-
sibilidades, gratificante, haja vista os resultados que iam surgindo. Naquela época, atuava
como membro cooperado da COOPEC, instituicdo criada com a finalidade e propdsitos ja
evidenciados. Tal experi€ncia durou alguns poucos anos. Segui na labuta por outras institui-
coes de carater publico ou privado onde, invariavelmente, o desempenho apresentado pelos
meus estudantes era baixo ou muito baixo.

Tive oportunidade, ao longo de mais de uma década, de vivenciar muitas experién-
cias, conhecer e caminhar junto com alguns milhares de estudantes, tomar conhecimento
com outros colegas da drea de exatas e verificar, com isso, que tal insignificante rendimento
era recorrente também entre seus aprendentes. Isso podia soar para alguns como lenitivo
ou explicacdo suficiente e necessaria desse “statu quo”, muito embora, pessoalmente, hou-
vesse muito desconforto. Qual a finalidade de estarmos todos reunidos cotidianamente para

aprender se ndo chegdvamos ao fim desejado?
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Havia um certo indicativo em minha mente que a corresponsabilidade do professor
para alterar isso deveria ser maior que a do estudante. E um vetor de mudanga de posi-
cao deveria ser entdo procurar uma melhor qualificacdo. Infelizmente as op¢des para um
recém licenciado eram poucas: ou ia a drea da Educagdo, ou me embrenhava nos insolitos
caminhos da pesquisa técnica em Matematica. Nada que conjugasse equilibradamente am-
bas as vertentes. Esta ultima divagacdo € proposital, ¢ meu expediente para destacar, com
confetes e serpentinas, a importancia que o programa PROFMAT tem representado para o
desenvolvimento do processo ensino aprendizagem da Matematica no pais, mas retomemos.

Entre tantos dissabores tive uma experiéncia bastante exitosa quando em determinado
colégio da rede particular de Fortaleza/CE iniciei um projeto de preparacao para as Olimpia-
das de Matematica. Além das medalhas; o que € principal, havia alunos dvidos por aprender,
quanto mais melhor. Essa experiéncia me levou a outras reflexdes e a tragar alternativas di-
versas no momento de apresentar os contetidos, alids, no momento de escolher quais conteu-
dos apresentar e de que forma fazé-lo. Os objetivos, agora, eram mais palpaveis e atingiveis.
Sabia, com tudo isso, que se os estimulos variassem, as respostas poderiam sofrer mudancas
positivas.

Curiosamente, havia disponivel, numa faixa intermedidria de complexidade, outros as-
pectos da Matemadtica, que apareciam no rol de preocupacdes do programa olimpico e eram
simplesmente desconsiderados na hora de pensar a matriz curricular desse componente para
o ensino regular, ou, na melhor das hipdteses, relegados a segundo, terceiro... dltimo plano.
Era, pois, potencialmente vantajosa a estratégia de enriquecer essa matriz e de permitir que,
dada sua aplicabilidade, novos contetidos e novas abordagens trouxessem resultados melho-
res.

A escolha do tema “desigualdades” estd inserida no bojo dessas questoes.

Pretendo discutir, assim, os aspectos técnicos desse topico sempre pensando no viés
da aplicabilidade do conhecimento matematico. Sempre que possivel, ao longo dessa expo-
si¢do, lanca-se mao de um exemplo pratico em detrimento de uma defini¢do mais rigorosa.
Critério este que balizard este trabalho e ird diferencid-lo sobremodo de outros TCC’s ([6],
[8], [26], [40] etc.) que envolvem a mesma temdtica. Procurou-se ndo repetir o que ja foi
feito. O rol de problemas, a bibliografia, a abordagem, sdo, no conjunto, inteiramente diver-

sos. Pontua-se tudo a seguir.

1.2 Organizacao

Iniciamos o Capitulo 2 - Aplicacoes Diversas com uma série de problemas de enfo-
que pratico e/ou imediato, que perpassam vadrias ideias, a saber: Desigualdades Numéricas,
Desigualdade de Bernoulli, Probabilidade, Desigualdade Triangular e Desigualdades na Tri-
gonometria. O critério de escolha desse rol foi, além da viso j4 exposta que leva em conta a

natureza de suas aplicagdes, a pouca necessidade de uma abordagem mais técnica, a ndo ser,
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claro, nos casos em que necessitamos do Principio da Indu¢do Finita como técnica de prova,
conceito sabidamente pouco frequente na formagao bésica da estudantada em geral.
O Capitulo 3 - Desigualdades Elementares versa sobre ideias de complexidade me-
n
diana e inicia com o fato bastante natural que para x € R, x2 >0, ou ainda, Z’()c,-)2 > 0.

i=1
Isso se mostra de grande beleza e de uma multiplicidade de aplicac¢des; derivamos nesse mo-

mento, inclusive, a ideia da desigualdade entre as médias, bem como a determina¢do da area
retangular maxima inscrita numa elipse, o cdlculo do méximo volume de um paralelepipedo
cuja soma das arestas € fixa, o volume minimo de um elipséide que encerra uma caixa em
forma de paralelepipedo de dimensdes fixadas, bem como uma justificativa por haver certa
preferéncia por latas cilindricas em detrimento de recipientes na forma de paralelepipedo
na visita a um supermercado. Continuamos o capitulo com uma apresentacio sobre a desi-
gualdade do rearranjo, a seguir a desigualdade de Cauchy-Schwarz e finalizando com uma
abordagem generalizante das desigualdades entre as médias, aproveitando neste interim para
fazer uma intrigante experiéncia com uso de calculadora.

Comecamos o Capitulo 4 - Desigualdades Avancadas com breve exérdio de um curso
basico de Calculo para em seguida discutir o problema posto recorrentemente de qual seja o
maior dentre os nimeros: e¢® ou n°. Definimos a ideia de convexidade de fungdes a partir
da derivada segunda e tratamos sobre a desigualdade de Jensen, bem como algumas aplica-
coes, em particular, uma outra generalizacdo de My > Mg, e, por implicagdes sucessivas,
chegamos as desigualdades de Young, Holder e Minkowsky.

O Capitulo 5 - Outras Aplicacoes estabelece mais quatro importantes resultados: com
algumas ideias do Calculo e claro, com o recurso das desigualdades, daremos uma bela de-
monstracdo da infinidade dos ndmeros primos; com pouco mais que a desigualdade triangu-
lar e a enumeragdo de alguns conjuntos, estabeleceremos algumas conclusdes de Geometria
Combinatéria; localizaremos os zeros de um polindmio no eixo real e no plano complexo; e
finalmente, estabeleceremos algumas desigualdades ligadas ao conceito de normas de matri-
zes com aplicagdes na afericdo do efeito de certas pertubacdes a matriz dos coeficientes de

um sistema.






Capitulo 2

Aplicacoes Diversas

E preciso que se diga, de inicio, que uma boa quantidade de aplicacdes sobre o tema
Desigualdades nao exige nada além de uma boa dose de criatividade. Sao inimeros os casos
que dispensam qualquer técnica mais sofisticada para estabelecer relacdes de ordem entre
ndmeros que gozem de determinadas propriedades.

Para comecar a ilustrar esta ideia, daremos alguns exemplos de situagdes que empre-
gam apenas, e tdo somente, conhecimentos bdsicos de matemdtica. Em seguida, propomos
problemas com tais caracteristicas, cuja solu¢do, apesar de bastante simples, necessita do
argumento de prova indutiva (ideia esta pouco utilizada nas salas de aula do ensino médio) e
que se destacam pela elegancia e importancia de suas aplicacdes préticas.

De inicio, apresentamos o problema seguinte, que nio estd, aparentemente, relacio-
nado com o tema em tela, mas usa o expediente de relacionar dois radicandos equivalentes
que irdo nos ajudar a estabelecer uma desigualdade que fixa a parte inteira da soma procu-

rada.

Problema 2.1 (KOROVKIN, 1975). Encontre a parte inteira da soma

1 1 1
s=14+— e ——————
ﬂ \@ v/1000000

Solucdo: Sejan € N. Considere s, =1+ — e observe que

1
EARCARRET
2vVn+1-2<s,<2yn—1. 2.1

De fato, parak € N,

1

L Vb= e

(%)

Desse modo



1 1 1
= Vk .
AT VErTvErT f<f+f 2k
Que implica em
— 2.2
2\/k_<\/k+ —Vk < \/E (2.2)

Agora, utilizando a desigualdade da esquerda da equacdo (2.2), segue que sdo verda-

deiras as n — 1 desigualdades seguintes:
1
— < V2-V1

22
1
m<\/§—\/§
11
NG

Somando tudo isto chegamos a

< Vn—vn—1.

sn—1<2(v/n—1) =5, <2y/n—1. (2.3)

Ademais, considerando a desigualdade da direita de (2.2), seguem também

1
V2-V1 < —
2V1
1
V3i-V2 < —
2V2
1
< —F.
vn+1 \/_ 2
Novamente, somando as desigualdades acima, obtemos
1
\/n—l—l—\/I<E-sn:>sn>2\/n+l—2. (2.4)

De (2.3) e (2.4) obtemos (2.1). Além disso, como 24/n—2 <2vVn+1-2<s, <
2+/n— 1, conclui-se que,
2vn—2< s, <2y/n—1. (2.5)

Fazendo n = 1000000 em (2.5) chegamos a
2+/1000000 — 2 < s < 24/1000000 — 1.

Ou seja, 1998 < s < 1999, ou ainda, |s| = 1998, onde |s| representa a parte inteira de s. [J
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Neste exemplo que segue, demonstra-se uma desigualdade que aparece de forma ex-
plicita, ao contrdrio do primeiro problema; no entanto, € necessario alguma engenhosidade

para concluir o que pretendemos.

Problema 2.2 (FAURING, 2003). Sejamn>m>1e x>y >0, tais que
xn-i—l _|_yn+1 < _ym.
Demonstrar que x" +y" < 1.

Solucio: Como x e y sdo, ambos, maiores ou iguais a 0, temos

(hip.)
xn-i—l an+1+yn+l < xm_ym Sxm. (26)

Dado que n > m > 1, isto é, n+1 > m > 1; logo, de (2.6) resulta x < 1, e assim
0 <y <x < 1. Portanto,

(W HY) (x+y) =Ty Tty f gy <Xy hy byt =X by <xty.
N——— ——
hip. hip.
Se x+y # 0, da desigualdade (x" +y")(x+y) < x+y deduz-se que x" +y" < 1. Por
outro lado, se x+y = 0, como x e y sdo ndo negativos, x =y = 0. De onde segue que,

XHy'=0<1.

Um outro exemplo, enquadrado no caso geral daqueles em que pouco necessitamos de

recursos para abordé-lo, é:

Problema 2.3 (CARNEIRO, 2006). Demonstrar que entre dois niimeros racionais quais-

quer distintos existem pelo menos um racional e um irracional.

Solucdo: Sejam a e b nimeros reais com a < b, entdo valem as desigualdades:

b b—
at <bea<a+—a<b.

V2

a<

Com efeito, como a < b, tem-se:

a b aa a b ath

2 2 2 2 2 2 2
E ainda:

c_l l_) 94_? l_)+é a+b b.

2 2 2 2 2 2 2



Logo,
a+b

a<

Além disso, como b > a:

b—a —
b—a>0= —>0=a<a+——.
V2 V2

E ainda, como 1 < v/2:

b— b—
(b—a) < V2(b—a) =2 2 cb—a=at——<b.

V2 V2

Conclui-se, assim, que:

bh—
a<a+—a<b.

V2

. . L . +
Sejam, agora, p e ¢ nimeros racionais com p < g. Evidentemente, P4

¢ um numero
pP—q é
V2
pP—q . . )
¢ um irracional
V2

compreendido entre p e g, também pelo que concluimos antes, encerrando a demonstracgao.
O

racional e obedece a condi¢do p < pT—H] < g, pelo que vimos antes. Ademais,

um irracional (pois p — ¢ é racional e v/2 irracional) e, portanto, p +

2.1 Desigualdades Numéricas

Nossa estratégia, no caso que segue, ¢ estimar uma desigualdade entre dois ndmeros
a partir da ideia de compara-los com poténcias de 2, préximas uma da outra. [12] expde
varios exemplos de tal caso, inclusive cita como crid-los, e informa serem tais problemas
chamados “desigualdades a Leningrado”. Em sintese, o método consiste em comparar duas
poténcias quaisquer, sempre pensando em um nimero que tenha poténcias proximas dos
numeros desejados.

Problema 2.4 (FOMIN, 1996). Qual niimero é o maior:

31 ou 17142
Solucio:

3111 < 3211 — (25)11 — 255 < 256 — (24)14 — 1614 < 1714.

12



Problema 2.5 (FOMIN, 1996). Qual niimero é o maior:
1234567 - 1234569 ou 123456827

Solucdo: Chame de x o nimero 1234568. Donde segue que

1234567-1234569 = (x — 1) (x + 1) = x> — 1 < x> = 1234568

OJ
Problema 2.6 (FOMIN, 1996). Qual niimero é o maior:
1001% ou 50°° - 15002
Solucdo: De fato, como 100% > 50- 150 o resultado segue. 0

Uma outra maneira de ver isso, que serd uma ideia abordada oportunamente, € usar a
desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, uma vez que
50+ 150
100 = ——.
2

Donde segue

50+150

= 100 > v/50- 150 = 100'% > 50°°. 150°,

1 1 357 99 1
Problema 2.7 (ENGEL, 1998). Prove que E < E . Z . 6 . g S m < 10

Solucdo: Sejam

A=3068 100
p_2.4.638 100
357 9 77101
1 246 98
C=-.2.-._.

Observe que cada fator de B é maior que o respectivo fator de A, de forma que A < B;
e cada fator de C, a partir do segundo, é menor que o respectivo fator de A, assim, A > C.
Multiplicando ambos os membros da desigualdade A < B por A obtemos:

1 1 1
A2<AB= — < — =A< —.
<A77 101 100 7 T 10
Agora, multiplicando a desigualdade A > C por A conseguimos:
1 1 1
A>>AC=—>———=A>—.
AT 200 725 715

13



2.2 Desigualdade de Bernoulli

Teorema 2.8 (Bernoulli!). Vale a desigualdade
(1+x)">1+n-x
onde x > —1 é um numero real e n um natural.

Prova: Usaremos indugdo sobre n para demonstrar tal desigualdade. Doravante, por ques-
toes didaticas, faremos as demonstragdes que envolvem o Principio da Inducao Finita em 3

(trés) passos, a saber: Caso Inicial, Hipdtese de Indugdo e Passo Indutivo.
1° Passo: Caso Inicial
Paran =1, tem-se
(14+x)'>1+1-x
O que € obviamente verdade.

29 Passo: Hipotese de Indugao

Suponhamos que a desigualdade é valida para n > 1, ou seja, que
(I1+x)">14+n-x.

32 Passo: Passo Indutivo

Multiplicando ambos os membros da desigualdade acima por (1 +x), chegaremos a

(1+x)"(1+x) > (1+nx)(1+x)
14 nx+x+nx?
14 (n+ 1)x+nx?
> 1+ (n+1)x

Assim, a desigualdade também € valida para n+ 1.

Portanto, o Principio da Inducdo Finita garante que a desigualdade € vdlida sempre. []

Como uma aplicagdo desta desigualdade veremos o problema a seguir, que surgiu em
uma Olimpiada dos Estados Unidos (USAMO, 1991), cuja engenhosa ideia para solugao

consta da bibliografia referenciada, a qual adaptamos para facilitar o entendimento.

'A afirmacdo de que vale a desigualdade acima é frequentemente atribuida ao suico Jacques Bernoulli
(1654-1705), ilustre integrante desta familia que gerou, pelo menos, cinco geracdes de matematicos célebres
entre os séculos XVII e XIX. Esta desigualdade tem enormes repercussdes no Cdlculo e na Andlise.

14



Problema 2.9 (LOZANSKY, 1996). Seja

mm—H 4+ nn—H
mm" +n"

a =
com m e n inteiros positivos. Prove que a" + a" > m™ +n".

Solucao: Desde que,

am+an — mm<£>’n+nn<g>n
m n
_l_

) e (e (57)
m"-(1+(@—m))+n"- (14 (a—n))

m"™ 0" +a-(m"+n") — (m" 4"t

I
3

Y

3

E
TN

+

3
R

‘ |

v

= m"+n".

Problema 2.10. Vocé consegue decidir, dados os dois proximos pares de niimeros, qual é o
maior dentre eles: 2100 43100 55, 480 o7 )y e ?

Solucfio: Teceremos comentérios sobre o primeiro par de nimeros, 2190 43190 ¢ 430; quanto
ao segundo, e” e 7¢, analisaremos posteriormente com mais profundidade, muito embora o
auxilio de uma calculadora cientifica consiga dirimir tal ddvida.

De inicio, veja que
2100+3100 < 3100+3100 :2_3100'

Vamos mostrar que 480 > 2.3190 pojs

NI (20\"
33)  \243

256 20> 1+1 20
243 20)

De fato, usando a desigualdade de Bernoulli na desigualdade acima, obtém-se:

256\ 20 1\% 1
=2 l+—) >1420-(—) =2
(243) > (’+20) 2 1+20 (20)

Donde se conclui, finalmente, que

Com efeito,

15



480 >2. 3100 > 2100 _|_3100 480 > 2100 _|_3100.

O

Vejamos agora um exemplo em que o uso do Principio da Inducdo Finita € mais uma
vez, como o foi na demonstracio da desigualdade de Bernoulli, de grande valia.?

Problema 2.11. Mostre que, para todo n € N,

RIS S S R SR I
273256 7T 3T T 1 T )

Solucido: Usaremos indugdo sobre n para demonstrar isto.

19 Passo: Caso Inicial

Veja que para n = 1 a desigualdade € valida, pois: 1 > 5

2¢ Passo: Hipoétese de Inducao

Suponha que a desigualdade

RIS S I L L
2 3T RS e T T AT T a1 T

€ vélida para um determinado n € N.

3° Passo: Passo Indutivo

Vejamos, agora, 0 que ocorrerd para o sucessor deste n:

RIS SSPU I O I S LS
R R T o S R T G ST
AT R S
T B B T B R T
AL N
2 on ognCTTogm
<
hip.
n 2! 1
0 :n+ )
2T T2
Ou seja,
RIS SRR S A I L I
23T s T Tt T Ty T T T Ty

2Constam na soma deste problema parcelas da série harmonica, que doravante iremos relacionar com a drea

. 1 . . - .
sobre a hipérbole y = —, abordagem interessantissima e recorrentemente utilizada desde o século XVII.
X
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Portanto, pelo Principio da Inducdo Finita, a desigualdade é vilida para todo n € N. [J

Problema 2.12 (MEGA, 1995). Demonstre que a n-ésima poténcia do comprimento da hi-
potenusa de um triangulo retangulo é maior que a soma das n-ésimas poténcias dos compri-

mentos dos catetos, onde n é um inteiro maior que 2.

Solucao: Deveremos mostrar que a" > b" 4 ¢", onde b e ¢ sdo os catetos e a a hipotenusa

do triangulo retangulo. Usaremos, novamente, inducao sobre n para demonstrar isto.

12 Passo: Caso Inicial

Veja que para n = 3 a desigualdade € valida, pois:
a>b>cea®=b>+c?,
donde,
@ =a-a®> =a(b®+c?) = ab* +ac® > bb* +cc? = b3 + 3.

2¢ Passo: Hipoétese de Inducdo

Suponha que a desigualdade
at>b'+c"
¢ vdlida para um n > 3.
3? Passo: Passo Indutivo
Vejamos, agora, o que ocorrerd para o sucessor deste n:
A l'=a-a">a- (b"+c") =ab" +ac" > bb" 4 cc" = b"H 4 "

Portanto, pelo Principio da Indugao Finita, a desigualdade € valida para todo n > 3. [J

Problema 2.13. Prove que para todo n € N vale
| I 1 1 1 3
+ﬁ+§+§+...+a < 3.
Solucao: Para k > 3 tem-se, obviamente,

11
p— . . . . k_l —_— —_—
K=234- k> = o <o

17



Assim, paran > 1,

ln
1+1+1+1+ +1<1+1+1+1+ A+ ! —1+K§> _1}—3 ! <3
1 2! 3 2 4 on—1 o '

PG. 2

2.3 Desigualdades e Probabilidade

Consideremos agora a importante situacdo, exposta em [27], que contraria um pouco
nossa intui¢ao:

Problema 2.14. Em uma loteria de N niimeros hd um so prémio. Salvador compra n (1 <
n < N) bilhetes para uma s6 extragdo e Silvio compra n bilhetes, um para cada uma de n

extracoes. Qual dos dois jogadores tem mais chance de ganhar algum prémio?

Solucao: Observe, inicialmente, que a probabilidade de Salvador ganhar algum prémio é
1 n
]%. Por outro lado, a probabilidade de Silvio nao ganhar nenhum prémio é (1 — ﬁ) . Logo,

a probabilidade de Silvio ganhar algum prémio €

~(4)

Vamos provar que Salvador tem mais chance de ganhar, ou seja, que

nog (LY
N

1\" n

1—— >1——.

(1-%) =13

Usaremos inducdo sobre n > 1, com n € N fixado, para demonstrar isto.

O que nada mais é que

19 Passo: Caso Inicial

Para n = 2, tem-se

2° Passo: Hipdtese de Inducdo

Suponhamos que a desigualdade € valida para n > 2, ou seja, que

18



3¢ Passo: Passo Indutivo

Multiplicando ambos 0os membros da desigualdade acima por 1%, teremos

1 I"H>1 n l_i_n>1 n+1
N N N N? N

Assim, a desigualdade também € valida paran+ 1.

Portanto, o Principio da Indu¢do Finita garante que a desigualdade € védlida sempre.

Logo, Salvador tem mais chances de ganhar. 0

A demonstragdo da validade de

L R
N N

também € imediata pela desigualdade de Bernoulli.

2.4 Desigualdade Triangular

E fato relativamente natural que num tridngulo qualquer cada lado é menor que a soma
dos outros dois lados ou, 0o que nada mais €, cada lado € maior que a diferenca dos outros

dois lados. Com efeito, sendo a, b e ¢ as medidas dos lados de um tridngulo, deve valer:

a<b+c
b<at+c=b—c<a

c<at+b=c—-b<a

Donde podemos escrever:
b—c|<a<b+ec.

Equivalentemente, podemos reescrever tal desigualdade usando a nota¢do de médulo

(ou valor absoluto) para a e b nimeros reais quaisquer. Para isso definamos:

x, sex>0
x| =
—x, sex <0

ou ainda,
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|x| = mdx{—x,x}.
Disto decorre que x = |x| ou x = —|x|, e assim
~lal <a<|a|e—[b] <b<|b|.
Somando ambas as desigualdades simultdneas, membro a membro, chegamos a
—(la|+|b|) <a+b < |a|+ |b|, e assim
la+b| < |a|+ |b],

doravante chamada de desigualdade triangular para os nimeros a € b.

Ademais, deste ultimo resultado concluimos que
ja=b| = |a+(=b)| < la|+|(=b)[ = lal +b] . |a = b| < |a| +[b].
Bem como,
la| = [(a=b) +b| < |a—=b|+[b| . la| = |b] < |a—b].

Afirmamos, agora, que dados nimeros nao nulos a, b e ¢, vale ainda a desigualdade

triangular. Com efeito,
la+b+c| <|a+b|+|c| <la|l+|b|+|c|.

Utilizando o metodo de Inducdo Finita obtemos uma generalizacdo da desigualdade

triangular, a saber:
lay +ar+...+ay| <l|ai|+|az|+...4+|an|, com aq; e Ri=1,2,...,n.

Para qualquer quantidade de nimeros a condi¢@o de igualdade, na desigualdade trian-

gular, ocorre se, e somente se, aj,ay,...,ad, tiverem o mesmo sinal. O

Problema 2.15 (MUNIZ, 2013). Prove que, para todo x € R, tem-se
lx — 1|+ |x — 2| + |x = 3| +... +|x— 100| > 502

Solucdo: Usando o fato de que |a| + |b| > |a — b| e agrupando os termos equidistantes da

nossa soma chegamos a
|x—1|4+|x—100] > |(x—1) — (x— 100)| = 99

x—=2[+x—=99| > |(x—2)— (x—99)| =97
lx—3]+x—98| > |(x—3)— (x—98)| =95

|x—50|+ |x—51| > |(x—50) — (x—51)| =1
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Somando sobre todas as desigualdades acima, e utilizando a férmula para os n primei-
ros nimero fmpares>, obtemos

e — 1|4 x—=2|+]x=3]+...+[x—100] > 1+3+---+97+99 =50
O

Pelo que vimos acima, a mesma desigualdade é vélida para uma quantidade par (2n)
de parcelas e pode ser reescrita como segue
n\ 2
e 1| =2+ e3[4t x—2n] > (5) .
Agora, vejamos um interessante problema (devido a Jakob Steiner) de encontrar um

ponto P no interior do tridngulo ABC que minimize a soma
PA+PB+PC.

Para tanto, faremos uma leve digressdo e consideraremos alguns resultados antes de

podermos utilizar, como coadjuvante, a propalada desigualdade triangular.

Teorema 2.16. Sejam um triangulo ABC e um ponto P, ndo situado sobre qualquer das
retas suportes dos lados AB, AC e BC deste triangulo. Se DEF (com D pertencente a reta
determinada por B e C, E pertencente a reta determinada por A e C, F pertencente a reta

determinada por A e B) é o trigngulo pedal* de P em relacdo a ABC, entdo

DE =PC-senC, EF = PA-senA e FD = PB - senB.

Prova: Ha que se considerar 3 (trés) casos possiveis: (i) P pertencer a regido angular ZABC
mas ser exterior ao tridngulo ABC, (ii) P sendo interior ao tridngulo e (iii) P pertencer a
regido angular oposta pelo vértice em relagdo a ZABC.

Comentaremos o primeiro dos casos, os demais seguem de forma andloga.

Na Figura 2.1 PEC = PDC = 90° , PEDC ¢€ inscritivel e PC € didmetro do circulo

circunscrito a PEDC. Aplicando a lei dos senos a DEC segue o resultado

DE _
senECD

Analogamente,

EF = PA -senA e FD = PB - senB.

3Usando Indugio Finita, mostra-se que 1 +3+4---+(2n—3)+ (2n— 1) = n?,¥n € N.
“Triangulo que tem por vértices os pés das perpendiculares baixadas do ponto considerado até as retas
suportes de seus trés lados.
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Figura 2.1: Reta de Simson-Wallace

Agora, do Teorema 2.16 ¢ do Teorema de Simson-Wallace®> podemos obter o que

chamamos aqui de Teorema de Ptolomeu Generalizado.

Teorema 2.17 (Ptolomeu Generalizado). Se ABCD é um quadrildtero convexo cujas diago-

nais sdo AC e BD, entdo
AB-CD+AD-BC > AC - BD,
com a igualdade ocorrendo se, e somente se, ABCD for inscritivel.

Prova:

Figura 2.2: Teorema de Ptolomeu Generalizado

Sejam X, Y e Z, respectivamente, os pés das perpendiculares baixadas de D sobre as
retas BC, AC e AB. Suponhamos, sem perda de generalidade, X e Y sobre os segmentos BC
e AC, e Z sobre o prolongamento de AB. Utilizando o Teorema 2.16 chega-se a:

XY
= =CD.
senC

>Teorema de Simson-Wallace: Dados um triangulo ABC e um ponto P nio situado sobre qualquer das
retas suportes de seus lados, o tridngulo pedal de P é degenerado se, e somente se, P estiver sobre o circulo
circunscrito a ABC.

22



De outra forma, a lei dos senos aplicada a ABC da-nos
AB
sené\

onde R é o raio do circulo circunscrito a ABC.

= 2R,

Combinando as duas igualdades acima obtém-se

— —— -~ CD-AB
XY =CD- -senC = ——.
2R
De forma andloga,
__ AD-BC —_ BD-AC
YZ = eXZ =
2R 2R

O Teorema de Simson-Wallace garante que ABCD ¢ inscritivel se, e somente se, X, Y

e Z sdo colineares, e isto acarreta em
XY+YZ=XZ.
Caso ABCD nio seja inscritivel, a desigualdade triangular garante
XY+YZ>XZ.

Donde, finalmente, usando o que temos para XY, XZ e YZ, chega-se a

E~@+E-E>E-@
2R 2R — 2R

a igualdade ocorrendo se, e somente se, ABCD for inscritivel. O

No que segue, voltamos ao problema de Steiner para estabelecer sua demonstragao.
Problema 2.18 (MUNIZ, 2013). Minimizar
PA+PB+PC,
em que P ¢ interior ao tridngulo ABC.

Solucdo:

Para tanto, usaremos o Teorema de Ptolomeu Generalizado para triangulos em que seus
angulos internos sejam todos menores que 120°. Objetivamente, o que faremos € mostrar que
para os triangulos que cumprem a condi¢do acima (angulos internos menores que 120°), o
ponto de Fermat® do tridngulo em tela é o tnico ponto do plano que resolve o problema de
Steiner.

Ora, sabe-se, por um lado,que o ponto P de Fermat satisfaz a condi¢do

6Seja ABC um tridngulo cujos Angulos internos sdo menores que 120°. Considere ainda os tridngulos
equildteros BCD, ACE e ABF (Tridangulos Napolednicos) exteriores a ABC. Os circulos circunscritos aos
triangulos BCD, ACE e ABF interceptam-se todos no mesmo ponto P - dito “ponto de Fermat”.
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Figura 2.3: Problema de Steiner

AD =BE =CF = AP+BP+CP,

onde D,E e F sao os vértices dos tridngulos napolednicos BCD,ACE e ABF exteriores a
ABC.
Por outro lado, se Q # P for um ponto no interior de ABC, entdo ndo pode pertencer
aos trés circulos circunscritos a BCD, ACE e ABF, pois, do contrdrio, seria igual a P.
Admitamos, sem perda de generalidade, que Q ndo pertenca ao circulo circunscrito
a BCD. Aplicando a desigualdade de Ptolomeu no quadrilitero QBDC (ndo inscritivel),

chegamos a
BQ-CD+CQ-BD >DQ-BC.
Ou ainda,
BQ+CQ > DQ,
uma vez que
BC =BD =CD.

Finalmente, a desigualdade triangular combinada com o Teorema de Ptolomeu Gene-

ralizado para o quadrilatero inscritivel BPCD implica em
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AQ+BQ+CQ >AQ+DQ >AD = AP +BP +CP.

O que significa que o ponto P de Fermat € o unico ponto que satisfaz o problema de
Steiner. 0J

2.5 Desigualdades na Trigonometria

Problema 2.19 (IEZZI, 1993). Se a e b sdao angulos agudos e positivos, demonstre que
sen(a+Db) < sen(a) + sen(D).
Solucio: Observe que

x = sen(a+Db)—sen(a)—sen(b)
= sen(a)-cos(b)+ sen(b) - cos(a) — sen(a) — sen(b)
= sen(a)- (cos(b) —1)+sen(b) - (cos(a)—1).

Além disso, temos

T
O<a<§:>sen(a)>Oecos(a)<1;e

O<b<g:>sen(b)>0ecos(b)<l.

Desse modo, x = sena(cosb — 1) + senb(cosa — 1) < 0. Isto é,

sen(a+b) < sena+ senb.

Problema 2.20. Determinar o valor mdximo de
sen(oy)-sen(q) - ... sen(oy,),
quando
tg(og)-tg(og)-...-tg(ay) =1, com0 < a; < g, para todo i.
Solucao: Por hipétese, tem-se que
sen(oy)-sen(a) - ... sen(oy,) = cos(ay) -cos(ap) ... (cosay,).

Donde concluimos que

sen(oy) - sen(0p) - ... sen(a,) = \/Sen(22(x1) ‘sen(22062) _m.sen(22(xn).
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Uma vez que sen(2¢;) < 1, para todo i, segue que

\/sen(2oc1) sen(20) sen(2ay) < 1 n
2 2 o 2 —ya2n ’

com igualdade se, e somente se,
sen(2ay) = sen(2ap) = ... = sen(2a,) = 1.

‘- T e
Isto ocorrendo quando cada o; € igual a 1 caso em que a condigdo € satisfeita. [

Problema 2.21 (ENGEL, 1998). Prove que, para reais positivos,
Vab++vVed < \/(a+d)(b+c).

Solucdo: Esta desigualdade € equivalente a
a b c d
: + . <1
a+d b+c b+c a+d

b
hic :senz(ﬁ), com0<a,f < g,

Fazendo

a

rd- sen*(ot) e

e uma vez que cos”(a) e cos”(f) passam, com a substitui¢io anterior, a valer

c

e cos’(B) = hic

cos? ()

- a-t+d

a desigualdade se transforma em
sen(at) - sen(B)+cos(a)-cos(B) <1,

ou seja, 0 mesmo que cos(a — f3) < 1. O

Problema 2.22. Mostre que
sen(x) < x < tg(x),

T
e 0,—).
para x ( 2

Solucao:
A érea do tridngulo OBC é menor que a do tridngulo setor circular OBC, que por sua
vez € menor que a do tridngulo OBD, de sorte que
OB-AC < x-OB < OB -BD
2 2 2

Considerando o raio OB = 1 da circunferéncia na Figura 2.4, chegamos a
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Figura 2.4: Ciclo Trigonométrico - primeiro quadrante

BD A
OA = COSX, AC = senx, BD — - C - Sen(x)

OB OA cos(x)’

Donde segue que

sen(x) <x < sen(x)

cos(x)’
0

Observe se tomarmos a desigualdade acima, dividirmos por sen(x) e inverter os mem-
bros chegamos a

sen(x)

1> > cos(x).

Uma vez que cosx tende a 1, quando x se aproxima de 0 (zero), o membro do meio
deve tender para o valor 1, escrevemos

limmzl,

x—0 X

resultado de fundamental importancia num curso introdutdrio de Célculo e conhecido como
o “limite trigonométrico fundamental”.
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Capitulo 3
Desigualdades Elementares

Apresentamos aqui uma boa gama de situacdes, em geral de natureza geométrica, em
que podemos aplicar conceitos especificos sobre desigualdades.
N3ao ha ainda nesta fase necessidade de um grande arcabouco tedrico; as ferramentas

utilizadas sdo poucas, entretanto com resultados bem variados.

3.1 Quadrados e Soma de Quadrados

Um dos pressupostos basicos para avaliar desigualdades € considerar que, para x € R,

n
x2 >0, ou ainda, Z (x,-)2 > 0, ocorrendo a igualdade apenas quando os nimeros envolvidos
i=1
forem todos iguais a 0 (zero).

Nossa estratégia, entdo, passa a transformar nossas desigualdades em algo semelhante

a algum destes dois casos.

Problema 3.1. Considere o triangulo retangulo de catetos a e b e hipotenusa c. Prove que
a+b<V2-c

e diga quando ocorre a igualdade.

Soluciio: Tomando x = a —b (com a > 0 e b > 0) na desigualdade x> > 0, chegamos a
a* +b* > 2ab. O que acarreta

2(a® +b*) > 2ab+a*> +b* = (a+b)> = V2Va2 +b> > a+b.

Notando que ¢ = Va2 + b2, conclui-se que /2-¢ > a+b. A igualdade ocorrendo para o

caso em que a — b = 0, ou seja, quando a = b. 0

Problema 3.2. Seja x um niimero real qualquer. Prove que

dy—x* <3
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Solucdo: Devemos provar que x* —4x+3 > 0. Usando completamento de quadrados
chega-se a

=22 142 —4x+2>0= (P —1)2+22 —4x+2> 0= (¥ — 1) +2(x—1)? > 0.
Sendo esta ultima desigualdade trivialmente verdadeira. U

n
E agora, utilizaremos a segunda das desigualdades acima Z’(xi)2 >0 | para solu-

i=1
cionar um sistema de equacdes, no qual o emprego de métodos mais corriqueiros seria de

pouca valia.

Problema 3.3 (ANDREESCU, 2000). Ache todas as solucoes reais do sistema:

x+y=+v4z-1
y+z=+v4x—1
Z+x=v4y—1

Solu¢ao: Somando as igualdades acima teremos:

2x+2y+2z7—Vdx—1—/dy—1—+/4z—1=0.

Dividindo ambos os membros por 2 e agrupando os termos chegamos a

1 1 1
—\x—cty—y/y—tz—4)z—>=0 3.1).
X X 4+y y 4+z iy (3.1)
2
11 L1 11
S VAR R VA I B A RN

Aplicando esta ideia em (3.1) chegamos a

Note que



O

Experimentemos, agora, tomar x = y/a — Vb na desigualdade x2 > 0. Deste modo,

ficamos com:

(Va—vb)? 20:>a—2\/%+b20_',a;b > Vab.

E evidente que a igualdade ocorre se, e somente se, \/a — v/b = 0, ou seja, quando
a=nb.

b
Tal desigualdade é conhecida como a desigualdade entre a média aritmética (%)

e a média geométrica (\/ab).

H4 um rapido e elegante artigo do professor Elon Lima, em sua obra Meu Professor de
Matemditica e outras histérias, intitulado “Fazendo Médias”, em que o mesmo expde uma
série de maneiras de se chegar a0 mesmo resultado. Reproduziremos aqui uma abordagem
geométrica para justificar tal desigualdade.

Para tanto, considere uma circunferéncia de didmetro igual a a+ b, e nesta um tridngulo

retangulo inscrito como na figura abaixo. Observe, ademais, a altura /4 relativa a hipotenusa e
. : a+b " .

também sua mediana m = — Tem-se, por semelhanca de tridngulos, o clédssico resultado

de que tal altura & € a média geométrica dos segmentos a e b determinados sobre a hipote-

nusa. De forma que & < m, ou seja, 4 > Vab. A igualdade ocorrendo para o caso de

termos um tridngulo retangulo isdsceles, ou seja, h = m, ou ainda, a = b.

B

V

Figura 3.1: Altura e mediana relativas a hipotenusa

242
Vx2+1
31

Problema 3.4 (ENGEL, 1998). Prove que > 2, para todo x.



Solucao: Pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica segue que para a real
positivo:

1 1 1
at+—->2\/a —=a+->2.
a a a

Ademais,

2 2
x“+2 x“+1 1 1
= + =Vx2+1+ :
Va2+1  Va2+1 0 V241 Va2 +1

Fazendo, agora, a = v/x2 + 1 e usando a desigualdade inicial segue o resultado. [

Problema 3.5 (ENGEL, 1998). Mostre que se a; >0 parai=1,2,....neaj-ay-...-a, =1,
entdo

(I4+a))(14ap)...(1+a,) >2"

Solucdo: Pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica segue que

1+a,‘

>+/1-a,parai=1,2,...,n.

Assim,

(I+a))(1+az)...(14+a,) > 2" \Jai\Jay...\/a, =2" /a1 -az-...~a, =2".

2 2
. . .. a . . . X
Problema 3.6. Determinar a drea mdaxima de um retdngulo, inscrito na elipse — M

2 2
ac b
e cujos lados sejam paralelos aos eixos da elipse.
Solucao:

As coordenadas dos quatro vértices desse retangulo serdo da forma (£h, +£k). Quere-
mos maximizar a area A = 4hk sujeita a condi¢do de restri¢ao

n K
2T~
Pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica,
1 [hz kZ} hk
. >

1
PiE N PRl

com igualdade se, e somente se,

K1

a2 2
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(—h, k) (h, k)

(=h,—k) (h, —k)

Figura 3.2: Retingulo maximo inscrito na elipse

. 7’ P . pd a
Assim, a area maxima é 47 = 2ab. L]

O que acabamos de ver sobre esta desigualdade envolvendo as médias aritmética e
geométrica pode ser estendido para uma quantidade qualquer de nimeros; doravante consi-
derados estritamente positivos, tendo em mente a existéncia de outras médias a serem opor-
tunamente definidas.

Antes de tentar uma generalizagdo para esta desigualdade, considere aplicar o que
a+b c+d

©3

sabemos para 0os nimeros

Com efeito,

a+b c+d

a+b:c+d _ T; 2 \/(“;b) (C;d) > W:W.

a—l—b_c+d
2 27

A igualdade ocorrendo nas duas desigualdades acima se, e somente se,
a=bec=d,eportanto, paraa =b=c =d.

Este raciocinio pode ser utilizado para uma quantidade de nimeros igual a uma po-
téncia qualquer de 2. Mas o que fazer se tivermos, por exemplo, 3 (tr€s) nimeros positivos,
digamos {a,b,c}?

A ideia entdo € aplicar a desigualdade My > Mg (onde M4 é a média aritmética e Mg
a média geométrica) para os seguintes nimeros: {a,b,c,x}, em que x = Vabe. Vejamos:

b b
%ﬁzv“abcx:v‘lﬁx:xiwZx:>a—|—b+cz3x.

E assim,

%’W‘ > Vabe.
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Figura 3.3: Paralelepipedo

E imediatamente valido, da ideia acima, que dentre todos os paralelepipedos cuja soma
. . s .
das 12 arestas € constante e igual a s, 0 cubo de aresta — € o de maior volume.

Com efeito, sejam x, y e z as medidas das trés dimensdes do paralelepipedo. Isto
s
acarretax+y+z= 1

. Sabe-se, bem assim, que o volume é dado por V = x-y-z. Pretende-

se maximizar V; o que conseguimos fazendo uso da dltima desigualdade entre as médias
aritmética e geométrica para 3 (tr€s) nimeros. Ou seja:

N

3 —
X+y+z 4
V:--< _ = —
xyz_( 3 ) 3

A igualdade ocorrendo no casoem que x =y =z = % (cubo de aresta %).

1
Problema 3.7 (ENGEL, 1998). Seja ABC um tridngulo, cujas bissetrizes internas AD, BE e
CF encontram-se em 1. Mostre que

1 < IA IB IC 8
4 “AD BE CF — 27
Solucao: Provaremos, de inicio, a desigualdade da direita. Para tanto, considere a Figura
3.4:

O teorema das bissetrizes internas garante que

p g b ¢ b+c

SRS

Desse modo,

—cp=-"2 cq=pB="%
P=  b+c = C b+c
Portanto,
AI_b_b+c:>AI_ Al b+c
ID p a ID AI+ID a+b+c
Por analogia,
BI  a+c Cl

. - a+b
BE a+b+c¢c CF a+b+c
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Figura 3.5: Tridngulo circunscrito

Aplicando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica temos:

Al BI CI_(a+b)(b+c)(c+a)< (@a+b)+(b+c)+(c+a)]®> 8

ID BE CF~ (a+b+cp} 3-(a+b+c) T 27

Agora, para uma prova da desigualdade da esquerda no problema em tela sejam

a=y+z,b=x+zec=x+y,

e ainda
X y Z
fr=—,§s=———¢t= .
X+y+z X+y+z X+y+z
Assim,
Al 1 BI 1 CI 1
_:_1 ’—:—1 —:—1 t,
ap 2 F g = Fe g =50+

com r+ s+t = 1. Portanto,
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Al BI CI 1 1 |
D BE cF gVl De+1)=5(1+1 r+1 1) > .
AD BE CF S(r+ Js+1D)(+1) 8< + 1 4rs+4st+ r+rs)>4

Problema 3.8 (BECKENBACH, 1961, adaptada). Determinar o volume minimo de um elip-

soide que engloba uma caixa em forma de paralelepipedo de dimensées fixadas.

Solucao:

(0,0,¢)

(a,0,0)

e

Figura 3.6: Primeiro octante com caixa e elipsdide

Veremos, de inicio, o problema inverso, a saber: dado um elipséide, calcular o volume
maximo de um paralelepipedo nele contido. Sabe-se da geometria analitica espacial, que um
elips6ide, com centro na origem e eixos ao longo dos eixos coordenados, tem equacgdo da

forma
2 2 2

X Z
S+ =1, (3.2)
onde 2a, 2b e 2c representam os comprimentos dos eixos do elipsoéide.
Além disso, € intuitivo que o paralelepipedo inscrito terd seu centro na origem € 0s seus
lados paralelos aos eixos coordenados. Dessa forma, se um dos vértices do s6lido procurado

¢ o ponto (x,y,z), os demais sdo dados por

(—x,y,z), (xv —y,z), (x,y, _Z)a (—X, - Z)a (—x,y, _Z)7 (—X, —y,z), (_xv - _Z)'

Uma vez que os lados da caixa t€m comprimentos 2x, 2y e 2z, segue que o volume da caixa

€ dado pela expressdao V = 8xyz. Devemos, assim, maximizar V = 8xyz sujeita a condi¢ao

x2 y2 ZZ

2TptaTh

Mais uma vez este problema pode ser resolvido aplicando-se a desigualdade entre as

médias aritmética e geométrica. De forma tal que,
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Donde,
1 V3
~ Z 1°
37 4(a2b2c?)3
ou ainda
—(abc)% > V3,

8abc\/3

Disso resulta que o volume da caixa €, no maximo, . Tal condi¢ao ocorrendo

s€, € somente se,

ou

a b c
IRYERA RS
Agora voltemos ao problema original. Vimos que para determinados valores de a, b, c,

a b c
—, :_ezz_
BB B

caixa retangular de volume médximo. Mas no outro sentido, é verdade que, para determinados

X

os valores x = dardo os comprimentos das metades dos lados de uma

valores x, y, z, os valores

a:\/gx,b:\/gyec:\/gz

dardo o volume minimo para um elipséide que contém a caixa? Isto de fato € verdade.
Vejamos aqui uma prova.

O volume W do elipsédide (3.2) € dado pela féormula
4
W= gnabc,

e, para dados x, y, z positivos, queremos escolher nimeros positivos a, b, ¢ satisfazendo a
equacdo (3.2), de tal maneira a minimizar W. A fim de ver a relagcdo reciproca entre os dois

problemas, € conveniente considerar

1 1 1
a=—,b=—,c=—,
X Y y4
_1 _1 _1
TR e

A equacio (3.2) remodelada torna-se entdo

(1/A?  (1/B)?  (1)C)
(/x)2 etz
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ou ainda
x2 y* 77
TRt
e, sujeito a esta restricdo, queremos escolher X, Y, Z, de modo a minimizar

I;

4
W= 3 mabc.

Uma vez que o coeficiente 3 ¢ uma constante, minimizar W € equivalente a minimizar

1
abc = ——
XYZ
que, por sua vez, € equivalente a maximizar
V' =8XYZ.

Mas este € apenas o problema j4 resolvido, isto é, o problema de determinar a caixa de vo-
lume méximo que pode ser inscrita num determinado elipséide. Tal valor extremo ocorrendo
quando
A B
X=—Y=—¢eZ=

NV

50

O

Um outro aspecto bastante pratico da desigualdade M4 > Mg € a justificativa por haver
certa preferéncia, ao visitarmos um supermercado qualquer e passarmos pelas secdes de
condimentos e/ou enlatados em geral, por latas cilindricas em detrimento de recipientes na
forma de paralelepipedo. Tal preferéncia ndo € apenas de valor consuetudindrio, tampouco de
ordem estética. A escolha em tela pode até agregar algum destes aspectos ou mesmo ambos,
mas, certamente, hd uma razao de ordem econdmico-financeira para a escolha. Vamos a
ela...

Para tanto, considere dois recipientes, um na forma de cilindro, outro, na de um parale-
lepipedo, os dois com mesmo volume e altura. O consumo de material e o custo de produgdo
destas latas serdo menores quando o perimetro da base for menor. A questdo passa a ser:
fixados um retingulo e uma circunferéncia de mesma drea (ab = 77°); quem tem o menor
perimetro?

Ora, sabe-se que,

b in,
"; >Vab = a+b>2Wab L a1b>2Vmr

= a+b> \/4pir2 > V22 =nmr
= a+b>mnr..2(a+b)>2nr

Assim, € melhor produzir latas cilindricas, pois elas tem em sua base uma figura (cir-
cunferéncia) de perimetro menor que a correspondente, de mesma drea, e cujo formato é

retangular.
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Figura 3.7: Paralelepipedo e Cilindro

(ab = 7r?)

Figura 3.8: Retangulo e Circunferéncia

3.2 Desigualdade do Rearranjo

Teorema 3.9. Sejam a; > ar, > ... > a, e by > by > ... > b, duas sequéncias de niimeros

reais. Seja ¢ : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} uma permutagdo qualquer. Entdo:

n n n
Z aibpy1-i < Z aibg(jy < Zaibi
i=1 i=1 i=1

n n
Prova: Considere S = Z aibs(;), uma soma qualquer, que ndo seja a soma ordenada Z aib;.
i=1 i=1
Entdo, existe um indice i minimo tal que (i) # i, logo S é da forma:

S=a\by+abr+...+a;1bi_1+abj+...+abi+...
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Admita que b; forme par com q;, conforme vemos acima. Note ainda que / > i e que
j > i. Agora vamos montar uma nova soma S’ trocando de posi¢do apenas os elementos b; e
b,’l

s =a1by+abr+...+a,_1b;_ —{—aibi—l—...—l—albj—{—...
Tomemos S’ — S, ficando com:
S —§= a,—b,-—l—albj —a,-bj—i—albi = (a,-—al)(b,-—bj) >0

Donde se conclui que S < 8. Conseguimos com isso formar pelo menos mais um
par a;b; na nossa soma. Logo, se aplicarmos sucessivas vezes esta operacdo de rearranjo

obteremos:

n
S<S <" <. <Y aib;

De maneira andloga, conclui-se que a menor das somas € a que forma os pares na

ordem inversa. O

Ha muito o que se fazer com isto; na verdade esta desigualdade € suficientemente forte
para se concluir muitas coisas, mesmo a desigualdade generalizada entre as médias aritmé-
tica e geométrica pode ser demonstrada usando-se o rearranjo como ferramenta. Vejamos

abaixo como desenvolver esta técnica em alguns problemas.
Problema 3.10. Sejam ay,ay,...,a, reais positivos. Prove que

a  az an
—+—4+...+—2>n
a) as aj

Solucdo: Podemos supor, sem perda de generalidade,
ay<ax<...<dap,

0 que acarreta entao ser

1 1 1
—>—2>...>—.
ai az An

Assim, pela desigualdade do rearranjo, a soma minima (S,,;,) ocorre quando tomarmos

as duas sequéncias na ordem inversa, ou seja,
1 1
Smin=a1-—+ay-—~+...+a,-— =n.
aj as An
E finalmente, qualquer soma produzida por outra reordenacdo dos termos serd maior

que Syin, particularmente a que nos interessa:

1 1 1
S:a1_+a2—++an'_25mll’l:n'
ar as aj
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E como uma aplicacdo deste dltimo resultado, vamos dar a primeira prova neste traba-
lho da desigualdade M4 > Mg, onde

X1 +x2+...+x
My = n eMg=/x1-Xp" ... Xp,
n

com 0s x.s nimeros reais positivos.

Para isto, suponha 0 < a; <ay <... < a, e sejam

G:w"/al-az-...-anebk:al'azc.;];”.a",comkz1,2,...,n.
Assim, b, =1¢
by b b, ay  az an
< —4+=+... =—4+=4+...+—.
n_bn+b1+ +bn71 G+G+ +G
O que acarreta
aitaxy+...+ay
wap-az-...-a, <

Problema 3.11. Sejam a, b, c reais positivos. Prove que

a+b+c S
b+c a+c a+b ™

3
>
Solucdo: Suponha, sem perda de generalidade, a < b < ¢; o que acarreta
b+c>a+c>a+b.
Desta dltima sequéncia de desigualdades, segue que:
1 1 1
< < .
b+c a+c a+b

Assim, da desigualdade do rearranjo, segue que a soma mdaxima (S,y) € atingida
tomando-se as duas sequéncias acima na mesma ordem:

a n b n c
b+c a+c a+b

Com efeito, qualquer outra reordenacdo dos termos e respectivas somas produzidas sdo
menores que S,,,y, em particular:

Smax -

a+b+c
at+c a+b b+c

Simax =

c i a n b
at+c a+b b+c

Smax Z
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Somando estas duas desigualdades chegamos a

2'Smax23:>SmaxZ

| W

Problema 3.12. Sejam a, b, c reais positivos tais que abc = 1. Prove que
a? n b? . c? S 3
b+c a+c a+b 2
Solucao: Supondo, sem perda de generalidade, a < b < ¢, tem-se que

a? < b* <2
Da mesma forma, nossa suposi¢do acarretaem b+c¢ > a+c < a-+ b, e isto implica em
1 1 1
< < .
b+c " a+c a+b

Donde,
Spn = T
" byte  adc a+b
E assim,
b? c? a?
S >
max_b+c+a+c+a+b
2 2 p2
s, c a

axzb+c+a—|—c+a+b'
Somando estas duas dltimas desigualdades chega-se a
S b+ a?+cF AP+ b?
- b+c atc a+b
MQgMA b+c+a+c+a+b
- 2 2 2
=  a+b+c>3-Vabe=3.

2- Smax

O que acarreta

0| W

O

Para simplificar nossas contas e tornar mais evidente o emprego da desigualdade do

rearranjo, considere a notacdo particular seguinte:

ay a ... ap
by by ... by
. . =aiby...z1taby...+...+aph,... .7, (3.1
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sen’(x)  cos’(x)

0<x<=
,com0<x< —.
cos(x)  sen(x) 2

1 1

sen(x)’ cos(x)
Assim, de posse da notacdo (3.1), segue que:

Problema 3.13 (ENGEL, 1998). Ache o valor minimo de

Solugdo: As sequéncias (sen’(x),cos®(x)) e ( ) tem ordenagOes opostas.

sen’(x) cos®(x) sen’(x) cos®(x)
1 1 > 1 1 =1.
cos(x) sen(x) sen(x) cos(x)

Problema 3.14 (ENGEL, 1998). Prove a desigualdade
a* +b* + c* > a*bc + b*ca + cab.

Solucao: Usando a notacdo (3.1), como definido acima, agora para trés sequéncias, e a
desigualdade do rearranjo obtemos

a* b* ? a® b* 2
b c¢c|>2|b ¢ al,
a b c c a b

pois na primeira matriz as tr€s sequéncias estao igualmente ordenadas, enquanto na segunda
matriz nao. O

Problema 3.15 (ENGEL, 1998). Sejam x1,x3,...,x, nimeros reais positivos. Mostre que
x’f“ —}-xgﬂ X > g (X X ).

Solucao: Procedendo como no exemplo anterior, chegamos a

X1 X2 ... Xp X1 X2 ... Xn
X1 X2 ... Xy X2 X3 ... X1
> ;
X1 X2 ... Xy Xn X1 ... Xp—]
| X1 X2 ... Xp | X1 X2 ... Xn |

pois na primeira matriz as sequéncias estdo igualmente ordenadas, enquanto na segunda
matriz ndo. O

Teorema 3.16 (Chebychev). Sejama; > ar > ... > a, e by > by > ... > by, duas sequéncias
de niimeros reais. Entdo:
(al +a2—|—...~|—an) (bl +b2+...+bn) < arby +axby + ... +a,b,

n n n

Ocorrendo igualdade se, e somente se, uma das sequéncias for constante.

IDe forma andloga, tomando-se b; < by < ... < b, no teorema acima, obterfamos
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Prova: Usando a desigualdade do rearranjo obtemos:

n

n
Y aibgiy <Y aibi
i=1

i=1
Somando estas expressdes sobre todas as permutacdes ¢ e observando que cada termo
a;b; aparecerd (n— 1)! vezes do lado esquerdo teremos:

n
(n—1)1Y aibj <n!Y aib;
ij i=1
E dividindo esta expressao por n.n! teremos:

<a1+a2+...+an) <b1+b2+...+bn) < aiby +arby + ... +aub,
n - n

n

Esta igualdade ocorrera se, e somente se, uma das sequéncias for constante, pois caso

ambas ndo sejam constantes, poderemos escolher uma permuta¢do ¢ para que S < §' <
n

Z a;b; de acordo com a demonstracdo do rearranjo e isso faria com que a desigualdade de

i=1
Chebychev ficasse estrita, pois esta é a soma sobre todas as permutacdes. U

Teorema 3.17. Sejam ay,ay,...,a, reais positivos e k um natural. Entdo:

(a1+a2+...—|—an)k
n )

a1k+a2k+...+ank
n

>

ocorrendo igualdade se, e somente se, todos os ais forem iguais ou k € {0,1}.
Prova: Usaremos inducdo sobre k nesta demonstracao.

19 Passo: Caso Inicial

O resultado acima é trivialmente verdadeiro para k=1.

29 Passo: Hipotese de Indugao

Suponha que o resultado € vélido para k — 1, com k > 1.

3° Passo: Passo Indutivo

Como ambos os membros da desigualdade acima sdo invariantes por permutacgdes dos

indices 1,2,...,n podemos supor, sem perda de generalidade, que a1 < ap < ... < ay.

Dai, a;* ! <a,*! < ... <a,*! e da desigualdade de Chebychev obtemos:

n

(a1+a2—|—...—|—an> A d T d! - ak+ak+. . +df
n - n

(al —|—a2—|—...+an) <b1 +b2+...+bn> S arby +axby + ... +a,b,

n n n
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Da hipétese de indugdo, tem-se

n

alffl +a§*1 A - (a1 +a2+...+an)k_l
B n

Combinando as duas desigualdades acima, segue o resultado. A condicao de igualdade
segue do Teorema 3.16. 0

3.3 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Teorema 3.18 (Cauchy-Schwarz). Dados 2n niimeros reais ay,an,...,a,,b1,ba,... by, te-
mos:

aiby +asby + ... +ayb, < ﬁ+%+“ﬁﬁ%¢%+%+m+%

valendo a igualdade se, e somente se,

ai as an
by by bn.

Prova: Iniciaremos com um fato simples. Dados a e b nlimeros reais quaisquer vale que:
(a—b)>>0

Isto acarreta
a®  b?
a2+b222ab:ab§?+? (3.4)

valendo a igualdade se, e somente se, a = b. Tomando

A:¢ﬁ+@+m+%e3:¢%+%+m+%,

considere 0s ndmeros:

b
a_i:—eb,-:El,comA#OeB;éO.

Substituindo estes novos nimeros em (3.4) conseguiremos as desigualdades abaixo:



Somando todas estas desigualdades obtém-se:

) =2 72 2 72

_— _ a©  a an bi” b bn
b br+... b, <|—+—+...+— —_— 4 ...+ — 3.2
aiby + @b, + +%n_(2—+2+-4—2)+<24—2+ +—2> (3.2)

Note ainda que

2 2 2
a;+a5+...+a
ar’+a’+...+a;? = 2A2 n .

E, do mesmo modo

—2 —2  bi+b3+... 4D,
b 4By ... +by = “+2;; oy

Substituindo estas duas ultimas conclusdes no segundo membro da desigualdade (3.2)

obtém-se:
. _— 1 1
arby +abr+ ... +a,b, < §+§ =1
O que acarreta em:
a, by a b a, b,
— = —=+...+—-—=<1
A B + A B et A B~
ou
arby+axb, + ...+ a,b, <AB.
A igualdade ocorrendo se, e somente se,
ar=by, @ =by, ..., a5 = by,
0 que equivale a
ap by ay by an by
A B'A B A B’
ou ainda
a _a ay A
by by ' b, B
[l
Usando os vetores d = (aj,az,...,a,) b= (b1,by,...,b,) podemos reescrever a de-

sigualdade de Cauchy-Schwarz como
(a-b)* < |af- |bP,

com a igualdade ocorrendo se, e somente, d e b forem linearmente dependentes, o que em
outras palavras significa dizer um deles ser multiplo do outro.
No que segue apresentamos algumas aplicacdes desta ddesigualdade.
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Problema 3.19. Achar o valor mdximo de f(x) =3 -sen(x) +4-cos(x), com 0 < x < r

2
Solucdo: Na desigualdade de Cauchy-Schwarz para dois nimeros,
laiby +axby| < \/a% +a3- \/b% + b3,
facamos a; = 3, ay =4, by = sen(x) e by = cos(x). O que nos leva a
|3 - sen(x) +4-cos(x)| < V32 +42. \/sen?(x) + cos?(x) = 5.
Desse modo
3-sen(x)+4-cos(x) <35,
com a igualdade ocorrendo se, e somente se,
3 4 3
sen(x) B cos(x) =~ 18(x) = 4
O
Problema 3.20 (ENGEL, 1998). Estabelecer uma majoragdo para a fungdo
y=a-sen(x)+b-cos(x),
coma>0,b>OeO<x<§.
Solucdo: A desigualdade de Cauchy-Schwarz garante que
(a-sen(x)+b-cos(x))? < (a® 4+ b*)(sen®(x) + cos*(x)) = a®> + b,
o valor maximo yqx = Va2 + b2 é satisfeito se, e somente se,
-
0J

Problema 3.21 (KLAMKIN, 1988). Dado que a, b, c, d, e sdo niimeros reais tais que

at+b+c+d+e=28
P+ ++d*+e2 =16

Determine o valor mdximo de e.

Solucdo: Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz para (a,b,c,d) e (1,1,1,1) teremos

a-14+b-14c-14+d-1| < Va2 +b2+c2+d?- /12 + 12412412
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Quadradando esta desigualdade obtemos

Ha*+?+*+d*) > (a+b+c+d)? (3.6)

Vejamos ainda que

a+b+c+d=8—e
A +b* 4+ +d>=16—¢>

Substituindo as duas igualdades deste sistema na desigualdade (3.6) chegamos a

4(16 —e*) > (8 —e)* = e(5e — 16) < 0.

16 16
Assim, — > ¢ > 0. O valor maximo 5 sendo obtido quandoa=b=c=d =

Analogamente, poderiamos encontrar o valor mdximo de a,, onde

ai+ar+...+a,=K
a12+a22—|—...+an2:L,

2
. . . L .
e os a.s ndmeros reais, observando que K e L devem satisfazer — > | — | . A igualdade
n n

ocorrendo se os a}s forem todos iguais. U

Problema 3.22 (FAURING, 2007). Os niimeros positivos Xi,x3,...,X,, n > 3, tem soma

igual a 1. Demonstrar a desigualdade:

X1 X Xy n?

+ 4.+ >
xo(x1+x+x3)  x3(xp+x3+x4) x1(xp +x1 +x2) 3

Solucao: Para tornar as coisas mais simples, denotemos

Xi .
a; = , bi=xi+Xxit1+xiy2,comi=1,2,...,n,
Xip1 (X + X1 +Xi42)

com os subindices considerados no médulo n (quer dizer, X, = X1, X412 = X2, ...).

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, aplicada aos nimeros /a; € \/b; obtemos

n

bz (Fvam) =(5/)

'M=

1 =1

Pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica conseguimos

n l n

X1 Xp—1 Xp\?
y (_ ._) .
i—1 xl+1 X2 Xn X1
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De forma que,

1
S
Il
(O8]
I
=
Il
W

~
—_

Assim,

M=

n 2 n2
a,' Z -
i—=1 i=1 V X+l 3

Para que ocorra a igualdade € necessdrio que haja igualdade quando se aplica a desi-

i _

xH—l Xi +xl+1 +xl+2

gualdade entre as médias aritmética e geométrica. Isto ocorre se, e somente se,

X\ _ X Xp—1 _Xn
X2 X3 X, X1
~ Xi-1 Xi
Se x; = max{xy,x3,...,x,}, entio — < le — > 1
X X Xi Xi+1
i—1 j S
"~ = = do que se deduz que todas as fracdes sdo iguais a 1.
Xj Xi-1
Portanto, x| =x, = ... = x, e dado que x; +x2 +...+x, = 1, obtemos:
1
X|=...=Xp=—.
n
Reciprocamente, para esta selecdo de x1,x»,...,x, a igualdade ocorre. 0

Problema 3.23 (BARBEAU, 1995). Ache a menor distdncia entre o plano Ax+ By+Cz =1
e o elipsoide

2 2 2
Xy oz

Assuma que A, B e C sdo todos positivos e que o plano ndo intercepta o elipsoide.

Solucdo: Sejam (u,v,w) e (p,q,r) pontos do elipsdide e do plano, respectivamente. Quere-

mos minimizar
D*=(u—p)+(v—gq>+w-r)?
Da desigualdade de Cauchy-Schwarz,
D?- (A2 +B>+C?) > [A(u—p) +B(v—q) +C(w—r)]> = [l — (Au+Bv+Cw)]?,

a igualdade ocorrendo quando (p,q,r) puder ser escrito na forma (u+ AA, v+ AB,w+ AC).
Uma vez que o plano e o elipséide ndo se intersectam,

1 >Au+Bv+Cw.

Assim, para minimizar D, devemos maximizar Au + Bv + Cw.

Novamente, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz
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W v:oow? 242 202 | 22 2
(;_l_ﬁ_l_c_z).(aA +b°B*+c°C*) > (Au+ Bv+Cw)~,

com a igualdade ocorrendo se (u,v,w) puder ser escrito na forma (uAa®, uBb*, uCc?).

Consequentemente,

max(Au+ By +Cw) = Va?A% + b2B2 + 2C?

e a menor distancia é

D 1 —Va2A2 + b2B2 + 22

Essa distancia sendo atingida quando

(u,y,w) = (uAd®,uBb* uCc?)
uz(A2a2+sz2+C2C2) — 1,
(p.q,r) = (u+AA,v+AB,w+AC)

(&

A =

1 — Va2A? + b2B2? + 22
A2+ B2+ C?

3.4 Desigualdades entre Médias

O conceito de médias tem uma importancia bastante relevante em vérios problemas
cotidianos. Vejamos a seguir as 4 (quatro) principais médias matematicas e um exemplo

rapido de onde empregar cada conceito.

e média aritmética (My): nos da a renda média de um vendedor que percebe trés dife-
rentes valores em meses consecutivos;

e média geométrica (M): calcula o aumento percentual médio de um produto que sofre

reajustes consecutivos;

e média harmonica (Mp): estabelece a velocidade média de um mével que percorre as

mesmas distancias a velocidades constantes diferentes;

e média quadratica (Mp): esta ideia estd intimamente ligada ao célculo do desvio pa-
drdo, conceito estatistico que mede a qualidade das aproximacgdes de uma lista de
nimeros em relacao a determinado valor.

Pretendemos provar que para qualquer quantidade de nlimeros reais positivos vale:
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My > My > Mg > My,

onde MA, MG, MH e MQ sao definidas abaixo.
X1+x2+...+x,

e Média Aritmética: My =

n
e Média Geométrica: Mg = /X1 - X2 - ... Xy,
‘1 ~ n
e Média Harmodnica: My = 1 1
—+—+...+—
X1 X2 Xn

x12+x22+...+xn2
n

e Média Quadritica: Mgy = \/

Teorema 3.24 (Desigualdades das Médias). Se xi,x7,...,X, sdo niimeros reais positivos e
MA, MG, MH e MQ, sdo suas médias aritmética, geométrica, harmonica e quadrdtica, nessa

ordem, entdo
Mgy > My > Mg > Mp.
Além do mais, a igualdade ocorre se, e somente se, x| =Xy = ... = X,.

Prova: [Parte 1: M4 > M;]
Antes de iniciarmos uma demonstracdo algébrica, vejamos uma interessante reformu-

lagdo ““fisica” da desigualdade My > Mg, apresentada em [42].

Problema 3.25. Sejam x1,x;,...,x, niimeros reais positivos, com produto p =Xx1-X2-... Xy

e soma s = x1 +x+ ...+ x,. Prove que o maior valor de p é obtido quando todos os x; sdo

iguais, isto é, quando x| =x» = ... = X.
Solucao:
Imagine os n nlimeros positivos x1,x3,...,X, como pontos ~fisicos” na reta numérica,

cada um com peso unitdrio. O centro de massa desse sistema estd localizado na média
aritmética de valor A == -

Com efeito, note qllfe € possivel mover tais pontos de tal maneira que eles continuem a
se equilibrar em A, o que € equivalente a dizer que as suas somas permanecem constantes.

Nossa estratégia € considerar situagdes onde os x; nao s@o todos iguais e mostrar que
podemos fazé-los “mais iguais” aumentando seu produto sem aumentar suas somas. Se todos
0s pontos ndo estao agrupados em A, entdo, pelo menos um estara a esquerda de A (chame-o
de L) e o outro (que nés chamaremos de R) estard a direita de A. Desses dois pontos, mova
0 que estiver mais proximo de A na direcdo de A e o outro de tal forma que o ponto de
equilibrio entre os dois pontos ndo se altere.

Perceba que a distincia entre os dois pontos diminuiu, mas o seu ponto de equilibrio

permanece sem mudanga, € com o produto dos nimeros que representam a posi¢ao dos dois
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Figura 3.9: Ponto de equilibrio

pontos aumentando, pois, como ja vimos antes para o caso de dois nimeros o produto é
maximizado quando os fatores sdo iguais.

Agora, ja que a soma dos dois pontos nao foi mudada, a soma de todos os n pontos ndao
mudou.

Podemos repetir sempre o mesmo procedimento com dois pontos quaisquer de nossa

escolha de tal forma que:

e um numero que inicialmente nao era igual a A, torne-se mais proximo de A;
e a soma de todos os n ndmeros nao mude;

e 0 produto dos n nlimeros aumente.

Finalmente, como hd uma quantidade finita de nimeros, esse processo terminard quando

todos ele forem iguais a A; momento em que o produto serd maximo. U

Depois dessa breve justificativa “fisica” do resultado pretendido, voltemos a considerar
algebricamente a parte do teorema que diz ser My > M.

Uma demonstragdo deste importante resultado ja foi vista por rearranjo. No entanto,
ha diversas outras formas, usando técnicas diferentes, para provar esta parte do teorema pre-
tendido. O livro [S] contém mais de 50 desses caminhos. Repetiremos aqui o imaginado por
George Polya (1888-1985). A forte desigualdade de Jensen serd também outra oportunidade
para discutirmos o resultado. Afora isto, apresentaremos no Apéndice a cldssica e também
brilhante demonstracdo baseada em Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) e que se utiliza
do Principio da Inducéo Finita.

De inicio, tem-se que e* > 1 +x.

Com efeito, definamos o logaritmo natural de a (/na) como sendo a drea limitada pelo
eixo das abscissas, pela curva y = 1 e pelas retas verticais x = 1 e x = a. Como esta regiao
estd contida no retdngulo de altura 1 e base a — 1, temos que /na < (a—1). Tomando a =
(1+x), obtemos In(1+x) < x, ou, equivalentemente, ¢* > 1+ x, valendo a igualdade apenas

sea =1, ouseja, x=0.
X1+x2+...+x,

n

Na desigualdade ¢* > 1+-x iremos substituir x por ]\% —1,comMy =

e parai=1,2,...,n, de onde obtemos as relagdes:
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R |

eA > x_l
- MA

2

eA > x_z
- MA

Xn

——1

eA > *n
- MA

Multiplicando todas as desigualdades acima obtemos

X1 +x2+ ... +x,
e MA

—n > X1-X2 ... Xp
- MA"
Mas x; +x3+ ... +x, = n-MA, logo

n

> MG > =
12 MA" = My > Mg, onde Mg = /X1 X2+ ... Xp.

. . X )
E evidente que a igualdade ocorre se, e somente se, M_;l —1 =0, ou seja, x; = MA,

parai=1,2,...,n. [

Em outros termos, a desigualdade My > M significa tdo somente que: para n nimeros

reais positivos de soma constante, o produto dos mesmos serd mdximo quando todos os

ndmeros forem iguais, ja quando o produto desses n ndmeros for constante, sua soma sera

minima quando todos os nimeros forem iguais.

Uma aplicacdo bastante interessante e imediata do que acabamos de ver € podermos

estabelecer uma majoragdo para o fatorial de n, a saber
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1 n
n! < (n—; ) , paran > 2.

De fato, da desigualdade M4 > Mg, obtém-se:

, , 142434... 1)- 1
Ul =T33 ne 2o tn_(atl)n_ntl

n 2n 2

Note, neste caso, que a desigualdade € estrita, pois os nimeros considerados sdo dife-

rentes.2

Prova: [Parte 2: M; > My]

. , 1 1 1
Para provarmos que Mg > Mp basta aplicar My > Mg para os nimeros —, —,..., —.
X1 X2 Xn
Vejamos:
! + 1 +...+ !
x; o x, I 1 1 n
X2 ann_._ e — = XL X)Xy 2 1 1 T
n x| X X
1 2 n =
X1 X2 Xn
. 1 1 .
com a igualdade ocorrendo quando — = — = ... = —, ouseja, X =xp = ... = X.
X1 X2 Xn

Combinando as duas partes ja demonstradas do teorema sobre as médias, conclui-se

que

My > Mg > My.

Depois de visto isso, sugiro uma pequena experiéncia com uso de calculadora.

Experimente digitar um nimero qualquer e teclar repetidamente a tecla raiz quadrada
(\)- Perceberemos, ao testar esse procedimento algumas vezes, que, independentemente do
numero inicial escolhido, o valor final no visor € sempre igual a 1.

Por que isso ocorre?

Veremos uma justificativa para esse “estranho” fendmeno.

Claro que nossas ferramentas serdo as desigualdades, mais precisamente, as desigual-
dades entre as médias aritmética, geométrica e harmonica.

Considere para tanto o conjunto de n nimeros: 1, 1, 1, ..., 1, a, com a real positivo.

Aplicando-se o resultado My > Mg > My, chegamos a:

2E possivel estabelecer, outrossim, uma cota inferior para n!. Para tanto, tem-se que log(n!) = log2 +
n

n
log3+...+logn= ) logk. Desse modo, log(n—1)! < / logtdt < log(n!). Calculando-se a integral, chega-

k=2 1
se alogln—1)! <n-logn—n+1 <log(n!). Uma vez que a fungio log é injetiva e crescente, aplicando a
exponencial, segue que

n\n”n
n! > en.(l()gn)fnJrl —e- (7) )
e
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1+1+1+---+1
il +‘12\"/1.1-1.....1-0121 : 1” 1
n
T+T+T+...+I+—
Isto implica em
n g\"/agn_lﬂl
1 n
n—14-
a
ou ainda
a—1 a—1
l+ ——— <Va<l+—.
an—a-—+1

Portanto, se n tender a infinito, os lados esquerdo e direito das desigualdades conver-

gem para 1 (um). Isto acarreta em /a tender a 1 (um).

Problema 3.26. (SAVCHEY, 1999) Seja p(x) um polindmio de grau n > 1, com coeficientes
inteiros e n raizes reais, ndo todas iguais, no intervalo (0,1). Demonstrar que o valor

absoluto do coeficiente principal de p(x) é maior que ou igual a 2" + 1.

Solucdo: Sejam x1,x7,...,x, as raizes de p(x) e a seu coeficiente principal (ou dominante).

Podemos fatorar p(x) como segue
p(x)=a(x—x;)(x—x2)...(x—xp), Vx.

Como p(x) tem coeficientes inteiros, seus valores em 0 e em 1 também séo inteiros.
Ademais, os inteiros p(0) e p(1) sdo diferentes de zero, pois todas as raizes x1,x2,...,X,
estdo compreendidas estritamente entre 0 e 1. Consequentemente,

1< p(0)p(D)] = & (=1)"x1(1—x1)-x2(1—x2) .- 25 (1 = x5))|

= &xi(1—x1)-x(1—x2) ... x,(1 —x,),

comO<x,<lek=1,2,...,n
Agora, paracada k = 1,2,...,n, temos pela desigualdade entre as médias aritmética e

geométrica que

b

B

xk(l —xk) S

) 1
com a igualdade ocorrendo se, e somente se, x; = 7

Dessa forma, obtemos
a
1<a®xi(1—x1) x(l=x3) ... -x5(1 —x,) < T
donde
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la| > 2".

Levando em conta que a ¢ inteiro, segue que |a| > 2" + 1. U

No capitulo final, retornaremos ao tema polinomios para estabelecer uma regiao anular

no plano complexo onde estejam localizadas as raizes desses tais polindmios.

Prova: [Parte 3: My > M,]

Para demonstrar que vale

\/a12+a22+ ot ay? S @tat..tay
n o n
basta tomar b1 = by = ... = b, = 1 na desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Assim, ficamos com

a1~1+a2-1+...+an-1§\/a%+a§+...+a%-\/12+12+...+12.

Evidentemente, valendo a igualdade se, e somente se,

ou seja, quando todos a’.s forem iguais.
Problema 3.27 (ENGEL, 1998). Minimize
x%—{—x%—}— . —}—x%,
para0<x;<lexi+x+...+x,=1.
Solucdo: Aplicando a desigualdade My > M, € imediato que o valor minimo de
x%—i—x%—l—...—{—x%

1
¢ atingido quando x; = —, para todo i. 0
n
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Capitulo 4

Desigualdades Avancadas

4.1 Exordio de Calculo

Sao dois os aspectos preponderantes para analisar o comportamento de funcdes deriva-
veis: os intervalos em que elas crescem ou decrescem e sua concavidade (para cima ou para
baixo). E resultado de um curso basico de Célculo que tal crescimento esté ligado  primeira
derivada e sua concavidade esté relacionada a derivada segunda. Vejamos brevemente como
tudo ocorre.

Seja f : (a,b) — R uma fun¢do continua em todo ponto de seu dominio. Um ponto
t € (a,b) é dito mdximo local de f se exite um intervalo aberto I; C (a,b) contendo ¢ tal que
f(t) > f(x),Vx € I,. Caso ocorra f(t) < f(x), Vx €L, t serd dito minimo local de f. Em
qualquer dos dois casos ¢ € dito um ser um ponto extremo local ou extremo relativo de f.

Proposicdo 1. Seja f uma funcio real definida num intervalo aberto (a,b),a < b. Se f
tiver um extremo relativo em 7 € (a,b), entdo f'(1) =0, se f (t) existir.

A Proposicéo anterior fornece uma condi¢éo necesséria para que um ponto ¢ € (a,b)
seja um extremo relativo, mas ela ndo € suficiente. Por isso, é necessdrio investigar os pontos
onde a fungdo f ndo possui derivada, sucitando a defini¢do de ponto critico: ¢ € (a,b) é um
ponto critico de f: (a,b) — Rse f (t) =0 ou se f () ndo existir.

Proposicao 2. Seja a funcio f : [a,b] — R continua e derivavel em (a,b). Examinando
o sinal de f’(x) podemos dizer que:

(i) f'(x) > 0em (a,b) < f é crescente em (a,b);

(i) f'(x) > 0 em (a,b) < f é ndo-decrescente em (a,b);

(iii) f'(x) <0 em (a,b) & f é decrescente em (a,b);

(iv) f'(x) <0em (a,b) < f é ndo-crescente em (a,b).

Relembremos também mais dois outros importantes resultados ligados a tais conceitos:
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Proposicao 3. [Teste da Derivada Primeira] Seja a funcdo f : [a,b] — R continua em
todos os pontos do intervalo aberto (a,b) contendo o nimero ¢ e suponha que f é derivédvel
em todos os pontos de (a,b), exceto possivelmente em ¢,

(i) Se exitem &;,8; > 0 tais que f'(x) > 0,Vx € (r — 81,1) e f'(x) <0,Vx € (¢,6 + &)
entdo f tem maximo local em 7.

(ii) Se exitem 8,0, > 0 tais que f'(x) < 0,Vx € (t —81,1) e f/(x) > 0,Vx € (t,1 + &)
entdo f tem minimo local em .

(iii) Se f’ ndo muda de sinal em algum intervalo de centro ¢ entdo ¢ ndo é extremo

relativo de f.

Proposicao 4. [Teste da Derivada Segunda] Seja f uma fungao derivavel em um inter-
valo (a,b) e sejat € (a,b) tal que f'(r) = 0. Se f”(t) existe e

(i) se f”(¢) < 0, entdo f possui um mdximo local em 7.

(ii) se f”(r) > 0, entdo f possui um minimo local em ¢.

Agora, ap0s este breve retrospecto, estamos aptos a discutir a segunda pergunta do
Problema 2.10, sobre quem é maior dentre os nimeros: ¢ ou n¢. Claro que poderiamos
simplesmente calcular com aproximacgdo de apenas uma casa decimal cada um destes nume-

ros para concluir que
e’ > me.
No entanto, este problema é um caso particular de uma ideia mais geral:
e* >x°, Vx>0,

a igualdade ocorrendo se, e somente se, x = e.
Assim, ndo apenas e® > ¢, mas e > 2¢, e3> > 3¢, ¢!0 > 10, eV3 > (v/3)¢, etc.
Considere, pois, f(x) =x°-e~*, x > 0. Observe que f(0) =0¢e f(x) > 0,Vx > 0. Desta
forma, x = 0 € um minimo global ou absoluto de f. Além disso, sendo f € derivavel em toda
a reta, buscaremos os pontos criticos de f estudando a equagdo f’(x) = 0.

Calculando tal derivada, obtém-se
f1x) = (ex 1 =x) e,
que se anula apenasemx =0ex =e.
A Tabela 4.1 fornece o sinal da derivada de f no seu dominio.
‘0‘O<x<e‘e‘x>e‘
simal f [0+ 0] - |

Tabela 4.1: Sinal da derivada da fungdo f(x) = xe™".

Analisando o sinal da derivada, vemos que x = e € um ponto de maximo absoluto para
f> cujo valor absoluto de f é 1 = f(e).

Portanto,
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x-e7¥<1,Vx >0,

a igualdade ocorrendo somente quando x = e.

2.51
2_
1.5 1
! Jlz) = z%e
0.5
0
of 05 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5
-0.51
-14

Figura 4.1: Griéfico da fungdo f(x) =x¢-e™*

Isto ajuda a explicar por que ™ e ¢ tém valores tdo préximos, o que faz com que néo
seja imediatamente 6bvio qual dos dois € maior, e mais ainda, o grafico mostra que se um
nimero x for muito préximo de e, entdo x°- e € préximo de 1 e portanto x° € proximo de
e’

Depois desta interessante aplicacdo do Célculo, vamos avancar na dire¢do pretendida

e conhecer a desigualdade de Jensen.

4.2 Desigualdade de Jensen

Teorema 4.1. (Jensen) Seja f : (a,b) — R uma funcdo duas vezes diferencidvel, com
X1,X0,...,Xp € (a,b) eay+ary+...+a, =1, a; € R. Se f”" >0 (f é convexa) em todo o

intervalo (a,b), entdo
ayf(x1) +axf(x2) + ...+ anf(xp) > flarx) + axxa + ... + anxy).
Se, por outro lado, tivermos " <0 (f é concava) em (a,b) a desigualdade mudard de sinal:

arf(x1)+asf(x)+ ...+ anf(xn) < flarx; +asxz + ... + apxy).

Prova: Usaremos indugdo sobre n > 2 para o caso em que f” > 0; a outra situagdo se

procede de modo inteiramente andlogo.
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1° Passo: Caso Inicial

O caso n = 2 € trivial, pois nos dd a propria condi¢io de convexidade.

2° Passo: Hipdtese de Inducio

Suponha agora que, para um n > 2 fixado, x1,x2,...,x, € (a,b) e ay,ay,...,a, €[0,1],

comaj+az+...+a, =1, tenhamos

ayxy+axxy+ ... +apx, € (a,b) e
flaxi+axo+...+apxy) <ayf(x1) +asf(x2) + ... +anf(xn).

37 Passo: Passo Indutivo

Considere agora
X1,X2, -« Xny Xny1 € (a,b) € ay,ag, ... ay, a4 € 10,1],
com
alt+ar+...+a,+au =1.

Veja que para a, 11 = 1, teremos a; +a> + ... +a, = 0 e ndo resta nada a justificar.
Caso contrario, tomemos

. axy+...+ayx,

=bix1+byxa+ ...+ byx,,
I— an+1

com cada b; = L.
1 —api1
Uma vez que by + by + ...+ b, = 1, segue da hipétese que y € (a,b). Disto e do fato

de f ser convexa, obtemos

aixy+...+aux
f(alxl+---+anxn+an+1xn+l) = f{(l_anJrl)( 1—a lnn) +an+1xn+1}
— Gy

= f[(l _an+l)y+an+lxn+l]
< (1 _an-H)f(y) +an+1f(xn+1)'

Aplicando a outra parte da hipétese de indugao, obtemos

f(y) = f(b1X1+b2X2+...—|-bnxn)

< bif(x1) +baf(x2) + ...+ buf(xn)
aj

a an
= ——fla)+——fl)+...+ —f(w),
1 —apq =) 1 —aniq (x2) 1 —api1 ()
Dessas duas desigualdades, concluimos o que queriamos. U
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A forca desta desigualdade pode ser percebida utilizando-a para demonstrar a desi-
gualdade My > Mg de forma simples e rapida.
Com efeito, sejam ay, . ..,a, ndmeros reais positivos de tal sorte que existam x,...,x,

também ndmeros reais quaisquer, com a; = In(x;), para todo i. Usando o fato de f(x) = In(x)

ser uma fungdo concava (pois f”(x) = —— < 0) e aplicando Jensen obtemos
x

fxr) 4+ fx2) 4.+ f(xn) <f(xl+x2+---+xn)
. < ,

n

donde segue

x1+x2+...+xn)
p .

In(/x1-x3-x,) <lIn (

Portanto, por f ser crescente, vale que

X1 +x2+...+x,
n

WXL X Xy S

Problema 4.2 (STEELE, 2004). Se 0 < r, < o, e se 0 nosso investimento de um dolar no ano
k cresce para 1 + ry délares no final do ano, chamamos ry o retorno do nosso investimento
no ano k. Mostre que o valor V.= (1+r;)(1+r2)...(1+r,) de nossos investimentos apds
n anos deve satisfazer a condigdo

n

(I+re)" < [|(O+r) < (1+7ra)",

k=1
onde
ri+mrmn+...4+r,
rG=R/T1 Ty Tpers = .
n
Solucao:

A desigualdade da direita decorre de My > Mg aplicada aos a; = 1+ r, com k =

. ﬁ(1+’k)§ (I4+r)+(14+rn)+...4+(14+r)

k=1

:1+r1—|—r2+...+rn’
n n

e assim,



Ja a desigualdade da esquerda decorre da desigualdade de Jensen aplicada a fungdo
convexa f(x) = In(1+ ¢€*) e de tal sorte que para cada k, 1 < k < n, ocorra r;, = €*. De fato,

In(1+e)+in(1+e2)+...+In(l +e%) n [(1+exl)+(1+exz)+.__+(1+ex,1)] N
n

n

In(1+e")-(14e2)-...-(1+e™) In <n+ex1+ex2—i—...—i—ex”>
> - :

n

E isto implica em

n-rap
" ittt n-rg\"
[T+n = [ 14 P20 s (1 IO (1,

k=1
U

Vejamos mais alguns casos onde € interessante aplicarmos a desigualdade de Jensen.

Problema 4.3. Sejam x; € R tais que 0 < x; < T, e
y= X1 +x2+...4+x,
" .

n [ senx; senx\”
[ < (=)
. Xi X

Prove que

Solucio:
Expandindo a desigualdade acima ficamos com

senxj senxp senx, \ _ (senx)n
- - e o == .

Aplicando /n (logaritmo natural) na desigualdade acima obtém-se:

I <senx1) S ln (senxz) bt (senx2>
X1 X2 X2 senx
<lIn (—)

n X

Tomando f(x) = In (%>; se provarmos que f”(x) < 0 a desigualdade de Jensen
x

garante 0 que queremos.

Ora,
) = x ((cosx) -xz— (senx)) _ (cosx) - x — senx _ corgr— l
senx X x - (senx) X
Logo,
1 1
1" 4
f1x) sen?x  x2
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Desse modo,

1
") <0 = =<
Fr) = x2 ~ sen?x

<= Xx > senx.

O que de fato é verdade para x € (0, 7). O

Problema 4.4. (FAURING, 2003) Sejam a, b e ¢ a medida dos lados opostos, respectiva-
mente, aos dngulos (em radianos) a, B e y de um tridngulo ABC de semiperimetro s. Prove

que:

bc ca ab 12s
+ > —
T

a-(s—a) B-(s—b) 7 (s—0)

Solucio:
Sejam R e r os raios, respectivamente, das circunferéncias circunscrita e inscrita ao
triangulo. Sabe-se que
A r ~
abc = 4Rrs, tg - = ,a=2R-senA
2 s—a

(e do mesmo modo para B e C).

Entao,
bc ca ab 1 1 1
+ + =s- + + “4.1)
o-(s—a) B-(s—b) v-(s—c) (X-COSZ% ﬁ-coszﬁ }/‘COSZ%/

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz aplicada a

1 1 1
o Y ’}/
\/a-cosa \/E‘Cf?sg W'COSE

(Vo /By e

obtemos
2
1 1 1 1 1 1

- - <(a+B+7) - -

cos < cos ¥ a-cos? Y 2B Y- cos? ¥
2 cosy ) 5 P-cos 5 3
Logo,
2
1 1 1
+ B t—
-+ + > , 4.2)
2 2 T
o-cos*—  B.cos?T  YVrcosT



poiso+ B +y=m.

1
Pela convexidade da funcio y = ——, 0 < x < g, a desigualdade de Jensen garante
cosx
que
1 1 1
>
3 - o B v
27272
cos 3
Ou ainda, . . | ; ;
cos5 cos oSy cosg \/7§
Por (4.1), (4.2) e (4.3), obtemos
bc ca ab s 12s
> (2V3)?2 ==
o(s—a) B(s—b) + Y(s—c) ~ & (2v3)

O

Problema 4.5 (fndia, 1995). Sejam x| , x3, ..., x, € R* tais que x; +x2+ ... +x, = 1. Prove

que:
X1 X2 Xn n
S= > )
V1—x; + V1—x o VIi—x, ~ \Vn-—1
Solucao:
X
Tome f(x) = . Devemos mostrar que:
f(x) i q
f) +f ) bt f ) (Bt
n - n )
Ou seja:
1 n n
S>n-f|-|=n- = 4.4)
n 1 n—1
1—=
n
Para que isso tudo funcione devemos ter f”(x) > 0.
Vejamos:
1
f@=x-(1-97F = f@=1-(1-9F+x - (1-973(-1)
1
- f’(x):(1_x)—%+§-x-(1—x)—%
" 1 31 3 3 _s
= S =5 0-0 (=) S (1))

No intervalo [0, 1], f”(x) > 0 e volta-se para (4.4).
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Problema 4.6. Sejam a, b, ¢ > 0. Prove que:

a’ b’ 3 a+b+c
2 S 2T 2 3 2 .
a+ab+b- b +bc+c* c*+ac+ta 3
Solucao: Dividindo-se as trés fragdes do primeiro membro da desigualdade, respectiva-
mente, por a?, b* e ¢ obtém-se:
a b c S @ +b+ c

N NG ECECR O

a a

Donde,
a 1 b 1 c

a+b+c b N2 atbtc c N2 Tatbte
NONGEEENERE

a

b c a 1
Seia, entio, x = 2. y= < _4 id f -
eja, entdo, x = p y bez - e considere a fungdo f(r) = s

E facil ver que para 7 > 0, temos f” (t) > 0. Logo, f é convexa. Pela desigualdade de
Jensen, segue que se

b c

b= a+b+c er= a+b+c’

a+b+c

e por consequénciax+ B +y=1,

f)+B-f0)+7 f(2) = flax+By+vz) = f(1) :%

Teorema 4.7. (My > Mg - generalizada) Sejam x1,x3, ..., X, nimeros reais ndo negativos e
ai+ax+...+a, =1, com os ayg niimeros positivos. Vale que:

n

[JGo)" <

i=1

i Xis

-

ocorrendo a igualdade se, e somente se, x; =Xy = ... = Xy,

Prova: Observe inicialmente que se existir i para o qual x; = 0 a desigualdade vai valer,
com a igualdade se verificando se x; = 0,Vi = 1,2,...n. Assim, vamos supor xi,xy,...,Xp
nimeros reais positivos e ap,ay, ... ,a, nimeros reais positivos, com a; +a +...+a, = 1.
Usando o fato de f(x) = In(x) ser uma fungdo cdncava (pois f”(x) = _lz < 0) e aplicando
a desigualdade de Jensen obtemos: g
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ay-In(xy)+ax-ln(x)+...4an-In(x,) <lIln(ay-x1+az-x2+...+ay x,) =
In(x))* +In(x)2+...+In(x,) <lIn(ay-x1+az-x2+...+a,-x,) =
In((x1)% - (x2)% ... (xp)%) <In(ay-x1+ax-x2+...+ay xp),

e pelo fato de f ser crescente, vale o resultado que queremos. U

4.3 Young, Holder e Minkowsky

Ha outros modos de demonstrar essas trés fortes desigualdades. No entanto, preferimos
a forma como segue haja vista nos parecer a mais didatica para a nossa sequéncia. A primeira
delas (Young) deriva imediatamente de (M4 > Mg - generalizada), as demais sdo implicagdes

sequenciais da primeira.

1 1
Teorema 4.8 (Young). Sejam a e b reais ndo-negativos e p,q > 1 satisfazendo — + — =1,
entdo
N
@ + — > ab,
p q

ocorrendo a igualdade se, e somente se, a”’ = b4.

Prova: Usando o Teorema 4.7 (M4 > Mg - generalizada) para os nimeros x| = a”, x; = b?

1 1
e w; = —, wp = —, temos:
2 2
[TGa)™ <} wixi,
i=1 i=1
chegamos a
P bl 1 1
C > (@) - (b9)i =ab
P 9

Teorema 4.9 (Holder). Sejam x1,x2,...,X, € y1,Y2,. ..,y niimeros ndo negativos e p,q > 1,

satisfazendo — + — = 1, entdo
P q

n n P n é
Yoavi< (Y| - W -
i=1 i=1 i=1

Com a igualdade ocorrendo se, e somente se, ()c‘;7 7x12" o xP) e y‘lj,yg, ...,y forem propor-

S |—

cionais.
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Usando a desigualdade de Holder, podemos provar a seguinte desigualdade - devida a

Minkowski - generalizando a desigualdade triangular.

Teorema 4.10 (Minkowsky). Sejam x1,x3,...,X, € y1,Y2,...,Vn Niimeros ndo negativos e

p > 1, entdo
l 1 1
n n p n P
Z Xi +yl < fo) + ny)
i=1 i=1 i=1
Com a igualdade ocorrendo se, e somente se, (x1,X2,...,Xp) € (Y1,Y2,...,Yn) forem propor-
cionais.

Prova: Para a demonstracio desta desigualdade considere a identidade abaixo e nela faga-

mos z; = (x; +y;)?~'. Ento,

n
Z xl+yl = (xl+yl p 1"‘2)’1 xl+yl leZI+ZYlZl-

i=1 i=1 i=1

'M=

Usando a desigualdade de Holder obtemos,

n n % no p _% n % n  p 1_117
Y (xityi)? < fo’ : Zz{”l + ny’ : Zzipfl =
1
+

i=1




Donde,

Problema 4.11. Seja ABCDEFGH um cubo de aresta unitdria. Determinar o menor peri-
metro do tridngulo POR, com P, Q e R, pertencentes, respectivamente, aos lados AB, CG,
EH.

Solucao:

B (0,0,1) P A(0,1,1)

C(1,0,1) 4

(1,1,1)

Q F(0,0,0) £(0,1,0)

G (1,0,0) H(1,1,0)

Figura 4.2: Cubo de aresta unitéria

Considere, no sistema de coordenadas cartesianas, o ponto F do cubo coincidindo com

a origem e os demais pontos como na figura. Vejamos ainda que
P=(0,c,1),0=(1,0,a) e R=(b,1,0),em que 0 < a,b,c < 1.

Desse modo, deve-se estabelecer o valor do perimetro m (minimo), tal que

m=+/a2+(1-b)2+1++/P2+(1—c)2+1+/c2+(1—a)?+1.

Pela desigualdade de Minkowski

X33+ x5+ \/y%+y%+y§+ 2+E+5>
VEr+yi+z1)2+ 4y +22)2+ (s +y3+23)2%

com

(X],XZ,X3) = (1,(1, 1 _b)’ (y1>y27)’3) = (1,b7 1 —C) € (Z17Z27Z3) = (I,C, 1 —Cl),

chegamos a



) ) ) 3\? 27
m=>9+s 4+ (3—5)"=2 S_E +7,ondes:a+b+c.

3\? 27
2[s—= =
(s 2) T

) L. 3 , 27
atinge seu valor minimo quando s = > tem-se m~ > > Isso tudo ocorrendo quando a =

. 27
b:c:i. Assim, myy;, = > O

Desde que
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Capitulo 5
Outras Aplicacoes

Nesta parte final, estabeleceremos mais quatro importantes aplicacdes envolvendo de-
sigualdades.

De comeco, com algumas ideias do Célculo e claro, com o recurso das desigualdades,
daremos uma bela demonstracao da infinidade dos nimeros primos.

Depois, com pouco mais que a desigualdade triangular e a enumeracao de alguns con-
juntos previamente construidos, estabeleceremos conclusdes bastante atraentes da Geometria
Combinatdoria.

A terceira das aplicacdes diz respeito a localizagdo dos zeros de um polindmio. Neste
sentido, procuraremos determinar um circulo de raio R (fung@o dos coeficientes de p(z))
que contenha as raizes de p(z), e mais, encontraremos um circulo de centro na origem e de
determinado raio r (também fungdo dos coeficientes de p(z)), cujas raizes sdo exteriores a tal
circulo. Das duas desigualdades estabelecidas nas condi¢des anteriores surgird uma regiao
anular que contém as raizes de p(z).

Por fim, estabeleceremos algumas desigualdades ligadas ao conceito de Normas de
Matrizes e veremos de que maneira poderemos aplicar tais resultados para medir o efeito de

certas perturbacdes a matriz dos coeficientes de um sistema.

5.1 Desigualdades e a Infinidade dos Primos

Para ilustrar esta secdo inicial do dltimo capitulo rememoremos que € devido a Eucli-
des o classico resultado, usando ideia bastante simples e engenhosa, de que a lista de primos
¢ infinita. No entanto, é preciso esclarecer que a literatura guarda outros brilhantes e rapi-
dos argumentos sobre tal conclusdo. Tais demonstragcdes perpassam a Teoria dos Ndmeros -
com o uso dos niimeros de Fermat, o Célculo, a Andlise e mesmo a Topologia. Reproduzi-
remos aqui um argumento do Célculo elementar que usa desigualdades e a ideia de definir
o logaritmo natural como a area sob a hipérbole, ideia esta frequentemente utilizada neste

estudo.
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Com efeito, seja 7(x) := f{p < x; p € P} a quantidade de primos que sdo menores ou
iguais a x. Considere ainda P = {py, p2, p3, ...} a lista ordenada crescentemente dos primos

. . . . 1
e o logaritmo natural de n definido como a 4rea limitada pela curva — e pelas retas x =1 e
X

x = n acima do eixo OX.

YA

il 2 3 n n+1 5

Figura 5.1: Fungao degrau superior

1 .
Comparemos a drea sob o grafico de y = — com a func@o degrau superior, de modo
X

que vale

1 1 1 1
[ <l4+-4=-+...+-<) — 5.1
n(x) < +2+3+ +n_zm (5.1)

, com tal soma envolvendo os m € N que possuem somente divisores primos p < x.
Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, cada m pode ser escrito de modo Unico

como H pkr. Desse modo, a soma anterior pode ser reescrita como segue

p<x
1
(X%
peP.p<x \k>0

O termo entre parénteses, na expressao acima, € a soma dos termos de uma progressao

geométrica, de modo que podemos reescrever em (5.1)

1 p b
In(x) < — | = <—) =
pE%jpr ]_l péggx p—l kl;llpk_l
p
Donde se conclui que p; > k+ 1; logo

1 1 k+1

Pk _ 14 <14 =10

pk—l pk—l k k
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O que acarreta

5=

x)
In(x) < HTl =m(x)+1.

~
I
—_

Desse modo, como /n(x) néo é limitado, segue que 7(x) também ndo o é, e portanto,

existe uma infinidade de primos. 0

5.2 Geometria Combinatoria

A geometria combinatéria € um ramo da Matematica relativamente novo e chama a
atencao por preocupar-se com problemas aparentemente simples, mas cujas solucdes exigem
grande grau de sofisticacao.

Nesta secdo utilizaremos a desigualdade triangular para resolver trés problemas ligados

a esta area de estudos.

Problema 5.1. Dados uma circunferéncia de centro O e raio igual a 1 e n pontos A1,Az, ..., Ay,

quaisquer no plano, mostre que existe um ponto M sobre essa circunferéncia tal que:

— — —
|MA1 ’—|—|MA2’—|—...—|—|MA,,’ZI’I

) |
AQ [ ]

=Y

Ay®

Figura 5.2: Circunferéncia de raio igual a 1

Solucido: Observe, de inicio, que:

— = —

MA;=MO + OA;.
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De forma que

— — —
S:;|MA,~y:;|M0+0A,-|.
= 1=

Da desigualdade triangular (|a| + |b| > |a+ b| > |a| — |b]), chegamos a:

— — — — — —
S = |[MO+OA| |+| MO+ OAy |+...+| MO + OA, |
— — — — — —
> |MO+ OAy +MO + OAy +...+ MO + OA,, |

—
OA;
1

—>
n-MO +

1

n

n —s
Como a soma Z OA; é fixa, vamos chamar de V. Queremos M tal que

i=1
H
|n- MO +V| > n.

Perceba que se V = 0, entdo basta tomar M qualquer ponto da circunferé€ncia unitaria
—
centrada no ponto O. Caso contrario, tomando M de tal modo que MO e V sejam paralelos e

tenham o mesmo sentido, chega-se a:

N
S>|n-MO +V|=n+|V| >n

Problema 5.2 (Ioguslavia). Seja M um poligono convexo de perimetro p. Prove que os lados
de M podem ser divididos em dois conjuntos disjuntos A e A, tais que |S(A1) — S(Az)| < g,

onde S(A ) denota a soma das distdncias das arestas pertencendo a Aj, j = 1,2.

Solucao:
A desigualdade triangular garante que

ay <g2—i—a3+...+an:>a1 <§

p—ai

Pensemos, entdao, em dois casos:

Caso 01: da;, tal que % <a; < g

Suponha sem perda de generalidade

p p
—<a <=
3170
Donde teremos A} = {a;} e Ay = {ay,as,...,a,}. Portanto,
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Qp—1 ap—2

Figura 5.3: Poligono convexo de perimetro p

2p

IS(A1) —S(A2)| =S(A2) —S(A)) < 3

. [OK!]

WIS
WIS

Caso 02: g; < g,Vi

A1 = {al,az,...,an}

Ay ={}

Comecemos com o seguinte algoritmo: Ponha todos os ladosem Aj:

No passo 1, todos os lados até a; passam para o conjunto A,:

Al = {02,613,...,61”}

passo 1:
Ay ={ar}
A= {613,614, s 7an}
passo 2
Ay ={ay,az}
A=A}
passo n:

A2 = {a17a27-~-7an}

Seja S; = S(A1) —S(Az), nopassoi: So = p,...,S, = —p
Observe que S vai diminuindo:

S; = (aH_l—l—ai+2+...+an)—(a1+a2—|—...—|—a,-)
Siy1 = (ai+2+ai+3+...+an)—(a1+a2+...+a,~+1)
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Subtraindo as duas equagdes acima chegamos a

2
Si—Sit1=2a;11 < ?p

|

=
e s
el
-3

Figura 5.4: Existéncia de um S;

Assim, necessariamente, teremos um S; tal que |S;| <

Wl

Problema 5.3. No interior de um circulo de raio n, n € N, estdo situados 4n segmentos de
comprimento 1 cada. Prove que, dada uma reta arbitrdria ¢, existe uma reta {', paralela

ou perpendicular a ¢, que tem um ponto em comum com pelo menos dois dos 4n segmentos

dados.

Solucdo: Tracemos o quadrado circunscrito com os lados paralelos e perpendiculares a .
Para cada segmento a;, 1 < i < 4n, sejam x; sua projecio sobre AB e y; sua projecio sobre
AD. Pela desigualdade triangular,

xi+yi > |ai| = 1.

Donde

4n 4n 4n
Y xi+yizdn=Y xi+) yi>4n
i=1 i=1 =l

Sem perda de generalidade,

4n
Z x; > 2n.
i=1

Com efeito, se todos os x;, forem disjuntos teriamos:

4n
2n=AB > ) x; >2n. [Absurdo!]
i=1

1
Logo, existem x; € x; com interse¢ao.

Portanto, a paralela a ¢ por essa intersecdo deve cortar os segmentos a; € a;.
4n

De forma andloga, se nossa hip6tese fosse Z yi > 2n, teriamos a perpendicular a ¢. []
i=1
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5.3 Localizacao dos Zeros de um Polinémio

Iniciaremos agora com um teorema sobre polindmios de coeficiente dominante unitério
e raizes reais. Tal teorema € uma aplicacdo da desigualdade de Cauchy-Schwarz e visa a
estabelecer limitantes para suas raizes, com tais limitantes sendo fun¢do dos coeficientes

an—1 € ay—» e do grau do polindbmio.

Teorema 5.4. Seja p(x) =x" +a,—; XV ba, s X2 4 ag um polinomio de raizes

reais, assim suas raizes pertencem ao intervalo cujas extremidades sdo

a,—1 n—1 2n
-4 \/a%_l— “Ap—2
n n n—1

Prova: Seja (x—r)(x—ry)(x—r2)...(x—r,—1) a forma fatorada do nosso polindmio p(x);

assim, pelas relagcdes de Girard

—Qu_1=r+nr+rn+...+rp_1¢€

ano=r(ri+rn+...+r_1) +Z"i”j-
i<

Donde se conclui que
n—1 5
2 2 _
a, | —2ay, 2—r"= Z Ty
i=1

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz a (ry,r2,...,r,—1) e (1,1,...,1), segue

que
n—1
(an 1+ =(r1+rn+...4+r 1)< (n-1) Z 17 =(mn—1)(a>_| —2a,_2—r?),
i=1
O que acarreta
5 2an-1 2(n—1) n-2 ,
r-+ -r+ “dp-2 — 'an—lgo'
n
Portanto, todas as raizes de p(x) estdo entre as duas raizes da fun¢ao quadratica acima.
O]

Teorema 5.5. Se p(z) = a,z" + 12"V Faiz+ag é um polinémio de coeficientes

complexos e grau n, A = max{|ao|,|ai|, - ,|an—1|} e A" = max{|ai|,|az|, - ,|an|}, entdo as
raizes de p(z) pertencem ao circulo de centro na origem e raio R =1+ @ Outrossim, tais
an
1
raizes de p(z) estdo fora do circulo centrado na origem e raio r = s
I+ -—
|aol

77



Prova: Com efeito, para |z| > 1, e utilizando-se da desigualdade triangular (|a + b| >
la| — |b|) aplicada em p(z) obtemos:

p(2)| = land"+an 12"+ Farz+agl
|anZ"| — |an_12"" '+ -+ a1z +ag| > - -

> anll"| = (|an-1][" "' [+ + laa][z] + lao|)

_ z/"—1
> lallf = AGGP a4 =l -4 (1),

Y]

Mas veja que

anllel =4 (1) e —a s A s (= A e
! 2| -1 " RS " g1

O que acarreta

(0> (lon - 5 ) P

Desse modo, se |z| > 1+ —, entdo |p(z)| > 0, ou seja, p(z) nunca se anulard para

[an|

todo |z| > 1+

||
Logo, se zop € uma raiz qualquer de p(z), tem-se

A
7 <1+ 5.2
<1 (52)
1
Ademais, seja x = —. Assim,
Z
1 1 1
p{= + n—1"=1 a1+ do.
Z X
1 )
Tomeq =x"p, (—> Dai,
X
1 1 1
qglx) = X" anx—+an1 Tt +a1—+a0

= ap+ap_1x+-+a X" +apx"

Do resultado (5.2) segue que se xg € um zero de g, entdo

A’ 1 A’
|x0|<1—|-—:>| | <14+-—

|ag|

. . 1 .
Assim, considerando z; # 0 um zero de ¢(z) e, portanto, — um zero de p(z), obtém-se
<k

laol

que
/

A
‘Zk’ > 1+W (53)

De (5.2) e (5.3) conclui-se que todos os zeros de p(z) estdo localizados na regido anular
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S={zeC;r<|z| <R},

onde

= —
A/

14—
|aol

Teorema 5.6. Seja p(z) = ap?* +a,_ 12" ' + -+ a1z + ap um polinémio de coeficientes

reais e grau n, tal que a, > a,—1 > ---ay > ag, com ag - a, # 0. Entdo, todos os zeros de p(z)

pertencem ao circulo determinado por |z| < fn — |a0 _ll— a0l
an
Prova:
Considere a identidade
1
r(z) :=7"¢q <E) (5.4)
onde
n
q(z) = an?" "'+ (1 =2)p(2) = a0+ Y (ax —ax 1)z
k=1
Assim,

1 n
r(z)] = |"q (E)’ = aoz"+2(ak—ak,1)znfk
k=1
- —k
< aollz]"+ | Y (ax — ax—1)
=1
- k
< |a0HZ|n+Z ar—ag_1) -z

Logo, para |z| < 1, temos
n
r(2)] < lao|+ Y (ar — ax—1) = |ao| + an — ap.
k=1

Utilizando a identidade (5.4) na desigualdade acima, chegamos a:

q (l) < looltan =0
z 2|

[9(2)| < (lao| +an —ao)[2[", com [z] > 1.

Isto acarreta em
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Nesta mesma condi¢do, ou seja, |z| > 1, e utilizando a desigualdade triangular (|a +
b| > |a| — |b]) aplicada em |(z— 1)p(z)| conclui-se que

[(z=1)p(2)] janz™* —4(2)]
> a2 = 1q(2)]

janl |2/ — (lao| + an — ao)2|"

il [|Z| B ((\aol —‘;Trao))] :

Desde que a, > ag, tem-se |a, — ap| = a, — aop, portanto

v

Veja ainda que para |z| > r, terfamos |(z— 1)p(z)| > 0 e p(z) ndo possuiria raizes em

|z| > r. Isto significa que as raizes do polindmio encontram-se em |z| < r. 0]

5.4 Normas de Matrizes

A ideia aqui € tentar quantificar, como j4 haviamos adiantado antes, o efeito que pe-
quenas perturbacdes na matriz de coeficientes de um sistema irdo provocar na solugdo de tal
sistema. Faremos isto aferindo a sensibilidade desse sistema a essas variacdes através de seu
niimero condicional, conceito este intrinsecamente ligado a ideia da norma de matrizes.

De forma geral, a norma de um vetor v - de um espaco vetorial normado V- ¢ o
numero real |lvll que satisfaz as propriedades:

(i) ||v|| > 0, com a igualdade ocorrendo somente para o caso de v = 0;

(i) [[av]] = [af - [[v]], Vo € R;

@ii) [|[v+w|| < [|v]| + ||w||,¥V,w € V. (desigualdade triangular)

Relacionaremos pelo teorema que segue as nocdes de norma com produto interno.

Teorema 5.7. Se V é um espago vetorial munido de produto interno, entdo:
Il = v/ {v,v), W eV,
é uma norma em V.

Prova:
@ V|| = /() =0<= () =0<=v=0;
(i) [|av]] = /(ov, av) =02 vy =var-\/(v)=la|-||v];
Cauchy
(i) [[u+v|[* = (u+vu-+v) = wu) +2 (u,v)+vv) < [l 42][ul] - |v]|+]v]]?
(Nl 412 e 4] < fual [+ [V

No entanto, ha diversas outras formas de definir normas. Vejamos isto para o caso de

vetores em R”:
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n

xll1 =Y Il
i=1
||x||c = max |x;|, (norma uniforme),
1<i<n

n /p
[lellp = (Z IXiI”> :
i=1

Esta tultima € particularmente comum para p = 2,
" 1/2
2
[Ixll2 = (Z [xil > =V (xx).
i=1

Agora, para o caso do espaco das matrizes, considere a norma definida como segue -

chamada de Frobenius':

ou, em geral,

0 a3
||A]lF = <Z Zaizj> :
=1i=1
Antes de irmos as suas propriedades, primeiro justifiquemos que, de fato, esta defini¢dao
obedece as condi¢des para uma norma.
De fato, pode-se observar que as 3 (tr€s) primeiras condi¢des sdo satisfeitas, a julgar
por esta norma puder ser vista como uma norma no espaco euclidiano.

Vamos mostrar agora a condic¢ao de consisténcia, a saber,
[IA- B[ < [|A][-]|B]|

Com efeito, tomemos C = AB. Assim,

n
|ABI[} = ||C|[% = ZZ leij]* = Z )
i=1j=1

i=1j=

2

n
Y aiby;

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, chega-se a

1ABI ié(émikﬁé |bkj|2> - @;wikﬁ) (Z y |bk,-|2>.

j=lk=1

Que é 0o mesmo que

14 BI[7 < l|Al[7 - IBI[7-

Sao propriedades da norma de Frobenius:

' A norma de Frobenius define na verdade uma familia de normas de matrizes, pois é uma norma em R"*",

para qualquer selecdo de m e n.
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1 1
Fi: ||AllF = ( ;%:12?1:1(11.2].)2 = ( f HajH%)z, onde a;: j-ésima coluna de A;

—_

) 1
B ||Al|lF = ( (. 2?21611'2,-) S = (X2, [lai,)T|3)%, onde a(i,:): i-ésima linha de A;

1

1
mn n 22Cauchy UL ) ) T22 "
Fy: |lAxl = |} | X @i < | X Ikll2llal@ ) 12| = 1AllFl|x] |2, comx € R
i=1 \j=1 i=1
F4:
1
r 2
IAB||lF = II(AbhAbz,---yAbr)llFZ(leAbz‘II%)
i=1

1

r i
< |lAllr (ZH’%H%) = ||AllF-[|Bl|r, onde Byx, = (b1,b2;...,br)
i=1

Como a norma de Frobenius satisfaz as trés condi¢des gerais da definicao de norma e, além

disso, satisfaz Cauchy-Schwarz (por [Fj]):

@ [la"]] < [|A[[" e,

(ii) se ||A|| < 1, entdo ||A"|| — 0 quando n — co.

E oportuno também salientar que uma norma matricial || - ||y em R”*" é compativel

com a norma vetorial || - ||y em R"” quando ocorrer:
[Ax[[v < [|A]p - [Ixllv, Vo € R".

Considere, além do mais, a norma de operador

[|Ax(|

Il

x#0.

|A]| = max
e a existéncia de xp € R” que maximiza ||A||.
Por questdes de conveniéncia, recorreremos ao cdlculo da norma de A utilizando

[[Ax[1

[xlh

[[Ax] [
3=

|A]]} = max e ||A]|e = max

em detrimento de ||A||2, por exemplo.
O Teorema seguinte sugere uma forma razodvel de como proceder nos dois casos so-

breditos.
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Teorema 5.8. Seja a matriz Ay, <y, entdo:

|A[|, = max (; Iaij\> (5.1)

n
|A[]o = max (Z Iaij-I) (5.2)

j=1
Prova: Provaremos somente (5.1); uma vez que (5.2) € andloga. Seja

m m
o =maxi<j<n ) laijl =} law
i=1 i=1

onde k representa o nimero da coluna onde ocorre o valor mdximo. Tem-se que

n n n T
Ax = Zaljxj,Zazjxj,...,Zamjxj
j=1 J=1 j=1

donde,

m

llAx([1 =},

i=1

n n

m n m n
<) ) laixj| =) (\xj\ Y \am) <a- Y |xjl=a-
i=1j=1 i=1 j=1

J=1

a,-jxj
J=1

De modo que,

A A
1AL o o Al = ma 2D < (5.3)
[l [l
Vale também que,
|Aex||1 = [lak||1 = o, com [|ex[| = 1.

De tudo isto chegamos a,

||Ax||1 > |Ael[1 _
|| |1 |lex] 1

|A||1 = max (5.4)

De (5.3) € (5.4)
Al = o

O

Agora estamos prontos para falar sobre o condicionamento de uma matriz e estabele-
cermos uma desigualdade que nos dird algo sobre como se comporta (ou nao) a solucao de
um sistema ao alterar levemente sua matriz de coeficientes.

Por definicdo, diremos que uma matriz € bem condicionada quando pequenas altera-

coes em seus elementos ndo provocarem grandes mudancas na solugdo de Ax = b, em caso
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contrério ela serd dita mal condicionada. A andlise desta situacdo, é, na pratica, muito impor-
tante, pois a coleta de dados no mundo real é bastante imprecisa e contém erros de natureza
intrinseca.

Seja A, x, uma matriz invertivel de tal forma que Ax = b. Chamemos de x a solu¢do

exata deste sistema e x’ uma soluc¢do aproximada, de forma que o vetor e = x — x’ serd o

el| e ﬁ serdo, respectivamente, o erro absoluto e o erro
X

relativo de nossa solugdo. Para avaliar o que representa a solugio aproximada x’ podemos

erro da solugdo. Além disso,

substitui-la no sistema original e observar a diferenca entre b’ = Ax’ e b, de forma que o vetor

r=b—b' = b— Ax poderi ser calculado sem maiores problemas.
1b—AX]| _ [Ir|
| ol 1Bl " ,
o erro relativo; o que dependera fundamentalmente do condicionamento de A. Isto ocorrerad

O residuo relativo assim, podera ou ndo, ser uma boa estimativa para

da seguinte maneira: “se A for mal condicionada, o residuo relativo pode ser muito menor
do que o erro relativo. Por outro lado, para matrizes bem condicionadas, o erro relativo e o
residuo relativo sdo bastante proximos” (LEON, 1998, p. 304).

Ora,

r=b—AY =Ax—AxX =Ae=e=A"lr
Tem-se por resultado anterior que,
[Ax]| < [|A]]- |]x]]
De forma que,
llell < [JA=[-[Irll e [Irl] = [|Ael| < [|A]] - le]]
Das duas tltimas desigualdades acima, conclui-se que

||r|| -1
o < lell < {|ATH]-[]7]] (5.9)
Al

Neste dltimo resultado, dado que Ax =be x = A 1p, chega-se a

|12]] =
< |l < fAa= ][Il (5.10)
1Al

Dividindo (5.9) por (5.10),

—ry LIl
< llAI- AT I

Ll kel
Izl

[1AIL-[A=H 1Bl (]|

Fazendo ||A||- ||[A~!|| = cond(A) (nimero condicional de A) na desigualdade acima

LIl _ lel] Ikl
< < cond(A)+—
cond(A) [[b|] — [|x]| 121l
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Perceba que se cond(A) estiver proximo de 1, o erro relativo e o residuo relativo estardo
proximos e, ao contrario, se cond(A) “for grande, o erro relativo pode ser muitas vezes maior
do que o residuo relativo” (LEON, 1998, p. 305).

Exemplo 1:
(LEON, 1998) Seja

e assim

1 (5 -3
Al =—. .
3 (-4 3>

8
Desse modo, |[Al|. =9 e [|JA7! || = 3

Logo,
8
cond(A)=9- 3= 24.
O
Exemplo 2:
, T N ) 3x1+3x, =6
(LEON, 1998) Supondo x" = (2,0;0,1)" a solugdo do sistema de-
4x1+5x =9
terminar o residuo r e o residuo relativo %
Solucao:
-0,3 e|]r||<x, 0,5 1
r= e A
5] ]eo 9 18
O

com erro relativo

sendo 18 vezes o residuo relativo.
O que ndo surpreende, pois 0 cond(A) = 24.
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Capitulo 6
Conclusoes

O enfoque dado aqui ao tema “desigualdades”, abordando-o do ponto de vista de sua
aplicabilidade, propde ser uma estratégia de atrair mais a atencdo do aprendente, bem como
de minorar o efeito devastador que abordagens pouco significativas causam no processo
ensino-aprendizagem.

E pertinente, outrossim, para dar forca a uma discussdo, muitas vezes latente, de se
montar uma nova matriz curricular para o ensino médio, abandonando o que €, muitas vezes,
desnecessdrio, e fazendo-se a opcao correta de trabalharmos uma matemética mais provoca-
dora, pratica e instigante. Neste tocante, o topico em tela, por toda a construcao feita neste
TCC, mesmo de forma incipiente ou como mero embrido, € bastante construtivo do ponto de
vista de toda a gama de possibilidades que sugere.

Favorece, ademais, uma mudang¢a na ordem com a qual trabalhamos metodologica-
mente os conceitos em sala de aula. Sugere-se mudar, pelo menos no ensino basico, a ma-
neira como sdo desenvolvidas as ideias, pois muitas vezes falamos sobre o geral para em
seguida particularizar ou d4 os exemplos, tdo necessdrios a significacdo do que pretendemos
desenvolver.

Soma-se a isso tudo a observacdo de o manancial de autores e livros versando sobre
desigualdades ser extremamente grande e variado. Bem verdade que tal material estd muito
frequentemente escrito em lingua estrangeira, o que ndo podemos deixar ser argumento para
desencorajar a atitude de trabalha-lo.

Finalmente, deixar consignada a enorme satisfacdo e o prazer que a pesquisa de um
tema tdo rico pode nos favorecer como vetor formador de nossa visdo sobre a sublime ciéncia

Matematica.
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Apéndice A

Desigualdade MA-MG

Neste Apéndice apresentaremos mais uma demonstracdo da desigualdade MA-MG
(generalizada).

Conforme antecipamos na Secdo 3.4, p. 52, tal demonstracdo é devida ao grande
matemadtico francés Augustin-Louis Cauchy, responsavel direto pelo rigor na Andlise, tipico
da matemética moderna.

A estratégia desta demonstracdo baseia-se no Principio da Inducdo Finita e consta de
duas partes: na primeira delas, considera-se uma quantidade de termos que seja poténcia
de 2, a préxima parte da prova € estender a validade de MA-MG para qualquer quantidade
de termos, aplicando-se para isso a desigualdade para uma quantidade n (que ndo seja uma
poténcia de 2) de niimeros positivos e 2X — 1 cépias da média geométrica de tais n nimeros.

Mas antes de irmos as contas, enunciaremos mais uma vez o Teorema MA-MG (ge-

neralizado).

Teorema A.1 (My > Mg). Se ay, ay, ..., a, sdo nimeros reais positivos e MA e MG, sdo

suas médias aritmética e geométrica, entdo
My > Mg.

Além do mais, a igualdade ocorre se, e somente se, ay = ay = ... = ay,.

Prova:

Devemos provar que

al+a+...+ay
n

> ay-ap-...-ay,

ocorrendo a igualdade se, e s6 se, a; = ar = ... = ay.

Faremos a prova em dois passos:
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Lajt+ay+...+a .
(1) 1772 z> ”a1-ag-...-an@nsz(kGN),ocorrendoalgualdade se, e
n
sése, a1 =ar)=...=ay,.

(i1) a desigualdade € verdadeira para qualquer quantidade de nimeros, e a igualdade

ocorre se,esdse,a; =a, = ... =ay.

Prova de (i): Usaremos indugdo sobre k > 1, e consideremos n = 2k a quantidade dos
nimeros em que aplicaremos nossas médias.
1° Passo: Caso Inicial

Parak =1, (n =2), temos

ai+ap

TZ a1a2<:>(\/a_1—\/a_2)220,
o que é verdade. E mais: (\/aj — \/a_z)z =0<a; =ar.

2¢ Passo: Hipotese de Indugao
Suponha que (i) seja verdade, ou seja, que para n = 2% niimeros positivos ocorra

>Way-az-...-ay, com n = 2.

ar+a+...+ay,
n

32 Passo: Passo Indutivo

k+1

Vejamos o que ocorre para n*" ' ndmeros:

n
Zai Z a;
(@ +ar+...+an)+(@np1tanpa+...+ay) 1 13 L
2n 2 n n -
173 |
1 n n 2n n n n 2n n on 2n
5 Ha,‘ + H a; > Ha,- . H a; = Ha,—
=1 i=n+1 i=1 i=n+1 i=1

Para haver igualdade, devemos ter igualdade em todas as passagens. Assim, deve

ocorrer
aitay+...+ay "
" =\/ai-ay-...-ay,
an+1+an+2+...+azn:\,ya YRR
n n+ n+ n
vay-ay- ... ap+apy1 - apn ... - Ay
€ 4 v = 3R/ai-ay-...-ap-Apy1-Api2- ... 2.

2

Para as duas primeiras igualdades, a hipétese garante que
a)=ay=...=apdapy+1 =Aapy2 = ... = Aa2p.
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Ja a ultima igualdade ocorre se, e somente se,

Vay-ay- ... Q= /Api1 Qi ... Q.
Estas duas condi¢des juntas implicam que devemos ter
a)=a) =...=day =dAap4+]1 = ap42 = ... = A2y.

E também evidente que se os niimeros forem todos iguais a igualdade estd garantida.

Prova de (ii): Seja agora n > 1 um natural qualquer e ay,ay, ..., a, reais positivos.

Tome k de tal maneira que 2F > n.

Aplicando My > Mg para os n nimeros {ay,...,a,} e 2k_n cOpiasdea = /ay -...-ay,
obtemos

a+...+a,+a+...+a ok 25/7
Z >= \ay-ay-....ap-a* "= Var-a?n=a=

2k
a1+...+an+(2k—n)~a22ka:>mZa: Yai-az- ... ay.
n

Para haver igualdade, pelo item (i), deve ocorrer
agl=a=...=a,=a=...=a.

Em particular, a; =a; = ... = ay.

Evidentemente, se a; = a» = ... = a, vale a igualdade. U]
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