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Resumo

Neste trabalho realizamos um estudo a cerca de volumes de sélidos espaciais com o obje-
tivo de passar de forma mais concreta o conceito de volume. Dessa forma, consideramos o
volume como uma fungdo, onde estabelecemos sua definigdo a partir de um grupo de axi-
omas bem como da teoria de supremo de um conjunto. Assim, mostramos que é possivel
obter aproximacgdes de volumes de s6lidos com tanta preciséo quanto se deseje por meio de
volumes de poliedros retangulares neles contidos e, dessa forma, dar um significado preciso

ao conceito de volume.

Palavras Chaves: Funco volume. Volume de um sélido. Supremo de um conjunto.
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Abstract

In this work we study about the spatial volume of solids in order to convey more precisely
the concept of volume. We consider it as a function. We establish its definition from a set
of axioms and the theory of the supreme of a set. In this way, we have shown that’s possible
to obtain approximations of a solid volume as accurately as is desired by means of volumes
of rectangular polyhedron contained in it, and thus give a precise meaning to the concept of

volume.

Keywords: Volume function. Solid volume. Supreme of a set.
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Capitulo 1

Introducao

2

O estudo a cerca do tema“Volume de um Sélide” é abordado desde os primeiros
anos da educacdo bdsica e ganha realce, de forma mais abrangente, na 22 série do Ensino
Meédio. Pelo fato de normalmente ser apresentado apenas no final do livro diddtico, muitos
professores ndo trabalham esse tema, justificado pela excessiva quantidade de contetidos
exigida na grade curricular. Dessa forma, ou transferem aos alunos a tarefa de estudarem
individualmente esse assunto ou optam em atribuir as universidades a tarefa de ensind-lo.

A realidade nos mostra que, muitos docentes expdem o contetido superficialmente,
preocupando-se em fazer com que os alunos decorem regras e memorizem férmulas, sem
apresentar qualquer justificativa a origem das mesmas. Privam-se de aplicacdes € contex-
tualizacGes e explanam o contetido de forma mecénica, contribuindo para a monotonia das
aulas.

O fato de os alunos conviverem diariamente com figuras geométricas tridimensionais
favorece, antes de tudo, a deduc@o de algumas férmulas ao célculo do volume e, por conse-
guinte, & realizi¢do com precisdo de algumas atividades de natureza aplicativa. Por se tratar
de figuras essencialmente visuais e concretas, € possivel manipula-las e, assim, provocar de
forma mais eficaz a construgio do conhecimento. E uma boa oportunidade para motivar o
estudo da matemadtica por meio, por exemplo, de recursos computacionais disponiveis, como

é o caso de alguns softwares educacionais.

1.1 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho € estabelecer uma associagio entre um sélido dado e
um nimero real positivo, que corresponde ao volume deste sélido e se refere a quantidade de

espago por ele ocupado, para, a partir dai, deduzir-se algumas férmulas ao célculo do volume

de alguns sélidos geométricos do tipo paralelepipedo retangular, prisma reto e cilindro.



Ao mesmo tempo, apresenta como objetivos especificos:

e Expor uma ideia intuitiva quanto ao Volume de um Sélido;

Reconhecer o cubo de aresta igual a uma unidade de comprimento como unidade de

volume;

Deduzir uma férmula ao cédlculo do volume do paralelepipedo retangular cujas arestas

tém por medidas quaisquer nimeros reais positivos;

Definir Volume de um Sélido, de forma mais geral, por meio de aproximacdes por

falta por volumes de poliedros retangulares nele contidos;

Compreender o conceito de supremo de um conjunto;

Definir precisamente Cilindro e deduzir uma férmula ao célculo de seu Volume.

1.2 Organizacao

Este trabalho encontra-se organizado em cinco capitulos € obedece a seguinte distri-
buicdo:

No Capitulo 1, “Introducio”, fazemos uma breve apresentagio a cerca do tema estu-
dado, enfatizando como o contetddo Volume de Sélidos ¢ tratado nas escolas € os niveis da
Educagdo Basica em que € abordado.

No Capitulo 2, “Nog¢des Preliminares de Volume de um Sélido”, iniciamos defi-
nindo, sem rigor formal, o que vem a ser o volume de um sélido e fazemos referéncia a uni-
dade padrio que comumente usamos para calcular o volume de sélidos. Seguimos fixando
alguns Axiomas, com o objetivo de construir a func@o que associa sélidos a um nimero real
positivo. Logo depois, trabalhamos com o paralelepipedo retangular, onde demonstramos
como calcular o volume deste sélido, tanto para o caso particular de cubos como para o caso
mais geral. Neste dltimo, nos valemos de um resultado de natureza bastante aplicativa em
diversas situacBes no Ambito da matemitica: o Teorema Fundamental da Proporcionalidade,
que inicialmente foi demonstrado para, s6 depois, ser aplicado.

Ja no Capitulo 3, “Definicdo Geral do Volume de um Sélido”, formalizamos o con-
ceito de volume de um s6lido e introduzimos o conceito de supremo de um conjunto. A partir
dat, possibilitamos a defini¢fio de volume de sélido geométrico através de aproximagdes, por
falta, por meio de poliedros retangulares nele contidos.

No Capfitulo 4, “O Volume do Cilindro™, expomos precisamente a defini¢do de Cilin-
dro apoiado em um plano horizontal, com o objetivo de estabelecer uma férmula ao célculo

do volume deste sélido.



Quanto ao Capitulo 5, “Consideracdes Finais”, expomos alguns comentdrios a cerca
dos resultados obtidos apds a pesquisa e fazemos uma anélise de como o tema dissertado
neste trabalho é explorado nas escolas.

Finalizamos o Trabalho com as “Referéncias Bibliograficas” e a secdo destinada aos

“Anexos”.

1.3 Carater da pesquisa

No que compete a pesquisa, este Trabalho caracteriza-se pelo aspecto bibliogrifico
onde, por meio de algumas leituras, buscamos colocar os conceitos trabalhados em uma base
firme, em comum relevancia ao tema trabalhado, tudo isso aliado a coeréncia textual ¢ a

precisdo matematica nos Teoremas demonstrados.

1.4 Publico-alvo

Dada a relevancia do tema proposto, este Trabalho destina-se, principalmente, a pro-
fessores e alunos que desejem utilizd-lo como leitura complementar e, assim, adquirirem

mais precisdo quanto a0 embasamento teérico do conteddo trabalhado.



Capitulo 2

Nocoes Preliminares de Volume de um
Solido

A nogdo de volume estd constantemente presente em nosso cotidiano nas mais diver-
sas situacdes. A partir do momento em que colocamos cadeiras em uma sala de aula, por
exemplo, temos a preocupagio de saber o espaco ocupado por cada uma delas e a quantidade
possivel de ser colocada naquele ambiente, supondo que os lugares vdo sendo ocupados até
que o espaco fique totalmente preenchido.

Neste capitulo enfatizaremos ideias iniciais a respeito do volume de um sélido espa-
cial, onde trataremos mais especificamente dos s6lidos geoméiricos do tipo paralepipedo

retdngulo.

2.1 Ideia intuitiva de volume de um solido

Volume, segundo o diciondrio Aurélio, (ver [5] p. 822), é a “Medida do espago ocu-
pado por um sélido”. Ao medir, por exemplo, a quantidade de 4gua presente em um reserva-
tério por meio de uma escala impressa em sua parede, estamos observando no mostrador o
resultado de uma medi¢@o de volume.

Igualmente, ao considerarmos uma caixa d’agua no formato de um bloco retangular,
podemos realizar algumas medicoOes, tais como: sua altura, seu comprimento, sua largura,
mais ainda, medir o espago ocupado por ela. Para esta ultima tarefa, estamos interessados em
medir a grandeza volume através de um nimero e, para tal, devemos compari-la com outra
de mesma espécie tomada como unidade. O resultado desta comparacdo serd um nimero
chamado a medida do volume.

Tradicionalmente elegemos como unidade de volume um cubo de aresta igual 2 uma

unidade de comprimento, também chamado de cubo unitario, que, via defini¢ao, terd volume



igual a 1. Assim, ao usar uma unidade de volume, podemos medir a por¢do do espaco
ocupado por um sélido. De acordo com a correspondente unidade de medida da aresta do
cubo, teremos paralelamente uma unidade de volume. Sempre que a unidade de medida da
aresta for o metro (m), a unidade correspondente de volume do cubo considerado serd o
metro ctibico (m>); Analogamente, se a aresta tiver como unidade de medida o decimetro
(dm), 2 unidade de volume do cubo seri o decimetro ciibico (dm?) (ver [10] p.97).
Conquanto que queiramos calcular o volume de um determinado sélido, € suficiente
descobrirmos o nimero que representa a quantidade de vezes que esse sé6lido contém o cubo
unitdrio. Essa quantidade de vezes serd, justamente, o volume do sélido considerado. Uma
questao a se levantar é que nem todo sélido apresenta uma disposi¢io espacial totalmente
regular e, neste sentido, torna-se praticamente impossivel descobrirmos o seu volume reali-

zando tal procedimento quantitativo (ver [3] p.252).

2.2 Axiomas da Funcao Volume

No que segue, consideraremos P como o conjunto de todos os sélidos homeomorfos a
esfera, ou seja, o conjunto de todos os sélidos onde € possivel obté-los apds esticar e repuxar,

sem cortar ou furar a esfera.

Definicéio 2.1 Dizemos que dois sélidos So, S1 € P sdo congruentes quando um deles pode
ser obtido do outro através de translagoes, rotacdes, simetrias ou composi¢oes desses movi-

mentos.

Um dos objetivos deste trabalho é estabelecer uma relagéio V : P — R, entre sélidos

e um ndmero real positivo, que chamamos de volume. Para isto, fixaremos alguns axiomas:

(D) Existe uma funcdo V : P — R, que associa a todo S € P um elemento V(S) € R, ,

chamado o volume do sélido S.

(I) Se um sélido S é formado pela reunifio de um ndmero finito de sélidos {S;}i; C P,

dois a dois disjuntos ou possuem em comum pontos de suas cascas, entao o volume de

3 ¢ a soma dos volumes dos solidos Sy, . .., 5y, isto €:

v(s)=v(Js) = _jZIV(Si)-

i=1

(III) Se Si C So, com Sy # Sy,
V($1) < V(S2).



(IV) Sex,y,zconstituem as medidas do comprimento, largura e altura de um paralelepipedo
retdngulo (x,y,z), veja Figura 2.1, entfo, seu volume serd denotado por V (x,y,z) e,
assumimos que:

V(1,1,1)=1.

2.3 Volume do Paralelepipedo Retangulo

Paralelepipedo Retingulo ou, como muitos preferem chamar, bloco retangular (ou sim-
plesmente ortoedro), € um sélido delimitado por seis retdngulos, cada um representando uma
face do bloco. Essas faces constituem trés pares, onde, em cada par, as faces sdo idénticas e
paralelas entre si. Os lados dos retdngulos sdo chamados de arestas do bloco e qualquer uma
das faces pode funcionar como base do sélido.

Todo bloco retangular fica perfeitamente determinado quando conhecemos as medidas
de trés de suas arestas, que concorrem em um mesmo vértice: o comprimento, a largura e a

altura, (ver [3] p.252), como podemos observar na figura seguinte:

Figura 2.1: Bloco retangular de arestas medindo x, y e z.

Quando as trés dimensdes do bloco retangular sdo congruentes entre si, ou seja, quando
as arestas tém todas o mesmo comprimento, temos um caso particular de paralelepipedo
retingulo denominado cubo. Neste caso, as 6 faces do bloco sdo quadrados iguais, como

podemos observar na Figura 2.2 a seguir:

X
Figura 2.2: Cubo de aresta medindo x.

Verificaremos a seguir que o volume do cubo de aresta de comprimento x € igual a



x°. Para tal, tomamos por referéncia o livro “Areas e Volumes: Fundamentos da Matemética
Elementar”, do Professor Elon Lages (ver [8] p.35).

Teorema 2.1 Se a medida da aresta de um cubo C é um niimero real positivo x, entdo o

volume do cubo serd x°.

Demonstracio: A fim de demonstrar tal resultado, vamos considerar trés casos:
1° caso: A medida x da aresta do cubo C é um nimero inteiro positivo, como mostra a Figura

seguinte.

Figura 2.3: Cubo de aresta de comprimento igual a x.

Neste caso, podemos decompor o cubo considerado em x> cubos unitérios justapostos.

Dessa forma, o volume de C serd x3.

2° caso: A medida x da aresta do cubo C é um niimero racional, ndo inteiro.
Se a medida x da aresta de C for um ndmero da forma x = %, com k € Z.*, tomemos um
cubo unitério e dividamos cada uma de suas arestas em um mesmo nimero inteiro k de partes

iguais (veja Figura 2.4). Cada aresta fica formada por & partes de tamanho —,1; Dessa forma,

Figura 2.4: Aresta do cubo unitario dividida em um mesmo nimero k de partes iguais.

decompomos o cubo unitério em k> cubos justapostos, cada um com aresta % Como, de



acordo com o Axioma (IV) deste capitulo, assumimos que o volume do cubo unitério € 1,

segue que o volume de cada cubo de aresta x = % serd igual a Elg, ou seja,

©
111 111
1=v(1,1,1) = V(-—,—,—>_——_k3.v<_,_,_)‘
,-221 Kk k Kk’ k

111% 1 Ayt .
V(z’z@)—k—r(;) =

Consideremos o caso geral em que a medida x da aresta de C é um nimero da forma x = 7,

Logo:

com m, k € 7 *. Neste caso, vamos dividir cada aresta de C em um mesmo niimero m de

partes iguais, onde cada divisdo tenha um tamanho %, como mostra a figura seguinte.

Figura 2.5: Cubo de aresta de comprimento x = ink-

Dessa forma, C fica decomposto em m?3 cubos justapostos, todos de aresta % Ora, cada cubo

com aresta medindo % tem por volume k%’ como visto anteriormente. Assim, temos 7> cubos

1
justapostos, cada um com volume B Segue, pelo Axioma (II), que:

3
mmmy 1 1 1 1 1 =1 m /m3 ;
Viern) =V (B0 =ptErE BB LE - E - (&) ~F
m3;;zes

3° caso: A aresta do cubo C tem por medida um nimero irracional x.
Vamos utilizar um raciocinio indireto e mostrar que o volume do cubo de aresta x, irracional,
ainda serd dado por x°. Inicialmente mostraremos que, para todo a < x3, entdo o volume do

cubo dado & tal que a < V(x,x,x). Em seguida, mostraremos que, qualquer que seja b de tal

forma que b > x°, entdo b > V(x,x,x). Concluiremos, a partir dai, que:
V@Lﬂ=f.

De fato, seja @ um nimero de tal modo que a < x3 e consideremos um niimero racional

r, préximo de x, tal que 1/x < r < x, ou seja,

a<r <x. 2.1)

9



Desse modo, o cubo C de aresta igual a x contém um cubo (r, r, ) cuja aresta tem por
medida o ndmero racional r. Ora, mas sendo r um ndmero racional, vimos anteriormente

que V(r, r, ) = r°. Segue, do Axioma (III), que:
V(rrr)<V(x,x,x). (2.2)
De (2.1) e (2.2) concluimos que:
a<r <V(xxx).

De modo andlogo ao feito anteriormente, também podemos mostrar que, se x> < b,
entdo V(x, x, x) < b. Assim, concluimos que, se um cubo C tem aresta medindo um nimero

irracional x, seu volume sera dado por x.
]

Agora, caminharemos com o intuito de mostrar o caso mais geral, isto é, dado um

paralelepipedo retangular (x, y, z), com x, y, z € R, queremos mostrar que:
V(x)y) Z) =X-y-z.

Para isto, precisamos do Teorema Fundamental da Proporcionalidade, Teorema 2.2 (ver [2]
p.95).

Teorema 2.2 Seja f: Ry — R. uma funcdo com as seguintes propriedades:
(i) f é uma fungdo crescente, isto é, para todo x1,x € Ry, x1 < xp = f(x1) < f(x2);
(ii) f(n-x)=n-f(x), paratodon € N e todox € R..

Entdo:
f(c'x) =c-f(.x),

paratodo c € Ry etodox € Ry.

Demonstragdo: Vamos inicialmente mostrar que o Teorema € vélido para qualquer nimero

racional. De fato, de (ii), dado um nimero racional » = Z, comm,n€Ne x € R, vale

n-f(r-x)=f(n-r-x)=f(m-x)=m- f(x)
¢, assim,

flrx) =" f() =r-f(x). @3

10



Agora, por contradi¢@o, suponha que o Teorema seja falso para algum ¢ > 0, irracional,

isto €, que f(c-x) # c- f(x), para algum x € R . Dessa forma, devemos ter:

fle-z)<e: f(x) 2.4)

ou

fle-x) >e- f(x). (2.5)

Sem perda de generalidade, suponha que (2.4) seja verificada. Como f(x) > 0, divi-

dindo ambos os membros dessa desigualdade (2.4) por f(x), temos que:
flex)
f(x)

Considere um niimero racional r verificando

flc-x)
)

<r<e. (2.6)

Logo,
fle-x)<r-f(x)<c-fx).
Donde, segue-se de (2.3), que
fle-x) < f(r-x) <c-fx).
No entanto, uma vez que r < c, temos de (i) que
J(r-x) < flc-x)

contradizendo (2.6)

Teorema 2.3 Sendo a,b e c as dimensées de um paralelepipedo retdngulo, temos:
V(a,b,c) =a-b-c.

Demonstracio: Sabendo que V(a, b, ¢) representa o volume de um paralelepipedo retan-
gulo S. com arestas medindo a, b e ¢, afirmamos que V(a,b,c) é uma fungdo crescente. De
fato, sejam S e §' blocos retangulares cujas arestas medem a,b,¢ ¢ d',b, ¢, respectivamente,
coma < d'.Logo, § C §, implicando, pelo Axioma (III) deste Capitulo, que

V(a,b,c) <V(d,b,c).

11



De forma inteiramente andloga, mostramos que V € uma funcéo crescente tanto em
relacdo & largura b quanto a altura ¢ do paralelepipedo considerado.
Agora, observe que, para todo n € N, um bloco retangular (n.a,b,c) pode ser decom-

posto em 7 blocos retangulares, todos com arestas a,b e c¢. Dessa forma,
V(n-a,b,c) =n-V(a,b,c).

Analogamente, para todo n € N, qualquer bloco retangular (a,n-b,c), (a,b,n-c) pode

ser decomposto em n blocos retangulares, todos com arestas a, b € c. Dai, segue que:
V(a,n-b,c) =n-V(a,b,c) e V(a,byn-c)=n-V(a,b,c).
Utilizando o Teorema Fundamental da Proporcionalidade (ver Teorema 2.2), temos:
V(a,b,c) =V(a-1,b,c)=a-V(1,b,c)=a-V(1,b-1,c)
=a-b-V(1,l,c)=a-b-V(1,1,c-1)
=a-b-c-V(1,1,1).
Segue, do Axioma (IV) deste Capitulo, que

V(a,b,c)=a-b-c.

Em qualquer caso, sendo a, b ¢ ¢ as dimensdes de um paralelepipedo retangulo, o

volume deste s6lido serd dado pelo produto destas dimensoes.

12



Capitulo 3

Definicao Geral do Volume de um Sélido

Até o momento ndo encontramos dificuldades em expressar o volume de um bloco
retangular qualquer, ainda que, pelo menos uma de suas arestas, tenha por medida um nd-
mero irracional. Conforme estudamos, é possivel obter o volume de cada bloco através do
produto das medidas de suas arestas. Todavia, em nosso cotidiano, ndo lidamos apenas com
s6lidos de natureza relativamente simples ao cédlculo do volume. Por isso, necessitamos de
uma formulag@o mais geral, de uma defini¢do mais precisa da ideia de volume. Aprender a
aproximar o volume de um s6lido qualquer por meio de poliedros retangulares nele contidos

€ a finalidade deste capitulo.

3.1 Volume de sélido qualquer.

Como dito no Capitulo 2, consideraremos P o conjunto de so6lidos homeomorfos a
esfera. Para obtermos os volumes destes sélidos, utilizaremos a técnica de aproximac@o por

falta. Antes, porém, estabeleceremos a seguinte definicio:

Definicao 3.1 Chamaremos de Poliedro Retangular ao sdlido formado pela unido de um

niimero finito de blocos retangulares justapostos.

A fim de calcularmos o volume de um poliedro retangular, é suficiente, de acordo com
o Axioma(II), Capitulo 2, somarmos os volumes correspondentes a cada bloco retangular
nele contido.

Seja S um sélido pertencente a P. Tendo em vista a tarefa de calcular o volume de
§, Vol(S), tomaremos como referéncia o volume de poliedros retangulares, R, contidos em
S (isto é, R C S). Uma vez que R é a unido de um mimero finito de blocos retangulares,
segue, de acordo com o Axioma(Il), Capitulo 2, que o volume de R estd bem definido. Por

outro lado, o mesmo ndo ocorre ao sélido S, isto é, dado nosso estudo até o momento, ndo
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dispomos de uma fundamentacio suficiente para afirmarmos como calcular o valor exato do
nimero Vol(S). Todavia, como cada poliedro retangular R estd contido em S, sabemos que

o niimero Vol(S) que estamos procurando deve satisfazer a condigio
Vol(R) < Vol(S),

de acordo com o Axioma (III), Capitulo 2. Isto significa que os niimeros que representam os
volumes dos poliedros retangulares R contidos em S nos fornecem aproximacdes inferiores
para o volume do sélido S. Ao introduzirmos, cautelosamente, mais blocos retangulares ao
solido R, tendo o cuidado de sempre permanecer interiormente a S, obteremos um novo po-
liedro retangular R, R’ < S, maior que R, de tal maneira que Vol(R') serd uma aproximagio
melhor para o Vol(S) e, mais ainda, VoI(R') < Vol(S), de acordo com o Axioma (III), Ca-
pitulo 2. Quanto mais blocos formos inserindo a R, obteremos aproximagdes melhores para
Vol(S). Observe que,
Vol(R) < Vol(R') < Vol(S),

implica dizer que Vol(R) e Vol(R') sdo aproximagdes por falta para Vol(S), porém Vol (R') é
uma aproximagdo ainda melhor (ver [4] p.82).

Com esta tarefa de introduzirmos cada vez mais blocos retangulares ao poliedro R,
estamos interessados em obter aproximagdes para o volume do sélido S € P, com tanta pre-
cisdo quanto se queira, por meio de volumes de poliedros retangulares contidos em S. Em
outras palavras, o Vol(S) que procuramos serd um nimero real cujas aproximagdes por falta
sdo os volumes dos poliedros retangulares contidos em S.

Isto significa que, dado um sélido S € P, temos:

(a) Qualquer que seja o poliedro retangular R, com R C S, tem-se
Vol(R) < Vol(S),
de acordo com o Axioma (III), Capitulo 2.

(b) Qualquer que seja o niimero real r, com r < Vol(S), sempre & possivel encontrar um

poliedro retangular Q C S com

r <Vol(Q) < Vol(S).

Para esclarecer melhor, consideremos um conjunto X formado por nimeros reais posi-

tivos e que representam os volumes dos poliedros retangulares Vol (R) contidos em um sélido
S. Esses numeros sdo obtidos sempre que acrescentarmos a R novos blocos retangulares, de

modo que, cada poliedro R’ formado esteja contido em S. Desta forma, X € limitado, pois,
0 < Vol(R) < Vol(S),

14
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Figura 3.1: Poliedro retangular inserido em um sélido. Fonte: Lima [9].

de acordo com o Axioma (III), Capitulo 2. Mais ainda, Vol(S) é uma cota superior de X (ver
Apéndice A).
Por outro lado, segue do item (b) que Vol(S) é a menor das cotas superiores de X,

chamada de supremo, ou seja,
Vol(S) = supX = sup{Vol(R); R C S e R é um poliedro retangular. }

Neste momento, a fungio V : P — R, fica bem definida, verificando os Axiomas (I-

IV), qualquer que seja o sélido S € P considerado.
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Capitulo 4

O Volume do Cilindro

Este capitulo € destinado ao estudo destes s6lidos, onde definiremos e apresentaremos

uma férmula ao célculo de seu volume.

4.1 Cilindros Retos e Prismas

Soélidos do tipo cilindro constituem o que chamamos de corpos redondos. Para um

melhor entendimento, vejamos a seguir uma defini¢do criteriosa de cilindro (ver [8] p.52).

Definicdo 4.1 Seja F uma figura plana ' contida em um plano horizontal Tt e considere um
segmento de reta g ndo paralelo a este plano. A reunido de todos os segmentos de reta que
sdo paralelos e congruentes a g e que foram levantados por cada ponto de F é chamado

Cilindro C, de base F e geratriz g.

Figura 4.1: Cilindro de base F e geratriz g.

'A figura plana pode ser vista como uma regifo plana fechada em duas dimensdes e para que exista é

preciso, no minimo, trés lados.
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Note que a figura plana obtida por uma se¢éo paralela ao plano & é congruente a F
(ver [3] p.264). Desta forma, tomando uma secio na extremidade da geratriz, obtemos uma
figura F’, congruente a F, e contida em um plano 7y, paralelo a & (veja Figura 4.1).

Fixado um ponto P de F', o comprimento da perpendicular baixada de P ao plano da
base que contém F serd denominado altura do cilindro C, que corresponde a distincia 4
entre os planos das bases (7 e ;) (veja Figura 4.1).

Existe um caso especial de cilindro que é aquele em que consideramos a base um

poligono. Neste caso, o cilindro € chamado de prisma.
Defini¢ao 4.2 Prisma é o nome dado ao cilindro em que sua base é um poligono.

Observe que o paralelepipedo retangulo € um caso particular de prisma. Quando a
geratriz é perpendicular ao plano da base, denotaremos este cilindro de cilindro reto. Caso

a base seja um poligono, denotaremos de prisma reto.

Teorema 4.1 O volume de um prisma reto de base triangular ABC é o produto da drea da

base pela altura.

Demonstracio: Seja ABC um tridngulo cujo lado BC mede | BC |= a e considere 4 como
a medida da distincia do vértice A a reta BC. Seja A’ a 4rea deste tridngulo, isto é, A’ =
A(ABC), (veja Figura 4.2). Fixe D como o extremo de um segmento com origem em A,
paralelo a BC, tal que | BC |=| AD | .

/ /

1/ /
B

Figura 4.2: Area de um tridngulo ABC, que € base de um prisma.

Neste sentido, pelo caso LAL, o tridngulo ABC é congruente ao tridngulo CDA. Sejam
ainda E e F os pés das perpendiculares baixadas de A e D a reta BC e, sem perda de ge-
neralidade, que E € BC. Pelo caso CH (cateto-hipotenusa), os tridngulos ABE ¢ DCF sdo

congruentes, com BAE = CDF. Consequentemente,
| BE |=|CF| e A(BAE)=A(CDF).
Logo:

A(BCDA) = A(BAE) + A(CEAD) = A(CDF) + A(CEAD) = A(EFDA).
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Por outro lado, EF DA ¢ um retdngulo de altura % € base EF, tal que:
| EF |=| EC |+ |CF |=| EC |+ | BE |=| BC |=a.

Portanto, A(BCDA) = A(EFDA) = ah.

Agora, como A’ representa a drea do tridngulo ABC, segue que a drea do paralelogramo
ABCD equivale a 2- A, visto que os tridngulos ABC e ACD s@o congruentes. Dessa forma:
a-h _ A(EFDA)

2 2 '

Agora voltemos ao prisma reto de base triangular ABC. Este prisma reto pode ser visto

2-A(ABC)=2-A'=a-h, implicando A’ =

como a unido de dois prismas retos de bases ABE ¢ AEC. Como visto anteriormente, ABE =
DCF. Assim, “coloquemos” o prisma ABE na posi¢cdo DCF. Em seguida, como ABC = CDA,
podemos colocar 0 mesmo prisma reto de base ABC na posi¢do CDA. Deste modo, a partir
de dois prismas retos de base ABC, formamos um paralelepipedo retangular de base EFAD,
cujo volume é A(EFAD) - H, onde H € a altura do prisma reto. Daf, o volume do prisma reto

de base ABC é B
(EFAD)-H _ A
2
O

Teorema 4.2 O volume de um prisma reto Py, cuja base é um poligono regular de n lados,

é o produto da drea A, da base pela altura H do prisma.

Demonstracdo: Basta observar que o prisma reto B, cuja base € um poligono regular R,
de n lados, pode ser visto como a unifio de n prismas retos F;, todos congruentes, de base
triangular. Segue do Teorema 4.1 que o volume de cada prisma B, € o produto da drea de sua
respectiva base pela altura. Considerando T como a drea da base de cada um desses prismas
e H a respectiva altura, temos, de acordo com o Axioma (II), Capitulo 2, que o volume de 7,
&
n n n
Ve =V(JR)=)Y.V(B)=) T-H=(n-T) H.
i=1 i=1 i=1

Observando que n - T determina a drea de Ry, segue que
V (P n) - An i H 9
finalizando, assim, a demonstracao.
[

Verificaremos adiante que o volume do cilindro reto também € dado pelo produto da
4rea da base pela altura. Antes, porém, vejamos dois Lemas. Para o Lema 4.3 tomamos por

referéncia o livro de Geometria Euclidiana Plana (ver [1] p.179).
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Lema 4.3 Seja R, um poligono regular de n lados, inscrito em uma circunferéncia de centro

O e raior. A drea de R, é dada por:

A(Rp) = %nrzsen (%?) ‘
Demonstracao: Considere A;, Ay, ...,A, os vértices do poligono regular R,. Note que
A;A;110, com 1 <i<ne A;1=Ay determina um tridngulo is6sceles. Além disso,

A;OA; 1 =Aj0Aj, Vi, je{l,...n}
Uma vez que R, € um poligono regular, podemos definir:
o:= A;OAr = %”,vl'e {1,...,n}.
Se h € altura relativa do tridngulo isdsceles A; OA; 1, entfo
h=rcos (g—) - 4.1

Por outro lado, desde que o pé da altura, a mediana, e a bissetriz em relac@o a base A;A; 11
sdo iguais (pois o tridngulo A; OA; | é is6sceles de base A;jA; 1), temos

Aidi1 = r'sen (%) . 4.2)

De (4.1) e (4.2) segue que:

o

A(A;0A;44) = 2 cos (—g) sen (3) .

Lembrando que

(&) =sen <a+a)~sena cosoc—f—seng cosg——z-seng-cosg—
e L A 7 M R 2 3 i

temos que
2
A(A;OAip) = 5 sen (o).

Tendo em vista que R, € formado por n tridngulos A; OA; 1, todos congruentes, temos:
n
A(Ry) =

A(AjOAj11)

ou seja,



O

. senx L.
Lema 4.4 Para x > 0, mas bem préximo de zero, temos —— bem préximo de 1, mas
X

menor que 1, ou seja,
senx . senx

Tl e — <1,

X

parax~0ex >0

Para a Demonstracéo desse Lema, tomamos por base o livro “Cédlculo A - Fungdes, limite,
derivacdo e integracdo,’(ver [6] p.99).

Teorema 4.5 O volume de um cilindro reto C, de altura H e base circular com centro O e

raio r, é dado pelo produto da drea da base pela altura, isto é:
V(C)= nr*H.

Demonstracio: Seja P, um prisma reto, cuja base € um poligono regular de n lados, inscrito
na base de C. Considere X o conjunto de todos os poliedros retangulares O contidos em C.

Vimos anteriormente que

V(C) = supV(Q).
Qex

Mostraremos agora que
V(C) =supV(B,).

neN
Para isto, assumimos que, dado Q € X, existe np € N tal que Q C B,, C C, implicando do
Axioma (IIT), Capitulo 2, que

V(Q) <V (Py) <V(C). (4.3)

Primeiramente, desde que P, € X, o supremo do conjunto {V(Q); O € X} é uma cota
superior para o conjunto {V(B,); n € N}. Deste fato, como o supremo é a menor das cotas

superiores (ver Apéndice A ),

supV (Py) < sup V(Q). (44)
neN (01,4

Agora, verificaremos que,
supV (P,) > sup V(Q). (4.5)
neN QeX

Com efeito, suponha por contradi¢do que

supV(B,) < supV(Q).
neN QX
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Assim, existe Qg € X verificando:

V(B,) <supV(P,) <V(Qp),VneN,

neN

0 que € uma contradi¢do com (4.3). De (4.4) e (4.5), temos

supV(P,) = sup V(Q) = V(C).
neN oeX

A partir desta igualdade seremos capazes de mostrar que

V(C)=nr*H,

onde r é o raio da base circular de C. Lembrando, P, é um prisma reto cuja base é um
poligono regular de » lados, inscrito na circunferéncia de centro O e raio r, que determina a

base de C. Segue do Teorema 4.2 que o volume de P, € dado por:

Vi(B) = % H r* n sen (%) : (4.6)

2r .
Uma vez que — = 0, para n suficientemente grande, temos pelo Lema 4.4 que:
n

2 2
se’(gn) ~1 e Se?;')“) 1. 4.7
De (4.6) e (4.7), vem:
V(B,) =nHr < '(’ g; )) ~mh? e V(B)<nHr (4.8)

para n suficientemente grande.
Afirmamos que 7 H r2 é a menor das cotas superiores para o conjunto {V (B,);n € N}.
De fato, dado € > 0, existe ng € N, por (4.8), tal que

TH? -V (P,) <&,

ou seja,
RHT =& <V(Py)-
Logo,

supV(B,) = nH 1,
neN

consequetemente, o volume do cilindro C € dado por

V(C)=nHr 0< tH* -V(P,) <t
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Capitulo 5
Consideracoes Finais

Com este trabalho buscamos enteder o conceito de volume utilizando a técnica de
aproximacdo por falta. Neste sentido, nos restringimos ao célculo do volume dos sélidos do
tipo paralelepipedos retangulares, cilindro reto e prisma reto, a fim de motivar a definicdo
aqui estabelecida. Acreditamos que a técnica de aproximagéo por falta € a mais concreta
para se entender bem o conceito de volume. Deixamos ao leitor como desafio o cdlculo do
volume do cone e da esfera, para que o mesmo compreenda a dificuldade de tal célculo.

E importante colocar que, a partir do Principio de Cavalieri ', estes cdlculos sdo sim-
ples, rdpido, porém, se perde o entendimento tedrico, como foi estabelecido aqui do que seria
o volume. Por este motivo, ndo utilizamos o Principio de Cavalieri, mas, deixamos para o
leitor sua aplicabilidade para determinar volume de cilindros, prismas e cones inclinados e
esfera.

A partir deste estudo foi possivel aplicar a teoria de supremo de um conjunto, visto no
curso de andlise real dado no curso superior. Este fato vem motivar professores do Ensino
Biésico, e até mesmo alunos de andlise real, da importéncia de tal ferramenta matematica.
Dessa forma, este texto tem como piiblico alvo, também, alunos do Ensino Médio, uma vez
que todos os resultados aqui sdo devidamente provados e expostos de forma clara. Sugeri-
mos, caso seja necessdrio, uma leitura no Apéndice A sobre supremo de um conjunto, ou
ainda no livro do Professor Elon Lages (ver [6] p.16).

A partir do momento em que esse contetido for explorado de forma mais objetiva nas

Escolas, com contextualizagdes e realizado um trabalho interdisciplinar, supomos que tere-

mos um publico mais fiel ac estudo da matemdtica, que interaja e perceba mais aplicagOes

Iprincipio de Cavalieri: Tomemos dois sélidos A e B apoiados em um plano horizontal 7. Cada plano
horizontal &, paralelo ao plano da base, 7, determina nos dois sélidos secoes planas que indicaremos por TNA
e TN B e que constituem as intersecgdes do plano & com cada um dos sélidos A e B. O Principio de Cavalieri
nos assegura que, se para cada plano horizontal o que secciona os sélidos A e B forem produzidas secdes do
tipo 7 N A e & N B de mesma 4rea, entdo os sélidos dados apresentardo o mesmo volume.
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desta disciplina no seu dia-a-dia. Dessa maneira, o estudo a cerca de volume de s6lidos nio
serd limitado apenas ao professor expor férmulas e resolver uma série de exercicios, muitas
vezes enfadonhos e bastante repetitivos. O contetido serd exposto de forma mais precisa, fun-
damentado em defini¢des e se utilizando materiais que, via regra, auxiliarao demasiadamente
na consolidacio do conhecimento.

Por fim, acreditamos que, pelo fato de convivermos com muitos objetos tridimensi-
onais diariamente, seria mais um motivo de explorar esse cntetido em sala de aula, tor-
nando as aulas mais estimulantes e possibilitando uma melhor interaciio no conjunto ensino-
aprendizagem. Essa aplicabilidade diversifica o estudo, permitindo ao discente vislumbrar a
prética dessa disciplina sob uma 6tica mais acessivel em situagdes corriqueiras vividas em

seu cotidiano.
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Apéndice A
Supremo e infimo de um conjunto

De acordo com Elon, ( ver [7] p.16 ), um subconjunto X do conjunto R serd dito
limitado inferiormente se existir um elemento a € R tal que, para todo x € X, tivermos
x > a. Neste caso, dizemos que a € uma cota inferior do conjunto X. De forma andloga,
dizemos que o conjunto X C R serd dito limitado superiomente se existir b € R tal que
x < b para todo x € X. Em outras palavras, existe um elemento b pertencente ao conjunto
R que € maior do que ou igual a todos os elementos do conjunto X. Afirmamos, neste caso,
que b € R € cota superior do conjunto X. Um conjunto quando limitado superiormente e
inferiormente serd dito, simplesmente, limitado.

Observemos que um conjunto ndo tem, necessariamente, uma nica cota superior nem
uma tnica inferior. Se o elemento g, por exemplo, € uma cota inferior para o conjunto X,
todos os elementos menores que a também serdo cotas inferiores. Além disso, se o elemento
a é uma cota inferior de X e, mais ainda, ¢ a maior de todas as cotas inferiores, diremos que

a ¢ o infimo do conjunto X e representamos a = infX. Isto significa que:
v" Qualquer que seja x € R, temos a < x.
v'v" Caso exista um elemento c tal que ¢ < x, para todo x € X, ainda assim, ¢ < a.

A condicdo (v'v') pode ser reescrita como segue: se a < ¢, entdo existe x € X de tal
forma que x < c, isto €, nenhum elemento maior que a pode ser considerado cota inferior do

conjunto X. Em outras palavras: Paratodo € > 0, ¢xistex € X tal que x <a+¢€.

De forma totalmente andloga, seja X C R um conjunto limitado superiormente e b uma
cota superior para este conjunto. E fato que todos os elementos maiores que b sio, também,
cotas superiores de X. Todavia, se dentre as cotas superiores, b for a maior de todas, diremos

que b é o supremo do conjunto X e indicaremos por b = supX. Isto equivale a afirmar que:

1— Paratodo x € R, temos x < b.
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2— Se existir algum elemento ¢ tal que x < ¢, para todo x € X, ainda assim, b < c.

A condicdo (2) pode ser reescrita da seguinte forma: se ¢ < b, existe x € X de tal forma
que ¢ < x. Isto significa que nenhum niimero menor que b pode ser cota superior do conjunto

X. De forma equivalente, para todo € > 0, existe x € X de tal forma que b — € < x.
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