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Resumo

Por meio deste trabalho, pretendemos apresentar o conceito de curvatura do ponto
de vista algébrico e geométrico centrado no estudo das curvas conicas (elipse, hipérbole e
parabola). Para isso, apresentamos uma abordagem histérica e, em seguida, um estudo so-
bre curvas planas culminando na deducao das férmulas de curvatura e em sua interpretacdo
geométrica usando o circulo osculador. Dando énfase as curvas conicas, deduzimos as cur-
vaturas da elipse, hipérbole e pardbola, em adicao, detalhamos um método para encontrar os
centros de curvatura dessas conicas utilizando apenas procedimentos geométricos. Por fim,
abordamos também importantes aplicacdes fisicas do conceito de curvatura.

Palavras Chaves: Curvatura. Curvas Planas. CoOnicas.
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Abstract

Through this work, we intend to present the concept of curvature from the algebraic
and geometric point of view focusing on the study of conical curves (ellipse, hyperbolas and
parabola). To this end, we present a historical approach and then a study on plane curves,
culminating in the deduction of the curvature formulas and in its geometrical interpreta-
tion using the osculating circle. By emphasizing the conical curves, we derive the ellipse,
hyperbolas and parabola curvature, whereas we detail a method for finding the centers of
curvatures of these conics using only geometrical procedures. We also address important
physical applications of the concept of curvature.

Keywords: Curvature. Plane Curves. Conics.
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Introducao

A nogdo intuitiva de curvatura € muito difundida em nossa sociedade, desde a curva-
tura da nossa coluna vertebral até os trajetos sinuosos de rodovias, pistas automobilisticas e
o formato de lentes 6pticas. De maneira informal, podemos afirmar que a curvatura mede o
quanto uma curva deixa de ser reta. Trataremos deste conceito com a formalidade matema-
tica e assim poderemos quantificar a curvatura e analisar suas propriedades e caracteristicas.

As curvas assumem diversos formatos diferentes e a curvatura € calculada em cada
ponto dessa curva. Em especial trataremos das curvas conicas (Elipse, Hipérbole e Pardbola)
com um estudo focado nas respectivas curvaturas dessas conicas. Tais curvas foram objeto
de estudo de muitos matemadticos famosos como Aristeu e Euclides e tem Apoldnio de Perga
como o principal responsdvel pela teoria sobre seccdes conicas.

Geometricamente, é perceptivel que a curvatura de uma cOnica, assim como da maioria
das curvas, varia de acordo com o ponto em que estd sendo analisada, deste modo cada
ponto de uma curva estd associado a um circulo de mesma curvatura que a curva nesse
ponto e esse circulo é denominado circulo osculador, sendo seu centro e raio denominados,
respectivamente, de centro de curvatura e raio de curvatura.

Podemos deduzir expressoes algébricas que nos permitem calcular a curvatura de uma
curva em qualquer um de seus pontos, em especial encontraremos essas expressdes para
cada uma das cOnicas assim como detalharemos um método totalmente geométrico para
determinar o centro e o raio de curvatura de uma conica.

Uma aplicacdo da curvatura € na aceleracio: € bastante comum quando viajamos de
carro que tenhamos que nos segurar quando percorremos uma curva acentuada (com cur-
vatura grande) em alta velocidade e isso € explicado pelo fato de uma das componentes da
aceleracdo ser justamente o produto entre a curvatura e o modulo da velocidade ao quadrado.

Deste modo, quanto maior for a curvatura ou a velocidade maior serd a aceleracao.

0.1 Objetivos

O objetivo geral desse trabalho é fazer um estudo detalhado sobre a curvatura, enfa-
tizando a curvatura das cOnicas, para que os professores do Ensino Médio compreendam
formalmente este conceito intuitivo usado em nosso cotidiano, e assim tenham propriedade

para abordar este conceito de maneira mais aprofundada com seus alunos. J4 os objetivos
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especificos visam:
e Deduzir as férmulas de curvatura;
e Interpretar geometricamente o conceito de curvatura;

e Encontrar os centros de curvatura das conicas usando apenas procedimentos geomé-

tricos;

e Aplicar este conceito em situacdes praticas.

0.2 Organizacao

Este TCC estd organizado da seguinte forma: Iniciando por esta introducdo que nos
fornece uma visao geral da nossa proposta; no Capitulo 1, encontra-se um breve histdrico,
em que falamos um pouco da histéria da Geometria Diferencial associando aos Elementos
de Euclides e também abordamos a histéria das cOnicas; o Capitulo 2 contém um estudo
sobre as curvas planas no qual abordamos parametrizagcdes, reparametrizacdes, formulas de
Frenet e principalmente curvatura com énfase no estudo das conicas; o Capitulo 3 nos for-
nece um método para encontrar o centro de curvatura das conicas por meio de procedimentos
geométricos elementares. Nesse Capitulo, também descrevemos o passo a passo desse pro-
cedimento usando o Geo Gebra; no Capitulo 4, apresentamos importantes aplicacdes da
curvatura, evidenciando a aplicabilidade deste conceito; o Capitulo 5 apresenta as conside-

racOes finais deste trabalho, seguidas das referéncias.



Capitulo 1

Um Breve Historico

Nesse capitulo, faremos um breve levantamento histérico a cerca do surgimento e de-

senvolvimento da Geometria Diferencial, nossas principais fontes foram [2], [4] e [5].

1.1 A Historia da Geometria Diferencial

O estudo da Geometria Diferencial tem origem no século XV II quando foram introdu-
zidos os métodos do Cdlculo Diferencial na Geometria Euclidiana. A principio sua grande
aplicabilidade era na cartografia, posteriormente, com grande utilidade na astronomia e en-
genharia. As raizes da Geometria Diferencial estdo atreladas as obras de Euclides de Ale-
xandria (325a.C. —265a.C.), Arquimedes de Siracusa (287a.C. —212a.C.) e Apolonio de
Perga (262a.C. —190a.C.).

Figura 1.1: El_l_cl_i_df:s de Alexandri FONTE: [15])

e

Euclides de Alexandria (325a.C. —265a.C.) foi um matemadtico grego que, em grande
parte da sua vida, trabalhou em uma famosa biblioteca localizada na cidade de Alexandria,
no Egito. Euclides compilou praticamente toda a Matematica desenvolvida até sua época, em
sua grande obra, “Os Elementos”, composta de treze volumes, nessa mesma obra ele introdu-

ziu o0 método axiomatico no desenvolvimento de uma teoria. Nos “Elementos” encontram-se



dez axiomas, dos quais cinco sdo “no¢des comuns”, que segundo Euclides deviam ser acei-
tas em qualquer ci€ncia e os outros cinco axiomas sao chamados de postulados que tratavam
de proposicoes especificas da Geometria e que também deveriam ser aceitas sem contesta-
coes. Partindo desses axiomas, Euclides deduziu 465 proposi¢des matematicas, desde entao
os livros didaticos de Geometria, até os atuais, tem como base a obra “Elementos”, vale
salientar que essa € a segunda mais editada no mundo, ficando atrds apenas da Biblia. ([5]
COIMBRA, 2008).

O quinto postulado da obra “Elementos”, enunciado a seguir: “E verdade que, se uma
reta ao cortar duas outras, forma dngulos internos, no mesmo lado, cuja soma é menor do
que dois dangulos retos, entdo as duas retas, se continuadas, encontrar-se-ao no lado onde

estdo os angulos cuja soma é menor do que dois dngulos retos”,

Figura 1.2: Fragmento da obra “Elementos” (FONTE: [15].)
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foi motivo de muita polémica no estudo da Geometria. O famoso Problema das Paralelas,
que consistia em provar que o quinto postulado de Euclides era independente dos demais,
abria margem, e foi um dos pontos de partida, para a formulacdo de uma Geometria nao-
Euclidiana dentre essas destacamos a Geometria Diferencial. A obra de Euclides de fato
foi o ponto de partida do surgimento da Geometria Diferencial, ja as obras de Arquimedes
e Apoléonio contém estudos sobre diversas curvas, e suas respectivas propriedades, presentes
no estudo dessa Geometria.

Os franceses, René Descartes (1596 — 1650) e Pierre Fermat (1601 — 1655), conse-
guiram relacionar a Geometria com a Algebra através da Geometria Analitica. O alemdo
Gottfriend Leibniz (1646 — 1716) e o inglés Isaac Newton (1649 — 1727), desenvolveram
algoritmos do cdlculo infinitesimal, permitindo o estudo de curvas e superficies através de
suas propriedades diferenciais. Em 1736, Newton, na obra “Geometria Analytica”, deu uma
importante contribui¢do ao aplicar, pela primeira vez, os métodos de Calculo Diferencial na
geometria.

O holandés Christian Huygens (1629 — 1695), em sua obra sobre as curvas planas,
“Horelegium Oscillatorium”, originou os conceitos de evoluta e involuta de uma curva. O
francés Aléxis Clairant (1713 — 1765) foi o primeiro a estudar a Geometria Diferencial no
espaco em seu trabalho “Recherche sur les Coubes a Double Curvature” em 1731. Sua obra

abordava curvas e superficies. O também francés, Gaspard Monge (1746 — 1818), discutiu

6



os conceitos de curvatura e tor¢do de uma curva espacial.

O sui¢o Leonhard Euler (1707 — 1783) obteve em 1728 a forma geral das equagdes das
geodésicas numa superficie. Euler também consolidou a teoria das superficies na obra “Re-
cherches sur la Coubre des Surfaces”, em 1760, na qual introduziu as curvaturas principais
de uma superficie num ponto. O francés Louis Cauchy (1789 — 1857) introduziu novos mé-
todos aos estudos da geometria e aperfeicoou o trabalho de Monge. O francés Jean Meusnier
(1754 — 1793) publicou um teorema sobre curvaturas normais e trabalhou em propriedades
de superficies. ([5] COIMBRA, 2008).

No ano de 1827, Friedrich Gauss (1777 — 1855) publicou a obra “Disquisitiones Circa
Superficies Curvas” dedicada a Geometria Diferencial e desenvolvida num espaco euclidi-
ano utilizando propriedades da trigonometria esférica, a qual era conhecida dos tempos das
navegacdes e usa como referéncia a geometria de Euclides.

Gauss foi motivado por um problema de geodésica, quando foi encarregado de fazer
um levantamento geodésico de uma regido da Alemanha. Para isso, era necessario medir
tridngulos sobre a superficie da Terra, isso levara Gauss a refletir sobre a influéncia da forma
da Terra em tais medidas. Sendo um excelente Matematico, Gauss generalizou esse problema
para uma superficie qualquer e obteve, para tridngulos geodésicos pequenos, o resultado
conhecido como Teorema de Gauss-Bonet. ([2] CARMO 1999, apud BENETTI, 2009, p.
15).

“Disquisitiones Circa Superficies Curvas” contém todo desenvolvimento da teoria de
Gauss para o estudo de uma superficie curva, o que serviu de base para o desenvolvimento da
Geometria Diferencial ndo-euclidiana, influenciando mais tarde Bernahard Riemann (1826 —
1860) a desenvolver generalizagdes mais abstratas da ideia de geometria.

Dentre tantos outros matemadticos, que contribuiram com o desenvolvimento da Ge-
ometria Diferencial, destacamos os franceses Jean Frenet (1819 — 1900) e Joseph Serret
(1819 — 1885) fizeram estudos sobre as curvas no espago, e publicaram de maneira indepen-
dente, as férmulas da Geometria Diferencial, que atualmente sao chamadas de “Férmulas de
Frenet-Serret”.

1.2 As Conicas

Apoldnio de Perga (262a.C. — 190a.C.) foi responsdvel por uma enorme producdo
cientifica, porém s6 dois de seus muitos tratados se preservaram em grande parte. Um deles
€ considerado a sua obra prima - As cOnicas. Aristeu e Euclides ja haviam escrito exposicoes
gerais sobre as cOnicas, mas o tratado sobre Conicas de Apolonio foi bem mais completo e

avangado, por isso € considerado a melhor obra sobre conicas.



Figura 1.3: Apoldnio de Perga (FONTE: [21])

“[...] mas assim como Os Elementos de Euclides substituiram textos elemen-
tares anteriores, assim em nivel avancado o tratado sobre Conicas de Apoldnio
derrotou todos os rivais no campo das sec¢des conicas, inclusive As Conicas
de Euclides, e na antiguidade nenhuma tentativa parece ter sido feita para
aperfeicod-lo. Se a sobrevivéncia é uma medida de qualidade, Os Elementos
de Euclides e As conicas de Apolonio foram claramente as melhores obras em
seus campos” ( [4] BOYER, 1996, p. 99).

Antes do tratado de Apolonio, as cOnicas (elipse, pardbola e hipérbole) eram obtidas
a partir de sec¢Oes de trés cones circulares retos, sendo que esses cones tinham formatos
distintos, respectivamente os angulos dos vértices dos cones eram: agudo, reto e obtuso.
Mas em sua obra Apoldnio mostrou que um tnico tipo de cone era suficiente para obter
qualquer uma das trés cOnicas, bastava variar a inclinacdo do plano que secciona o cone.
Além disso ele mostrou que esse cone nao precisa ser necessariamente um cone circular
reto, podendo ser também obliquo ou escaleno. Ele também foi o responsdvel por trabalhar
com o cone de duas folhas.

As nomenclaturas “elipse”, “pardbola” e “hipérbole” provavelmente foram adotadas
do uso na resolucdo de equacdes quadrdticas envolvendo dreas pelos pitagoricos. Ellipsis
significa falta, Pardbola indicava que ndo havia falta nem excesso e Hyperbola significa
€Xcesso.

Apoldnio desenvolveu essa bela teoria que posteriormente foi fundamental para o es-
tudo da dinamica terrestre € mecanica celeste. Ele também fez estudos a respeito de tangen-
tes e normais associados a seccdes coOnicas que permitiram o estudo de trajetdrias locais e
também dos planetas. Essa matemdtica descoberta por Apolonio fora mais tarde usada por
Newton e posteriormente pelos cientistas atuais para fazer viagens e estudos espaciais.



Capitulo 2
Um Estudo Sobre as Curvas Planas

A Geometria Diferencial € originada da juncdo do Célculo com a Geometria. Estuda-
remos as propriedades geométricas das curvas planas tais como: vetor tangente, vetor normal
€ curvatura.

De maneira intuitiva, uma curva no plano pode ser interpretada como um subconjunto
de dimensdo 1. Matematicamente, uma curva € a deformagao continua de um intervalo, como
também uma curva pode ser interpretada como a trajetéria continua de um deslocamento de
uma particula no plano. No ponto de vista da Geometria Analitica, uma curva em R? é o

conjunto dos ponto (x,y) € R? tais que satisfazem uma equagio do tipo
F(x,y)=0.

Quando F(x,y) é um polindmio em duas varidveis, denominamos o conjunto F(x,y) =0 de
curva algébrica. Assim, o estudo dessas curvas € a base da Geometria Algébrica.

Por outro lado, no ponto de vista da Geometria Diferencial, consideraremos a no¢ao
intuitiva de curva que € descrever a trajetoria continua do movimento de uma particula no
plano. Seja o(t) a posi¢do de uma particula em movimento continuo, onde #(tempo) varia

num intervalo [a, b], deste modo consideraremos o conjunto
C={a()eR? t€la,b]}.

Neste contexto podemos extrair vérias informagdes de como o ponto ¢ () percorre o con-

junto C, tais como velocidade e aceleracdo dessa particula.

Definicdo 2.1 Uma curva continua no plano R? é uma aplicacdo continua o : I — R? defi-
nida num intervalo I C R. A aplicacdo o(t) = (x(t),y(t)) é continua se cada fun¢do coor-

denada x,y : I — R é uma funcdo continua.

Denominamos de frago de o o conjunto imagem dessa aplicacao:

C={alt) = (x(),y(t) eR? tel}



onde & € uma parametrizacao de C e t € um parametro de «.
Partindo da definicdo de curvas, vamos definir caracteristicas especiais de algumas

dessas curvas, tais como: curva fechada, periddica, simples, e curvas de Jordan.
Definicao 2.2

e Se a estiver definida num intervalo fechado I = |a,b], entdo os pontos a(a) e (D)

sdo denominados respectivamente de ponto inicial e ponto final de Q.

e Se a estiver definida num intervalo fechado I = [a,b] e o/(a) = o(b), entdo a curva a

é dita curva fechada.

e Dizemos que uma curva & : R — R? é periddica se existe k € R, k > 0, tal que
o(t+k)=o(t) VieR.

O menor valor ko que satisfaz a igualdade acima é chamado de periodo de o.. Observe
que ao restringirmos a curva a um intervalo do tipo [ty,ty + ko], @ fica completamente

determinada.

Definicao 2.3

e Dizemos que uma curva o, : I — R? é uma curva simples se a aplicacdo o for injetiva.

Se a ndo for injetiva entdo dizemos que o possui um ponto duplo (ou miiltiplo).

e Dizemos que uma curva fechada o : [a,b] — R? é fechada e simples se Vt,s € [a,b),
t £ s, tem-se a(t) # os) e a(a) = a(b). Isso equivale a dizer que o unico ponto

duplo de o ocorre nos extremos do intervalo.

e Se o é fechada e simples denominamos o por curva de Jordan.

Defini¢do 2.4 Uma curva o : [ — R? dada por a(t) = (x(t),y(t)) é dita de classe C* se suas

fungoes coordenadas x,y : I — R admitem derivadas continuas até a k-ésima ordem.

2.1 Curvas Suaves

Definiciio 2.5 Dizemos que o : I — R? dada por o(t) = (x(t),y(t)) é uma aplicagédo suave
se, e somente se, cada fungcdo coordenada x,y : I — R é uma funcdo que admite derivadas

continuas de qualquer ordem, ou seja, que elas sejam de classe C™.

A seguir, vamos definir um conceito importantissimo no estudo das curvas.

Definicdo 2.6 Uma curva parametrizada suave ou um caminho no plano R? é uma aplica-
¢do suave o : I — R? que a cada t € I associa o(t) = (x(t),y(t)) € R
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Vejamos alguns exemplos de curvas suaves. Os exemplos 1, 2, 3, 4 e 5 estdo contidos no
livro Geometria Analitica do PROFMAT. ([7], DOMINGUES, 2013.)

Exemplo 1 (Parametrizacio de uma Reta no plano) Seja r uma reta que passa pelo ponto
Py = (x0,y0) e tem a dire¢do do vetor v = (vy,v3), uma parametrizacéo de r é o : R — R?
definida por

OC(I) = (Xo +1vi, Y0 +Z‘V2> = (Xo,yo) +l(V1,V2) =Py+1tv.

Exemplo 2 (Parametrizacdo de um Circulo) o : [0,27] — R? dada por «(t) = (xo+RCos(t), o+

RSen(t)) é uma parametrizagdo do circulo de centro C(xy,yo) e raio R, pois:
(x(r) =x0)* + (¥(r) =y0)* = (x0 +RCos(t) —x0)* + (yo+RSen(t) —yo)* = R*(Cos* (1) + Sen’ (1)) = R*.

Exemplo 3 (Parametrizacio de uma Elipse com centro na origem) o : [0,27] — R? dada
por o(t) = (aCos(t),bSen(t)) é uma parametrizagdo da elipse de centro C(0,0) e eixos 2a
e 2b, pois:

x(1)?

y(t)?  a*Cos?(t) N b*Sen’(t)
2
a

+b2_ a? b2

= Cos*(t) + Sen*(1) = 1.

Exemplo 4 (Parametrizaciio de uma Hipérbole com centro na origem) o : R — R? dada

t

Senh(t) = <—

. o+ € uma parametrizacdo de
Cosh(t) = <5

por o(t) = (£aCosh(t),bSenh(t)) em que {

uma hipérbole de centro C(0,0) pois:

wp o @) ()

a? b? a? b?
Desenvolvendo os quadrados, da soma e da diferenca, e simplificando as fracdes temos

X y()? _ e f2ele fem  —eX 42T —e® 20420 242
a? 4 T4 4

2,

Exemplo 5 (Parametrizacio de uma Parabola) o : R — R? dada por o(t) = (t,kt*) é

uma parametrizacdo da pardbola y = kx>, pois:
y(t) —kx*(t) = k> —kt* = 0.

Exemplo 6 (Parametrizacao do Grafico de uma Funcao) Seja f: 1 — R é uma fungdo de

classe C¥, entdo a parametrizacdo o : I — R? dada por

a(r) = (t,f(1))

¢ uma parametrizagdo de classe C* do grdfico de f.

11



2.2 Vetor Tangente a uma Curva e Reta Tangente

Faremos um estudo das curvas localmente, ou seja num 7y € [fo — €,y + €| e analisare-

mos o comportamento da curva ¢(¢) para ¢ suficientemente proximo de #.

Defini¢do 2.7 Seja o : I — R? dada por ai(t) = (x(¢),y(t)) uma curva parametrizada, entdo

o vetor tangente (vetor velocidade) de o no ponto tq é dado por:

o' (to) = (¥ (t0),¥'(10))-

O vetor o/ (fp) aponta na dire¢do da reta tangente a curva o no ponto (fy). Por outro lado
podemos calcular a velocidade escalar de o no ponto ty € I pelo médulo do vetor tangente:

loe(to) || = \/(X’(to))2+ (v'(10))?-

Exemplo 7 Seja « : [0,27] — R? dada por «(t) = (RCos(t),RSen(t)) a parametrizacdo de

um circulo, entdo seu vetor tangente (vetor velocidade) no ponto ty é dado por
a'(ty) = (—RSen(ty),RCos(ty))

e a velocidade escalar é

o (10)|| = \/ R2Sen? (1) + R2Cos(to) = VR = R.

Definicdo 2.8 Uma curva parametrizada o : I — R? ¢ dita regular num ponto ty € I se a
velocidade escalar em ty é ndo nula, ou seja, se ||a/(to)|| #0 o que equivale a o/ (ty) #

(0,0). Dizemos que o. € regular em I se for regular para todo t € I.

No exemplo 7, tem-se
o (10)| =R#0 VY 1 €R,

entdo neste caso « € regular em R.

Definicio 2.9 A equacdo da reta tangente a curva o, no ponto &(t) tem a direcdo do vetor
o/ (t) e é dada por:
R (1) = au(t) +uad(t)

em que u € R.
Exemplo 8 Seja « : [0,27] — R? dada por
o(t) = (Cos(t),Sen(t)),
uma curva regular, entdo a equagdo da reta tangente a o num ponto ty € [0,2n] é dada por:
Ry, (1) = (Cos(to), Sen(to)) +u(—Sen(ty), Cos(to)) = (COS(tO) —uSen(to), Sen(to) +uC0s(t0)> ,

em que u € R.
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De maneira intuitiva, podemos afirmar que o traco de uma curva regular € suave com exce¢ao
nos possiveis pontos de auto-intersecdo. A proposi¢ao a seguir mostra que localmente & nao

possui auto-intersecao.

Proposicio 2.1 Seja o : I — R* uma curva parametrizada e regular em ty € I. Entdo existe
€ >0, tal que a é injetiva no intervalo Iy = {t € I| |t — 1| < €}.

Demonstracao. Por hipétese o é regular dai ||’ (¢9) || # 0, deste modo x'(19) # 0 ou ' (19) #
0. Sem perda de generalidade suponhamos x'(7y) # 0, como x'(z) é uma fungdo continua,
existe € >0, tal que x' (1) #0 Vrely={r €l||t—1y| < €}. Logo, x é estritamente monbtona
em I, portanto x € injetiva em Iy, consequentemente & € injetiva em Ip. De maneira anédloga,
se considerarmos y'(¢9) # 0, como y'(¢) é uma fung¢do continua, existe € > 0, tal que y' (1) #0
Viely={tel||t—1| < €}. Logo, y é estritamente monGtona em Iy, portanto y é injetiva

em Iy, consequentemente ¢ € injetiva em Ij.

O

Proposiciio 2.2 Seja o : I — R? uma curva parametrizada e regular em ty € 1. Entdo, existe
0 > 0 tal que restrito ao intervalo (ty — 8,19+ 0), o trago de & coincide com o trago de uma
curva B em que B(t) = (¢, f(t)) ou B(t) = (f(¢),t), para uma fungdo diferencidvel f : J — R.

Demonstrac¢do. Sendo o(t) = (x(7),y(r)), como o é regular em £y, temos ' (t9) # (0,0) . Se
X' (fy) # 0, entdo pelo teorema da fungéo inversa existe um intervalo (z9 — 61,79+ 61 ), de modo
que a fungdo x(r) é diferencidvel com inversa diferencidvel, sobre J = x((t9 — 81,70+ 01)),

ou seja B : J — R2, em que B(¢) = ot(x~!(¢)). Portanto 3 é uma curva diferencidvel e

B(1) = (x(x™ (1)), y(x (1) = (1. £ (1))

em que f, dada por f(¢) = y(x~!(z)) é uma fungio diferenciavel.

Se y/(t9) # 0, entdo, pelo teorema da fungdo inversa, existe um intervalo (79 — 62,19 +
02), de modo que a fungdo y(¢) é diferencidvel com inversa diferencidvel, sobre J = y((fo —
8,to+&)), ouseja B :J — R2, em que B(t) = a(y~!(¢)). Portanto B é uma curva diferen-
cidvel e

B(1) = (x(y™ (). y (1) = (f(1).1)

em que f, dada por f(¢) = x(y~!(¢)) é uma fungio diferencivel.

2.3 Reparametrizacao de Curvas

Seja o : I — R? uma curva parametrizada, dada por a(t) = (x(1),y(t)) e sejah: J — I

uma funcdo de classe C*. Considere uma curva f8 : J — R? definida por:
B(t) = (oh)(t) = a(h(z)).
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Assim 8 é uma curva parametrizada de classe C*. Dizemos entéo que 3 é uma reparametri-

zagdo de o. Aplicando a regra da cadeia temos:
B'(t) = [au(h(t))] = o ((2))-H'(¢).
Nesse contexto a velocidade escalar de 8 é dada por
1B @)l = lle' (h(e))II.|A (2)]-

Consideraremos apenas as reparametrizagdes em que 4'(t) 0 (Ver [8] LIMA, corolério 6,
pag. 274), ou seja, quando & é mondtona. Deste modo, se o € uma curva regular em / entdo

sua reparametrizacdo 3 = (a oh) também serd regular em J.
e Se h é crescente, dizemos que B = o o h é uma reparametrizagdo positiva ou propria.

e Se h é decrescente, dizemos que B = o o h é uma reparametrizacdo negativa ou que
reverte a orientagdo de «.

2.4 Comprimento de Arco de Curvas

Definicao 2.10 Seja tg € I, definimos o comprimento de arco de uma curva parametrizada
a : I — R?, dada por a(t) = (x(t),y(t)) a partir do ponto to por:

Lato) = [ @)l = [ /i) + (0) .

Temos que || (t)|| é uma fungéo continua, logo pelo Teorema Fundamental do Cdlculo:
Ly (t) = o/ ()],
dai a fungdo L, é de classe C!
Note que se o for regular no intervalo /, entdo a fun¢do Ly, € de classe C™.
Exemplo 9 (Comprimento do circulo) - Seja « : [0,27] — R? dada por
o(t) = (xo+ RCos(t),yo + RSen(t))
uma parametrizagdo de um circulo de centro C(xg,yo) e raio R, entdo

a/(t) = (—Rsen(t),RCos(t))

I ()] =R.
Dai o comprimento de o é

2
La(t) = /O Rdi = 27R.
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Definiciio 2.11 Uma curva o : [ — R? estd parametrizada pelo comprimento de arco se o

pardmetro t difere de Ly (t) apenas por uma constante:
Ly (f ) =t+C.

Exemplo 10 A curva a : [0,27] — R? dada por o(t) = (Cos(t),Sen(t)) estd parametrizada

pelo comprimento de arco, pois

|/ (1)]| = \/Sen2(t) + Cos?(r) = 1.

Consequentemente
t

Lo(t)= | ldt=t—u.

Iy

Proposiciio 2.3 Uma curva o : I — R? estd parametrizada pelo comprimento de arco , se e

somente se || (t)]] = 1.

Demonstracdo. Se « estd parametrizada pelo comprimento de arco entdo temos que
Ly (t) =t +C logo L, (t) = 1, por outro lado L}, (¢) = ||&/(¢)|| portanto ||c&’(¢)|| = 1 Note
que se ||a’(7)|| =1 paratodo ¢ € I temos que:

t !
La(t):/t Hoc’(t)Hdt:/t dt =1t —1.
0 0

Perceba que L (¢) difere apenas de uma constante do pardmetro ¢, logo o estd parametrizada
pelo comprimento de arco.

O

Teorema 2.4 Toda curva regular o : I — R? pode ser reparametrizada pelo comprimento de
arco. De forma mais precisa fixado to € I existe uma bijecdo h : J — I de classe C™ definida

em um intervalo J sobre I, com 0 € J e h(0) = to, de modo que a curva B : J — R? dada por

B(s) = (oo h)(s) satisfaz || B'(s)|| = 1.
Demonstracao. Como « € regular temos que a fungdo comprimento de arco satisfaz:
Ly(t) = [l (1)]| > 0.

Deste modo L, € estritamente crescente e portanto € injetiva. Por outro lado temos que Ly
¢ continua, logo Ly (I) € um intervalo J. Portanto Ly possui inversa diferencidvel (Ver [8]
LIMA, corolario 6, pag. 274)

h:J—1.

Temos que Ly (fg) = 0, além disso temos que 0 € J e h(0) = tg, provaremos que 3 dada por
B(s) = (ccoh)(s) estd parametrizada pelo comprimento de arco. Sabemos que i = L', daf:
_ 1 _ 1

Ly (h(s))  [le(h(s))II
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Por outro lado temos:
B'(s) = [(aoh)(s)) = & (h(s))H (s).

Deste modo tem-se

1B ()]l = lle' (h(s))A ()] = ll e’ (h(s))[[|A ()] = 1.

2.5 Campo de Vetores ao longo de Curvas

Um campo de vetores X (¢) ao longo de uma curva parametrizada « : I — R? é uma
aplicagdo que associa a cada ¢t € I um vetor com origem em ¢(¢). Como a extremidade inicial
do vetor X (¢) é a(¢) entdo, para determind-lo, basta conhecer a extremidade final.

Definicao 2.12 Um campo de vetores de classe C" ao longo de uma curva o, é uma aplicacdo
X : I — R? de classe C". Geometricamente, o campo de vetores X é dado, em cada ponto
o(t), pelo vetor de extremidades o/(t) e X (t).

Definicao 2.13 Seja o uma curva parametrizada e regular, dada por o(t) = (x(t),y(1)),
entdo T(t) = (X'(t),y'(t)) é um campo de classe C* ao longo de o e denominado campo

Tangente.

Quando o esta parametrizada pelo comprimento de arco, tem-se ||7(¢)|| = 1, ou seja, T é um

campo unitdrio.

Defini¢iio 2.14 O campo N dado por N(t) = (—y'(¢),x'(¢)), também é um campo de classe

C*” ao longo de o e denominado campo Normal.

Note que, para todo ¢ € I, temos que N € perpendicular a 7', pois:

(T(1),N(t)) = —x'(1)y'(t) +¥'(1)x'(r) = 0.

Figura 2.1: Posicdo relativaentre N e T'.

N(t)

a(t) T(1)

Quando o estd parametrizada pelo comprimento de arco, tem-se que N € também um

campo unitdrio.
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Exemplo 11 Seja a : [0,27] — R? dada por o(t) = (RCos(t),RSen(t)) a parametrizacéo de
um circulo, entdo os campos de vetores tangente (T) e normal (N) sdo dados respectivamente
por

T(t) = (—RSen(t),RCos(t))

N(t) = (RCos(t),RSen(t)>

Definicao 2.15 Sejam X e Y dois campos de vetores de classe C" ao longo de uma curva o

e uma funcdo f : 1 — R uma funcdo de classe C", entdo podemos definir os campos X +Y e
fX por
X+Y)(0)=X(1)+Y (),  (fX)@)=f(1)X(),

os quais também serdo de classe C'. Seja X (t) = (X(t),Xz(t)) € um campo de classe C,

com r > 0, definimos a derivada de X por

X'(1) = (X{(1),X%(1)).
Deste modo, X' é um campo de vetores de classe C'~ L

Os campos de vetores X e Y satisfazem as seguintes relagdes abaixo:
L. (X+Y)=X+Y/;
2. (fX) =X+ rXx';
3. (XYY =X, Y)+(X,Y).

Proposi¢io 2.5 Se ||X|| = C (em que C é constante), entdo X'(t) é perpendicular a X (t),
para todo t € I, ou seja
X,X"y =0.

Se X e Y sdo perpendiculares para todo t € I, entdo
X'Y)=—(X,Y").
Demonstracdo. Derivando a equagio (X,X) = C, temos
X, X) = (X' X)+ (X, X") = (X', X)+ (X' X) =2(X'X) =0

consequentemente
(X', X)=0.

Para demonstrar a segunda parte, temos que X e Y sdo perpendiculares, dai (X,Y) =0,
derivando essa expressao obtemos:
(X,Y) =0.
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Usando 3., segue-se que
0

XY)+(Xx,Y"

ou equivalentemente
<X/7Y> = _<X7Y/>

2.6 Curvatura e Formulas de Frenet

Nesta secdo, vamos definir a Curvatura, deduzir as Férmulas de Frenet e as expressoes
para calcular a curvatura de uma curva qualquer e também os casos especificos das Conicas.
Consideraremos as curvas o : I — R?, onde a(s) = (x(s),y(s)), parametrizadas pelo compri-
mento de arco. Note que por hipétese o' (s) # 0, deste modo pelas defini¢des (2.13) e (2.14)
os campos de vetores, tangentes e normais, unitdrios de classe C™ ao longo de a estdo bem
definidos por

Note que {T,N} é uma base positiva do R.

Definicdo 2.16 Seja o« : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. O

referencial {T,N} é chamado referencial de Frenet da curva .

Sabemos que ¢ estd parametrizada pelo comprimento de arco, logo ||7'|| = 1. Assim,
pela proposicio 3.5 o vetor 7’ (s) é perpendicular a T (s). Por outro lado T e N geram o R?,
dai para cada s € I, T'(s) é paralelo a N(s). Deste modo, existe uma fung@o k, tal que para

cada s € I tem-se:

Defini¢iio 2.17 A funcdo k, que foi definida na equacdo T'(s) = k(s)N(s), é chamada de

curvatura de o em s € 1.

Note que a curvatura k(s) pode ser dada por:

Assim se o for de classe C*, entdo k : I — R é uma funcdo de classe C*. Sabemos que
IN(s)|| = 1, dai |k(s)| = ||T'(s)||. Geometricamente, tem-se || T(s)|| =1 e |[k(s)| = ||T’(s)

entdo a curvatura representa a variacdo da direcao do vetor tangente e consequentemente a

variagdo da mudanga de dire¢do da reta tangente a & em «(s). Em outras palavras, podemos

18



dizer que a curvatura é uma medida que quantifica o quanto a curva deixa de ser reta. Uma
forma de medir como a curva o(t) estd se curvando € verificar como o vetor tangente unitério

T varia ao longo do comprimento s da curva. Deste modo, a curvatura pode ser expressa

como
dT (s)
k(s)| =
(s) = | =
Por outro lado temos pela regra da cadeia que
dT (s) drdr| N4l N0
ds dt ds H Al e (@)
Portanto,
T’
)] = IO e

le ()]

Proposicao 2.6 A curvatura de uma curva regular o é identicamente nula se, e somente se,

o traco de o estd contido em uma reta.

Demonstrac¢do. Considerando k(s) = 0, temos |k(s)| = 0. Por outro lado ||T'(s)|| = |k(s)| =
0, dai T'(s) = (0,0). Sabemos que T estd definido num intervalo I e como T’(s) = (0,0)

temos que 7'(s) é um vetor constante V. Consequentemente:
SO +/ T So)—i—Vo(S—S())

Logo o trago de « estd contido em uma reta que passa po ¢(sp) e tem a dire¢do do vetor Vp.
Consideremos agora que o tragco de & estd contido em uma reta, sendo & parametrizada

pelo comprimento de arco, assim temos
OC(S) = Py+sW.

Derivando essa igualdade temos ' (s) = Vj, por outro lado a'(s) = T'(s), dai Vo = T (), mas
Vo € um vetor constante, portanto Vj = T’ (s) = (0,0). Consequentemente, k(s) = 0.

O

Sabemos que a norma do campo normal é constante, pois ||N(s)|| = 1, dai N'(s) é
perpendicular a N(s), consequentemente N'(s) é paralelo a 7' (s). Por outro lado, temos

T'(s) = k(s)N(s)
o que implica

("(5),5" (5)) = (=k(s)y' (), k(s)x'(s)).

~—

Portanto

N'(s) = (=Y"(5),4"(s)) = (=k(s)x'(s), —k(5)y'(s)) = —k(s)T (s).

Logo os vetores N e T satisfazem as equagdes denominadas Equacoes de Frenet:
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{ T'(s) = k(s)N(s),
N'(s) = —k(s)T(s).

Sabendo que toda curva regular pode ser reparametrizada pelo comprimento de arco,
veremos que podemos calcular a curvatura de uma curva regular que nao estd parametrizada

pelo comprimento de arco.

Definiciio 2.18 Seja o : I — R? uma curva parametrizada e regular, e seja B : J — R? uma
reparametrizacdo, da curva o, pelo comprimento de arco. Definimos a curvatura em o, em

t € I pela curvatura de B no ponto s € J correspondente ao pontot € I.
Essa curvatura pode ser expressa em funcio das coordenadas da parametrizacao o.

Proposi¢do 2.7 Seja o : I — R? uma curva regular definida por a/(t) = (x(¢),y(t)). Entdo,

a curvatura de . emt € I é dada por

X (0)y" (1) —x"(1)y' (1)

VIE@OP+0)2

Demonstracio. Seja 3 : J — R? uma reparametrizacio positiva de o pelo comprimento de
arco. Escrevendo

B(s(t)) = a(r) = (x(2),y(1)). (2.2)

(1) = k(s(1)) = (T (s(0)),N(s(1)) ) = (B"(s(6)) N (s(0)) ). 23)

Derivando a equacio (2.2) usando a regra da cadeia, obtemos

B'(s(2))s'(t) = o' (¢). (2.4)

Calculando a norma em ambos 0os membros da equagao

1B (s())s' )] = 1" (1))

Sabemos que 3 estd parametrizada pelo comprimento de arco, logo ||’ (s(7))|| = 1, conse-

quentemente:
') =l ()]l
Como 8 é uma reparametriza¢@o positiva temos s'(¢) > 0 daf

s'(t) = [l (1)]]- (2.5)

Derivando ambos os membros de (2.5) e usando a regra da cadeia, obtemos

I 1 1

(0 = e @) = (o), @) =5 (@), @) H) 2o (0), o (1))
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ou equivalentemente
(a'(r),a" (1))

SO =

Substituindo (2.5) em (2.4), obtemos

B'(s@)lle (1)l = &' (1)

ou ainda
o' (1)

B'(s(r)) = T ()]

Por outro lado derivando a equag@o (2.4), temos

o (1) = B"(s(1))(s' (1))* + B'(s(1))s" (1).
Substituindo (2.5), (2.6) e (2.7) em (2.8), obtemos
(a'(t),a" (1))

CO

a’(t) = B"(s(r))| e/ (1) ]|* +

Logo

s ) . )
PO = e~ Jemr ¢

Pela definicao de campo normal, temos

(—/().X(0))

NGO = )]

Temos por (2.2) que a curvatura é dada por

(2.6)

2.7)

(2.8)

(2.9)

Note que N(s(r)) é perpendicular ao vetor &'(t) = (x'(¢),)'(¢)), deste modo temos que a

curvatura é dada por

k(t):k(s(t))=< (1) (—y’(t),X’(t))>

le' O[> e ()l

ou equivalentemente

o W0y 0) (Y 0,00
km"‘“(’”‘< WO 0] >

efetuando o produto interno, obtemos

_ Xy () =x"()y' (1)
le'(£)11P

portanto




O
A seguir vamos deduzir as expressdes que representam as curvaturas das conicas:

Exemplo 12 (Curvatura do Circulo) Seja o(t) = (xo + RCos(t),yo + RSen(t)) uma para-
metrizagdo do circulo de centro C(xg,Yyo) e raio R, assim

o/(t) = (—RSen(t),RCos(t))

o (t) = (—RCos(t), —RSen(t)).
Logo

/(1) = \/R2Sen? (1) + R2Cos? (1) = VR?

= R7
entdo, sua curvatura é dada por:

R%Sen®(t) + R*Cos®(t) R> 1
k(t) = ===
R3 R R
Exemplo 13 (Curvatura da Elipse) Dada uma Elipse o.(t) = (xo + aCos(t),yo + bSen(t)),
dai temos

a'(t) = (—aSen(t),bCos(t))
a”(t) = (—aCos(t),—bSen(t))

|/ (1)]| = \/a2Sen? (1) +b2Cos(1)

entdo, sua curvatura é dada por:

bSen* bCos*
k() = abSen*(t) +abCos(t) ab

\/(azSenZ(t) +b2C0s2(t)>3 ) \/(azSenz(t) +b2C0s2(t))3‘

Observagio 2.1 Quando a=b =R, entdo a curvatura é k(t) = %, uma vez que trata-se de
um caso particular da Elipse que é o circulo.

Exemplo 14 (Curvatura da Parabola) Dada uma Pardbola o/(t) = (t,kt?), temos

o (t) = (1,2kt),

o (1) = (0,2K)

o' (1) = /1 +4k222.

Entdo, sua curvatura é dada por:




Exemplo 15 (Curvatura da Hipérbole) Seja um ramo da hipérbole
o (t) = (xo +aCosh(t),yo + bSenh(t)),

temos
a/(t) = (aSenh(t),bCosh(t)),

o (t) = (aCosh(t),bSenh(t))

|/ (1)]| = \/a2Senh? (1) + bCosh?(r).
Entdo, sua curvatura é dada por:

K1) = abSenh?(t) — abCosh?(t) _ ab

\/<azSenh2(t) +b2C0sh2(t)>3 \/(azsenh2(t) +b2C0Sh2(t))3 .

Para uma curva parametrizada na forma polar, também podemos calcular a curvatura,

usando o resultado da proposicao a seguir:

Proposicao 2.8 Seja r = r(0) uma curva regular, definida por uma equagdo polar. Entdo

sua curvatura k(0) é dada por

Demonstracdo. Seja a(0) = (x(0),y(0)) =r(6)(Cos(0),Sen(0)) a equagdo paramétrica
da curva dada por r = r(6). Deste modo, temos:

a'(0) = (x,y) =7 (CosH,Send) + r(—Senb,Cos0)

a”(0)=(x",y")=1"(Cos0,Sen0)+r (—Send,Cos0)+r' (—Send,Cos0)+r(—Cos0,—Sen0)
agrupando os termos semelhantes e reescrevendo-os em forma de produto
a’(0) = (x",y")= (" —r)(Cos8,Send) +2r' (—Senb,Cosh).

Substituindo as expressdes de X', x”, y' e ¥ na proposicao 3.7, temos:

k(8) = [F'CosO — rSen0][(r"" — r)SenB + 2r'Cos6)| — [(r" — r)Cos® — 2r'SenO][r'Sen6 + rCos0]

3
\/([r’COSG —rSen6)? + [r'Senb + rCosG]z)
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Agrupando os termos semelhantes e reescrevendo-os em forma de produto, obtemos

[¥/ (X" —r) — 2rr'][Cos@Send — CosOSen®] + [2r'> 4 r* — rr'](Sen*6 + Cos?)

k(6) =

=
\/|:I"/2C0S20 —2rr'Sen0Cos0 + r’Sen?0 + r'2Sen?0 + 2rr' Sen0Cos0 + r2C0329>

Cancelando os termos opostos (em relacdo a adi¢cdo)

2/ 72 — ¥

k(0) = =
\/<r2 [Sen?6 + Cos*6] + r'?[Sen?6 + C0s29]>
Pela relagao Fundamental da Trigonometria

r(0)%+2r(0)? —r(0)r(0)

\/<r(9)2 —I—r’(9)2>3

k(0) =

O

Seja o : [a,b] — R?, dada por o(t) = (x(t),y(t)) um a curva regular. Seja 6(s), com
0 < 6(s) < 2m, o angulo que o vetor tangente faz com o eixo x (Ver figura 2.2), ou seja
x'(s) =Cos(0),y (s) = Sen(0). Logo

0(s) = arctan (iﬁ;) ,0(s) # g) 3

Figura 2.2: Angulo do vetor tangente.
y

1

A proposicdo seguinte mostra que a curvatura de uma curva € a variacdo do angulo

formado pelo seu vetor velocidade e o eixo x:

Proposicdo 2.9 Seja a : [a,b] — R? uma curva de classe C* parametrizada pelo compri-
mento de arco e definida por o(s) = (x(s),y(s)). Seja 0(s) o dngulo que o vetor a!'(s) faz
com o eixo x. Entdo

em que k é a curvatura da curva «.
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N N

Demonstracdo. Considerando x'(s) # 0, temos 0(t) = arctan (%) Derivando essa ex-

pressao temos

—_—
R\
—~
“
~—
<
<
—~
%)
~—
R\
<
~—~
o2}
~—
'\<\
—
%)
~—

0'(t) =

—

1+<%>2 (X/(S) 2

ou ainda

o) = YO 6) =6
N ) R E

Como « estd parametrizada pelo comprimento de arco temos (x'(s))? + (/(s))? = 1, logo

o que implica

2.7 Interpretacio Geométrica da Curvatura

Esta secao € dedicada a interpretagdo geométrica da curvatura por meio do circulo
osculador. Sejam « : I — R? uma curva e k(s) a curvatura de « para cada s € I. O sinal da

curvatura nos fornece informacdes geométricas para curvas planas em R

2.7.1 Sinal da Curvatura

Sejatg € 1, se k(tp) > 0, entdo, para ¢ suficientemente proximo de #g, () estd contida
no semi-plano determinado pela reta tangente a & no ponto o(#y) e para o qual aponta o vetor
N(tp), ou seja, o vetor T’ possui 0 mesmo sentido do vetor N.

Figura 2.3: Curvatura Positiva.

Para provar esse fato mostraremos que a proje¢ao do vetor ¢ (1) — o.(tp) sobre o vetor

N(tp) assume um a valor positivo quando ¢ se aproxima de #y, ou seja, que a funcgéo
£(6) = {@(t) = alto).N (1))
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¢ maior do que zero. Note que

76y = (1) = (ext0)) ', N(t0) ) + { x(t) — x(t0), ().

Como a(ty) e N(to) sdo vetores constantes, temos
f(1) = <06'(t),N(to)> + <a(t) — a(to),0>.

Mas, <O£(t) - Oc(to),0> =0, logo

£(6) = (@' (1),N(10) )-

Por outro lado, &/ (¢) = T(t), consequentemente

F'(10) = (@ (10). N (1) ) = (T (10). N (1) ) = 0.

Logo 1y € um ponto critico de f e, por outro lado, temos

71(0) = (o' (0).N () ) + (' (0). (N (1)),

Sabemos que a derivada de uma constante € zero, assim
76 = (o"(0).N(t0) )+ ((1),0)

Mas, <oc’(t),0> =0ed’(t)=T'(1), logo

£"(0) = (o"(1),N(t0) ) = {T'(t), N (10) ).
Deste modo,
f"(t0) = (T"(10).N(10) ) = k{10) > 0.
Assim, tem-se que 7y € um ponto critico da fungéo f pois f'(zp) = 0, além disso 7y é um
minimo relativo estrito de f, pois f”(f9) > 0. Portanto, f(r) > f(tp) = 0, para t = 19, de-
monstrando o desejado.
Se k(tp) < 0, entdo, para ¢ suficientemente préximo de #, o(z) estd contida no semi-

plano determinado pela reta tangente & @ no ponto a(t) e para o qual aponta o vetor —N (fy),

nesse caso o vetor 7’ possui sentido oposto ao vetor N.

Figura 2.4: Curvatura Negativa.
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Neste caso, temos

f(to) = <a/(to),N(to)> = <T(t0),N(;0)> -0

(1) = <T'(to),N(to)> — k(1) < O,

ou seja, a fun¢do f possui um médximo relativo estrito em 7, logo f(z) < f(t) = 0, para

t = ty, demonstrando o desejado.

2.7.2 Valor da Curvatura

O valor da curvatura tem um sentido geométrico o qual estudaremos agora. Considere
k(to) > 0. Para cada p > 0, sejam P, = o(to) + pN () e Cp, o circulo de centro P, e raio p.
Consideremos a func¢do g, dada por:

g(t) = a(t) = P> —p*. (2.10)
Note que g(tp) = p> — p? = 0, portanto a(ty) € Cp,.
Por (2.10), temos
8(t) = (@(t) = Po, 1) = Pp ) — P
Substituindo P, por sua expressdo correspondente:
g(t) = (@(r) — alto) ~ PN (o), @(t) — a(t0) — pN(10) ) — p*.
Derivando ambos 0os membros, obtemos

¢/(1) =2(a(t) — alto) ~ pN(0), & (1) ). 2.11)
Logo
¢ (10) = 2( (1) ~ x(10) — PN (10), &' (10) )
Portanto
§/(t0) =2 —pN(10), o' (10) ).
Como N(ty) e o (to) sdo perpendiculares, temos

g'(to) =0.
Logo #y é um ponto critico de g. Por outro lado, derivando a equag@o (2.11):
g"(t) =2{a/(1), o/ (1)) +2( () — ex(to) — pN (1), & (1) ).
Como ||/ (1)[|* = (a'(t), /(1) ), tem-se
g"(t) =2/ (t)|* +2{e(r) — ex(to) — pN(10), & (1)).
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Mas o' (1) =T (tr) e &' (t) = T'(¢), logo

g"(1) =2|IT(0)[I* +2{e(r) — at(to) — pN(10), T'(¢)).
Assim,
g"(10) = 2[|T (0)||* +2(@(to) — ex(to) — pN(t0), T'(10))

Cancelando os termos opostos e usando o fato de ||7(7p)|| = 1, obtemos

g"(t0) =2+2(—pN(10),T'(10))
ou equivalentemente
g”(l()) =2 — 2[) <N(t0), T’(l‘o)>.
Mas k(to) = (N(to), T’ (10)), logo

g" (1) =2 —2k(1)p

Portanto, pelo teste da segunda derivada:

®sep> k(]T))’ entdo g"(t9) < 0, dai g possui um mdaximo estrito em 7y, logo para ¢

suficientemente proximo de #p tem-se que ¢(¢) estd contido no interior de Cj.

e sep< m, entdo g"(t9) > 0, dai g possui um minimo estrito em fy, logo para ¢

suficientemente proximo de 7y tem-se que «(t) estd contido no exterior de Cp.

e sep= @ temos g”(tp) = 0, entdo nada se pode afirmar.
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Figura 2.5: Circulo Osculador.

Definimos |

Po = =
k(to)
como sendo o raio de curvatura de ¢ no ponto #y, no caso em que k(f) < 0, definimos
1

k()|

Po =

Definimos também o ponto

Py, = a(to) + -~ N(to)

1
k(o)
como sendo o centro de curvatura ou ponto focal de o em 1y, dai o circulo Cp, de centro Py,
e raio po € chamado circulo osculador de o em fy. Esse circulo possui a mesma curvatura
que o no ponto fy (Ver figura 2.5). O lugar geométrico dos centros dos circulos osculadores

de uma curva é chamado de evoluta.

2.8 Centro e Raio de Curvatura das Conicas

A seguir, vamos deduzir as expressdes do raio e do centro de curvatura das coOnicas,
fazendo uso das parametrizacdes apresentadas na secdo 3.1 e das expressdes de curvatura

dessas cOnicas apresentadas na secdo 3.6.
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Exemplo 16 (Centro e Raio de Curvatura de uma Elipse) Seja o : [0,27] — R?, dada por
o(t) = (aCos(t),bSen(t))

uma parametrizagdo de uma elipse. Sabemos que a Curvatura de uma elipse é dada por

ab
\/(azSenz(t) +b2Cos? (t)>

Logo o raio de curvatura é dado por

k(1) = - #0.

\/(azSenz(t) + b2Cos? (t)> ’
ab

p(t) =

e temos que o centro de curvatura da elipse é dado pela expressdo

Substituindo a.(t), k(t) e N(t) pelas suas respectivas expressoes obtemos

3
\/(szenzt + b2C0s2t> 1

ab Va2Sen?t + b2Cost

(—=bCost,—aSent)

Py = (aCost,bSent ) +

ou equivalentemente

a’Sen’t + b*Cos*t
ab

Py, = (aCost,bSent) + (—=bCost,—aSent).

Efetuando o produto e a soma, temos

P <a2bC0Sl — a*bSen*tCost — b3Cos’t ab*Sent — a’Sent — aszosztSent>
p= ; :
ab ab

Simplificando as fracoes, obtemos

p (azCost — a%Sen*tCost — b*Cos’t b*Sent — a*Sen’t — szosztSent)
p= ; :
a b

Pela relacdo fundamental da trigonometria, temos:
Sen*(t) =1 —Cos*(t) e Cos*(t)=1—Sen*(t),

consequentemente

p <a2 (Cost —Cost + C0s3t) —b*Cos3t b* (Sent — Sent + Sen3t) — a2S6n3t>
[ )
a b
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o que implica

P (azCos3 (t) —b*Cos*(t) b>Sen’(t) —azSen3(t)>
p = ; :
a b

Colocando os termos comuns em evidéncia

2 2 2 2
b p2—
Py = (a Cos’ (1), 7 ? Sen3(t)>

a

que é o centro de curvatura da Elipse.

Observacdo 2.2 Quando a = b, temos P, = (0,0), pois trata-se de um circulo e o centro de

um circulo coincide com o seu centro de curvatura.

Exemplo 17 (Raio e Centro de Curvatura de uma Hipérbole) Seja um ramo da hipérbole
o(t) = (aCosh(t),bSenh(t))

Sabemos que a Curvatura de uma hipérbole é dada por

k(t) = — ab £0.

\/(szenh2 (1) + szosiﬂ(t}) ’

Logo o raio de curvatura é dado por

3
a’Senh?(t) + b2Cosh?(t)
p@=—¢< LZ t>

e o centro de curvatura da hipérbole é dado pela expressdo

Py =a(r)+ %N(t).

Substituindo a/(t), k(t) e N(t) pelas suas respectivas expressdes, obtemos

3
\/(azSenhz(t) +b2Cosh? (t))
ab+/a2Senh?(t) + b>Cosh?(t)

Py, = (aCosh(t),bSenh(t)) — (—bCosh(t),aSenh(t))

ou equivalentemente

(azSenh2 (t) + b*Cosh? (t))

Py = (aCosh(t),bSenh(t)) — ab

(—=bCosh(t),aSenh(t)).

Efetuando o produto e a soma, temos

P (dszOSht + a?bSenh*tCosht + b3Cosh’t ab*Senht — a>Senh3t — aszenhtCosh2t>
p= : .
ab ab
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Simplificando as fracoes, obtemos

P (aZCOSht + a?Senh*tCosht + b*Cosh3t b*Senht — a*Senh3t — szenhtC0sh2t>
p— ) .
a b

Por outro lado, temos pelas relagées das funcoes hiperbolicas que
Senh®(t) = Cosh*(t)—1 e Cosh®(t) = 1+ Senh*(r)

consequentemente

(az (Cosht +Cosh3t — Cosht) +b2Cosh’t b? (Senht — Senht + Senh3t> — azSenh3t>
P, = , .
a b

Logo,

P (azCosh3 (t) +b*Cosh®(t) b*Senh’(t) —a*Senh’(t) >
p— ) .
a b

Colocando os termos comuns em evidéncia

22 B2 — 2
Py = (a j_l_ Cosh3(t),TaSenh3(t)

que é o centro de curvatura da Hipérbole.

Exemplo 18 (Raio e Centro de Curvatura de uma Parabola) Considere a Pardbola o/(t) =
(t,kt*) do tipo (y = kx*). Sabemos que a Curvatura dessa pardbola é dada por

2k
k(t) = - #0.
\ (1+4002)
Logo o raio de curvatura é
3
(1+4k2)
) =
p(t) %

e temos que o centro de curvatura da Pardbola é dado por

Py =a(r)+ %N(r).

Substituindo o.(t), k(t) e N(t) pelas suas respectivas expressdes, obtemos
3
(1+a22)
2k V1 +4k%t2

Py = (t,kt?) + (—2kt,1)

ou equivalentemente
1 +4k*s2

P, = 2
» = (1,kt”) + T

(—2kz,1).
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Efetuando o produto e a soma, temos

b [k =2k — 8K 2724 1+4k%
P 2k ’ 2k '

Simplificando as fracoes, obtemos

6k%t% +1
Py=| -4k, ————

que é o centro de curvatura da Pardbola.
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Capitulo 3

Procedimentos Geométricos para
Encontrar o Centro de Curvatura de
uma Conica

O conceito de curvatura € bastante utilizado no dia a dia de maneira intuitiva, tais como
a curvatura da nossa coluna vertebral ou de curvas presentes em pistas automobilisticas ou
rodovias. Formalmente, para calcularmos a curvatura de uma curva & em um determinado
ponto fy associamos a um circulo que passa por fy € possui a mesma curvatura que ¢ em fg, O
centro e o raio desse circulo sdo chamados respectivamente de centro de curvatura e raio de
curvatura. Nosso objetivo nesse capitulo € encontrar o centro e o raio de curvatura de uma
conica usando apenas procedimentos geométricos. A determinacao dos centros de curvatura
e consequentemente das evolutas das curvas € algo que gera muita curiosidade. A seguir,
detalharemos um método descrito por ([12] YATES, 1951), para encontrar geometricamente
esses elementos: Centro de curvatura e Evolutas das Conicas.

Seja « : I — R? dada por a(t) = (x(t),y(t)) = (¢,y(t)) ou seja uma parametrizacio de
um gréfico de uma fung¢do, temos

a’(t) = (x"(1),y" (1)) = (0,"(r))
Substituindo as expressdes de x’, y', x”/ e y” na express@o de curvatura da proposigdo 2.7,

obtemos
X ()y"(t) =x"(1)y' (1) y’—oy Y

VIOP 00 PP (12 1y2)

Sendo R o raio de curvatura, temos

k(t) = 3.1)

(3.2)

~| —
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Substituindo (3.1) em (3.2)
(1+)°)3

R= y!

(3.3)

Seja |N| o comprimento do normal medido da curva para o eixo x, como mostra a figura

3.1, perceba que o segmento PC = y. Por outro lado, o vetor tangente a o tem coordenadas
o (1) = (1,Y).

Figura 3.1: Comprimento do normal medido da curva ao eixo x.

a(t)

‘ol
B ! T

Note que os angulos PBC e CPB do triangulo PBC sao complementares dai
0+ B =90".

Como os vetores tangente e normal sao perpendiculares, temos que o angulo DPB ¢ reto.
Consequentemente temos DPE = PBC = 6. Deste modo, os tridngulos PBC e DPE sao
semelhantes, logo

PB_ DP
CP ED’
ou equivalentemente
IN| _ V1+y”
ER
assim,
IN|=yV/1+y2.

Elevando ambos os membros ao quadrado,
N? =y*(1+y?), (3.4)
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Substituindo (3.4) em (3.3), obtemos que para qualquer curva plana que é parametri-

zada como um grafico de uma fung¢ao, temos:

()] ()| we
y y
|R| = y// y// ‘ = y3y// : (3'5)

Observacao 3.1 As expressoes 3.3, 3.4 e 3.5 contém todos os termos em modulos ou em
expressoes quadrdticas. Deste modo as mesmas também valem para as conicas, pois conse-
guimos expressar a parametrizacdo de uma conica em parametrizacoes de duas funcoes que

diferem apenas de um sinal.

Considere que R € o raio de curvatura de uma conica:
2 _ 2
v~ =2Ax+ Bx~, 3.6)

em que A é o semi-latus rectum. Definimos o latus rectum de uma conica como sendo a
corda focal (segmento de reta que passa por um do(s) foco(s) da conica de extremidade
pertencentes a mesma) cujo comprimento ¢ minimo. Em coordenadas cartesianas, dentro da
convencao usual de representacao candnica para elipses e hipérboles o comprimento do latus
rectum é dado por 24 = 27172 e na parabola é 2A = 4|p|.
([91 NUNES, 2014.)

Derivando a expressao (3.6), obtemos

2yy' = 2A +2Bx

ou equivalentemente

yy' = A+ Bx. 3.7
Derivando agora a expressao (3.7)
w'+()? =B. (3.8)
Multiplicando (3.8) por y?
VY + () =By (3.9)

Por (3.7) e (3.9), temos
y3y//+ (A +Bx)2 — ByZ_

Desenvolvendo, obtemos
¥y + A%+ 2ABx+ B*x* = By?

ou equivalentemente
y3y” = By2 —2ABx— B*x* — A%
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Consequentemente
y*y" = B(y* — 2Ax — Bx?) — A%

Por (3.7), temos y2 —2Ax—Bx* =0, logo
vy =—A%. (3.10)

Deste modo por (3.5) e (3.10), obtemos

N3 N3
R— —| =2 (3.11)
em que |N| é o comprimento do normal medido da curva para o didmetro focal.
Em coordenadas polares com polo em foco, a forma candnica de uma conica é
A
= 3.12
PL=1_" eCos(0) (3.12)

em que e € a excentricidade da conica. ([9] NUNES, 2014.)

Figura 3.2: Conicas

Note que PQ é normal a qualquer ponto P(p;, ), dai PQ coincide com a bissetriz do entre os
raios focais. Logo, pelo teorema da bissetriz interna (uma bissetriz interna de um tridngulo

divide o lado oposto em segmentos proporcionais aos lados adjacentes.)
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F
RO _ P2 (3.13)
FQO p
Se a unidade for adicionada ou subtraida de cada membro (para elipse ou hipérbole, respec-
tivamente):

RO FQ p2 p1

FQ FQ p1 pi

ou equivalentemente
FRO+FQ _ pa+p

FQ P1
Mas, F1Q+FQ =2ce py+ p1 = 2a, assim

2¢c 2a
FQ pi
logo
2C.p1
FQ= .
Q 2a

Por outro lado sabemos que e = ¢, consequentemente:
FQ=ep;. (3.14)

Agora, se H é o pé da perpendicular de Q em um raio focal e & um angulo que esse

raio faz com o normal,

Figura 3.3: Elipse
1’)

o
temos, PH
Cos(at) = —
V|
logo,
PH = |N|.Cos(ct). (3.15)
Por outro lado, Fi
Cos(0) = —
0s(0) 7O

ou seja,
FH =FQ.Cos(0).
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Por (3.14), obtemos

FH = ep;.Cos(0). (3.16)
Note que
PH = p; — FH.
Por (3.16)
PH = p; —ep1.Cos(0) = p1(1 —e.Cos(0)).
Por (3.12)

PH =A. (3.17)

No caso da Pardbola, usamos e = 1 e p; = A+ p;.Cos(6) = FQ. Deste modo, usando (3.15)
e (3.17), temos que os trés tipos de conicas obedecem a relacio:

PH = |N|.Cos(a) =A (3.18)

assim a projecdo do comprimento normal em um raio focal é constante e igual ao compri-
mento do semi-latus rectum.
Substituindo (3.18) em (3.11)

N |V 2
R = = = ||N|.S a)l.
‘|N|2.c052(a) Cos2(a)| ~ |INI:Sec’(@)
Portanto,
R=|N|.Sec*(ar). (3.19)

Assim, para localizar C, o centro de curvatura, desenhe a perpendicular ao normal
em Q encontrando um raio focal em K. A perpendicular em K a este raio focal encontra

o normal em C.

Figura 3.4: Construcdo do centro de curvatura.
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Para provar que de fato C € o centro de curvatura, mostraremos que o segmento PC
tem comprimento R. Note que os tridngulos PQK e PKC sdo retangulos em Q e K, res-
pectivamente. Deste modo, usando trigonometria no tridngulo retangulo temos no tridngulo
PQOK:

_ PK PK

consequentemente
PK = |N|.Sec() (3.21)
e pelo triangulo PKC, obtemos
PC
Sec(a) = —. 3.22
eclar) = o (3:22)
Substituindo (3.21) em (3.22), obtemos:
PC
Sec(q)) = —————.
ec(®) = N Sec(ar)
Portanto,
PC = |N|.Sec*(at).
Usando (3.19), chegamos em
PC =R. (3.23)

3.1 Centro de Curvatura de uma Elipse

Dada uma elipse & de focos F e F’ e seja By um ponto pertencente a §. Tracemos as
retas FF', FPye F'P,,

Figura 3.5: Elipsel

-
-
-
-

\
\PD -
\ -

tracemos a bissetriz do Angulo FPR)F' e denotemos por A o ponto de intercessio dessa bisse-
triz com a reta focal FF'.
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Figura 3.6: Elipse2

Tracemos a reta perpendicular a bissetriz PpA no ponto A, e denotemos por B a inter-
cessao dessa reta com a reta PoF'. Em seguida, tracemos a reta perpendicular a PyF' no ponto

B e denotemos por Py, a interse¢do dessa reta com a bissetriz PyA.

Figura 3.7: Centro de Curvatura da Elipse no ponto Fy.
\ | 5
HP{ e =

O ponto Py, é o centro de curvatura da Elipse & no ponto Py. O raio de curvatura pg é

o comprimento do segmento PyFp,.

41



Figura 3.8: Circulo Osculador da Elipse no ponto F.
Po

Tomando o lugar geométrico dos centros de curvatura de todos os pontos da Elipse,

temos o traco da Evoluta da Elipse:

Figura 3.9: Evoluta da Elipse.

3.2 Centro de Curvatura de uma Parabola

Dada uma parébola & de foco F, diretriz d e reta focal [ e seja By um ponto pertencente

ak.
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Figura 3.10: Parabolal.

Tracemos a reta PyF e também tracemos a reta t que € paralela a reta / e passa pelo

ponto Fy. E seja P| € ¢.

Figura 3.11: Parabola2.

Tracemos a bissetriz do angulo F PyP; e denotemos por A o ponto de intercessao dessa

bissetriz com a reta focal [.

Figura 3.12: Parabola3.
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Tracemos a reta perpendicular a bissetriz Fp)A no ponto A, e denotemos por B a inter-
cessdo dessa reta com a reta PoF'. Em seguida, tracemos a reta perpendicular a PyF' no ponto

B e denotemos por Py, a intercessdo dessa reta com a bissetriz FyA.

Figura 3.13: Centro de Curvatura da Pardbola no ponto F.

O ponto Py, € o centro de curvatura da Pardbola & no ponto Fy. O raio de curvatura pg

€ o comprimento do segmento FyFp,.

Figura 3.14: Circulo Osculador da Pardbola no ponto F.

Tomando o lugar geométrico dos centros de curvatura de todos os pontos da Pardbola,

temos o trago da Evoluta da Pardbola:
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Figura 3.15: Evoluta da Parabola.

©

3.3 Centro de Curvatura de uma Hipérbole

Dada uma Hipérbole, &, de focos F e F’ e seja By um ponto pertencente a &.

Figura 3.16: Hipérbolel.

Encontraremos o centro de curvatura através de procedimentos geométricos no ramo

da Hipérbole em que se encontra o ponto Fy. Tracemos as retas PyF e PyF’.
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Figura 3.17: Hipérbole2.

Tracemos a bissetriz do angulo F PyF; e denotemos por A o ponto de intercessdo dessa

bissetriz com a reta focal.

Figura 3.18: Hipérbole3.

Tracemos a reta perpendicular a bissetriz Fp)A no ponto A, e denotemos por B a inter-

cessdo dessa reta com a reta PyF .
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Figura 3.19: Centro de Curvatura da Hipérbole no ponto F.

Em seguida, tracemos a reta perpendicular a PyF no ponto B e denotemos por Pp, a

intercessao dessa reta com a bissetriz PyA.

Figura 3.20: Hipérbole5
e \

O ponto P,, é o centro de curvatura da Hipérbole & no ponto P. O raio de curvatura

Po € o comprimento do segmento FoPp,.
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Figura 3.21: Circulo Osculador da Hipérbole no ponto F

Tomando o lugar geométrico dos centros de curvatura de todos os pontos da Hipérbole,

temos o trago da evoluta da Hipérbole:

Figura 3.22: Evoluta da Hipérbole.

N

3.4 Construcao da Evoluta das Conicas usando o Geo Ge-

bra

Nesta se¢do, vamos detalhar todos os passos, usando o Geo Gebra, da construcdo das

evolutas das Conicas, seguindo o método descrito nas secoes 3.1, 3.2 e 3.3.

3.4.1 Evoluta da Elipse no Geo Gebra

Ap6s abrir o Geo Gebra, coloque o cursor do mouse sobre a op¢ao “Conicas’ e seleci-

one: “Elipse”.
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Figura 3.23: Passo el
e T e omm
REN R ENEE <
P g :

N

3 Hpdmole

N | pariboia

L

Entrada|

Coloque o cursor do mouse sobre a opcao “Elipse” e siga as instru¢des do Geo Gebra:
“Selecione dois focos e depois um ponto da Elipse”.

Figura 3.24: Passo e2
x> A o] AINJ=]+]
. e

Eloi————viu>

Elipse
Selecione dois ocos ¢, depois, um porta a elpse.

o~

Entrada|

Selecione a opg¢do “Reta definida por dois pontos” e trace a reta Focal, FF’, e as retas
PoF [ P()F ,.

Figura 3.25: Passo e3

Entrada:|

Selecione a op¢do “Bissetriz” e trace a bissetriz do angulo FPyF’.
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Figura 3.26: Passo e4

Eniraca|

Usando a ferramenta “Intersec@o entre dois objetos” encontre o ponto de interse¢ao,

denotado por A, entre a bissetriz do angulo FPyF’ e a reta focal FF' clicando nas duas retas.

Figura 3.27: Passo e5

Entrada:|

Selecione a ferramenta ‘“Reta perpendicular” e, em seguida, selecione o ponto A e a
bissetriz do angulo FRF'.

Figura 3.28: Passo e6

hll_52 Reta Perpendicular
Selecione primeio o porto e, depois, UM reta (ou segmento, ou semiets, ou vtor) 0

Enrada

Usando a ferramenta “Intersecdo entre dois objetos”, encontre o ponto de intersecao,

denotado por B, entre esta reta e a reta PoF'.
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Figura 3.29: Passo e7

Arquivo Edtar Bxitic Opges Ferramentas Janela Ajuda Entrar

N =EREEEENEE
. |

M| itersegao do Dois Objetos

Entrada|

Novamente, usando a ferramenta “Reta perpendicular”, trace a reta que passa por B e
€ perpendicular a reta PyF.

Figura 3.30: Passo e8
NSE e N ERENEE :
M —1 Reta Perpendicular o

Entrada |

Usando a ferramenta “Intersecdo entre dois objetos”, encontre o ponto de intersecao,
denotado por Py, entre esta reta e a reta bissetriz.

Figura 3.31: Passo €9

#rquivo. Editar B ventas Janela Ajuda Enfrar

D=ErNcEENER

Entrada |

Este ponto Py, € o centro de curvatura da Elipse no ponto Fy. Deste modo, para facilitar

a visualizacdo, “esconda” todas as retas e os pontos A e B usando a opc¢do “Exibir objeto”.
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Figura 3.32: Passo e10

EIxE clol<N]=]<

LI
EdbirObjeto

Entrada|

Usando a ferramenta “Segmento” trace o segmento PPy, o qual € denotado por raio
de curvatura e tem medida py.

Figura 3.33: Passo ell

Arquvo Ediar Exitir Opgdes Ferramentas Janela Auda Entar

r PR Gl 4] o
L S -

o~

Entrada:|

Usando a ferramenta “Circulo dados Centro e um de seus Pontos” trace o circulo Cp,
de centro Py, e que passa pelo ponto Fy, logo possui raio igual a pg. Este circulo € chamado
de Circulo Osculador e tem a mesma curvatura da Elipse no ponto F.

Figura 3.34: Passo e12

Arquivo Edtar Bxitir Opgdes Ferramentas Janela Ajda Enrar

NSNEENoEHENE

Entrada:|
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Clicando o botdo direito do mouse sobre o ponto Py, selecione a op¢ao “Habilitar

rastro”.

Figura 3.35: Passo el3

Entrada|

Clicando o botao direito do mouse sobre o ponto Py, selecione a op¢ao “Animar”.

Figura 3.36: Passo e14

frquivo Edifar Exibir Opgdes Fe

Eyonh

o

By

Ponto P,: Ponto sabre ¢

Enrada

Automaticamente, o Geo Gebra vai gerar a evoluta da Elipse, que corresponde ao lugar

Geométrico dos centros de curvatura de todos os pontos da Elipse.

Figura 3.37: Passo e15

Arquvo Edfar Exbir Opgles Fe

DSENEC

olaN=]+ ]

Entrada
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Figura 3.38: Passo el5.a

I —
DSNEN N EENEE
.

o~

Enrada

Figura 3.39: Passo e15.b
e . GG . -oE=

DNEREECEENEE
TH- e~ |

o~

®
Entrada |

3.4.2 Evoluta da Parabola no Geo Gebra

Usando a ferramenta “Ponto”, selecione um ponto para ser o foco da Pardbola.

Figura 3.40: Passo pl

sssss

NN CERENER

Edtar Exir Opgdes

| [
13 Ponto

Usando a ferramenta “Reta”, construa uma reta para ser a diretriz (d) da Pardbola.
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Figura 3.41: Passo p2

Arquivo Edtar xbir Opgdes Feramentas Janela Ajuda

cFRINER

Coloque o cursor do mouse sobre a op¢ao “Conicas” e selecione: “Pardbola.”

Figura 3.42: Passo p3
R e —
D= S0 s FEINEE :

TEoaer ) e

{3 ok cirsoans

Coloque o cursor do mouse sobre a opcdo “Pardbola” e siga as instrucdes do Geo

Gebra: “selecione primeiro o foco e, depois, a diretriz”.

Figura 3.43: Passo p4
. | |

NIREERc S ERNER '
12 Parabola

d

Usando a ferramenta “Reta perpendicular”, selecione o foco e a reta diretriz para tragar

a reta focal (/).
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Figura 3.44: Passo p5

Arquivo Edftar Bxbir Opches Femamentas Janela Auda Enta

Utilizando a opg¢ao “Ponto”, selecione um ponto Py da Parédbola.

Figura 3.45: Passo p6

Arquivo Editar Bxbir Opgles Feramentas Janela Aluda Enr

<]

Enrad:

Usando a ferramenta “Reta Paralela”, selecione o ponto Py e a reta Focal para tragar a

paralela a / passando por F.

Figura 3.46: Passo p7

Enrada

Utilizando a opg¢do “Ponto”, selecione um ponto P; na reta paralela a /, de modo que

Py seja interno a Pardbola.
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Arquivo Editar Edbir Opges Feram

% [A

Janela Aud:

Aok ]<]

Ponto
Cliaue na Jansla de Visuslizagio ou sobre um odjeto

Figura 3.47: Passo p8
N

Utilizando a op¢ao “Reta”, trace a reta PyF .

Figura 3.48: Passo p9

Envada:

Use a ferramenta “Bissetriz” e trace a bissetriz do angulo FFPyP;.

Figura 3.49: Passo p10
R 7 S| S
NEEEZEESENER

Envada

Usando a ferramenta “Intersecdo entre dois objetos”, encontre o ponto de intersecao,
denotado por A, entre a bissetriz do angulo F PyP; e a reta focal /, clicando nas duas retas.
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Figura 3.50: Passo p11
N=EE Y RNEE
T

Selecione a ferramenta “Reta perpendicular” e, em seguida, selecione o ponto A e a

bissetriz do angulo FFPyP;.

Figura 3.51: Passo p12

s - E el <N =] ==
e [ — .
PR ———
7
7
]
/ ’

Usando a ferramenta “Intersecdo entre dois objetos”, encontre o ponto de intersecao,
denotado por B, entre esta reta e a reta PoF.

Figura 3.52: Passo p13

Arquivo Edtar Exbir Opghes Femamentas Janela Auda Envar.

NS S ENEE

> intersegao de Dois Objetos .
‘Selecione dois objetos ou clique diretamente na intersegio P,

Novamente, usando a ferramenta “Reta perpendicular”, trace a reta que passa por B e
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€ perpendicular a reta PyF.

Figura 3.53: Passo pl14

Arquivo Editar Eubir Opghes Feramentas

&[>l

Reta Perpendicular |
Selecione pimer

Usando a ferramenta “Intersecdo entre dois objetos”, encontre o ponto de intersecao,
denotado por Py, entre esta reta e a reta bissetriz.

Figura 3.54: Passo p15

Arquivo Edtar Exoir Opgdes Femamentas Janela Auda

BRI [ol\ é,‘N =l

Este ponto Py, € o centro de curvatura da Pardbola no ponto Fy. Deste modo, para

facilitar a visualizagdo, “esconda” todas as retas e os pontos A, B e P; usando a op¢ao “Exibir
objeto”.
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Figura 3.55: Passo p16

Arquivo Editar Bxbir Opches Femamentas Janela Auda Entrar

NN EREEONENER

o st doF. A0
[T esronieo

A% Exioir Rétulo

& Havilitar Rastro

[/ Renomear

4. hpagar

Enrada 4 Propriedades

Usando a ferramenta “Segmento”, trace o segmento FyP,,, o qual € denotado por raio
de curvatura e tem medida py.

Figura 3.56: Passo p17

T _— e _—
s IR < N=]] T
:

=

Sele ontos

Usando a ferramenta “Circulo dados Centro e um de seus Pontos”, trace o circulo Cp,
de centro Py, e que passa pelo ponto Fy, logo possui raio igual a pg. Este circulo € chamado

de Circulo Osculador e tem a mesma curvatura da Pardbola no ponto Fy.

Figura 3.57: Passo p18

Arquivo Edltar Exbir Opges F

[y 5 eY
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Clicando o botdo direito do mouse sobre o ponto Py, selecione a op¢ao “Habilitar

rastro”.

Figura 3.58: Passo p19

Arquivo Editar Exbir Opghes Ferramentas Janela Ajuda

DSEE NN ENED o

Ponto i Intersegio del, |

i Proprisdades

Enada:

Clicando o botdo direito do mouse sobre o ponto F, selecione a op¢ao “Animar”.

Figura 3.59: Passo p20
[ P

Arquivo Editar Exbir Opghes Feramentas

DEENECSENEE

Enrada:

Automaticamente, o0 Geo Gebra vai gerar a evoluta da Pardbola, que corresponde ao

lugar Geométrico dos centros de curvatura de todos os pontos da Pardbola.

Figura 3.60: Passo p21

Arquivo Editar Bxbir Opches Femamentas Jansla Auda

SRR N CNENER &
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Figura 3.61: Passo p21.a

Arquivo Editar Exoir Opgdes Ferramentas Janela Auca Entrar

DR SENER =1:

3.4.3 Evoluta da Hipérbole no Geo Gebra

Ap0s abrir o Geo Gebra, coloque o cursor do mouse sobre a op¢do “conicas’ e seleci-
one: “Hipérbole”.

Figura 3.62: Passo hl

Arquivo Edtar Exbir Opgoes Feramentas Janela Auda Entar.

s AR

&3t coca o

Entrada:

Coloque o cursor do mouse sobre a op¢ao “Hipérbole” e siga as instru¢des do Geo

Gebra: “Selecione dois focos e depois um ponto da Hipérbole™.

Figura 3.63: Passo h2

Arauivo Editar Eutir Opgdes Ferrams

DR E RN

B
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Selecione a op¢do “Reta,” definida por dois pontos, e trace a reta Focal, FF’, e as retas

P()F [ P()F/.

Figura 3.64: Passo h3

Arquivo Edtar Bbir Opcdes Femamentas.

DR = ENESRENSR :
> P —

Selecione a opgao “Bissetriz” e trace a bissetriz do angulo FFPyP;.

Figura 3.65: Passo h4
-

Arquivo Editar Bxbir Opches Femamentas Jansla Auda

Enrada

Usando a ferramenta “Intersecdo entre Dois Objetos” encontre o ponto de intersecao,

denotado por A, entre a bissetriz do Angulo FPyP; e a reta focal FF’, clicando nas duas retas.

Figura 3.66: Passo h5
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Selecione a ferramenta ‘“Reta perpendicular” e, em seguida, selecione o ponto A e a

bissetriz do angulo FFPyP;.

Figura 3.67: Passo h6

Usando a ferramenta “Intersecao entre Dois Objetos”, encontre o ponto de interse¢ao,

denotado por B, entre esta reta e a reta PoF.

Figura 3.68: Passo h7
@ Gesm . -oE3

Arquivo Editar Bxbir Opches Femamentas Jansla Auda

N=EE NN

~ I | Intersegao de Dois Objetos
‘Selecione dols objetos ou clique diretamente na itersecao

Novamente, usando a ferramenta “Reta perpendicular”, trace a reta que passa por B e

€ perpendicular a reta PyF.

Figura 3.69: Passo h8
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Usando a ferramenta “Intersecao entre Dois Objetos”, encontre o ponto de interse¢ao,
denotado por Py, entre esta reta e a reta bissetriz.

Figura 3.70: Passo h9

Janela Aua e
o N e ]
| intersegéio de Dois Obg

Objetos
Selecione dols 0bjetos ou clique diretamente 13 ntersecio

Enrada

Este ponto Pp, € o centro de curvatura da Hipérbole no ponto F. Deste modo para
facilitar a visualizacdo, “esconda” todas as retas e os pontos A, B e Pj, usando a opg¢do
“Exibir objeto.”

Figura 3.71: Passo h10

Arquivo Edtar Bxbir Opgoes Feramentas Janela Ajuda Entar.

DNEREERENEE

Usando a ferramenta “Segmento”, trace o segmento PPy, o qual € denotado por raio
de curvatura e tem medida pg.
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Figura 3.72: Passo h11

Arquivo Edtar Exbir Opgoes Feramentas Janela Auda

xR ol <N #]

Entradz:|

Usando a ferramenta “Circulo dados Centro e um de seus Pontos”, trace o circulo Cp,

de centro Py, e que passa pelo ponto Fy, logo possui raio igual a pg. Este circulo € chamado
de Circulo Osculador e tem a mesma curvatura da Hipérbole no ponto Fy.

Figura 3.73: Passo h12

Arquivo Editar Bxbir Opgles Femamentas Janela Aluda

NSEEN N SEN

noc| =l e

Enrada:

Clicando o botdo direito do mouse sobre o ponto Pp,, selecione a op¢ao “Habilitar
rastro.”

Figura 3.74: Passo h13

Arquivo Editar Bxbir Opgles Femamentas Janela Aluda

nEENEINANEE

Enrada:
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Clicando o botdo direito do mouse sobre o ponto Py, selecione a op¢do “Animar.”

Figura 3.75: Passo h14
s - — ] |

Arquivo Editar Bxbir Opcdes Femrament

DS EE NS

&£ Haviltar Rasto

v o e
# ] exseonien
F ~ Exoktae

Enrada

Automaticamente, o Geo Gebra vai gerar a evoluta da Hipérbole, que corresponde ao

lugar Geométrico dos centros de curvatura de todos os pontos da Hipérbole.

Figura 3.76: Passo h15

Arquivo Ediar Exblr Opgles Ferramentas Janela Auda

B S RS S AN =

Figura 3.77: Passo h15.a
e . Gt -@&E=

Arquivo Edtar Exoir Opghes Femamentas Janela Auda

DSEN N ERANER :
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Capitulo 4
Aplicacoes Fisicas de Curvatura

A ideia intuitiva de curvatura é bem difundida e utilizada em nossa sociedade. For-
malmente, este conceito também tem muitas aplicagcdes como, por exemplo, na aceleracdo

normal de uma particula ao longo de uma curva.

4.1 Velocidade e Aceleracao
Considere que o(t) determina a posi¢do de uma particula, no instante ¢, no plano.

Definimos a velocidade média entre os instantes de tempo ¢ e t + 4 como sendo o vetor:

_a(t+h)— o)
Vi = Y .

Definimos o vetor velocidade, ou velocidade instantdnea, como:

W) = }g% oc(t+h})l— o(t) _o(0).

Observe que o vetor velocidade é tangente a curva o¢. A norma do vetor velocidade é cha-
mada de velocidade escalar, dada por:

()| = [l ()| = %

A aceleracdo € definida como a taxa de variacdo da velocidade, logo

4.1.1 Componentes Normal e Tangencial da Aceleracao

Sabemos que o vetor velocidade é tangente a curva o(r), dai podemos reescrevé-lo

Vi) = @07 =TT () @
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Derivando a equagdo (4.1), usando a regra da cadeia, obtemos

d? d
alt) = E;T(r) + d—‘:T/(t). 4.2)

Por outro lado, temos por (2.1) e pela defini¢do (2.17), respectivamente, que

1T’ (@)l = Kl o' (1)1 (4.3)
e

() = T ()|IN ). (4.4)
Substituindo (4.4) em (4.2), temos

d’s ds, _,

a(t) = —5T(0)+ T (A)IN(). (4.5)

Substituindo (4.3) em (4.5)

d’s ds

a0y =310+ Lhja 0N,
Mas || (1)]| = &, logo
2
2
a(t) = %T(r) + (%) kN(t). (4.6)

Perceba pela expressdo (4.6) que o vetor aceleragdo pode ser decomposto em duas compo-

nentes, sendo uma componente tangencial e uma componente normal (ou centripeta).

a(t) =arT(t)+anN(t)

em que,
d’>s d, ,
aT—W—EHO‘(f)H 4.7)
€
d 2
A
ay = (E) k= (t)] . (4.8)

A componente tangencial da aceleracdo ar mede a taxa de variagdo do comprimento de v,
ou seja, mede a variacdo do moédulo da velocidade. J4 a componente normal ay mede a taxa

de variacdo da direcdo do vetor v.
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Figura 4.1: Componentes da aceleragdo.

Perceba que a componente normal da aceleracdo, ay = ||o/(¢)|*k, é a curvatura mul-
tiplicada pelo quadrado do médulo do vetor velocidade. Isso justifica o fato de termos que
nos segurar quando nosso carro faz uma curva acentuada (com curvatura grande) em alta
velocidade (||v|| grande). Se fizermos a mesma curva com o dobro da velocidade, sentiremos

a componente normal da aceleracdo quadruplicar.

4.2 Espelhos Esféricos (concavos e convexos)

Nesta secdo, abordaremos o conceito de curvatura aplicado em um conteido que in-
tegra a grade curricular da 2¢ série do ensino de Fisica: o estudo dos espelhos esféricos
(cOncavos e convexos).

Uma superficie lisa, no formato de uma calota esférica, que reflete a luz de maneira
regular (especular) é chamado de espelho esférico. Em uma calota esférica, temos a parte

interna e a parte externa.
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Figura 4.2: Calota Esférica.

Quando a superficie refletiva considerada for a interna, o espelho é chamado cdncavo;
jé nos casos em que a face refletiva € a externa, o espelho € chamado convexo.

Figura 4.3: Espelho concavo e convexo. (FONTE: [16])

Calota Esférica

Superficie Externa
Espelho Convexo

Superficie 1r|t+3ﬂ;é|~ 4
Espelho Cdncavo

Os elementos que compdem um espelho esférico sdo:

e Centro de Curvatura(C): que coincide com o centro da esfera da qual a calota faz parte;
e Raio de Curvatura(R): que coincide com o raio da esfera da qual a calota faz parte;

e Vértice do Espelho(V): € o ponto mais externo da calota;

e Eixo principal do espelho: a reta definida pelo centro de curvatura e pelo vértice;

e Eixo secundario do espelho: qualquer reta que passe pelo centro de curvatura, mas nao
pelo vértice;

e Abertura do espelho(): o angulo plano determinado pelos eixos secunddrios que

passam por pontos, A e B, diametralmente opostos, do contorno do espelho;
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e Plano frontal: qualquer plano perpendicular ao eixo principal;
e Plano meridiano: qualquer plano que contenha o eixo principal;

Os raios de luz que incidem num espelho esférico obedecem a algumas propriedades listadas
abaixo:

Todo raio de luz que incidir paralelamente ao eixo principal é refletido em uma dire¢ao
que passa pelo foco.

Figura 4.4: Reflexdo de Raios de Luz paralelos ao eixo principal. (FONTE: [14])

Espelho Espelho
Concavo Convexo
M

B
U

Se o raio de luz incidir no espelho em uma dire¢@o que passa pelo foco ele serd refletido

paralelamente ao eixo principal.

Figura 4.5: Reflexdo de Raios de Luz passando pelo foco. (FONTE: [14])
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Todo raio de luz que incide sobre o espelho, numa dire¢do que passa pelo centro de

curvatura, reflete sobre si mesmo. Isso ocorre porque esses raios coincidem exatamente com

os normais ao espelho pelos pontos de incidéncia.

Figura 4.6: Reflexdao de Raios de Luz passando pelo centro de curvatura. (FONTE: [14])
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E se o raio de luz incidir sobre o vértice, ele serd refletido de maneira que o angulo de

reflexdo seja igual ao dngulo de incidéncia.

72



Figura 4.7: Reflexdo de Raios de Luz passando pelo vértice. (FONTE: [14])
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Capitulo 5
Conclusoes

Um dos grandes desafios do ensino da Matematica atualmente € conseguir associar a
teoria com a prética, porém, como afirmou Lobachevsky, “Nao hd nenhum ramo da Mate-
matica, por mais abstrato que seja, que ndo possa vir a ser aplicado mais cedo ou mais tarde
aos fendmenos do mundo real.” A Geometria Diferencial € um desses ramos matematicos
considerados por muitos como abstrato, ndo obstante a mesma possui inimeras aplicagdes
que estudam e explicam situacdes e formas existentes em nosso cotidiano, como por exem-
plo a curvatura que é observada e facilmente interpretada em vadrias situagdes cotidianas.
Esse conceito “geométrico” € estudado e quantificado algebricamente através da Geometria
Diferencial.

Ao apresentar o contexto histérico da curvatura e das cOnicas, procuramos situar o
leitor da importancia de tais ferramentas matematicas. O estudo das curvas planas presente
em nosso trabalho fornece as defini¢des e resultados essenciais da Geometria Diferencial
para defini¢do do conceito de curvatura (em especial a curvatura das conicas) e deducao de
sua férmula algébrica associada a sua interpretacdo geométrica.

Uma grande contribui¢@o do nosso trabalho foi detalhar os procedimentos geométricos
para encontrar o centro de curvatura de uma conica, uma vez que € muito difundido o célculo
da curvatura por meio de férmulas algébricas e essa parte do nosso trabalho evidencia uma
faceta deste conceito que ndo € muito conhecida. Este procedimento abordado se credencia
como um possivel topico a ser abordado na disciplina de desenho geométrico no cursos de
graduacdo em Matematica e até para uma possivel abordagem no ensino médio, pois utiliza
apenas procedimentos geométricos elementares.

Por fim, abordamos uma das aplicacdes do conceito de curvatura, a componente nor-
mal da acelerac@o, que vem ao encontro com a noc¢ao intuitiva que temos de curvatura ao
longo dos trajetos sinuosos das rodovias e pistas automobilisticas. Foi uma satisfagdo elabo-
rar este trabalho e contribuir com mais uma fonte de pesquisa acerca do conceito de curva-
tura. Indicamos a leitura deste trabalho por parte dos professores de Matematica do ensino
médio, a fim de que compreendam com propriedade a curvatura e também sugerimos uma

abordagem com maior enfase deste conceito nessa etapa de ensino.
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