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Resumo

O presente trabalho aborda uma proposta para o estudo dos logaritmos baseada nas
etapas de sua construcao historica, focando na necessidade de sua engenhosa criacao e
no estudo dos métodos puramente algébricos, usados para construir as tabelas de loga-
ritmos. Associaremos as progressoes aritméticas as progressoes geométricas e, através
destas sequéncias, daremos uma proposta, até certo ponto, autoral, de como definir os
logaritmos, resgatando a parte historica dessa associagao e como isso foi efetivamente
feito. Como consequéncia, discutiremos limitagoes dessa associagao para conceitualiza-
¢ao dos logaritmos e trabalharemos com defini¢des e teoremas que serao de fundamental
importancia para a construgao de nossa proposta. Nossa abordagem apresenta os prin-
cipios fundamentais da criacao dos logaritmos classicos, resgata o papel das PAs, PGs
e da Andlise Matematica da reta real para a concretizacdo dessa criacdo. Encerra-
mos com uma proposta de atividade construtivista para sala de aula, com o intuito de
proporcionar, ao professor, uma sugestao de trabalho que possibilitara, ao aluno, uma

aprendizagem historica e significativa sobre os logaritmos, por meio de PAs e PGs.

Palavras-chave: Logaritmos. Historia da Matematica. Construtivismo.



Abstract

This work leads to a proposal for the study of logarithms based on the stages of their
historical construction, focusing on the need for their ingenious creation and on the
study of purely algebraic methods used to develop logarithm tables. We will associate
arithmetic progressions with geometric progressions and, through these sequences, we
will give a proposal, to a certain extent, original, on how to define logarithms, recovering
the historical part of this association and how this was actually done. As a consequence,
we will discuss limitations of this association for the conceptualization of logarithms and
work with definitions and theorems that will be very important for our proposal. Our
approach presents the fundamental principles of the creation of classical logarithms,
reclaims the role of arithmetic progressions, geometric progressions and Mathematical
Analysis of the real line for the realization of this creation. We close with a proposal for
a constructivist classwork, in order to provide the teacher with a work suggestion that
will enable the student to have a historical and significant learning about logarithms,

through arithmetic progressions and geometric progressions.

Keywords: Logarithms. History of Mathematics. Constructivism
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1 Introducao

As dificuldades em aprender mateméatica tém correspondido a um problema no en-
sino. Um fator consideravel é a desmotivagdo por parte dos alunos no que diz respeito
ao interesse em aprender e conhecer a matematica. Diante disso, percebemos a neces-
sidade de repensar e replanejar meios nos quais essa realidade possa ser modificada.

Pensando na possibilidade de se amenizar essa situagao, pretendemos desenvolver
uma proposta de trabalho que possa ser aplicada pelo professor de matematica em
suas aulas. Desse modo, é preciso criar um ambiente que estimule o aluno a construir
conhecimento; um lugar no qual ele se sinta motivado a descobrir e a relacionar a
matematica como uma necessidade humana, ou seja, um laboratorio de investigagao e
descobertas.

O logaritmo é um assunto abordado, por vezes, de forma mecanica, isto é, o pro-
fessor mostra o seu conceito, suas propriedades e alguns exemplos. Assim, nao se é
dada muita relevancia a necessidade da sua criagao, motivo pelo qual o aluno acaba
nao dando tanta importancia ao seu estudo.

E indispensével que o professor desenvolva a postura de pesquisador, e que agregue
as suas aulas conhecimentos que estao além dos livros didaticos como uma forma de
enriquecer o seu trabalho, acrescentando questionamentos e debates que levem os alunos
a agir, pensar e ir ao encontro das respostas. Com isso, o aluno ¢ estimulado na
participacao ativa do processo para a construcao do conhecimento, pois “aprende-se
agindo sobre o contetido a ser aprendido e retirando das ag¢oes sobre esse conteudo
qualidades proprias dessas agoes e nao mais dos conteudos apenas” (BECKER] [2012ab),
p.265).

Buscamos na histéria da matemaética inspiragdo para construir o conceito do loga-
ritmo, partindo da associagdo entre as progressoes aritméticas e geométricas e, através
do estudo destas sequéncias, elaboramos defini¢oes, teoremas e exemplos para constru-
¢do da defini¢do do logaritmo.

Como o intuito de desenvolver uma proposta que proporcione ao professor um
conhecimento histérico-construtivista do logaritmo e que esse estudo possa somar aos
seus conhecimentos contribuindo para o desenvolvimento de um trabalho que conduza
os seus alunos a aprendizagem significativa, apresentamos este estudo.

Esta pesquisa foi motivada pelo interesse em estudar sobre a histéria e a necessidade
de criacao dos logaritmos, embora tivéssemos o conhecimento de que os logaritmos, a
principio, foram desenvolvidos com o propésito de simplificar os calculos, ndo conse-
guia associar a abordagem dos livros didaticos a essa construcao. Porém, além dessas,

existiam outras inquietagoes com relacao aos logaritmos, como, por exemplo, como
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determinar log2? Como fizeram para construir as tdbuas de logaritmos sem o uso
da calculadora? Apesar de sermos sabedores da definicao e das propriedades, existia
uma forte necessidade de compreendermos o contetido a partir de seu aspecto historico.
Dessa forma, fomos impulsionados pela oportunidade de pesquisar acerca do tema lo-
garitmos e, com isso, obter respostas para nossos questionamentos, bem como oferecer,
aos professores, uma experiéncia construtivista com este estudo.

Para o desenvolvimento desta pesquisa, foi realizado um levantamento bibliografico
através de referéncias tedricas publicadas. Os principais resultados usados ao longo da
dissertacao estarao listados no apéndice. Deixaremos referéncias para as demonstra-

coes.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

Desenvolver uma proposta de trabalho para o estudo dos logaritmos envolvendo a

historia da matematica sob uma perspectiva construtivista.

1.1.1.1 Objetivos Especificos

o Analisar os processos historicos-algébricos usados na construgao das tabuas de

logaritmos;
o Discutir como os logaritmos apareciam nos livros didaticos antigos e atuais;
e Propor uma atividade histérico-construtivista para o estudo dos logaritmos.

o Elaborar um material que forneca conhecimento histérico-construtivista dos lo-

garitmos.

1.2 Organizacao

Para atender aos objetivos apresentados no tépico 1.1 desta secao, este trabalho
terd a seguinte organizagdo: no primeiro capitulo, considerado como a introducao,
apresentamos de forma resumida a necessidade de apresentar o estudo historico dos
logaritmos, a metodologia da pesquisa, e a motivagdo para o estudo do tema, seguido
dos objetivos e da estrutura do trabalho.

No segundo capitulo, apresentaremos as ideias do construtivismo associando esta
teoria a educacao para ressaltar a sua contribuicao na construcao do conhecimento,

com o suporte da historia da matematica para ressignificar do conceito de logaritmo.
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No terceiro capitulo, vamos discorrer sobre as competéncias e habilidades segundo
a BNCC (Base Nacional Comum Curricular) relacionadas as progressoes aritméticas e
geomeétricas, funcao exponencial e logaritmica e as peculiaridades entre as orientagoes
de ensino da matematica numa perspectiva construtivista.

No quarto capitulo, apresentaremos a “nossa definicao” para progressao aritmética
e geométrica. Definiremos o conceito de refinamento, uma releitura autoral para a
insercao de termos as PAs e PGs com resultados que serao de fundamental importancia
para a construcao do conceito de logaritmo e abordaremos o elo perdido entre o ensino
das progressoes aritméticas e geométrica e os logaritmos.

No quinto capitulo, apresentaremos o conceito de um sistema logaritmico, seguido
de uma definicdo ndo convencional para os logaritmos, com a resolucao de alguns
exemplos para explicar as limitagoes para conceitualizacao dos logaritmos através da
associacao entre PAs e PGs.

No sexto capitulo, apresentaremos a necessidade de aproximacao para determinar
o logaritmo de um niimero, tomando como exemplo o logaritmo de 2 na base 10, onde
sera utilizado as ideias de refinamento para chegar a esse resultado. Mostraremos,
também, as semelhangas entre o refinamento das PAs e das PG's, com a ideia aplicada
por Henry Briggs para determinar os logaritmos, trazendo pontos positivos e negativos
desta construcao.

No sétimo capitulo, falaremos sobre a construcao para a definicao formal dos loga-
ritmos, utilizando conceitos importantes da Anélise Real para argumentar e justificar
essa construcao, justificando a existéncia do logaritmo de todo nimero real positivo.

No oitavo capitulo, discorreremos sobre a histéria e a necessidade para a criagao dos
logaritmos, com recortes da obra original Arithmetica Logarithmica, de Henry Briggs.

No nono capitulo, apresentaremos uma proposta de atividade para o estudo dos
logaritmos numa perspectiva construtivista com auxilio da histéria da matematica.
No décimo e, ultimo, capitulo, mostraremos as contribuicoes deste trabalho para o

ensino e aprendizagem dos logaritmos.
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2 O construtivismo e as suas contribuicoes

para o ensino da matematica

O ensino da matematica, desenvolvido por meio da tipica aula tradicional que agrega
a0 ensino o excesso de contetidos e processos mecanicos de memorizacao para resolugao
de problemas, tem apresentado reflexos negativos no processo de aprendizagem, isso
porque, até certo ponto, o conhecimento nao é adquirido, mas apenas memorizado
e depois esquecido. Diante disso, a sala de aula torna-se um ambiente cansativo e
estatico, que nao desperta o desejo do aluno para o aprender.

Dessa forma, surge a necessidade de repensar o método de ensino aplicado. Mas,
como mudar essa realidade dentro da sala de aula, despertando, no aluno, o desejo
em descobrir e aprender sobre a matematica? Como o professor pode interferir e
dinamizar o ensino? Se fosse possivel entender como se da o processo para a construgao
do conhecimento de cada individuo e, trabalhando de acordo com essa realidade, seria
possivel atender as caréncias do ensino, principalmente quando se trata da matematica?

No decorrer do texto, procuraremos responder a esses questionamentos, tomando
como aporte tedrico as ideias do construtivismo e o uso da histéria da matematica em
sala de aula.

E importante compreender que cada individuo carrega em si seu modo de aprender.
Desse modo, o professor precisa estar sempre buscando atualizar suas praticas de ensino
para atender as especificidades que o aprender exige, esse é/foi motivo relevante para se
pensar em outras maneiras de trabalho que pudessem proporcionar melhores resultados
para o processo de ensino e aprendizagem.

No préximo tépico, discutiremos as implicagoes do construtivismo para o processo
de ensino e aprendizagem, para que possamos entender a importancia dessa perspectiva

para a construcao significativa do conhecimento.

2.1 As implicacoes da teoria construtivista no processo de ensino

e aprendizagem

Por muito tempo acreditou-se que a aprendizagem se dava apenas pela reprodu-
¢ao do conhecimento, onde o aluno era um simples repetidor do que era transmitido
pelo professor, sendo ele um agente passivo no processo da sua propria aprendizagem.
Vendo que esse modelo nao despertava no aluno o desejo em descobrir, educadores in-

terpretaram no construtivismo uma oportunidade para modificar a realidade do ensino.
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Por este motivo, muitos associam o construtivismo a um método ou metodologia de
ensino quando, na verdade,
construtivismo nao é uma pratica ou um método; ndo é uma técnica
de ensino nem uma forma de aprendizagem; ndo é um projeto escolar;
é, sim, uma teoria que permite (re)interpretar todas essas coisas,
jogando-nos para dentro do movimento da histéria — das culturas,

das sociedades, da humanidade e do universo. (BECKER, 2012aal
p.113)

Essa teoria foi desenvolvida pelo bidlogo, psicologo e epistemodlogo Jean Piaget, que,
interessado em investigar como se dé o processo de aquisicao do conhecimento humano
e observando o desenvolvimento da crianca, percebeu que este processo se constroi a
partir da interagao entre o sujeito e o objeto. (BECKER] 2012aa))

Assim, “construtivismo significa isto: a ideia de que nada, a rigor, esta pronto, aca-
bado, e de que o conhecimento nao ¢ dado, em nenhuma instancia, como algo terminado
— é sempre um leque de possibilidades que podem ou nao ser realizadas.”(BECKER,
2012aa;, p.113). Isso caracteriza o sentido do construtivismo na ciéncia e na filosofia,
bem como na epistemologia genética piagetiana.

Quando interpretamos a teoria construtivista com vistas as praticas pedagogicas,
percebemos caracteristicas que, aplicadas ao ensino, sao distintas de metodologias fre-
quentemente utilizadas, como é o caso do ensino em que o aluno é ser passivo na
construcao da aprendizagem. Segundo Becker, entendemos que

construtivismo na educacao podera ser a forma tedrica ampla que
retina as varias tendéncias atuais do pensamento educacional. Ten-
déncias que tém em comum a insatisfacdo com um sistema educa-
cional que teima em continuar (ideologia) essa forma particular de
transmissao que é a escola, que consiste em fazer repetir, recitar,
aprender, ensinar o que ji estd pronto, em vez de desafiar o sujeito
para agir, operar, criar, construir, inventar a partir da realidade vi-

vida por alunos e professores, isto é, pela sociedade. (BECKER]
2012aa), p.114)

Dessa forma, o construtivismo conquistou seu espago na educacao ao inserir o aluno
como ser ativo na producao do conhecimento, dando a oportunidade de agir, operar
e construir significados. Nao podemos pensar em aprendizagem sem interagdo, sem
descoberta, sem provocacoes, enfim, sem a participacao ativa do aluno no processo.

Entao, na perspectiva de ensino e aprendizagem incorporada ao modelo constru-
tivista esta presente a ideia central de Piaget, a qual explica que o desenvolvimento
cognitivo se da por meio dos processos de assimilagao e acomodacgao, que fazem parte
de um processo denominado equilibragao. Na assimilacao, o sujeito age sobre o objeto,
incorporando-o a seus esquemas disponiveis, ou seja, esta acao assimiladora transforma
o objeto. Para a acomodacao, o sujeito modificard os conhecimentos prévios para con-

seguir captar as novas informacoes. “Assimilagdo e acomodacao constituem as duas
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faces complementares entre si, de todas as suas agoes”. (BECKER, [2012aal, p.118)
Nesse processo, o sujeito usard os conhecimentos ja existentes para compreender o
novo, isso permite que o sujeito esteja em constante aprendizagem.

Para Moreira,

“[...]quando os esquemas de assimilagdo ndo conseguem assimilar de-
terminada situacdo, o organismo (mente) desiste ou se modifica. No
caso da modificagdo, ocorre a acomodacao, ou seja, uma reestrutu-
ragdo da estrutura cognitiva (esquema de assimilacdo existente) que
resulta em novos esquemas de assimilagdo. Se o meio ndo apresen-
tar problemas, dificuldades, a atividade da mente serd apenas de
assimilacdo; contudo, diante delas se reestrutura (acomoda) e se de-
senvolve. E mediante a acomodacio que se dd o desenvolvimento
cognitivo” (MOREIRA (1999} p.100)

Em outras palavras, quando o sujeito nao consegue assimilar determinada situagao,
a mente desiste de compreender ao determinado problema ou ela se modifica para que
ocorra a acomodacao. No momento em que a mente se modifica, o sujeito serd colocado
diante de outras situagdes nas quais a mente continuara com o processo, ou seja, desiste
ou modifica, e é dessa forma que acontece a construcao de novos esquemas de assimila-
¢ao, resultando no desenvolvimento cognitivo. Assimilacao e acomodacao sao processos
que estao em permanente equilibrio, sendo que a cada perturbacao ou desequilibrio, a
mente procura construir compensagoes que buscam um equilibrio superior.

Quando associamos as ideias de assimilagao e acomodagao ao ensino, percebemos a
necessidade de trabalhar com situagoes que provoquem no aluno o desequilibrio, pois,
como Vvisto, para que acontega a aprendizagem, os esquemas de assimilacao precisam
sofrer acomodacoes, e isso s6 é possivel quando as atividades propostas despertarem
no aluno o desejo de descobrir, conhecer e resolver o problema, e assim acontecera a
descoberta e a construcao do conhecimento.

Para Becker, existem duas condi¢oes necessarias para que o conhecimento seja ad-
quirido,

(a) que o aluno aja (assimilagdo) sobre o material — objeto, experi-
mento, texto, afirmacdo, calculo, teoria, pesquisa, modelo, conteido
especifico, observacoes, dados coletados, reacdo quimica ou fisica, etc.
— que o professor presume que tenha algo de cognitivamente interes-
sante, ou melhor, significativo ou desafiador para o aluno; (b) que o
aluno responda para si mesmo (acomodagio), sozinho ou em grupo,
as perturbagoes provocadas pela assimilacao do material, ou que se
aproprie, em um segundo momento, ndo mais do material, mas dos
mecanismos intimos de suas agoes sobre esse material: o que ele fez,
por que fez dessa maneira, o que funcionou, o que deu errado, por

que deu errado, de que outra maneira poderia ter feito. (BECKER)
2012aaj, p.21)

-

E nos momentos de desequilibrio que a mente se abre para compreender novas

ideias, ou seja, frente ao desequilibrio, a mente tende a buscar resolver a determina-
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dos problemas, acarretando em novas experiéncias, passando para um estagio mais
avangado do conhecimento.

O desequilibrio gera uma reorganizacao das estruturas cognitivas em busca de um
equilibrio superior e, neste momento, acontece a construcao do conhecimento. Para que
isso aconteca, as atividades propostas devem partir de algo desafiador que desperte no
aluno o desejo de descobrir, para que sua mente se sinta motivada a modificar os seus
esquemas, e, assim, aconteca a aprendizagem. Se a situagdo proposta nao provoca a
curiosidade, a mente simplesmente desiste.

Segundo COLL, “a aprendizagem contribui para o desenvolvimento na medida em
que aprender nao é copiar ou reproduzir a realidade”. Desse modo, aprender esta
muito além do processo de repeticao, visto que estd associado a um processo de cons-
trugao, onde, através de estimulos, é possivel induzir o aluno ao conhecimento. “Para
a concepcao construtivista, aprendemos quando somos capazes de elaborar uma repre-
sentacao pessoal sobre um objeto da realidade ou contetido que pretendemos aprender.”
(ibidem)(SOLE; COLL; OUTROS| 2006, p.19)

Para que essa aprendizagem de fato aconteca, as atividades devem incitar o aluno
na busca pelo conhecimento, levando-o a questionamentos que vao de encontro as
respostas criadas por ele. Nao se pode dizer que esse é um procedimento simples, uma
vez que requer planejamento e dominio dos conteidos. Contudo, torna-se proveitoso
quando se trata de uma aprendizagem significativa.

Abordamos nesta secao, de forma bem sucinta, uma das vertentes mais famosas do
construtivismo que é a teoria de Piaget, com o objetivo de explicar o que é essa teoria
e mostrar algumas das suas implica¢ées no ensino. No proximo tépico, abordaremos o

papel do professor na utilizagdo dessa teoria em sala de aula.

2.2 O papel do professor para aplicacao do construtivismo em

sala de aula

Diante das discussoes da secao anterior, compreendemos que, para a teoria cons-
trutivista, o conhecimento acontece através da interagdo entre o sujeito e o objeto.
Entao, como o professor deve atuar para possibilitar um ambiente propicio a constru-
¢ao do conhecimento? Para que exista a interacao e, consequentemente, a construgao
do conhecimento, é importante que o professor modifique a sua postura, deixe de ser
transmissor do contetiddo como pronto e acabado e passe a ser um facilitador do processo,
proporcionando, aos alunos, experiéncias que lhes permitam agir, pesquisar, investi-
gar, inventar e, através dos conhecimentos prévios que cada um traz em si, instigar a

construcao de novos saberes. E preciso, contudo, tornar a sala de aula um laboratério
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de descobertas, rico em desafios, onde o aluno possa produzir e explorar suas ideias.
No ensino construtivista, a relagao entre os saberes, aluno e professor, acontece de
forma interativa e, quando bem trabalhada, proporciona uma troca de experiéncias
que desencadeiam a construcdo do conhecimento de forma significativa e nao mais
mecanica. Na Figura apresentamos um esquema, segundo (MORETTO, 2011]),
com relagao a abordagem construtivista no tocante a relagdo entre os conhecimentos

socialmente construidos (saberes), professor e aluno.

Figura 2.1 — Relagao saberes/professor/aluno na perspectiva construtivista

Saberes | . | Aluno

\

Professor

Fonte: Adaptado (MORETTO| [2011])

Percebe-se que o professor tem grande importancia quando se fala em ensino cons-
trutivista, dado que ele é um agente responsavel pela construcao da ponte que levara o
aluno até o conhecimento, ou seja, é através da sua aula que ele proporciona caminhos
para essa construcao. O bom seria se, para todo esse processo, existisse uma receita
na qual fosse necessario apenas seguir cuidadosamente cada passo e, assim, alcancar
o resultado desejado. Mas na realidade é bem diferente, pois os ingredientes dessa
receita sao os alunos, sendo que cada um possui uma composicao diferente e chegarao
cada qual com sua experiéncia e integrarao a sala de aula. Entao, cabe ao professor
gerar um ambiente propicio que faga a aprendizagem acontecer atendendo as diferentes
caracteristicas dos seus alunos.

“A fungao do professor é, portanto, provocar desequilibrios (o que em termos corri-
queiros significa fazer desafios)”(BECKER) 2012aa), p.131). Como provocar essa situa-
¢ao de desequilibrio para o aluno? Para propor essas determinadas situagoes, Macedo
relata que uma forte caracteristica do construtivismo é a tematizacao, definindo como:
“tematizar é por isso, reconstruir um novo conhecimento, para um velho e ignorado
saber, reduzindo a sua boa e mé funcao instrumental” (MACEDO), 2010, p.61), em
outras palavras, é necessario incitar o sujeito através de um conhecimento ja interno
para que ele possa chegar a um conhecimento mais avangado. Quando esse fato é as-
sociado a educacao, mostra o quao importante é tematizar para levar o aluno a uma

construcao do conhecimento.
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O trabalho do professor, em uma perspectiva construtivista, deve priorizar alguns

pontos como,

primeiro: é importante para o professor tomar consciéncia do que
faz ou pensa a respeito de sua prética pedagogica. Segundo, ter
uma visao critica das atividades e procedimentos na sala de aula e
dos valores culturais de sua funcdo docente. Terceiro, adotar uma
postura de pesquisador e nao apenas de transmissor. Quarto, ter um
melhor conhecimento dos contetidos escolares e das caracteristicas de
aprendizagem de seus alunos.(MACEDO| 2010, P.61)

O professor deve sempre refletir sobre as suas praticas para que possa planejar
melhor suas aulas, colocando o aluno diante de situagoes que provoquem o desequilibrio
e despertem a curiosidade, para que, assim, possa existir a construgao do conhecimento,
e isso s é possivel quando se tem uma visao critica das atividades, percebendo pontos
chaves para encadear no aluno o interesse.

Fica claro o quanto é importante, para o desenvolvimento dos educandos, que o
professor domine os contetidos a ser lecionados. Nao se trata de saber apenas para
transmitir, mas saber para propor situacoes nas quais o aluno apresente suas ideias,
formule hipdteses, para sistematizar, quando necessario (MACEDO, [2010). Deve-se
considerar o aluno como protagonista no processo de construcao do conhecimento.

E fundamental que o professor tenha argumentos para uma discussio e que, nesse
momento, ele consiga elaborar “perguntas inteligentes” que conduzam os seus alunos as
respostas, use suas estratégias para montar uma proposta de trabalho de acordo com
as necessidades de cada aluno. E tudo isso s6 é possivel quando o profissional conhece
e tem propriedade do que se ensina e transmite confianca para quem aprende.

Outro ponto importante é que o professor desenvolva a postura de pesquisador
para buscar ir além do que aborda o livro didatico e, dessa forma, oferecer todo um
suporte tedrico para a construcao de significados e respostas a todos os porqués para
a compreensao de maneira clara dos contetidos escolares nas diversas areas do conhe-
cimento. Cabe ao professor conhecer bem o seu aluno para trabalhar de acordo com
as dificuldades de cada um e, assim, adquirir competéncias e habilidades para o seu
desenvolvimento.

O professor é um mediador e orientador no processo da aprendizagem que deve
colocar o aluno diante de situagoes em diferentes circunstancias que promovam o co-
nhecimento e, ao mesmo tempo, um incentivador para esse processo de construgao,
colaborando para um ambiente que valoriza a interagdo, a troca de experiéncia e os

erros e acertos de cada aluno.
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2.3 A histéria da Matematica como recurso para o Ensino e

aprendizagem na perspectiva construtivista

A matematica comecou a ser pensada pelo homem muito antes de existir uma ci-
vilizacao, isso porque sempre existiu a necessidade humana para representar as nocoes
quantitativas. Com o desenvolvimento da sociedade novos desafios sociais e econémicos
surgiram e, com isso, a necessidade do pensamento matematico para realizar as ativi-
dades como contar, medir, representar. Com o passar dos séculos, o conhecimento foi
sendo construido por meio de investigagoes e exploragoes para que se pudesse chegar a
formalizacao dos conceitos como conhecemos hoje, sendo que varios personagens foram
aparecendo nessa histéria e acrescentando suas ideias, aperfeicoando outras ja exis-
tentes, iniciando estudos através de uma matematica intuitiva, inspirados pelo mundo
fisico, até chegar ao conhecimento abstrato.

Quando falamos em ensino e aprendizagem da mateméatica, muitos associam essa
area do conhecimento a um estudo pronto e acabado, como se nao existisse uma ne-
cessidade de se pensar nos conceitos, explorar, investigar para se chegar a matematica
que conhecemos hoje. Vivemos um momento na educagdo em que comumente ques-
tionamentos sao realizados: Por qué? Para qué? Onde? Qual a importancia desse
contetdo? Onde posso utiliza-lo? Nossos alunos sentem a necessidade de compreender
o porqué de estudar matematica e qual a relagao tem a aplicagao dessa disciplina com
as diversas atividades cotidianas.

Por mais que a matematica seja caracterizada por muitos como uma disciplina di-
ficil, cujo alguns dos contetidos nao fazem sentido, por tras de tudo isso existe uma
sede de significados, de entender os porqués que cercam a matematica. Entao, precisa-
mos repensar nossas praticas, nosso planejamento, para buscar nesses questionamentos
levantados diariamente por nosso alunos o sentido e a importancia de estudar a mate-
matica.

E nesse momento que a historia da matematica entra como um recurso para o ensino,
pois, através dela, podemos despertar o interesse e agucgar a curiosidade do aluno,
levando-os a compreender porque surgiu esse campo do saber e qual a necessidade da
sociedade para pensar nessa construgdao, de modo que possa entender a matematica
nos seus aspectos escolar e cientifico, estabelecendo uma associacao entre o passado e

o presente. Nesse sentido,

o apoio da histéria como um recurso pedagdgico tem como princi-
pal finalidade promover um ensino-aprendizagem da Matemética que
busque dar uma ressignificagdo ao conhecimento matematico produ-
zido pela sociedade ao longo dos tempos. Com essa pratica, consi-
dero ser possivel imprimir maior motivagdo e criatividade cognitiva
as atividades de sala de aula durante nossa agao docente, pois esse
modo de conceber o ensino da Matematica pode constituir-se em um
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dos agentes provocadores de ruptura na pratica tradicional educativa
vivida até hoje nas aulas de Matemédtica.(MENDES| 2009a} P. 76)

Por esse motivo, elaborar uma proposta de trabalho que enfatize a historia e neces-
sidade de criagao de determinado conteido é proporcionar, ao aluno, um novo olhar
sobre a matematica. De acordo com Miguel e Miorim, a histéria da mateméatica como
apoio para praticas pedagogicas pode levar os alunos a compreenderem:

1) Matemadtica é uma criagdo humana; 2) As razdes pelas quais as
pessoas fazem matemadtica; 3) As conexdes da matemdtica com ou-
tras dreas; 4) Necessidades praticas, sociais, econdmicas e fisicas esti-
mulam desenvolvimento matemético; 5) A curiosidade estritamente
intelectual leva & generalizagdo de ideias; 6) Mudanga na percepgao
dos objetos mateméticos; 7) Abstracio em relagao a generalizacao da
histéria do pensamento matemadtico; 8) A natureza de uma estrutura,

de uma axiomatizacio e de uma prova. (MIGUEL; MIORIM, [2011},
p-33)

Desse modo, a histéria da matematica se caracteriza como um recurso que pode
proporcionar, ao ensino, a construgao de significados, mostrando a ligacao entre os con-
tetdos abordados em sala com as suas origens historicas e, demonstrando a necessidade
para a criacao dessa area do saber.

Segundo Mendes, “a realizacao de atividades histéricas no ensino da matematica
podem conduzir a investigacao em sala de aula, e isso pressupoe a participacao ativa
do aluno para a constru¢ao do conhecimento. (MENDES| [2009b, p.93) Por meio das
atividades, os alunos serao colocados diante de situagoes concretas que os mobiliza-
rao para trabalhar o seu modo de pensar, agir de forma dindmica, participativa e,
principalmente, com a constru¢ao do conhecimento caracterizando como atividades
construtivas.

Entao a realizagao de atividades que envolvem a historia da matematica aliada a
perspectiva construtivista proporciona ao ensino e aprendizagem condigoes favoraveis
a construcao do conhecimento, uma vez que estimula e aguca a curiosidade para en-
tender a relagdo entre o contetido escolar e a atividade humana, bem como amplia as
possibilidades de atrair o aluno, pois “a histéria da matematica é um elemento funda-
mental para perceber como teorias e praticas matematicas foram criadas, desenvolvidas
e utilizadas num contexto de sua época”. (D’AMBROSIO) 2008, p.27)

No Capitulo[8], apresentaremos uma proposta de atividade que envolve a abordagem
construtivista e a histéria da matematica associada aos logaritmos.

Diante das dificuldades para o planejamento de aulas que envolvam o estudo da
historia da matematica, muitas vezes por falta tempo e em outras situagoes por falta
de formacao, pretendemos, com este trabalho, oferecer um material que proporcione
ao professor um estudo histérico da criacao dos logaritmos e, a partir desse estudo

e compreensao, que o mesmo possa utilizar o conhecimento para acrescentar novas
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experiéncias para construcao do conceito dos logaritmos em sala de aula, assim como
para as atividades.

No proximo capitulo, apresentaremos as competéncias e habilidades relacionadas
ao estudo dos logaritmos de acordo com a BNCC (Base Nacional Comum Curricular),

bem como as contribui¢oes da teoria construtivista e sua relagdo com os pressupostos

normativos deste plano.
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3 Competéncias e habilidades do estudo

dos logaritmos segundo o plano da BNCC

Neste capitulo, apresentaremos as competéncias e as habilidades relacionadas ao
componente curricular da matematica e suas tecnologias, segundo a Base Nacional
Comum Curricular - BNCC, que, ao nosso ver, estao direcionadas ao estudos dos

logaritmos.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento de
carater normativo que define o conjunto orgénico e progressivo de
aprendizagens essenciais que todos os alunos devem desenvolver ao
longo das etapas e modalidades da Educacdo Basica, de modo a
que tenham assegurados seus direitos de aprendizagem e desenvol-
vimento, em conformidade com o que preceitua o Plano Nacional de
Educagdao (PNE). (BRASIL, 2018 p.5)

Sendo esse um documento norteador da educacao basica, mostraremos detalhes nas
orientagoes da area de matemaética e suas tecnologias na etapa do ensino médio que

favorecem a aplicacao da teoria construtivista.

3.1 Reflexos da teoria construtivista na area de matematica e

suas tecnologias na etapa do Ensino Médio

Como mencionado no capitulo anterior, o ensino da matematica apresenta-se como
uma proposta desafiadora, tendo em vista, as dificuldades encontradas para despertar o
interesse do aluno para descoberta e desenvolvimento nessa area do conhecimento. Com
o intuito de promover um ensino dindmico e a equidade entre as diferentes institui¢oes
de ensino, a BNCC apresenta uma proposta para o ensino baseada em competéncias e
habilidades que devem ser desenvolvidas visando, no ambito pedagogico, os direitos de
aprendizagem e desenvolvimento dos educandos.

De cordo com a BNCC as competéncias sdo “a mobilizagao de conhecimentos (con-
ceitos e procedimentos), habilidades (praticas, cognitivas e socioemocionais), atitudes
e valores para resolver demandas complexas da vida cotidiana, do pleno exercicio da
cidadania e do mundo do trabalho.” (BRASIL; 2018, p.08)

Na area de matematica e suas tecnologias, na etapa do ensino médio, a BNCC
propoe a consolidagdo, a ampliacao e aprofundamento das aprendizagens essenciais

desenvolvidas na etapa do Ensino Fundamental. Nesse sentido, o documento propoe
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a exploracao dos conhecimentos adquiridos para promover acoes que ampliem a cons-
trugdo de um novo saber, a fim de possibilitar aos estudantes uma conexao entre os
conteudos, bem como a relagdo da matemédtica com a aplicacao a realidade. (BRA-
SIL, 2018 Para que isso ocorra é importante que a sala de aula seja um ambiente que
promova e estimule a construcao do conhecimento.

Diante disso, precisamos provocar no aluno a curiosidade e o desejo pela descoberta
para o conhecimento e, de modo mais especifico, pela matematica. Para que este possa
se sentir motivado na construgao do seu proprio conhecimento. E, para a realizagao de
um trabalho que venha atender as expectativas do ensino preocupado com o desenvol-
vimento dos educandos, é essencial levar em consideracao todo o conhecimento prévio

do aluno.

Area de Matemética e suas Tecnologias diante da responsabilidade
de aproveitar todo o potencial ji constituido por esses estudantes,
para promover agoes que estimulem e provoquem seus processos de
reflexao e de abstracao, que deem sustentagao a modos de pensar cri-
ativos, analiticos, indutivos, dedutivos e sistémicos e que favorecam a
tomada de decisoes orientadas pela ética e o bem comum. (BRASIL),
2018, p.518)

De acordo com a BNCC, um trabalho de sustentacao para o desenvolvimento dos
alunos acontece quando se resgata a compreensao do conhecimento matematico de toda
a bagagem trazida pelo aluno, tanto na sua vivéncia social quanto a sua experiéncia em
sala de aula, pois ¢ através das potencialidades de cada aluno que é possivel desenvol-
ver um trabalho que reflita positivamente nas préaticas pedagdgicas, no conhecimento
formado e nas agoes de cada um, e, por meio desse conjunto, despertar o interesse e a
curiosidade para o aprender matematica.

Percebemos que o modo no qual o documento normativo descreve o ensino na area
da matematica apresenta reflexos de uma proposta de trabalho construtivista, que tem
como objetivo promover um ensino dinamico, inserindo o aluno no processo de ensino,
valorizando a interagao e a troca de experiéncias, para que possa acontecer a construcao
do conhecimento.

Para atender a esses propositos,

os estudantes devem desenvolver habilidades relativas aos processos
de investigacao, de construgao de modelos e de resolugao de proble-
mas. Para tanto, eles devem mobilizar seu modo préprio de racioci-
nar, representar, argumentar, comunicar e, com base em discussoes e
validagoes conjuntas, aprender conceitos e desenvolver representacoes
e procedimentos cada vez mais sofisticados.(BRASIL, [2018, p.519)

Assim, é preciso que todo profissional da educacao disponha de criatividade para
colocar em pratica as competéncias e habilidades propostas, de modo a desenvolver nos

alunos o interesse e o desejo por descobrir e aprender sobre a matematica. Como aponta
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Becker, o professor tem a fun¢ao de “segundo Piaget, inventar situagoes experimentais
para facilitar a invengdo de seu aluno” (BECKER, [2012aa, p.126).

Diante disso, percebemos que existe uma reflexdo acerca do conhecimento ja exis-
tente em cada aluno, da sua participagao ativa no processo de ensino e aprendizagem,
da valorizagao do seu modo de raciocinar, argumentar e comunicar, o que se configura
como uma perspectiva de ensino que valoriza a construcao do conhecimento.

Nessa perspectiva é preciso trabalhar no aluno o seu modo de ver e, entender os
problemas matematicos de tal maneira que ele possa sentir a importancia da mate-
matica para sua vida académica e cotidiana. O fato de ndo compreender o porqué de
estudar determinado assunto acaba gerando dificuldades para a compreensao da mate-
matica, mas, a partir do momento que as resposta para as perguntas sao encontradas,
o significado aparece.

Desse modo, o professor entra como uma peca-chave, pois, é através das respostas
aos questionamentos que o entendimento da matematica aparece. O docente sera a pega
que conduzira o aluno ao encontro das respostas. Para isso, se faz necessario garantir
um trabalho de investigagao e de valorizagao do conhecimento de cada educando. Deve-
se promover uma didatica que leve este ao encontro das respostas para as situagoes
problemas, nao sendo estas transmitidas de forma direta pelo professor, pois estaria,
assim, trabalhando apenas a memorizagao da resolugdo de um determinado problema.
O que se pretende é que o aluno, por meio dos seus esforgos e desejo de descobrir seus
resultados, produza o seu préprio conhecimento.

Assim sendo, os alunos serdo capazes de desenvolver habilidades que lhes propor-
cionarao o desenvolvimento do seu raciocinio para entender, formular, resolver e até
mesmo transmitir o seu conhecimento matematico, percebendo a sua importancia para

a vida cotidiana.

3.2 Competéncias e habilidades da BNCC que norteiam o estudo

dos logaritmos

O ensino dos logaritmos, por muitas vezes, ¢ visto pelo o aluno do Ensino Médio
como um conteuido sem importancia para o conhecimento, isso porque, nao se exibe a
necessidade de criagao dos logaritmos, tampouco se faz um resgate dos processos histo-
ricos. Um fator que contribui para esse pensamento é a forma como os logaritmos sao
abordados em sala de aula, por serem, quase sempre, apresentados através de proces-
sos pedagogicos centralizados na memorizacao da defini¢do, propriedades e repeticao
de exercicios, sem mostrar nenhuma relagao deste contetido com a sua aplicabilidade,

nem mesmo sendo associados aos conhecimentos prévios dos alunos para facilitar a
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compreensao do conceito. Diante disso, é importante desenvolver um trabalho que
mobilize o modo que o aluno tem de ver e entender a matematica e, em particular, os
logaritmos.

Para desenvolvimento de um trabalho que garanta as aprendizagens previstas para
o Ensino Médio no tocante aos estudos dos logaritmos, a BNCC apresenta as seguintes
competéncias especificas e habilidades:

A competéncia especifica 3 pressupoe habilidades para a aplicagdo de diferentes
estratégias na resolucdo de problemas em diversos contextos que favorecem a interpre-

tagdo e compreensao da realidade pelo aluno.

Competéncia especifica 3 - Utilizar estratégias, conceitos, defini-
¢oes e procedimentos matematicos para interpretar, construir mode-
los e resolver problemas em diversos contextos, analisando a plausibi-
lidade dos resultados e a adequacao das solugbes propostas, de modo
a construir argumentagao consistente.

Habilidades

(EM13MAT304) Resolver e elaborar problemas com fungoes expo-
nenciais nos quais seja necessario compreender e interpretar a varia-
¢ao das grandezas envolvidas, em contextos como o da Matematica
Financeira, entre outros.

(EM13MAT305) Resolver e elaborar problemas com funcdes loga-
ritmicas nos quais seja necessario compreender e interpretar a va-
riacdo das grandezas envolvidas, em contextos como os de abalos
sismicos, pH, radioatividade, Matematica Financeira, entre outros.

(BRASIL, 018, p.535-537)

A competéncia especifica 4 pressupoe habilidades voltadas para diferentes repre-
sentacao de um mesmo objeto matematico que devem ser utilizados de maneira com-

preensivel para que o aluno interprete e raciocine como resolver os problemas.

Competéncia especifica 4- Compreender e utilizar, com flexibi-
lidade e precisao, diferentes registros de representa¢cdo mateméaticos
(algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.), na busca de
solugdo e comunicacao de resultados de problemas.

Habilidade

(EM13MAT403) Analisar e estabelecer relagdes, com ou sem apoio
de tecnologias digitais, entre as representagoes de fungdes exponen-
cial e logaritmica expressas em tabelas e em plano cartesiano, para
identificar as caracteristicas fundamentais (dominio, imagem, cresci-
mento) de cada funcdo. (BRASIL| 2018| p.538-539)

A competéncia especifica 5 pressupde um conjunto de habilidades voltadas para a
capacidade de investigar, explorar conceitos, criar e argumentar através de explicagoes
que possam surgir das experiéncias vividas e observacoes dos fatos.

Competéncia especifica 5 -Investigar e estabelecer conjecturas a
respeito de diferentes conceitos e propriedades matematicas, empre-

gando estratégias e recursos, como observagao de padroes, experi-
mentacoes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou
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nao, de uma demonstragdo cada vez mais formal na validacdo das
referidas conjecturas.

Habilidades

(EM13MATS507) Identificar e associar progressoes aritméticas (PA)
a fungdes afins de dominios discretos, para analise de propriedades,
dedugao de algumas formulas e resolugdo de problemas.

(EM13MATS508) Identificar e associar progressoes geométricas (PG)
a funcoes exponenciais de dominios discretos, para andlise de pro-
priedades, dedugao de algumas férmulas e resolugao de problemas.
(BRASIL! |2018, p.540-541)

Assim, concluimos que as competéncias e as habilidades estao pautadas na elabora-
¢ao de estratégias para a resolucao de problemas matematicos, enfatizando a importan-
cia do compreender para que se possa fomentar argumentos consistentes na resolucao
de problemas, orientando o aluno a formulacao das suas respostas e firmeza na produ-
¢ao de conhecimento. Uma vez desenvolvidas essas competéncias, ele tera maturidade
de entender e transmitir o conteido matematico em estudo.

Diante disso, seria possivel definir os logaritmos através do conceito de progressoes
aritméticas e geométricas? Se sim, como abordar esse tema em sala de aula atendendo
as competéncias e habilidades da BNCC, mediante uma proposta construtivista?

Nos proximos capitulos, apresentaremos as respostas a esses questionamentos ofere-
cendo, ao professor, um aporte tedrico para a construcao e formulagao do conceito dos
logaritmos, seguida de uma atividade para aplicagao durante as aulas, com o objetivo
de contemplar os conceitos estudados, para que possa transferi-los para sua sala de aula
e propor, aos alunos, momentos de descobertas para uma aprendizagem significativa
com relagao aos logaritmos; bem como explorar outros conceitos, como o de PA e PG,
e mostrar como esses conteudos estao intimamente associados.

Portanto, esta proposta visa a desenvolver, através de uma perspectiva construti-
vista, o entendimento dos logaritmos e sua importancia para o desenvolvimento dos
calculos matematicos. Apresentaremos todo o sentimento histérico acerca da necessi-
dade de sua criacao e, com isso, desenvolveremos uma proposta que tem por finalidade
trabalhar as competéncias e habilidades definidas pela BNCC, de modo a promover a

aprendizagem.
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4 Uma abordagem de progressoes aritmeéti-
cas e geométricas para a conceitualizacao

dos logaritmos

Neste capitulo, discutiremos a relacao perdida entre o ensino das progressoes arit-
méticas e geométricas e os logaritmos; abordaremos o conceito destas progressoes para
que possamos definir o conceito de refinamento e, através deste, estudaremos resultados

que serao importantes para a conceitualizacao dos logaritmos.

4.1 O elo histérico perdido no ensino das PAs e PGs e os loga-

ritmos

Para resgatar a ligacao perdida entre o ensino das PAs e PGs e os logaritmos,
é conveniente que compreendamos como estes conteuidos estiveram relacionados no
passado. Interessado em desenvolver uma ferramenta capaz de simplificar os longos e
exaustivos calculos de multiplicagoes, divisoes e extracoes de raizes, uma vez que esses
demandavam muitas operacoes e poderiam induzir ao erro, como exprime, no prefacio
de sua obra Mirifici logarithmorum canonis descriptio (Descrigao da maravilhosa tabela

de logaritmos),

dado que nada (caros amadores apaixonados pela Matemédtica) é tao
desagradavel & pratica Matematica (freando e retardando os especia-
listas de cdlculo) quanto as multiplicagoes, as divisdes e as extragoes
de raizes quadradas ou cubicas de numeros grandes que, além do
incomodo devido ao seu tamanho, induzem a diversos erros perigo-
sos; como consequéncia, eu me dediquei a procurar por que meios
seguros e cdmodos poderia me livrar destas dificuldades. (ROQUE;
CARVALHO| |2019a;, p.230)

O proprietario escocés John Napier deu inicio ao desenvolvimento dos logaritmos,

observando que, associando-se os termos de uma progressao geométrica
2 13 14 m n
b,b”,b°, b7, ..., 0™, ... 0", ...
aos da progressao aritmética

1,2,3,4,....m,....n, ...,
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o produto b™ - b" = ™™ de dois termos da primeira progressao estd associado a soma
m + n dos termos correspondentes da segunda progressao(EVES| 2011). Diante disso,
percebemos a ligagao histérica entre as PAs e PGs e os logaritmos.

No entanto, como essa abordagem, que inspirou a construc¢ao do conceito do lo-
garitmos, apresenta-se nos livros didaticos? Serd que o aluno do ensino médio, ao se
deparar com um problema sobre logaritmos, tem a percepcao de que este conteudo
estd associado as progressoes? Os livros didaticos oferecem algum aporte tedrico que
proporcione ao aluno e ao professor o entendimento da ligacao entre as PAs e PGs e
os logaritmos?

Ao analisar livros didaticos, percebemos que as partes introdutoérias apresentam,
de forma bastante resumida, a histéria e a necessidade de criagdo dos logaritmos, ge-
ralmente acompanhadas de uma situagdo problema que envolve uma aplicagao pratica
no cotidiano e/ou de conhecimento do aluno.

Para as situagoes problemas propostas nos livros didaticos, temos a variacao de duas
grandezas, sendo que uma delas se apresenta como uma poténcia que é expressa em
funcao da outra variavel. Para uma melhor compreensao, observe a imagem retirada
do livro A.

Figura 4.1 — Situacao problema apresentada no Livro A

Situacao 2

Suponhamos que um caminhao zero-quildmetro
custe hoje R$ 120000,00 e sofra uma desvalorizagao
de 10% por ano de uso.

Depois de quanto tempo de uso o valor do veiculo
serd igual a RE 60 000,007

A cada ano que passa o valor do caminhdo fica
sendo 90% do que era um ano atras. Entao, seu
valor evolui da seguinte forma:

THMICSTOCKAET TY R CES

* apos 1 ano de uso:

90% de 120000 reais, ou seja, 108000 reais
- apos 2 anos de uso:

90% de 108000 reais, ou seja, 97200 reais
- apos 3 anos de uso:

90% de 97 200 reais, ou seja, 87480 reais

Mo Brasil, o transporte rodovidrio & um dos principais
e assim por diante. mieios de distribuicio de cargas.

O valor do veiculo em reais evolui, ano a ano, de acordo com a sequéncia:
120000; (0,9)-120000; (0,9)*-120000; (0,992 -120000; ...; (0,9¢-120000

em que X indica o nimero de anos de uso.
Para responder a pergunta feita, devemos resolver a equacao (0,9)* - 120000 = 60000, ou seja,
(0,9 = 0,5, que é uma eguacao exponencial.

Fonte: (IEZZI et al., 2016)

No exemplo exposto na Figura [£.1] as grandezas relacionadas sdo tempo e valor
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do caminhao depois de um determinado tempo de uso. Para resolucao deste problema
o Livro A propoe um estudo da desvalorizacao anual do veiculo, cujo objetivo final é
deduzir uma equagao que permita calcular o valor do veiculo em funcao do tempo de
uso. Para isso, é apresentada a construcao de uma sequéncia que mostra o valor do
veiculo em funcao do tempo.

Para responder a pergunta “depois de quanto tempo de uso o valor de veiculo
serd igual a R$ 60.000,007”, o Livro A apresenta a equagao exponencial (0,9)* = 0,5 e
descreve que, a principio, nao hé solucao pelo fato de nao ser possivel reduzir a poténcia
de mesma base, sendo, portanto, a equagao associada aos logaritmos. Apds deparar-se
com uma situacao cuja solucao nao pode ser determinada através da resolucao das
equagoes exponencias, os livros apresentam a defini¢do, consequéncias e propriedades
operatorias dos logaritmos, nessa ordem.

Propomos o questionamento: ao colocarmos as variaveis tempo e valor do cami-
nhao representando cada uma como sequéncia, a que ideia poderiamos associar estas
sequéncias? Observe que poderiamos analisar o problema proposto por um outro an-

gulo, como mostra a Tabela a situacao problema.

Tabela 4.1 — Representacao da situacao problema apresentada no Livro A

Tempo de uso do veiculo | Valor do veiculo
1 (0,9) - 120 000
2 (0,9)2 - 120 000
- (0,9)% - 120 000

Fonte: Elaboracao prépria

Analisando a Tabela percebemos que a sequéncia representada pelo tempo de
uso do veiculo é uma progressao aritmética de razao 1, enquanto a sequéncia que repre-
senta o valor do veiculo, uma progressao geométrica de razao 0,9. Por vezes conceitos
importantes, como é o caso da relacao entre as PAs e PGs com os logaritmos, passam
despercebidos pelo professor, assim como o livro didatico nao aborda de forma expli-
cita esta relagdo. Notamos assim, uma ruptura entre conteiidos que estao intimamente
associados.

Se o logaritmo é um valor que corresponde ao expoente de uma poténcia e no
exemplo em questdo temos uma sequéncia composta por varias poténcias, por que
buscar, nos logaritmos, a solugao para o problema proposto? Por que nao pensar em
alguma possibilidade de inserir termos nas progressoes para encontrar o x que soluciona

o problema?



Capitulo 4. Uma abordagem de progressées aritméticas e geométricas para a conceitualizagdo dos

logaritmos 34

Ao analisar o exemplo do Livro B, representado na Figura[£.2] percebe-se que acon-
tece situacao semelhante a do Livro A, isto é, para introduzir o conceito de logaritmo,

é trabalhado um problema e, em seguida, é apresentada a definicao formal.

Figura 4.2 — Situacao problema apresentada no Livro B

A taxa de crescimento diario de certa cultura de bactérias é de 5%. Em quantos
dias uma populagdo B, dessa bactéria ira triplicar, se a taxa de crescimento se
mantiver?

Para responder a essa pergunta, construiremos um quadro a partir das informa-
gbes apresentadas.

E
Dia Populagio 5
v e y
inicio B, §

¥

&
o dia B,=B, +B,-005=8,-105

2 dia B,=B +B,E|l35=lz-105=b,| 05)
By 105
; B,=B,+B,.0,05= B, . 105=8,-(105)
3e dia = Bactéria Stophylococcus oureus (aumento aproximado
Bp{ LOG) de 11800 vezes). Essa bactéria é encontrada em seres
humanos e outros animais
B, =B, +B,-0,05= B, - 105=B,-(1,05)
42 dia
B{105]
Lembre-se de que podemos
escrever porcentagem na
forma decimal, como
apresentada ao lado, isto é:
B,=B._+B,,-005=B,, 105=B,-(105] 6= =
enésimo dia o ! 5% 100 f0s
By 105[™

Fonte: (SOUZA; GARCIA], [2016)

Veja que o exemplo trabalha com duas grandezas. Sao elas: dias e quantidade
da populacao de certa cultura de bactérias. Perceba que a varidvel dia representa
uma progressao aritmética de razao 1, e a populacao das bactérias, uma progressao
geométrica de razao 1,05. Observamos mais uma vezes a proximidade do exemplo com
as progressoes aritméticas e geométricas.

Para solucionar as situagoes propostas, os exemplos apresentados pelo Livro A e
Livro B recorrem de imediato aos logaritmos, sempre com a justificativa de que as
equagoes nao podem ser reduzidas a poténcias de mesma base. Nao existe uma ex-
ploragao do problema com relagao as sequéncias que sao formadas, para enfatizar que
estas representam uma progressao aritmética e uma progressao geométrica. O inventor
dos logaritmos foi motivado por sequéncias que hoje conhecemos por progressoes arit-
méticas e geométricas para construir a brilhante ideia dos logaritmos. O que incentivou
uma descoberta se perdeu com o tempo. Nem mesmo no capitulo posterior dos livros
didaticos, que aborda as progressoes aritméticas e geométricas, existe associacdo entre
os conteudos.

Observe agora a Figura [£.3] que é recorte de um texto retirado do Livro A, apds
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ser apresentada a definicio e as consequéncias da definicio dos logaritmos. E bem
interessante como o livro aborda o contexto histérico, destacando o uso dos logaritmos
como ferramenta de cdlculo, chamando atencao para o fato de que a ideia do inventor
dos logaritmos, Napier, era o de associar os termos da sequéncia b, b2, b3, ..., b" com os
termos da sequéncia 1,2, 3, ..., n, seguido de um exemplo que mostra como simplificar

os calculos para multiplicagoes.

Figura 4.3 — Relato historico sobre os logaritmos apresentado no Livro A

A invencdo dos logaritmos %
Credita-se ao escocés John Mapier (1550-1617) a :

descoberta dos logaritmos, embora outros matemati- g

cos da época, como o suico Jobst Bargi (1552-1632) g

e o inglés Henry Briggs (1561-1630), também tenham %’

dado importantes contribuicoes. il Logarithmorum e | =
A invencdo dos logaritmos causou grande impacto A Canonir deferiprio, | K

nos meios cientificos da época, pois eles representavam B gl | Ejufque ufus, in ueraque g

um poderoso instrumento de calculo numérico que e 'Ilr{;n-wmmu,m:i.m.;..! %

impulsionaria o desenvolvimento do comércio, da na- AR e i

vegacao e da Astronomia. Até entdo, multiplicaces e g - .,“"]1;:"’:';:;””_ [

divisbes com nimeros muito grandes eram feitas com : IeANNENERERD, |8

auxilio de relagbes trigonométricas. . deodu, E
Basicamente, a ideia de Napier foi associar os termos Wiy - . e 3

da sequéncia (b; b?; b%; b*; bS; ...; b") aos termos de = mmn::f-:;fﬁﬁrimk-r'

outra sequéncia (1, 2, 3, 4, 5, ..., n), de forma que o A gEL_—r--no s _

produto de dois termos quaisquer da primeira sequénda =

(b - br = b*+*7) estivesse associado a soma x + y dos 2 26 N N i |

termos da segunda sequéncia. Frantispicio da obra de John Napier sobre loegaritmeos
Veja um Exemplo: datada de 1614.

1 1 2 3 4 5 6 7 3 9 10 11 12 13 14 15

2|2 |4 |8 |16 (32|64 |128|256|512| 1024 | 2048 [ 4096 | 8192 | 16394 | 32788

Para calcular 512 - 64, note que:
- o termo 512 de ‘2 corresponde ao termo 9 de 1 ;
- o termo 64 de ‘2 corresponde ao termo & de 1 ;
- assim, a multiplicagdo 512 - 64 corresponde a somade 9 + 6 = 15 em 1, cujo correspon-
dente em 2 & 32788, que é o resultado procurado.
Em linguagem atual, os elementos da 12 linha da tabela correspondem ao logaritmo em base 2
dos respectivos elementos da 22 linha da tabela.

Fonte: (IEZZI et al., 2016)

O livro ainda acrescenta que os elementos da 1? linha da Tabela se resumem aos
logaritmos na base 2 dos respectivos elementos da 2% linha da tabela, nao ficando
claro para o leitor, no caso o aluno, que essas sequéncias representam uma progressao
aritmética e uma progressao geométrica. Essa breve ligagao entre PA e PG com os
logaritmos, muitas vezes pode passar despercebido por aparecer numa pequena parte
do texto que apresenta um pouco sobre o contexto histérico.

O objetivo de apresentar um pouco dessa discussao com relagdo ao estudo dos

logaritmos associados as progressoes aritméticas e geométricas nao é para realizar uma
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critica ao modo como os livros didaticos apresentam os logaritmos, mas para que o
leitor, possa observar que a ponte que liga os estudos das progressoes aritméticas e
geométricas aos logaritmos foi rompida. Mesmo quando essa conexao é abordada, nao
lhe é dada relevancia, como é o caso do Livro A. Uma exploragao do exemplo poderia
até mesmo levar o aluno a questionar “como determinar os outros logaritmos que nao
pertencem a essas PAs e PGs?’E aqui seria necessario um estudo das progressoes.
Agora, vocé é nosso convidado para realizar este estudo e construir conosco o conceito
dos logaritmos por meio das progressoes.

O estudo para esta dissertacao foi inspirado na colegao de livros didaticos da editora
FTD, intitulada ALGEBRA CURSO SUPERIOR: Para o ciclo Colegial e admisséo as
Escolas Superiores, publicado no ano 1947 (PEDRO, [1947), no qual o estudo dos

logaritmos se apresenta intimamente associado as progressoes, que sao usadas para

definir e elaborar todos os conceitos pertinentes ao tema em questao.

Figura 4.4 — Capa do livito ALGEBRA CURSO SUPERIOR: Para o ciclo Colegial e
admissao as Escolas Superiores

Fonte: Acervo do orientador

Com esse trabalho, pretendemos proporcionar o resgaste do estudo dos logaritmos
por meio das progressoes aritméticas e geométricas, de tal modo que se possa conceituar
os logaritmos de forma significativa, nao apenas para ver a sua defini¢ao, mas também

para entender todo o processo histérico para sua construcao.
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4.2 A nossa definicdo para progressao aritmética e para progres-
sao geométrica

Neste tépico, abordaremos as definigdbes de progressoes aritméticas e geométricas
de tal modo que essas possam nos auxiliar na construcao do conceito que daremos
aos logaritmos. A definicdo apresentada é semelhante as usuais, embora contenha
algumas peculiaridades inerentes aos nossos objetivos, por esse motivo intitulamos “a
nossa definicao”. No decorrer do texto buscaremos, através de defini¢oes, exemplos e

teoremas, expressar o nosso objetivo de optar por essa conceitualizagao.

Defini¢ao 4.1. Uma progressao aritmética (PA) é uma sequéncia infinita da

forma

(PA), = (..., =3r,=2r,—r,0,7,2r,3r,...)

onde r € R, r > 0 e a diferenca entre cada termo da sequéncia e o termo anterior é

constante, chamada de razao.

Exemplo 4.1. A sequéncia infinita (..., —3v/2, —2v/2, —v/2,0,v/2,2v/2,3v/2, ...) é uma
PA de razio \/2.

Diremos que x pertence a (PA) se z é um termo da progressao aritmética (PA),
e, neste caso, escrevemos x € (PA). Diremos que (PA), C (PA), quando todos os
termos da (PA), também pertencem a (PA),. Considerando uma (PA),, ao inserir
meios aritméticos entre os termos consecutivos desta sequéncia, obtemos uma nova
(PA),» com uma maior quantidade de termos. Observe a representacao de um exemplo

na Figura 4.5 onde inserimos 4 termos entres os termos consecutivos.

Figura 4.5 — Exemplo de uma (PA), C (PA),

-1y € € €3 C a, C C; C; Cg Qusy

Fonte: Elaboracao prépria

Cada termo ¢; com i = 1,2,3,4,... pertence a uma nova (PA) de razdo r’, tal
que (PA), C (PA),. Mas como determinar r'? No préximo tépico apresentaremos
defini¢oes e resultados que serdo importantes para responder a este questionamento e

justificar essa construcao.

Definicao 4.2. Uma progressao geométrica (PG) é uma sequéncia infinita da
forma
(PG)y= (a0 %0 51,05 6%, )
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ondeq € R, q >0, ¢ # 1 e o quociente entre cada termo e o termo anterior é constante,
chamado de razdo.

A . . . 1 -3 1 -2 1 -1 1 1 1 2 1 3
Exemplo 4.2. A sequéncia infinita (..., (g) ,(g) ,(g) 1, (§> ,(5) ,(g) .

1
3

¢ uma PG de razdo

As defini¢oes para progressoes aritméticas e geométricas foram assim representadas
para que possamos, através delas, construir o conceito dos logaritmos no Capitulo [7]
A partir deste momento as PAs e PGs serdao sempre tratadas na forma padrao.

Como nosso objetivo nao ¢ apresentar um estudo detalhado das progressoes arit-
méticas e geométricas, mas, a partir delas, construir o conceito de logaritmos, nao
demonstraremos as férmulas utilizadas para determinar os seus termos, apenas as apre-
sentaremos, pois essas serao utilizadas em nosso estudo.

De modo semelhante a progressao aritmética, na progressao geométrica podemos in-
serir meios geométricos na (PG),, onde teremos (PG), C (PG)y. Veremos no préximo

topico como determinar a razao ¢’ a partir da razao q.

4.2.1 Inserir termos em uma PA e em uma PG

Considere uma (PA), e uma (PG),, nos quais os seus termos sao representados por
(PA)y = (oo G (ng1), Q—py vy G2, G, A, A1, A2y Ay Qi1 5 ---)
(PG)(] = (7 b—(n+1)7 b—m s b—27 b—17 b07 blu b27 s bnu bn+17 )7

comn €N, ap=0eby=1.
Para determinar o termo geral das progressoes aritméticas e geométricas, geral-

mente utilizamos as seguintes férmulas:

Tabela 4.2 — Formula para determinar o termo geral da PA e da PG

PA PG
an=a;+Mn—1)-7|b,=0b-¢"*

Fonte: (LAGES et al., [1998])

Dadas uma PA e PG, podemos inserir termos a essa sequéncias. Para isso, considere
a, e a,y dois termos consecutivos da (PA), e b, e b,y dois termos consecutivos da
(PG),. Ao inserir m meios aritméticos entre esses termos consecutivos, obtemos novas

PA, e PG, respectivamente, com as seguintes razoes:

Tabela 4.3 — Razdo da PA e da PG com a inser¢ao de m termos

PA PG
/! (a(n+1)*an) /! m\l/b(n+1)

r= m—1 q = bn
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Observe que as formulas apresentadas para determinar os elementos das progressoes
aritméticas correspondem a operacao de ordem superior na progressao geométrica, ou
seja, a adi¢ao é substituida pela multiplicagao, subtracao por divisao, a multiplicacao
por uma poténcia e a divisdo por raiz. Na Tabela[4.3]apresentamos 1’ e ¢’ em funcio dos
termos consecutivos da PA e da PG e, do nimero m de meios aritméticos e geométricos,
respectivamente, porém no decorrer do texto encontraremos uma expressao melhor para
apresentar essas razoes.

Buscaremos compreender como as ideias de PA e PG podem nos auxiliar na cons-

trucao do conceito de logaritmos.

4.3 O conceito de refinamento de uma PA e de uma PG

Neste tépico, apresentaremos o conceito de refinamento de uma progressao aritmé-
tica e de uma progressao geométrica. Observe atentamente cada definicdo, teorema e
demonstracao, uma vez que esses contribuirao para a construcao do conceito de loga-

ritmos.

Defini¢ao 4.3. Sejam os nimeros reais positivos v e r'. A (PA), é um refina-
mento da (PA),, se (PA), C (PA),.

Exemplo 4.3. A (PA). é um refinamento da sequéncia (PA);.

1
2

De fato, a sequéncia

(PA) n+1...),

[N

2n+1 3 1 1 3 2n+1
= (.r, — 1), — -y, =2, —, =1, ——,0, =, 1, =2, ...,n, ——
( ’ (TL+ )7 < 2 )7 Ty eeey ) 27 ’ 27 727 727 yeeey T )

¢ um refinamento da sequéncia

(PA)1=(..,—(n+1),—m,....,—2,-1,0,1,2,....on,n+ 1, ...),

uma vez que (PA); C (PA)

N

Definicao 4.4. Sejam os nimeros reais positivos q,q', com q,¢ # 1. A (PG)y é um
refinamento da (PG)q, se (PG)y C (PG)y.

Exemplo 4.4. A (PG) 5 é um refinamento da sequéncia (PG)z.
De fato, a sequéncia

2n+1 2n—1 2n—1 2n+1

(PG) sz = (2" (F5) 27 2= (B57) 275 270 273 20,25 2,27, .27 27,25, ),

¢ um refinamento da sequéncia

(PG)y = (...,27",...,272, 271 20 2 92 on ),
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uma vez que (PG)y C (PG), /5.

As defini¢oes de refinamento apresentadas serao importantes para o estudo e demonstra-

¢ao dos Teoremas que serdao abordados no préximo toépico.

4.4  Alguns resultados importantes sobre refinamento de PAs e

de PGs

Neste topico, discutiremos alguns resultados que serdo importantes para a construcao
do conceito dos logaritmos por meio das progressoes. Exibiremos, também, teoremas e de-
monstragdes que nos permitirdo determinar a razao de um refinamento para os casos de PAg
e PG; e estudaremos como esses resultados nos auxiliardo para construgdo do conceito de
logaritmo.

Quando apresentamos a defini¢cdo de refinamento seguida por exemplos na Secao deste
capitulo, percebemos que, dependendo da razao da progressao refinada, podemos obter uma
nova sequéncia com uma quantidade de termos bem superior a anterior.

Veja que, no Exemplo a (PA)% é um refinamento da (PA);, mas se toméassemos, por
exemplo, uma (PA)%, também teriamos um refinamento da (PA);, pois (PA); C (PA)TIO,
porém, com essa nova razao para a (PA) i terfamos uma quantidade de elementos entre
dois termos consecutivos bem maior que o refinamento da (PA);, quando tomamos r = %

Figura 4.6 — Refinamento do Exemplo

[=}
-
[ury

sle T
l= T
Elo +
Blo 1
Blv T
sl
Ble T

s+
2l 4
"
(=]

Fonte: Elaboracao prépria

Com isso, poderiamos pensar que, se optassemos por uma boa escolha para a razao da
progressao refinada, poderiamos inserir todos os termos que desejassemos a essa PA, ja que
poderiamos ter progressoes contidas em progressoes, o que nos conduziria a uma sequéncia
com todos os valores reais. Mas seria esse um processo possivel através do refinamento? Que
tal realizarmos um estudo para que possamos compreender melhor estas ideias e analisar até

onde podemos ir com o processo de refinamento? Observe os teoremas.
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Teorema 4.1. Sejam r e r’ nimeros reais positivos. A progressio (PA), é um refinamento

da (PA), se, e somente se, v’ = L para algum m € N.

Demonstragio. Inicialmente mostraremos que, se (PA), C (PA),s, entdo r’ = =, para algum
m € N.
Sejam pr e (p+1)r dois termos consecutivos da (PA),. Se (PA), C (PA),» entao (p+1)r,
pr € (PA),.
Como pr, (p+ 1)r € (PA),s, entdo, para algum m € N,
r

p+r—pr=m-r' =1 =—.
m

Portanto, 7’ = -, para algum m € N.
Agora, mostraremos que, se ' = L entdo (PA), C (PA),/. Para isto, considere a seguinte

sequéncia:
(PA) = (oo, =(mAD)r, —mr’, —(m=1)r", .., =2r", =" 0,77 2¢" .. (m=1)r",mr’ (m+1)7, ...,

2m — 1)’ 2mr’, (2m + )7, ...,).

r
Se r" = —, substituindo r’ na (PA),s, obtemos
m

ou seja,

(PA) = (... —(m—i—l)-(;) ,,—(m—l)(;) —2-<;) — (;) 0], (;) 2(7;) ,
o m—1). <;) [ m+1)- (;) v (2m—1) - (;) [2r] (2m + 1) <7;) ).

(E importante chamar atengdo para os destaques utilizados em alguns elementos (PA),/, que
enfatizam que (PA), C (PA),).
Portanto, se s = =, entdo (PA), C (PA),.

m

Teorema 4.2. Sejam q e ¢ nimeros reais positivos, com q,q # 1. A progressio geométrica

(PG)y € um refinamento da progressio (PG)y se, e somente se, ¢’ = q%, para algum m € N,

Demonstra¢do. Inicialmente mostraremos que, se (PG), C (PG)y, entdo ¢ = q%, para

algum m € N.
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Sejam ¢(P*1) e ¢? dois termos consecutivos da (PG),. Se (PG), C (PG),, entdao ¢ e
¢" € (PG)y
Como ¢PtY g7 € (PG)y, entao, para algum m € N,

q(p+1)

qp

Portanto, se (PG)q C (PG)y, entdo ¢’ = qi, para algum m € N.
Agora, mostraremos que, se ¢/ = q%, entdo (PG)4 C (PG)y. Para isto, considere a seguinte

sequéncia:

(PG)y = (s (@) ™D ()™, ()™, (@) 72 (@) L (@)% s (@)™, (@)™,
(q/)(m—i-l)’ - (q/)(Qm—l)’ (q/)2m’ (q/)(2m+1)’ )

Se ¢ = qi, substituindo ¢’ na (PG),, obtemos

ou seja,
(PG)y = (... ()~ g1 | (gm)=0m=1) | (gm) ™2, (q#rl,,q%, (gm)?,...,

ER— 1 m - .
(gm) ™[], (qm) ™Y, . (gm) @D [ 2], ()@Y, L),

(E importante ressaltar que os destaques utilizados em alguns elementos da (PG)y foram
para enfatizar que (PG), C (PG)y).
Portanto, se ¢’ = q%, entdo (PG)y C (PG)y. [ |

Com as demonstracoes dos Teoremas apresentados sobre refinamento de PA e PG, pode-
mos refletir e questionar: “dado um x real, ndo pertencente inicialmente a uma progressao
aritmética ou progressao geométrica dada, é possivel obter um refinamento destas sequéncias,
tal que x pertenca ao refinamento?” Para essa discussao, vejamos os Teoremas e exemplos

abaixo.

441 Resultados sobre refinamento de PAs

Observamos, com os resultados do tépico anterior, que, ao refinar uma (PA),, podemos
inserir entre os termos consecutivos uma quantidade de termos tdo grande quanto se deseje,
dependendo da escolha para m, obtendo uma nova (PA),/, que é o refinamento da (PA),.
Com isso, somos seduzidos pela ideia de que, com o refinamento de uma (PA),, podemos
inserir qualquer nimero que se deseje, mas seria esse um processo possivel? Por exemplo, o

ntiimero /2 pertence a algum dos refinamentos da (PA),?
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De modo geral, buscaremos, com o estudo deste topico, responder ao seguinte questiona-
mento: dados x € R e uma (PA),, comr € Rer > 0, tal que z ¢ (PA),, é possivel encontrar
um refinamento (PA),» de (PA), de modo que = € (PA),»? Para encontrarmos a resposta

para este questionamento, dividiremos e estudaremos casos.
1° Caso: Dados z,7 € Q, com r > 0. Existe uma (PA), refinamento da (PA),, tal que
x € (PA)»? Sim. Para comprovar esse fato vejamos a demonstragdo do Teorema

Teorema 4.3. Sejam x,r € Q, com r > 0 e uma (PA),, tal que x ¢ (PA),. Entdo existe
um refinamento (PA), da (PA), tal que x € (PA),.

Demonstragio. Seja (PA),, um refinamento da (PA),, pelo Teoremar/ = .-, para algum
m € N. Suponhamos z € (PA),s, entao

para algum n € Z\{0}.

Sendo 7,z € Q, existem a, b, p,q € Z\{0}, tais que r = % er = B. Tomemos m = a.q e
q
n = b.p. Dividindo m por n, obtemos
m _ aq
n  bp’
ou seja,
=) ()
g \m b)’
()
r=n.{— ).
m
Portanto, x € (PA),. [ |

22 Caso: Dados x € R\Q e r € Q, com r > 0. Existe uma (PA),, refinamento da (PA),, tal
que z € (PA),»? Nao. E, para verificarmos este fato, vejamos a demonstracao do Teorema

44

Teorema 4.4. Sejam z € R\Q, r € Q e uma (PA),, tal que x ¢ (PA),. Entdo ndo existe
um refinamento (PA), da (PA), tal que x € (PA),.

Demonstragao. Se existir um refinamento (PA),» da (PA),, pelo Teorema r’ = I, para
algum m € N. Seja x € R\Q, vamos supor que = € (PA) =, entao

r=n ().
x:r.(;).

n 7’
Como — € Q e r € Q, concluimos que x € Q, absurdo.
m

para algum n € Z\{0}, ou seja,

Portanto, se z € R\Q e r € Q, ndo existe um refinamento (PA),» da (PA),, tal que x €
(PA),. [ |
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No inicio da Secao apresentamos o seguinte questionamento: “ o niimero /2 pertence
a algum refinamento da (PA)4? Podemos concluir, através do Teorema que nao é possivel.

Desse modo, apresentamos o Exemplo
Exemplo 4.5. O nimero /2 ndo pertence a nenhum refinamento da (PA).

32 Caso: Dados x € Q e r € R\Q, com r > 0. Existe uma (PA),s, refinamento da (PA),,

tal que z € (PA),»? Nao. E para verificarmos este vejamos a demonstragdo do Teorema

Teorema 4.5. Sejam z € Q, r € R\Q e uma (PA),, tal que x ¢ (PA),. Entdo ndo existe
um refinamento (PA),s, da (PA),, tal que x € (PA),.

Demonstragio. Sabemos que, se existir um refinamento (PA),s da (PA),, pelo Teorema

" = L, para algum m € N. Seja z € Q, suponhamos que = € (PA)

=)
-

Como = € Q er € R\Q, concluimos que z € R\Q, absurdo.

m
Portanto, se z € Q e r € R\Q, néo existe um refinamento (PA),» da (PA),, tal que z €
(PA),. [ |

, entao

r
m

para algum n € Z\{0}, ou seja,

O Exemplo [4.6] é uma aplicacao pratica deste Teorema.
Exemplo 4.6. O numero 2 nao pertence a nenhum refinamento da (PA)\ﬁ.

42 Caso: Dados z,r € R\Q, com r > 0. Existe uma (PA),s, refinamento da (PA),, tal que
x € (PA),»? Nem sempre.
A resposta nem sempre nos permite estudar os casos afirmativos e negativos. O Teorema

que segue, possui a resposta para os casos em que existe o refinamento da (PA),, tal que
U (PA)TI

Teorema 4.6. Sejam z,r € R\Q, com r > 0 e uma (PA), com x ¢ (PA),. Seja (PA),
um refinamento da (PA), entio x € (PA), se, e somente se, t = n T para algum
m

m,n € Z\{0}, mdec(m,n) = 1.

Demonstragio. Note inicialmente que, se (PA),» é uma refinamento da (PA),, entdo segue
r

do Teorema que 7’ = —, para algum m € N. Se z € (PA),, entdao
m

(3)

para algum n € Z\{0}, com (m,n) = 1.
”
A reciproca é imediata, pois se T =n () para algum m,n € Z\{0}, com m > 0, entao
m

x € (PA), comr' = L. [ |
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A demonstracao do Teorema é uma caracterizagdo dos x € R\Q que pertencem ao

refinamento da (PA),,. Segue o Exemplo como uma aplicagdo pratica do Teorema

V2
Exemplo 4.7. O numero \Sf pertence a algum refinamento da (PA) /3.

No Exemploapresentamos o caso em que x € R\Q néo pertence ao refinamento (PA),/
da (PA),.

Exemplo 4.8. O nimero v/2 ndo pertence a qualquer refinamento da (PA)ﬁ.

De fato, pois, se v/2 € (PA) 7, entdo

m

5-o(8).

para algum m,n € Z\{0}, com m > 0, ou seja,

V2 n

N
V2
N

[\3
*\ﬁ
W

absurdo, pois se m,n € Z\{0} entdo — € Qe € R\Q.

O estudo sobre refinamentos das PAs nos permitiu concluir que nem sempre é possivel
obter um refinamento (PA),» da (PA), dada, tal que todo ntimero real pertenca a (PA),.
Mas, ao considerar refinamento de PGs, seria possivel inserir todo nimero real desejado?

Para encontrar a resposta desse questionamento, vejamos a proxima secao.

4.472 Resultados sobre refinamento de PGs

Dada PG de razao ¢, com g > 0 e g # 1, conseguimos, com o refinamento dessa sequéncia,
inserir todo ntimero real positivo que desejemos? Por exemplo, dada uma (PG)3, existe algum
refinamento (PG)y da (PG)s, tal que § € (PG)y?

De modo geral, buscaremos ampliar o nosso estudo sobre refinamento das PGs com o
seguinte questionamento: dados € R e uma (PG), com ¢ € R, tal que ¢ > 0e g # 1, é
possivel encontrar um refinamento (PG)y de (PG)y de modo que z € (PG)y? Outra vez

optamos por estudar este questionamento em casos. Vejamos:
12 Caso: Dados z,q € Q, com ¢ > 0 e ¢ # 1, existe uma (PG)y refinamento da (PG)g, tal

que x ¢ (PG)y? Nao. Para comprovarmos esse fato, vejamos o teorema a seguir.

Teorema 4.7. Sejam z,q € Q, com ¢ >0 e q# 1 e uma (PG)y, tal que x ¢ (PG),. Entdo,
nao existe um refinamento (PG)y da (PG)q tal que v € (PG)y

Demonstragio. Se x,q € Q, com g > 0 e g # 1, entdo existem a, b, ¢, d € Z, com mdc(a,b) =
mdc(c,d) =1, tais que z = § e ¢ = §.
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Suponhamos que exista um refinamento (PG), da (PG)4 tal que « € (PG)y, entdo segue
do Teorema que ¢ = q%, para algum m € N. Se x € (PG)y, entdo

para algum n € Z\{0}. Consideraremos o caso em que n > 0, para o caso em que n < 0 a
demonstracao é anédloga.

Como = = § e ¢ = ¢, ao substituir na equacao (4.1)), obtemos

isto é,
am-dt=0"- ", (4.2)
Se a, b, ¢, d sdo nimeros primos, como mdc(a, b) = mdc(c,d) = 1, da igualdade (4.2)) temos
d|b™ e alc", pela Propriedade Fundamental dos Primos (HEFEZ, [2016)) d|b e a|c. Se d|b e alc
entdo d = b e a = c. Logo, x = q € (PG)y, absurdo, pois = ¢ (PG),.
Se a,b,c,d ndo sdo nuimeros primos, entdo pelo Teorema Fundamental da Aritmética

(HEFEZ, 2016) existem p1,p, ..., Pk, f1, f2, .., ft ndmeros primos, tais que a = py - pa - ... - D
ec=f1-fo-... fr. Assim

(pr-p2- )™ d" =0T (1 far s )" (4.3)

como mdc(a,b) = mdec(c,d) = 1, da igualdade , sabemos que existe algum p;, para
1 <i <k, que divide alguns dos fatores f; - fa - ... - f;. Suponhamos que p;|fi1, como p; e fi
sdo numeros primos, entdo p; = f. Utilizando a mesma ideia, concluimos que p2 = f2 e assim
sucessivamente, para todo k < ¢. Da igualdade , sabemos também que existe algum f,,
para 1 < p <, que divide alguns dos fatores p; - p2 - ... - px. Suponhamos que fi|p1, como p;
e f1 s@o nimeros primos, entao p; = f1. Utilizando a mesma ideia, concluimos que ps = fo e
assim sucessivamente, para todo t < k. Se k <t e t < k acontecem simultaneamente, entao
k = t. Portanto, a = ¢

Suponhamos sem perda de generalidade, que m > n, como a = ¢ podemos reescrever a
equagao do seguinte modo:
m-n

(Pl “p2 ... 'pk)

Se de fato isso ocorresse, entdo p;|b, para algum 1 < i < k, e implicaria no mdc(a, b) # 1,
pois p; é um fator de a, absurdo. Portanto, m =n e d=1>0. Logo z = ¢q € (PG)y, absurdo,
pois x ¢ (PG),.

Portanto, se z,¢ € Q, nao existe um refinamento (PG)y da (PG), tal que z € (PG)y. B

O exemplo a seguir foi um dos questionamentos inicialmente apresentados nesta secao,
onde concluimos, através do Teorema [4.7} que para z,q € Q nao é possivel obter um refina-

mento (PG)y da (PG), tal que o € Q pertenga aos refinamentos.
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1
Exemplo 4.9. O numero 3 ndo pertence a nenhum refinamento da (PG),.

De fato, pelo Teorema se (PG)y é um refinamento da (PG)2, entdo ¢’ = 2m para

algum m € N. Suponhamos que % € (PG)2;, entao

% = oG, (4.4)

para algum n € Z\{0}. Podemos reescrever a equacao (4.4) do seguinte modo:

1 m

- = 2", 4.5

3) (4.5)
Suponhamos que existem m,n € Z\{0}, com m > 0, que satisfazem a igualdade ({4.5]).
1 m

Se m,n > 0, entao 3) = 2", absurdo, pois, 0 < (%)m <le2™>2.
Sem > 0en <0, entao

3m=2" (4.6)
da igualdade (4.6) temos que 3|2". Se 3|2", pela Propriedade Fundamental dos nimeros
Primos (HEFEZ, 2016) 3|2, absurdo.

1
Portanto, nao existem m,n € Z\{0}, com m > 0 que satisfagam a equagao 1) Logo, 3

nao pertence a qualquer refinamento da (PG)s.

22 Caso: Dados x € R\Q e g € Q, com ¢ > 0 e ¢ # 1, existe uma (PG)y refinamento da
(PG)q, tal que z € (PG),? Nem sempre.

A resposta nem sempre nos permite pensar em situagdes onde nao conseguimos deter-
minar um refinamento da (PG), com ¢ € Q , tal que um ndmero irracional qualquer nao
pertenca a qualquer refinamento, sendo esse o caso apresentado no Exemplo E outras
em que conseguimos determinar o refinamento de uma (PG), com ¢ € Q, tal que um nimero

irracional qualquer pertence ao refinamento, conforme apresentado no Exemplo [£.17]
Exemplo 4.10. O nimero v/3 ndo pertence a qualquer refinamento da (PG)s.

De fato, pelo teorema se (PG)y é um refinamento da (PG)s, entdo ¢ = 2m, para
algum m € N. Suponhamos que /3 € (PG)ZL, entao

V3 =26 (4.7)
para algum n € Z\{0}. Podemos reescrever a equagao (4.7) da seguinte forma:

3m = 2% (4.8)

Suponhamos que existem m,n € Z\{0}, com m > 0, que satisfazem a igualdade (4.8]).

Se m,n > 0, entao
3m = 2%, (4.9)
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da igualdade (4.9) temos que 2|3™. Se 2|3™, pela Propriedade Fundamental dos nimeros
Primos (HEFEZ, 2016) 2|3, absurdo.

Sem > 0en <0, entdo

3m = (i)n (4.10)

absurdo, pois, 0 < (i)n <ledm™>1.
Portanto, nao existem m,n € Z\{0}, com m > 0 que satisfacam a equacdo (4.5). Logo, v/3

nao pertence a qualquer refinamento da (PG)s.

Exemplo 4.11. O nimero \/2 pertence a algum refinamento da (PG),.

De fato, basta tomar m = 4, e teremos a (PG)ﬁ refinamento da (PG)2. Note que,

V2 € (PG)2 1, uma vez que V2 = (2%)2. Outro refinamento foi mostrado no Exemplo
4.4 da Secao [4.3] Vejamos outra situagdo para o refinamento das PGs.

32 Caso: Dados z € Q e ¢ € R\Q, com ¢ > 0 e ¢ # 1, existe uma (PG)y, refinamento da
(PG)g, tal que x € (PG)y? Nem sempre. A resposta nem sempre nos permite estudar casos
em que x pertence a algum refinamento (PG), da (PG), e os casos em que nao existe esse

refinamento. Vejamos os exemplos:

Exemplo 4.12. O nidmero 2 pertence a algum refinamento da (PG)ﬁ.

Pelo Teorema se (PG)y é um refinamento da (PG), entdo ¢ = qi, para algum

1
m € N. Para m = 3, temos que ¢ = (2%)3, isto é, ¢ = 921, Como 2 = (2%)4, podemos
concluir 2 € (PG)2

1.
4
Exemplo 4.13. O nimero 3 ndo pertence a nenhum refinamento da (PG)z%’

De fato, pelo teorema se (PG)y é um refinamento da (PG)Q%, entdao ¢ = (ﬁ)m’

para algum m € N. Suponhamos que 3 € (PG)ML, entao

3 — on(3n) (4.11)

para algum n € Z\{0}. Podemos reescrever a equagao (4.11)) da seguinte forma:

3im — g3n (4.12)

De modo analogo ao que foi realizado no Exemplo mostramos que nao existem m,n €
Z\{0}, com m > 0 que satisfazem a igualdade (4.12)).
Portanto, nao existem m,n € Z\{0}, com m > 0 que satisfagam a equagao (4.12). Logo, 3

nao pertence a qualquer refinamento da (PG)2 3
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4¢ Caso: Dados z,¢ € R\Q com ¢ > 0 e ¢ # 1, existe uma (PG)y, refinamento da (PG)g,
tal que z € (PG)y? Nem sempre. Para comprovarmos esse fato, vejamos os exemplos que

seguem.

Exemplo 4.14. O nimero /2 ndo pertence a qualquer refinamento da (PG)\/g.

1
De fato, pelo teorema se (PG)y é um refinamento da (PG) g, entdo ¢’ = (V3)™
para algum m € N. Suponhamos que /2 € (PG)\/g%, entao

V2= (V3)m (4.13)

para algum n € Z\{0}. Realizando algumas manipulagdes algébricas, podemos reescrever a

equagao [£.13] como segue:

2m = 3", (4.14)

De modo andlogo ao que foi realizado no Exemplo [£.9] mostramos que nao existem m,n €
Z\{0}, com m > 0 que satisfazem a igualdade (4.14)).
Portanto, v/2 ndo pertence a qualquer refinamento da (PGQ) /3

No Exemplo apresentamos uma situacao em que o nimero irracional nao pertence a

(PG)q, com ¢ € R\Q. No Exemplo veremos uma situa¢do em que isso ocorre.
Exemplo 4.15. O nidmero v/3 pertence ao refinamento da (PG) 5

O Teorema é uma caracterizacio para o segundo e quarto casos estudados no refina-
mento da (PG), na Se¢ao 4.4.2, em que a resposta para os questionamentos apresentados foi
“nem sempre', ou seja, para que um valor de z € R\Q pertenca aos refinamentos da (PG),,

com ¢q € R, entdo x = ¢, para algum n,m € Z\{0}.

Teorema 4.8. Sejam ¢ € R, € R\Q com ¢ >0 eq #1, ex ¢& (PG),. Seja (PG)y um
refinamento da (PG),. Se x = gm , para algum n,m € Z\{0}, com m > 0, entio = € (PG).

Demonstragcdo. Basta notar que, sendo x = q%, z € (PG)y. |

Com isso, mostramos que, dada uma progressdo geométrica, nem sempre é possivel en-
contrar um refinamento de tal modo que se possam inserir todos os ntmeros racionais e

irracionais que se desejem.

4.4.3 Discussdes dos casos de refinamentos vistos anteriormente

Diante das discussoes e resultados apresentados no tépico anterior, percebemos que nem
sempre conseguimos inserir um ntmero real a um refinamento de uma progressao geométrica

de razao real ¢, com ¢ > 0 e ¢ # 1, ou a uma progressao aritmética de razao real r > 0.
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Entao, dados uma (PA), com r € R e z € R, quando serd possivel determinar uma
(PA),s refinamento da (PA), tal que z € (PA),»? Na Tabela[4.4] apresentamos os resultados

dos estudos que respondem a esse questionamento.

Tabela 4.4 — Resultados sobre refinamento das PAs

T ‘ r ‘ Resposta
reQ re@Q Sim
z € R\Q reQ Nao
x€eQ r e R\Q Nao
x € R\Q | » ¢ R\Q | Nem sempre

Fonte: Elaboracao prépria

Quando estamos trabalhando com refinamento de PGs, a situagdo serd um pouco mais
delicada, visto que nem sempre encontraremos um refinamento (PG)y da (PG),, tal que
z € (PG)y. Na Tabela apresentamos os resultados sobre o refinamento dividido em

Casos.

Tabela 4.5 — Resultados sobre refinamento da PGs

T ‘ q ‘ Resposta
reQ qeQ Nao
zeR\Q | ¢e€Q | Nem sempre

xreQ g € R\Q | Nem sempre
x € R\Q | ¢ € R\Q | Nem sempre

Fonte: Elaboracao prépria

Com o refinamento das PAs ou PGs, obtemos novas sequéncias também de PAs e PGs,
sendo que a sequéncia refinada estd contida no refinamento. Os resultados apresentados nos
mostraram que nem sempre é possivel determinar um refinamento dessas sequéncias tal que
todo ntimero real positivo x pertenca a algum refinamento. Para esclarecer o que acontece

com o refinamento destas sequéncias, tomemos, como exemplo, o refinamento de uma (PG)1g.

4.4.4 Uma pergunta final motivadora para os estudos subsequentes

Se (PG)y é um refinamento da (PG)19, pelo Teorema q = 10%, para algum m € N.
Tomemos como exemplo m = 10, isto é, ¢ = 101. Como estamos trabalhando com uma
PG, entdo cada termo do refinamento serda dado pelo produto entre seu antecessor e a razao,

ou seja,

(...,1071,1071,10 10, .., 10°, 1010, 1010, ..., 10%, 1010, ...)
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Na Figura apresentamos, através de uma reta, a (PG)1o e, em seguida, o seu refina-

mento para m = 10.

Figura 4.7 — Refinamento da (PG)1g

ot 10° 10t

] a 3 alLS a7
I

LT
10t

—
=4
(=]
=
2
=]
o
=
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k=]
o
=
o
=)
=]
gl
=]

Fonte: Elaboracao prépria

Quando refinamos, inserimos a cada dois termos consecutivos da (PG)1p uma certa quan-
tidade de termos dependendo da escolha de m. Cada termo a;, com 1 <4 < 9, s80 os termos
da (PQG) L que estdo entre os termos consecutivos 107! e 10°, que também sao termos da

10

(PG)1p. Os a; onde 11 < < 19 sao os termos da (PG)H)Tl0 que estao entre os termos conse-

cutivos 10° e 10!, que também sdo termos da (PG)19. Do mesmo modo acontece a cada dois

termos consecutivos da (PG)1o e, com isso, obtemos uma (PG)10 L5 que € um refinamento
da (PQG)j0. Portanto, (PG)19 C (PG). 1

10710
Observe que, na representagdo geométrica através de uma reta do refinamento proposto,

a cada intervalo entre dois termos consecutivos da (PG)19, obtemos dez novos intervalos, ao
refinarmos a (PG) 1. Tomando novamente m = 10, obtemos uma nova (PG). 1, em que

101 10100
a cada dois termos consecutivos teremos outros dez intervalos.

Figura 4.8 — Refinamento da (PG)1g

Fonte: Elaboracao prépria

Com a Figura ampliada no intervalo [107%,10°], é possivel perceber que, no refina-
mento de uma progressao geométrica, a diferenca entre dois termos consecutivos tende a
zero. Situagdo semelhante acontece com o refinamento das progressoes aritméticas, ou seja,

a medida em que vamos refinando, refinando e/ou tomando valores cada vez maiores para
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logaritmos

m, podemos obter sequéncias nas quais a diferenca entre dois termos consecutivos seja tao
pequena quanto se deseje. Essa observacao é um ponto forte em nosso estudo, por isso precisa
ser provada. No Capitulo [7] veremos como estruturar a demonstragdo para esta pergunta,
mas, antes de tudo, precisamos discutir como aplicar a ideia de refinamento para determinar

os logaritmos, que sera nosso objeto de estudo para os préximo capitulos.
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5 Usando PA e PG para definir o logaritmo:

Sistema Logaritmico

No capitulo anterior, apresentamos o conceito de refinamento para as progressoes aritmé-
ticas e para as progressoes geométricas e, a partir desses, estudamos todas as possibilidades
em que, dado um x € R este pertenca a algum refinamento destas sequéncias. Veremos, neste
capitulo, o objetivo por tras do refinamento dessas sequéncias.

Para tanto, apresentaremos a defini¢do, que nos permite relacionar os termos de uma
(PG)q aos termos de uma (PA), e vice-versa. Em seguida propomos a definicao de um sistema
logaritmico. Discutiremos alguns exemplos que nos permitirdao compreender como determinar
os logaritmos por meio destas sequéncias, sendo que aplicaremos a ideia de refinamento e
usaremos os resultados estudados para entender e expressar todo o sentimento e dificuldades
em calcular os logaritmos através deste processo, resgatando assim o elo perdido das PAs e

PGs com os logaritmos.

5.1 Definicao importante para conceitualizacao da definicao do

Sistema Logaritmico

Apresentamos, no capitulo anterior, a nossa definicdo para progressoes aritmética e geo-
métrica, com o intuito de formalizar alguns conceitos e resultados que serdo importantes para
compreender e definir os logaritmos por meios destas sequéncias. A seguir, apresentaremos a

definicdo que associa uma (PG), a uma (PA), e vice-versa.

Definig¢ao 5.1. Sejam r,q € R, com r,q > 0 e q¢ # 1. Diremos que a (PG)q estd asso-
ciada a (PA), fazendo a sequinte associa¢io: cada termo ¢" da (PG)q, para n € Z, estd

associado a um unico termo nr da (PA),.

Exemplo 5.1. A (PG)io e a (PA); estao associadas, uma vez que cada termo da (PG)1g

estd associado a um unico termo na (PA)i, como mostra a tabela abaixo.

Tabela 5.1 — (PG)0 associada a (PA);

1007 | ... 110721071 | 10°| 10 | 10% | ... | 10™
- | .| =2 —1 0 1 2 n

Fonte: Elaboragao prépria

Diante da defini¢do apresentada e dos Teoremas [4.1] e [.2] estudados no capitulo anterior

sobre refinamento das PAs e PGs, descrevemos a seguinte observagao:



Capitulo 5. Usando PA e PG para definir o logaritmo: Sistema Logaritmico 54

Observagao 5.1. Sejam r,q € R, com r,q >0 e q # 1. Seja a (PG)y um refinamento da

r
m

para algum m € N. O refinamento (PG)y da (PG)q gera um refinamento (PA),» da (PA), e,
sea (PG)q e a (PA), estio relacionadas, entdo o refinamento (PG)y da (PG)4 estd associado
ao refinamento (PA), da (PA),. Do mesmo modo, o refinamento da (PA),, da (PA),, gera
um refinamento (PG)y da (PG)g, de modo que se (PG)q e a (PA), estao associadas, entdo o
refinamento o refinamento (PA), da (PA), estd associado ao refinamento (PG)y da (PG),.

(PG)g, com ¢ = q% para algum m € N, e a (PA),» um refinamento da (PA),, com ' =

Para compreendermos a finalidade de relacionar as progressoes aritméticas e geométricas

da forma apresentada na Definicdo [5.1} vejamos as defini¢bes apresentadas na préxima secao.

5.2 A definicdo de Sistema Logaritmico

Nesta secao, apresentaremos a definicdo para um sistema logaritmico e, a partir desse,

também a definicdo de logaritmo. Vejamos:

Definicado 5.2. Sejamr,q € R, comr,q >0 e q# 1. O sistema logaritmico ou sistema
de logaritmo (SL)g, é o conjunto formado pelas sequéncias (PG), e (PA),, de modo que
(PG)4 estd associada a (PA),.

Exemplo 5.2. A associa¢io da (PG)lo% com a (PA)1 forma o (SL)lo%
2 )

N |=

Observe que o Exemplo composto pelas sequéncias (PG)1g e (PA)1, representa o
sistema logaritmico (SL)10,1 e o Exemplo composto por (PG)m% e (PA)1, que sao refi-
2
namentos de (PG)1o e (PA)1, respectivamente, representa o sistema logaritmico (SL)10 1
3
Para cada escolha de valores de ¢ (razdo da progressdo geométrica) e de r (razao da

progressao aritmética), determina-se um sistema de logaritmos.

Defini¢ao 5.3. Dado um sistema logaritmico (SL)g, com v,q > 0 e ¢ # 1, e (PG)y um
refinamento qualquer da (PG)q, o logaritmo do termo (¢')" € (PG)y, paran € Z, é o seu

correspondente n - r' € (PA),. e é denotado por
13 ].Og 7’(q/)n — n,r/.
Como o termo 1 da (PG)q corresponde ao termo 0 da (PA),, temos log1 = 0.

O Teorema 5.1, apresentado mais adiante, assegura que essa é uma boa defini¢do, nao
dependendo do refinamento. Como ainda nao conhecemos o conceito de base, representaremos

os logaritmos por “log”.

Exemplo 5.3. No (SL)i,1 representado na Tabela 0 “log”10 =1, “log "10% = 2 e, de

modo geral, “log”10™ = n, para todo n € Z. Observe também no (SL)M)% L, como q = 102
2
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-3
er = %, entdo “log ”10_% = “log” (10%) =-3- % De modo geral “log” (10%)n =n-

para todo n € 7.

)

N[ —

Observagao 5.2. Podemos observar que um refinamento (PG)y da (PG)q que forma o sis-
tema logaritmo (SL)g, gera a (PA),/, refinamento da (PA),, e, consequentemente, gera um
sistema logaritmico (SL)y 1, nesse caso representaremos esse fato como (SL)g,r C (SL)g -
Do mesmo modo que o refinamento (PA),s da (PA), que forma o sistema logaritmo (SL)q.r
gera a (PG)y refinamento da (PG)g, e, consequentemente gera um sistema logaritmico

(SL)g . Nesse caso representaremos esse fato como,(SL)q, C (SL)g -

Definigao 5.4. Dizemos que o sistema de logaritmico (SL)y , € um refinamento do sistema
logaritmico (SL)qr quando (PG)q C (PG)y, estd associada a (PA), C (PA), e vice-versa.

A Definigao nos permite, por meio de uma progressao aritmética de razdo r e uma
progressao geométrica de razdo ¢, que satisfazem as seguintes condicbes r,q € R,r,q >
0 e ¢ # 1, representar um Sistema Logaritmico e calcular os logaritmos dos termos que
pertencem a essas sequéncias. Mas como determinar os logaritmos dos nimeros que nao
pertencem inicialmente a PG e PA que formam o Sistema Logaritmico? O nosso objetivo ao
definir o conceito de refinamento, assim como apresentar a definicdo de sistema de logaritmos
foi para que pudéssemos através das associagdo entre as PAs e PGs construir o conceito de
logaritmo resgatando a ligacdo entre esses contetiddos. No decorrer do texto, discutiremos se
é possivel encontrar o logaritmo de todo niimero real aplicando a ideia de refinamento.

Percebemos aqui que o refinamento das sequéncias nos permitird determinar outros lo-
garitmos. Ainda ndo sabemos ao certo se, com este processo associadas as PAs e PGs,
conseguimos determinar o logaritmo de todo nimero real positivo que se deseje (esse é um
estudo que faremos ainda neste capitulo). Porém existe um detalhe importante que talvez
todas as definigoes e observacao nos proporcionaram: se, ao refinarmos uma PG, o logaritmo

se modifica? Para a resposta desse questionamento vejamos o préximo tépico.

5.2.1 Resultado sobre a definicao de sistemas logaritmicos

Na defini¢do de um (SL),,,, vimos que cada termo da (PG), é associado a um tnico
elemento na (PA),. Das observacoes expostas apés cada defini¢do, percebemos que o refi-
namento da PA e PG gera novas sequéncias de PA e PG que estdo associadas. Este fato
nos faz refletir e questionar se, dado um (SL),,, ao refinarmos, um mesmo niimero pode ter

logaritmos distintos? Para solucdo do problema, temos o seguinte Teorema:

Teorema 5.1. Sejam (PG)y e (PG)gr, ambos refinamentos da (PG)g, tal que ¢ € R, com

q>0eq#1. Sex pertence aos refinamentos da (PG),, entio logx ndo se modifica.

Demonstragio. Se (PG)y C (PG)q, segue do Teorema que ¢’ = q%, para algum m € N.
Se x € (PG)y, entao v = q(%)t, para algum t € Z.



Capitulo 5. Usando PA e PG para definir o logaritmo: Sistema Logaritmico 56

Pela defini¢ao do sistema logaritmico, o logx é o seu correspondente na (PA),/, ou seja,
t
logz =1 <>
m
1
Se (PG)q C (PG)gr, segue do Teorema que ¢ = ¢=’, para algum m’ € N. Se
x € (PG)yr, entdo x = q(#)'p para algum p € Z.
Novamente pela definicio do sistema logaritmico, o logxz é o seu correspondente na
. p
(PA),», ou seja , logz =r oo
Segue que
+ P
qm = anl . (51)
Elevando ambos os membros da equagao (5.1) a (m - m’), obtemos

' t
¢m :qp'm:>t-m':p‘m:>—:£/.
m m

Portanto, em um sistema dado, um mesmo ntimero nao pode ter dois logaritmos distintos.

Esse Teorema nos assegura que a Defini¢do 5.3 é boa, dado que cada termo de qualquer
refinamento (PG)y da (PG)g possui um tnico correspondente na (PA), refinamento da
(PA), e vice-versa. Apresentaremos, no proximo tépico, alguns exemplos, com a finalidade
de proporcionar uma discussao construtiva acerca da definicdo de um Sistema Logaritmico,
em que analisaremos se é possivel, utilizando o refinamento das sequéncias que compdem o

sistema, determinar o logaritmo de todo ntimero real.

5.2.2 Exemplos de sistemas logaritmicos

“Na defini¢do de um Sistema Logaritmico, observamos que o logaritmo do niimero ¢" €
(PG)4 € o seu correspondente nr € (PA),, entdo, dado z € R e um (SL),,, com ¢,r € R, tal
que ¢,7 > 0 e g # 1, é sempre possivel determinar log z?” Esse é um fato bastante curioso,
pois, se possivel determinar o logaritmo de todo x real, esse deve ser escrito como poténcia
de base g, mas é possivel escrever todos os ntimeros reais de tal forma?

Para uma melhor compreensao e estudo do questionamento apresentado, com a finalidade

de obter a resposta para o mesmo, vejamos alguns exemplos:

Exemplo 5.4. Dados ¢ =4 e r =1, determinamos o sistema de logaritmos (SL)s,1. Nao €
possivel determinar “log "10 através do refinamento do sistema de logaritmos (SL)4 1. Segue

a discussdo do exemplo.

Podemos representar o Exemplo [5.4] como mostra a Tabela [5.2]

Tabela 5.2 — (SL)4;

T O e T I e I S A I S 7 AU (L

loge | .. | =m0 | .. | =2 | =1 | O 1 2 ...l n

Fonte: Elaboracao prépria
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Por definicdo, sabemos que “log”(47!) = —1, “log”(4") = 0, “log”(4?) = 2 e assim
sucessivamente. Observe que todos os logaritmos das poténcias de base 4 estdo bem definidos.
Mas como determinar, por exemplo, “log”10 usando o (SL)417 Observe que 10 ¢ (PG)4,
porém 4 < 10 < 42 e, se “log”(4) = 1 e “log "(4?) = 2, entdo 1 < log 10 < 2. Como proceder
para obter o logaritmo procurado?

Neste capitulo, apresentamos a Defini¢ao [5.1} na qual observamos que cada elemento
da (PG), estd associado a um unico elemento da (PA),, bem como concluimos que, ao
refinar essas sequéncias, geramos uma (PG)y tal que (PG), C (PG)y e, consequentemente,
geramos também uma (PA),s tal que (PA), C (PA),; e que, no Sistema Logaritmico, todos
os elementos destes refinamentos se relacionam.

Diante das definiges e observagoes apresentadas, conseguiriamos refinar a (PG)4, de tal

modo que o nimero 10 pertencesse a algum desses refinamentos? Ou seja,

10 = 4m,
para algum n,m € Z, com m > 0. Para obter tal resposta, s6 precisamos voltar ao Teorema
demonstrado no capitulo anterior, para perceber que, por meio do processo de refina-
mento, isso ndo é possivel, isto é, em uma (PG), de razao racional ndo é possivel refinar para
obter que um numero racional pertenca a algum dos seus refinamentos.

Para o exemplo em questdo, tomamos apenas um ndimero que nio pertence a (PG)q,
no caso o 10, e usamos a ideia de refinamento para que pudéssemos melhor compreender o
problema, ficando claro que, para esse sistema, nao é possivel obter o logaritmo de qualquer
numero desejado.

Outro detalhe importante a ser observado no exemplo qual a base destes logaritmos?
Presumimos que, ao expressarmos “log”(4) = 1, “log”(4?) = 2, o leitor tenha observado
que, para obter tais resultados, a base destes logaritmos deve ser 4, visto que chamamos de
logaritmo dos nimeros que pertencem (PG)4 aos seus correspondentes na (PA)1, entdo a base
dos logaritmos desse sistema serd o valor que, ao ser elevado a algum elemento da (PA)j,
obtemos o correspondente deste na (PG)4. De fato, 41 = 4, 42 = 16 e assim sucessivamente.

Notemos que a base para o sistema em discussao foi o termo da (PG)4, que tem o niimero
1 como o seu correspondente na (PA);. Em consequéncia, definimos o conceito de base do

logaritmo.

Definicao 5.5. Sejam r,q € R,r,q > 0 e ¢ # 1 e um sistema de logaritmos (SL)q,, se
existir um termo na (PG)q que tem como corresponde na (PA), o nidmero 1, diremos que

esse termo € a base do sistema de logaritmos (SL)q,,.
Exemplo 5.5. O (SL)x03 tem como base i Segue a discussao do exemplo.

Por que o sistema representado no Exemplo tem como base o nimero 717 Percebemos,
através da representacao do (SL)y s na Tabela que 1 ¢ (PG)o g, entdo, para tentarmos
obter a base do sistema, vamos refinar a (PG), e com isso estaremos refinando o sistema

de logaritmos (SL)x 08, sendo que o refinamento da (PG), gera o refinamento da (PA)gs,
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também poderfamos optar pelo refinamento da (PA)g g, pois esse refinamento também gera

o refinamento da (PG), e, consequentemente do (SL)x0s.

Tabela 5.3 = (SL)xos

™

—n

™

-2

™

-1

™

0

1

™

n

log

—n - (0,8)

—2.(0,8)

—1-(0,8)

0,8

2.(0,8)

n-(0,8)

Fonte: Elaboracao prépria

Como escolha, iniciaremos o refinamento pela (PG),, entao, pelo Teorema qd = ﬂ'%,
para algum m € N, tomemos m = 4, ou seja, ¢ = wi. Este refinamento gera o refinamento
da (PA)pg que, pelo Teorema p = 08 0.8

= consequentemente 7’ = 5= = r’ = 0,2, formando
o sistema de logaritmo representado na Tabela

Tabela 5.4 — (SL)r0s C (SL)W%’Q2
x 1 71 | 7t i 72 ik anta
log x 0,8 1 [1,2]1,4]2.(0,8) n.(0,8) | 0,8n+0,2

Fonte: Elaboracao propria

. . 5 .
Ao realizarmos o refinamento, obtivemos, como base do (SL)x g o valor w4, assim como

é a base de qualquer refinamento deste sistema, como foi o caso do (SL) ! oo visto que

7T77 El
mie (PG)W% tem como correspondente 1 € (PA)g 2.

O propésito para com este exemplo é discutir que a base dos logaritmos pertencentes
ao sistema estd intimamente associada a PA, e, sempre que a razao desta for racional, con-
seguimos determinar a base, visto que o Teorema nos garante que sempre sera possivel
obter, com o refinamento de uma (PA),, com r € Q, qualquer nimero = € Q. Vejamos a
representacao do exemplo na Tabela

Diante da definicdo apresentada, percebemos que a expressido “se existir” nos permite
assimilar que nem sempre sera possivel determinar a base de todos os sistemas logaritmicos.
Mas por que isso acontece? De modo geral, em um dado um sistema logaritmico, é sempre
possivel determinar um z € R, tal que “log”x = 17 Para melhor entendermos a Defini¢ao

.5 e os questionamentos, vamos observar o exemplo a seguir.

Exemplo 5.6. O (SL)s /7 nao possui base. Segue a discussao do exemplo.
67

Tabela 5.5 — (SL)%W

@7 @@ @)
0 | V7

Fonte: Elaboracao prépria

oot

log x
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Observe, pela Tabela 5.5, do Exemplo que o nimero 1 ndo aparece inicialmente no

sistema apresentado e, para definirmos a base do (SL)s /=, devemos obter o valor pertencente

5
&
a (PG)% que tem o nimero 1 como o seu correspondente na (PA) . Dessa forma, como
discutido anteriormente, precisamos refinar o sistema logaritmico (SL) 5 V7 dado, ou seja, no
caso em questdo se faz necessirio o refinamento da (PA) s para inserir o nimero 1 a esse
refinamento. Lembramos que, ao refinar esta sequéncia, estamos refinando o sistema, uma
vez que cada termo da PG estd associado a um tnico elemento da PA e vice-versa. Mas isso
seria um processo possivel usando as ideias de refinamento?

De acordo com o Teorema [£.5] ndo conseguimos obter, com o refinamento de uma PA
de razao irracional, um numero racional. Desse modo, ndo conseguimos obter, por meio do
refinamento, a base dos logaritmos representado na Tabela visto que V7 € R\Q e 1 € Q.
Concluimos, através do exemplo proposto, que nem sempre é possivel determinar a base de
um Sistema Logaritmico por mais que realizemos o refinamento, porém contornaremos esse
problema através dos resultados que serdo apresentados no Capitulo [7]

Observe que, se tomassemos esse exemplo para realizarmos o processo de refinamento,
nao conseguiriamos obter ntimeros racionais e irracionais que pertencessem a PG ou a PA
apoOs o refinamento, isso fica claro quando retomamos o estudo de casos apresentados no
capitulo anterior sobre refinamento de PAs e PGs, onde concluimos que nem sempre isso
serd possivel, isto é, ndo podemos obter o logaritmo de todo ntimero real desejado para este
sistema.

Entao compreendemos com os exemplos que, quando pretendemos determinar o logaritmo
de um nimero real qualquer que néo pertencer inicialmente ao (SL),,, dado, a ideia é refinar
a (PG)q e, com isso, também estaremos refinando a (PA),. Por este motivo, apresentamos a
Observagao [b.1] para ressaltar que, mesmo refinando as sequéncias, os seus termos estao asso-
ciados, uma vez que o refinamento de uma gera também o refinamento da outra. Percebemos
também que nem sempre é possivel determinar todos os logaritmos desejados, mas, através
do refinamento de PAs e PGs, podemos determinar uma infinidade de logaritmos.

Com os resultados apresentados no capitulo anterior aplicados aos exemplos estuda-
dos, compreendemos as dificuldades de determinar os logaritmos através do refinamento das
sequéncias que formam o sistema, mas o objetivo de todos os questionamentos e discussoes
destes exemplos foi proporcionar um melhor entendimento do tema em questdo, assim como
refletir sobre o conceito dos logaritmos. Para isso, é necessario cercar e esgotar todas as
possibilidades para construcao da definicdo dos logaritmos por meio destas sequéncias.

Ao refinar um sistema logaritmico de tal maneira que tornassemos a diferenga entre
dois termos consecutivos a menor possivel, conseguirfamos determinar todos os logaritmos
desejados? Perceba que a pergunta, agora mais ousada, nos faz questionar todas as anteriores.
Isso é importante, pois acreditamos que a aprendizagem acontece a partir do momento que
nos permitimos questionar e, através dessa motivagdo, buscar respostas e significados. Com
essa discussao é possivel que surja a seguinte pergunta: existe algum Sistema Logaritmico no

qual podemos obter o logaritmo de qualquer nimero desejado? Vejamos o préximo topico.
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5.3 Existe algum Sistema Logaritmico no qual podemos obter o

logaritmo de qualquer nidmero desejado?

A pergunta para essa secdo é provocativa e proporciona uma reflexdo pertinente: serd
que existe algum (SL)y -, de tal modo que, para uma escolha conveniente de ¢ e 7, é possivel
determinar o logaritmo de todo nimero real? Com as discusstes dos exemplos até agora
apresentados para as escolhas de g e r propostas, isso nao foi possivel.

Para responder a este questionamento, ponto chave em nosso estudo, consideramos como
oportuno retornar aos resultados do capitulo anterior.

No Teorema [4.7] concluimos que, dada uma progressdo geométrica de razdo racional,
nao é possivel, com o refinamento desta, inserir qualquer outro ntimero racional. Esse fato
demonstra e é suficiente para dizermos que, em uma PG de razdo racional, ndo conseguimos
determinar os logaritmos de todos os nimeros reais, pois, mesmo que fosse possivel inserir
todos irracionais, ainda assim existiriam muitas lacunas, uma vez que ainda haveria muitos
valares a serem preenchidos nesta sequéncia para que se pudesse calcular o logaritmo de todo
nimero real.

Entao, percebemos a dificuldade em se determinar tais logaritmos, ja que estes, pelo nosso
conceito, estao intimamente ligados as progressdes geométricas. E se, ao invés de uma razao
racional, tivéssemos uma razao irracional?

Dada uma progressao geométrica de razao irracional, estudamos que nem sempre con-
seguiremos, com o refinamento desta, inserir qualquer niimero racional ou irracional que se
deseje como observado nos Exemplos e ou seja, também nao serd possivel inserir
todo ntimero que se deseje e, consequentemente, nao sera possivel encontrar os logaritmos de
todos os reais.

Dependendo da quantidade de termos que inserimos entre todos os termos consecutivos
com o refinamento, como também refinando, refinando qualquer Sistema Logaritmico dado,
conseguimos obter uma quantidade de termos bem significativos até chegar o momento em
que a diferenga entre esses seja tao pequena quanto deseje (veremos a demonstragdo para
esta afirmagao nos préximos capitulos), e, se isso acontece, por que ndo podemos inserir na
PG todos os nimeros desejados? Realmente nao existe um sistema com que se pode calcular
todos os logaritmos?

Diante de todas as observacoes apresentadas por meio do refinamento, isso nao é possivel,
mas existe uma area muito importante na matematica, a analise real, que serd fundamental
para compreendermos a defini¢do dos logaritmos por meio das PAs e das PGs.

Contudo, o processo de refinamento nos permite determinar, com uma boa aproximacao,
o logaritmo procurado, uma vez que vamos, aproximando cada vez mais desse ntimero.

Neste capitulo, foram apresentadas, através de exemplos, as dificuldades para calcular
os logaritmos que nao pertencem inicialmente ao sistema logaritmico dado; foi exposta e
explicada a ideia de refinamento, mas nao colocada em pratica no sentido de determinar com

uma boa aproximacao o logaritmo de um numero real qualquer; bem como foi apresentado
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um resultado muito importante para o estudo, nos permitindo concluir, em um determinado
sistema logaritmico, que o mesmo ntimero nao pode possuir logaritmos distintos.

Para um melhor entendimento do conceito de refinamento aplicado as sequéncias de PAs
e de PGs que associadas formam o sistema de logaritmos, mostraremos no proximo capitulo
como determinar, com uma boa aproximagao, o logaritmo de um nimero que nao pertence
(PG)g, nem a qualquer refinamento (PG)y da (PG)g, para isto consideraremos (PG)qg e
uma (PA); que associadas formam o (SL)1p,1. Com isso, veremos como encontrar, uma boa

aproximagcao, para o logaritmo de 2 na base 10.
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6 A necessidade de aproximacoes para en-

contrar logaritmos de certos nimeros

Estudamos, através de teoremas e exemplos, que nem sempre é possivel determinar o loga-
ritmo de um nimero desejado usando o refinamento de um sistema logaritmico, mas também
temos a ideia de que, ao utilizarmos refinamentos, conseguimos, inserir uma quantidade tao
grande quanto se queira, e esse processo nos permite obter com uma boa aproximacio os
logaritmos desejados.

Para melhor compreendermos como determinar com uma boa aproximacio os logarit-
mos aplicando a ideia de refinamento, apresentaremos, neste capitulo, como calcular o log 2.
Logo em seguida discutiremos o método de “Henry Briggs, o primeiro Savilian professor de
geometria em Oxford e o primeiro professor de geometria do Gresham College.” (BOYER;
MERZBACH, 2012) a determinar esse mesmo logaritmo.

O objetivo é propor uma discussdo construtiva dos métodos apresentados, de modo que
o leitor possa refletir e compreender como determinar o logaritmo de um ntmero aplicando a
ideia de refinamento. Para o nosso caso, dividiremos cada intervalo em dez novos intervalos,
repetiremos esse processo nove vezes para obter uma aproximacao com 8 casas decimais para
log2 e, por fim, iremos apresentar a ideia de Briggs para determinar o mesmo logaritmo e
comparar os processos destacando os pros e contras. A escolha do log2 foi motivada por
uma curiosidade enquanto professora para entender como foi calculado esse logaritmo, mas a
ideia de refinamento pode ser aplicada para determinar o logaritmo de qualquer niimero real

positivo.

6.1 Como determinar, por aproximacao, o logaritmo de 2 na base

10 usando a ideia de refinamento aplicada ao (SL)10,17

Discutiremos aqui como determinar log 2 usando o refinamento de um sistema (SL)jo,1 €

o representaremos por meio de tabelas para facilitar a visualizacdo. Considere:

Tabela 6.1 — (SL)191

x o107 | .1 1072 ] 1071 | 10° | 10t | 102 | ... | 10"
logx | ... | —n | ... | —2 —1 0 1 2 ... n

Fonte: Elaboracao prépria

Trabalhando com o sistema representado na Tabela observamos que 10° < 2 < 10!

e, consequentemente, 0 < log2 < 1.
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Como nosso objetivo é determinar log 2, apresentaremos, no trabalho, apenas o refina-
mento entre os termos onde o niimero 2 esteja contido no intervalo. Por exemplo, inicialmente
apresentaremos o refinamento entre 10° e 10!, visto que 10° < 2 < 10! e consequentemente
o refinamento correspondente a 0 e 1, isso para simplificar a representacdo e visualizacio
do sistema. Porém queremos deixar claro que o refinamento acontece em todo o sistema

(SL)10,1. Para isso, consideremos as seguintes etapas.
12 Etapa: O refinamento do sistema (SL)i0,1.

Como pretendemos obter uma (PG)y que seja um refinamento da (PG)ig, segue do
Teorema m, que ¢’ = 10%7 para algum m € N. Tomemos m = 10, ou seja ¢’ = 1076. Como
%, ou seja, os valores da PA sdo o proprio expoente dos seus correspondentes
na PG. Por que escolher m = 107 Foi uma escolha aleatoria, talvez fomos até seduzidos pela

r=1,entaor =

base 10 do logaritmo, o que ndo tem nenhum motivo especifico, mas, como a proposta deste

trabalho é apresentar, de maneira construtiva, a ideia dos logaritmos, assim apresentamos,

como a primeira ideia aplicada.
A (PG) Lot é um refinamento da (PG)19. Como estamos considerando os termos conse-

cutivos 10° e 10!, obtemos o sistema:

Tabela 6.2 — (SL) 1

1070, L
10° | 107 | 1016 | 1076 | 1030 | 1010 | 1010 107 | 10!
0 1 2 3 4 5 6 9 1
10 10 10 10 10 10 10

Fonte: Elaboracao prépria

Observe que 1010 & 1,995262 < 2 < 2, 511886 ~ 1070, ou seja & < log2 < .

Sabemos que 10 < 2 < 10! quando realizamos o refinamento para m = 10 obtemos dez
novos intervalos analisar e encontrar a qual deles o niimero 2 pertence. Para isso utilizamos
a calculadora no célculo das raizes décimas dos nimeros pertences a (PG)1p para assim en-

contrar o intervalo procurado. Do mesmo modo, iremos proceder para os demais casos.

2¢ Etapa: O refinamento do sistema (SL)H)Tl0 )
'16

Para obter uma (PG), que seja um refinamento da (PG) 1, pelo Teorema q" =
1

(¢ )%, para algum m € N, tomemos novamente m = 10, entao

e, consequentemente, r” = —=.
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Reforgamos, neste segundo caso, como determinar as razoes das sequéncias para os demais
casos, como a ideia serd a mesma, iremos apenas apresentd-la. Observe que a razdo da (PG)
1
’ . . —_ 1
serd sempre multiplicada por 1070, enquanto a (PA), por 5

A (PG)10 4 € um refinamento da (PG)lo L. Como estamos considerando os termos

. 3 4 .
consecutivos 10170 e 1070, obtemos o sistema:

Tabela 6.3 — (SL) 1,

10700, 145
3 31 32 33 34 35 36 39 4
107 | 10100 | 10100 | 10100 | 10700 | 10100 | 10700 | ... | 10100 | 1070
3 3L 32 33 34 35 36 39 4
10 100 100 100 100 100 100 100 10

Fonte: Elaboragao prépria

Observe que 1010 ~ 1,995262 < 2 < 2,041737 ~ 1010 , ou seja & < log2 < 2k

Como log 2 estd pertence ao intervalo [0, 3; 0, 31] limitado por 0,3 e 0,31, entdo obtemos uma
aproximacao com uma casa decimal para log 2, isto é log?2 ~ 0, 3.
Repetiremos esse processo de tomar dos dois termos consecutivos onde o 2 estd inserido

com o intuito de obter um aproximacao de 8 casas decimais para log2. Observe as etapas:

32 Etapa: O refinamento do sistema (SL) 1, .

10700, 135

A (PG)_1_ é um refinamento da (PG) 1 . Como estamos considerando os termos conse-

1
1000 100
. 30 31 .
cutivos 10100 e 10700, obtemos o sistema:

Tabela 6.4 — (SL). 1|

101000 , 1
30 301 302 303 304 305 306 309 31
10700 | 101000 | 101000 | 101000 | 101000 | 107000 | 107000 | ... | 101000 | 1()7100
3 301 302 303 304 305 306 309 31
10 1000 1000 1000 1000 1000 1000 "' 1000 100

Fonte: Elaboracao prépria

Observe que 10100 ~ 1,999861 < 2 < 2,004472 ~ 107000, ou seja S0k < log2 < 202,

Novamente encontramos o intervalo [0,301;0,302] ao qual log2 pertence. Como o intervalo
¢ limitado por 0,301 e 0,302, obtemos uma aproximacao com duas casa decimais, isto é

log 2 = 0, 30.

4° Etapa: O refinamento do sistema (SL)lO ST
+1000
A (PG)_1  é um refinamento da (PG)_1 . Como estamos considerando os termos
10000 1000

. 301 302 X
consecutivos 107000 e 107000, obtemos o sistema:
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Tabela 6.5 — (SL)l[]T(l’UUqO(lJOO

301
Observe que 1010000

~ 1,999861 < 2 < 2,000322 ~

301 3011 3012 3013 3014 3015 3019 32
101000 | 1010000 | 1010000 | 1010000 | 1010000 | 1()10000 1010000 | 1() 1000
301 3011 3012 3013 3014 3015 3019 302
1000 10000 10000 10000 10000 10000 10000 1000

Fonte: Elaboragao prépria
3011
10000 “n] 3010 3011
1070000 , ou seja, o500 < 1082 < 15055

Como log 2 pertence ao intervalo [0,3010;0,3011] e este é limitado por 0,3010 e 0,3011, ob-

temos uma aproximacao com trés casa decimais para log 2, isto é, log2 = 0, 301

52 Etapa: O refinamento do sistema (SL)

A (PG)

. 3010
consecutivos 1010000 e 1010000

1
100000

¢ um refinamento da (PG)

10710000

L 1
»T0000

1

10000

1 .
, obtemos o sistema:

Como estamos considerando os termos

Tabela 6.6 — (SL) 1 )
10T00000 , 1
3010 30101 30102 30103 30104 30109 3011
1070000 | 10100000 | 1(100000 | 1()100000 | 1()T00000 10700000 | 1() 10000
3010 30101 30102 30103 30104 30109 3011
10000 100000 100000 100000 100000 100000 10000
Fonte: Elaboracao prépria
30102 - 1559 <

Observe que 10700000 ~ 1,999953 < 2 < 2,00000002 ~ 10100000, ou seja, G002
Pelo mesmo argumento utilizado nas etapas anteriores, obtemos uma aproximacao

30103

100000 *
com quatro casas decimais para log 2, isto é, log2 ~ 0,3010

Observe que a cada etapa sempre precisamos analisar os intervalos obtidos com o refina-

mento para localizar a qual deles o nimero 2 pertence

62 Etapa: O refinamento do sistema (SL)
10100000

’100000
Como estamos considerando os termos

1

é um refinamento da (PG)

A (PG)
1000000 5 100000
consecutivos 1010000 e 1010000 , obtemos o sistema:
Tabela 6.7 — (SL), 1 .
10 T000000 , oL
30102 301021 301022 301023 301024 301029 30103
10100000 | 1( 1000000 | 1()1000000 | 1()7000000 | 1()7T000000 101000000 | 1()100000
30102 301021 301022 301023 301024 301029 30103
100000 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 100000
Fonte: Elaboracao prépria
301030
S : 301029
107000000, ou seja, 1550000 <

1,999995 < 2 < 2,00000002

301029

301030

log 2 < 1500000+

Observe que 101000000 = 1,
Como log 2 pertence ao intervalo [0,301029;0,301030] e esse é limitado por
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0,301029 e 0,301030, para esse caso, a aproximacao continua sendo a mesma da 52 Etapa.

72 Etapa: O refinamento do sistema (SL)mmoéooo .-
71000000

. Como estamos considerando os termos

é um refinamento da (PG)_ 1

A (PG)__a
10000000 1000000
. 301029 301030 .
consecutivos 10100000 e 10700000, obtemos o sistemas:
Tabela 6.8 — (SL) ! )
10 T0000000 » 10060000
301029 3010291 3010292 3010293 3010299 301030
101000000 | 1()10000000 | 1()10oooooo | 1()10000000 1010000000 | 1()1000000
301029 3010291 3010292 3010293 3010299 301030
1000000 10000000 10000000 10000000 10000000 1000000
Fonte: Elaboragao prépria
3010299 3010300 .
Observe que 1070000000 = 1,9999995 < 2 < 2,00000002 =~ 1070000000, ou seja,

3010300 Noyvamente ndo encontramos, com o processo de refinamento

3010299
fo000000 < 1082 < 15000000-
escolhido, a limitagdo do intervalo. Portanto, para esse caso, a aproximacao continua sendo

a mesma da 5° Etapa.

82 Etapa: O refinamento do sistema (SL) 1 .-
1010000000 » 10000000

. Como estamos considerando os termos

A (PG)__1 _ éumrefinamento da (PG)__1
100000000 10000000
3010299 3010300

consecutivos 101000000 e 101000000, obtemos o sistema:

Tabela 6.9 — (S L)mmoogmooo710005OOOO

30102999

3010299 30102991 30102992 30102993 30102999 3010300
1010000000 10100000000 10100000000 10100000000 10100000000 1010000000
3010299 30102991 30102992 30102993 30102999 3010300
10000000 100000000 100000000 100000000 100000000 10000000
Fonte: Elaboragao prépria
30102999 30103000 .
Observe que 10100000000 ~ 1,99999997 < 2 < 2,00000002 ~ 10100000000, ou seja,
30103000, x5m0 Jog 2 pertence ao intervalo [0,30102999;0,30103000]

< log2 <

100000000 *

100000000
limitado por 0,30102999 e 0,30103000, entao log2 =~ 0,3010, novamente, para esse caso, a

aproximacao continua sendo a mesma da 5° Etapa.

9° Etapa: O refinamento do sistema (SL) | L
10T00000000 » 160000000

A (PG)__a ¢ um refinamento da (PG)__1 . Como estamos considerando os
1000000000 100000000
. 999 30103000 .
termos consecutivos 1010000000 e 1010000000, obtemos o sistema:
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Tabela 6.10 — (SL)

1
1000060000 1
10T000000000 , 1555556500
30102999 301029991 301029995 301029996 30103000
100000000 1000000000 1000000000 1000000000 100000000
30102999 301029991 301029995 301029996 30103000
100000000 1000000000 1000000000 1000000000 100000000

Fonte: Elaboragao prépria

301029995 301029996

Observe que 107000000000 =~ 1,99999999 < 2 < 2,00000002 = 107000000000, ou seja,
0,301029995 < log2 < 0,301029996.
[0,301029995; 0, 301029996], limitado por 0,301029995 e 0,301029996, entao

Como log2 pertence ao intervalo

log 2 ~ 0,30102999

uma aproximacao com oito casas decimais.

Caso desejassemos determinar uma aproximag¢do com uma quantidade maior de casas
decimais, bastaria repetir o processo até chegar a quantidade desejada.

Para determinar o log 2, refinamos uma primeira vez obtendo dez intervalos, na segunda
vez obtemos 100 intervalos, e, a cada etapa do processo, iamos aumentando o ntimero de
intervalos em dez vezes a quantidade anterior, o que nos oferecia, a cada etapa, uma melhor
aproximacao para o logaritmo procurado. Mas ja parou para pensar como seria utilizar esse
processo sem o uso de uma calculadora? Seria esse um processo possivel? Isso foi o que
aconteceu no século XVI, quando um homem, conhecido por Henry Briggs, sem nenhum re-
curso tecnolégico, conseguiu criar, com uma genialidade sem igual, uma tabela de logaritmos.

Vejamos o seu método na proxima secgao.

6.2 Método usado por Henry Briggs para determinar o logaritmo
de 2 na base 10

No Livro Histéria da Matematica, de Carl B. Boyer e Uta C. Merzbach, tradugao de
Helena Castro, encontramos um pequeno trecho que descreve como Briggs calculou os loga-
ritmos.

Em vez de tomar as poténcias de um ntmero préximo de 1, como
fizera Napier, Briggs comecou com log10 = 1 e depois achou ou-
tros logaritmos tomando raizes sucessivas. Calculando que /10 =
3,162277, Briggs tinha que log 3,162277 = 0,5000000, e de 10%/4 =
5,623413 tinha que log5b, 623413 = 0,7500000. Continuando desse
modo, ele calculou outros logaritmos comuns. (BOYER; MERZ-
BACH, 2012, p.222)

Observamos que o método aplicado por Briggs para calcular os logaritmos comegou de-
finindo log 10 = 1, em seguida extraiu as raizes quadradas do nimero 10 sucessivas vezes,

chegando a calcular a raiz quadrada de dez 54 vezes.
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Como 10° < 2 < 10!, calcularemos a média geométrica entre os dois termos consecutivos
10° e 10!, com a média geométrica obteremos 2 novos intervalos, analisaremos a qual deles
nimero 2 pertence, em seguida calcularemos novamente a média geométrica entre os termos
consecutivos e repetiremos esse processo por dez vezes, vejamos:

Chamaremos cada termo da sequéncia obtida através do cdlculo da média geométrica de

ai,as,...,aig, onde a3 = 1 < 2 < 10 = ay. Calculando a média geométrica de ay, as, teremos:
1 1
as = (al . a2)§ =102 ~ 3, 162277.
Como a1 < 2 < as, entdo 1 < log2 < 0,5. Calculando a média geométrica de a1, a3, teremos:
1 1.1 1
ay = (a1 . Cl,g)§ = (1 . ].05)E =107 = 1,778279.

Como a4 < 2 < as, entdo 0,25 < log2 < 0,5. Calculando a média geométrica de as, a4,
teremos:
= (102 - 107)2 = 10% ~ 2, 371373.

N =

as = (a3 - as)
Como a4 < 2 < ay, entdo 0,25 < log2 < 0,375. Calculando a média geométrica de a4, as,
teremos:

= (107 - 108)2 = 1076 ~ 2, 053525.

N |=

ag = (a4 - as)
Como a4 < 2 < ag, entdo 0,25 < log2 < 0,3125. Calculando a média geométrica de ay, ag,
teremos:
1 1 5.1 9
a7 = (a4 - ag)? = (104 - 1016 )2 = 1032 ~ 1,910952.
Como a7 < 2 < ag, entao 0,28125 < log2 < 0,3125. Calculando a média geométrica de

ag, a7, teremos:
19

1 5 9.1
ag = (ag - a7)2 = (1016 - 1032)2 = 108+ ~ 1,980956.
Como ag < 2 < ag, entao 0,296875 < log2 < 0,3125. Calculando a média geométrica de

ag, ag, teremos:
1 5 19 1 39
ag = (ag - ag)2 = (1016 - 1064)2 = 10128 ~ 2,016914.
Como ag < 2 < ag, entao 0,296875 < log2 < 0,3046875. Calculando a média geométrica de

as, ag, teremos:
1 19 39 (1 7
ayo = (as - a9)5 = (10@ -10128)2 = 10256 ~ 1,998854.

Como ayp < 2 < ag, entao 0,3007812 < log 2 < 0,3046875. A Figura[6.1]é uma representagao

grafica desta aproximacao.

Figura 6.1 — Representacao dos termos a; para 1 < ¢ < 10, aproximando-se do 2, por
meio do calculo da média geométrica.

aq (14(19 g dz
L3
(1 - | |

IIIII[|1 I

Q1
7 Qg Qg as

Fonte: Elaboracao prépria
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A medida em que vamos calculando a média geométrica entre os termos, vamos aproxi-
mando do nimero 2 e, consequentemente, aproximando do valor para o logaritmo. Com o
cdlculo da média geométrica encontramos uma aproximacao de duas casas decimais para o
logaritmo procurado, ou seja, log2 = 0,30. Caso desejadssemos uma aproximacao com mais
casas decimais, continuariamos com o processo.

O céalculo da média geométrica aplicado para determinar o log 2 é o mesmo que chamamos
de refinamento de um sistema logaritmico, porém inserindo apenas um meio geométrico entre

dois termos consecutivos. Para comprovacao desse fato, vejamos a proxima secgio.

6.2.1 O método de Henry Briggs utilizado para determinar log 2 compa-

rado ao método de refinamento

O método de refinamento aplicado na Sec¢éo para determinar log 2 é semelhante ao
método usado por Henry Briggs para determinar este mesmo logaritmo, e, para comprovarmos
este fato, temos:

Pelo Teorema se (PG)y é um refinamento da (PG)y, entdo ¢ = q%, para algum
m € N, para inserirmos apenas um meio geométrico entre dois termos consecutivos, devemos
tomar m = 2. Considere dois termos consecutivos a, e a,+1 de uma progressdo geométrica

~ 1
de razdo ¢, temos que q = GZJ, como ¢ = qm e para m = 2,
n

1 _1
q = (ant1)? - (an)” 2,

- . 1
o termo médio a5 = ay,, - ¢', ou seja, as = (an - apt1)2.

Portanto, a média geométrica é um refinamento de uma PG.

Se a média geométrica é um refinamento, qual a razdo de apresentarmos a ideia de re-
finamento? O que estamos propondo com esse trabalho é uma leitura para construcao do
conhecimento, querendo proporcionar uma viagem interessante na histéria da matematica
para conhecer um pouco sobre os logaritmos.

A principio, foi trabalhada a definicdo de logaritmos por meio de uma progressido geo-
métrica e de uma progressao aritmética que denominamos Sistema Logaritmico. Como isso,
percebemos, através da construgdo, que poderiamos inserir meios geométricos no caso da PG
e meios aritméticos no caso da PA, para que, dai, pudéssemos encontrar valores para outros
logaritmos.

Talvez induzidos pela base 10, acreditamos que o melhor caminho fosse refinar para
dividir um intervalo em dez novos intervalos e assim sucessivamente. A ideia, que, de inicio,
pareceu sensacional, também despertou o seguinte questionamento: Por que, para Briggs, foi
mais interessante calcular a média geométrica ao invés de optar pela insercdo de mais meios
geométricos (chamados de refinamento)?

Ao compararmos a quantidade de casas decimais obtidas para o log2 usando a ideia
de refinamento para m = 10, como mostrado na Secdo [6.1] e a média geométrica que é o
refinamento para m = 2, como mostrado na Se¢ao somos atraidos pela a ideia de que

o refinamento, com a insercao de varios meios, seja mais rapido e vantajoso. Na verdade, é
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mais rapido, porém nao é tdo vantajoso, uma vez que temos que calcular raiz décimas das
raizes décimas e assim por diante, sem falar que teremos dez intervalos para analisar a qual
deles o valor procurado pertence e, para fazer isso com o uso de uma calculadora, pode até
parecer simples, mas, sem ela, como calcular? E é aqui que ressaltamos a brilhante ideia do
matematico Briggs que, ao calcular a média geométrica, calculou apenas raizes quadradas,
estreitando a sua comparacao a dois intervalos.

O mais interessante e que merece todo o destaque para os logaritmos de Briggs foi a
maneira que como ele calculou raizes quadradas de raizes quadradas, repetindo esse processo
por cinquenta e quatro vezes sem calculadoras, apresentando, de uma maneira sensacional,

para nao dizer fora do comum, valores para os logaritmos.
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7 Definicao formal de logaritmos: onde a
Analise Matematica cumpre seu papel

fundamental

Nas discussoes do Capitulo [5 apresentamos através da definicdo de sistema logaritmico
que o logaritmo do nimero x € (PG), é o corresponde na (PA),. Porém, se z ¢ (PG),
verificamos através dos teoremas demonstrados na Secao no Capitulo {4 que nem sempre
¢ possivel encontrar um refinamento (PG)y da (PG)y, tal que x € (PG)y. Entao, como
determinar o logaritmo de um ntmero que nao pertence ao refinamento? Podemos dizer que
esse logaritmo nao existe? Em textos anteriores, foi levantado o seguinte questionamento:
existe alguma ramo da matematica que oferece argumentos e demonstragdes que comprovem
a existéncia destes logaritmos?

A Analise Matemaética serd uma ferramenta essencial para apresentarmos a definicio
formal dos logaritmos e comprovarmos, por meio de um sistema de logaritmos (SL)q, a
existéncia do logaritmo de todo ntimero real, desde que este seja positivo. Por este motivo,
no Capitulo apresentamos as PAs e PG que compoem os (SL),, com as devidas restrigoes,
isto é, considerando a (PG),, com ¢ > 0 e ¢ # 1. Vejamos os Teoremas que nos fornecerao a

construgao do conceito de logaritmo.

7.1 Resultados importantes para construcao da definicao formal

dos logaritmos

Sabemos que, através do refinamento de um (SL), ,, podemos inserir uma quantidade tao
grande quanto se queira de elementos entre dois termos consecutivos, como exemplo podemos
citar o processo realizado na secc¢ao do capitulo [6] para determinar log 2, o que nos leva a
pensar que a diferenca entre dois termos consecutivos seja tdo pequena quanto se deseje, ou
melhor, para que possamos definir o logaritmo, essa diferenca deve tender a zero, e, se isso
realmente é possivel, podemos entdo assumir a existéncia do logaritmo de todo nimero real?

Para chegarmos a uma conclusao, estudemos os seguintes Teoremas.

Teorema 7.1. Seja (PG)y, com q > 0 e ¢ # 1, uma progressio geométrica. Dado € > 0,
existe um refinamento (PG)y da (PG)y, tal que a diferenca entre dois termos consecutivos

desse refinamento € menor do que €.

Demonstragio. Se (PG)y é um refinamento da (PG)y, entdo segue do Teorema que

n+1

qd = q%, para algum m € N. Sejam ¢" e g dois termos consecutivos da (PG), para algum

n € Z, entao
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2

1 2 m—1
(PG)y = (...,(Azn,qm'm,q”+m,...,q"+ m ,q"“,...).

Dado que ¢" e q”*# sdo dois termos consecutivos da (PG),, onde ¢ > 0 e ¢ # 1. Sabemos

pelo Exemplo |A.1| que, lgn q% = 1, entdo dado qualquer € > 0, existe mg € N, tal que,
m oo

m > mg = \q% -1 < qin Logo,

€
7
Portanto, se (PG), C (PG)y, dado qualquer € > 0, existe mg € N, tal que m > mg =

1 1
m>mo=|¢""m —q"| =1¢"] |(gm —1)| < q"- =€

" =] < e. .

A seguir, apresentamos uma representagio grafica do Teorema [7.1] onde concluimos que,
dado qualquer € > 0, a diferenca entre dois termos consecutivos da, (PG)y refinamento de
uma (PG), serd sempre menor do que qualquer € > 0 dado. Com isso, comprovamos que,

para um m suficientemente grande, essa diferenca pode ser tao pequena quanto se queira.

Figura 7.1 — Ilustracao geométrica do Teorema

|

L1 ] ]
e | T T T I
lqil q° q* ol g qm*!

1
lg" —q"m| <

Fonte: Elaboragao prépria

Situacdo semelhante acontece com as progressoes aritméticas, como veremos no proximo

Teorema.

Teorema 7.2. Seja a (PA),, comr € R, r > 0, uma progressio aritmética. Entdo, pode-se
consegquir um refinamento (PA),» da (PA),, tal que a diferenca entre quaisquer dois termos

consecutivos da (PA),» é menor do que €.

Demonstragio. Se (PA),, é um refinamento da (PA),, entdo segue do Teorema que

/

r=—

r
m
para algum m € N.

Como se trata de uma (PA), a razao r’' ja é a diferenca entre dois termos consecutivos.

Assim, pelo Teorema dado qualquer € > 0, existe mg € N, tal que mg > £, teremos

r r r
m>my=|——-0=|—|<|—|<e
m m mo

Portanto, para todo € > 0 existe mg € N, tal que m > mg = || < ¢, ou seja, a diferenca

entre dois termos consecutivos da (PA),» é tdo pequena quanto se deseje. |
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Os Teoremas e demonstram que a diferenca entre dois termos consecutivos das
PAs e PGs pode ser tdo pequena quanto se deseje, para a escolha de um m suficientemente
grande, o que nos remete a ideia de que todo niimero real pertence a algum refinamento das
progressoes. Para comprovarmos que todo nimero real positivo pertencente a (PG) e a (PA)
e, consequentemente, a existéncia dos logaritmos, com argumentacio consistente, vejamos a

préxima secao.

7.2 Definicao formal dos Logaritmos

Seja (PG)g4, uma progressao geométrica, com ¢ > 0 e ¢ # 1. Se um nimero real positivo b
pertence a (PG), ou a qualquer refinamento (PG), da (PG),, sabemos que o seu logaritmo
serd o termo corresponde na (PA), ou em qualquer refinamento (PA), da (PA),, mas,
se b ¢ (PG),, nem a qualquer refinamento da (PG),, como garantir a existéncia destes
logaritmos?

No Exemplo do Capitulo [5, nao encontramos um refinamento (PG)y da (PG)4, tal
que 10 € (PG)4. Se b = 10, existe ¢ € R tal que 4° = 10?7 Isto é, existe um tnico ¢ € R, tal
que log, 10 = ¢?

Para que possamos construir a definicdo formal dos logaritmos para qualquer ntimero real,
estudaremos um resultado que oferece sustentagao para a formalizagdao deste conceito, sendo
esse teorema de fundamental importancia para definir a existéncia do logaritmos de todo
numero real maior que zero, por meio de progressoes aritméticas e geométricas que formam

o sistema de logaritmos (SL), . Para isto, considere o seguinte Teorema:

Teorema 7.3. Dada uma progressdo geométrica de razdo q, com q >0 e g # 1, e um numero

real positivo b, existe um unico niumero real c, tal que ¢° = b.

Demonstragdo. Para demonstragao do Teorema, precisamos analisar os seguintes casos, ¢ > 1
e 0 < ¢ < 1. Inicialmente, vejamos o caso para q > 1.

Dada uma (PG), com g > 1 e um ndmero real positivo b, a demonstracao pode ser
dividida em duas situacoes:

12 situagdo: b € (PG)y, ou a qualquer refinamento (PG)y da (PG)g, com ¢ > 1 e
qd = q%, para algum m € Z.

Se b € (PG)y, entdao b = ¢¢, para algum c € Z.

Do Teorema segue que ¢/ = q%, para algum m € N. Se b € (PG)y, entdo b = q(i)t,

¢

para algum m,t € Z com m > 0, ou seja, b = qi, tomemos ¢ = ;-. Portanto, b = ¢“.

2¢ Situagao: b ¢ (PG)y, nem a qualquer refinamento (PG)y da (PG)g, com ¢ > 1 e
q = q%, para algum m € Z.
Se b ¢ (PG),, entdo existem dois termos consecutivos ¢" e g™+

n € Z, na (PG)y, tal que

, para algum n fixo, com

be (", ¢") Cld" "]
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Sem perda de generalidade, vamos considerar n > 0. A Figura é uma representacao

geométrica da situagdo em que b € (¢", ¢" 1) C [¢", ¢" 1]

Figura 7.2 — Ilustragao geométrica da sequéncia

Iy

n+l

D
[~ 1]
[ e

Fonte: Elaborada pela autora do texto com o auxilio do Geogebra e PowerPoint

Chamemos de Iy = [a1,b1] o intervalo fechado de extremos a; = ¢" e by = g™, assim

b€ I,. Considere a (PG) 1 abaixo, refinamento da (PG)q, ou seja (PG), C (PG) 1
q q

_ _ 1 _ _ _1 1 1
(g~ D g3 g g a2, 0 a2, ¢ g g ) T L),

(PG)

[N

Como b ¢ (PG) 1, entdo vai ocorrer um dos dois casos,
q

be (¢"q"3)) C [¢" ¢ )]

ou
be (), ¢t [ ), ¢,
Suponhamos que b € [q”,q("+%)]. Chamemos de Iy = [ag,bs] o intervalo fechado de
= q" e by = q(”+%) assim b € I; C Is. De modo anilogo ao que segue

extremos as =

procederiamos se b € [q("+%), g"].

Figura 7.3 — Ilustragao geométrica da sequéncia

I

I
° l
b n+1 I +1
q" q" 'z q"
Fonte: Elaborada pela autora do texto com o auxilio do Geogebra e PowerPoint
Considere (PG) 1 abaixo, refinamento da (PG)q, ou seja (PG)q C (PG) 1.
q q
3 _1 1 i 1 3 1 1
L g2 q71,0% g8, 02,05, 4", g7 g g ) L),

_ 1 _ _
m+1) g7 gl g

(v0yq
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Como b € Iz e, se b ¢ (PG) 1, entdo vai ocorrer um dos dois casos,
q

1 1
be (¢",q" D) C g7, ¢

ou
be (g, gt ) ¢ o), g ),

Suponhamos que b € [q(”‘%), q("+%)]. Chamemos de I3 = [as3, bs] o intervalo fechado de
extremos ag = q("‘*'%) e by = q("+%), assim b € Is C Is C I;. De modo analogo ao que segue
procederiamos se b € [¢", q("“'%)].

Figura 7.4 — Ilustragao geométrica da sequéncia

Iy

1
n n+ n+l

w]
]
=
4
]
w]
ta
Lo R .

Fonte: Elaborada pela autora do texto com o auxilio do Geogebra e PowerPoint

Repetindo os mesmos procedimentos para todos os intervalos I,,, chegariamos a algum
refinamento da (PG), tal que ar, = ¢"""* e by, = ¢""%%, onde 1,5, € Qe bel; DI D I3 D
DIy 1D, D

Figura 7.5 — Ilustragdo geométrica da sequéncia de intervalos encaixantes

I

n+l

Fonte: Elaborada pela autora do texto com o auxilio do Geogebra e PowerPoint

Como

ag — bk = ¢"[¢"F — ¢°*|,
do Teorema podemos concluir que

‘bk — ak| — 0.
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Comobel{ DIsDI3D---D1I, D+ e by —ax| — 0, pelo Teorema
o
() lax, bi] = {b}.
n=1
Sendo ay, = ¢""* e by, = ¢"*, com 1y, s, € Q entdo
< b < g (7.1)
Como f(z) = a” é mondtona, temos
e < Sk.
Como a sequéncia r; < ro < -+ < rp < --- é crescente e limitada superiormente, entao
certamente, existe r € R, tal que r é supremo de r;, Axioma do Teorema [A4] limry, =
r. Vejamos também que a sequéncia s; > so > --- > s > --- € decrescente e limitada

inferiormente, entdo certamente, existe s € R, tal que s é o {nfimo de s, Axioma do

Teorema [A.4] lim 55, = s.
Do Teorema temos

lim |ax — bg| =0,
k—o00

ou seja,

n+rg n+sk)

| = | lim (q””’“) — lim (q"+5k)| =0.
k—o0 k—oo

(ar = bg)| = | lim (¢"7™ —¢q
k—o00

| lim
k—o0

Como a funcao f(z) = a® é continua, Teorema temos

‘ ' lim (n + 7g) lim (n + sg)
‘klglolo(qn—i-rk) _ klggo(qn+8k)| = |qk~>oo — gk—oo ’ _ |qn+r _ qn+3| =0,
de onde segue que
s=r.

Aplicando o limite na desigualdade (7.1f), temos

lim ¢"™™ < limb < lim ¢" %% = ¢"T" < b < "%,

e, como s = r, entao

qn-‘rr < b < qn—l—’/“

Portanto b = ¢""". Tomando ¢ = n + r, teremos b = ¢, como querfamos demonstrar.

valor de ¢ é unico, pois n é um nimero fixo e segue do TeoremaA.3| que limite é tnico .

Para o caso 0 < ¢ < 1, a demonstracao é analoga.
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A demonstracao do Teorema dos Intervalos Encaixantes também pode ser encontrada na
dissertacao de mestrado (OLIVEIRA| [2017, P. 67).

Com o refinamento da (PG)y, para m = 2, obtemos dois novos intervalos entre os termos
consecutivos da (PG)y, entao se o niimero desejado pertence a algum dos intervalos da PGy,
entdo certamente ele pertencera a algum dos dois intervalos obtidos com o refinamento, ja
que ele nao pertence a (PG), e a nenhum dos refinamentos (PG)y da (PG)4. Se optdssemos
por m > 2, terfamos uma quantidade maior de intervalos para analisar, o que dificultaria
bastante o trabalho. Fazemos este comentario para enfatizar a brilhante ideia do matematico
Henry Briggs, que calculou o logaritmo apenas com sucessivas raizes quadradas, ou seja, a
média geométrica, que equivale ao refinamento da sequéncia para m = 2.

Diante disso, percebemos a grande contribui¢do da Anéalise Matemética para que pudés-
semos chegar ao ponto de definirmos o logaritmo de todos os niimeros reais positivos.

Os Teoremas aqui apresentados nos garantem a existéncia de um ntimero real ¢, tal que
q° = b com b > 0, onde ¢ é o logaritmo de b na base q. Com isso, podemos apresentar a

definigao formal dos logaritmos.

Definig¢ao 7.1. Dados os nimeros reais positivos q e b, com q # 1. Chamamos de logaritmo

de b na base q o numero real ¢ tal que ¢° = b, ou seja,
log,b=c+ q¢°=0.

Com isso garantimos a existéncia do logaritmo de todo ntimero real positivo, como é o caso
do log 2 no Capitulo [6] deste trabalho, no qual, através do processo de refinamento chegamos
a uma boa aproximacao do valor para este logaritmo e, com os resultados estudados nesta
secao, garantimos a sua existéncia.

No decorrer do estudo, apresentamos as dificuldades encontradas para definir o logaritmo
através de um (SL),,, mas, usando esta ideia associada ao Teorema dos Intervalos Encai-
xantes, conseguimos demonstrar a existéncia de um tnico niimero real que nomeamos por c,

tal que ¢° =b.

7.2.1 Como explicar para o aluno do ensino médio a existéncia e unicidade

do logaritmo?

No ensino médio, para discutir com os alunos a existéncia do logaritmo de todo nimero
real positivo, pode ser explorado o conceito de bijetivadade da fun¢do exponencial através da
associacdo entre as PAs; e PGs. Compreender os conceitos de injetividade e sobrejetividade
da funcao exponencial é de suma importancia, para que, através desses, seja possivel garantir
a existéncia e unicidade dos logaritmos, mostrando ao aluno que para todo z; # xy =
f(z1) # f(x2) e que imagem da fungdo é igual ao contradominio, ou seja, Im(f) = CD(f).

Sao esses conceitos que fazem toda a diferenga no ensino da matematica, pois dao signi-

ficado as coisas, isto é, nao basta dizer que determinado logaritmo corresponde aquele valor,



Capitulo 7. Definicio formal de logaritmos: onde a Andlise Matemdtica cumpre seu papel
fundamental 78

mas sim deve-se também entender o porqué de existir aquele determinado valor. Como profes-
sora do ensino bésico, acredito que fazer o aluno raciocinar, refletir, questionar e proporcionar
discussoes que os levem a associar os conceitos faz toda a diferenca.

Ao associar os logaritmos as progressoes, podemos perceber também que as propriedades
operatérias dos logaritmos ganham significado, ou seja, o logaritmo de um produto pode
ser transformado em soma de logaritmos, o logaritmo do quociente pode ser transformado na
subtracao de logaritmos, o logaritmo de uma poténcia pode ser transformado na multiplicacao
do expoente pelo logaritmo e, com isso, tudo passa a ser visto de uma maneira ampla, e esta

é a proposta deste estudo.
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8 A historia da necessidade de criacao dos

logaritmos

Neste capitulo, apresentaremos um breve contexto histérico do surgimento dos logaritmos,
destacando a necessidade de sua criacdo, bem como as contribuicées para o desenvolvimento
da matemaética e para outras areas do conhecimento como astronomia, navegacao e comércio.

No decorrer da histéria, percebemos que os conhecimentos e instrumentos foram sendo
criados de acordo com o desejo ou a necessidade da humanidade, ndo por um acaso, mas
sempre como o objetivo. Nao foi diferente a criacdo dos logaritmos, os quais, a principio,
foram uma ferramenta que, muito facilitou para a realizagao de calculos.

Entender esse processo historico contribui para uma aprendizagem significativa na me-
dida em que esse estudo pode esclarecer a importancia dessa engenhosa criacgdo que muito
contribuiu para o desenvolvimento da matemaética e “tornou-se um dos conceitos mais impor-
tantes para esclarecer as ferramentas algébricas da andlise e dar-lhes consisténcia.” (ROQUE;
CARVALHO, 2019a;, p.438)

A etimologia da palavra logaritmo resultou da composicao de duas palavras gregas “Lo-
gos”, que significa razdo, e “Aritmos” nimeros, ou seja, a palavra logaritmos quer dizer razao
entre nimeros.

Os logaritmos foram nimeros inventados com o intuito de simplificar os célculos trans-
formando complexas operagoes de multiplicagoes e divisoes em simples somas e subtragoes,
facilitando também os calculos para extracdo de raizes.

Antes da engenhosa criacdo dos logaritmos, existiam alguns instrumentos que foram de
grande serventia para realizacdo de varios cédlculos matemaéticos, um exemplo bem pratico e
conhecido é o famoso abaco, mas, além desse, existiam outros que mostraremos no proximo
tépico, visto que esses foram uma base para o aperfeicoamento do que hoje conhecemos por

logaritmo.

8.1 John Napier e os logaritmos: uma descoberta notavel para

historia da matematica

A invencao dos logaritmos foi uma descoberta notdvel para a matematica, idealizada por
um lorde Escocés, que ndo era um matematico profissional, conhecido como John Napier
(1550-1617), proprietario, defensor do protestantismo e escritor, que se envolveu em vérias
controvérsias politicas e religiosas.

Dedicou-se na escrita do seu livro A Plaine Discouery of the Whole Reuelation of Saint
John, publicado em 1593, no qual se propunha a provar que o papa era o Anticristo. Esse

trabalho lhe rendeu 21 edigoes. Napier acreditou piamente que a sua reputacdo repousaria
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sobre esse trabalho, mas, na verdade, seu reconhecimento se deu pela engenhosa criacao dos
logaritmos, que era um entretenimento dos seus envolvimentos politicos e religiosos da época
e foi esta uma grande contribuicdo para a ciéncia e a matematica.(EVES, 2011)

Na matemética, seus interesses estavam voltados para as areas de computagdo e trigo-
nometria(BOYER; MERZBACH, 2012). Interessado em desenvolver uma ferramenta para
facilitar os célculos, comegou o seu estudo que culminou nos logaritmos, trabalhando por
vinte anos até publicar, em 1614, a sua obra Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio
(Uma descrigao da maravilhosa regra dos logaritmos).(EVES| 2011)

Com as tabelas trigonométricas que existiam desde do século 11, idealizadas por Hiparco

e Ptolomeu, juntamente com a férmula trigonométrica
2cos Acos B = cos(A + B) + cos(A — B)

também muito conhecida na época de Napier, era um dos mecanismo por meio dos quais era
possivel transformar intensas e exaustivas multiplicacbes em simples adi¢ées e subtragoes,
este método ficou conhecido como prostaférese. Inteirado deste método e influenciado por
ele, Napier comegou a pensar nos logaritmos, contudo a sua ideia para os logaritmos foi
diferente. (EVES]| 2011

Segundo Boyer, “ele evidentemente pensara nas sequéncias, publicadas vez por outra,
de poténcias sucessivas de um dado niimero — como na Arithmetica integra de Stifel cin-
quenta anos antes e nas obras de Arquimedes” (BOYER; MERZBACH, 2012, P .222). Estas

sequéncias representam uma progressao geométrica

(PG), = (1,q, R GO L) Ly s )

e uma progressao aritmética

(PA)1 =(0,1,2,3,...,m,....n, ..., (m+n),...).

Com essas sequéncias, é possivel transformar multiplicagoes em adig¢oes e divisdes em simples

subtragoes, uma vez que

qn_qm:qm+n
© n

L_ m—n

il

ou seja, basta somar ou subtrair os expoentes da poténcia, que sdo um dos elementos da PG
e buscar o seu correspondente na PA para obter os resultados das operagoes.

Mas Napier nao estava satisfeito com os métodos ja existentes e observando as lacunas
entres os termos consecutivos e usando a sua extraordinaria capacidade intelectual, optou por
uma razdo para a progressao geométrica, de tal modo que os termos fossem suficientemente
préximos. Para isso, escolheu um ntimero bem proximo de 1, sendo ele ¢ = 1 — 107 =
0,9999999 (EVES]| 2011)). Calculando sucessivas poténcias de ¢, ou seja,

1 )2

2
= 1 _ —
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1
3 3
—(1- —
1
n _ 1_ n

John Napier construiu o conceito dos logaritmos, definindo n como o logaritmo da po-
téncia ¢". Com o objetivo de desenvolver um mecanismo que facilitasse a resolucdo dos
calculos, Napier sempre buscava meios para facilitar o seu trabalho, entdo, para evitar nu-
meros decimais, ele resolveu multiplicar cada poténcia por 107. Com isso, chegou & seguinte

conclusao:
1 L

N=10"(1- —=
(-1 -
definindo L como o logaritmo de N. “Dividindo-se N e L por 107, virtualmente se encontrara

um sistema de logaritmos na base %, pois

1\ 1\" 1
() =dm () =

como é 6bvio, deve-se ter em mente que Napier nao trabalhava com o conceito de base de
um sistema de logaritmos. (EVES, [2011))

Os principios de sua obra eram explicados em termos geométricos
da maneira seguinte. Consideremos dados um segmento de reta AB
e uma semirreta CDE... (Fig. 14.1). Suponhamos que um ponto
P parte de A e se move ao longo de AB com velocidade varidvel,
decrescendo em propor¢ao com sua distancia a B; durante o mesmo
tempo, suponhamos que um ponto Q parte de C e se move ao longo
de CDE... com velocidade uniforme igual a velocidade inicial de P.
Napier chamava esta distancia variavel CQ de logaritmo da distancia
PB. (BOYER; MERZBACH, 2012} p.222)

I

A P B

L | I

C D Q E

A partir da definicdo e através das explicagoes de John Napier, chegou-se a conclusao de
que os logaritmos criados por ele sdo logaritmos naturais de base % (EVES| 2011)

Para uma pessoa que estudava a matemdatica por distracao e prazer, chegar a tal resul-
tado foi de uma genialidade sem igual e é claro que essa descoberta chamaria a atengdo de
estudiosos da época, e o professor Briggs ndo perdeu a oportunidade de estudar e também

realizar as suas contribuigdes, como veremos no proéximo topico.
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8.2 As contribuicdes de Henry Briggs para descoberta dos loga-

ritmos decimais

Seria impossivel que uma brilhante e sensacional ideia como foi a publicacdo dos loga-
ritmos nao chamasse a atencdo e logo ganhasse admiradores e interessados em estudar seu
trabalho, e um deles, como nos conta a histéria, foi o matemético Henry Briggs(1561-1631),
o primeiro professor saviliano de geometria em Oxford e o primeiro professor de geometria
do Gresham College. Entusiasmado, resolveu estudar os logaritmos e prop6s uma visita a
Napier, onde apresentou a sua ideia para o uso de potencias com base 10. Napier disse que
ja havia pensado na possibilidade e concordou com a sua ideia, mas o tempo ja havia pas-
sado para Napier e o mesmo ndo tinha disposicao suficiente para continuar com seus estudos,
chegando a falecer pouco tempo depois. (BOYER; MERZBACH], [2012)

Por isso, recaiu sobre Briggs a tarefa de construir a primeira tabela
de logaritmos comuns, ou briggsianos. Em vez de tomar as poténcias
de um numero préximo de 1, como fizera Napier, Briggs comecou
com log 10 = 1 e depois achou outros logaritmos tomando raizes
sucessivas. (BOYER; MERZBACH, [2012, p.223)

Briggs continuou com os seus estudos e em 1617, ano da morte de John Napier, publicou
seu trabalho intitulado Logarithmorum Chilias Prima, com os logaritmos de 1 a 1000 apresen-
tados com 14 casas decimais. Em 1624, em Arithmetica logarithmica, Briggs ampliou a tabela
incluindo logaritmos comuns dos nimeros de 1 a 20.000 e de 90.000 a 100.000.
MERZBACH, 2012, p.222)

Figura 8.1 — Capa da obra Arithmetica Logarithmica por Henry Briggs.
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Fonte: (SWETZ, 2021)
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8.3 Logaritmos racionais

Um fato bastante curioso em nosso estudo é entender como Henry Briggs trabalhou para
determinar os logaritmos de todos os niimeros reais. Aqui chamamos a atenc¢do para mostrar
que ele utilizou-se dos niimeros que tém logaritmos racionais para determinar dos niimeros
que possuem logaritmos irracionais, ou seja, de todo ntimero real.

Para determinar os logaritmos dos ntimeros racionais, Briggs considerou logl = 0 e
log 10 = 1,00000, 00000, 0000, ou seja, log10 = 1, e essa escolha proporcionou um conjunto
denso de nimeros no intervalo [0, 1] (BRUCE] 2021)). Na tabela apresentada por Briggs na
Figura[8.2] as colunas A representam termos de uma progressao geométrica denominados pelo
matematico niimeros em proporg¢ao continua, a coluna C os valores absolutos respectivos a
coluna A e a Coluna B séo os logaritmos racionais destes ntimeros.

Para explicar que os logaritmos racionais nao sdo apenas dos nimeros que estao em uma
proporg¢ao de 1 para 10, com os quais a estrutura dos logaritmos decimais repousa, mas para
todos os nimeros que podem ser inseridos a esses ntmeros proporcao, Briggs apresenta a

tabela exposta na Figura 3.2

Figura 8.2 — Tabela apresentada por Briggs em sua obra Arithmetica Logarithmica
com os racionais logaritmos de alguns ntimeros.

A B &
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Fonte: (BRIGGS] [1624)

No século XVII algumas abordagens mateméticas ndo eram apresentadas tal como hoje,
um exemplo disso é a raiz quadrada de um nimero. “A padronizacdo dos simbolos ma-
tematicos se deu muito mais tarde, sobretudo a partir do final do século XVII, devido a
popularidade dos trabalhos de Descartes, Leibnz e Newton” (ROQUE; CARVALHO, [2019b),
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P.207). Certamente Briggs ndo conhecia o simbolo |/ € em seus trabalhos, representou a raiz
quadrada de um nimero por [, a raiz quarta por Il e assim sucessivamente. Para o caso da
raiz ctibica ele representava por [(3). (BRUCE, [2021)

Assim, analisando a Figura[8.2] notamos que na 1* coluna A os nimeros estao em propor-
¢ao de 1 para 10, seguida dos seus respectivos logaritmos na 1# Coluna B. Na 22 coluna A os
nimeros estao na proporc¢ao de 1 para 101 seguido dos seus respectivos logaritmos decimais
na 2% coluna B, e os nimeros da 32 coluna A estdo em proporg¢ao de 1 para 10%, com oS Seus
respectivos logaritmos racionais expostos na 3* coluna B. Com isso Briggs exibiu logaritmos
racionais entre os logaritmos dos niimeros em proporcao de 1 e 10.

Para construir os resultados apresentados na Figura 8.2, Briggs utilizou do célculo de
raizes quadradas, porém em sua obra nao é apresentado como o autor chegou a tais resultados.
No entanto, pela época, podemos acreditar que foi um trabalho bastante cansativo, visto que,
neste periodo, nao se tinha as calculadoras eletrénicas.

Para melhor compreender as ideias, representaremos os termos da Figura em termos
atuais, através da Tabela Vejamos

Tabela 8.1 — Tabela apresentada por Henry Briggs em termos usuais

(v [F[v] ¢ [wle] = [&]
A | B| A C B | A B C
1 0] 1 1 0 1 1 0
10 1| 105 | 1,77827941 | 0,25 | 105 | 1,466779926762 | 06661
100 | 2 | 102 | 3,16227766 | 0,5 | 105 | 2,15443469003 | 03331
1000 | 3 | 10% | 5,67341325 | 0,75 | 108 | 3,10227766017 | 05
10000 | 4 | 10 10 1 | 105 | 4,64158883360 | 06662

105 | 1,77827941 | 1,25 | 108 | 6,81292069054 | 08331
10% | 3,16227766 | 1,5 | 10 10 1
107 | 5,62341325 | 1,75
100 100 2

Fonte: Elaboragao prépria

Na Tabela os termos da 1* coluna representam uma (PG)1p que estdo associados
aos seus respectivos logaritmos na 2 coluna, representada por uma (PA);. Na 3% coluna

encontramos uma (PG) 1 associada aos seus respectivos logaritmos representados na 5%

104
coluna por uma (PA)i . J& a 6* coluna, uma (PG)10 1 associada aos seus respectivos lo-
garitmos, na 8% coluna representada por uma (PA) 1. Com o calculo das raizes quadradas,
Briggs conseguiu tais resultados, mostrando assim os logaritmos racionais desses nimeros.
No capitulo [6] apresentamos a situagdo proposta através do refinamento do sistema logarit-
mico (SL)qp,1, utilizado para determinar log 2 na segdo, porém isso resultou em um custo
operacional altissimo, em razdo do uso de calculadoras, ferramenta que, para a época, nao

existia.
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A palavra progressées nao eram mencionadas nos trabalhos de Briggs, mas, observando
as suas construgoes, percebemos que os nimeros em proporcado continua representam uma
progressao geométrica e seus respectivos logaritmos representam uma progressoes aritmética.

Entao, com o cdlculo das raizes quadradas, Briggs conseguiu determinar todos os logarit-
mos racionais, e poderiamos pensar como se fez para determinar o logaritmo irracionais de

um nimero? Briggs relata em seus trabalhos:

Figura 8.3 — Relato retirado da obra Arithmetica Logarithmica por Henry Briggs

Reliqui omngs numeri qui in huiufrrodi aliquam continue proportiona-
lium feriem (in qua dati duo mungi Vnitas & Denarius fiti funt)cadere non
poffunt, habent Logarithmos irratinnalss, qui neque tn numeris integris ne-
que in partibus quas frationes appcllant accurate exprimi poterunt. Licet au.
tem eos accuratos habere non pofluinus, poterimus tamen €os invenire adeo
veris propinquos, vt fi viom f] pectemus inter rationales & irrationales nihil in-
terfic. Hoc ipfo morbo Prolemzi Canon {fubtenfarum, & fublcquentium
omnium ad hzc vique tempora Aftronomorum Canones Sinnum, Fangen-

tinm,& Secantium, fine aliquo grauiore incommodo laborarunt. .

Fonte: (BRIGGS] [1624)

Em traducao do latim para o inglés, através dos trabalhos de Ian Bruce, temos

All the remaining numbers, which do not fall into any of these kinds
of continued proportional series described ( into which the two given
numbers one and ten have been placed), have irrational logarithms,
which cannot be accurately expressed either in whole numbers or in
the parts we call fractions. But although we cannot obtain these
irrational logarithms accurately, nevertheless we shall be able to find
precisely these rational logarithms nearest the correct values, for if
we examine the use between the irrational and the rational loga-
rithms, there will be no difference between them. From this same
malady of Ptolemy][ i.e. the occurrence of rounded irrational quanti-
ties], the tables of the subtended chords, and of all tables subsequent
to these up to the time of the astronomers’ tables of sines, tangents,
and secants, have suffered without any more serious disadvantage.
(BRUCE! 2021])

Todos os niimeros restantes, que nao se enquadram em nenhum des-
ses tipos de séries proporcionais continuas descritas (nas quais os dois
nimeros um e dez foram colocados), tém logaritmos irracionais, que
nao podem ser expressos com precisao em numeros inteiros ou nas
divisdes que chamamos de fragoes. No entanto, embora nao possa-
mos obter esses logaritmos irracionais com precisao, seremos capazes
de encontrar precisamente esses logaritmos racionais mais préximos
dos valores corretos, pois se examinarmos o uso dos logaritmos ir-
racionais e racionais, nao haverd diferenca entre eles. Desde essa
anomalia de Ptolomeu [ou seja, a ocorréncia de quantidades irraci-
onais arredondadas] as tabelas dos acordes subtendidos e todas as
tabelas subsequentes, até o tempo das tabelas de senos, tangentes
e secantes, usadas por astrénomos, permaneceram sem nenhum pre-
juizo mais sério. (Traducdo nossa)
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Entao Briggs afirma que os niimeros nao pertencentes a série de proporcio continuada
(progressao geométrica) possuem logaritmos irracionais, mesmo nao sendo possivel determi-
nar com exatidao, mas é possivel obter, com boas aproximacdes, o logaritmo de qualquer
nimero desejado. Tao esperto como era, também contou com os trabalhos de cordas de
Ptolomeu para explicar tais conclusoes.

No Capitulo[6], apresentamos como calcular, através do processo de refinamento, com uma
(PG)1p e uma (PA)j, em que associagao destas sequéncias formam o (SL)jo,1, o log2. Na
verdade tinhamos uma série em propor¢ao continua (nome dado por Briggs a sequéncia que
forma uma progressao geométrica), onde refinando, ou seja, calculando as raizes, sendo que,
para 0 nosso caso, optamos por raizes décimas, conseguimos obter um ntmero préximo ao
2. Com isso, determinamos logaritmos racionais que proporcionaram uma boa aproximacao

para log 2.

8.4 Como Henry Briggs construiu sua primeira tabela de logarit-

maos

Como vimos na se¢ao anterior, os niimeros colocados em uma série de propor¢ao continua
(progressao geométrica) entre 1 e 10, tem racionais logaritmos, entdo Briggs calculou os meios

continuados (hoje o que chamamos de meios geométricos) entre esses, como explica:

Figura 8.4 — Relato retirado da obra Arithmetica Logarithmica por Henry Briggs sobre
o calculo dos meios continuados

... Quigkhrir autem Indufmodi Contimuie Medij inter Denarfum & Vnim-
femn, quorum primus ativd [0, nempe 3 16227760 nfS 37933‘1_993893 4y 1dl_cﬁ
lazus denatij, vel medius proportjonalius wter 16'& 1. deinde quaro la

fateris irpctrime inventiy 1d clt # 1o.nempe 1778£7941003803180 1197394134
tertio perdp inveftigard fatus iftius latcris, My o, 33755214121833 14025645

38031,

Fonte: (BRIGGS) 1624])

Em traducao do latim para o inglés, através dos trabalhos Ian Bruce, temos

continued means of this kind between ten and one shall be sought,
the first of these will be [.10, assuredly 31622776016837933199889354,
that is the root of 10, or the mean proportion between 10 and 1. Then
I look for the root of the root most recently found, that is {1.10 :
177827941003892280119730413, With the third I go on to investigate
the root of that root, 1{.10 : 13335,21432, 16332, 40256, 65389, 31.
(BRUCE! 2021])

meios continuos deste tipo entre dez e um devem ser procurados. O
primeiro deles serd .10, seguramente 31622776016837933199889354,
que ¢é a raiz de 10, ou a propor¢ao média entre 10 e 1. E entao
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procuro a raiz da raiz encontrada mais recentemente, ou seja, 11.10 :
177827941003892280119730413. Com a terceira, prossigo para inves-
tigar a raiz dessa raiz, (11.10 : 13335,21432, 16332, 40256, 65389, 31.
(Tradugao nossa)

Traduzindo para uma linguagem atual, os meios continuados sdo, na verdade, a raiz qua-
drada do produto de 1 pelo préximo nimero da série continuada, entdo os meios continuados
sdo justamente a média geométrica. Isto é, ele calculou o produto de 1 por 10, seguido da
raiz quadrada deste niimero, obtendo 103 que é, justamente o meio continuado (média ge-
ométrica) dos nimeros 1 e 10, em seguida tomou o produto de 1 por 102 e calculou a raiz
quadrada deste ntimero obtendo, 107 e assim sucessivamente.

Desse modo, obteve-se inicialmente a raiz quadrada de 10, depois a raiz quadrada da
raiz quadrada de 10 e assim sucessivamente, repetindo esse processo conseguiu determinar
os logaritmos racionais dos 54 nimeros na série entre 1 e 10. Como mostra a Tabela [8.7] e

afirma Briggs,

Figura 8.5 — Relato retirado da obra Arithmetica Logarithmica por Henry Briggs

~ ‘collemdqne feruaty operationis modo progredior, donec tota #rics
contihuit 1ediorum,vna cin Denagioscontineat numeros diftinétos quingua-
ginta quingue, quos vides fignari litera D: quibus ¢ regione locantur Loga-
rithmi rationales ijfdem convenicntes, fignati £, 1o o

Fonte: (BRIGGS) 1624])

Em traducdo do latim para o inglés, através dos trabalhos Ian Bruce, temos

By maintaining the same method of working, I progress until the
whole series of continued means, together with ten, shall contain
fifty five separate numbers, which you see marked with the letter D
[Table 6-2]: with which are placed the rational logarithms agreeing
with the same, marked E. (BRUCE 2021)

Mantendo o mesmo método de trabalho, prossigo até que a série
inteira de médias continuas, juntamente com dez, contenha cinquenta
e cinco numeros separados, os quais podes ver marcados com a letra
D [Tabela 6-2] estdo posicionados os logaritmos racionais equivalentes
ao mesmo, marcados com E. (Tradugio nossa)

Aplicando o fato dos termos estarem em proporgao continua (progressao geométrica) e
observando que a raiz quadrada de um nimero gera o logaritmo igual ao dobro do logaritmo
do quadrado deste niimero, por exemplo, se log 25 0,150514997 entao log2 = 2 - log 25
0,30102999, Briggs construiu a sua tabela de logaritmos. No Capitulo [6] mostramos a ideia
do trabalho realizado por Briggs para chegar a essa aproximacao para log 2.

Na Figura apresentamos a tabela com o resultado desta construcdo. “Alexander
John Thompson em sua obra Logarithmica Britannica (CUP 1952), paginas LXXIX-LXXXIII

chama atengao para um pequeno erro cometido por Briggs no célculo destas raizes”(BRUCE],
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2021)) tradugao do capitulo IV, o que considero como fato insignificante diante da sua brilhante
construcao, desenvolver tamanhos calculos sem nenhum recurso tecnolégico, tais como temos
hoje, deve ter resultado em um trabalho bastante cansativo, porém de grande significado
para histéria e desenvolvimento da matemaética, uma vez que através dos seus trabalhos
conhecemos os logaritmos de base 10.

Um fator que contribuiu bastante para a construcdo das suas tabelas foi perceber que
por serem proporcionais os logaritmos podem ser soma, subtracao ou multiplicacdo de outros
logaritmos, como apresentado na Segdo [8.1] deste capitulo. Na Figura[8.6] temos um exemplo
da sua obra, o produto dos fatores 3 e 27 que é 81 tem como o seu logaritmo justamente a

soma do logaritmo de 3 mais o logaritmo de 27, em termos atuais,

log(3-27) =log3 + log 27 = 0477712 + 143136 = 190848

Figura 8.6 — Calculo dos logaritmos apresentado por Briggs em sua obra Arithmetica
Logarithmica.

Logatithm
I c 0000

3 047712
fa&orts{l? 143136
fitus 81 190848

Fonte: (BRUCE, [2021)

Certamente, para apresentacao e explicacdo do exemplo ele utilizou uma aproximagao
bem menor que as apresentadas em suas tabelas, visto que, elas apresentam logaritmos com
quatorze casas decimais.

No préximo capitulo, apresentaremos uma sugestdo de atividade que tem como obje-
tivo propor um estudo significativo dos logaritmos através de uma abordagem construtivista

associada a histéria da matemaética.
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Figura 8.7 — Tabela apresentada por Briggs em sua obra Arithmetica Logarithmica
com os racionais logaritmos
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9 Uma proposta construtivista com associ-
acao histérica para o uso dos logaritmos

em sala de aula

Neste capitulo, apresentaremos uma proposta histérico construtivista para conceitualiza-
¢ao dos logaritmos.

Ao longo deste trabalho, percebemos a importancia da ligacido do construtivismo ao ensino
e a aprendizagem. O modo como o construtivismo concebe a valorizagdo das agGes dos
sujeitos, fazendo-os pensar e agir, configura em uma proposta que enriquece a construgao
do conhecimento. Mas, como aplicar esta teoria as aulas de mateméatica? Como utilizar a
histéria como facilitadora deste processo? Pretendemos responder a esses questionamentos
através da exposicdo de uma situacido problema que tem como intuito apontar trajetorias

para aplicacdo do construtivismo e da histéria da matematica em sala de aula.

9.1 Proposta de trabalho

9.1.1 Conteldos abordados na atividade
o Potenciagdo e suas propriedades;
o Progressoes aritmética e geométrica;

e Logaritmos.

9.1.2 Objetivo geral

Compreender, através da associacdo entre as progressoes aritméticas e geométricas, o
conceito dos logaritmos.
9.1.2.1 Objetivos especificos

o Compreender o conceito de progressao aritmética e de progressdo geométrica;

o Conceituar e reconhecer o logaritmo;

o Entender, através da histéria da matematica, a necessidade de criagdo e o conceito dos

logaritmos;

e Associar as experiéncias de aprendizagem com a histéria da matematica.
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9.1.3 Competéncias e habilidades segundo o plano da BNCC

No terceiro capitulo deste trabalho, abordamos as competéncias e habilidades segundo a
BNCC para o estudo dos logaritmos. Para este momento, apresentaremos as habilidades que

serao trabalhas com esta proposta.

(EM13MATS507) Identificar e associar progressoes aritméticas (PA)
a funcdes afins de dominios discretos, para analise de propriedades,
dedugao de algumas formulas e resolugdo de problemas.

(EM13MATS508) Identificar e associar progressoes geométricas (PG)
a fungoes exponenciais de dominios discretos, para anélise de propri-
edades, dedugao de algumas féormulas e resolugao de problemas.

(EM13MATS505) Resolver e elaborar problemas com fungdes loga-
ritmicas nos quais seja necessario compreender e interpretar a va-
riagdo das grandezas envolvidas, em contextos como os de abalos

sismicos, pH, radioatividade, Matematica Financeira, entre outros.
(BRASIL} [2018)

As habilidades EM13MAT507 e EM13MAT508 estao apresentadas de acordo com a com-
peténcia 2 da BNCC, que tem como objetivo desenvolver, no aluno, a capacidade de utilizar
estratégias para construir modelos e interpretar o problema em diversos contextos, com apre-
sentacao de uma argumentacao consistente para os resultados.

J& a habilidade EM13MATS505 estd presente na competéncia 5 da BNCC, que tem por
finalidade investigar, observar padroes, fazer experimentacoes e, por meio destas observagoes,
identificar a necessidade ou nao da demonstracao formal para validar as hipéteses levantadas.

Acrescenta a BNCC,

tais habilidades tém importante papel na formagao matematica dos
estudantes, para que construam uma compreensao viva do que é a
Matematica, inclusive quanto a sua relevancia. Isso significa percebé-
la como um conjunto de conhecimentos inter-relacionados, coleti-
vamente construido, com seus objetos de estudo e métodos pro-
prios para investigar e comunicar seus resultados teoéricos ou apli-
cados. Igualmente significa caracterizar a atividade matema-
tica como atividade humana, sujeita a acertos e erros, como
um processo de buscas, questionamentos, conjecturas, con-
traexemplos, refutagGes, aplicacdes e comunicagdo. (grifo
nosso) (BRASIL, 2018, p.540)

Para atender tais especificidades das competéncias e habilidades da BNCC, é impor-
tante desenvolver um trabalho de valorizacao das agoes dos educandos, das suas concepc¢oes,
ideias, questionamentos e inquietagoes, e isso sb é possivel a partir do momento em que, no
processo de ensino e aprendizagem, existe uma interacao entre professor/aluno e desejo de
conhecer /descobrir.

Diante de todas as discussoes apresentadas no decorrer deste trabalho com relacdo ao
construtivismo, percebemos que a alianca deste com a educacdo vem atender o desejo e os
anseios da pedagogia transformadora para a escola. Usamos o termo escola, pois o sucesso do

aluno implica no sucesso do professor, que reflete na escola e, consequentemente, na sociedade.
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Vejamos, no proximo topico, uma proposta de atividade que tem como foco a construcao

do conceito dos logaritmos através da abordagem construtivista.

9.1.4 Conceitualizacdo dos logaritmos mediante uma abordagem constru-
tivista

A principio, apresentaremos a situagao problema que pode ser aplicada no inicio da aula
para uma discussao inicial.

Uma das visoes mais comentadas na educagdo é a de que precisamos formar cidadaos
criticos e atuantes em sociedade, e essa atitude pode ser trabalhada na disciplina de Mate-
matica quando permitimos que o aluno participe ativamente do processo de aprendizagem,
apresentando suas ideias e concepgoes em relacdo ao conteido.

As aplicagées das atividades pode ser um momento desafiador para o professor, tendo em
vista que a aplicacdo da proposta construtivista exige a mudanca da postura, principalmente
quando se estd acostumado com um modelo de ensino que valoriza a transmissao do conteudo,

bem como as dificuldades por partes dos alunos em aprender matematica.

9.1.5 Situacdo problema: desafio na aula de matematica

Nesta secao apresentaremos uma narrativa que descreve um acontecimento na aula mate-
matica. O principal objetivo de iniciar o estudo dos logaritmos com essa proposta foi para que
pudéssemos apresentar um problema de facil assimilacdo, para que o aluno possa interagir e
construir o conceito dos logaritmos.

Certo dia a professora de matematica prop0s, para os alunos, uma atividade bem diferente
das que costumava fazer. Com a sua mesa repleta de resmas de papel A4, pegou uma folha e,
com ela em mao, caminhou para o centro da sala e a colocou no chdo. Em seguida, solicitou
aos seus alunos a seguinte atividade:

— Veem essa folha que acabo de colocar no chio? Ela tem aproximadamente 0,074mm
de espessura. Agora, cada um de vocés, ao serem chamados, irdo a minha mesa pegar uma
quantidade de papel que seja sempre o dobro da quantidade que estd no chao e colocarao ao
lado delas.

Jodo de imediato perguntou:

— Mas professora, em que momento vamos parar de sobrepor as folhas?
A professora respondeu:

— Boa pergunta, Jodo! No momento em que atingir a sua altura.

Bem curioso Joao respondeu:

— Minha altura é 1,61m
Entao a professora perguntou a turma:

— Nesse caso, quantas vezes serdo necessarias levantar-se para sobrepor as folhas e obter

a altura do Joao?
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Figura 9.1 — Tlustragao da situacao problema: desafio na aula de matematica

Fonte: Tlustragdo Daniel Azevedo (@Qdanieldaart). Ideia autora do texto.

9.1.6 A construcdo do conhecimento em relacdo aos logaritmos por inter-

vencao do problema proposto

Nesta secao, apresentaremos ideias para aplicacdo da atividade proposta, seguindo orien-
tagbes da abordagem construtivista aliada a historia da matematica para ressignificacdo do

conceito dos logaritmos.

9.1.6.1 Assimilacdo do problema proposto

E importante que o material proponha uma situacao que o aluno possa assimilar significa-
tivamente. Além disso, é necessario que a atividade proposta venha atender as expectativas,
caso contrario, o professor tem a autonomia para modificd-la e estrutura-la de tal modo que
possa atender aos anseios da sua clientela, agindo de acordo com sua realidade. O que nao se
pode esquecer é que essa proposta deve ser desafiadora, levando o aluno a reflexdo e agucar a
sua curiosidade para desenvolver, com exceléncia, a atividade proposta e, consequentemente,
construir o conhecimento.

Uma sugestao para o desenvolvimento da atividade é iniciar a aula solicitando a leitura
atenta do problema por parte dos alunos. Essa leitura pode ser individual, em grupo ou até

mesmo coletiva.
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A situacio problema, intitulada desafio da matemaética, a principio apresenta um cenario
que facilmente pode ser compreendido através da sua leitura e até mesmo modificado de
acordo com a realidade em sala de aula para uma melhor compreensao. A partir do momento
que o aluno conseguiu compreender o problema, tem-se o primeiro passo para construgao do
conhecimento, visto que aconteceu a assimilacdo, sendo esse essencial e de extrema impor-
tancia para a construcao do conhecimento, segundo a abordagem construtivista.

Apés a assimilacdo, o professor pode questionar: “Como podemos solucionar o questio-
namento realizado pela professora de matematica? Ou seja, quantas vezes serdo necessarias
levantar-se para pegar as folhas e, com isso, obter a altura do Jodo, que é de 1,61m?”

Atencao, professor! Vocé tem uma fungdo muito importante neste momento, pois precisam
instigar nos alunos a busca por respostas. Pode-se solicitar que os discentes apresentem as

suas ideias. Por que o professor deve agir assim? Segundo Becker,

porque ele acredita, ou, melhor, compreende (teoria), que o aluno
s6 aprendera alguma coisa, isto é, construird algum conhecimento
novo, se ele agir e problematizar a propria agao, apropriar-se dela
e de seus mecanismos intimos. A condicdo prévia para isso é que
consiga assimilar o problema proposto; sem assimilagdo nao havera
acomodagao. (BECKER, [2012aa), p.21)

Observe que dois pontos relevantes para o construtivismo sido os processos de assimilagao
e de acomodacao e, para que estes acontecam, sao essenciais as agoes do sujeito. Na otica
da sala de aula, entendemos por sujeitos os alunos. Acomodar é, portanto, dar significados
aos objetos, e implica nas transformacoes do sujeito, dos seus esquemas, de suas estrutura
e capacidade. Entdo estes processo sdo complementares e precisam caminhar juntos, uma
vez que a acomodagao necessita de outras perturbagoes para que o individuo assimile, e esse
encadeamento possa gerar o equilibrio, atingindo um novo patamar e, consequentemente, a

construgao do conhecimento. De acordo com Becker,

assimilacao e acomodacgao constituem as duas faces, complementares
entre si, de todas as suas agdes. Por isso, o professor nao aceita
que seu aluno fique passivo, ouvindo sua fala ou repetindo ligoes
que consistem em dar respostas mecanicas para problemas que nao
assimilou (transformou para si) (BECKER) 2012aa, p.118)

Neste momento de assimilacdo, o aluno deve compreender e comecar a mobilizar possi-
veis alternativas para resolucdo do problema, entre as quais deve perceber a necessidade de
transformar as grandezas para comecgar o trabalho de resolucdo. Entao transformaremos a

altura de 1,61m para mm, de modo que obteremos 1610 mm.

9.1.6.2 Construcdo dos conceitos matematicos

No segundo momento, solicite ou até mesmo construa, juntamente com os seus alunos, a

situacdo apresentada no problema, representada conforme mostra a Tabela
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Tabela 9.1 — Apresentacao grafica da situacao problema I

Ordem dos Quantidade de .
Espessura dos papéis (mm)
alunos papéis sobrepostos
0 1 20.0,074
1 2 21.0,074
2 4 22.0,074
n 2" 20,074

Fonte: Elaboracao prépria

Comece a questionar: “ O que se pode perceber com relacdo ao nimero de alunos que
levantaram para pegar os papéis na mesa? E com relagdo a quantidade de folhas colocadas
no chao? Existe a possibilidade de obter uma quantidade inteira para o valor n no qual é
possivel obter a altura do Joao? Ou seja, existe algum n inteiro, tal que 2" - 0,074 = 1610 =
2" ~ 21756,87 Como podemos argumentar?”

O que podemos observar quando multiplicamos 22 - 0,074 por 2% - 0,074? E quando divi-
dimos 22 - 0,074 por 2% -0,074? Convide-os a trabalhar s6 com as poténcias para facilitar a
visualizagao do que ird acontecer com as multiplicacoes e divisdes. Neste momento, espera-se
que os alunos concluam que as operacdes de multiplicacdo e divisdo podem ser simplificadas
por adicdo e subtracdo, bem como que nao existird um valor inteiro para n. Explore to-
dos os resultados para que depois seja possivel relaciona-los as propriedades operatérias dos
logaritmos.

A partir do momento em que o aluno compreende(acomoda) que essas sequéncias re-
presentam uma PA e PG e que ndo existe n inteiro para solucionar o problema, um outro
momento desafiador comega a surgir, pois como fazer para obter n?

Com a assimilacao do problema e levantamento desses questionamentos, pretende-se criar
situagoes de desequilibrios, que tém como objetivo instigar as ideias dos alunos, a fim de
formular e conjecturar hipéteses para resolugdo do problema. Mas nao sé isso, pois, como
consequéncia, deve acontecer o ponto principal do ensino que é a construgao do conhecimento.
Aqui aparece a figura importante do professor, que tem o papel de criar essas situagdes para

que seus alunos possam se sentir motivados a descobrir. Como afirma Becker,

o ensino do professor de Matematica tera chance de éxito se o aluno
tiver construido previamente estruturas que o tornam capaz de assi-
milar os conteiidos ensinados; isso sera possivel se esse ensinar for, ao
mesmo tempo, adequado a essas estruturas e capaz de desequilibra-
las. (BECKER) 2012aa) p.146)

Diante das observagoes, permita que os alunos cheguem a conclusao de que nao é possivel
obter a altura exata do Jodo, mas que esta se encontra dentro de um intervalo entre ntimeros

que compoem a sequéncia. Mas qual seria esse intervalo? Esperamos que os alunos cheguem a
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seguinte conclusdo: como 2'* = 16384 e 25 = 32768, entdo 2" ~ 21756 pertence ao intervalo
[214)215] observando que o n procurado nao serd inteiro, e que este é um nimero que esta
no intervalo [14, 15].

Pelo desenvolver do problema e articulagdo, peca-os para construir uma representacao.
Segue a Figura[9.2] que representa o contexto do problema do desafio na aula de matemética

e pode ser utilizada para aplicagdo .

Figura 9.2 — Intervalo em que se encontra a altura do empilhamento dos papéis

Fonte: Elaboragao prépria

A partir de todas as discussoes e observagoes levantas, reformuladas e construidas, agora
é um momento oportuno de resgatar a histéria da matemaética para o contexto. A proposta
de iniciar a atividade com o problema “desafio na aula de matemética” objetiva que o aluno
possa sentir de perto, ou seja, mais proximo da sua realidade, a situacao.

No decorrer da histéoria da humanidade, mas especificamente por volta do século XVII,
interessado em descobrir uma ferramenta de calculo que fosse capaz de simplificar as operagoes
matematicas como multiplicagdo e divisdo, o proprietario escocés John Napier comecgou a
estudar como viabilizar estes calculos, chegando até um instrumento conhecidos como Barras

de Napier. Querendo ir além, Segundo Boyer,

ele evidentemente pensara nas sequéncias, publicadas vez por outra,
de poténcias sucessivas de um dado niimero — como na Arithmetica
integra de Stifel cinquenta anos antes e nas obras de Arquimedes.
Em tais sequéncias, era 6bvio que as somas e diferencas dos indices
das poténcias correspondiam a produtos e quocientes das proprias
poténcias. (BOYER; MERZBACH] [2012, p.221)

Neste momento, o professor pode realizar uma comparacao entre o problema proposto
com o regaste histérico, mostrando a motivagdo e o interesse em estudar a relacdo entre as
PAs e as PGs para simplificar os célculos. Para que se pudesse utilizar desse recurso, seria
necessario obter todos os termos das PAs e das PGs? Mas o qué e como fizeram para obter
tais termos?

Observe que temos um problema onde queremos determinar um valor real para n que
satisfaga a igualdade 2™ ~ 21756. Considerando esse problema no contexto histérico que aca-
bamos de relatar, como resolvé-lo? Se encontrarmos solugao para ele, também encontrariamos
a solucao de inserir todos os termos a sequéncias de PAs e PGs?

Novamente chegamos ao ponto em que serd necessario realizar mais questionamentos, a
fim de que se possam provocar situagoes de desequilibrios. Bastante cuidado, pois, como

discutido no Capitulo [2] se o aluno estiver convencido de que nao consegue desenvolver o
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problema, talvez ele desista, por isso a importancia de agucar a sua curiosidade, assim como
o dominio e a criatividade do professor para propor estas situacoes.

Como determinar n no qual é possivel obter altura desejada? Convide-os a pensar, a
apresentar as suas ideias e argumentar como chegou a tal conclusao. Isto é importante até
mesmo para que o professor compreenda como o aluno chegou a tais resultados e questione,
diante disso, outros raciocinios para essa construcdo. Observe que estamos direcionando a
questdo a um outro patamar, tendo em vista que agora a situagdo ndo mais seria real, porém
de conhecimentos mateméticos mais avangados.

Essas provocagoes devem ficar compreensiveis para os alunos. Nao se deve permitir, em
nenhum momento, que a atividade deixe de ser vista como algo desafiador e interessante,
pois, para que aconteca a construcao do conhecimento, é necessario que o aluno aja sobre o

material. Como aponta Becker,

[...] sabe que ha duas condigbes necessdrias para que algum conheci-
mento novo seja construido: (a) que o aluno aja (assimilagio) sobre o
material — objeto, experimento, texto, afirmacao, calculo, teoria, pes-
quisa, modelo, contetdo especifico, observagoes, dados coletados, re-
acao quimica ou fisica, etc. — que o professor presume que tenha algo
de cognitivamente interessante, ou melhor, significativo ou desafiador
para o aluno; (b) que o aluno responda para si mesmo (acomodagao),
sozinho ou em grupo, as perturbagoes provocadas pela assimilagao
do material, ou que se aproprie, em um segundo momento, ndo mais
do material, mas dos mecanismos intimos de suas agdes sobre esse
material: o que ele fez, por que fez dessa maneira, o que funcionou,
o que deu errado, por que deu errado, de que outra maneira poderia
ter feito. (BECKER], 2012aa, p.21)

Verifique que a todo momento estamos trabalhando com um processo que terd acertos,
mas também muitos erros. Diante disso, percebemos que esse ndo serd um processo simples,
como acrescentamos em outros momentos do texto, uma vez que requer muitos momentos de
reflexdo.

Talvez bastante aprisionados a uma metodologia de ensino e aprendizagem que foca na
transmissdo, em certos momentos o desejo serd de oferecer as respostas por parte dos professo-
res, enquanto, por parte dos alunos, talvez muitos queiram desistir de procura-las. Afirmamos
que o novo sempre é muito assustador, porém, a partir do momento em que todos entenderem
como ird funcionar a aula, acreditamos que tudo fluird melhor. Becker ainda retrata em seu

texto

nao héa processo de conhecimento sem erro. Nem no conhecimento
cientifico. O erro é parte constitutiva da génese e do desenvolvi-
mento cognitivo. Tentar impedir, de todas as formas, que o aluno
erre equivale a obstruir o processo das sucessivas géneses cognitivas.
E 0 mesmo que impedir que o aluno construa os instrumentos indis-
penséveis ao seu pensar (BECKER/ [2012aa, p.130)

Os erros serao importantes neste processo de construcao do conhecimento a medida que

proporcionarao debates e discussoes, até que se possa chegar a alguma conclusdo. O erro
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também pode caracterizar que o processo de construgao estd acontecendo, uma vez que levara
o aluno a pensar e conjecturar outras situagoes. O fato de acertar nem sempre quer dizer
que aconteceu a aprendizagem, isto é, o aluno pode simplesmente apresentar a resposta, mas
essa ndo ter nenhum significado para ele.

Apés estes momentos, convide aos alunos a pensarem no seguinte caso: ora, existe alguma
possibilidade de inserir termos a essas sequéncias? Se entre 14 e 15 existem infinitos ntimeros
reais, assim como entre 2! e 2% entdo como poderfamos fazer isso? Faga com que eles
consigam pensar na ideia que intitulamos neste trabalho de refinamento.

Os alunos podem relatar: “professor, poderiamos dividir o intervalo em duas partes iguais,
ou em trés e assim sucessivamente. Mas como ficaria essa situacao?” Faga a divisdo dos

intervalos juntamente com seus alunos. Apresentaremos a Figura [9.3] como exemplo.

Figura 9.3 — Divisao do intervalo proposto para resolucao do problema

21756
& | &
o . —1 o
57 58 59
2t 27 2T 23 218
14 57 58 59 15
4 4 4

Fonte: Elaboracao prépria

Aqui apresentamos a vocé, professor, a divisao do intervalo em quatro novos intervalos,
mas aconselhamos a seguir as sugestoes apresentadas por seus alunos, até porque o propésito
¢é realmente a construgao.

No Capitulo[7} apresentamos um detalhamento de refinamento usando uma (PG)19 € uma
(PA);. Para o caso em questéo, temos (PG)2 e uma (PA);. Todo o estudo deste trabalho
teve por objetivo oferecer um aporte tedrico ao professor, para que, assim, pudesse aplicar a
proposta com um conhecimento amplo do assunto.

Entao, professor, trabalhe com o refinamento até obter pelo menos quatro vezes a limi-

tacdo do intervalo e, com isso, mostre aos alunos a aproximacao.

9.1.6.3 Definicao do logaritmo através da associacdo entre PAs e PGs

Qual a relagao das progressoes aritmética e geométrica com os logaritmos? Qual o objetivo
de refinar, ou melhor, de diminuir os intervalos para encontrar uma aproximacao para o valor
de n? Definimos por logaritmo de x na base b o expoente da poténcia de base b que se

iguala ao nimero x, onde a base é um ntmero real positivo e diferente de 1. Entao, através
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do refinamento das progressoes, conseguimos garantir, de forma intuitiva, a existéncia do
logaritmo.

No Capitulo [7, apresentamos a demonstracio para a existéncia do logaritmo de todo
numero real positivo diferente de 1. Para isso, tomamos por base conceitos importantes
da analise real, como, por exemplo, o teorema dos intervalos encaixantes. E ébvio que tal
abordagem nao precisa ser demonstrada para o aluno do ensino médio, mas é importante
que o professor tenha entendimento, para que possa articular e formular questionamentos

interessantes para oportunizar a construcao do conhecimento.

Um conceito nao se assimila pronto; um conceito se constréi, tanto
no que implica de estrutura quanto no seu contetido. Assimila-se um
conceito deformando-o numerosas vezes; repetem-se as assimilagoes
deformantes na medida em que cada uma delas da lugar a acomoda-
¢oes que vao superando as respectivas deformacoes até anexa-las as
novas experiéncias (BECKER), 2012b, p.87)

A construcdo do conhecimento é um processo continuo para que aconteca a acomodacio,
ou seja, a mudanca das estruturas cognitivas. Para isso, é necessario reestruturar uma inter-
pretacdo numerosas vezes, uma vez que a assimilacdo, incorporada as estruturas preexistentes,
pode nao corresponder a realidade.

Deixe claro para o aluno que o logaritmo é justamente o expoente da poténcia. En-
tao o valor de n procurado que satisfaz a igualdade 2" ~~ 21756 que, por construcao, deve
ser encontrado aproximadamente 14,4091, corresponde ao logaritmo do nimero 21756, isto
& 2144091 ~ 21756, e essa poténcia é representada por log, 21756 =~ 14,4091. Neste mo-
mento, é importante realizar uma associacdo desta construcdo com a histéria da matematica,
mostrando que a ideia estudada foi utilizada no século XVII para construir a definicdo do

logaritmo, resgatando também o fato das simplificagbes dos calculos como proposto na Segao

9.1.6.2

9.1.6.4 Estudo histérico dos logaritmos decimais

As publicacbes de John Napier tiveram sucesso imediato, chamando a aten¢do do primeiro
professor saviliano de geometria em Oxford e primeiro professor de geometria do Gresham
College, Henry Briggs, que, impressionado com o trabalho, comegou a estudi-lo. Em uma
visita pouco antes da morte de Napier, Briggs sugeriu que log1 = 0 e log10 = 1. (BOYER;
MERZBACH, [2012).

Desafio - Apresente a associacdo entre uma progressao aritmética e uma geométrica,
na qual seria possivel obter os logaritmos de base 10. Tente encontrar, usando o sistema

representado, com aproximacao de uma casa decimal, o log 2.
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Tabela 9.2 — Logaritmos de base 10

PA | PG | Valores dos termos da PG
0 109 1

301 101 1,995262 ...

3L 11090 2,041737...
1 10! 10

Fonte: Elaboracao prépria

Apresentamos a Tabela como referéncia para o exemplo proposto. Peca para que os
alunos, com o uso da calculadora, encontrar uma aproximagao para o logaritmo. Ressalte que
a ideia utilizada para determinar uma aproximacao para altura do Jodao, bem como a utilizada
para determinar log 2, foi desenvolvida por matemaéticos que, no século XVII, tiveram essa
brilhante ideia, que resultou neste belissimo trabalho para a matematica: os logaritmos.

Dé destaque a ideia de Henry Briggs, que optou pela média geométrica, pois, assim, para
o seu trabalho s6 havia necessidade de calcular raizes quadradas, e fez isso sem nenhum
aparato tecnoldgico, apenas utilizou o algoritmo para o célculo das raizes quadradas. Com

isso, construiu sua tabela de logaritmos.
De acordo com Boyer, em

1617, Briggs publicou seu Logarithmorum chilias prima — isto é, os
logaritmos dos ntimeros de 1 a 1.000, cada um calculado com qua-
torze casas. Em 1624, em Arithmetica logarithmica, Briggs ampliou
a tabela incluindo logaritmos comuns dos ntimeros de 1 a 20.000 e de
90.000 a 100.000, novamente com quatorze casas. (BOYER; MERZ-
BACH] 2012} p.222)

Ao final da atividade, espera-se que o aluno compreenda a relacgdo das progressoes arit-

méticas e geométricas com os logaritmos, bem como entenda o que é o logaritmo.

9.1.6.5 Histéria da matematica associada a proposta construtivista

Se pararmos para estudar e observar o desenrolar da historia, percebemos que, para
chegarmos ao ponto atual, ela obteve contribuigées de pessoas que, por uma necessidade ou
desejo de descoberta, apresentaram as suas contribuicoes. Isso sé foi possivel porque existiu
a assimilacdo de determinado conceito e, a partir destas inquietagdes, que proporcionaram
questionamentos, acarretaram a construgao do conhecimento.

No momento que aliamos a histéria ao ensino, estamos nos oportunizando das experi-
éncias construidas ao longo do tempo para a construcao do conhecimento em sala de aula.
Percebemos, enquanto professores, que, por vezes, o ensino na matematica é carente nesse
aspecto.

O processo que aplicamos para encontrarmos o valor aproximado para n foi aplicado

por Henry Briggs para determinar os logaritmos, sem falar que, na época, ndo contou com
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recursos digitais para chegar a tais conclusoes. E essa é a forma construtiva que queremos
trazer para a sala de aula.

“A histéria da matemaética é, no entanto, uma fonte rica de problemas interessantes e
desafiantes que podem ser incorporados ao ensino da matemética, especialmente na forma de
atividades de redescoberta ou de resolugao de problemas.” (FOSSA, 2001, p.139) Por possuir
uma, fonte rica de problemas desafiadores, a histéria contribui para o ensino da matemética
na medida em que permitird, ao professor, montar um laboratério de descoberta em sala de

aula, através das situacgdes propostas.

9.1.6.6 Sugestdes de recursos para aplicacdo da atividade

Os recursos utilizados para aplicacdo da atividade podem ser dos mais simples, como
quadro branco, pincéis e calculadora, aos mais sofisticados, como datashow. Para o ensino
remoto, apresentacées no PowerPoint ou qualquer outro recurso para apresentar e animar
as imagens. Atencdo, por mais que os recursos sejam diferentes, do mais simples aos mais
sofisticados, o que nao pode acontecer é que as respostas sejam dadas pelo professor, uma vez

que o aluno precisa assimilar o conteiido e o professor é apenas um mediador deste processo.

9.2 Relato de experiéncia

Ao ser convidada para estudar esse tema pelo meu orientador Daniel Cordeiro, fiquei bas-
tante interessada, pois sempre tive a curiosidade em estudar mais sobre os logaritmos. Apesar
de trabalhar durante anos ministrando o contetido, algo em minha mente ainda estava incom-
pleto, pois varios questionamentos ainda existiam, como, por exemplo, como determinar log 2.
Nunca havia parado para pensar na passibilidade da associacdo das progressoes aritméticas
e geométrica aos logaritmos. Penso agora se, com toda a minha experiéncia e formagao para
atuar em sala de aula, existiam tantos questionamentos em mente, imagine para o aluno do
ensino médio, que recebe, por muitas vezes, ou quase sempre, o conteido de forma pronta e
acabada.

Com esse trabalho, também foi possivel perceber a importancia da disciplina de Anélise
Real na formagao do professor, como relatado no Capitulo [7] pois, mais do que saber para
transmitir bem, é importante saber para criar situagoes que possibilitem ao aluno a construgao
de significados, e muitos conceitos desta disciplina foram essenciais para essa construcao.

Devido a pandemia da COVID-19, infelizmente ndo tive a oportunidade de aplicar esse
trabalho, porém pretendo leva-lo para a sala de aula e proporcionar, aos meus alunos, uma
experiéncia, pelo menos préxima, da que tive oportunidade de vivenciar com o estudo e a

escrita deste trabalho.
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10 Conclusoes

Através do levantamento bibliografico realizado com esse trabalho, percebemos a neces-
sidade de repensar nossas praticas, bem como de desenvolver a postura de pesquisadores,
para que possamos, assim, adquirir conhecimentos, atualizar as nossas praticas e, com isso,
enriquecer o planejamento, para elaborar aulas que promovam a construgao da aprendizagem.

O ensino da matemaética é carente de significados, pois a todo tempo nos deparamos com
alunos que desejam entender como associar a matematica as atividades cotidianas, buscando
compreender qual a necessidade de estudar, como surgiu e por que surgiu determinado con-
teudo. Se esses questionamentos acontecem, é porque existe uma necessidade de descobrir
e compreender melhor sobre essa area do conhecimento. Percebemos que nao é dada a im-
portancia a esses questionamentos e o ensino torna-se sem significado. Na verdade, o que
falta sdo estimulos, orientagoes e conhecimentos historicos para que esses questionamentos
encontrem as respostas e produzam o conhecimento.

Compreendemos que o construtivismo nao surgiu como uma técnica ou um modelo de
ensino, mas a maneira com a qual descreveu o processo de aquisicdo do conhecimento desper-
tou a curiosidade de educadores que sentem a necessidade de mudanca na educacido. Deve-se
conduzir o aluno na busca para o conhecimento, dar-lhe oportunidade para agir, pensar e
apresentar suas ideias sobre o contetido. Convém mobilizar o aluno para a construcao da
aprendizagem. Contudo, o professor precisa assumir uma postura de orientador e pesquisa-
dor preparado para colocar seu aluno diante de situagoes que incitem a curiosidade.

Com essa abordagem, oferecemos um material com detalhes importantes que acrescentem
ao conhecimento do professor e do aluno pontos importantes no estudo dos logaritmos.

Com o estudo histérico e construtivista dos logaritmos, partindo da necessidade de sua
engenhosa criagdo até o ponto de conceitué-los, nos fez despertar para pontos interessantes,
como é o caso da associagdo das sequéncias de PAs e PGs para definir o conceito dos
logaritmos, conceitos que, por vezes, nao sdo abordados no ensino. O livro didatico que
foi inspiracdo para esse trabalho, por sinal um pouco antigo, com data de 1947, aborda o
conceito de logaritmos através da associacdo entre as progressoes aritméticas e as progressoes
geométricas e percebemos, com a analise dos livros didaticos recentes, que ndo existe essa
associac¢ao para definir o conceito do logaritmo.

Com a associagdo das PAs e das PGs, construimos o conceito de refinamento e, com ele,
estudamos todos os casos em que é possivel inserir termos as PAs e as PGs, percebendo que
nem sempre € possivel refinar para obter qualquer logaritmo que desejemos. Isso nos fez en-
tender que precisariamos de uma argumentac¢ao mais consistente para justificar a construgao
dos logaritmos por meio dessas sequéncias e encontramos na Andlise Real argumentos para
justificar a existéncia e unicidade do logaritmo, conseguindo, assim, formular o seu conceito.

Encontramos em um conteiido que, para muitos alunos da licenciatura, ndo faz sentido

estudar, como é o caso da Andlise Real, a justificativa para construgao do conceito de loga-
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ritmo. E acreditamos que é importante que o professor tenha conhecimento para argumentar
os questionamentos apresentados por seus alunos. Como mencionamos no decorrer do texto,
antes o professor precisava conhecer bem o conteiddo para transmitir bem, hoje é necessario
que o professor domine o contetido para colocar seu aluno diante de situagoes desafiadoras,
levando-os a construir suas respostas, proporcionando uma real efetivacdo da aprendizagem.

Com este material, apresentamos um estudo historico-construtivista dos logaritmos, que
proporcionara, ao professor, conhecimento acerca do ensino de logaritmo para que o aluno
efetive a aprendizagem significativa. O trabalho servird como aporte teérico para o planeja-

mento de aulas, agregando conhecimentos e uma nova pratica pedagogica.
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APENDICE A - Resultados utilizados para

construcao da dissertacao

Exemplo A.1. Seja a um ndmero real positivo. Se (an)p>1 € dada por a, = am para todo
n > 1, entio a, — 1. (NETO, 2015, p.82)

Teorema A.1 (Propriedade Arquimediana dos Numeros Reais). Sdo verdadeiras as afirma-
coes:

i) O conjunto N C R dos nimeros naturais ndo é limitado superiormente;

it) O infimo do conjunto X = {%, n € N} € igual a 0.

iii) Dados a,b € RY, existe n € N tal que n.a > b (LIMA, 2006, p.17)

Teorema A.2 (Intervalos Encaixados). Dada uma sequéncia decrescente Iy D Is D I3 D
<+ D I, D+ deintervalos limitados e fechados I, = [ay, by], existe pelo menos um nimero
real ¢, tal que ¢ € I, para todo n € N (LIMA| 20006, p.17-18)

Axioma A.1 (Axioma de Dedekind). Se X C R € ndo vazio e limitado superiormente, entdo
X possui uma menor cota superior, denominada supremo e denotada por supX. Analoga-
mente, se X C R é ndo vazio e limitado inferiormente, entdo X possui uma maior cota
inferior, denominada infimo e denotada por infX (NETO,|2015, p.69)

Teorema A.3 (Unicidade do limite). Uma sequéncia nao pode convergir para dois limites
distintos. (LIMA| (2006, p.24)

Teorema A.4 (Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia mondtona e limitada é convergente.
(LIMA, 2006, p.25)

Teorema A.5. A fung¢io exponencia é continua. (LIMA, 2017, p.155)

Teorema A.6 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo nimero natural maior do que
1 ou € primo ou se escreve de modo unico (a menos da ordem de fatores) como um produto
de nimeros primos. (HEFEZ,|2016, p.123)
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