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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo sobre o ensino da trigonometria no ensino médio,
contemplando as recomendagdes sobre esse conteido encontradas nos Parametros Curricu-
lares Nacionais e uma breve andlise desses contetidos em alguns dos livros recomendados
pelo Guia de Livros Didaticos de Matemadtica - PNLP 2012. Destacando a formagdo do con-
ceito de radiano; a extensao das razdes trigonométricas seno, cosseno e tangente definidas no
triangulo retangulo para as fungdes Trigonométricas de dominio real, além das demonstra-
coes geométricas das formulas da adic@o e da subtracdo de arcos das fungdes seno, cosseno
e tangente. Apresenta, também, uma sequéncia diddtica, com atividades contemplando os
conteddos destacados acima. As atividades foram elaboradas tendo como referéncia a teoria
da aprendizagem significativa e adaptadas ao uso do software GeoGebra.

Palavras Chaves: trigonometria, recursos tecnoldgicos, aprendizagem significativa.
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Abstract

This work presents a study on the teaching of trigonometry in high school, in accor-
dance with the recommendations about this subject found in National Curriculum Guidelines
(Parametros Curriculares Nacionais) and a analysis of the content of some of the books re-
commended by the Mathematics Textbook Guide - PNLP 2012. It highlight the formation of
the concept of radian; the extension of trigonometric ratios sine, cosine and tangent defined
in the triangle for Trigonometric functions of real field, in addition to the geometrical proofs
of the formula of addition and subtraction arches functions sine, cosine and tangent. It also
presents a didactic sequence, with activities covering the highlighted contents above. The
activities were developed with reference to the meaningful learning theory and adapted to
the use of GeoGebra software.

Keywords: Trigonometry, technological resources, meaningful learning.
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Capitulo 1

Introducao

A matemadtica, tradicionalmente, considerada uma disciplina dificil carrega a grande
responsabilidade de lapidar nosso pensamento critico e desenvolver nossa autonomia intelec-
tual, proporcionando-nos operar além das questdes postas pelos livros didaticos; sua praxis
converge para atitudes de confianca, ampliacdo da realidade, percep¢ao da beleza, evolugao
do processo de questionamentos, constru¢do do pensamento abstrato, construcdo de hipote-
ses e teses.

Essas competéncias, de uma forma geral, sdo exigéncias do mundo contemporaneo,
o qual exige do individuo conhecimentos que o torne um cidadao critico e capaz de tomar
decisdes, pois o impacto da tecnologia na vida de cada individuo exige competéncias que
vao além de lidar com mdquinas. A velocidade do surgimento e renovacdo de saberes e
de formas de fazer em todas as atividades humanas tornam rapidamente ultrapassadas a
maior parte das competéncias adquiridas por uma pessoa no inicio de sua vida profissional,
portanto, aprender continuamente e de forma significativa € uma necessidade de todos.

Os conteddos de matemadtica trabalhados no ensino basico devem ser abordados desta-
cando as aplicacdes e as contextualizagdes, principalmente nas préticas sociais (cotidiano),
facilitando, assim, o desenvolvimento das competéncias acima mencionadas. A trigonome-
tria, conteido pertencente ao primeiro tema estruturador dos conteidos de matematica do
Ensino Médio (Algebra: nimeros e fungdes), deve ser abordada evidenciando os aspectos
importantes das fungdes trigonométricas e andlises de graficos e evitando a memorizagdo
indiscriminada de férmulas e algoritmos, que estd de acordo com os Pardmetros Curricula-
res Nacionais (PCN)[3], que enfatizam as aplicagcdes que o contetido trigonometria abrange
e desaconselha o uso excessivo dos cédlculos algébricos, assegurando a apresentagdo de um
conteddo de forma significativa para os alunos, com aplicacdes motivadoras, evitando o ex-
cesso de equacdes que muitas das vezes ndo carrega nenhum significado.

Este trabalho tem como objetivo apresentar um estudo sobre as funcdes trigonométri-
cas no Ensino Médio, destacando os conceitos de radiano e a definicdo das fungdes seno,
cosseno e tangente; contextualizando com a histéria da matemdtica, além de apresentar as

féormulas da adi¢do e subtracdo de arcos, que s@o pouco explorados nos livros didéticos,



e atividades embasadas na teoria de aprendizagem significativa de David Ausubel [1] que
apontem caminhos para promover uma aprendizagem significativa.

Estruturamos este documento nos seguintes capitulos:

Capitulo 1 - A introdug@o.

Capitulo 2 - Abordamos as principais caracteristicas da teoria da aprendizagem sig-
nificativa desenvolvida pelo psicélogo da educagcdao David Ausubel, destacando a diferenca
entre aprendizagem significativa e aprendizagem mecanica; as implicagdes dessa teoria no
ensino e o papel do professor nesse contexto.

Capitulo 3 - Além de apresentar um estudo sobre as orientagdes dos PCN’s sobre o
ensino de matemdtica no ensino médio, em particular, no ensino de trigonometria, apresenta
uma analise de como alguns livros didaticos abordam o conteido de trigonometria.

Capitulo 4 - Abordamos os conhecimentos bédsicos necessarios para o ensino de trigo-
nometria.

Capitulo 5 - Neste capitulo apresentamos um estudo bibliografico, procurando na his-
téria destaques importantes que nortearam o desenvolvimento da trigonometria, onde desta-
camos os estudiosos gregos: Hiparco de Nicéia, considerado o pai da trigonometria e Ptolo-
meu, grande astronomo, que sistematizou o estudo da trigonometria em 13 livros, obra que
ficou conhecida como o almagesto.

Capitulo 6 - Desenvolvemos sistematicamente o estudo das fung¢des trigonométricas,
além de propormos uma abordagem metodolégica para o ensino das férmulas de adi¢ao
e subtracdo de arcos das funcdes seno, cosseno e tangente, apoiados nas demonstragdes
geométricas dessas férmulas, usando semelhanca de tridngulos e razdes trigonométricas do
triangulo retangulo.

Capitulo 7 - Apresentamos alguns sites que disponibilizam material pedagégico gra-
tuitamente e que podem favorecer o ensino de matematica.

Capitulo 8 - Trouxemos uma sequéncia didatica com atividades que abordam os con-
teddos de Trigonometria destacados no texto de um forma dinamica, utilizando o software de
geometria  dindmica GeoGebra que pode ser encontrados no endereco
“https://sites.google.com/site/aulamatematicaxxi/funcoes-trigonometricas”.

Capitulo 9 - Apresentamos as consideragdes finais do nosso trabalho.



Capitulo 2
A Aprendizagem Significativa

Atualmente muitos trabalhos sobre educagdo (ensino e aprendizagem) se referem ao
termo aprendizagem significativa, ou seja, que novos conteidos trabalhados em sala de aula
tenham significado para o aprendiz. Mas o que significa dar significados a conteidos ou
aprender de forma significativa? Veremos a seguir nocdes da teoria de aprendizagem de-
senvolvida, nos anos 60, pelo psicologo David Ausubel [1, 20], na tentativa de responder as
questdes acima mencionadas.

De acordo com Moreira [20]

Aprendizagem significativa, segundo Ausubel, é o processo através do qual uma
nova informag¢ao (um novo conhecimento) se relaciona de maneira nao arbitréria
e substantiva (ndo-literal) i estrutura cognitiva do aprendiz. E no curso da apren-
dizagem significativa que o significado 16gico do material de aprendizagem se
transforma em significado psicoldgico para o sujeito.

A nio-arbitrariedade quer dizer que o material potencialmente significativo se
relaciona de maneira ndo-arbitraria com o conhecimento ja existente na estru-
tura cognitiva do aprendiz. Ou seja, o relacionamento com conhecimentos espe-
cificamente relevantes, os quais Ausubel chama subsungores. O conhecimento
prévio serve de matriz ideacional e organizacional para a incorporagdo, com-
preensdo e fixacdo de novos conhecimentos quando estes "se ancoram" em co-
nhecimentos especificamente relevantes (subsungores) preexistentes na estrutura
cognitiva. Novas ideias, conceitos, proposi¢des, podem ser aprendidos signifi-
cativamente (e retidos) na medida em que outras ideias, conceitos, proposi¢oes,
especificamente relevantes e inclusivos estejam adequadamente claros e dispo-
niveis na estrutura cognitiva do sujeito e funcionem como pontos de "ancora-
gem" aos primeiros.

A substantividade significa que o que é incorporado a estrutura cognitiva
€ o conceito (substincia) do novo conhecimento, das novas ideias, ndo as
palavras precisas usadas para expressa-las. Assim, uma aprendizagem signifi-

cativa ndo pode depender do uso exclusivo de determinados signos em particular.



A esséncia do processo da aprendizagem significativa estd, portanto, no relaciona-
mento ndo-arbitrdrio e substantivo de ideias simbolicamente expressas a algum aspecto rele-
vante da estrutura de conhecimento do sujeito, isto €, a algum conceito ou proposicao que ja
lhe € significativo e adequado para interagir com a nova informacao, propiciando ao aprendiz
a construcdo do seu conhecimento.

Em contraposicdo a aprendizagem significativa, em outro extremo de um continuo,
estd a aprendizagem mecanica que, conforme Ausubel [1], quando a nova informacdo nao
interage com o conhecimento ja existente, ndo ocorre a aprendizagem significativa, mas pode
ocorrer a aprendizagem mecanica. Na aprendizagem mecanica o novo conhecimento € arma-
zenado de maneira arbitrdria e literal, sem significado para o aprendiz. Ambas podem estar
presentes em muitas situacdes de aprendizagem, ou seja, podem ocorrer situagdes de apren-
dizagem mais proximas da significativa e outras mais proximas da aprendizagem mecanica.
A aprendizagem significativa é progressiva e complexa, no seguindo sentido, os significa-
dos dos novos conhecimentos vao sendo captados e internalizados progressivamente e nesse
processo a linguagem e a interagdo pessoal sdo muito importantes.

Ainda de acordo com Ausubel, os fatores essenciais para ocorrer a aprendizagem sig-

nificativa (individuo aprender) sdo:
e Disposi¢do do aprendiz para aprender;
e Material potencialmente significativo;
e Existéncia de subsungores na estrutura cognitiva do aprendiz.

A aprendizagem significativa requer ndo s6 que o material de aprendizagem seja po-
tencialmente significativo (isto €, relaciondvel a estrutura cognitiva de maneira ndo-arbitréria
e ndo-literal), mas também que o aprendiz manifeste uma disposicao para relacionar o novo
material de modo substantivo e ndo-arbitrario a sua estrutura de conhecimento. Independente
de quao potencialmente significativa € a nova informag¢do (um conceito ou uma proposicao,
por exemplo), se a intencdo do sujeito for apenas a de memoriza-la de maneira arbitriria e

literal, a aprendizagem serd mecanica.

2.1 Implicacoes para o Ensino.

Segundo Novak, apub Moreira [20], uma teoria de educacio deve considerar que seres
humanos pensam, sentem e agem e qualquer evento educativo é uma agao para trocar sig-
nificados (pensar) e sentimentos entre aprendiz e professor. A predisposi¢ao para aprender,
colocada por Ausubel como uma das condicdes para ocorrer a aprendizagem significativa,
estd intimamente relacionada com a experiéncia afetiva que o aprendiz tem no evento edu-

cativo.



Predisposic@o para aprender e aprendizagem significativa guardam entre si uma rela-
cdo praticamente circular: a aprendizagem significativa requer predisposi¢ao para aprender
e, a0 mesmo tempo, gera uma experiéncia afetiva. Atitudes e sentimentos positivos em rela-
cdo a experiéncia educativa tém suas raizes na aprendizagem significativa e, por sua vez, a
facilitam.

No que se refere a estrutura cognitiva do aluno, deve haver a disponibilidade de subsun-
cores — conceitos ou proposi¢des claros, estaveis, diferenciados, especificamente relevantes
— para ancorar os novos conhecimentos e, assim, ocorrer a aprendizagem significativa.

No caso de ndo existirem os subsungores ou de estarem "esquecidos", a principal estra-
tégia defendida por Ausubel, apub Moreira [20], € a dos organizadores prévios. Os organi-
zadores prévios sao materiais introdutorios apresentados antes do material de aprendizagem
em si, em um nivel mais alto de abstrac@o e generalidade. Sua principal fun¢do € a de servir
de ponte entre o que o aprendiz j4 sabe e o que ele deve saber a fim de que o novo material
possa ser aprendido de maneira significativa. Organizadores prévios podem ser usados tam-
bém para "reativar" significados aprendidos e ja esquecidos (isso € perfeitamente possivel
se a aprendizagem foi significativa).

Segundo Moreira [22] a teoria de Ausubel oferece diretrizes, principios € uma estraté-
gia que, ele cré, serem facilitadores da aprendizagem significativa. No que se refere a faci-
litacdo programatica da aprendizagem, Ausubel [1] propde quatro principios programéticos
do contetdo: diferenciacdo progressiva, reconciliacao integrativa, organizacao sequencial e
consolidacdo.

A diferenciacdo progressiva € o principio segundo o qual os conceitos devem ser tra-
balhados de forma hierarquizadas. Esse principio é baseado em duas hipéteses: 1) é menos
dificil para o ser humano captar aspectos diferenciados de um todo mais inclusivo, previa-
mente aprendido, do que chegar ao todo a partir de suas partes diferenciadas previamente
aprendidas; 2) a organizacdo do conteido de um corpo de conhecimento na mente de um
individuo € uma estrutura hierdrquica na qual as ideias mais inclusivas estdo no topo da es-
trutura e, progressivamente, incorporam proposi¢des, conceitos e fatos menos inclusivos e
mais diferenciados.

A reconciliagdo integrativa € o principio segundo o qual a programacao do conteudo
deve explorar, explicitamente, relacdes entre conceitos e proposi¢des, chamar aten¢do para
diferencas e similaridades relevantes e reconciliar inconsisténcias reais ou aparentes.

A organizacdo sequencial, consiste em sequenciar os tépicos de estudo de maneira
coerente (observados os principios da diferenciacdo progressiva e da reconciliagdo integra-
tiva) com as relacdes de dependéncia naturalmente existentes na matéria de ensino.

O principio da consolidacdo, esta relacionado com o dominio do conteido estudado,
antes que novos materiais sejam introduzidos, assegurando continua prontiddo na matéria
de ensino e condi¢des para ocorrer a aprendizagem sequencialmente organizada. A conso-

lidag@o € um principio fundamental, j4 que o fator isolado mais importante influenciando a



aprendizagem € o que o aprendiz ja sabe. Saber superficialmente ndo € suficiente, € preciso
saber significativamente. Assim, os contetddos sdo real e efetivamente apreendidos quando
o educando ndo somente os reproduz, mas deles se vale para resolver diferentes situacoes

concretas.

2.1.1 O papel do professor

No processo de ensino e aprendizagem, segundo a teoria da aprendizagem significativa,
professor e aluno t€m responsabilidades distintas. O professor é responsavel por verificar se
os significados que o aluno capta sdo aqueles compartilhados pela comunidade de usudrios
da matéria de ensino. O aluno € responsavel por verificar se os significados que captou sao
aqueles que o professor pretendia que ele captasse, isto €, os significados compartilhados
no contexto da matéria de ensino. Se € alcangado o compartilhar significados, o aluno esta
pronto para decidir se quer aprender significativamente ou ndo. O ensino requer reciproci-
dade de responsabilidades, porém aprender de maneira significativa é uma responsabilidade
do aluno que ndo pode ser compartilhada pelo professor [21].

O professor, ao planejar os seus cursos visando a aprendizagem significativa, segundo
Moreira [21], deve analisar o curriculo e identificar: 1) a estrutura de significados aceita
no contexto da matéria de ensino; 2) os conhecimentos prévios (subsungores significativos)
necessarios para a aprendizagem da matéria de ensino; 3) os significados preexistentes na
estrutura cognitiva do aprendiz e 4) organizar sequencialmente o contetdo, selecionando re-
cursos materiais e didaticos, baseando-se nas ideias de diferencia¢do progressiva e reconci-
liagdo integrativa como principios programaticos; 5) ensinar usando organizadores prévios,
para fazer pontes entre os significados que o aluno j4 tem e os que ele precisaria ter para
aprender a matéria de ensino, bem como para o estabelecimento de relacdes explicitas en-
tre o novo conhecimento e aquele ja existente e adequado para dar significados aos novos
materiais de aprendizagem.

Todo o material instrucional deve ter um potencial significativo para o aprendiz. Um
professor pode preparar uma aula repleta de elementos bem elaborados; porém, se estes ele-
mentos ndo tiverem nenhuma relacdo com aquilo que o aluno ja conhece, o material ndo tem
potencial significativo. Isto é, se ocorrer uma aprendizagem nesta situagcao, € bem provavel
que esta seja mecanica.

Na sala de aula, o professor deve ter o cuidado de iniciar os conteddos pelos aspectos
mais simples da temdtica e avancar para aos mais complexos, traduzindo-se na ampliacdo
dos conhecimentos, das habilidades e das atitudes. Os conteddos devem ser trabalhados de
forma gradual, com uma distribui¢do adequada, tanto no que diz respeito a qualidade quanto
a quantidade, principalmente porque estas devem ser apresentadas tendo por base as expe-
riéncias e os conhecimentos prévios dos alunos. O terceiro aspecto a ser considerado € a

continuidade, conexdes entre os conteudos, de tal modo que estes se complementem e se



integrem conforme o ensino e a aprendizagem se processam. O professor, ao respeitar es-
ses aspectos, na organizagdo sequencial na programacao dos contetidos, estara respeitando
os principios da diferenciag¢do progressiva e da reconciliagdo integrativa e, portanto, promo-
vendo a aprendizagem significativa.

A consolida¢do do conhecimento exige do professor muito cuidado e esmero para que
ndo haja uma precipitacdo na introducdo de outra temdtica. O compromisso docente na
promogao da consolidacdo confere ao processo de avaliacdo da aprendizagem um sentido
mais subjetivo. O professor deve, a partir das dificuldades de aprendizagem manifestadas
por seus alunos, replanejar acdes para a superacao dessas dificuldades [27].

Quanto ao desenvolvimento das aulas o professor deve promover a participacdo ativa
do aluno, lancando mao da diversidade de estratégias de ensino. O ensino baseado somente
em aulas expositivas (o professor escreve no quadro, os alunos copiam, decoram e reprodu-
zem) favorecem a aprendizagem mecanica. O uso de distintas estratégias instrucionais que
impliquem participacdo ativa do estudante e, de fato, promovam um ensino centralizado no
aluno é fundamental para facilitar a aprendizagem significativa e critica [22]. Ainda segundo
Moreira [22], para ser critico de algum conhecimento, de algum conceito, primeiramente o
sujeito tem que aprendé-lo significativamente.

Conforme Novak, apub Miskulin [19], quando estudantes trabalham em grupos pe-
quenos e estabelecem uma colaboracio implicita e explicita na aprendizagem de uma de-
terminada temadtica ou assunto, resultados cognitivos e afetivos aparecem de forma positiva.
Ressalta ainda que a aprendizagem significativa é favorecida quando professores e alunos
trabalham em grupos, de forma colaborativa.

As tecnologias de Informagdo e comunicagdo (TICs) propiciam a criagdo de ambien-
tes educacionais que promovem aprendizagem de forma colaborativa. O uso da tecnologia
na promogao da aprendizagem, mais especificamente do computador, dinamizam o processo,
através de sistemas que implementem um ambiente de colaboragdo e possuam um papel ativo
e um controle desta colaboracdo. Sdo ambientes que proporcionam aos alunos um envolvi-
mento interativo na produ¢ao do conhecimento compartilhado podendo levar a aprendizagem
significativa [19].



Capitulo 3
Os PCNs e 0 Ensino de Trigonometria

Neste capitulo vamos apresentar de forma sucinta como a trigonometria aparece nos
Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio [2, 3, 4] e em alguns dos livros didéticos
indicados pelos Guia de Livros diddticos de matemética - PNLP 2012 [7], do ministério da

Educacao.

3.1 Parametros Curriculares Nacionais

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) sdo referenciais de qualidade elaboradas
pelo Governo Federal, a partir da Lei de Diretrizes e Base da educacao brasileira - LDB
9.394/96, com o objetivo de padronizar o ensino no pais.

As bases legais do ensino médio seguem as premissas apontadas pela UNESCO que
sdo: Aprender a conhecer; Aprender a fazer; Aprender a viver e Aprender a ser. O ensino
médio destina-se a formagdo geral do educando e contém a dimensdo de preparagdo para a
continuidade de estudos e preparacdo para o trabalho, de modo que os avancos na cultura e
na educag¢do acompanhem as rdpidas transformagdes econdmicas e tecnoldgicas. Os PCNs
elegem as Competéncias' e Habilidades que devem ser desenvolvidas no ensino médio ba-

seadas na finalidade? desse nivel de ensino.

1Competéncias que um aluno no final do ensino médio deve ter, Art. 36 § 1° da LDB 9394/96 [6], in verbis:
Os conteudos, as metodologias e as formas de avaliagdo serdo organizados de tal forma que ao final do ensino
médio o educando demonstre:
I dominio dos principios cientificos e tecnoldgicos que presidem a produgdo moderna;
II conhecimento das formas contemporaneas de linguagem;
III dominio dos conhecimentos de Filosofia e de Sociologia necessarios ao exercicio da cidadania.

“Finalidades do Ensino Médio Artigo 35 da LDB 9394/96
O ensino médio, etapa final da educagado basica, com duragdo minima de trés anos, terd como finalidades:
I a consolidagdo e o aprofundamento dos conhecimentos adquiridos no ensino fundamental, possibilitando o
prosseguimento de estudos;
II a preparagdo bdsica para o trabalho e a cidadania do educando, para continuar aprendendo, de modo a ser

capaz de se adaptar com flexibilidade a novas condi¢des de ocupagdo ou aperfeicoamento posteriores;
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A contextualizac@o e a Interdisciplinaridade dos conteidos sdo principios emanados
pelas Diretrizes Curriculares Nacionais do Ensino Médio [5] e recomendadas
pelo PCNs [2]:

O critério central é o da contextualizacao e da interdisciplinaridade, ou seja, é o
potencial de um tema permitir conexdes entre diversos conceitos mateméticos
e entre diferentes formas de pensamento matemadtico, ou, ainda, a relevancia
cultural do tema, tanto no que diz respeito as suas aplicacdes dentro ou fora da
Matematica, como a sua importancia histdérica no desenvolvimento da propria

ciéncia .

Os PCNs [2, 3] sugerem uma estruturagdo para os conteidos a serem desenvolvidos

no ensino médio, chamando-os de temas estruturadores do ensino da matematica, a saber:

Algebra: nimeros e fun¢des. Aqui sdo incluidos os contetidos: Conjuntos numéricos, Fun-
¢coes, Seqiiéncias numéricas, Matrizes, Sistemas de equagdes lineares, Polindmios,

Equagdes algébricas e Trigonometria.

Geometrias e Medidas. Aqui sdo incluidos os conteidos: Geometria Plana, Geometria
Espacial, Geometria Analitica e Medidas.

Analise de Dados. Aqui sdo incluidos os contetidos: Matemdtica Financeira, Andlise com-
binatodria, Probabilidade e Estatistica.

O assunto trigonometria aparece no primeiro tema estruturador e € indicado para ser
trabalhado no primeiro e no segundo ano do ensino médio [4], quanto ao desenvolvimento

das habilidades relacionadas a esse assunto os PCNs [3] destacam que:

Outro tema que exemplifica a relacdo da aprendizagem de Matemaética com o
desenvolvimento de habilidades e competéncias é a Trigonometria, desde que
seu estudo esteja ligado as aplicacdes, evitando-se o0 investimento excessivo no
célculo algébrico das identidades e equagdes para enfatizar os aspectos impor-
tantes das funcdes trigonométricas e da andlise de seus graficos. Especialmente

para o individuo que néo prosseguira seus estudos nas carreiras ditas exatas.

E quanto ao desenvolvimento dos contetidos sugerem que:

III o aprimoramento do educando como pessoa humana, incluindo a formacao ética e o desenvolvimento da
autonomia intelectual e do pensamento critico;

IV a compreensdo dos fundamentos cientifico-tecnoldgicos dos processos produtivos, relacionando a teoria
com a prética, no ensino de cada disciplina.
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O que deve ser assegurado sdo as aplicacdes da trigonometria na resolugo de
problemas que envolvem medi¢des, em especial o cdlculo de distancias ina-
cessiveis e para construir modelos que correspondem a fendmenos periddicos.
Dessa forma, o estudo deve se ater as fun¢des seno, cosseno e tangente com
€nfase ao seu estudo na primeira volta do circulo trigonométrico e & perspec-
tiva histdrica das aplicacdes das relacdes trigonométricas. Nesse sentido, um
projeto envolvendo também a Fisica pode ser uma grande oportunidade de

aprendizagem significativa.

Os Referenciais enfatizam as aplicagcdes que o conteddo trigonometria abrange e desa-
conselha o uso excessivo dos cédlculos algébricos, recomendando que o contetdo seja apre-
sentado de forma significativa, com aplica¢des motivadoras, contextualizado no cotidiano.

E indispensdvel que quando do ensino de trigonometria, o aluno tenha o conhecimento
de conjunto, angulo, tridngulo retangulo, Teorema de Pitdgoras, semelhanca de tridngulos
e os conceitos de correspondéncia entre conjuntos, proporcionalidade e de funcdo. Esses
conhecimentos sao basicos para a boa compreensao do contetido Trigonometria.

Os PCNss [2] também refor¢cam a necessidad do professor considerar os conhecimentos

prévios dos alunos, tanto o conhecimento formal como o informal.

O conhecimento prévio dos alunos, tema que tem mobilizado educadores,
especialmente nas dltimas duas décadas, € particularmente relevante para o
aprendizado cientifico e matematico. Os alunos chegam a escola ji trazendo
conceitos proprios para as coisas que observam e modelos elaborados autono-
mamente para explicar sua realidade vivida, inclusive para os fatos de interesse

cientifico.

3.2 Livros Didaticos

O PNLD-2012 [7], com relacdo aos contetidos de Trigonometria nos Livros didéticos

recomendados, ressalta:

[...] consideremos uma fungdo f : R — R, que associa a um nimero real x o
numero real y, y = f(x). Tomemos, entdo, um numero real k, diferente de zero,

e formemos as funcdes dadas por:
y=k+f(x) y=flxt+k) y=flkx) y=kf(x)

As relacdes entre o grafico da funcgéo f e os graficos das fungdes que acabamos
de indicar sdo uma rica fonte de conexdes entre as representacdes analitica e
gréifica das func¢des em jogo. Em particular, isso permite interpretar mudancas

de varidveis como transformagdes geométricas no plano cartesiano.
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Esse tema € abordado em todas as obras aprovadas, mas, em geral, para poucas
classes de fun¢des. Um dos casos estudados é a composi¢do das transforma-

¢oes citadas a fung¢do y = cos(x), para obter a familia de fungdes:
y=a-+bcos(wx+c),

em que a, b e ¢ sdo ndmeros reais quaisquer e w € um nidmero real posi-
tivo. Observamos que, apenas variando os pardmetros w e b nessa familia, é
possivel construir fungdes periddicas de qualquer periodo e de qualquer am-
plitude. Podemos, também, variar os outros dois pardmetros, a € ¢, € aumentar
a classe de fendmenos periddicos que podem ser modelizados pela familia de
funcdes acima. Assim, é inegdvel que essa familia de funcdes € importante do
ponto de vista da modelagem matematica e, por isso, deveria ocupar lugar de
maior destaque no ensino das fungdes trigonométricas e constituir-se em um
coroamento deste ensino. Convém adicionar que, para construirmos todas as
“pecas” dessa familia de fungdes, sdo necessdrias poucas relacdes trigonomé-
tricas, o que poderia contribuir para evitar o excesso de conteidos nos livros
didaticos. Observamos que as cole¢des dedicam em torno de 100 paginas ao
estudo de trigonometria e de func¢des trigonométricas, de modo fragmentado e

repetitivo.

No nosso estudo, analisamos 3 cole¢des de livros diddticos, entre as recomendadas
pelo PNLD 2012, as quais denominaremos de Livro A, Livro B e Livro C, sendo:

e Livro A [11] - Colecdo Novo Olhar, Ensino Médio de Joamir Roberto de Souza, volu-
mes 1 e 2, Sdo Paulo: Editora FTD S.A., 2012;

e LivroB[18] - MATEMATICA ENSINO MEDIO de Maria Ignez Diniz e Katia Stocco

Smole, Volumes 1 e 2, Sao Paulo: Editora Saraiva, 2010;

e Livro C [10] - Colecao MATEMATICA, CONTEXTO e APLICACOES de Luiz Ro-
berto Dante, Volume 1, Sdo Paulo: Editora Atica, 2011.

As colegdes Livro A e B, trazem os contetdos referentes a trigonometria divididos em
duas unidades, uma no volume 1, que trata do tridngulo retangulo e a outra no volume 2,
que trata do circulo trigonométrico e das fungdes trigonométricas. A colecdo Livro C, traz
0 assunto em uma Unica unidade do volume 1. Quanto a ordem em que os contetdos sao
apresentados todas as colecdes equivalem.

As trés colegdes motivam o estudo apresentando situacdes do cotidiano cujos modelos
matematicos envolvem trigonometria do tridngulo retangulo ou fungdes trigonométricas e
iniciam o desenvolvimento do contetdo apresentando os teoremas de Tales e de Pitdgoras
e a seguir mostram as relagdes trigonométricas no tridngulo retangulo, definindo o seno,

cosseno e tangente de um angulo, seguindo com as leis do seno e do cosseno, com vistas
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a resolver problemas que envolvem o calculo de distincias inacessiveis. Exploram esses
tépicos na resolucdo de uma diversidade de exercicios de fixacdo e de situagdes-problema
contextualizando o conteudo. Apresentam o circulo trigonométrico e definem as funcdes
trigonométricas seno, cosseno e tangente e as férmulas para a soma e diferencas de arco para
essas trés fungdes. Apresentam, também, equacdes e inequacdes trigonométricas.

O estudo das fungdes trigonométricas € antecedido do estudo de angulos e arcos. Os
autores chamam a atencao para a medida de comprimento de um arco, e da medida angular
de um arco, destacando que enquanto a medida angular depende apenas do dngulo central
correspondente, o comprimento de um arco equivale a sua medida linear e depende do com-
primento da circunferéncia, ou seja, do raio da circunferéncia. Definem radiano como uma
medida angular da seguinte forma: “Um arco que mede um radiano (1 rad) tem o mesmo
comprimento que o raio da circunferéncia que o contém (Livro A).”

O circulo trigonométrico (ciclo trigonométrico) € definido como um circulo de raio um
(circulo unitdrio) e estabelece a identificacdo entre a medida de um arco (comprimento do
arco) do circulo unitério e do angulo central medido em radianos. Apresentam exercicios de
fixacdo explorando as transformacdes de radianos para graus e vice-versa.

Em todas as colecdes as funcdes trigonométricas seno e cosseno sdo definidas a partir
de uma tabela que relaciona alguns valores de arcos dados em radianos e o valor do seno
desses arcos. Estudando a correspondéncia sugerida na tabela é gerado um grafico. A partir
do comportamento observado no grafico gerado, como periodo, paridade e crescimento, é
definida a funcdo real de varidvel real seno. De forma andloga sio definidas as fungdes
cosseno e a tangente.

Sobre o Livro A, o PNLD 2012 destaca: “faz uma abordagem concisa das fungdes
trigonométricas, sem os excessos comuns. A tangente é definida, porém, ndo € estudada
como funcao”.

Destacamos no Livro C, a contextualizac¢ao historica. O livro explora topicos da histo-
ria da matemadtica relacionados com o conteido. Na definicdo das fun¢des trigonométricas
o autor sugere uma leitura optativa que explora a fungao de Euler, evidenciando a preocupa-
cdo com o significado de calcular seno, cosseno e tangente de nimeros reais. Apresenta as
férmulas de adicao e subtracdo de arcos, apds narrar um fato histdrico relacionado as dificul-

dades que os navegadores do século X VI enfrentavam para fazer os cdlculos para navegacao.

Até que o matemdtico Alemdo Christopher Clavius ( 1538-1612) encontrou
um método eficiente para acelerar os cdlculos. Ele utilizava um algoritmo que
permitia calcular o produto de dois nimeros usando férmulas de trigonome-
tria: dados dois nimeros compreendidos entre O e 1, procurava-se numa tabela
trigonométrica arcos cujos cossenos correspondessem a eles e, em seguida,
calculava-se a média aritmética entre os cossenos da adicdo e da subtracdo

entre esses arcos.
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As férmulas da adicdo e subtracdo de arcos, arco duplo e arco metade sdo apresentadas,
em todas as colecdes, de forma direta, sem nenhuma construcdo e exploradas através de
exercicios.

Nos exemplos e exercicios todas as cole¢des exploram as influéncias dos pardmetros
a, b, ¢ e d no comportamento do grafico da fun¢ao dada por f(x) = a+ b sen(cx+d), con-
forme recomendam explicitamente os PCNs, e apresentam muitas e interessantes situacoes-
problema contextualizadas envolvendo alturas inacessiveis e eventos periddicos, como: res-
piracdo, ondas sonoras, movimento da terra, entre outros.

Os livros analisados, de uma forma geral, apresentam o contetido de forma satisfatoria,
trabalhando todos os tépicos sugeridos nos PCNs. Porém, destacamos trés pontos: A intro-
ducao do conceito de radiano, a defini¢ao das funcdes seno, cosseno e tangente e as formulas
da adi¢do e da subtracdo de arcos, uma vez que, no nosso entendimento, o conceito de radi-
ano € fundamental para o entendimento das funcdes trigonométricas. Segundo nossa analise,
em todas as colecdes, a introducio do conceito de radiano € feito de forma aligeirada e nao
muito clara para a maioria dos alunos. Como também a defini¢do da funcd@o seno, funcao
real de varidvel real, a partir de dados em uma tabela de valores. Quanto as férmulas de adi-
cdo e subtracdo de arcos, todas as colecdes analisadas apresentam as formulas e trabalham
somente com manipulagdes algébricas.

Nos capitulos a seguir, apresentaremos uma visao histérica do surgimento da trigono-
metria e do radiano; O estudo das fungdes seno e cosseno, a partir da funcao de Euler e as
demonstracoes, explorando semelhanca de tridngulos, das formulas de adi¢cdo e subtracdo de

arcos.
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Capitulo 4
Trigonometria: Conceitos Iniciais

Neste capitulo vamos apresentar de forma sucinta alguns conteidos que sao a base para
o estudo das fun¢des trigonométricas, a saber, angulo, o triangulo retangulo, semenlhanca de

triangulos, as relagdes trigonométricas do tridngulo retdngulo e o circulo trigonométrico.

4.1 O angulo

O angulo € a figura formada por duas semirretas de mesma origem. As semirretas
formam os lados do angulo e a origem € o vértice do angulo. Por exemplo, se O é o vértice
e os pontos A e B pertencem a cada uma das semirretas que formam o angulo, o angulo
serd representado por AOB ou BOA. A Figura 4.1 (a) e (b) ilustra os angulos AOB ou BOA,

respectivamente, com a orientagﬁo1 anti-horaria.

(b)

Figura 4.1: Angulos.

O grau, unidade de medida de angulos, € a fracao de % do comprimento do circulo
e é denotado por °. Assim, um circulo completo corresponde a 360 graus ou 360°. O angulo
que corresponde a metade do circulo corresponde a 180° (Figura 4.2(a)). Os angulos, de
acordo com sua medida em graus, podem ser classificados em raso, reto, agudo e obtuso se

1'Um circulo pode ser orientado em dois sentidos, horario ou anti-horario. Geralmente o sentido anti-hordrio

¢ considerado o sentido positivo.
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sua medida for igual a 180°, 90°, menor que 90° ou maior que 90°, respectivamente (Figura
4.2).

180° :
— 90"
"
)

(a) (b) () (d)

Figura 4.2: Angulo raso (a), reto (b), agudo (c) e obtuso (d).

4.2 Semelhanca de tridngulos

Dizemos que dois tridngulos sdo semelhantes”> quando existe uma correspondéncia
biunivoca® entre os vértices de um e outro tridngulo, de modo que os angulos em vértices
correspondentes sejam iguais € a razao entre os comprimentos de lados correspondentes seja

sempre a mesma (Figura 4.3) [23].

Figura 4.3: Tridngulos semelhantes.

Os tridngulos ABC e A’B'C’, dados na Figura 4.3, sdo semelhantes, com a correspon-
déncia de vértices A <> A’.B <+ B', C <> C' e as razdes

iAB _BC AC _

A'B o B'C T AlC

Y

onde, XY é o comprimento de um segmento XY e k é um real positivo denominado de razdo
de semelhanca entre os tridngulos ABC e A’B'C’. Escrevemos ABC ~ A’B'C’ para denotar

que os tridngulos ABC e A’B'C’ sdo semelhantes.

Dois tridngulos sio semelhantes de pudermos dilatar e/ou girar e/ou refletir e/ou transladar um deles,

obtendo o outro ao final de tais operagdes.
3Dizemos de uma correspondéncia entre dois conjuntos é biunivoca, quando a cada elemento do primeiro

corresponde um Unico elemento do segundo e reciprocamente.
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4.2.1 Casos de Semelhanca de triangulos no plano

Existem trés casos de semelhanca de triangulos, a saber:

Caso 1: Angulo, Angulo (AA) - Para que dois tridngulos sejam semelhantes, é suficiente que

eles tenham dois angulos respectivamente congruentes.

Caso 2: Lado, Lado, Lado (LLL) - Para que dois tridngulos sejam semelhantes, € suficiente

que eles tenham os lados respectivamente proporcionais.

Caso 3: Lado, Angulo, Lado (LAL) - Para que dois tridngulos sejam semelhantes, é suficiente
que eles tenham dois lados respectivamente proporcionais e os angulos compreendido

entre esses lados congruentes.

Para informagdes mais detalhadas sobre semelhnaca de triangulos consultar Caminha [23].

4.3 Triangulos Retangulos

Os tridngulos os ABB',ACC',ADD' ,AEE’, ilustrados na Figura 4.4, sdo tridngulos re-
tangulos, ja que os angulos AB'B, AC'C, AB'B e AD'D e AE'E sio angulos retos. Como o
angulo agudo a, 0° < o < 90°, é comum a todos os tridngulos, pelo caso (AA), os tridngulos

sdo semelhantes. Logo, a razdo entre o comprimento de lados correspondentes é constante.

Figura 4.4: Triangulo retangulo.

BB CC' DD EF

e = = 4.1
AB  AC AD AE

4.3.1 Razoes trigonométricas

. BB CC' DD EE'
Araziock= —w=— = — =

_AB  AC _ AD AE ) )
0° < ¢ < 90° (Figura 4.4), e ndo dos comprimentos dos lados dos tridngulos envolvidos, e é

, dada em (4.2), depende apenas do angulo «,
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conhecida como seno do dngulo ¢ e denotada por sen(c). Ou seja,

BB CC' DD EE

sen(or) = =— — = =
(@) AB AC AD AE

De forma andloga as razdes

AB' AC' AD' AF' BB CC' DD EF

AB AC AD AE AR AC AD AE
também dependem apenas do angulo ¢, para 0° < o < 90°, e sd@o conhecidas, respectiva-
mante, por cosseno e tangente do angulo @, denotados por cos(@) e rg(ct). Ou seja,

AB' AC' AD' AE’
cos(d) = F=TF"ap  aF

4B |
_ BB _CC DD EFE
) = =G a0 ip

Usando as denominagdo de hipotenusa para lado do tridngulo retangulo oposto ao an-

gulo reto, de cateto oposto ao lado posto ao angulo agudo o e de cateto adjacente o lado

adjacente ao angulo o (Figura 4.5), podemos escrever: as razdes na forma mais conhecida:

C
hipotenusa
a b cateto
oposto
a
B = ‘A

cateto adjacente
Figura 4.5: Triangulo retangulo.

cateto adjacente ¢

(04 = = —
cos(a) hipotenusa a
cateto oposto b
o) = —/—— =— 4.2
sen(@) hipotenusa a 42)
cateto oposto b
tgla) = =-

cateto adjacente ¢

sen(o)

Calculando sen?(ct 2(at
alculando sen”(a) +cos~( )ecos(a)

, usando as duas primeiras expressoes de (4.2),

obtemos

b, ¢, b+c?
2 2 2 2

o o) =|(— =
sen“(a) 4 cos” () (a) + p "

b

usando o teorema de Pitagoras no tridngulo retingulo dado na Figura 4.5, b* + ¢? = a®

)

obtemos a relacdo fundamental da trigonometria senz(a) + cosz(oc) = 1. E o quociente

sen(or) b cateto oposto

= = - = =tg(x).
cos(a) a  cateto adjacente g(@)

NI ENISY
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Com o conhecimento das razdes trigonométrica do tridngulo retdngulo é possivel re-
solver problemas envolvendo o cdlculo de distancias inacessiveis em algumas situagdes. A

seguir, exemplos encontrados em livros textos do ensino médio.

1. (Herval Paccola,1997) Uma pessoa estd na margem de um rio, onde existem duas
arvores B e C, conforme ilustra a Figura 4.6. Na outra margem, em frente a B, existe
outra drvore A, vista de C segundo um angulo de 30°, com relacdo a B. Se a distancia

de B a C é de 150 m, qual € a largura do rio, nesse trecho?

Figura 4.6: Herval Paccola,1997.

2. (Dante,1999.) Um matemadtico foi desafiado a encontrar a altura de uma arvore, usando
apenas conhecimento de trigonometria. Entdo com a ajuda de um teodolito e de uma
trena o matematico encontrou o angulo em relacdo a horizontal do ponto mais alto da
arvore, depois mediu a sua distincia a arvore, e utilizando de uma tabela trigonomé-

trica e a tangente de um angulo, determinou a altura da arvore (Figura 4.7).

Figura 4.7: Dante,1999.
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4.4 Angulos e arcos

O comprimento de um segmento AB, denotado por AB, estd bem definido*, porém, o
comprimento de um um arco, trecho de um circulo, ligando os pontos A e B, subtendido pelo
angulo central do circulo® e denotado por @, nao tem defini¢do simples [9]. Uma forma
de medi-lo, de acordo com Carmo [9], € ajustar a ele um fio flexivel e depois esticar o fio e
determinar seu comprimento, mas isso ndo € uma definicao de comprimento do arco. Como
em Carmo [9], vamos assumir que o semi-circulo de raio 1 tem medida igual a . Arcos de
circulos que subtendem o mesmo angulo central sdo semelhantes e a razdo de semelhanca é
a razdo entre os raios (Uma demonstrag@o para este resultado pode ser encontrada em Elon
[16D.

Sejam s e s’ os comprimentos dos arcos BPe C/‘@, subtendidos pelo mesmo angulo

central O, dos circulos de raios ry e r,, respectivamente (Figura 5.8). Logo,

s s S

—=— ou —=—

s r rn
Y

Figura 4.8: Arcos subtendidos pelo mesmo angulo central.

4Se (a1,az) e (by,by) sdo as coordenadas dos pontos A e B, respectivamente, no plano cartesiano, entio o
comprimento do segmento AB é igual a distancia de A até B, ou seja, AB =d(A,B) = /(b1 —a1)? + (by — a2)?.
>0 angulo central de um circulo é o 4ngulo cujo vértice é o centro do respectivo circulo, e as semirretas

que o compdem, quando atravessam o circulo em dois pontos distintos, determinam um arco entre estes dois

pontos, cuja medida € igual ao produto da medida do raio do circulo pela medida do dngulo central.

21



4.5 O Circulo trigonométrico

O circulo trigonométrico é um circulo orientado® unitdrio (circulo de raio 1), com
orienta¢do anti-hordria, cuja origem dos arcos € o ponto A.

Associando ao circulo trigonométrico de centro O um sistema de coordenadas carte-
sianas ortogonais, cuja origem é o centro do circulo trigonométrico e A = (1,0), tomando um
ponto P = (x,y) do circulo (Figura 4.9), temos um tridngulo retdngulo OX P, onde X = (x,0).
Logo, as coordenadas de P podem ser dadas em funcdo do angulo o, a saber:

x = abscissade P = cos()

y = ordenadadeP = sen(a).

Figura 4.9: Circulo Trigonométrico.

5Um circulo pode ser orientado em dois sentidos, hordrio e anti-hordrio. Geralmente o sentido anti-horario
é considerado o sentido positivo. Para percorrer um circulo orientado escolhe-se um ponto, digamos A, e este
ponto € a origem dos arcos.
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Capitulo 5
Um pouco da Historia da Trigonometria

A origem da trigonometria ndo € precisa, surgiu da curiosidade do homem, na anti-
guidade remota, em medir distancias inacessiveis em problemas vinculadas a Astronomia,
a Agrimensura e a Navegacdo. A palavra trigonometria significa medidas das partes de um
triangulo (3 lados e 3 angulos) [8].

Segundo Boyer [8] existe, no Egito, um documento chamado de Ahmes, conhecido
como Papiro de Rhind, que data aproximadamente de 1650 a.C., que contém problemas que
fazem referéncia ao seked ! de um angulo, o que hoje conhecemos por cotangente de um
angulo.

No mundo ocidental, o conhecimento dos egipcios foi seguido pelos Gregos [15]. Na
Grécia a Matematica teve um grande desenvolvimento e a civilizagdo grega passou a servir
de preceptora a todas as outras nagdes. Hieronimos de Rodes atribui a Tales (624-548 a.C.
aproximadamente) o método mais simples para medir a altura de uma piramide “conta-se
que Tales mediu a altura das piramides pela sombra das mesmas, fazendo a medicdo na hora

em que a sua propria sombra correspondia ao seu tamanho” (Figura 5.1) [8]. Tales funda-

Figura 5.1: Tales e a altura da piramide (Fonte site [35]).

mentou a Trigonometria com seus estudos sobre a semelhancga de tridngulos e seu discipulo

ISegundo Pimtombeira [25], o seked era a unidade usada para medir inclinacdes. Ele se baseava na medida
de comprimento chamada cibito real. Cada ctibito era dividido em 7 palmos e cada palmo, por sua vez, era
dividido em 4 dedos. A inclinagdo era medida como o nimero de palmos e dedos percorridos horizontalmente
para subir um cubito real.
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Pitdgoras (580 — 600 a.C. aproximadamente) fez a primeira demonstracdo do teorema “Em
todo tridangulo retangulo a drea o quadrado construido sobre a hipotenusa € igual a soma das
areas dos quadrados construidos sobre os catetos” [8].

Ainda, segundo Boyer [8], muito do que € relatado sobre Tales e Pitdgoras e suas obras

sd0 muito imprecisas.

Nao sobreviveu nenhuma obra de Tales ou Pitdgoras, nem se sabe se Tales ou
Pitdgoras jamais compuseram tal obra. O que fizeram deve ser reconstruido
com base numa tradi¢do, ndo muito digna de confianca, que se formou em

torno desses dois matemdaticos antigos .

De acordo com Kennedy [15], atribui-se a primeira contribui¢do grega para a trigo-
nometria a Hipsicles (em 180 a.C.) quando dividiu o circulo do zodiaco em 360 partes.
Contudo, Hipsicles absorveu essa ideia da cultura babil6nica, no entanto ele ndo usou essa
divisdo do circulo em 360 partes para outros circulos.

Os babildnicos por volta de 300 a.C., optaram por dividir o angulo total subten-
dido de uma circunferéncia em 360 partes, ou 360 graus (um multiplo de 60,
base do sistema de numeragdo usado pelos babilonicos), e definiram as subdi-
visdes do grau, o minuto, & de grau, e o segundo, 61—0 de minuto. Hiparco, ao

inaugurar a trigonometria, adotou o sistema babilonico de medidas [15].

De acordo com Boyer [8], foi com Erastdstenes de Cirene (276 — 196 a.C.) que se
percebeu a necessidade de relacdes mais sistemdticas entre angulos e cordas, pois foi nesse
periodo que se produziu a mais importante medida da Antiguidade para a circunferéncia da
terra, usando para isso a semelhanga de tridngulos e as razdes trigonométricas. Por volta de
180 — 125 a.C., Hiparco de Nicéia, ampliou a idéia de Hipsicles, divindo qualquer circulo
em 360 partes. E atribuido a Hiparco a construcio da primeira tabela trigonométrica, tal
fato leva Hiparco a ser conhecido como “O Pai da Trigonometria”. Esse matemadtico e astro-
nomo grego foi uma figura da transicao entre a Astronomia babildnica e a obra de Ptolomeu
(85 — 165 d.C.), conhecida como o Almagesto de Ptolomeu?. Nesta obra sdo encontrados

resultados basicos sobre cordas.

2Segundo Kennedy [15] a Syntaxis matematica (sintese matematica) é a obra mais influente e significativa
da Trigonometria da antiguidade, esta sintese era distinguida de outro grupo de tratados astrondmicos por outros
autores, como Aristarco (310 — 230 a.C., astrénomo e matemadtico grego, sendo o primeiro cientista a propor
que a Terra gira em torno do Sol), por ser a obra de Ptolomeu chamada a cole¢do “maior” e a de Aristarco e
outros a colecdo “menor”, e também devido as frequentes referéncias a primeira como magister surgiu mais
tarde na Arabia o costume de chamar o livro de Ptolomeu o Almagesto (“o0 maior”), ele € composto por treze
livros, a maior parte desta obra € baseada nos trabalhos e estudos desenvolvidos por Hiparco, nos seus estudos
sobre as tabelas trigonométricas e tem por objetivo descrever matematicamente o funcionamento do sistema
solar, supondo que a terra estd em seu centro (teoria geocéntrica, que serd substituida, somente no século XV,

pela teoria heliocéntrica, introduzida por Copérnico (1473 — 1543 d.C.)).
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5.1 Arcos e cordas

Atribui-se a Hiparco a constru¢@o de uma tébua trigonométrica de cordas, dos angulos
multiplos de 7,5 graus, até 180 graus. O método de Hiparco para relacionar arcos e cordas,
como descrito por Ptolomeu, € o seguinte: a circunferéncia de um circulo € dividida em 360
partes e o diametro € dividido em 120 partes. Cada parte da circunferéncia e do diametro €
dividida em 60 partes, e cada uma dessas em mais 60. Entdo para determinado arco AB, com
seu comprimento expresso em unidades de circunferéncia, Hiparco d4 o nimero de unidades
de corda. Desse modo ficaram definidas as unidades Ud (unidade de didmetro) e Uc (unidade
de circunferéncia), onde cada Ud € igual a 1/120 do diametro e cada Uc corresponde a 1/360
da circunferéncia [24].

Hiparco conhecia a aproximacao sexagesimal para 7, a qual era denotada por 3;8,30

significando
8 30
3.60°+ —+ —
+ 60 * 602
que € uma aproximacao para T = 3,141666666...
Com essa contribuicao era possivel determinar o raio de uma circunferéncia de com-

primento C.

C

2

360° x 60’

2% 3;8,30
21600’

2% 3,1416666...

= 3438

Segundo Oliveira [24], em seus célculos para a construgdo da tdbua trigonométrica
Hiparco adotou uma circunferéncia de raio 3438’, identificando através das propriedades de
triangulos equildteros que a corda referente ao angulo de 60° € igual ao raio da circunferén-
cia, ou seja, corda(60°) = 3438’. O outro valor conhecido da corda, estava relacionado com
o angulo de 90°, obtido usando o teorema de Pitdgoras em um triangulo retangulo isésceles,
onde a corda referente ao angulo de 90° era a hipotenusa e o raio r era a medida dos outros
dois lados, ou seja, corda(90°) = r x V2 =3438" x 1,414 = 4862’

Os cdlculos realizados por Hiparco para encontrar os valores das outras cordas foram

baseados em dois resultados, que em linguagem contemporanea, podem ser enunciado como:

Teorema 5.1 corda(180° — o) = \/ (2r)2 — corda® ().

Demonstracdo. Seja o o dngulo central e corda(a) a corda subtendida por esse angulo,
conforme Figura 5.2. Por construgio o tridngulo ABC é retingulo em A e AB = corda(a),
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c corda(180° — a) A

180° — «

r

X e
o

Figura 5.2: O angulo central & e a corda(a). (Fonte Oliveira [24]).
AC = corda(180° — o) e BC = 2r, logo usando o teorema de Pitdgoras, temos:

(2r)* = corda®(180° — &) + corda®(),

ou seja,

corda(180° — o) = \/(Zr)2 — corda®(a).

Teorema 52  corda’ (%) — r[2r — corda(180° — a)].

C corda(180° — «) A

(8%
corda( =
orda( 5)

‘;’corda((x)

Figura 5.3: A meia corda e corda (%)
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Demonstracao. Na Figura 5.3, o tridngulo ABC € semelhante ao tridngulo ADO, donde

segue que
corda(180° — o) 2r

oD r

Y

ou seja,
corda(180° — o)

OD =
2

da(180° — «
Logo, no triangulo retangulo ADE a medida do lado DE, € igual a r — corda )

2
Usado o teorema de Pitdgoras, temos:
2 o 2
) g> _ [corda(a) _ corda(180° —a) |7
corda ( 7)) = [—2 + |r > =
corda(a)]®  [2r—corda(180° — a)]?
pu— + pu—
2 2
_ corda’*(ax) N (2r)% —4rcorda(180° — o) 4 corda?(180° — &)
4 4 ’

Pelo Teorema 5.1, temos corda®( o) = (2r)% — corda®(180° — &), podemos escrever

2 (0 _ (2r)*—corda®(180° — ) (2r)* —4rcorda(180° — o) + corda®(180° — ax)
corda <2> = 1 + Z
_ (2r)?+4(2r)>—4rcorda(180° — ) 87> —4rcorda(180° —a)
B 4 - 4 -

= r(2r—corda(180° — )).
0

No século IV de nossa era, o conhecimento e dominio mateméatico comecou a deslocar-
se para a India, segundo Kennedy [15], e o que sabemos de trigonometria dos Hindus é
devido o Surya Siddhanta, que quer dizer sistemas do sol e € um texto épico cujo autor €
Aryabhata. E no Surya que vamos encontrar o aparecimento concreto do seno de um angulo.

Segundo Kupkova, apub Quintaneiro [26], no periodo de 200 a 1200 d.C., os hin-
dus fizeram avangos em trigonometria, seus estudos relacionavam a metade da corda com
a metade do arco (Figura 5.4), tornando facil a identificacdo de um tridngulo retangulo na
circunferéncia e a razio entre o cateto oposto e a hipotenusa, chamada na época de jiva.

Com essa abordagem, a trigonometria passou a ser tratada a partir de semelhancas de
tridngulos e nao mais a partir de cordas de um circulo e de acordo com a Figura 5.4 temos a

expressao:

o 1 corda(a) . «
sen (5) =5 ousea, corda(ot) = 2r sen <5> (5.1
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corda(a)

o
||l R

Figura 5.4: A meia corda e o arco.

(04 (04
Corolario 5.3 Para dngulos o, 0 < a < 180° a relacdo sen? <5> + cos? (5> =1

a
equivale a corda(180° — o) = 2rcos (5)

Demonstracdo. Usando as identidades corda(a) = 2rsen (%) (5.1); sen® (%) + cos? (%) =1

e o Teorema 5.1, corda(180° — ) = \/(2r)2 — corda®(a), temos:

corda(180° — ot) — \/(2r)2_(2r)zsenz (%)

o
= 2ry/1— 2(—)
r sen >
(04
- 2 (_>‘
rCcos )
Il

Como consequéncia desses dois resultados e utilizando identidades trigonométricas

o
contemporaneas, o Teorema 5.2, corda’ <5> = r[2r — corda(180° — )], representa a for-
mula para o seno da metade do angulo.

Pela expressdo (5.1) e Colorério 5.3, temos:

[2rsen(%)]2 = r[2r—2rcos(%)].
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Trocando o por 2¢ obtemos:

= r2r[l —cos(a)]

| = ()
|

= 2r%[1—cos(a)]
)]

4r2
1 —cos(a)

5) -
2r°|1 —cos
> <%> [ (ot
() ;

5.1.1 Teorema de Ptolomeu

Um outro resultado central para o cdlculo de cordas em uma circunferéncia €, ainda
hoje, conhecido como o Teorema de Ptolomeu, o qual relaciona cordas (lados e diagonais)

de um quadriltero inscrito em uma circunferéncia’

. Assim, com argumentos puramente
geométricos, Ptolomeu criou a possibilidade de se construir uma tabela de cordas muito

precisa.

Teorema 5.4 (Teorema de Ptolomeu) Se A, B, C e D sdo quatro vértices consecutivos de um

quadrildtero qualquer inscrito em uma circunferéncia, entdo AB-CD +AD -BC = AC - BD.

D

,.f::/. //" I3.III|' E 1"'-1 -\_\

L N\ \

Figura 5.5: Representagdo geométrica do Teorema de Ptolomeu.

3De um caso especial do teorema de Ptolomeu conclui-se o que hoje conhecemos como as férmulas de seno
e cosseno da soma, diferenca e arco metade.
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Demonstracao. Seja um ponto E sobre AC de modo que os angulos CBE e ABD sejam
congruentes, logo os tridngulos CBE e ABD sao semelhantes pelo caso (AA). Usando seme-

lhanga de tridngulos e propriedades inerentes ao quadrildtero inscritivel, temos

CE BC .
AD BD
Considerando agora os triangulos ABE e DBC que também sdo semelhantes pelo caso (AA),

temos

AE AB I
DC BD

Adicionando as expressoes (5.2) e (5.3) segue que:

AD-BC+AB-DC = BD-CE+BD-AE

AD-BC+AB-DC = BD-(CE+AE).

Como CE +AE = AC, temos

=
S
I

3
A
a

AD-BC +
O

Do teorema de Ptolomeu podemos escrever, usando linguagem contemporanea, que

sen(a — ) = sen(a) cos(PB) —sen(B)cos(ar).

Figura 5.6: sen(a — f3).

30



Observando a Figura 5.6 vemos que os segmentos BC e GD passam pelo centro, por-
tanto os triangulos BCD, BCA e GDA sao retangulos, em CDB, CAB e DAG, respectiva-
mente.

Logo, usando as razdes trigonométricas do seno e cosseno, temos:

AD = BCsen(a—f),
AB = BCcos(a),
DC = BCsen(B),
BD = BCcos(fB),
(a).

AC = BCsen(a

Sabendo que BC = GD e substituindo as equacdes acimaem: AD - BC+AB-DC = BD - AC,
se segue que:
BC sen(a — ) + BC cos(a) BC sen() = BC cos(B) BC sen(a)
Dividindo todos os membros da equagio acima por BC, obtemos:
sen(a — f3) + cos(a) sen(B) = cos(B) sen(a),
ou seja,
sen(at — ) = cos(f)sen(cr) —cos(a) sen(fB).
OJ

Historicamente, de acordo com Kennedy [15], o termo "seno" surgiu por um problema
de tradugdo

De fato, a etimologia da palavra “seno” mostra uma ampla variagdo da ex-
periéncia pregressa daqueles que lidaram com a fungdo por ela designada. Os
indianos chamavam-na de ardhajya, o que significa “semicorda” em sanscrito.
Esta designacio foi abreviada para jya e transliterada em trés caracteres drabes,
Jyb o que pode ser lido como jayb, que em ardbe significa “bolso” ou “golfo”.
Assim foi interpretada pelos europeus, que a traduziram para o latim sinus, dai
0 Nnosso “seno’.

Com a necessidade de trabalhar com o angulo complementar, chamado de sinus com-

plementi, que foi modificado para co. sinus e, entdo evoluiu para o termo cosseno.
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5.2 O Radiano

Segundo Kennedy [15] o termo radiano (radian) aparece impresso pela primeira vez
em 1873, num exame escrito pelo fisico James Thonson. O termo radian (radiano) provavel-
mente foi inspirado pela palavra radius (raio).

O uso da unidade radiano em trigonometria surgiu da necessidade de unificar as uni-
dades de medidas do arco e da corda (ou meia corda), € o raio do circulo foi adotado como
unidade de medida comum.

Ao trabalhar com o raio como unidade de medida comum para o arco e a meia corda,
os dois objetos s@ao tomados como grandezas de mesma espécie (ambos comprimentos) e
neste caso, a razdo entre a meia-corda e o arco tende a 1 quando o arco tende a zero*. A
adogdo do raio como unidade de medida permitiu articular a trigonometria de arcos e cordas
com a trigonometria que relaciona razdes de lados de tridngulos retdngulos. No caso, o

comprimento da meia corda torna-se a razao entre os lados de um tridngulo retangulo (Figura
5.7).

Figura 5.7: A meia corda, o arco e o triangulo retangulo.

Adotando o raio como unidade de medida, o radiano pode ser definido como medida

angular e, também, como medida linear.

*Traduzindo para uma linguagem contemporanea, estamos afirmando que limy_,o @ = 1. Mais detalhes

veja Quintaneiro [26]
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Figura 5.8: Arcos subtendidos pelo mesmo angulo central.

Sejam s e s’ os comprimentos dos arcos BP e CQ, subtendidos pelo mesmo angulo
central O de raios r; e rp, respectivamente (Figura 5.8). Como arcos de circulos que se
subentendem o mesmo angulo central sdo semelhantes e a razdo de semelhanca € a razao

entre os raios [16]. Logo,

Resumindo, dado um angulo central, é constante a razao entre o comprimento do arco deter-

minado e o raio. Isso, segundo Carmo [9], leva a seguinte defini¢do de radiano:

Definicao 5.1 A medida de um dngulo em radianos é a razdo entre o comprimento do arco
determinado pelo dngulo de um circulo cujo centro é o vértice do dngulo e o comprimento

do raio do circulo.

Figura 5.9: O radiano (Fonte site [34]).
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Pela definicao 5.1 o angulo BOP = rs—l radianos = % radianos (Figura 5.8). Portanto,
se s € o comprimento de arco determinado por um angulo central @ de um circulo de raio r,
temos que
s

o= ou s=ar. 5.4)
r

Como o comprimento da uma semi-circunferéncia de raio 1 € igual 7 e, neste caso, o
angulo central € igual a 180°. Podemos estabelecer uma relagcdo entre as medidas graus e
radianos, ou seja,

Tr .
180° = — = 7 radianos.
r

Segundo Kupkova, apub Quintaneiro [26], a igualdade 7wrad = 180° muitas vezes
aparece como 7 = 180°, fazendo parecer que a referéncia ou o fundamental nessa nova
unidade é o 7, quando na verdade € a unidade radiano.

O radiano pode ser visto como a medida de um angulo e como uma medida linear, ob-
serve que quando o raio da circunferéncia € igual a 1, temos por (5.4) que o comprimento do
arco (medida linear), determinado por um angulo central, € igual a medida do dngulo central
(medida angular). A medida de um angulo em radianos ndo depende da unidade de compri-
mento considerada, mas o comprimento de arco depende de uma unidade de comprimento.
Mesmo identificando arcos e angulos em circulos de raio 1, existe uma diferenga conceitual
e ela deve ficar bem clara.

A identificacdo de arcos e angulos em circulos unitdrios permitiu a extensao das razdes
trigonométricas do tridngulo retdngulo para as fungdes trigonométricas definidas nos reais.

Segundo Eves [13] a trigonometria entre os gregos era motivada pela astronomia, mas
no Renascimento, que foi a época da expansdao maritima Europeia, exigiu o desenvolvimento
da cartografia cujo apice foi atingido por Euler (1707-1783) que adotou em seus estudos um
circulo de raio unitdrio. Com Euler a trigonometria do tridngulo retangulo evoluiu para
fungdes aplicadas a um nimero. Por exemplo, a func@o seno deixou de ser uma grandeza e

passou a ser um nimero obtido pela ordenada de um ponto de um circulo unitario.
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Capitulo 6
Funcoes Trigonométricas

Neste capitulo apresentaremos a definicao das func¢des trigonométricas seno e cosseno
a partir da funcdo de Euler e a demonstragcdo das férmulas de adicdo e subtracio de arcos.

A transi¢do das razdes trigonométricas no tridngulo retangulo para func¢des periddicas
de dominio real, de aplicacdes mais amplas, come¢ou com Viete, no século X VI, e culminou
nos trabalhos de Euler, no século XVIII [13].

6.1 A funcao de Euler

Esta secdo apresenta a func¢do de Euler, tendo como principal fonte os trabalhos do
professor Elon L. Lima [17].

Consideremos o ponto P no circulo trigonométrico (Figura 6.1), cujas coordenadas
(x,y) satisfazem a equagdo da circunferéncia de raio 1 e centro na origem de R?, ou seja,
x?+y? = 1. A relagio fundamental da trigonometria, sen( o) +cos?(a) = 1, sugere que para
todo angulo ¢, os nimeros cos(a) e sen(a), sdo coordenadas de pontos da circunferéncia
de raio 1 e centro na origem de R?.

Denotamos por C o circulo unitdrio (ou circulo trigonométrico). Temos, portanto
C ={(x,y) € R;x* +y* = 1}. Observemos que as coordenadas de todo ponto em C estio
entre —1 e 1, ou seja, se (x,y) € C,entdo —1 <x<le—-1<y<1.

A funcido de Euler é uma funcio E : R — C e faz corresponder a todo niimero real 7 o

ponto (x,y) de C, de tal forma que:
e 0 € R coincida com o ponto A = (1,0) de C, ou seja, E(0) = (1,0);

e Dado um numero real ¢, os pontos de C sdo percorridos no sentido positivo se ¢ >
0 e no sentido negativo se ¢ < 0, um comprimento igual a t e E(¢) é o ponto de C
assim atingido, onde E(¢) = (x,y) para todo (x,y) pertencente ao circulo unitdrio C e
(x,y) = (cos(t),sen(t)), para todo ¢t € R (Figura 8.5).
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Figura 6.2: Func¢do de Euler.

Por defini¢do, quando ¢ descreve na reta um intervalo de comprimento /, sua imagem
E(t) percorre sobre o circulo unitdrio C um arco de igual comprimento /. Como o circulo
unitdrio C tem comprimento igual a 27, quando o ponto ¢ descreve na reta um intervalo de
comprimento 27, sua imagem E(¢) dd uma volta completa sobre C, retornando ao ponto de
partida. Assim sendo, para todo ¢ € R, tem-se E(f +27) = E(t) e, mais geralmente, para
todo k € Z, tem-se E(t +2km) = E(t), seja qual for 7 € R.

A fungio de Euler é uma funcio periédica' com periodo 27, e E(t +2kn), k € Z, sido
as vdrias imagens de 7 € R, ou seja, E(t) = E(t +2km). Reciprocamente, se ¢ < t’, para
t,t' € R, sdo tais que E(t) = E(t'), entdo quando um ponto s € R varia de 7 a ¢/, sua imagem
E(t) se desloca sobre C, no sentido positivo (r < ¢’), até E(¢") dando um ndmero k de voltas
e retornando ao ponto de partida. A distancia percorrida sobre C € igual a 2k7m. Logo,
' =t+2km, jd que, o comprimento percorrido por E(s) € igual a distincia percorrida por s
sobre a reta R.

A Figura 6.3 ilustra as vdrias propriedades de simetria da funcao de Euler:

'Uma fungdo f: R — R chama-se periédica quando existe um nimero p nio nulo tal que f(t + p) = f(t)
para todo ¢ real. Se isso ocorre, temos que f(fr +kp) = f(t), para todo k € Z. O nimero p > 0 tal que
f(t+ p) = f(t) chama-se periodo de f [17].
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Figura 6.3: Func¢do de Euler.

6.2 As Funcoes Trigonométricas

As fungdes cos : R — R e sen : R — R, chamadas de funcdo cosseno e de funcdo seno

respectivamente, sdo definidas para cada ¢ € R, a partir da funcio de Euler, ou seja,
E(t) = (cos(t),sen(t)), onde cos(t)=x e sen(t)=y.

Quando 7 = 0 temos E(0) = (1,0), logo, cos(0) =1 e sen(0) =0 e quando r = 7,
temos cos(%) = 0 e sen(%) = 1 e assim por diante.

Na secdo anterior vimos que a funcdo de Euler é periddica, com periodo 27,
E(t+2km) = E(t), paratodo r € R e k € Z. Assim as fungdes seno e cosseno sdo perio-
dicas de periodo 27, isto €, se conhecemos o comportamento destas fungdes no intervalo
[0,27], conhecemos o seu comportamento em todos os intervalos seguintes (ou anteriores)
de comprimento 27.

Por exemplo, o gréfico da fungdo y = sen(#) no intervalo [0, 27] é exatamente 0 mesmo
em qualquer intervalo da forma [2km,2(k 4 1)x]. Podemos entéo restringir o estudo destas
fungdes ao intervalo [0,27] que corresponde ao estudo das coordenadas de um ponto que dé
exatamente uma volta no circulo trigonométrico.

As fungdes seno e cosseno, como coordenadas de um ponto do circulo unitario, t€ém

valores que dependem do quadrante em que se encontram. Apresentaremos a seguir um
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estudo dos valores da func@o seno em que a extremidade P do arco AP estd no segundo,

terceiro ou quarto quadrante.

e A fungdo seno estd assumindo valores no segundo quadrante, § <t < 7.
Tragamos por P uma reta r paralela ao eixo das abscissas que intersecta novamente C
em P’ (Figura 6.4). A medida do arco APé igual a ¢, a medida do arco PA=rn—tea
medida do arco AP’ ¢ igual a medida do arco PA’. Portanto, sen(t) = sen(mw —1).

Figura 6.4: Comprimento do arco AP =1.

e A funcdo seno estd assumindo valores no terceiro quadrante, 7 < t < 37”
Tomando como r a reta que liga os pontos O a P (Figura 6.5). A medida do arco AP
€ igual a ¢, a medida do arco A’P =t — & e a medida do arco AP’ € igual a medida do

arco A'P, portanto sen(z) = —sen(t — 7).
r
C —T

>4 ~P
4
{ \

A (i T A

1III E D II:'
A\ /

1 -'/

P~ | —_

Figura 6.5: Comprimento do arco AP=1.
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e A funcdo seno estd assumindo valores no quarto quadrante, 37” <t <2m.
Tomando como r uma paralela ao eixo das ordenadas passando por P (Figura 6.6), a
medida do arco ﬁ=t, a medida do arco 131\4 = 27w —t e a medida do arco XF € igual a
medida do arco PA, portanto sen(t) = —sen(2w —1).

L

Figura 6.6: Comprimento do arco AP =1.

O mesmo processo, chamado de reducao do seno ao primeiro quadrante, é aplicado ao
cosseno (Observemos que a Figura 6.3, nas subfiguras (d), (e) e (f), ilustra esse processo).
Resumindo, os valores absolutos das func¢des trigonométricas estdo determinados pelos va-

lores destas fungdes no primeiro quadrante.

6.2.1 Grafico das funcoes seno e cosseno

A representacdo grafica de uma funcio real, que geralmente é chamado de grafico da
funcio?, é o lugar geométrico de todos os pontos de coordenadas (x, f(x)) no Plano R? (ou
simplismente no plano). O grafico de uma fun¢do fornece, de uma forma bastante eficiente,
uma ideia global do comportamento dessa fungdo em todo o seu dominio.

O gréfico da fungdo seno € o conjunto de todos os pontos (z,sen(z)) do plano com? € R
(Figura 6.9).

Da mesma forma, o gréfico da fungdo cosseno € o conjunto dos pontos do plano de
coordendas (¢,cos(?)), com ¢ € R (Figura 6.10).

Nos gréficos (Figura 6.9 e Figura 6.10) das funcdes seno e cosseno, podemos observar
que a curva gerada no intervalo (0,27) se repete indefinidamente, tanto para o lado positivo

do eixo das abcissas, como para o lado negativo, ilustrando o comportamento periédico das

’Dada uma fungio f: A € R — R tal que y = f(x), o gréfico da funcio f, denotado por G(f), é o conjunto
dos pares ordenados (x,y) € R?, x € A, tais que y = f(x), ou seja, G(f) = {(x,y),x€a e y€cR|y=f(x)}
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Figura 6.7: Grifico da funcdo f(z) = sen(t).

o

om S 0 ™ o an

Figura 6.8: Grifico da funcdo f () = cos(z).

fungdes. Podemos observar, também, que o gréifico da fungdo cosseno pode ser obtido do
. ~ ( ~ . T . ~

gréifico da fun¢do seno através de uma translacdo na abscissa de —, caracterizando as relagdes

de simetria existente entre essas funcdes, ja mencionadas na sec¢io 6.1, quando do estudo da

func¢do de Euler e particularizadas para as funcdes seno e cosseno a seguir.

\ 0 ™2 ™ 3n/2 T

|/

-

Figura 6.9: Grifico da fungéo f(¢) =sen(t),0 <r < 2m.

—H
7 \ /
| 0o '{
\ 0 /.' WD\W/TQ 2m
L

Figura 6.10: Griéfico da fungéo f(r) = cos(t), 0 <t < 2m.

Pela simetria da func¢@o de Euler E(f) = (cos(t),sen(t)), t € R, temos que:

E(g—t) — (%) (Figura 6.3 (b)) =

cos(g —t)=sen(r) e sen(g —1) =cos(t); (6.1)

E(t—i—g) = (—y,x) (Figura6.3 (c)) =

cos(t + g) = —sen(t) e sen(r+ g) = cos(t); (6.2)
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E(n—t) = (—x,y) (Figura6.3(d)) =

cos(r—t)=—cos(t) e sen(mw—t)=sen(t); (6.3)

E(t+m) = (—x,—y) (Figura6.3 (e)) =
cos(t+m)=—cos(t) e sen(r+m)=—sen(r); (6.4)

E(—t) = (x,—y) (Figura6.3 (f)) =

cos(—t) =cos(t) e sen(—t)= —sen(t). (6.5)

Observacao 6.1 Por definicdo uma fungdo f: R — R é par se f(—t) = f(t) para todo
t € Re éimpar se f(—t) = —f(t) para todo t € R. A fun¢do de Euler calculada em (—t)
é igual a E(—t) = (cos(—t),sen(—t)), para todo t € R (6.5), onde cos(—t) = cos(t) e
sen(—t) = —sen(t), ou seja, a fungcdo seno é uma fungdo impar e a fungcdo cosseno é uma

fungdo par.

6.2.2 A funcao Tangente
A funcdo tangente € definida como o quociente entre as fungdes seno e cosseno, a saber

_ sen(t)
cos(r)’

tg(t)

cujo dominio € restrito aos ndmeros reais para os quais o denominador € diferente de zero,
ou seja, para todos os ¢ € R tais que a fung@o cos(7) ndo se anula. Assim a fungio tangente
tem como dominio o conjunto dos niimeros reais que ndo sdo miltiplos impares de 7, ja que
cos(t) = 0 se, e somente se, t = (2k+ 1)F = kn + 7 onde k € Z. Portanto, o dominio da
fungdo tangente é o conjunto formado pela reunido dos intervalos abertos (k7 — %, km + %),
para todo k € Z.

A funcido tangente, assim como o seno € o cosseno, ¢ uma func¢do periddica, de periodo

T, uma vez que,
sen(t+m)  sen(t)

tg(t+m) = cos(t+m)  cos(t)

=1tg(1),
2k+1)m
paratodot € {R — u}, keZ.
O grifico da funcdo tangente é o conjunto de todos os pontos (7,tg(r)),
treR— (2]{;1)”,1( € Z do plano (Figura 6.11).
T T

Em cada um dos intervalos, onde estd definida, por exemplo (—7, 7 ), a fungdo tangente

é crescente e ha uma correspondéncia biunivoca® entre as coordenadas 7 e tg(t) em cada um

desses intervalos abertos (kx — 7, kw4 %), k € Z, de comprimento 7.

3Veja pagina 17.
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Figura 6.11: Grafico da fungdo f(r) =1g(¢),0 <t <2m,t # 7, =

TR

6.3 Formulas da adicao e subtracao de arcos

Apresentaremos nesta secao a deducao algébrica das formulas de adi¢do e subtragdo
de arcos de seno, cosseno e tangente e, também, suas respectivas demonstragdes, usando
argumentos geométricos.

Consideremos dois pontos P € Q em um circulo unitario (circulo trigonométrico) tais
que a medida de AP = b e a medida de @ = a (Figura 6.12).

vt

a

Figura 6.12: Circulo Unitdrio.

Temos que P = (cos (b),sen (b)), Q = (cos (a),sen(a)) e o quadrado da distancia entre
P e Q ¢é dada por

d*(P,Q) = (cos (a) — cos (b))* + (sen (a) — sen (b))

Desenvolvendo os quadrados e utilizando o fato de cos? (x) +sen? (x) = 1, para todo x
real, segue que

d*(P,Q) =2 —2(cos (a) cos (b) +sen (a) sen (b)). (6.6)

42



Por outro lado, mudando o sistema de coordenadas através de uma rotagﬁo4, em torno da
origem, de um angulo b (Figura 6.13), obtemos

Y

a

b

Figura 6.13: Novo sistema de coordenadas xy’.

d*(P,Q) = (cos (a—b) — 1)* + (sen (a — b) —0)> =2 — 2cos(a — b). (6.7)
Igualando as expressdes (6.6) e (6.7) obtemos
2 —2(cos (a) cos (b) +sen (a) sen (b)) = 2 —2cos(a—b)),
donde vem que:
cos (a —b) = cos (a) cos (b) +sen (a) sen (b). (6.8)
O

Usando a equacdo (6.8) e as identidades trigonométricas dadas em (6.1) e (6.5) pode-
mos obter as demais férmulas de adi¢do e subtragdo de arcos para cosseno, seno e tangente,
conforme segue:

1. Substituindo b por —b em (6.8), obtemos
cos(a+b) = cos(a)cos(—b)+sen(a)sen(—b)
= cos(a) cos(b) —sen(a) sen(b). (6.9)

T
2. Aplicando a férmula (6.8) para 5~ a e b, obtemos

cos((g—a)—b) = cos(g—a) cos(b)—f—sen(g—a) sen (b),
cos(g —(a+b)) = sen(a+b), logo
sen(a+b) = sen(a)cos(b)+sen(b) cos(a). (6.10)

4Uma rotacdo em torno da origem girando os eixos de um b é uma transformacao linear no plano dada por:

{x’ = xcos(a) +y sen(a)

y = —xsen(a) +y cos(a)
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3. Substituindo b por —b em (6.10), obtemos
sen(a —b) = sen(a) cos (b) —sen (b) cos(a). (6.11)
4. Calculando o quociente das férmulas (6.11) e (6.8) obtemos uma expressao para tan-

gente de (a — D).
sen(a—b) sen(a)cos(b) —sen(b) cos(a)  tg(a)—tg(b)

g(a—b)= cos(a—b)  cos(a) cos(b)+sen(a)sen(b) 1+tg(a)tg(b) (6.12)
5. Substituindo b por —b em (6.12), temos
tg(atp) = 2O +ed) (6.13)

1—tg(a)tg(b)
6. Substituindo b por a em (6.9), (6.10) e (6.13), obtemos

cos (2a) = cos?(a)—sen’(a);
sen(2a) = 2sen(a)cos(a) e
te(2a) = %

A deducio das férmulas de adi¢do e subtracao de arcos, exigem manipulagdes algébri-
cas com resultados ainda nao dominados pelos alunos do ensino bésico. A seguir apresenta-
remos as demosntragdes das férmulas adi¢ao e subtragdo de arcos do cosseno e do seno e da
tangente, usando selhanca de tridngulos. Segundo Elon [17], dentre as maneiras de provar a
formula sen(a+ b), aquela usando semelhanga de tridngulos é a mais direta.

Consideremos um circulo unitédrio (Figura 6.14), onde NQ L OM; PN L OA, logo os
angulos AOM e P]VQ sdo congruentes, assim os tridngulos SOQ e RNQ sao semelhantes.

Observando a Figura 6.14 e usando a semelhanca dos tridngulos j4 mencionados, temos:

0Q = cos(b);

NQ = sen(b);

OR _ A .
No sen(a) = QR =sen(b)sen(a);
% =cos(a) = NR=sen(b)cos(a);
j =sen(a) = QS =-cos(b)sen(a);
00 - v
g:g =cos(a) = OS=cos(b)cos(a);
OP = cos(a+b);

NP =sen(a+b).



Figura 6.14: Construgio para provar as férmulas seno e cosseno de (a+ D)

Como OP = OS—PS e PS=RQ, segue que OP = 0S—RQ, ou seja, OP = cos(b) cos(a) —

sen(b) sen(a) e OP = cos(a+b). Assim, temos a férmula

cos(a+b) = cos(b) cos(a) — sen(b) sen(a).

[0 Temos, ainda, que NP = NR+RP e RP = (0S, donde segue que NP = NR + QS, ou seja,

NP = sen(b) cos(a) +cos(b) sen(a). Como NP = sen(a+ b), temos a férmula

sen(a+ b) = sen(b) cos(a) + sen(a) cos(b).

[0 Como cos(—b) = cos(b) e sen(—b) = —sen(b), substituindo b por —b nas férmulas

acima, segue que:

cos(a+ (—b)) = cos(a)cos(—b)—sen(a) sen(—b)
= cos(a) cos(b) +sen(a) sen(b) e

sen(a+ (—b)) = sen(a) cos(—b)+sen(—b) cos(a)
= sen(a) cos(b) —sen(b) cos(a)

Logo,

cos(a —b) = cos(a) cos(b) + sen(a) sen(D)

sen(a—b) = sen(a) cos(b) —sen(b) cos(a).
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Para mostrar as férmulas para a tangente da adi¢do e subtracao de arcos, analogamente
aos casos do seno e do cosseno, vamos considerar um circulo unitario (Figura 6.15), e os
triangulos retangulos, convenientemente construidos, onde EA 1 OD; BD L OA, logo os an-
gulos EAO e ODB sio congruentes, assim os triangulos EAO e EDC sao semelhantes, como
também CAB e ODB (caso (AA)). Observando a Figura 6.15, temos:

D,

:tg(a'*b}’fgiﬂ}

BC = tg(a);
EC

— = tg(b);
oF g(b)

BD = tg(a+b);

Pela semelhanca dos tridngulos EAQ e EDC, decorre que

Como DC = BD — BC, segue que

tg(b) _ tg(a+%_ tg(a) .

Pela semelhanca dos tridngulos CAB e ODB, obtemos:

AB BC — _

BD
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Mas, AB = OA — 1, assim OA — 1 =tg(a+b)tg(a). Dai, OA = tg(a+b) tg(a)+ 1. Substi-
_ tgla+b)—tg(a)

tuindo OA em tg(b) on , temos:
_ _tgla+b)—tg(a)
tg(b) = [tg(a+b)tg(a) +1]
Resolvendo paratg(a+ b), temos:
tg(b)tgla+b)tg(a) +1] = tgla+b)—tg(a),
tgla+b) —tgla+b)igla)g(b) = tgla)+1g(b),
tgla+b)[1 —tg(a)tg(b)] = tg(a)+1g(b).
Portanto,
_ tg(a) +1g(h)
D @)

O

Para obter a formula para a diferenca de arcos, vamos proceder de forma andloga.

Consideremos um circulo unitério e os tridngulos retangulos, conforme Figura 6.16, temos:

e
1

tg(a)-tg(b)

Figura 6.16: Construgao usada para provar a férmula tangente de (a — b).

BD = tg(a);
EC

ok gla—b)
BC = tg(b).

Da semelhanca dos tridangulos OAE e CDE, segue que:
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EC DC
OE OA OA

Da semelhanca entre os tridngulos BOD e BCA, temos:

BD OB N tg(a) 1 —
AB BC AB  tg(b)

Mas, OA = 1 +AB. Logo,
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Capitulo 7

Tecnologia a Servico do Ensino de
Matematica

O uso do computador em sala de aula € cada vez mais frequente, no entanto também
¢ evidente o despreparo em operd-los por parte de muitos docentes, ou porque nao tiveram
uma boa formacio académica nesse sentido ou porque nio se sentem inseridos nessa nova
forma de abordagem metodoldgica, a qual utiliza o computador como ferramenta auxiliar no
ensino de matematica.

E fato ainda que muitos professores tem dominio em operar o computador, mas nio
tém conhecimentos de softwares e/ou ambientes computacionais que podem ser utilizados,
como uma ferramenta didatica, no ensino de matematica. Este capitulo tem como objetivo
evidenciar alguns sitios da internet que disponibilizam materiais pedagdgicos que poderao

ajudar no ensino de matematica, em particular, no ensino da trigonometria.

7.1 Ambientes Computacionais na Internet

Existem diversos sitios na internet, apoiados pelo MEC, que buscam o aumento de
banco de dados confidveis e trazem uma perspectiva diferenciada a pratica docente [24].
Sdo exemplos desses sitios: Banco internacional de Objetos Educacionais (BIOE), Portal do

professor e Educarbrasil.

7.1.1 BIOE - Banco Internacional de Objetos Educacionais

O BIOE [28] é um repositério que possui objetos educacionais de acesso publico, em
varios formatos e para todos os niveis de ensino. Em 08 de novembro de 2013 o Banco pos-
sufa 19.692 objetos publicados, 147 sendo avaliados ou aguardando autorizagdo dos autores

para a publicag@o e um total de 4.885.753 visitas de 184 paises (Figura 7.1).
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Figura 7.1: Tela inicial do BIOE.

A Figura 7.2 ilustra uma atividade de exploracdo das razdes trigonométricas no trian-
gulo retangulo, seno, cosseno e tangente de um angulo, que proporciona ao aluno a constru-
¢ao dos conceitos basicos em trigonometria, a partir da manipulacdo do aplicativo dinamico.
Para encontrar a atividade no sife do BIOE: Digite a palavra trigonometria na janela “Busca
de objetos neste portal” no canto superior direito da pagina, depois clique no link escolhido.
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Figura 7.2: Atividades abordando Trigonometria no BIOE
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7.1.2 O portal do professor

Este portal [32] € um espaco para o professor acessar sugestdes de planos de aula,
baixar midias de apoio, ter noticias sobre educagdo e iniciativas do MEC ou até mesmo
compartilhar um plano de aula, participar de uma discussao ou fazer um curso (Figura 7.3).

O Portal, lancado em 2008 em parceria com o Ministério da Ciéncia e Tecnologia, tem

C #i | portaldoprofessor.mec.gov.br;
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Figura 7.3: Interface inicial do site portal do professor.

como objetivo apoiar os processos de formagao dos professores brasileiros e enriquecer a sua

pratica pedagdgica. Este € um espago publico e pode ser acessado por todos os interessados.
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Figura 7.4: Exemplo de atividade

O portal do professor possui uma grande diversidade de material que pode ser utilizado
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como fonte de pesquisa, como exemplo, clique no /ink material de estudo indicado pela seta
na (Figura 7.4), depois no campo de busca digite a palavra “trigonometria”. O professor
encontrard alguns materiais que contribuirdo para o ensino de trigonometria, como exemplo
de material de pesquisa encontrado no portal, citamos o artigo ‘“Trigonometria Dindmica:
unidade de aprendizagem online para o estudo de Trigonometria, de Moreira, L. S. et al”,
publicado em 2009.
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Figura 7.5: Link para materiais no portal do professor

7.1.3 EducarBrasil
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Figura 7.6: Interface inicial do site portal educarbrasil.

O EducarBrasil [33] € um portal nacional de educag@o que tem como objetivo principal
oferecer servicos digitais orientados aos diferentes participantes do sistema escolar: pais,
estudantes, diretores e, especialmente, professores.

O intuito do EducarBrasil é contribuir significativamente para a melhoria da quali-
dade da educacdo em nosso pais, com base no conhecimento do potencial educativo dos
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recursos digitais, que t€ém sido amplamente reconhecidos pelos cientistas, e teve seu impacto
confirmado em intimeras pesquisas. Entre esses impactos verificados, a titulo de exemplo,
podemos listar as possibilidades de interatividade por meio do aprender fazendo, a maior fa-
cilidade na compreensao de informagdes, em razdo das visualiza¢des, simulagdes e o acesso
as pesquisas e colaboracoes.

Neste portal também existem diversas ferramentas que podem ajudar o professor a me-
lhorar sua aula. Nele encontramos diversos textos envolvendo o conteido de trigonometria,
além de videos e outros.

7.1.4 Conteados Digitais - Sofware Educacionais

Neste site [30] desenvolvido pela Universidade Federal Fluminense (Figura 7.7) po-
demos encontrar diversos aplicativos relacionados com os mais diversos contetidos da ma-
temadtica, que sao divididos em: Softwares Educacionais, Experimentos Educacionais e Ati-
vidades de Audio. Todo o material é facilmente manipulavel sendo um 6timo site para ser
visitado e utilizado como uma nova forma metodoldgica para abordagem dos contetidos ma-
tematicos.

T | ]
* & A s fF B clrsie A Bt -ham | b sz
35 pcativos T Gl el do Googl 8 WEBHATL () Contss do Google IG5 Faba socaregar hittp. [ O [ itpsijfaccountsignon. . I3 BOL Ml @[] Outros faverbes
Fungdes Trigonométricas
Matamatica: funcies

VOO0 606

Modulos

Bate 1, .
AFungin de Enler e A hledida de Angulos

Hests méshilo spresentemss um splesivo mberalive que tastrs s fungle de Buler, peps fundsmental
pars s deferiglo de servo o coagenc de pdmens seds (sm ez de seno ¢ cossene de Ragados)

Bante I
Hene & Cossene come Fungies Reais
sen: R — IR
Heste méduln spreseniames um aploators inleralivn que fustrs a5 definigles de Seno ¢ COSena como
eos! (R — IR flangies tems.
Barte ;
t O Grafico da Fuangdio Seno
/\ (s ando:se » Radiano como Medtida de Angulas)
e 1=,
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Figura 7.7: Exemplo do ambiente software Educacionais da UFF.
Como exemplo de uma das diversas atividades presentes neste site, temos a constru¢ao

do gréfico da func¢des seno (Figura 7.8), movimente o ponto P do circulo trigonométrico para
gerar o grafico.
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Funcoes Trigonomeétricas

Matamabtica: Tungias

Q

PARTE 3

0 GRAFICO DA FUNCAO SENO USANDO-SE O RADIANG COMO MEDIDA DE ANGULOS

Chips & diadle & gaes Pl ¥ ady
1
1 ¥ T
/ N | p_a’ e 5
f A ik \\\ pa
11 o DEl 1 na ™ g n
III.__ _.I|I i \ ' /f’/-'
4 -
N o . \.H_ -
A

t=+07 (medidado ingule AOF «m radisnos)
senlt) = <0644 217687 23769105367 26143513987 2018306581 3844573689644 T43963 0880038 1097544967566

Figura 7.8: Um exemplo de atividade.

7.2 Software de geometria dinamica GeoGebra

O software GeoGebra [29, 31], € um software livre, pode ser copiado, usado, modifi-
cado e redistribuido de acordo com a necessidade de cada usuario.
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Figura 7.9: Interface do GeoGebra
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O software GeoGebra foi construido em 2001, a partir de uma pesquisa de mestrado
de Markus Hohenwarter na universidade de Salzburg, na Austria. A principio o GeoGebra
foi desenvolvido para melhorar a abordagem metodoldgica dos contetidos do ensino funda-
mental e médio, no entanto ja foi utilizado como suporte para muitos contetidos do ensino

superior, a exemplo da Soma de Riemman (Figura 7.10), entre outros.

Arquivo Editar Exibir Disposicoes Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
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v f(x) = (x—1) (x+3 40

. O)"E'_"T gegf”de“'es flx) = (2] V(e +3)(xz—5),| -3 < <6
>C = (6, 0) B

“od=-23.25

sg(x) =(x—1) (x+:

-30

< 2 3 §
Entrada;| i @

Figura 7.10: Um exemplo de atividade.

O GeoGebra € um sistema de geometria dinamica. Permite realizar constru¢des, como
retas, poligonos, curvas como funcdes que podem ser posteriormente modificados de forma
dindmica.

Pelo fato de apresentar uma interface simples (Figura 7.9), possibilita ao aluno explorar
conceitos de forma dindmica. Uma caracteristica importante do GeoGebra € a possibilidade
de interacao entre o usudrio e os objetos que estdo na sua drea de trabalho, por exemplo, com
o mouse ¢é possivel visualizar as modificacdes de seus parametros na janela de dlgebra no
lado esquerdo da tela. Com essa possibilidade, o aluno pode inferir sobre outras situagdes
nao elaboradas pelo professor, permitindo a reflexdo dos conceitos explorados. Muitas das
atividades de matematica que aparecem nos sifes citados neste capitulo foram elaboradas

usando o software GeoGebra.
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Capitulo 8
Sequéncia didatica

Este Capitulo apresenta 5(cinco) atividades contemplando os conteidos destacados
neste trabalho; radiano e as fungdes seno, cosseno e tangente. As atividades e os aplicativos
desenvolvidos no GeoGebra  podem ser encontrados no endereco
“https://sites.google.com/site/aulamatematicaxxi/funcoes-trigonometricas”.

No desenvolvimento das atividades contidas nesta sequéncia diddtica buscamos apoio
nos sites e softwares apresentados no Capitulo 6, uma vez que os recursos disponiveis sdo
bastante ricos e podem ser usados em sala de aula. As atividades propostas, sdo programadas
para alunos do final do primeiro ou segundo ano do Ensino Médio, e podem ser usadas para
consolidar o conhecimento previamente trabalhado em sala de aula, ou na introducao destes,
para posterior sistematizagao.

Os Recursos Materiais, Tecnoldgicos e diddticos necessdrios para o desenvolvimento
das atividades propostas sdo: papel, lapis e computador com softwares GeoGebra instalado
ou um software de Geometria dindmica similar.

O embasamento tedrico para a escolhas das atividades foi a teoria da aprendizagem
significativa de Ausubel [1, 20], ou seja, as atividades favorecem a participacao ativa dos
alunos, propiciando a aprendizagem colaborativa, a qual, por sua vez, pode levar a apren-
dizagem significativa; as atividades sao sugeridas de forma a organizar sequencialmente os
conteudos, iniciando o contetdo pelos aspectos mais simples e avancando para os casos mais
complexos; sempre considerando os conhecimentos prévios dos alunos, a primeira atividade,
trabalha contetdo que sdo estudados no Ensino Fundamental, e tem a finalidade de relembrar
esses contetidos; o material proposto € potencialmente significativo.

Como recomendacdes metodoldgicas para a aplicacdo das atividades propostas, suge-
rimos que o professor, durante a aula, seja um provocador, no seguinte sentido: o professor
deve apresentar a tarefa e deixar claro quais sdo os seus objetivos e entdo observar o desen-
volvimento das atividades pelos alunos, intervir quando solicitado ou quando perceber que

os alunos estio se desviando do objetivo da aula ou ndo estdo evoluindo como desejado.
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8.1 Atividade I - Razoes trigonométricas no triangulo retdn-

gulo

Esta atividade, ¢ uma adaptacao da atividade encontrada no site do BIOE (veja Secao
7.1.1) digitando a palavra trigonometria na janela “Busca de objetos neste portal” no canto
superior direito da pagina, depois clicando no /ink “defini¢des das razdes trigonométricas”
(Figura 8.1).

Data de

! Tipo Titulo Autores
Publicacao

“ 20/07/2000 2

.

Figura 8.1: Link para o aplicativo.

O aluno, de posse do aplicativo online (Figura 8.2), explora as razdes trigonométricas

no tridngulo retangulo (seno, cosseno e tangente de um angulo) a partir da manipulagdo desse

aplicativo.
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Figura 8.2: Estudo de razdes trigonométricas
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Descricao Geral e Objetivos

Esta atividade pode ser executada em uma aula de 50 minutos e tem como objetivo
consolidar os conceitos das razdes trigonométricas seno, cosseno e tangente no tridngulo re-
tangulo, e pode proporcionar ao aluno a constru¢do dos conceitos bdsicos em trigonometria,

a partir da manipulag¢do do aplicativo dindmico.

Sugestoes de procedimentos ou questionamentos

e Em um primeiro momento o professor deve apresentar o ambiente, onde os alunos irdo
trabalhar (Figura 8.2) e solicitar que os alunos, usando a ferramenta <mover> alterem
as posicdo dos pontos B e C aleatoriamente, alterando assim as medidas dos catetos e

do angulo «.

e Depois desse primeiro contato, sugerir que os alunos encontrem 0 Seno, cosseno €
tangente de alguns angulos, como por exemplo 30° (e anotem os valores encontrados
sen(30°), cos(30°) e tg(30°)), repetir o procedimento para 45°, 60°, 90°, 50°, 40°, etc.

e Convidar os alunos a fazer reflexdes sobre os valores encontrados, para o seno e o
cosseno e a tangente. Por exemplo: O que se pode observar nos valores de sen(30°) e
cos(60°); sen(40°) e cos(50°)? Por que ndo é possivel determinar o valor de tg(90°)?.
Os valores das razdes trigonométricas dependem da medida dos catetos? ou da medida

do angulo?

e Apés as reflexdes o professor poderd definir angulos complementares, ou relembrar

essa definicdo com os alunos.

8.2 Atividade II - Formacgdo do conceito de radiano

Para o desenvolvimento desta atividade é necessario um aplicativo, denominado "radi-
ano.ggb"desenvolvido no GeoGebra (Figura 8.3) que representa varios circulos concéntricos

subtendidos pelo mesmo angulo central (Detalhes do seu desenvolvimento no Apéndice A).
Descricao geral e Objetivos

Esta atividade pode ser executada em uma aula de 50 minutos e tem como objetivo
fazer com que o aluno adquira o conceito de radiano.

Durante a aula o professor deverd estimular os alunos a explorarem situacdes que pos-
sibilitem a identificacdo de relacdes entre angulos e arcos, ou seja, perceberem que a medida
do angulo central € igual a medida do arco correspondente quando comparados com a mesma
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unidade de medida e, ainda, que o radiano é uma unidade de medida de angulo e de arco,
mas conceitualmente diferente em cada caso.

Sugestoes de procedimentos e/ou questionamentos

e Solicitar aos alunos que abram o arquivo “radiano.ggb” (Figura 8.3), no GeoGebra e
usando as ferramentas do software respondam as perguntas:
— Qual o comprimento do arco BF?
— Qual o comprimento do arco CG?

— Qual o comprimento do arco DE?

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
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s D= ia g i
Entrada: o

Figura 8.3: Circulos concéntricos

e Levar os alunos a refletir sobre as relacdes entre os comprimentos dos arcos corres-
pondentes a um mesmo angulo central e o raio dessas circunferéncias.

e Solicitar aos alunos que, usando os recursos do software, calculem a razdo com relagdo

a um mesmo angulo central, entre o0 comprimento do arco e o raio de cada circunfe-

réncia, independentemente.
3
AB
G
AC
oL
AD

— Razio entre
— Razao entre
— Razdo entre
e Solicitar aos alunos que desloquem o ponto E sobre a circunferéncia de maior raio -

Usando a ferramenta <mover> deslocar o ponto E e, consequentemente, deslocando os

pontos G e F e alterando a medida do angulo central, e calculem novamente as razdes
dadas no item anterior.
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e Fazer questionamentos que levem os alunos a conclusdo que, em relacdo a um mesmo
angulo central, a razdo entre o comprimento do arco pelo seu raio € a mesma, inde-
pendente da medida do raio da circunferéncia, ou seja, quando a unidade de medida é

O raio a razao € constante.

e Neste momento, o professor pode intervir e definir radiano: Dada a medida / de um
arco EI\D no sentido anti-horario , [ > 0, de uma circunferéncia de raio r = 1, dizemos
que o arco BP mede [ radianos, denotado por [ rad. Por esta defini¢do, o angulo BAP
mede 1(um) radiano se, e somente se, 0 arco BP por ele subentendido em uma cir-
cunferéncia de raio 1, tem comprimento 1, ou seja, € igual ao raio da circunferéncia.
Generalizando, numa circunferéncia de raio r, a medida do angulo central em radianos

éigual a é, onde / é o comprimento do arco subtendido por esse angulo [17].

e Determinar novos arcos (BF, CG e DE), usando a ferramenta <mover> para deslocar

o ponto E, e determinar as medidas desses arcos em radianos.

e Para relacionar a medida de angulos e arcos em graus e radianos, solicitar aos alunos,
por exemplo, que desloquem o ponto E de forma que a medida dos arcos BF, CG e

DE sejam aproximadamente 1,57 rad (5 rad) e respondam as seguinte questdes:

— Qual a medida do angulo BAF em graus? E a medida do arco BF em graus?
— Qual a medida do angulo CAG em graus? E a medida do arco CGem graus?

— Qual a medida do angulo DAE em graus? E a medida do arco DE em graus?
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Figura 8.4: Circulos concéntricos.
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8.3 Atividade III - Funcdo de Euler

Para o desenvolvimento desta atividade € necessario um aplicativo desenvolvido no

GeoGebra, que denominamos de "Func¢do_de_FEuler.ggb" (Figura 8.5) onde, usando a ferra-

menta <mover>, pode-se alterar a posi¢ao do ponto E (Detalhes do seu desenvolvimento no

Apéndice A).

-~ Funcao_de_Fuler.ggb
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Figura 8.5: Func¢do de Euler.

Descricao Geral e Objetivos

Esta atividade pode ser executada em 2(duas) aulas de 50 minutos, para consolidar os

conceitos envolvidos ou 3(trés) aulas de 50 minutos, no caso de introducdo dos conteddos,

e estd dividida em duas Etapas: Circulo Trigonométrico e Fun¢ao de Euler. Tem como

objetivos evidenciar a relag@o entre o comprimento de um arco no circulo trigonométrico e o

angulo dado em radianos; identificar a relacdo 180° = mrad e a construcio das funcdes reais

seno e cosseno a partir da funcdo de Euler.

Sugestao de procedimentos e questionamentos

Etapa I - Circulo Trigonométrico.

e Com a Funcdo de Euler

€

arco

t,  desativadas no aplicativo

"Funcdo_de_Euler.ggb" (Figura 8.5), deslocar o ponto E (Figura 8.6) partindo da

origem do arco, ponto A = (1,0), e observar a correspondéncia entre o comprimento

do arco e a medida do angulo central em radianos.

— A correspondéncia observada, entre o comprimento do arco e o angulo central

dado em radianos, ocorre em qualquer circunferéncia de raio r e centro (0,0)?
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~ Janela de Visualizagao

r Funcdo de Euler
rarco t0

Y

Figura 8.6: Circulo Trigonométrico.

— Deslocar o ponto E de tal forma que o comprimento do arco AE seja 5 = 1,57.
Qual a medida do arco em radiano? E considerando o comprimento do arco AE

seja w = 3, 14. Qual a medida do arco em radiano?

— Em que condi¢do o comprimento do arco de uma circunferéncia e a medida do

angulo central em radiano sdo numericamente iguais?

Trocar a unidade de medida do angulo central para graus - No menu principal esco-
lher a ferramenta <op¢do> e entdo escolher <Avancado> em <Unidade de Medida de

angulo> ativar a op¢ao <Grau>.

Deslocar o ponto E de tal forma que o comprimento do arco AE seja: £ 0,52,
70,79, 51,05, 7 =1,57 e £ = 3, 14. Qual a medida do angulo central em graus,
em cada caso?

Usando a rela¢do 180° = 7 rad, transformar para radianos os angulos dados em graus,
por exemplo: 15°, 30°, 90°.

Sugerir uma discussao sobre a equivaléncia entre a medida (linear) do arco e medida
(angular) do angulo central em radianos, salientando com isso que objetos, conceitu-

almente diferentes, estdo identificados pela mesma medida.
Etapa II - Func@o de Euler.

Considerando o tridngulo retangulo OJE, inscrito no primeiro quadrante do circulo
trigonométrico (Figura 8.6), determinar o cosseno e o seno do angulo o e relacionar

esses valores com as coordenadas do ponto E.
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e AtivaraFuncdo de Euler no aplicativo "Funcdo de Euler.ggb" e convidar os alu-
nos a olhar para o ponto E, como imagem da Fun¢fo de Euler E = E(t) (Figura 8.7).

- Funcao_de_Fuler.geb
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Figura 8.7: Funcao de Euler.

e Determinar as coordenadas do ponto E, agora como fungdes de ¢, ou seja, E(t) =
(x,y) = (cos(t),sen(t)), ou ainda, x = cos(z) e y = sen(¢) como fun¢des reais de va-
ridveis reais. Calcular alguns valores para o seno e para o cosseno com ¢ variando no

primeiro quadrante, Por exemplo: sen(g) = sen(grad) = 0,5

e Deslocar o ponto E (variando o valor de ¢), percorrendo o segundo, o terceiro e o
quarto quadrante, e determinar o valor do seno e do cosseno para os valores de t
obtidos, observando o sinal do assumido pelos valores da func¢do seno e da funcdo
cosseno cosseno em cada quadrante. Por exemplo: para t = 2,2, pertencente ao
segundo quadrante, temos E(2,2) = (—0,59,0,81) = (cos(2,2),sen(2,2)), ou seja,
cos(2,2) = —0,59 e sen(2,2) = 0,81.

Ativar arco ¢, ,0<1, < %, no aplicativo "Funcao de Euler.ggb" (Figura 8.8).

Deslocar o ponto E de forma que t = 7 —1, e verificar a relagdo de E(5 —1,) com
E(t,).

Repetir o procedimento com ¢ assumindo os valores #, + %, T—t,, T+t,e2m—1,e€,
respectivamente, verificar a relagdo de E(t, + %), E(w —1,), E(t+1,) e EQ® —1,)
com E(t,) (Sugestdo: para determinar os valores de ¢, usar a Entrada para calcular os
valores. Por exemplo: pg = § —1, = 1,05, fixando 7, = 0,52).

Refletir sobre a "reducdo ao primeiro quadrante do seno e do cosseno".
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Figura 8.8: Func¢do de Euler.

8.4 Atividade IV - Grdficos das fungcoes seno, cosseno e tan-

gente

Para o desenvolvimento desta atividade € necessario um aplicativo desenvolvido no Ge-
0oGebra, denominado de “funcdes_seno_cosseno_tangente.ggb” (Figura 8.9) onde é possivel
construir os gréficos das fungdes seno, cosseno e tangente, independentemente (Detalhes do
seu desenvolvimento no Apéndice A).

Descricao Geral e Objetivos

Esta atividade pode ser executada em 2(duas) aulas de 50 minutos e tem como obje-
tivo consolidar, a partir do grafico das funcdes, os conceitos de dominio e contra-dominio,
periodicidade, crescimento e decrescimento, ponto de maximo e minimo, das func¢des seno,
cosseno e tangente.

Sugestoes de procedimentos e questionamentos

e O professor deve apresentar o ambiente e solicitar aos alunos que ativem, clicando nos
itens correspondentes as fungdes seno, cosseno e tangente.

e Depois desse primeiro contato, sugerir aos alunos que deixem somente o grifico de
uma das func¢do ativo, por exemplo, da funcdo seno, desativando os demais.

e Convidar os alunos a determinar, observando o grafico, o valor da fun¢do para alguns
valores x de seu dominio, por exemplo: x =0, %, +x, +27, i%’r, etc.

e Repetir o mesmo procedimento para as fungdes cosseno e tangente.
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Figura 8.9: Grafico das fungdes trigonométricas, seno, cosseno € tangente.

e Determinar outros valores para as fungdes estudadas, por exemplo: Fixando um valor
de x, qual o valor de sen(x)? Qual o valor de sen(x+ %)? Qual o valor de sen(x+ 7)?
Qual o valor de sen(x+27)? Qual o valor de sen(x+4m)?

e Baseados na observagdo do gréifico e nos valores determinados, fazer reflexdes sobre
domino e imagem, periodicidade das funcdes, intervalos de crescimento, valores mé-
Ximos € minimos, etc.

8.5 Atividade V - Transformagcoes geométrica no grdfico da

fungdo cosseno

Para o desenvolvimento desta atividade € necessdrio um aplicativo desenvolvido no
GeoGebra (Figura 8.10), denominado de “Funcao_cosseno.ggb”, onde € possivel estudar o
comportamento do grafico de f(¢) = a+ b cos(ct + d), alterando os valores dos pardmetros
a, b, c e d, através da ferramenta <controle deslizante> (Detalhes do seu desenvolvimento
no Apéndice A).

Descricao Geral e Objetivos

Esta atividade pode ser executada em 2(duas) ou 3(trés) aulas de 50 minutos cada
e tem como objetivo facilitar e dinamizar o estudo das transformacdes geométricas (sime-
tria, translacdo e dilatagdo) causadas no grafico das fungdes (f(x) = a+bcos(cx+d) e
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g(x) = a-+bsen(cx+d)) pela alteragdo dos pardmetros a, b, ¢ e d, em relagdo as fungdes
f1(x) = cos(x) e g1 (x) = sen(x), respectivamente.

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

3

A
o

e ]

B2 P2 ol () P AN (2

a=0
4

b=23 f(z) =a+beos(cz +d)
cE1 3
d=0
2

Entrada: { o

Figura 8.10: Transformacao da funcdo cosseno.

Sugestoes de procedimentos e questionamentos

e Convidar os alunos a variar um dos parametros (Por exemplo: o pardmetro b), dei-
xando os demais, pardmetros a, c e d, fixos ) da fun¢do f(x) = a+ b cos(cx+d),
contemplando valores positivos e negativos, valores maiores que 1, valores entre zero
e 1, entre zero e —1, menores que —1, etc. Observar as alteragdes que ocorrem no
comportamento do grafico em relacdo ao gréfico de fi(x) = cos(x) e anotar em uma

tabela. Repetir o procedimento com todos os pardmetros.

e Incentivar uma discussdo sobre as transformacdes geométricas (translacio, reflexao e

dilatacdo) que ocorrem no grafico da funcdo.

e Esconder as fungdes f(x) =a+b cos(cx+d) ey = cos(x) - Selecionar o grafico com

o mouse, clique com o botdo direito e na janela do objeto clique em exibir objeto.

e No campo de entrada digitar e g;(x) = sen(x) e g(x) = a+ b sen(cx+d). Mudar o
estilo da funcdo g1 (x) = sen(x) para pontilhado - Selecionar o grifico com o mouse,
clique com o botio direito e na janela do objeto clique em propriedades.

e Varie os parametros fazendo um estudo do grifico da fun¢do seno, andlogo ao estudo
realizado com o gréfico da funcdo cosseno.

e Para exemplificar a periodicidade das funcdes seno e cosseno, o professor pode apre-
sentar uma tabelas com os dados de marés e encontrar os parametros a, b, c e d da
fungdo f(x) =a+b cos(cx+d) dos dados obtidos. Como a seguir:

66



» Janela de Visualizacdo 9]~ planilha

a=13 w4 B EE =
Y beosm Ale |
c=0.55 T 0 18
2 6 09

5 d=0 =
—_— 3 12| 19
4 18 07
2 5 24 185
6 30 08
1 7 36 1.85
/O 9 48 1.85

10

11

-1 12

Figura 8.11: Aproximacdo da fun¢do cosseno de dados de marés.

1. Tomando a tdbua das marés do Porto de Cabedelo-PB no dia (09/04/2014) ob-
tida em <www.pbagora.com.br/tabuadasmares.php>, (Figura 8.11) temos:

(a) As marés altas ocorriam as 00408 e as 12h24 com alturas iguais, respectiva-

mente, a 1,8me 1,9m.

(b) As marés baixas ocorriam as 06213 e as 18456 com alturas iguais, respecti-

vamente, a 0,9m e 0, 7m.

2. Observando as variacOes das marés em outros dias, observa-se que as altera-
coes entre as marés baixas e altas ocorrem em intervalos de tempo de aproxi-
madamente 6(seis) horas, caracterizando um fenémeno periédico. Fendmenos
periddicos podem ser modelados pelas funcdes trigonométricas, considerando
um periodo de 12 horas - tempo entre duas marés altas (ou duas mares baixas)

consecutivas.

Para obter um modelo simplificado', consideramos valores aproximados pela

média, tendo como base as dados observados em um unico dia.

(a) As marés altas ocorrem as 00400 e as 12400 de cada dia, com altura igual a
1,85m.

(b) As marés baixas ocorrem as 06400 e as 18400 de cada dia, com altura igual
a0,8m.

3. Na janela Planilha do GeoGebra gerar uma tabela cuja primeira coluna contem
valores variando de 6 em 6 unidadaes, indicando intervalos de tempo de 6 horas
e a segunda contém as alturas da maré naquele determinado tempo, considerando
um intervalo de tempo igual a 2 dias ou 48 horas. Marcar a tabela, clicar com
o botdo direito do mouse sobre a tabela e escolher a op¢io <criar> e <lista de

pontos>. Gerando os pontos na janela gréfica.

'Um modelo completo para a previsdo de marés, usando a funcio cosseno, pode ser encontrado no site

<http://www.tabuademares.com/mares>.
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. Promover uma discussao sobre a escolha da funcdo trigonométrica para modelar
o movimento das marés: escolher a func¢do seno ou a fung¢do cosseno? Como o
primeiro valor (t=0) da nossa tabela indica uma mar¢ alta, fungcdo cosseno parece

ser mais adequada.

. Voltar a exibir o grifico da fun¢do f(x) = a+ bcos(cx+d) e determinar os

parametros que ajustam a curva (o grafico) aos pontos dados.
. Refletir sobre o que aconteceria se a funcdo seno fosse a escolhida?

. Promover uma discussdo sobre aproximacao de dados reais por uma curva. Mo-

delos mateméticos de fendmenos naturais, as simplificagdes realizadas, etc.

. Para encerrar essa atividade o professor pode convidar a turma a obter um modelo
simplificado, calculando os valores dos parametros algebricamente, como segue:
Assumindo que f(x) = a+ b cos(cx+d) descreve o movimento das marés, o

parametro ¢ € responsavel pelo periodo P da funcdo e

21
P=—.
C

Observemos que quando ¢ = 1, temos P =2 7.

Como duas mares altas (ou baixas) consecutivas ocorrem em um intervalo de
tempo médio de 12 horas, temos que o periodo da fun¢cdo que modela o movi-

mento das marés é 12. (P = 12). Logo,

27 T
2=—=c=—.
c ¢ 6

Um valor maximo da fun¢do ocorre quando ¢ = 0, entdo, o parametro d, respon-
savel pelo deslocamento horizontal do grafico da funcdo, deve ser nulo, d = 0.

Os valores de a e b podem ser obtidos fazendo t = 0 e ¢ = 6, respectivamente, na
funcdo f(t) = a+bcos(%1).

F0) = a+bcos(0)=1,85 = a+b=1,85;
f(6) = a+bcos(t)=0,8 = a—b=0,8.

Resolvendo o sistema formado pelas equacdes acima, temos a = 1,32 e b =0,53.
Entdo
T
£(1) =1,32+0,53 cos (€t> .
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Capitulo 9
Comentarios Finais

Ao estudar a histéria da matemadtica observa-se que muitos dos conhecimentos que,
na época de sua descoberta, pareciam ter aplicagdo bem definidas, tornam-se com o passar
do tempo muito mais uteis do que o foram inicialmente. A trigonometria, quando do seu
surgimento era utilizada para resolver problemas oriundos da astronomia, relacionados com
distancias inacessiveis, utilizando as relagdes métricas do tridngulo retangulo. Mais tarde, a
partir do renascimento, a trigonometria passou a ser usada na Cartografia e na Topografia.
Nos tempos atuais a trigonometria e funcdes trigonométricas sdo essenciais para a resolucao
de muitos problemas de matematica e de fisica que envolvem fendmenos peridédicos, como
eletricidade, termodinamica, 6ptica, etc. [9].

Apesar da grande oferta de material didatico envolvendo trigonometria, tanto mate-
rial impresso como material online na internet, buscamos com este trabalho, apresentar um
estudo complementar aos contetidos dos livros didaticos, dando énfase a defini¢do do radi-
ano, da funcdo seno e cosseno a partir da funcdo de Euler e apresentar as demostracdes de
identidades trigonométricas apoiados em conhecimentos de geometria plana. Apresentamos
também uma sequéncia diddtica com atividades que contemplam o estudo do radiano e das
fungdes trigonométricas, os quais estdo organizadas de forma a favorecer a aprendizagem
significativa.

Um dos fatores que favorece a aprendizagem significativa € o uso de material poten-
cialmente significativo, isto é, material didatico que propicie a participagcdo ativa do aluno
(ensino centrado no aluno) e que seja apoiado nos conhecimentos prévios dos mesmos, que
sdo caracteristicas contempladas nas atividades propostas neste trabalho. Além disso, as
atividades propostas, pela sua natureza dindmica (foram elaboradas para serem desenvol-
vidas usando recursos computacionais), podem ser suficientemente motivadoras para que o
aluno queira aprender. Segundo Ausubel [1], a motivacdo (predisposi¢do) para aprender é
determinante para que ocorra a aprendizagem significativa.

Esperamos que este trabalho seja mais um recurso didatico disponivel e acessivel aos
os professores do ensino basico e que contribua para o ensino e aprendizagem da trigonome-

tria, como também, para a inclusdo do computador na sala de aula de forma eficiente.
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Apéndice A

Roteiros para geracao de arquivos ggb

Neste Apéndice apresentamos roteiros para a geracao dos arquivos do GeoGebra, cha-

mados de aplicativos nas Atividades II, III, IV e V.

Atividade II - Geracdo do aplicativo “radiano.ggb”

1.

Abra o GeoGebra e na barra de ferramentas clique no icone <Circulo dado seu centro

e um de seus pontos>;

. Gere um circulo de centro na origem e raio 1 (Clicando na interse¢do dos eixos x ey,

logo em seguida no ponto (1,0), denominando o ponto (0,0) de A e o ponto (1,0) de
B);

. Gere um circulo de centro na origem e raio 2 (clicando na interse¢do dos eixos x ey,

logo em seguida no ponto (2,0), denominando-o de C);

Gere um circulo de centro na origem e raio 3 (clicando na interse¢do dos eixos x ey,
logo em seguida no ponto (3,0), denominando-o de D);

. Usando a ferramenta <segmento> crie o segmento AE, onde A = (0,0) e E = (0,3)

Usando a ferramenta <Intersecdo de dois objetos>, crie os pontos F e G, onde F € a
intersecdo do circulo de raio 1 e o segmento AE; e G € a intersecao do circulo de raio
2 e o segmento AE;

. Escolha a ferramenta <angulos>, em seguida clique no eixo-x e no segmento AE,

clique com o botdo esquerdo do mouse sobre o angulo criado, escolha a op¢do propri-
edades, <exibir rétulo>, escolhendo a opg¢ao valor;

. Com a ferramenta <Arco Circular>, clique sequencialmente em A,B e F, determinando

o arco BF, clique com o botdo esquerdo do mouse sobre o arco criado, escolha a op¢ao
propriedades, cor(azul), estilo (espessura 5), faca o0 mesmo para determinar os arcos
CG e DE;
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9. Desloque o ponto E até que tenhamos um angulo de aproximadamente, 57,29 graus;
10. Desloque o ponto E até que tenhamos um angulo de 90°;

11. Salve o arquivo com o nome radiano.ggb.

Atividade III Geragio do aplicativo “funcao_de_euler.ggb”.

1. Abra o GeoGebra e na barra de menu clique em exibir e depois em <Janela de Alge-
bra>;

2. Usando a ferramenta <mover janela de visualizacdo> desloque os eixos mais a es-
querda;

3. Mova o botao de rolagem do mouse até que se tenha um espacamento de uma unidade

nos eixos coordenados;

4. Usando a ferramenta <Circulo dado seu centro e um de seus pontos> crie o circulo de
raio 1;

5. Usando a ferramenta <segmento> crie o segmento de origem no centro do circulo e

extremidade pertencente a circunferéncia;

6. Clique com o botdo esquerdo do mouse sobre a origem do segmento, escolha a op¢ao

renomear, digite O;

7. Com a ferramenta <Arco Circular>, clique sequencialmente em O,B e C, determi-
nando o arco BC, clique com o botdo esquerdo do mouse sobre o arco criado, escolha

a opcdo propriedades, cor(azul), estilo (espessura 5);
8. Escolha a ferramenta <angulos>, em seguida clique no eixo-x e no segmento OC;

9. Na barra de menu clique sequencialmente em opg¢des, avancado, unidade de medida

de angulos, radiano;

10. No Campo de Entrada digite (x(C),0) e enter, em seguida no Campo de Entrada digite
(0,y(C)) e enter;

11. Usando a ferramenta <segmento> crie o segmento de origem no ponto C e extremidade
no ponto (x(C),0), analogamente crie o segmento de origem no ponto C e extremidade
no ponto (0,y(C));

12. Clique com o botdo esquerdo do mouse sobre cada um dos segmentos criados anteri-
ormente, um de cada vez, em seguida clique em propriedades, estilo e escolha a linha
tracejada;
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

Usando a ferramenta <segmento> crie o segmento de origem no ponto O e extremidade
no ponto (x(C),0), analogamente crie o segmento de origem no ponto O e extremidade
no ponto (0,y(C));

Clique com o botdo esquerdo do mouse sobre cada um dos segmentos criados ante-
riormente, um de cada vez, em seguida clique em propriedades, cor(laranja) estilo

(espessura 5);

Agora clique no icone <segmento de comprimento fixo> na barra de ferramentas e

digite o o rétulo do arco arco OBC;

Clique com o botao esquerdo do mouse sobre o comprimento de medida fixa em se-

guida clique em propriedades, nome e valor;

Use a ferramenta <Caixa para exibir/esconder objeto>, na janela que abrira digite no
legenda Funcdo de Euler, em seguida clique em todos os objetos que caracterizam a

funcdo de euler;

Salve o arquivo com o nome funcao_de_euler.ggb.

Atividade IV  Geracdo do aplicativo “funcao seno,cosseno e tangente.ggb”.

1.

2.

Inicialmente siga exatamente os passos da atividade anterior, exceto o item 15;

Clique com o botdo esquerdo do mouse sobre o eixo-x, em seguida em janela de visu-

alizagao, eixo-x, distancia %;

. Usando a ferramenta <reta perpendicular> determine a reta perpendicular ao eixo-x

passando por B;

No Campo de Entrada digite (1,tan(c)) e depois enter, gerando o ponto G;

. Usando a ferramenta <segmento> clique no ponto C, logo depois clique no ponto

determinado por (1,tan(@));

Digite no Campo de Entrada “tag(a) =" +tan(a);

. Leve o texto “rag(a) =" +tan(a) para junto do ponto G em seguida clique com o

botdo esquerdo do mouse sobre “tag(ct) ="+ ran(a)” propriedades, posi¢do, origem

ponto G;

. Digite no Campo de Entrada “sen(a) =" +sen(a);
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

. Leve o texto “sen(ct) =" +sen(a) para junto do ponto (0,y(C) que é o ponto D em

seguida clique com o botdo esquerdo do mouse sobre ”sen(a) = + sen() proprie-
dades, posic¢do, origem ponto D, dessa forma o texto “sen(a) =" +sen(a) seguird o

ponto D;
Digite no Campo de Entrada “cos(a) =" +cos(a);

Leve o texto “cos(a) =" 4 cos(@) para junto do ponto (x(C),0) que € o ponto A em

seguida clique com o botdo esquerdo do mouse sobre “cos(a) =" +cos(a) proprie-

dades, posic¢do, origem ponto A, dessa forma o texto “cos(a) =" +cos(a) seguird o

ponto A;

Usando a ferramenta <segmento> determine um segmento de origem no ponto B que

¢ ponto (1,0) e extremidade no ponto G;

Lembrando que ¢ é o comprimento do arco BC digite no Campo de Entrada f(t) =

sen(t);
Digite no Campo de Entrada (t,sen(t)) gerando o ponto H;

Clique com o botdo esquerdo do mouse sobre H, em seguida em propriedade, estilo,

tamanho do ponto 1;
Clique com o botao esquerdo do mouse sobre H, em seguida em habilitar rastro;

Lembrando que ¢ é o comprimento do arco BC digite no Campo de Entrada g(t) =
cos(t);

Digite no Campo de Entrada (t,sen(t)) gerando o ponto I;

Clique com o botdo esquerdo do mouse sobre I, em seguida em propriedade, estilo,

tamanho do ponto 1;
Clique com o botdo esquerdo do mouse sobre I, em seguida em habilitar rastro;

Clique com o botdo esquerdo do mouse sobre o grafico da funcdo cosseno, proprie-

dade, estilo, tracejado;

Lembrando que ¢ é o comprimento do arco BC digite no Campo de Entrada h(t) =
tan(t);

Digite no Campo de Entrada (t,sen(t)) gerando o ponto J;

Clique com o botdo esquerdo do mouse sobre J, em seguida em propriedade, estilo,

tamanho do ponto 1;
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

Clique com o botao esquerdo do mouse sobre J, em seguida em habilitar rastro;

Clique com o botdo esquerdo do mouse sobre o grafico da fungdo tangente, proprie-

dade, estilo, tracejado;

Clique na ferramenta <Caixa para exibir/esconder objeto>, na janela que abrira digite
no legenda Funcdo seno, em seguida clique em todos os objetos que caracterizam

apenas a fungio seno;

Clique na ferramenta <Caixa para exibir/esconder objeto>, na janela que abrira digite
no legenda Fungdo cosseno, em seguida clique em todos os objetos que caracterizam

apenas a fun¢do cosseno;

Clique na ferramenta <Caixa para exibir/esconder objeto>, na janela que abrira digite
no legenda Funcao tangente, em seguida clique em todos os objetos que caracterizam

apenas a func¢do tangente;

Salve o arquivo com o nome funcao seno,cosseno e tangente.ggb.

Atividade V  Geracio do aplicativo “Funcao_cosseno.ggb”.

1.

Abra 0 GeoGebra e na barra de menu clique em exibir e depois em <Janela de Alge-
bra>;

Usando a ferramenta <Mover janela de Visualizacao> desloque os eixos mais a es-
querda;

. Clique com o botao esquerdo do mouse sobre o eixo-x, em seguida em janela de visu-

alizagdo, eixo-x, distancia %;

Usando a ferramenta <controle deslizante> crie os controles deslizantes a, b, ¢ € d,
clicando seguidamente na ferramenta <controle deslizante> em seguida tecle enter

gerando os controles deslizantes a, b, ¢ e d, respectivamete;

. Digite no Campo de Entrada f(t) = a+ b cos(ct +d) em seguida tecle enter;

Usando a ferramenta <Texto> digite o texto f(t) = a+ b cos(ct +d);

. Salve o arquivo com 0 nome transformacao da funcao cosseno.ggb.
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