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Resumo

Neste trabalho apresentamos um pouco da histéria, dando énfase aos princi-
pais momentos e os matematicos que fizeram parte dos estudos das Fungoes Trigo-
nométricas. Como motivagao, apresentamos as fungoes seno e cosseno definido para os
angulos agudos e a Fungio de Fuler. Mostraremos a importancia das aplicagoes das
fun¢oes trigonométricas, pois através dela podemos modelar os fenomnenos periodicos
que acontece no nosso dia-a-dia. Como por exemplo, o fendomeno das marés que sao
variagoes periodicas do nivel do mar devido principalmente a atracdo gravitacional da
Lua. Outro exemplo ¢é o ciclo cardiaco que é nm dos fendmenos ¢ue repete periodica-

niente no Nosso organismo.
Palavras-chave: Funcio seno. Funcao cosseno. Fenomenos Periddicos.
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Abstract

This work presentations a few story, emphasizing the principals moments and the
mathematicians who were part of studies to trigonometric functions. As motivation, we
present the sine and cosine functions defined for acute angles and the Euler function.
We’ll show also the important applications trigonometrie functions therefore it we can
model periodic phenomena in our day-to-day. For example, the phenomenon of tides
that are periodic variations of sea level due mainly principally to the gravitational

of Moon. Another example is the cardiac cycle that is one phenomenon that repeat
periodically in our organism.

Keywords: Sine Function. Cosine Function. Periodic Funections.
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Introducao

A matemadtica tem grande importancia na histéria da humanidade, a mesma esta
ligada a vida do homem desde que ele tomou consciéncia de sua existéncia.

No Egito e na Babilonia surgem as primeiras nogoes da Trigonometria a partir
dos caleulos entre miimeros e entre lados de triangnlos semelhantes. A Trigonometria
por sua vez ¢ o estudo da Matematica responsavel pela relacao existente entre os lados
e os angulos de um triangulo.

Estudaremos as fun¢oes trigonométricas, que desempenham um papel relevante
tanto na Andlise, como por suas aplicacoes. que vao desde as 1ais simples, no dia-a-dia,
até as mais complexas, na Ciencia ¢ na alta Tecnologia.

Introduziremos o conceito de seno e cosseno para angulos agudos, e para um
angulo qualquer através da fungao de Euler, e suas propriedades. Com o uso destas
funcoes, podemos modelar fenémenos periddicos que acontecem no nosso dia-a-dia,
como por exemplo, o ciclo cardiaco. o fenomeno das marés, hordrio de verdo, ciclo

menstrual, entre outros.




Capitulo 1

Aspectos Historicos da

Trigonometria

A histéria da Trigonometria, como qualquer outro ramo da Matematica, nao
surgiu de uma forma pronta. Mas de fato, foi construida devido as necessidades dos
povos antigos, percorrendo assitn, mn longo caminho até chegar ao que conhecemos nos
dias de hoje. A Trigonometria desenvolveu-se na antiguidade a partir de necessidades
praticas, principalmente ligadas 4 Astronomia, Agrimensura e Navegacao.

Os primeiros sinais de trigonometria surgiram tanto no Egito quanto na Babilonia,
a partir dos caleulos de razoes entre miimeros e entre lados de triangulos semelhantes.
No Egito, o Papiro de Rhind tem especial interesse por conter rudimentos de trigo-
nometria. Na construcao de piramides era essencial manter uma inclinacao constante
das faces, o que levou os egipcios a introduzir um conceito de seqt, equivalente ao de
cotangente de umn angulo, que significava o afastainento horizontal de uma reta obliqua
em relacio ao eixo vertical para variagio de unidade na altura.

Os gregos superaram os babilonios e estudaram pela primeira vez a relagao entre
os angulos em um circulo e os comprimentos das cordas que os subentendem. As
propriedades das cordas, como medidas de angulos centrais ou inscritos em circulos,
eram conhecidas dos gregos do tempo de Hipdcrates, e é provavel que Eudoxo tenha
usado razoes e medidas de angulos para determinar o tamanho da Terra e as distancias
relativas do Sol e da Lua.

Como sabemos os diversos ramos da Matematica nao se formaram nem evoluiram

10



CAPITULO 1. ASPECTOS HISTORICOS DA TRIGONOMETRIA 11

da mesma maneira e ao mesmo tempo, mas sim de uma forma graduada. O desenvol-
vimento da trigonometria estd intimamente ligado ao da geometria. E nesta drea, se
destacaramn grandes nomes na Grécia: entre eles Tales de Mileto (624-548 a.C. aproxi-
madamente), com seus estudo de semelhanca que embasam a trigonometria, e Pitdgoras
de Samos (580-600 a.C. aproximadamente). Conjectura-se que este 1iltimo tenha feito
a primeira demonstracao do teorema que leva sen nome: "Em todo triangulo retangulo
a drea do quadrado construido sobre a hipotenusa € igual a soma das dreas dos qua-
drados construides sobre os catetos”. Deste teorema deriva a relacao fundamental da
trigonometria.

Cada vez mais os astronomos gregos, como Eratostenes de Cirene (por volta de
276-194 a.C.) contemporaneo de Arquimedes ( por volta de 287-212 a. C.) e Aristarco
de Samos ( por volta de 310-230 a.C.) estavam mais interessados em problemas que
indicavam a necessidade de relacoes mais sistematizadas entre angulos e cordas. Hoje
Eratostenes ¢ lembrado especialmente por produzir a mais notavel medida da Terra da
Antiguidade.

Durante a segunda metade do segundo século a.C. surgiu uma marco na historia
da trigonometria, o astronomo Hiparco de Nicéia (por volta de 180-125 a.C.), que
ganhou o direito de ser chamado "o pai da trigonometria”. Hiparco foi o que melhor
calenlon a tabela com os valores das cordas de mmna série de angulos de 0° a 180°. Nao
se sabe exatamente quando se tornou comnn dividir o circulo de 360°, mas deve-se em
grande parte a Hiparco através de sua tabela de cordas. Como Hiparco fez sua tabela
nao se sabe, pois suas obras se perderam.

Além disso, Hiparco foi nma figura de transi¢io entre a astronomia babilonica
e a obra de Ptolomen. Ptolomen escreven a mais influente e significativa obra tri-
gonométrica da antiguidade. Surgida no século dois d.C., em Alexandria, a Syntazis

matemdtica era composta de treze livros. Devido as frequentes referéncias como me-
giste, ela ficou conhecida mais tarde na Ardbia de Almagesto, que significa em drabe "o
maior”e é por este nome que a obra de Ptolomen de Alexandrina é conhecida a partir
de entao.
O Almagesto de Ptolomeu, é uma obra baseada nos estudo do astronomo e ma-
tematico Hiparco e felizmente sobreviven aos estragos do tempo e por isso temos nao

sO as tabelas (rigonométricas mas também nma exposi¢ao dos métodos usados nas
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CAPITULO 1. ASPECTOS HISTORICOS DA TRIGONOMETRIA 12

construgoes, o que é de grande importancia, visto que muitos documentos daquela
época se perderam. De himportancia central para o cileulo das cordas de Ptolomeu
era una proposicao geométrica ainda hoje conhecida comno "teorema de Ptolomeu”,
que entre os casos deste teorema, leva ao resultado sin (a — b) = sina cosb — cosasin b,
sin (a + b) = sinacosb + cosasinb e ao par analogo cos (a + b) = cosacosb sinasinb.
Foi a formula para o seno da diferenca - on, mais precisamente, corda da diferenca -
que Ptolomeu achou especialmente 1itil ao construir suas tabelas.

No século IV da nossa era, houve uma crise na Europa Ocidental com as invasoes
dos barbaros germanico e com a queda do Império Romano. O centro da cultura
comegou a se deslocar para India, que revolucionou a trigonometria com um conjunto
de textos denominados Siddhanta, que significa sistemnas de Astronomia. O que chegou
até nos foi o Surya Siddhanta, que quer dizer Sistema do Sol escrito aproximadamente
400 d.C., escrito em versos e sanscrito, € o tinico que parece ter-se preservado comple-
tamente. Os hindus diziam que o autor da obra foi o Surya, o deus do Sol. Foi de
grande importancia esta obra para nés, pois ao passo que a trigonometria de Ptolomeu
se baseava na relacao entre as cordas de um circulo e os angulos centrais que suben-
tendem, os autores dos Siddhantas converteram isto em um estudo da correspondéncia
entre metade de uma corda de um circulo e metade do angulo central correspondente.

Com isso, aparentemente nasceu na Tudia, & precursora da fungao trigonométrica
moderna que charmamos seno de mn angulo, e a intfroducao desta func¢ao representa
a contribuicao mais importante dos Siddhantas a histéria da matematica. Nao ha
dividas que ¢é dos hindus, e nao dos gregos, que deriva nosso uso da metade da corda,
e o termo "seno” | que por acidente de traducio, provém da palavra jiva.

Na Ardbia houve dois tipos de inflnencia nos estudos da trigonometria: a ge-
ometria grega das cordas, como ¢ encontrada no Almagesto e as tabelas hindus de
seno, derivadas através dos Siddhantas. Mas, todo o estudo da trigonometria drabe
foi baseado na funcio seno do sistema hindu. Na realidade, foi também através dos
arabes, nao diretamnente dos hindus, que esta trigonometria do seno chegou a Europa.
A astronomia de Al-Battani (cerca de 850-929), conhecido na Europa com Albateg-
nius, serviu de vefculo primdrio para esta transmissao. Um século depois, aparece
Abre’l-Wefa também fez uma nova tabela de senos para angulos diferentes, diferindo

por (1/4)°, usando o equivalente de oito casas decimais.
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CAPITULO 1. ASPECTOS HISTORICOS DA TRIGONOMETRIA 13

O matemadtico europeu de grande habilidade do século XIII foi Fibonacei ( cerca
de 1180-1250). Ele estudou no norte da Africa e depois viajou pelo o Oriente como
mercador, comn isso sofreu grande influéncia dos drabes. Emn 1220, Fibonacci escreveu
”Practica geometrial”, esta obra e as obras de Bradwardine continham alguns elementos
de trigonometria recolhidos dos drabes. Mas, foi 86 quando aparecen o matemdtico
mais influente do séeulo XV, Regiomontanus ( 1436-1476 ) que comecon a escrever
sua obra "De triangulis” que a Europa adquiriu mais resisténcia nesse campo. O
trabalho desse matemdtico estabeleceu a trigonometria como uma ciéncia independente
da astronomia.

O primeiro trabalho impresso em trigonometria provavelmente foi a ”Tabulae
directionum” de Regiomontanus, publicado em Nuremberg em 1490, ”"De triangulis”
sO apareceu impresso em 1533.

Nicolau Copérnico (1473-1543) escreven um trabalho com o titulo ”De lateribus et
angulis triangulorum”, com conteido semelhante ao do "De triangulis” de Regiomon-
tanus, que foi publicado em 1542 por sen discipulo Rhaeticus { on Rheticus 1514-1576).
Com a combinagao de suas ideias, e as ideias de Regiomontanus e Copérnico, Rheticus
foi mais além. No tratado "Opus palatinum de triangulis” elaborado em dois volumes,
a trigonometria atingiu a maioridade, o autor abandonou a tradicional consideracao de
fungoes relativas ao arco de circulo em vez disso concentrou-se nos triangulos retangulos,
e tambéim as seis fungoes trigonométricas agora foram completamente utilizadas através
das tabelas.

Frangois Viete (1540-1603) foi um matemadtico de grande importancia, pois pode
até ser chamado o pai de uma abordagem analitica generalizada para a trigonometria e
o primeiro, a considerar a trigonometria como um ramo independente da Matematica.
Foi o grande responsdvel pelo progresso no campo da Algebra, por usar letras para
representar coeficientes gerais.

No fim do século dezesseis e comeco do século dezessete, havia nm considerdvel
entusiasmo pela trigonometria, e fol neste periodo que o nome ”trigonometria” veio a
ser dado ao assunto. Foi através de Bartholomeus Pitiscus ( 1561-1613) que usou como
titulo de uma exposicao publicada pela primeira vez e 1595. Logo apds Pitiscus, veio
John Napier que estabeleceu regras ligadas a trigonometria esférica, que foram ampla-

mente aceitas.



CAPITULO 1. ASPECTOS HISTORICOS DA TRIGONOMETRIA 14

O préximo importante passo em trigonometria foi dado pelo brilhante
John Wallis (1616-1703) ao expressar formulas usando equacoes em vez de proporcoes,
e por trabalhar comn séries infinitas.

Isaac Newton (1642-1727) paralelamente com os seus estudos de caleulo infini-
tesimal, também den sna contribnicao a trigonometria, trabalhou com séries infinitas,
tendo expandido arcsin z em séries e, por reversao, deduzindo a série para sin .

Sua forma atual se deve a Euler (1707-1783) que adota a medida do raio de um
circulo como unidade e define as fungoes aplicadas a um nimero e nao mais a um
angulo como era feito até entao. A fungiao de Euler associa a cada mimero um ponto

de um circulo unitario e centrado na origem do plano cartesiano.
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Capitulo 2

Conceitos Preliminares

2.1 O Conceito de Angulo

A nocao de angulo encontra-se rigorosamente caracterizada na obra de Euclides,
matematico e geometra da antiguidade, chamada Os Elementos. Esta obra encontra-
se dividida em treze livros. A oitava defini¢ao presente no primeiro livro ¢é precisamente

a defini¢io de angulo plano.

Definicao 2.1 Uma semirreta ¢ cada uma das partes em que uma reta fica dividida

por um de seus pontos.

Y

A 0 B

———t

OB
Figura 2.1: Semirreta

e A a semirreta de origem em O que contém o ponto A.

. O§ a semirreta de origem em O que contém o ponto B.

Defini¢ao 2.2 Um angulo plano ¢ a reuniio de duas semirretas distintas e de

mesma origem.




CAPITULO 2. CONCEITOS PRELIMINARES 16

lado terminal

vertice
lado inicial

Figura 2.2: Angulo Plano

Basicamente o conceito de angulo mede a inclinagao relativa de duas retas que

se intersectam.
Diz-se que a rofac¢ao plana de mma reta em torno de mm ponto descreve um

angulo positivo se a rotagao se verificar no sentido anti-hordrio. Se a rotacao se

verificar no sentido hordrio o angulo descrito diz-se negativo.

Figura 2.3: Angulo o (positivo) e 3 (negativo)

A magnitude de um angulo pode ser expressa seja em graus ou em radianos.

Um angulo de medida em graus, 1° corresponde a =& de uma revolucio completa na

- s " 1
de um grau, e um segundo (1”) é & de um

diregao anti-horaria. Um minuto (1) é &
’ 8
minuto. b
LEJ
Qunando através de uma rotacao plana, em sentido anti-horario, de uma reta 2‘5
orientada em torno de wum seu ponto, esta volta pela primeira vez A posicao inicial o c—;_{
angulo descrito € igual a 360° (trezentos e sessenta graus). £l |
D
L.
=2

Figura 2.4: Angulo o = 360°
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Para definir um radiano, consideremos o circulo unitario S!' com centro na

origem de um sistema retangular de coordenadas, e seja # uin angulo na posicao padrio.

e \
.
N

Figura 2.5: Circulo unitédrio S*

Fazendo o eixo-z rodar até coincidir com o lado terminal de 6, seu ponto de in-
terseccao com S' percorre uma certa distancia ¢ até chegar a sua posicao final P(z,y).
Se t é considerado positivo para uma rota¢io anti-hordria e negativo para uma rotacao
horaria, entao 0 ¢ um angulo de ¢ radianos, e escrevemos # = t. Na figura (2.5) t é

comprimento do arco AP. Se = 1. (isto &, se 0 é um angulo de 1 radiano), entao o

comprimento do arco AP em S' é1. (Ve fig. 2.6):

N

Figura 2.6: Comprimento do arco AP

Como a circunferencia do ciculo unitario é 27. Segue-se que | I
¥
| e
| €0
| o
27 radianos = 360°. | i
| €D
y : 2 P
Esse fato nos da as seguintes relacoes: | o3

1
il (—89) ~ 571744, 8" 1° = ——rd ~ 0,01745rd
T 180



CAPITULO 2. CONCEITOS PRELIMINARES 18

Quando se da a medida em radianos. nao se indica unidade.

Se a rotacao plana da reta anterior descreve apenas 180° ou 7 radianos a reta fica
disposta na mesma direcio embora com uma orientacao oposta. E habitual designar
este angulo por angulo raso.

Se a rotagao plana da reta em questao descrever 90° ou 7 radianos, o dngulo
descrito diz-se reto.

Denominamos angulo agudo a todo angulo menor que o angulo reto. A medida
de um angulo agudo ¢, portanto, sempre menor que 90°.

Denominamos angulo obtuso a todo angulo maior que o angulo reto. A medida

de um angulo obtuso é, portanto, sempre maior que 90°.

AN & o
o= TP = rrad = 00— Syl o 80 e i
Anguio rass Aargulo et Anguiln agudo Anguln oheusa

Figura 2.7: Angulos

Um angulo central de wmin circulo é win angulo ¢ cujo vértice coincide comn o

centro do circulo.

Figura 2.8: Angulo Central =d

Dizemos entao que o arco AB subtende o angulo 6 ou que 6 é subtendido por

AB. Dé-se a seguir a relacao entre o comprimento s de AB, a medida em radianos de

6 e o raio do circulo r.

Teorema 2.1 Se um arco de comprimento s num circulo de raio r subtende um dangulo

central de medida 6 em radianos, entdo

5=r0
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Demostragao: Se s, é o comprimento de qualquer outro cfrculo, e se #; é a me-
dida em radianos do angulo central correspondente, entdo, pela geometria plana, a
razao dos arcos ¢ a mesma que a razao das medidas angulares; isto ¢, ;’-‘I- = ??':" donde
8 = %}lﬁ Se consideramos o caso especial em que 0; = 27, entdo s; = 27r e obtemos

— 2ard __ 9. D

55 o <
A

Figura 2.9:

Teorema 2.2 Se 0 ¢ a medida em radianos de um dngulo central de um circulo de

rator e se A € a drea do serto circular definido por 0, entdao
L .
A= _r?%
2

Demostragao: A figura exibe um angulo tipico e o correspondente setor circular. Se
0 ¢ qualquer outro angulo central e A; a area do setor correspondente, entdao, pela
geometria plana, £ = Z ou A = 412, Considerando o caso especial f; = 27 entdo
O

— a2 _ar?e _ 1,2
Ay=7mr*e A=""=3r.

2.2 Propriedades de Triangulos Planos

Defini¢ao 2.3 () conjunto constituido por dois pontos A e B e por todos os pontos
que se encontram entre A e B ¢ chamado segmento AB. Os pontos A e B sio

denominados extremos ou extremidade de segmento.

—_———— =
Segmenio de rola

Figura 2.10: Segmento de reta AB

Indicaremos o comprimento do segmento AB pelo o stmbolo AB.

FeR AT




CAPITULO 2. CONCEITOS PRELIMINARES 20

Defini¢ao 2.4 Diremos que dois segmentos AB e CD sio congruentes quando
AB = CD; diremos que dois dngulos A ¢ B sdo congruentes se eles tém a mesma

medida.

i}

Para simplificar ao maximo a notagao, iremos utilizar o simbolo "= "para sig-
nificar congruente. Assim, AB = C'D deve ser lido como AB é congruente a C'D e

A = B deve ser lido como angulo A congruente ao angulo B.

Definicao 2.5 Dados trés pontos A, B e C nao colineares, chama-se triangulo ABC
a reuniao dos segmentos AB, BC, e CA.

Figura 2.11: Triangulo plano

Num triangulo ABC, os pontos A, B e C sao chamados vértices, e os segmentos
AB (de medida a), BC (de medida b) e C'A (de medida ¢) sdo chamados lados do
triangulo.

Os angulos BAC (ou A), ABC (ou B) e ACB (ou C) sdo chamados angulos
internos.

No caso em que a = b = ¢ o triangulo diz-se equilatero; se tiver dois lados
iguais e um diferente diz-se um tridngulo isésceles ¢ se tiver os lados diferentes o
triangulo diz-se escaleno. No caso em que um dos angulos internos do triangulo é reto
(90° = Zrad), o triangulo diz-se retangulo.

A Figura (2.12) representa um triangulo retangulo, onde o angulo reto se encon-

tra assinalado.




CAPITULO 2. CONCEITOS PRELIMINARES 21

Figura 2.12: Triangulo retangulo

Observe que o triangulo ilustrado, apresenta mais dois angulos internos aqui
denotados pelas letras gregas « ¢ . As letras a, b e ¢ representam respectivamente o
comprimentos dos diferentes lados do tridngulo. O lado oposto ao angulo que ¢é reto
designa-se por hipotenusa. Os lados adjacentes ao angulo reto, sio chamados de

catetos.

Defini¢ao 2.6 Dois triangulos sio congruentes sc for possivel estabelecer uma cor-
respondéncia biuntvoca entre seus vértices de modo que lados e angulos correspondentes

sejam congruentes.

Se ABC e EF( sao dois triangulos congruentes ese A +» E, B FeC < G
¢ a correspondéncia que define a congruéncia, entio valemn, simultaneamente, as seis
relagoes seguintes;

AB=EF BC=FG AC=EG

%))

A=E B=F C=

Figura 2.13: Triangulo congruentes

Escreveremos ABC = EF@ para significar que os triangulos ABC ¢ EFG sao

congruentes e que a congruéncia leva Aem E, Bem F e C em G.
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Uma das importantes propriedades dos triangulos planos que interessa assinalar,

pelo seu alcance, ¢ a que caracteriza a soma dos angulos internos.

Proposicao 2.1 A soma das medidas dos angulos de um triangulo € 180°.

_—

Demostragao: Considere um triangulo ABC e observe seus angulos, ﬁ, B e C (Figura

2.14).

Figura 2.14: Figura 2.15:

Pelo vértice A, vamos tragar mma reta r paralela ao lado BC' e observar os angulos 1
e 2 (Figura 2.15)
Do paralelismo de r e % considerando-se a transversal iﬁ?’ , decorre que:

i=8B

Do paralelismo de r e %, considerando-se a transversal ‘E’, decorre que:
2=C

Substituindo 1 por Be? por C, temos:

4
. A
=7 a o S - e f - - == ——-
By [ e B =2
y /
'.fJ / WL e
ff \.‘x‘ /! ) .
A B N ' BT SB . & s
B C B (aik B &

Figura 2.16:

Observando o triangulo da direita e somando os angulos que tém vértice em A, con-

clufmos que: A + B + C = éngulo raso O
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Note que o resultado enunciado s6 ¢ valido no contexto da geometria Euclidiana,
isto € nas geomnetrias que satistazemn, entre outros, o V axioma (da geometria) de

Euclides. Este axioma estabelece que por um ponto exterior a uma reta, existe uma

e uma sO reta paralela a reta dada. Observe-se que este fato esteve por tris dos

argnmentos apresentados na demonstragao.

Existem efetivamente outras geometrias, conhecidas por geometrias nao-Euclidianas,

igualmente 1iteis em que o correspondente enunciado é distinto. Como exemplos de
geometrias nao-Euclidianas que nao satisfazem este enunciado podemos referir a geo-
metria dos triangulos esféricos (utilizada na navegagao maritima e aérea) e a geometria

de Lobachevsky (com aplicagoes em cosmologia).

Semelhanca de Triangulos

Suponha que a partir dos lados A;, A; e A3 de comprimento a,, a; e as, de
um dado triangulo A, construimos um novo triangulo B, cujos lados tem comprimen-

tos by = ray, by = ras e by = raz, em que r representa um mimero real qualquer

estritamente positivo.

Figura 2.17: Triangulos semelhantes

Nestas circunstancias, o triangulo B diz-se semelhante ao triangulo A e os lados

A; e B; com 1 <i < 3 dos triangulos A e B, dizem-se homdlogos.

Definigao 2.7 Sejam A e B dois triangulos com lados Ay, As e Az, By, B; e Bs, ¢

comprimentos ay, a; € asz, by, by e by, respectivamente. Se existir uma constante de

proporcionalidade v > 0 tal que

b,' = ra;

com 1 < i <3, entdo o trianqulo B diz-se semelhante a A.

UFCG/BIBLIOTECA)
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Podemos afirmar, com um pequeno abuso de linguagem que triangulos semelhan-
tes sao proporcionais entre si.

A propriedade seguinte permite-nos reconhecer triangulos semelhantes recorrendo

a nogao de angulo interno.

Proposicao 2.2 Dois tridangulos sdo semelhantes quando tém os dngulos correspontes

congruentes e 0s lados homdlogos proporcionais.

Figura 2.18: Triangulos semelhantes

Com isto queremos dizer que, se ABC e EFG sao triangulos semelhantes e se
A= E B = FeC — G éa corespondéncia que estabelece a semelhanca, entao

valem simultaneamente as seguintes relagoes:

o)
Il
Q)

AB _BC T4
EF FG GE

o)
i
try)

{i

Q)
Il
o)

O quociente commun entre as medidas dos lados correspondente é chamado de
razao de proporcionalidade entre os trangulos.

Observe que dois trangulos congruentes sao semelhantes com razao de proporcio-
nalidade um; inversamente, dois triangulos semelhantes com razao de proporcionalidade

um, sao congruentes.

Os triangulos planos, na geometria Euclidiana, possuem algumas propriedades

que importa referir pela sua utilidade.
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Teorema 2.3 (Teorema de Pitigoras) O quadrado da hipotenusa ¢ wgual o soma dos
quadrados dos catetos.

=0+
Demostragao: Dado um triangulo retangulo ABC de cateto b e ¢ e hipotenusa a.

A

Figura 2.19:

A altura AH, relativa a base BC, dividi esse triangulo em dois outros: BHA e
CHA.

H c

Figura 2.20:

Como os angulos agudos de um triangulo retangulo somam 90°, segue que 0s
triangulos retangulos ABC', HBA ¢ HAC possuem os mesmos angulos, logo sao seme-

lhantes.

Da semelhanca AABC = AHBA obtemos
BC  BA a ¢ 5

—= — = ¢ = ma.

BATBH T ¢Tm
Da semelhan¢ga AABC = AHAC obtemos

B A L -

AC — HC b n n
Logo, temos:

P+ = na+ma

= (n+mla=a-a=a



Capitulo 3

Funcoes Trigonométricas

As fungoes trigonométricas, sobretudo o seno e cosseno, sao muito importante,

tanto em matematica como em campos variados da ciéncia, como Acistica, Astrono-

mia, Economia ou Medicina.

3.1 As Funcgoes Trigonométrica do Angulo Agudo

Considerando um angulo agudo AOB = «, 0° < « < 90° e tracando, a partir dos

Ay, As, Ajz ete., da semi-reta O A, perpendiculares A By, A;Bs, A3Bs etc.. i semi-reta

0B.

Figura 3.1:

Os triangulos O A, By, OA; By, OA3B; ete., sao semelhantes por terem os mesmo

angulos agudos. Entao:

26
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A]B] - AQBg o Ang -
OA, OA, 04; '~

OB, 0B, OB; _
Ody ©OAs OAdy

Verificainos que as relagoes acimma nao dependem do tamanho dos tridngulos

AOB Ay, AOByAy, AOB3A;3, .. ., mas dependem apenas do valor do angulo .

Desta forma, torna-se possivel associar univocamente a cada angulo o de um
triangulo, qualquer um daqueles quocientes. E desta forma que as fungoes seno, cosseno
podem ser definidas de forma elementar. Estas fingoes associam niimeros reais a
angulos.

Definiremos entao as fungoes seno e cosseno para 0° < o < 90°.

Considere-se um triangulo retangulo qualquer tal que a é o angulo definido pela

hipotenusa e um dos catetos.

Definicao 3.1 A funcdo seno, designada seno de «, define-se como sendo o quoci-
ente entre o comprimento do cateto oposto ao angulo o« e o comprimento da hipotenusa,

isto é:
A By __ cateto oposto

OA,  hipotenusa

sina =

Definicao 3.2 A funcdo cosseno, designada cosseno de «, define-se como sendo o
quociente entre o comprimento do cateto adjacente ao angulo c e 0 comprimento da

hipotenusa, isto é:
OB, _ cateto adjacente

DA, hipotenusa ~—

COS (x
Estas funcoes sao chamadas fungoes trigonométricas e nao sao independentes.

Exemplo 3.1.1 Determine o valor da func¢ao seno de ov supondo que v tem o valor

T

de 0, %, 7, § ¢ 5 radianos;

Solugao: Comecemos por observar que quando « tem o valor de 0 radianos o seu

cateto oposto tem um comprimento nulo. Desta forma sin(0 = g =ik
Quando ao valor da fincao seno quando a tem o valor de § radianos, consideremos

o triangulo equilatero.
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Figura 3.2: Detenninagio de %

Tragamos a altura (que também é mediana e bissetriz). Como sabemos a soma
dos angulos internos de um qualquer triangulo plano e igual a 7 radianos. Assim,
os angulos internos de um triangulo equilitero sao iguais a # = Z. Desta forma, no

X . -
triangnlo da figura o = 4 = . Donde se dednz, atendendo a definicao de seno,
i3 1

c

: 3

gin—= = =,
6 c 2

Por ontro lado, deduz-se também, atendendo ao Teorema de Pitagoras, que

_YVEGE_JE W
c c

2

w3

Consideremos, agora, o quadrado de lado a, seguinte:

Figura 3.3: Determinacgao de sin §

Naturalmente a = 5. Donde, atendendo a defini¢ao de seno

T a a 1 v@

cr - ATECA

4 ¢ Vartra® V2 2
Finalmente, observe que quando a = 7, o comprimento do cateto oposto torna-se
igual ao comprimento da hipotenusa. Assim, sin § = 1

0O

\
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Em resumo obtemos a Tabela 3.1:

angulo | seno

0 0

z 1

6 2

T V2
4 2

T V3
3 2

T

; 1

Tabela 3.1: seno de alguns angulos entre 0 e 3

Relacao entre o Seno e o Cosseno

As funcoes seno e cosseno encontra-se diretamente relacionadas. Consideremos

novamente um triangulo retangulo.

Figura 3.4: Triangulo retangulo

Proposigao 3.1 Se dois angulos o e 3 sao complementares (a + 3 = %), entao

sina = cos 3 (o0 cosseno de um angulo ¢ o seno do angulo complementar).
Demostragao: Por definicio
; a a
sina = — e cos 3 = —.
c e
Por outro lado se v e /3 representam os angulos internos adjacentes a hipotenusa entéao
i

ﬁ=§‘u

CG/ BIBLIOTECA]
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donde

: a s
sinw = — = cosf = cos 5@
Isto é,

sin & = cos (% —u).

Por outro lado, se na expressao anterior fizernnos

T
3=—2—-—rr
entao
78
o = el
5

O que nos permite obter a expressao equivalente
m
sin («‘2— - _6') = ¢0s .

O
Estas importantes expressoes permitem-nos obter o seno ou o cosseno de um

angulo o se conhecermos, respectivamente, o cosseno ou o seno do angulo 5

Exemplo 3.1.2 Determine o valor da fungdo cosseno de B que tem o valor de 0, 5

s
4

el

e % radianos.

Solugao: Sabemos que

" m
Sl (v = COS (5 — ¥

Entao, atendendo a Tabela (3.1), temos sucessivamente

cos) = cos(g - g) =Sing =1,
cos T = (,OS(E_E)zsiDE:ﬁ’
6 2 3 3 2
S, P . -
4 2 4 4 2
cosr = COS(E—E)=SinE:‘1‘a
3 2 6 6 2
cosg- = (OS (% —{]) =g8in0=0
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Donde obtemos a Tabela

angulo | cosseno

0 1

n V3

6 2

x ¥2

4 2

ks 1

3 2

T

2 0

Tabela 3.2: cosseno de alguns angulos entre 0 e 3

O Teorema de Pitagoras

a? =+

aplicado ao triangulo retangulo OAB, retangulo em B e considerando um angulo « de
vértice O, como mostra a figura abaixo. Fazeudo OA = a, OB = b e AB = ¢ nos dar

o resultado imediato que:

Figura 3.5: Triangulo retangulo em B

) b\?2 ¢
(cosa)® + (sina)? = (E) + (E)
_ P4
- @2
= 1

Donde pela notacio, convém escrever sin’a e cos? a em vez (sina)? e (cosa)?. Com

isso. temos a relagao fundamental.

cosla+sinfa=1
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3.2 Extensoes das Fungoes Trigonométricas
Seja § um angulo qualquer, cujo vértice tomamos como centro comum a varios

_ o 3 ; — ——
circulos. Entao, os lados do angulo interceptam, nesses cirulos, os arcos A,B;, 4,5,

r——
A3 B3, ete. Sabemos que a razao do arco pelo raio do civeulo correspondente ¢ constante.

Figura 3.6:

A1B)  ABy,  A3B;
0OA;  0A,  0OA;

Esta razao da a medida do angulo em radianos; o angulo de um radiano (1 rd)

= const.

é aquele para o qual o raio OA é igual ao arco AB. Uma circunferéncia de raio r tem

comprimento 27r, de forma que o angulo de uma volta mede 27 rd.

Figura 3.7:

Circunferéncia Trigonométrica

No plano Ozy tomamos uma circunferéncia unitéria, ou circulo unitério, e

indicaremos com a notacao S'. Temos, portanto
S'={(z,y) e R? | 2® +y* = 1}

Dai, temos —1 <z <le-1<y <1, V(x,y) S
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A
1V

x

Figura 3.8: Circulo unitario

Dado um ntimero real ¢, marcamos, sobre a circunféncia, a partir do ponto
A = (1,0), o arco AP = t. Se t é um nimero positivo, o arco é marcado sobre a

circunferéncia no sentido anti-hordrio; se negativo, no sentido horério.

i

S
¥

an
N NIk

Figura 3.9:

Vamos definir a fncao E : R — S, que associa a cada miimero real um ponto

P localizado na circunferéncia S*, conforme ilustrado a seguir.

Defini¢ao 3.3 A funcao de Euler E : R — S, que faz corresponder a cada nimero

real t o ponto E(t) = (x,y) da circunferéncia unitdria obtido do sequinte modo:

o E(0) = (1,0)

e quando t > 0, percorremos sobre a circunferéncia S*, a parti do ponto (1,0), um
carminho de comprimento t, sempre andando no sentido positivo. O ponto final

do caminho serd chamado E(t).

o quandot <0, E(t) serd a extremidade final de um caminho sobre S*, de compri-

mento |t|, que parte do ponto (1,0) e percorre S* sempre no sentido negativo.
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Na pratica, a fungao de Euler consiste em "enrolar” a reta R sobre a circunferéncia
S1 de modo que o zero da reta coincida com o ponto A = (1,0), e que o sentido positivo

da "reta enrolada”seja o sentido anti-horario.

Figura 3.10:

Observe que se t > 0 e t > 27, serd necessario dar mais de uma volta em S,
no sentido positivo, para atingir E(t); uma observacao analoga vale para o caso de ser
t < 0. Seja como for, E(t) é mn ponto bem definido de S*. Por outro lado, dado um
ponto P de S', ele é a imagem pela funcio E de mua infinidade de nimeros reais,
todos eles da forma

4 2%km k=412 ...,0<t<2r

Figura 3.11: AP =t+2kn

A expressio t' =t + 2kw, k € Z é a expressao geral das medidas dos arcos ;ﬁE‘,

de mesma extremidade P, denominados arcos c6ngruos.

-4 o B -2 T

Proposicao 3.2 Se E(t') = E(t) se, e somente se, t' =t +2kn, com k € Z.

Demostracao: Cada vez que o ponto t descreve na reta um intervalo de comprimento
P

1, sua imagem E(t) percorre sobre a circunferencia S' um arco de igual comprimento /.

Em particular, como a circunféncia unitdria S* tem comprimento igual a 27, quando
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o ponto t descreve um intervalo de comprimento 27, sua imagem E(?) d4 uma volta
completa sobre S!, retornando ao ponto de partida. Assim sendo, para todo t € R,
tem-se E(t+27) = E(t) e, mais geralmente, para todo k € Z tem-se E(t+2kn) = E(t)
seja qual for t € R

Reciprocamente, se t < t' em R sdo tais que E(t) = E(t') isto significa que,
quando um ponto s da reta de ¢ a ¢’ sua imagem E(s) se desloca sobre S!, no sentido
positivo, partindo de E(t), dando um niimero inteiro k de voltas e retornando ao ponto
de partida E(t') = E(t). A distancia total percorrida é igual a 2k, logo t' =t + 2k,
pois o comprimento do caminho por E(s) é, por defini¢dao, igual a distancia percorrida
por s sobre a reta. U

As figuras abaixo deixamn claro que se E(t) = (z,y) entdo E(t + 7) = (—z, —y),

E(t = %) 2 (_—y,-'ﬂ); E(_t) i (:ﬂa _y) e E(% o t) = (Q"!:F)

{—wz)

L2
”/ i) & {=w) (eoq)
t
(g (ER

rais

-]
(—xu) = ¢
{ar) R n-1 (LA}
t 3

Figura 3.12:

Estas relacoes exprimem certas simetrias da funcao de Euler £ : R — S', que se

traduzem em propriedades das fungoes seno e cosseno.

3.3 As Funcoes Seno e Cosseno

Definicao 3.4 As funcoes cos : R — R esin : R — R, chamadas fungao cosseno

e funcao seno respectivamente, sao definidas pondo-se, para cada t € R.

E(t) = (cost,sint)
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Noutras palavras, © = cost e y = sint sao respectivamente a abscissa e a ordenada do

ponto E(t) da circunferéncia unitdria.

Figura 3.13: E(t) = P, mAP =t

E claro que esta defini¢do coincide com a anterior quando 0 <t < 3.
Além disso permite escrever cos0 = 1 e sin0 = 0 (quando P = A), cos§ =0e
sin 5 =1 (quando AOP é reto). Como P estd na circunferéncia unitaria, o teorema de

Pitdgoras nos da uma das identidade trigonométricas fundamentais:

cos?t +sin?t =1

Definicao 3.5 Uma funcio f : R — R ¢ dita periodica quando existir um nimero
T # 0 tal que f(t+ T) = f(t), Vt € R. Se isto ocorre, entio f(t + kT) = f(t) para
todo t € R ¢ todo k € Z. O menor mimero positivo de T' tal que f(t +T) = f(t) para

todot € R ¢ chamado de periodo da fungdo f.
Teorema 3.1 As funcdes seno e cosseno sdo periodicas, de periodo 2.

De fato, para todo k inteiro, e para todo t real, sin(t+2kw) = sint e
cos (t + 2km) = cost isso porque E(t+2kw) = E(t). Assim,estas funcoes sao periddicas
e seu periodo T corresponde ao menor valor de 2k, que é 2.

O grafico da fun¢io y = sint no intervalo [0, 27| é exatamente o mesmo em qual-
quer intervalo da forma [2k7, 2(k+1)7]. Assim podemos particularizar o estudo destas

fungoes ao intervalo [0, 27| que corresponde ao estudo das coordenadas de um ponto

que da exatamente mna volta em St

TECA|

€2

UFce =1
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Defini¢ao 3.6 Uma funcdo f : R — R € par quando se tem f(—t) = f(t) para todo

t e R. Se tem f(—t) = —f(t) para todo t € R, a funcao f chama-se impar.

Para todo t € R, temos

(cost,sint)
(cos (—t),sin (—t))

Mas, quando E(t) = (z,y) tem-se E(—t) = (z, —y). Isto significa que

cos (—t) = cos(t)

sin(—t) = -—sin(t)

para todo t € R.
Assim, cosseno é uma funcao par e o seno é uma funcao impar.
Através das figuras abaixo podemos verificar, como base na interpretagdo do

circulo trigonométrico estas propriedades.

Figura 3.14: sin (t) = —sin (—t) Figura 3.15: cos (t) = cos (—t)

De modo andlogo, as outras quatro relagoes estabelecidas mostram que, para todo

t € R valem:
cos(t+m) = —cos(t), sin (t +7) = —sin (¢)
cos (t + I) = —sin(t) sin (t + E) = cos (t)
- ’ 2

Wy

T
F VS

11=m~
IF.-.
i
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cos (g - t) = sin (t), sin (% - t) = cos (t)

sin (7 — t) = sin ()

cos (m—t) = —cos(t),

As fungoes cosseno ¢ seno, coto coordenadas de mn ponto, tém sinais que dependem
do gquadrante em que se encontram (figura 3.16). E possivel determinar o valor do seno

e do cosseno, em qualquer quadrante, conhecendo os valores do primeiro.

(=t} {++)

=) =)

Figura 3.16:

Consideremos separadamente os casos em que a extremidade P do arco AP esta

no segundo, terceiro ou quarto quadrante.

a) t estd no sequndo quadrante, isto é, 5 < t < m. Tracando por P uma reta r

paralela ao eixo das abscissas que intersecta novamente S’ em B’ (figura 3.17).

Temos que mAP' = mPA =7 —te portanto

sin(t) =sin(r —t) e cos(t)=—cos(m—1t)

Figura 3.17: mAP =t

A

FCC T TATEC
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b) t estd no terceiro quadrante, isto é, 1 < t < -3-2’3 Tomando como 7 a reta que
liga O a P (figura 3.18). Temos que mAP" = mPA' = t — e obteremos

sin(t) = —sin(t — ) e cos(t) = —cos (t — m)

Figura 3.18: mAP =t

¢) t estd no quarto quadrante, isto é, 3?" < t < 27. Tomando como r uma paralela
ao eixo das ordenadas passando por P (figura 3.19). Obteremos mAP =21 —t

e sin(t) = —sin (27 —t) e cos (t) = cos (27 — 1)

ES
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Figura 3.19: mAP =t
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Graficos das Funcgoes Seno e Cosseno

A medida que o ponto P se move sobre a circunferéncia, tanto sua abscissa como sua
ordenada variam, mantendo-se, em valor absoluto, nunca superior ao raio da circun-

ferencia, que ¢ igual a 1. Isso siginifica que, para todo £, temos sempre.
-1 <sint <1, —1<cost <1,

O seno cresce de 0 a 1, a medida que ¢ varia de 0 a 5 e o cosseno descreve de 1 a

0; quando ¢ varia de § a 7, 0 seno descreve de 1 a 0 e o cosseno decresce de 0 a —1.

y4 u !

L TN
T

-] 2y
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-

Figura 3.20: sint Figura 3.21: cost

Veros diretamente das defini¢oes, que o seno ¢ mina fungio Nopar e o cosseno é
par, isto é:
sin (—t) = —sint, cos (—t) = cost;
portanto, os graficos anteriores se estendemn ao intervalo —7 < ¢ < 0, como indica a
figura.

scat .
st

2

Figura 3.22:

Ainda da defini¢ao podemos verificar que essas fungoes sao periodicas, de periodo
27, vale dizer,

sin (t + 27) = sint, cos (t + 27) = cost

- "ITEC
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Isso nos permite obter os graficos das fungoes em toda a reta por repetidas

translagoes de magnitude +27.

/' erit /‘—‘X

Figura 3.23:

Observando a figura, percebemos nma grande semelhanca entre as duas curvas.
Na realidade elas sao idénticas. Esta curva, chamada sendide é a mesma em ambos
os casos. O grifico da fungdo cosseno é apenas uma translagio de 5 para a esquerda
no grafico da funcao seno.

Observe que a funcao sint estd definida para todo niimero real t. O fato de ¢ ser
interpretado como medida de dngulo, em radianos, ¢ apenas mmn recurso para definir
o seno.  Alids, em andlise ha outras maneiras de definir essa fungao, sem qualquer
referéncia a angulos. O importante é ter sempre em mente que o argumento das
funcoes trigonométricas ¢ sempre wm nimero puro, que pode ser interpretado como

angulo medido em radiano.




Capitulo 4

Aplicacoes de Funcoes

Trigonométricas

De um modo geral as fungoes do tipo trigonométricas sao escritas na forma
f(t)=a+b-trig(ct +d)

em que a, b, ¢, d sdo constantes (b # 0 e ¢ # 0) e trig indica uma das fungoes
trigonomeétricas, 1o 10880 caso, usaremos as fungoes seno ou cosseno.

As funcoes do tipo f(t) = a+ b - trig(ct + d) tem caracteristicas que podem ser
relacionadas com as fun¢oes trigonométricas e seus grafico padroes.

Vejamos o papel das constantes a, b, ¢, e d.

As constantes a e b alteram a imagem da fungao (valores de y), e as constantes ¢

e d alteram as caracteristicas relacionadas aos valores de = da seguinte forma:

e A constante a translada o grifico padrao em a unidades verticais. Se a > 0, entao

o grafico sobe a unidades, e, se a < 0, entao o grafico desce |a| unidades.

e A constante b comprime ou dilata o grifico verticalimente. Se |b| > 1, entao o
griafico dilata, e, se 0 < |b| < 1, o grifico comprime. Se b = —1, o gréfico fica
invertido. Se b < 0, o grafico fica simétrico (em relagao ao eixo z ao original com

b > 0. O valor de b é, muitas vezes, chamado de amplitude do griafico.

UFCC ~~"'ITECA

e A constante ¢ altera o perfodo padrao (P,i) da fungao frig, ou seja, comprime

ou dilata o gréfico padrao na horizontal.

42
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- Se |¢| > 1, f(z) serd comprimido horizontalmente em |¢| unidades.

- Se |c| < 1, f(z) sera dilatado horizontalmente em |c| unidades.

- » P .
¥ ¥ tri
O novo periodo é dado por P, = e

e A constante d translada o grifico padrao em |-‘§| unidades horizontais. Se d > 0,
o grafico translada |§| unidades para a direita, e, se d < 0, o grafico translada |¢|

unidades para a esquerda.
Em particular, considerando
cost = a + bsin (ct + d)

encontramos que

cost = sin (t + g)

4.1 Ciclo Cardiaco

Diversos fenomenos tendem a se repetir periodicamente, ¢ sao denominados fe-
nomenos ciclicos. Um exemplo desses fenomenos, que ocorre em nosso organismo, é o
ciclo cardiaco.

O ciclo cardiaco corresponde a uma sequéncia de eventos que ocorre durante um
batimento do coragao. Para uma pessoa cuja frequéncia cardiaca é de 80 batimentos por
minutos, por exemplo, este ciclo ocorre a cada 0,8 segundos. Nos adultos um repouso,
a frequéncia cardiaca gervalmente esta compreendida entre 60 e 100 batimentos por
minuto.

Durante nm ciclo cardfaco, os ventricnlos contraem-se e logo em seguida rela-
xam. Quando os ventriculos se contraem, ocorre a sfstole ventricular; quando relaxam,
a diastole. No momento em que ocorre a contracao ventricular, o sangue ¢ empurrado
contra as paredes arteriais e a forca com que ele é ejetado exerce uma pressao nas
artérias, que no pico da contragao ¢ chamada pressao sistolica. Ja a menor pressao
sanguinea nas artérias ocorre enquanto acontece o relaxamento do ventriculo é conhe-
cida como pressiao diastolica.

As pressoes sistélica e diastolica correspondem aquelas que o médico informa ao

paciente em uma consulta. Quando ele diz, por exemplo, que sua pressao esta 12 por

ECA
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8, isso significa que a pressao sistolica é de 120 mmHg (milimetros de merciirio) e a
diastolica é de 80 nunHg. Essas medidas fornecem inforiagoes immportantes a respeito
da saide do individuo. Quando a pressio sistélica de uma pessoa ¢ maior ou igual
a 140 mmHg, e a diastdlica é maior ou igual a 90 mmHg, ela apresenta tendéncia a
desenvolver nma doenga do coragao e dos vasos sanguineos chamada hipertensio, que
pode contribuir para a ocorréncia de insuficiéncia cardiaca, doenca renais e infarto.

O melhor modelo para tal situagao é dada por uma funcao trigonométrica do tipo
f(t) =a+bcos(ct +d) ou f(t) =a+ bsin(ct + d)

Suponhamos que um ciclo completo, ou seja, o intervalo de tempo de um bati-
mento cardiaco é de aproximadamente 0, 8 segundos e também que a pressio sangufnea
de um individuo, a partir de um instante inicial t = 0, dai vamos encontrar as cons-
tantes a, b, ¢ e d. Usaremos a fungao f(t) = a + bsin (¢t + d).

Para determinar a e b temos:

'{ a + b = 120
{ =a=100eb=20
e - b = 80
Para determinar ¢ temos:
8 27 5w

0,8

R el el — I —
10 ¢ 2
E, finalmente para determinar d, observemos que ¢ é o parametro de translacio
do grafico, na horizontal, em relacao ao gréfico da fungao f(t) =sint ou f(t) = —sint.

Como estamos supondo que t = 0, neste caso:

5
sin(~250+d) =1 (0+d)=1=d="+%n

Variando k obtemos 7, 5‘%, 921 ... etc.. Escolhendo d = 7.

Assim, podemos representar aproximadamente pela funcao

£(t) = 100 — 20sin (l;t + g)

sendo t o tempo dado em segundos e f(¢) a pressao sanguinea em milimetros de

mercirio t segundos apds o instante inicial.
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Representaremos graficamente esta funcao.
Podemos escrever a fun¢ao da seguinte forma:
&

£(t) = 100 — 20sin ["—2’1 (t + %)]

[remos primeiramente calcular o periodo da funcio, ou seja, p = I%g_i = g =0,8.

E em seguida vamos ver as outras transformacoes:

il = sn (%—rt)

57 1 1
f(t) = sin [g (t + ;)] Translagao horizontal de £
5
57
f(t) = 20sin ?‘T (t + %)] Dilatacao vertical
5 1
f(t) = —20sin [% (t + —)] Simetria em relagio ao eixo X

5
=4
f(t) = 100 — 20sin [% (t + %)] Translacao vertical
J

Dai, obtemos o seguinte grafico

130

04 08 12 1.6

Figura 4.1:

Também podemos modelar esta situacio através da funciao

f() = —20cos %it + 100

neste caso, o periodo da fungao é, 0, 75.
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4.2 Fenomeno das Marés

Os movimentos periddico das marés sao de elevagio e declinio das dgnas do mar
devido as forgas de atragao gravitacional da Lua e do Sol. A superficie da Terra é
constituida de mna parte solida que chamamos crosta tervestre e de mma parte liguida
(rios, mares, etc.). A regido do nosso planeta que estd mais proxima da Lua e do Sol
sofre uma for¢a maior, com isso a dgua é "puxada’mais fortemente que a da crosta,
formando uma perturbagao nas dguas nessa regiao.

A atracao gravitacional do Sol provoca num efeito semelhante nas dguas do mar,
se sobrepondo ao efeito produzido pela Lua. Por isso, quando o Sol a Lua ¢ a Terra
estao alinhados, sao observadas marés mais elevadas, pois nessa situaciao os efeitos se
somam.

A medida que a Terra gira em torno de seu eixo, as marés alta e baixa se sucedem
muna dada regido. A amplitude das marés, isto ¢, a diferenca de nivel entre a maré
alta e a maré baixa, varia muito de umn Iugar para outro.

Vamos descrever com uma senéide a altitude do mar em um dia em determinado
local sabendo que nesse dia, na maré alta, a altitude do mar foi 1,6m e na maré baixa
foi 0,2m. As marés altas ocorrem as 2h e as 14h, e as marés baixas ocorrem as Sh e As
20h. Vamos considerar a contagem do tempo em horas a partir da meia-noite.

Sem que haja motivo especifico para isto, optaremos por
h(t) = a + beos (ct + d)

tambhém optemos por considerar b e ¢ positivos, que é o mais comum.

Assim, temos:

=2a=0,9eb=0,7

i =—

{{ a I b - 1,6
L b = 0,2

O periodo das marés é de 14 — 2 = 12h.

Entao:

27 2m 71'

P=—=12=—=¢=—
c c 6

Existe deslocamento horizontal da sendide. Entio, para obter a constante d, percebe-
mos que nesse caso o maximo seno ocorre quando t = 2, como ja sabemos que ¢ = B

temos:
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cos(%2+d)=1=>cos(g+d)=1=>g—+d=2k7r:>d~—~m%+2k7r

Variando k, encontramos os possiveis valores de d, que sao —%,%}, etc.

Optaremos por d = —Z.

Assim, neste dia e neste local, a altitude do mar pode ser descrita por

h(t) = 0,9 + 0,7 cos (gt " %)

Temos

h(t) = cos (%t)
h(t) = cos [g (¢ — 2)- Translacao horizontal de -2

4

h(t) = 0,7cos [% (t — 2)} Dilata¢ao vertical

h(t) = 0,9+ 0,7cos % (t— 2)] Translacao vertical

Obtemos, o seguinte grafico:

Figura 4.2:
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