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Resumo

Nesse trabalho apresentamos um estudo sucinto das séries geométricas e suas
aplicagoes. Discutiremos as séries geométricas enfatizando seus pontos de convergéncia
e divergencias, sendo, portanto necessario apresentar todo rigor da andlise matemsdtica.
Finalizaremios niosso estudo com uima aplicagio da série geonétrica que serd explorada
recordando wn problema fornmlado pelo filosofo grego Zendo de Eleia chamado de
paradoxo da dicotomia.

Palavras-chave: Sequéncia. Série Geométrica, Paradoxo da Dicotomia.

{OTECA

[ oeiem g

UFCG




Abstract

We present a brief study of the geometric series and its applications. We discuss
the geometric series emphasizing their points of convergence and divergence, and the-
refore need to present any rigorous mathematical analysis. We will end our study with
an application of geometric series that will be explored recalling a problem formulated
by the Greek philosopher Zeno of Elea called paradox of the dichotomy.

Keywords: Sequence. Geometric Series. Paradox of the Dichotomy.
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Introducao

Ao longo deste trabalho, apresentaremos uma série de conceitos e resultados, que
sera fundamental para o objetivo do mesmo.

Fazendo wmna abordagem histérica desde o sirghmento das primeiras ideias que
irlam conduzir o conceito de limite até uma formulagao rigorosa deste conceito.

O conceito de limite é o mais fundamental do Célculo Diferencial e Integral e
esta intimamente atrelado ao conceito de infinito. A forma mais simples, de se in-
troduzir limites ¢ através de sequéncias de niimeros reais. Analisaremos tal conceito
estudando suas propriedades e demonstrando os principais resultados que serao cruciais
para o desenvolvitmento de sequencia e série. Para o estudo sucinto das propriedades
de Sequéncia e Série Geométrica faz necessario adotar um ponto de vista voltado para
a andlise matematica.

Este conceito surgiu sob a forma de processos convergentes ilimitados. O primeiro
testemunho literdrio encontra-se nos paradoxos de Zenao de Eleia, datando de aproxi-
madamente 450 a.C. Um dos problemas propostos por Zenao chamado de “Paradoxo
da Dicotomia”era equivalente ao seguinte: Considere que o intervalo AB tem medida
igual a 1. O ponto M, divide o intervalo ao meio, portanto a primeira metade equivale
a % O segundo ponto, M., divide a metade restante ao meio, portanto equivale a % do
comprimento original. Logo, o intervalo pode ser expresso como uma soma de interva-
los que cresce ilimitadamente por partes que sempre sao menores que a imediatamente

anterior:
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10

Geometricamente, nunca chegaremos ao ponto B, veja: saindo do ponto 0 em
dire¢ao ao ponto 1, temos que primeiro passar pelo ponto 2 (metade do espago 0—1), de-
pois pelo ponto § (metade do espago 3 —1), {(metade ---), ;= (metade ---), & (metade ---).
Agora, usando do “conceito”de somas dos infinitos termos de progressoes geométricas
podemos somar mafematicamente estas parcelas infinitas, sem a necessidade de um
tempo infinito.

O conceito de Séries Infinitas surge quando se pretende executar ima operacao
de somar sucessivamente sem que essa operacao termine apés um nimero finito de
parcelas. Estudaremos a operac¢ao de adigao de modo a atribuir significado a nma
igualdade do tipo

i, 1 1
s S R et 1
g bgteud e (1)

b | =

como se pode ver, o primeiro membro € uma “soma”com mmna infinidade de parcelas e
no segundo mermnbro tem-se wn valor real. Mas é evidente que nao tem sentido somar
uma sequéncia infinita de niimeros reais. O que o primeiro membro da igualdade 1
exprime é o limite
1'(1+1+1+ +1)
im(=4+=+=4+---+=).
n—o\2 4 8 %
Observe que na afirmacao contida na ignaldade 1 significa que. dado arbitrariamente

. . . . 1, 1,1 1
qualquer ¢ > 0, existe ng € N tal que, para todo n > ng, a soma s gt st ndg
difere de 1 por menos de .

Portauto, faz necessario defiunir sotas iufinitas alravés de limites, sendo assiu,
algumas somas podem ser efetuadas e outras nao, uma vez que nem toda sequéncia
possui limite.

No entanto, o conceito de série infinita estende o conceito aritinético de soma de
uma quantidade finita de parcelas para soma de uma quantidade infinita de parcelas.

Finalmente, para complementar e reforgar a importancia do Conceito de Limite e

a Série Geométrica, apresentaremos nma aplicacao voltada ao paradoxo da dicotomia.
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Capitulo 1

Abordagem Historica

Sabemos que a Matemaitica é a mais antiga das ciéncias e que a sua origem
se esconde nas areias da antiga civilizagao egipcia. Todo o conhecimento que temos
hoje sobre a matematica egipcia basela-se em varios documentos, entre eles o Papiro
de Rhind que é, sem divida, min dos preciosos documentos existentes relativos aos
conhecimentos matemdticos dos egipcios.

Este papiro é composto por 84 problemas triviais e suas resolugoes. Entre esses
problemas, encontra-se um que cita “sete casas, 49 gatos, 343 ratos, 2.041 espigas
de trigo. 16.807 hectares”é presmnivel que o escriba estava tratando de Sequéncias
Geomnétricas, onde cada mna das sete casas havia sete gatos, cada um deles come sete
ratos, cada um dos quais havia comido sete espigas, cada uma delas havia produzido
sete medidas de grao (BOYER, 1996).

A consideracao de somas infinitas ¢ nm problema estreitamente ligado ao pro-
blema da passagem ao limite. A falta por longo periodo de conceitos adequados e
de uma teoria razoavel levou os matematicos a numerosas especulacoes e paradoxos a
respeito da natureza das séries infinitas, a exemplo do paradoxo de Zenao.

No primeiro paradoxo, a Dicotomia, Zenao colocou um objeto se movendo uma
distancia finita entre dois pontos fixos em wmna série infinita de intervalos de tempo (o
temipo necessiario para se mover metade da distancia, em seguida o terpo necessirio

para se mover metade da distancia restante, etc.) durante o qual o movimento deve

TEO

e

-
i

=CA

ol ol el e

l
")



CAPITULO 1. ABORDAGEM HISTORICA 12

ocorrer. A conclusdo surpreendente de Zenao foi que o movimento era impossivel!

Aristoteles (384-322 a.C.) tentou refutar os paradoxos de Zenao com argumentos
filosdficos. Em matemdtica, mna aplicacao cuidadosa do coneeito de limite resolverd
as questoes levantadas pelos paradoxos de Zenao.

Para suas demonstracoes rigorosas das formilas para certas Areas e volumes,
Arquimedes (287- 212 a.C.) encontron vdrias séries infinitas - somas que contém um
numero infinito de termos. Néao possuindo o conceito de limite propriamente dito,
Arquimedes inventou argumentos muito engenhosos chamados de reduciao ao absurdo
duplo, que, na verdade, incorporam alguns detalhes técnicos do que agora chamamos
de limites.

Fibonacei (1170-1240) foi win grande matematico que contribuiu para esta drea
da matemética. Ele descobriu uma sequéncia de inteiros na qual cada ntimero é igual &
soma dos dois antecessores (1,1,2,3,5,8, ...), introduzindo-a em termos de modelagem
de nma populagao reprodutiva de coelhos. Esta sequéncia tem muitas propriedades
ciriosas e interessantes e continia sendo aplicada em virias dreas da matematica mo-
derna e na prépria ciéncia.

Pierre Fermat (1601-1665) desenvolveu um método algébrico para encontrar os
pontos mais altos e mais baixos sobre certas curvas. Descrevendo a curva em questao
por mna equagao, Fermat chamou um nimero pequeno de B, e entdo fez alguns cdlculos
algébricos legitimos, e finalmente assumiun E = 0 de tal maneira que todos os termos
restantes nos quais E estava presente desapareceriam! Essencialmente, Fermat colocou
de lado o limite com o argumento que E é “infinitamente pequeno”. Geometricamente,
Fermat estava tentando mostrar que, exatamente nos pontos mais altos e mais baixos
ao longo da curva, as retas tangentes a curva sao horizontais, isto é, tém inclinacao
7€ero.

No século XVII varios matematicos desenvolveram métodos algébricos para en-
contrar retas tangentes a determinadas curvas. Em cada um desses métodos o conceito
de limite era utilizado, sem ser formulado explicitamente.

Isaac Newton (1641-1727), em Principia Mathematica, foi o primeiro a reconhe-
cer, em certo sentido, a necessidade do limite. No infcio do Livro I do Principia, ele

tenta dar uma formulagao precisa para ¢ conceito de limite, Dor outro lado, Gottiried

Wilhelm Leibniz (1646-1716), que juntamente com Newton é considerado um dos cria-
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CAPITULO 1. ABORDAGEM HISTORICA 13

dores do Calculo Diferencial e Integral, no seu tratamento do célculo de dreas por meio
da uniformizacio do método de exaustio, fazia uso da nogio de somas de infinitésimos,
ou seja, somas de séries.

Dentre os Hderes desse desenvolvimento do século XVTIT estavam varios membros
da familia Bernoulli, Johann I (1667-1748), Nicolas I (1687-1759) e Daniel (1700-1782),
além de ontros grandes nomes como Brook Taylor (1685-1731), Leonhard Euler (1707-
1783), e Alexis Claude Clairaut (1713-1765).

Euler usou frequentemente séries infinitas em seu trabalho para desenvolver no-
vos métodos ou para modelar problemas aplicados. Publicon “Mechanica”em 1736,
onde aplicou sistematicamente o cilculo a mecanica e desenvolveu novos métodos para
resolver equacoes diferenciais usando séries de potencias. Estabeleceu a notagao de
somatdrio que usamos hoje, usando sigma para o sfmbolo da soma.

Jean Le Rond D’Alembert (1717-1783) reconheceu explicitamente a importancia
central do limite no cileulo. Na famosa Encyclopédie (1751-1776), D’ Alembert afirmon
que a defini¢ao apropriada da derivada necessitava um entendimento do limite primeiro
e entao, deu a definicao explicita: Uma quantidade é o limite de outra quanti-
dade quando a segunda puder se aproximar da primeira dentro de qualquer
precisao dada, nao importa quao pequena, apesar da segunda quantidade
nunca exceder a quantidade que ela aproxima.

No final do século XVIIL 6 grande matemdtico da época, Juseph-Louis Lagrange
(1736-1813), conseguiu reformular toda a mecanica em termos de cdlculo.

Ao longo do século XVIII, havia pouca preocupac¢ao com convergéncia ou di-
vergencia de sequéncias e séries infinitas; hoje, entendemos que tais problemas reque-
rem o uso de limites. Em 1812, Carl Friedrich Gauss (1777-1855) produziu o primeiro
tratamento estritamente rigoroso da convergéncia de sequéncias e séries, embora ele
nao tenha usado a terminologia de limites.

Na sua famosa Teoria Analitica do Calor, Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-
1830) tentou definiv a convergénicia de umina série infinita, novamente sem usar limites,
mas entao ele alirmou que qualquer fungao poderia ser escrita como uma de suas séries,
e nao mencionou a convergéncia ou divergéncia desta série.

No primeiro estudo cuidadoso e rigoroso das diferengas entre curvas continuas e

descontinas e fungoes, Bernhard Bolzano (1781-1848) olhou além da nocao intuitiva




CAPITULO 1. ABORDAGEM HISTORICA 14

da auséncia de buracos e quebras e encontrou os conceitos mais fundamentais os quais
expressamos hoje em termos de limites.

Finalmente, Augustin Louis Cauchy (1789-1857), um dos grandes matemaiticos
franceses da primeira metade do século XTX| formulon as nogoes modernas de limite,
continuidade e convergencia de séries, obtendo resnltados que marcaram uma nova era
para a Analise Matematica.

Contudo, Cauchy perdeu alguns dos detalhes técnicos, especialmente na aplicagao
da sua defini¢ao de limite a funcoes continuas e a convergencia de certas séries infinitas.

Niels Henrik Abel (1802-1829) e Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) es-
tavam entre aqueles que desencavaram estes problemas delicados e nao intuitivos.

Nas décadas de 1840 ¢ 1850, enquanto era um professor do ensino médio, Karl
Weierstrass (1815-1897) determinou que a primeira etapa necessdria para corrigir estes
erros era restabelecer a defini¢ao original de Cauchy do limite em termos estritamente
aritméticos, nsando apenas valores absolutos e designaldades.

Embora fundamental, esse conceito demorou mais de dois milénios para final-

mente ser rigorosamente definido pelos mateméticos do século XIX.




Capitulo 2

Sequéncia e Série

2.1 Sequéncias Geométricas e PG

As Sequencias Geométricas sao conhecidas no ambito do Ensino Médio, como
Progressoes Geomeétricas (PG) infinitas, mas uma Progressao Geométrica finita nao é
uma sequéncia, uma vez que o dominio da PG finita é um conjunto finito {1,2,3,...,m}

que € uiii siubcoujunto proprio de N.

Definig¢ao 2.1 (Progressio Geométrica finita) Uma Progressao Geométrica finita, €
wma colecdo finita de numeros reais com as MeSMAs caracteristicas que uma Sequeéncia
geométrica, mas com um ndmero finito de elementos. As Progressoes Geométricas
(PG) sio caracterizadas pelo fato que a divisdo do termo sequinte pelo termo anterior

¢ um quociente fizo. Se este conjunto possuim elementos, ele pode ser denotado por
G = (Gq., A2, A3y vy Apy ooy Am—1, a‘m)

No caso de uma Progressao Geométrica finita, temos os seguintes termos
técnicos.
(i) m é o mimero de termos da PG,

(ii) n indica uma posicao na sequéncia e também o indice para a ordem do termo

geral na no conjunto G,

oA

-
|




CAPITULO 2. SEQUENCIA E SERIE 16

(iii) a, € o n-ésimo termo da PG, que se 1¢ a indice n,
(iv) a; é o primeiro termo da PG, que se 1é a indice 1,
(v) a2 é o segundo termo da PG, que se 1¢ a indice 2,
(vi) am é o 1iltimo elemento da PG,

(vii) ¢ ¢ arazioda PG, que pode ser obtida pela divisio do termo posterior pelo termo

anterior, ou seja, na PG definida por
G =ay,a9,a3,...,0n-1,0n
temos que

Qs as ay Qn
aj az as ap—

Observacao 2.1 Na Progressao Geométrica (PG), cada termo é a média geométrica
entre o antecedente (anterior) e o consequente (sequinte) do termo tomado, dai a razao

de tal denominacdao para este tipo de sequéncia.

Teorema 2.1 (Formula do termo geral da PG)
A formula do termo geral de uma PG de razao q, cujo primeiro termo € ay, o

niniero de terimos é n e a, € o n-ésimo termo, €

an = alqﬂ_1
Demonstragao: Observamos que:
0
a = a=wmq
. . 1
G2 = m9=a1q
- o o3
az = Q= g
- -
a4 = a3q=aq
0, = 0uqq=mq"""

Pelo principio da indugao finita, obtemos a formula do termo geral da PG,

n—1
an = a19
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Definicao 2.2 Quanto ao aspecto de monotonia, uma PG pode ser:
(i) Crescente, se para todon>1:q>1 € a, < apyy-
(i) Constante, se para todon > 1:q=1 e a, = Gps,.

(iti) Decrescente, se para todon > 1:0< qg<1 e ay > tns1.

(iv) Alternada, se para todon >1:q < 0.

Exemplo 2.1 .

(i) A PG definida por U = (5,25, 125,625) € crescente, pois a; < as < a3 < ay.
(i1) A PG definida por O = (3,3,3) € constante, pois a; = ay = ag = 3.

(11i) A Progressio Geométrica definida por N = (-2, —4, -8, —16) ¢ decrescente, pois
ay > s > a3 > 4.
(in) A Progressio Geoméirica definida por N = (—2,4,—8,16) ¢ alternada, pois

g=-2<0.

Definigao 2.3 (Interpolagao geométrica) Interpolar k meios geométricos entre dois
nimeros dados a e b, equivale a obter uma PG com k+2 termos, em que a é o primeiro

termo da PG, b € o iiltimo termo da PG. Para realizar a interpolagio geoméirica, basta

obter a razac da PG.

Exemplo 2.2 Para interpolar trés meios geométricos entre 3 e 48, basta tomar
ap =3, a, = 48, k = 3 en = 5 para obter a razdo da PG. Como a, = a\q"",

entdo 48 = 3¢* € segue que q* = 16, garantindo que a razio ¢ g = 2. Temos entdo a

PG: R = (3,6,12,24,48).
Teorema 2.2 (Férmula da soma dos termos de uma PG finiia) Seja a PG finita,
Y = (ay,a1q,a1¢%, ...,a1¢" ). A soma dos n primeiros termos desta PG é dada por

Y i
L—4q

Sn=a1
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Demonstragao: Seja a soma dos n termos dessa PG, indicada por:
Sp=a1+@mg+ag’®+ ...+ ag"’

Se g = 1, temos:

Sn =a+a+a;+ ... +a =na;

Se q ¢ diferente de 1, temos

Sp=a1+ a9+ a; q2 + (:,1_q3 ks alq”"l
Multiplicando ambos os membros da igualdade acima pela razao ¢, obtemos

. 2 3 4 n--1 n

S =g+ ag" +amg +ag +..+ag" +ag
Dispondo estas expressoes de uma forma alinhada, obtemos:
Sp'= a1 +a1g+ ... + a1¢" ! }

4S, = aig+ ...+ aig” ! + aig"

Subtraindo membro a membro, a expressao de baixo da expressao de cima, obtemos
n
Sp — qSn = a1 —a1q
que pode ser simplificada em

Sa(l—q) =ai(1-q")

ou seja
1 =" "1
Sn = 1 g =a i 1
—4q q-— =d
que € a formula para a soma dos n termos de uma PG finita de razio g # 0. L < |

Exemplo 2.3 Para obter a razio da PG definida por W = {3,9,27,81}, devemos S

o kg i i I ” I} I} K “ oy (2]
dividir o termo posterior peto termo anterior, para obier ¢ = 3 = 3. Como a; = 3 ¢ %

n =4, substituimos os dados na formula da soma dos termos de uma PG finita, para |

obter: &
e | 81 -1 &0 =
S4=33_1=3 5 -—3?*120 Al

Confirmagao: Sy = 3+ 94 27 + 81 = 120.

Observagao 2.2 Uma sequéncia geométrica (infinita) é semelhante a wma PG, mas

nesse caso ela possui infinitos elementos, pois o dominio desta funcdao é o conjunto N.
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2.2 Sequéncias de Numeros Reais

Nessa se¢ao discutiremos sobre os conceitos basicos e apresentaremos alguns re-

sultados considerados importantes para um estudo sucinto das sequéencias numeéricas.

Definigao 2.4 Uma sequéncia de nimeros reais ¢ uma funcao z : N — R que as-
socia a cada nimero natural n um nimero real x,,, chamado de n - ésimo termo da
sequéncia.

Escreveremos (21, &2, -+, Tn, ) 0u (Zn)nen ou (2,), para indicar a sequéncia .
Nao se deve confundir a sequéncia z com o conjunto de seus termos
z(N) ={z1,22, -, Tn, -, },
que pode ser finito.

Exemplo 2.4 A sequéncia (1,1,1,...,1,...) tem como conjunto dos seus termos o
conjunto unitdirio {1}. Nesse caso, a funcio x ¢ a fungdo constante definida por z,, = 1,

para todo i € N.

Exemplo 2.5 A sequéncia {1,-1,1,-1,1,-1,...} é infinita, com
iy = —(=1)" = (=1)""". Mas observe que o seu conjunto de valores possui somente

dois valores, +1 e —1, ou seja, {z,} = {+1,—1}.
Definigao 2.5 Dizernos que uma Sequeéncia (Tp)jpen €

i) limitada superiormente quando eriste b € R tal que z, < b para todo n € N,

ou scja, Tn C { oo,b] para todo n C N.

i) limitada inferiormente quando existe a € R tal gue a < x,, para todo n € N,ou

seja, &, € [a,+o0) pare todon € N.

i) limitada quando é limitada superior e inferiormente, ou seja. quando existe

a,b € N tais que z, € |a,b] para toto n € N.
w) ilimitada quando nao € limitada.

Assim, mma sequéncia é limitada se, e somente se, existe k > 0 tal que |z,| < k

para todo n € N.
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Lema 2.1 A sequéncia (x,) nimeros reais ¢ lunitada se, e somente se, (|x,|) € limi-

tada.

Prova: Observe que todo intervalo [a,b| esta contido num intervalo centrado em 0 da
forma [—c, ¢| para algum ¢ > 0. Basta tomar ¢ = maz{|aj, jb|}, pois —c < a < b < ¢,
jaquec > |bl >bec>lal > —a, ouseja —c < a.

Uma vez que z, € [—c,c] é o mesmo que |z,| < ¢, a sequéncia (z,) é limitada se,

< ¢ para todo n € N, e portanto

e somente se, existe um nimero real ¢ > 0 tal que |z,

(z,) € limnitada se, e somente se, (|z,]) ¢ limitada. O

Definigao 2.6 Uma subsequéncia da sequéncia de * = (xp)nen ¢ @ restricao da
- i . . '3

funcao x : N — R a um subconjunto infinito N = {n; < np < --- < np < ---deN.

Escreve-se @' = (2, ) peny 0w (2n, Vpen ou {w,, v, -+ - 2., } para indicar a subsequéncia

7' = z|w.

Exemplo 2.6 Consideremos o subconjundo N' = {3n;n € N} de N. Se olharmos

a restrigio da sequéncia x(n) = -51,; ao subconjunto N' de N obtemos a subsequéncia

1 1 1
€ e
Definigao 2.7 Uma sequéncia (T, )nen €
i) crescente quando r, < T,.; para todon €N, ouseja ) < Ty < - < Tp < -+ -

Se z, < Ty para todo n € N, a sequéncia ndo-decrescente.

it) decrescente quando x,, > T,., paratodon €N, ouxy > Ty > -+ > Ty > -+~

Se x,, > z,.1 para todo n € N, a sequéncia é ndo-crescente.

1) As sequéncias crescentes, ndo-decrescentes, decrescentes, nao-crescentes sao cha-

madas sequéncias sequéncias mondétonas.

Lema 2.2 Uma sequéncia (x,)nen monoténa € limitada se, e somente se, possui uma

subsequéncia limitada.

Prova: Se a sequéncia (z,),eny monétona ¢ limitada, ¢ facil ver que toda sequéncia é

limitada.
Seja r,, < Iy, < --- < zp, < --- < buma subsequéncia limitada da sequéncia

nao-decrescente (z,). Note que para qualquer n € N, existe ny > n e, portanto,

ny < 7, < b. Logo, z, < b para todo n. Consequentemente, (z,),en € limitada. [
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Exemplo 2.7 Sendo z,, = 1 para todon € N, temos a sequéncia constante (1,1,1,---).

Entao ela ¢ limitada nao-decrescente ¢ nao-crescente.

Exemplo 2.8 Seja a € R ¢ consideramos a sequéncia x, = a”, n € N.

i)

i)

iii)

Sea=0 oua=1, entao z, = 0 para todon € N ou x, =1 n € N respectiva-

mente. Nestes casos, (In)nen € constante.

Se 0 < a <1, asequéncia € decrescente e limitada.

Com efeito, multiplicando ambos os membros da desigualdade a < 1 por a™ obte-

mos a™'' < a” para todo n € N, e assim a sequéncia ¢ decrescente.

Observe que, todos os termos dessa sequéncia sao positivos e portanto 0 < a™ < 1

nara todo n. € N, ou seja, (r,)acw € limitada.

Se —1 < a < 0 a sequéncia (a" )y nao € mondtona, pois seus termos sao alterna-
damente positivos e negativos, respectivamente se n € par ou impar, contudo, a

sequéncia € limitada.

De fato, como |a"| = |a|", e 0 < |a| < 1, pelo item (ii) e Lema 2.1 conclui-se a
afirmacao.
Se a = —1 entao a sequéncia (a")pen ¢ (—1,1,—1,1,--) € € portanto, limitada,

mas nao é mondtona.

Se a > 1 obtemos uma sequéncia crescente e thimitada.
Com efeito, a > 1 e a” > 0 temos que multiplicando a > 1 por a™ obtemos
a™'' > a” para todo n € N, logo a sequéncia € crescete.

Quanto a ser ilimitada, seja h > 0 tal que a = 1+ h. Entdo, pela desigualdade

de Bernoulli. a™ = (1 +h)" > 14+ nh. Dado b € R, erxiste n tal que n > b%

Logo, a™ > 1 +nh > b.
Portanto, a sequéncia (a") € crescente e ilimitada.
a < —1 a sequéncia (a™) ndo é mondtona, pois seus termos sdo alternadamente

positivos ¢ negatiwos, ¢ nao ¢ himitada superiormente e nao é limitada inferior-

MEnte.

Com efeito,

UFCG /"1I10TECA

|
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— Os termos de ordem par, T, = a*" = (az)“, formam uwma subsequéncia
crescente dlimitada superiormente, de ndmeros positivos, a sequéncia das
poténcias do nidmero a® > 1.

2n—-1 _ a?" ¢

~ (s termios de ordeie finipar, Top—y = “—, formam uma subsequéncia

decrescente ilimitada inferiormente, pois a < 0 e (a*),en € uma sequéncia

crescente ilimitada inferiormente.

Exemplo 2.9 Seja 0 < a <1 e consideremos a sequéncia que tem como termo geral
n
Tn =Z(Li=1+a+---+a“.
=0

n+1

A sequéncia (Tp)nen ¢ uma sequéncia crescente, pois Tp.y = Tn +a > T, para todo

n € N; e da formula da soma dos n primeiros termos de wma progressao geomélrica de

ruzdo a, termos
1 <=gmt] 1 a™*! 1
In = = o »
l—-a l—-a 1l—a 1-a

Portanto, 1 < x,, < ﬁ Vn € N, logo € limitada.

. R
Em particular, sea = 3, temos 1 + 5+ -+ - = =45~ < Ly = 2 para todo
2

Hn 0 ]
2 =5

n € N.

2.3 Limite de uma Sequéncia

Intuitivamente, dizer que mm mimero real a é limite da sequencia (z,)nen significa
afirmar que, a medida que o indice n cresce, os termos x,, tornam-se ¢ se mantém tao
proximo do mimero a quando se deseje. Dizer que z, vai-se tornando tao proximo de a
quanto se deseje significa dizer que |@, —a| torna-se inferior a qualquer niimero positivo

€, por menor que seja, desde que fagamos o indice n suficientemente grande.

icao 2. 1zemos que o nimero real a ¢ limi a sequéncia (T ¢ mimeros
Definicao 2.8 D / la ¢ limite da sequ (Tr)nen de nii
reais, € eScrevemos
lim z, = a, i3 =8 ou Tn—>a
n—+0o0
quando, para todo niimero real € > 0, ¢é possivel obter uwm. nimero natural ng tal que

|z, —al < ¢,

para todo n > ny.

i
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Simbolicamente, temos que

= lim z,. = Ve > 0,3Ing e N;n >ng = |z, —a| < €.

=00

Observe que se limz, = a entdo qualquer intervalo (a — ¢, a + ¢), de centro a e
raio e > 0, contémn os termos z,, da sequencia, com excecao 1o maximo de mn mimero
finito de indices n. Com efeito, dado o intervalo (a— ¢, a+¢), como lim z,, = a, obtemos
g €ENn>ny= |z, —a|l <e Ouseja, n > ng = @, € (a—¢,a+ ¢). Assim, fora do
intervalo (a — ¢,a + ¢) s6 poderao estar, no maximo, os termos Ty, &g, -+, Tn,-

Reciprocamente, se qualquer intervalo de centro a contém todos z,, salvo talvez
para um numero finito de indices n entao imz, = a. Com efeito, dado quaquer
¢ > 0, o intervalo (@ — ¢,a + ¢) conterd todos os termos z, exceto para um ntmero
finito de indices n. Seja ny o maior fudice n tal que z, ¢ (@ — c.a + ¢). Entéo
n>ng = T, € (@ —¢,a+¢), ou seja |v, — a| < e. Isto prova que limz, = a.
Teorema 2.3 Selimz, =a elimz, =0 entdoa =10

Demonstragao: Suponhamos a # b e consideremos

_la-1
]

€

Se lim z,, = a, entdo, para um certo n; temos
n>n = |z, —al <e

Da mesma forma se, lim «,, = b entao, para um certo n, temos
n>ny = |z, —bl <e

Seja ng = max{ny,n,}, de forma que n > ny nos leva simultaneamente a n > n; e

n > ng. Assim, n > ng implica que
la —b] = |(a — z,) + (2, — )| < |a—zn] + |zn — b] < 2¢ < |a— 1],

o que ¢ um absurdo. Logo a = b. O
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Teorema 2.4 Selimz, = a entio toda subsequéncia de (x,)nen converge para o limite

a.

Demonstragao: Seja (an,, @ny, @ng, **, Gn, ) Uma subsequéncia de (z,)nen. Dado € > 0,
existe ng € N tal que

n>nyg= |z, —al <c

Como os indices da subsequencia formam um subconjunto infinito, existe entre eles um
Ty = Tg- Entao

i > Mg = I‘T"ﬂ;‘ - a] << &

Logo, limz,, = a. O

Corolario 2.1 Se lim x, = a entao para todo k € N, lim x,.x = a.
n oIsg

L R e o)
Demonstragao: Com efeito, (Ty.x, Losk, T3k, s Tnsk, -+ -) ¢ Nma subsequéncia de
(Zn)nen € pelo teorema anterior seu limite é a. |

Observacgao 2.3 .

e O limite de uma sequéncia nao se altera quando dela retiramos um nimero fi-
nito de termos. Ou melhor, pelo o teorema 2.4, o limite se mantém quando se
omite um nimero infinito de termos desde que reste ainda um nimero infinito

de indices.

o Se (Tn)nen possui duas sequéncias com limites distintos entao (Zp)nen € diver-

gente.
o Se (zn)nen converge e a subsequéncia (zn, )ren converge para a, entio x, — a.
Teorema 2.5 Toda sequéncia convergente ¢ limitada.

Demonstragao: Seja (z,),en uma sequéncia que converge para a. Entao dado qual-

quer ¢ > 0, existe ng € N tal que

WS =0 — P e+ &
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Isto quer dizer que a partir do indece n = ng + 1, a sequéncia é certamente limitada:
a direita por a + ¢ e a esquerda por a — ¢. Falta, entdo, acrescentarmos os termos

restantes da sequéncia, para isso, basta considerarmos, dentre todos os mimeros
Ly T2yt +y Tny @ — €,Q 1€,

aquele que é o menor de todos, digamos m, e aquele que é o maior de todos, digamos

M e entao sera verdade, para todo n, que
m<z, <M,

O

como querfamos demonstrar.

Observacao 2.4 A reciproca do teorema 2.5 nao é verdadeira. Por exemplo, a sequéncia
(0,1,0,1,0,1,--) ¢ limitada, mas nao € convergente, pois To, = 1 — 1 e

Ton—1 = 0 — 0, ou seja (x,)nen possui duas subsequéncias que convergem para limites

Observacao 2.5 Se uma sequéncia nao € limitada, ela nao € convergente.

Teorema 2.6 Bolzano-Weierstrass

Toda sequéncia limitada (T,)nen de nidmeros reais possui uma subsequéncia con-

vergente.
Demonstragao: Ver [3].
Teorema 2.7 Toda sequéncia mondtona limitada € convergente.

Demonstragao: Consideremos,  para fixar as idéias, a sequéncia
(zy € 9 < -+« <, < ---) nao-decrescente limitada. A hipdtese de ser limitada

A
ii-

significa que ela é limitada superiormente, ou seja, seu conjunto de valores possui s
premo a = sup{z,|n € N}.
Vamos mostrar lim z, = a.
n—+o0
Dado ¢ > 0, como a4 — € < a, o nlimero a — € nao € cota superior do conjunto
dos termos da sequéncia. Logo existe ng € N tal que a — ¢ < xp,. Como a sequéncia é
monétona,

TSN =5 iy S Ty
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e, portanto,

Lk = Py
Como z, < a para todo n, vemos que

N>MNyg=>a—t< Py < a+e

Assim, lim z, = a.
n—-+00
De modo andlogo, podemos provar que se (Tp)pen € nao-crescente entao

lim z, =inf{z,|n € N} O

N—ro00

Corolario 2.2 Se uma sequéncia monotona (x,)nen possui uma subsequéncia conver-

gente, entao (T,)nen € convergente.

Demonstragao: Pelo Lema 2.2, a sequéncia monotona (z, )nen ¢ limitada porque pos-

sui subsequéncia convergente e, portanto limitada. Entéo, pelo teorema anterior,(x,, )nen

Ty T (|
O Lunvel Boiive. L

Exemplo 2.10 Seja a € R a sequéncia (a")yen. Entao:

e Sea=1 oua=0, asequéncia constante (x,),en converge e tem limite 1 e 0,

respectivamente.

e Sea = —1, a sequéncia (—1,1,-1,1,---) € divergente, pois possui duas sub-

sequéncias, (22" )nen € (£2"Y),en, que converge para limites diferentes.
o Sea>1 a sequéncia (a")nen € divergente, pois ¢ crescente ¢ iimitada superior-
mente.

e Sea < ~1, a sequéncia (a")n,en € divergente, pois ndo ¢ limitada superiormente

nem inferiormente.

e S¢ 0 < a <1, asequéncia (a")nen € decrescente e limitada, logo, convergente.

Além disso, lim a" = 0.
n—oo

L P

—~ a o . Rod 1 Y 3 < i

Com efeito, dado ¢ > 0, existe ng € N tal que = > + para todo n > ng, pois a

sequéncia ((al)“) é crescenle e ilimitada superiormente, ja que -;f > 1. Logo,
: nel

—e < a™ < ¢, Yn > nyg.

|

. TECA

imap =
WFCG '~
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Observacgao 2.6

Lim o, =0« lim |e.|=0

Th—-+00 n—+00

Exemplo 2.11 Se 0 < a < 1, a sequéncia (z,)nen, onde

l_an—f—l
T =1 FaF ot = —m——y

l1-a

é convergente porque ¢ crescente ¢ limitada superiormente. Além disso,

- 1
lim @ = .
n—+00 —a

De fato, dado ¢ > 0 existe ng € N tal que |a"| < ¢(1 — a) para todo n > ng. Logo,

1
Tn — 7= =]“IT“l < ¢ para todo n > ng.

. : 1
O mesmo valor para a tal que 0 < |a| < 1, ou seja, lim z, = T , apesar de
n——+C

oo —a

(Tn)nen. ndo ser mondtona para —1 < a < 0. O

2.4 Sequeéncias de Cauchy

Definigao 2.9 Dizemos que uma sequéncia (z,) ¢ de Cauchy quando para todo ¢ > 0

dado existe ng € N, tal que |z, — T,| < € quaisquer que sejam m, n > ng.

Para (z,) ser uma sequéncia de Cauchy, exige-se que seus termos z,, € z,, para
valores suficientemente grande dos indices m e n, se aproximam arbtrariamente uns

dos outros, a partir de um determinado indice.
Lema 2.3 Toda sequéncia convergente ¢ de Cauchyy.

Demonstragao: Seja a = limz,. Dado ¢ > 0, existe ng € N tal que |z,, —a| < § e
|z, — a| < §, quaisquer que sejam m,n > ny.

Logo, |Tm — @n| < |&m — a| + |zn — a| < 5 + 5 = € para todos m,n > ng. O
Lema 2.4 Toda sequéncia de Cauchy € limitada.

Demonstragao: Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy. Tomando ¢ = 1, obtemos ng € N
tal que

m,n > ng = |om — za] < 1.

r‘ x

01

TS | Ty

RS PR
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Em particular,

> ng=> [Ty —2a]| < 14

ou seja,

N2 N => Ty € (Tng — 1, Ty +1)-

Sejam « 0 menor e 3 o maior elemento do conjunto
{Ila Lo, L3, "y Tpy — 11 Lnyg + 1}
Entao z, € [, ] para cada n € N, logo (z,) ¢ limitada. O

Lema 2.5 Se uma sequéncia de Cauchy (x,) possui uma subsequéncia convergindo

para a € N entao lim z,, = a.

Prova: Sendo (z,) uma sequéncia de Cauchy temos que dado ¢ > 0, existe ng € N tal
que
RS l - {
m, 1> g = |Bm — Zn| < =.

2
Seja (x,,) uma subsequéncia de (x,) convergindo para a. Entéo existe n; > ng tal que
|7y, — al < 5. Portanto,

£

2

(.
n>n0:>|;rﬂ—a|§|:£ﬂ_:rﬂ||+|$nll<§+ = €.
Com isso mostramos que limz,, = a. O

Teorema 2.8 Toda sequéncia de Cauchy de nimeros reais converge.

Demonstragao: Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy.
Pelo Lema 2.4, ela é limitada. Consequentemente, pelo Teorema de Bolzano-
Weierstrass, ela possui uma subsequéncia convergente. Finalmente do Lema 2.5 temos

ue (z,) é convergente. 3
que (zn) g

2.5 Séries Numéricas

Em matemadtica, o conceito de séries, ou ainda, de série infinita, surgiu da tenta-

tiva de generalizar o conceito de soma para uma sequéncia de infinitos termos.
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A partir de uma sequéncia de mimeros reais (a,) formamos uma nova sequéncia

(8n), Cujos termos sao somas:
S, =a;+ay+---+ap,n €N,

(= 5]
que chamamos as reduzidas da série E Gy
n=1

A parcela a, é chamado o n-ésimo termo ou termo geral da série.

Se existe o limite

s=1lims, = lim (a;+ a2+ -+ an),
=00

L
dizemos que a série ¢ convergente e que s ¢ a soma da série. Escreveinos, entio

oo
S=Zan=a1+ag+'--+an+'--

n=1

Se a sequéncia das reduzidas niao converge, dizemos que a série Y _ a, é divergente.

Observagao 2.7 Toda sequéncia (x,) de nimeros reais pode ser considerada como a
sequéncia das reduzidas de uma série
De fato, basta tomar ay = &) € Gpiq1 = Tpey — Tn, para todo n € N, pois assim,

teremos:

S1 = ap =4y,
S = Q1+ a0 =&+ Ty — T = Ta,
Sn = T+ (2o —x) + (23 — 22) + +++ + (T — Tn—y) = T

o0
Assim, a série T+ E (Tpe1 —x,) converge se, e somente se, a sequéncia (x,) €

n=1
convergente. F, neste caso, a soma da série ¢ igual a im x,,

Teorema 2.9 Se )" a, é uma série convergente, entdo, lima, = 0.

Demonstragao: Seja s = lim s,, onde s, = a; +ay+---+a,. Evidentemente, tem-se
N—00
lim s,_| = s.

Logo,

lima, = lim(s; — $4—1) =lims, —lims,-1 =8 —5=0
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Exemplo 2.12 A reciproca do teorema acima € falsa.

De fato, basta considerar a série harmonica E —. Seu termo geral % tende
n

n=1

para zero, mas a série diverge.

Com efeito, para n > 1, temos

weta b (e DbebeDhen e )

2 4 5 6 7
1 1 1 1 1 1 1 1 1
R R R L s S L R
_1+E_L_2‘+é+...+2n‘] w-1_;_n.l
T t2747 80 g T g

Logo, a subsequéncia son tende a +oo. Como a sequéncia (s,) é crescente e

ilimitada superiormente, temos que s, — +00, 011 seja, a série harmonica diverge.

Teorema 2.10 (Soma de wmna série geométrica)

Seja wma sequéncia geométrica © : N — R definida por x(n) = a1q™', cujos

termos estao no conjunto infinito:
gt 2 3 n—1
F = (a1, a1, 1q°,a1q°, - -+ ya1q" ", - -).

Se —1 < q <1, a soma dos termos desta sequéncia geométrica, € dada por

Demonstracao: A soma dos termos desta sequencia geométrica ¢ a série geométrica
1

de razao ¢ e nao é obtida da mesma forma que no caso das PGs (finifas), mas o processo

finito ¢ usado no presente cdlculo.

nnito

Consideremos a soma dos termos desta sequéncia geométrica, como:
S=a+a+a+- 4@+ "
que também pode ser escrita da forma

(@ +aq+a@+a1®+---+ag" ' +--)

ou na forma simplificada

S=a(1+q+¢@+¢+ - +¢""+:-)

UFCC ' ™" IDTECA
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A expressao matematica dentro dos parénteses

oo
Y " =l4g+ @+t

n=0
é carente de significado pois temos wma quantidade infinita de termos e dependendo
do valor de g, esta expressio, perderd o sentido real.
Analizaremos alguus casos possiveis, sendo que o 1ltimo ¢ o mais importante nas

aplicagoes.
(i) Se g > 1, digamos g = 2, temos que
S=1+4+2+22+2%+... 42" 4. =
e o resultado nao é um mimero real.
(ii) Se g = 1, temos que
S=1+1+1+-+1+ =00
e o resultado nao ¢ um mimero real.
(iii) Se q = - 1, temos que
= w5 L= LT = Lo = |l dperns

¢ dependendo do modo como reunirinos os pares de ntimeros consecutivos desta

PG, obtemos:
S=14+(-14+1D)+(-1+1)+(-1+1)+--+(-14+1)+---=1
mas se tomarmos:
S=1-D+01-D+1-D)+1-1)+---+(1-1)+:--=0
ficard claro que g = —1, a soma dos termos desta série se tornara complicada.
(iv) Se g < —1, digamos ¢ = —2, temos que
S=1-24+4—-8+16-324+64+ - +2"1 2" ...

que também é wma expressao carente de justificativa.

1

BIEE

R R T S
™t ir

Ratad

fr——
=1

LB o il

{1 =
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(v) Se —1 < ¢ < 1, temos o caso mais importante para as aplicacoes.

o0
Z:q“=1+q+q2+q3+---+q”“'+--~
n=0

A soma dos w primeiros termos destaséric geométrica, serd indicada por

Sp=14+q+¢+¢+---+¢"",

e ja mostramos antes que
it

L—q
S, = "

Mas se tomamos —1 < ¢ < 1, a poténcia ¢" se aproxima do valor zero, a medida
que o expoente n se torna muito grande sem controle (0s matematicos dao o nome

infinito ao pseudo-niimero com esta propriedade).

Para obter o valor de soma, devemios tomar o limite de S, quando n tende a
infinito. Assim, concluimos que para —1 < g < 1, vale a igualdade:

1
=

S=3ITqglg®lg®les]g®§se

De uma forma geral, se —1 < ¢ < 1, a soma
a+ag+a+ad+--+a "t 4+

pode ser obtida por:

O

Exemplo 2.13 1. Paru obter a soma dos termos da sequéncia geométrica S = (2,4,8, - -+),
devemos obter a razao, que neste caso é ¢ = 2. Assim, a soma dos termos desta PG
infinita é dada por:
=D B BT
e esta série € divergente.
2. Para obter a soma dos termos da sequéncia geométrica definida polo conjunto
¥ = (5,%,%,%,%,---), temos que a Tazao € q = % e a; = b, recaindo no caso (5),

assim, basta tomar
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o0
Observacao 2.8 A série geométrica ) “a” ¢

n=0

e divergente, se |a| > 1, pois, neste caso, seu termo geral a™ ndo tende para zero.

e convergente, se |a| < 1, pois, neste caso, a sequéncia das reduzidas ¢

y an+1
3n= 1+a+"‘+{1n:—"—',
1 =w
que tende para . Isto ¢, E g ) se la| < 1.
n=0 i
_ & e
Exemplo 2.14 Considere a série E (Z) ;
n=1
Trata-se de uma série geométrica de razao r = % cujo o valor absoluto é inferior
| . /Lyt 1 4
a 1, donde se conclui que a série é converqente tendo-se E — = T =
4 1-2 3
n=1 4
=00
Exemplo 2.15 A série geométrica E (=2)""1 de razio r = —2, ¢ divergente uma
n=1

vez |r| > 1.




Capitulo 3

Paradoxo da Dicotomia

3.1 Escola de Eleia

Tudo comecou na Escola de Eleia onde Zenao (Zenon - nome grego) foi discipulo.
A Escola foi fundada na cidade de Eleia, hoje Vélia, Itdlia, por Parmeénides dizem uns
e por Xenofanes dizem outros. Eleia era uma cidade portuaria, com viarios templos e
cotn inurallias de grande extensdo, situada a sudoeste de Itdlia.

Parménides nascen emn Eleia cerca de 515-510 a.C., filésofo, poeta e o fundador da
Escola Eleatica.*O principio fundamental dos Eledticos era a unidade e a permanéncia
do ser, ponto de vista que contrastava profundamente com as ideias pitagdricas de
multiplicidade”. Houve trés teorias de Parménides que ficaram famosas: “o ser e o néo
ser” onde comparava qualidades opostas e ordenava-as, por exemplo, o masculino em
oposi¢ao ao feminino e cada um apenas com a negacao do ontro, em que o nao ser era
uma oposicao do ser; “o vir a ser” que segundo Parménides era quando o “ser e o nao
ser” agiam conjuntamente; E “o ser-absoluto”que era a unidade eterna (ver [8]).

Zenao concordava com as doutrinas do seu mestre, mas, utilizou métodos indire-
tos para defendé-las, como a reducao ao absurdo. “... 0 método usado por Zenao era
o método dialético, antecipou-se assim a Socrates no uso do método indireto da razao
que consiste em partir das premissas para terminar reduzindo-as ao absurdo”. Nao

se sabe muito bem ao certo quando Zenao nasceu e morreu, diz-se gue nasceu entre

CC "~ ITECA
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496- 488 a.C. e morreu por volta de 435-425 a.C. Na sua juventude escreveu Epichei-
remata onde defendeu a diferenca entre o ser Uno, continuo e indivisivel (doutrina
de Parménides) contra o ser Miltiplo, descontiuuo e divisivel (doutrina de Heraclito e

Pitigoras).

Zenao e os Seus Paradoxos

“Em 450 a.C. o pensador Zenao de Eleia propos uma série de Paradoxos”, onde tentou
explicar os conceitos de movimento e de tempo, e fol assim que surgiram as primeiras
ideias que iriam conduzir ao conceito de limite. A palavra Paradoxo vem do grego
“Paradoxos”, que significa contrdrio & previsao ou a opiniao comum, portanto é uma
afirmacao que parece ser contraditoria, incrivel ou absurda, isto é, é tao absurda que
jamais podera ser verdadeira.

Os quatro Paradoxos bem conhecidos sao:

O Paradoxo da Dicotomia;

O Paradoxo de Aquiles e a Tartaruga;

O Paradoxo da Seta Voadora;

O Paradoxo das Fileiras em Movimento ou Paradoxo do Estddio.

Nestes Paradoxos Zenao mostrou que se o conceito de continuo e de divisao infinita
for aplicado ao movimento de qualquer corpo, entao o movimento nao existe; parecem
ilogicos, contusos, mas sao simples de explicar e conduzemn a problemas watenuiticos.
Vamos entao analisar o Paradoxo da Dicotomia.

No Paradoxo chamado a Dicotomia, Zenao parte da suposicao de que certa
distancia tem infinitos pontos, e que um corredor teria que passar por todos eles antes
de atingir a linha de chegada, para concluir que o corredor nunca atinge seu objetivo.
Assim, a razao mostra que o movimento é impossivel, e o que vemos é uma ilusao.

O que este paradoxo diz que é que nao ha movimento porque aquilo que se move
tem de chegar a meio do seu percurso antes de chegar ao fim. Que aquilo que se move
de mn lado para o outro temn de primneiro chegar a meio do seu percurso, nada tem
de extraordindrio ou paradoxal, a conchisao de que isso implica que o movimento é

impossivel é que ¢é estranha.
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Um corredor nunca pode alcangar a meta numa corrida porque tem sempre que
correr metade de qualquer distancia antes de correr a distancia total. Quer isso dizer
que, tendo corrido a primeira metade, terd ainda que correr a segunda metade. Quando
tiver corrido a metade desta, falta-The a oitava parte do inicial e assim indefinidamente.

Analisando o problema, Zenao concluiu que desta maneira o atleta nunca chegaria
a meta. Portanto o movimento era impossivel.

O argumento de Zenao esta bem formulado embora com wm pressuposto errado:
o de que ¢ impossivel transpor uma infinidade de parcelas de espago num tempo finito.

A soma de um ntimero infinito de parcelas positivas pode ser um niimero finito,

o contrario do que se pensava na Escola Eleatica.

Zenao o Filosofo e Légico

Zenao com este Paradoxo queria provar que o movimento nao existe que este tal como
as mudangas e as transformacgoes fisicas eram ilusoes provocadas pelos nossos sentidos.
Néo nos podemos esquecer que Zendo era um eleata, todas estas questdes eram tratadas,
na altura, mais filosoficaimente do que matematicamente.

Zenao era, sobretudo filosofo e 16gico, mas os seus Paradoxos contribuiramn para
o desenvolvimento do rigor l6gico e matematico e foram considerados insoliiveis até ao
desenvolvimento dos conceitos de continuidade e infinito. Ele foi o primeiro grande
questionador na histéria da matematica, os seus Paradoxos espantaram matematicos
durante séculos e a tentativa de resolve-los conduziu a numerosas descobertas.

Como consequéncia destes Paradoxos os Gregos desenvolveram o que se chamou
de Horror ao Infinito.

Para os matematicos gregos, que nao tinham uma real concepgao de convergéncia
et particular para o hufinito, estes raciociuios eram incomnpreeusivels.  Aristételes
conusiderou-os ¢ resolven po-los de parte, ficando ao “abandono”por quase 2500 anos.
Hoje, com o desenvolvimento da matemadtica, nomeadamente no estudo de somas in-
finitas e de conjuntos infinitos, estes Paradoxos podem ser explicados de um modo
razoavelmente satisfatorio. Mas ainda agora, o debate continua sobre a validade dos
Paradoxos e as suas racionalizacoes.

Por exemplo, parece-nos natural dizer que o atleta chegara a meta, portanto
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a conclusao de Zenao ¢ absurda, pois nao corresponde a realidade, e que por isso o
Paradoxo deva ser rejeitado. Mas, nao adianta constatar o absurdo, € preciso apontar

a fallia no raciocmio de Zenao neste Paradoxo. como € topico do raciocinio matematico.

3.2 Paradoxo da Dicotomia

Um corredor minca pode alcangar a meta numa corrida porque tem sempre que
correr metade de qualquer distancia antes de correr a distancia total. Ou seja, tendo
corrido a primeira wetade, terd ainda que correr a segunda metade. Quando tiver
corrido a metade desta, falta-lhe a oitava parte do inicial e assim indefinidamente.

Zenao referia-se a corrida idealizando. evidentemente, wma situacao na qual o
corredor é considerado como wm ponto em movimento de um extremo do segmento até
ao outro extremo do segmento de reta.

Assim sendo, numa pista de corrida ou num estddio, seria sempre impossivel
chegar & meta, daf que haja quem dé esse nome ao Paradoxo (Paradoxo do corredor),
se bem que o mais comum seja dicotomia devido a constante divisao por dois.

Pode-se considerar que o erro neste Paradoxo ¢ o de confundir uma distancia
infinita comn wma distancia finita infinitaente divisivel, como € o caso, pois entre dois
pontos nao temos uma distancia infinita, mas uma distancia que poderiamos dividir
infinitamente.

A resposta para este problema ndo passa pelo simples argumento de que para
dizer que de fato juntando todas as metades obter-se-ia a totalidade do percurso, pois
se poderia reformular o enunciado (mantendo as ideias subjacentes) substituindo as
metades por tergos: antes de percorrer todo o projeto tem-se de percorrer um terco
do trajeto; mas antes de percorrer um tergo, tem-se de percorrer um terco do terco,
um nono; € assim sucessivamente, mas o que nao implicaria que ndo se completasse o
trajeto.

Dizer que o corredor nunca atinge a meta, significa que ele nao pode atingir esse
ponto ao fim dum intervalo de tempo finito; ou, por outras palavras, que a soma dc
um mimero infinito de intervalos positivos de tempo nao pode ser certamente finita.

Jamais se poderia em tempo finito contactar com wm nimero infinito de coisas,

s6 que isso nao inviabiliza que se contacte com coisas infinitas no que diz respeito a
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divisibilidade porque, neste sentido, o proprio tempo é também infinitamente divisivel.
Existemn infinitos poutos no espaco percorrido, mas taanbéin sio infinitos os mornentos
do tempo utilizado para percorré-lo.

Podemos formmlar o paradoxo de outra maneira. Suponhamos que o corredor

parte do ponto () e corre para o ponto 1.

1116

I »
; : B
)] =

Figura 3.1: O corredor parte do ponto 0 e corre para o ponto 1.

As posicoes assinaladas com 1, 1, 1. etc., indicam a fragio do percurso que falta

percorrer quando esses pontos sao alcancados.

Estas fragbes, cada mma das quais vale metade da anterior, subdividem o percurso
total num utimero indefinido de pequenos segmentos cada vez menores.

Para per(:t-)rrer cada wm desses segmentos ¢ necessario um certo intervalo de tempo
e o tempo exigido para correr todo o percurso € a soma total de todos estes intervalos
parciais.

Dizer que o corredor nunca atinge a meta, significa que ele nao pode atingir esse

ponto ao fim dum intervalo de tempo finito; ou, por outras palavras, que a soma dum

nimero infinito de intervalos positivos de tempo nao pode ser certamente finita. —
“O problema por tras da Dicotomia, parece repousar na intui¢ao de que o corredor : ?f':i

demnora utn ternpo finito mifuiino para percorrer cada intervalo espacial sucessivo. Comao ] :;:

hid infinitos desses intervalos, o tempo de transcurso seria infinito. Porém, sabemos lg

que essa intuigio é erronea: o tempo de percurso por cada intervalo é proporcional ao

comprimento do intervalo (supondo velocidade constante). Da mesma maneira que os

intervalos espaciais somam 1 na série convergente, os intervalos temporais também o

fazem. O corredor acaba completando o percurso!” (ver [7]).
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Incoeréncias do Paradoxo

Ao se afirmar que, por tal argumento explicito acima, que o corredor nunca pode
alcangar a meta, Zenao desconsidera qualquer reflexio sobre o que ¢ o tempo. A
conclusio de gue corredor nunica pode alcanigar a meta se sustenta sobre o argumento de
infinitos deslocamentos simultaneos, mas que representam sempre metade em relacao ao
deslocamento anterior. Analogamente, o tempo transcorrido para cada deslocamento
ird ser de metade do tempo do deslocamento anterior. Logo, tem-se que o tempo
transcorrido ¢ uma progressao geométrica de razao inferior a “um”, o que significa
que somando-se os infinitos intervalos de tempo dessa progressao. haverd um valor
limite ao qual o somatdrio converge. Encontra-se, entao, mma incoeréncia no paradoxo,
porque ele define que corredor nunca pode alcangar a meta, porém a andlise temporal

demonstra que isto acoutecerd apenas neste intervalo de tempo fixo.

3.3 Analise Matematica do Paradoxo

A solugao cldssica para esse paradoxo envolve a utilizacao do conceito de limite
e convergencia de séries numéricas. O paradoxo surge ao supor intuitivamente que a
soma de infinitos intervalos de tempo é infinita, de tal forma que seria necessirio passar
um tewnpo infinito para o corredor alcangar a meta. No entanto, os infinitos intervalos
de tempo descritos no paradoxo formam uma série geométrica e sua soma converge

para um valor finito, em que o corredor ird alcancar a meta.

Velocidade Constante

Tempo Gaste

Consideremos a seguinte situacao: um corredor desloca-se, a uma velocidade constante,
entre dois pontos que se encontram em linha reta, A e B, no que gasta certo tempo 7.

Para atingir o ponto B terd primeiro que efetuar o percurso até o ponto médio
entre A e B, o que lhe demorara o tempo g . tera depois que chegar ao ponto médio
entre este e B, ou seja percorrer metade da distancia restante, no que gastara o tempo

T

7 € assim sucessiva e indefinidamente.
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O tempo total que lhe demorard o trajeto entre A e B é, assim, dada pela ex-

pressao
e conef i
4 on

Temos, entao, uma “soma”com wma infinidade de parcelas, todas positivas, o que nos

:
2

pode leva a pensar que o seu resultado é infinito. No entanto, o valor da “soma”tem
que ser T, pois este é o tempo que o corredor gasta no percurso.
Consideremos novamente a soma
T T T
Naturalmente, nao podemos somar um mimero infinito de parcelas, mas podemos somar
cada vez mais parcelas, calculando as chamadas somas parciais.

Com efeito, se calonlamos virios destas somas parciais, encontramos

5 =

1_‘27

e LT

2 = 57Ty

o s L @

BT TR
= L i

m = gy on

e estudar o comportamento destas somas, quando n tende para +oc.
O valor da “soma”infinita sera, caso exista, o limite desta sequéncia.
Neste caso, a soma parcial s, é a soma dos n primeiros termos de uma progressao
geométrica de razao § e primeiro termo % , pelo que
Tl-mr _of__L
o =T -5)

j = 1 - 211.—1
2

Quando n tende para 400, s, tende para T, que € o tempo efetivainente gasto pelo
corredor.
Este processo limite parece invalidar a afirmacao de que a soma de um nimero

infinito de intervalos de fempo nao pode ser minca finita.

Onde o corpo deve chegar

Agora vamos determinar exatamente o ponto onde o corpo deve chegar.




CAPITULO 3. PARADOXO DA DICOTOMIA 41

Dado que um corpo deve-se percorrer uma determinada distancia, digamos entre
0 e 1, onde o corpo iuicia o trajeto do pouto 0 e segue em diregio ao ponto 1.

Considere que o intervalo AB ¢ igual a 1. O ponto M; divide o intervalo ao
meio, portanto a primeira metade equivale a % O segindo ponto, Ms, divide a metade
restante ao meio, portanto equivale a % do comprimento original. Logo, o intervalo
pode ser expresso como uma soma de intervalos que cresce ilimitadamente por partes

que sempre sao wenores que a imediatamente anterior:

1 & 1 i 1 i 1 &
2 4 8 16
Com efeito, se calculamos viarios destas somas parciais, encontramos
I 1
1. = 2?
1 % 1
S = —+-—
2 2 41
oo - 1,11
T 274y
" e modes
Sﬂ - — -_— e —
2 4 2n

e estudar o comportamento destas somas, quando n tende para +oc.

Neste caso, a soma parcial s, ¢ a soma dos n primeiros termos de uma progressao

eométricn de razio L e primeiro termo 1 elo aue
g 56D 5 D 1
11—zt 1
Sp = R T =1(1-—
2 1— 3 2“'_1

Quando n tende para +oc, s, tende para 1.

Portanto, o resultado da soma obtida é justamente o valor da distancia que o
corpo devera chegar ao final do pereurso e com esse cdleulo podemos concluir que é
possivel dado nma determinada distancia wm corpo no estadio percorra todo o trajeto.
Nesse caso, o resultado assim obtido é exatamente o valor da distancia que o corpo
deverd percorrer, ou seja, o intervalo considerado entre 0 e 1, partindo do ponto 0 ¢ ao
final do percurso o corpo chegara exatamente no ponto 1.

Geometricamente, nunca chegaremos ao ponto B, veja: saindo do ponto 0 em
direcao ao pouto 1, temos que primneiro passar pelo pouto %(metade do espago 0 -
1), depois pelo ponto 11 (metade do espago % - 1), %(metade e, TIE (metade ---),

= (metade - - -), conforme a Figura 3.2,

T i et e e
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1/16
A B
" = 1 | I 1
¥ 1 T e’

Figura 3.2: Interpretacao Geométrica
Velocidade nao Constante

Vamos agora apresentar um argumento que proporciona um consideravel apoio
ao ponto de vista de Zenio.
Suponhamos que a sua velocidade decresce gradualmente de tal maneira que ele

gasta:

e T minutos parairde 1 a

minutos para ir de 3

w2~

Wi~

minutos para ir de

s -
-

e em geral, L minutos para ir de 317 a 2.

O “tempo total” que gasta na corrida pode representar-se pela a série infinita:

T T T
T+-+5+t—t (3.1)
2 3 n

Neste caso o nosso sentido fisico nao sugere qualguer “soma”natural ou ébvia para
atribuir a esta série e por isso devemos confiar inteiramente na andlise matematica para
tratar deste exemplo. !

Procedamos como no caso anterior introduzindo as somas parciais s, ou séja

sn=T+I+z+---+Z (32) |
2 3 n

O nosso objetivo consiste em analisar o que acontece a s, quando n cresce inde-

finidamente.

A teoria geral das séries infinitas faz uma distingao entre a série geométrica cujas
as soinas parciais tem limite finito e as séries harmnonicas
T

r+f T T,
2 3 n
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cujas somas parcias tendem para um limite infinito.
Por outras palavras, se a velocidade do corredor decresce da maneira que se indica
atrds, devernos concordar com Zendo e concluir que o corredor nao pode atingir a meta

ao fim de qualquer intervalo de tempo finito.

3.4 Consideracoes Finais

Com a solugao deste paradoxo esclarece o que por muitos séculos intrigava os
matematicos e conclui-se que Zenao de Eleia fez uso de mn pressuposto erroneo para
foriular o paradoxo. O argmnento que conduziu o Eledta ao erro foi o de que seria
impossivel transpor um nidmero infinito num espago de tempo finito. Isso quer dizer
que dado um certo intervalo, digamos 0 e 1, hé infinitos pequenos intervalos, mas para
Zenao se somar todos esses intervalos por mais pequenos que fosse, a soma resultaria
em um nimero muito grande e que seria impossivel partindo do ponto 0 e chegar ao
final do percurso, no caso, alcangar o ponto 1, pois teria que sempre percorrer metade
do percurso em um processo infinito.

A resolucao deste Paradoxo leva a uma ideia inquietante: ao contrario do que se
pensava na escola de Zendo, a soma de min mimero infinito de parcelas positivas pode
ser um ntimero finito!

Ou seja, é frequente muitas das intui¢oes humanas estarem completamente erra-
das. Alias, aquilo que é costime designar por “bom senso” poderia levar-nos a concluir,
por exemplo: o Sol anda & volta da Terra. Com efeito, todos os dias o vemos aparecer,
seguir uma determinada trajetoria e mais tarde desaparecer. E o “bom senso” parece-
nos mostrar que, estando nos em repouso, é com certeza o Sol que se desloca...

E sao as estruturas matematicas que, quando criadas e formalizadas, nao s6 vem
resolver e dar luz a grandes mistérios. como também ajudamn a abrir as nossas mentes
e compreender situagbes que de outro modo seriatn incompreensiveis. Claro que na
Grécia Antiga ainda nao se conhecia o conceito de limite e este s6 foi formalmente

descoberto vinte e quatro séculos mais tarde com Cauchy (1789-1857).
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