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Resumo

Neste trabalho apresentaremos o surgimento da nogao dos mimeros dentre seu
contexto histérico desenvolvido por algumas civilizagoes que elaboraram sistemas de
numeragao e processos de contagem que precederam e encaminharam para o surgimento
do sistema decimal que hoje usamos (indo-ardbico), buscando compreender a expansao
dos mimeros naturais da soma aos critérios de divisibilidade. Também, abordaremos
a importancia do material concreto, Material Dourado, e exemplificacoes no processo
de ensino-aprendizagem dos nimeros naturais, ordem (unidades, dezenas, centenas e
milhares) e das quatro operagoes fundamentais da aritmética (adigdo, subtragao, mul-

tiplicacao e divisao).

Palavras-chave: Niimeros. Sistema Decimal. Material Dourado.
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Abstract

In this work we present the emergence of the concept of numbers among its his-
torical context developed by some civilizations that developed number systems and
counting processes that preceded and headed for the emergence of the decimal sys-
tem that we use today (Indo-Arabic), seeking to understand the expansion of natural
numbers the sum of divisibility criteria. Also, we discuss the importance of concrete
material, Gold Material, and examples in the teaching and learning of natural order
(ones, tens, hundreds and thousands) and the four basic arithmetic operations (addi-

tion, subtraction, multiplication and division) process numbers.

Keywords: Numbers. Decimal System. Gold material.
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Introducao

Ao longo da Histéria, diferentes civilizagoes se organizaram em grupos, pastore-
aram animais, produziram e estocaram alimentos. Paralelamente a essas atividades,
desenvolveram o sentido de nimero por uma questao de sobrevivéncia.

Nos escritos de antigas civilizagoes encontramos as diferentes formas de repre-
sentacao de nimeros e de seus sistemas de numeracao. Quando observamos esses
sistemas de numeragao podemos ter uma ideia da cultura dos povos antigos e da forma
como foi desenvolvido seu conhecimento matematico.

E provavel que a maneira mais antiga de contar se baseasse em algum método de
registro simples, empregando o principio da correspondéncia biunfvoca. Como a ideia
de relacionar todos os carneiros do rebanho com uma pedrinha, nés em cordas, riscos
nas pedras ou talhes em ossos, dessa forma, eles tinham a correspondéncia um a um.

Um método concreto, desempenhou um papel ainda mais importante na histéria
da aritmética e da contabilidade: é o dos “montes de pedras” (ou dos agrupamentos
de pauzinhos, conchas, frutos duros etc.). No inicio, portanto, este método é um dos
mais primitivos, pois como a préatica mais rudimentar do entalhe, ele marca por assim
dizer, o “grau zero”de qualquer técnica do mimero: oferece igualmente um sistema de
“contabilidade silenciosa” que nao exige nenhuma memédria nem conhecimento abstrato
dos nimeros, fazendo intervir unicamente o principio da correspondéncia um a um.

Com o acesso a abstragao dos niimeros e a compreensao dos aspectos cardinal e
ordinal, foi possivel o surgimento de simbolos numéricos e a evolucao da criacao dos
nomes dos nimeros, os quais permitiram que os sons substitufssem, os objetos (pedras,
entalhes e dedos) que os originaram.

Com a evolugao das sociedades e a criagao de simbolos mais simples chegou-se ao

sistema de numeragao decimal.
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10

Presume-se que foram os indianos que primeiramente observaram que, adotando-
se uma pequena colecao de simbolos (9 no caso), a posi¢ao de um simbolo em relacao
a outro bastaria para indicar grandezas maiores que o niimero de simbolos. A idéia
foi adotada e propagada pelos drabes, que denominaram sfmbolos de algarismos (em
homenagem ao famoso matematico al Khowarizmi). Também foram os inventores do
zero, simbolo indispensavel ao sistema de numeragao posicional. Nesse sistemas de
numeracao que adotam o conceito de ordem, temos a primeira ordem representando
as unidades com cada unidade representada por um simbolo diferente e em seguida,
outras ordens (dezena, centena, milhar, etc). Todos eles foram inventados baseados em
2 conveniéncias haver poucos simbolos para memorizacao e possibilitar a representacéao
de quantidades muito grandes.

O trabalho estd organizado em trés capitulos.

O Capitulo 1 faz um resgate histérico do desenvolvimento dos sistemas de nu-
meragao, desde o momento em que os homens aprenderam a contar até a introdugao
na Europa do engenhoso sistema de numeracao hindu, que ali chegou por meio dos
arabes.

No Capitulo 2 apresentaremos alguns resultados bésicos de extrema importancia
para a formalizacao do sistema de numeracdo posicional e estabelecemos formas de
encontrar critérios de divisibilidade para os niimeros naturais.

Finalmente, no Capitulo 3 é apresentada a resolugao do sistema de numeragao
decimal utilizando o material dourado como instrumento capaz de ajudar os educandos
quanto ao aprendizado do cédlculo aritmético.

Além de tudo o que foi dito antes, este trabalho também é fruto de pesquisa
feita nas mais variadas fontes, como livros sobre Histéria da Matemadtica e Teoria dos
Numeros, revistas como a RPM (Revista do Professor de Matemaética), livros digitais

relacionados a Informatica, além da consulta a sites pela internet.
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Capitulo 1

Aspectos Historicos

O uso dos algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 e 0, nos parece tao evidente que
chegamos consideréd-los como uma aptidao inata do ser humano. E preciso conhecer a
histdria de que os niimeros foram criados, transmitidos ao longo dos anos para diferentes
povos e entender que nem sempre foram como se apresentam atualmente. As referéncias

utilizadas para os estudos realizado neste capitulo sao [2], [3], [6] e [7].

1.1 Numeros

No decorrer da histéria, o ato de contar e registrar quantidades por meio de
simbolos néo foi uma atividade simples. Ao deixar de ser némade, com o surgimento
da agricultura e pecuaria, ha cerca de 30.000 anos, nossos antepassados comecgaram a
se preocupar em registrar quantidades.

Segundo Eves [6], quando o homem primitivo comegou a perceber a necessidade
de contagem de seu rebanho, ele comegou a desenvolver uma forma de quantificar seu
rebanho, surgindo assim as primeiras ideias de contagem. E provavel que a maneira
mais antiga de contar se baseasse em algum método de registro simples, empregando
o principio da correspondéncia biunivoca. Como a ideia de relacionar todas as ovelha
do rebanho com uma pedrinha, nés em cordas, riscos nas pedras ou talhes em ossos,

dessa forma, eles tinham a correspondéncia um a um.

11

UFCQE&

21 |OTECA!



CAPITULO 1. ASPECTOS HISTORICOS 12

Ele fazia a correspondéncia de um-para-um, colocando uma marca para cada
ovelha, mas nao conseguia distinguir grande quantidade de marcas. Esta percepc¢ao é
denominada como “senso numeérico”.

Nao podemos confundir senso numérico com contagem, que é um atributo ex-
clusivamente do ser humano e que necessita de um processo mental para relacionar
quantidades a simbolos de representagao, ja o senso é a faculdade natural de reconhe-
cimento que permite reconhecer que alguma coisa mudou em uma pequena colegao
quando, sem seu conhecimento direto, um objeto for tirado ou adicionado, a colecao.

Exemplo:

Observe as figuras:

. Y

Agora veja estas figuras

A i
W i‘l‘ HiAY

Em qual dos dois casos foi mais facil perceber onde hd mais pessoas? No primeiro
bastou uma simples olhada, nao é mesmo? Mas no segundo, provavelmente, vocé

precisou contar.

Somos capazes de distinguir visualmente pequenas quantidades (até quatro, cinco...

talvez seis objetos). Entretanto este senso numérico nao nos permite distinguir quan-

tidades maiores.

ALIOTECA
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CAPITULO 1. ASPECTOS HISTORICOS 13

No entanto é preciso esclarecer: ter senso numérico nao significa ter a capaci-
dade de contar, pois estudos com corvos mostraram que os pdssaros podem identificar
conjuntos de até quatro elementos.

Falando nessa capacidade de alguns animais que se assemelham a do homem,
existe uma histéria muito interessante que demonstra bem toda essa capacidade de
alguns péssaros de conseguir distinguir certas quantidades.

Um fazendeiro estava disposto a matar um corvo que fez seu ninho na torre de
observacgao de sua mansao. Por diversas vezes, tentou surpreender o pdssaro, mas em
vao: a4 aproximagdo do homem, o corvo saia do minho. De uma drvore distante, ele
esperava atentamente até que o homem saisse da torre e sé entao voltava ao ninho.
Um dia, o fazendeiro tentou engand-lo: dois homens entraram na torre, um ficou
dentro e o outro saiu e se afastou. Mas o pdssaro ndo foi enganado: manteve-se
afastado até que o outro homem saisse da torre. A experiéncia foi repetida nos dias
subsequentes com trés homens, ainda sem sucesso, pois o corvo conseguia distinguir
essa quantidade. O fazendeiro quase desistiu de sua empreitada, mas tentou novamente
com quatro homens, mas novamente o pdssaro esperou que o ultimo homem saisse da
torre. Finalmente, foram utilizados cinco homens como antes, todos entraram na torre
e um permaneceu la dentro enquanto os outros quatro saiam e se afastavam. Desta vez o
corvo perdeu a conta. Incapaz de distinguir entre quatro e cinco, voltou imediatamente
ao ninho, e infelizmente foi enganado pelo fazendeiro.

Apesar do ser humano conseguir contar, fazer a relagao entre simbolos e quanti-
dades, no que diz respeito ao senso numérico, nés temos a mesma capacidade do corvo
citado na histéria acima, conseguimos distinguir apenas até a quantidade de quatro
elementos.

Aos poucos, o homem foi desenvolvendo novas capacidades e perceberam que se

fizessem alguns tipos de agrupamentos, facilitaria a visualizacio das marcas, segundo

a citagao de Ifrah [7].

' |OTECA!
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CAPITULO 1. ASPECTOS HISTORICOS 14

No inicio, portanto, este método é um dos mais primitivos, pois como a
pritica mais rudimentar do entalhe, ele marca, por assim dizer, o “grau
zero”de qualquer técnica do mimero: oferece ignalmente um sistema de
“contabilidade silenciosa”que nao exige nenhuma memdria nem conheci-
mento abstrato dos mimeros, fazendo intervir unicamente o principio da

correspondéncia um a um.

Mas, a partir do momento em que o homem aprendeu a contar abstrata-
mente segundo o principio da base, ele se revelou suficientemente maledvel
para permitir todos os tipos de progresso.

No momento em que o homem teve acesso a abstracao dos niimeros e aprendeu
a distingao entre o niimero chamado cardinal, baseado no principio da equiparagao, e
o chamado ordinal, em que se tem o processo de agrupamento e o da sucessao, passou
a fazer entalhes em pedras, cordas, bastes etc.(existem entalhes em ossos e pedagos
de madeira encontrados na Europa datados de 35000 a.C.), que revelam o intuito de
contar, transformando esses objetos em registros mateméticos, gunardando informagoes
por um tempo indeterminado.

Aprendeu a conceber conjuntos cada vez maiores, mas teve novas dificuldades:
para representar nimeros maiores nao podia multiplicar pedras, pauzinhos, entalhes
ou nds em cordas. Assim, também o nimero de dedos da mao nao é extensivel por
nossa vontade. Do mesmo modo nao podia repetir uma mesma palavra de maneira
sem parar, nem criar novos nomes de ntiimeros ou novos simbolos.

Foi entao que o ser humano se deparou com um problema a ser resolvido: como
enunciar (concretamente, oralmente ou, mais tarde, por escrito) mimeros elevados com

o minimo de simbolos possivel?

Surge a necessidade de criar simbolos ou métodos para registro de grandes niimeros.

Com o surgimento das primeiras civilizagoes, é necessdrio fixar um determinado
nuimero de simbolos, e ordenar a sua repeticao de forma a facilitar a sua escrita e a sua
proniincia, assim sao adotados varios critérios, sempre ou quase sempre, relacionados
com a anatomia humana.

Em culturas em que nas fases mais antigas usavam-se os dedos de uma das méos
para contar, a quantidade de elementos de um grupo fixou-se em cinco e consequente-
mente a base numérica adotada é a quindria; quando foram usados os dedos das duas

maos a base adotada foi a decimal,




CAPITULO 1. ASPECTOS HISTORICOS 15

e no caso do uso dos dedos dos pés a base adotada foi vigesimal.

Assim surgiram os principais sistemas de numeracao das civilizagoes antigas, o
de base dez ou decimal, de base cinco ou quindria, de base vinte ou vigesimal além da
base sessenta ou sexagesimal e o de base doze ou duodecimal.

Mais tarde outras bases, conforme a conveniéncia ou a necessidade, foram criadas,
e mesmo variando o nimero de elementos basicos de um grupo, os conceitos de formagao
do sistema num todo foram mantidos. Sao exemplos destas bases o sistema de base

dois ou bindrio e o sistema de base dezesseis ou hexadecimal.

1.2 Sistemas de numeracao antigos

De acordo com Ifrah [7], a regido do planeta onde aconteceu o desenvolvimento
das “invencoes” e uso numéricos esta nas proximidades das margens do mediterraneo e

no Oriente Médio, onde se localizavam as civilizagoes dos babilonios, egipcios, romanos
e hindus.
Sistema de Numeracgao Egipcio

A civilizacao egipcia desenvolveu-se no nordeste africano nas margens do rio Nilo

entre 3200 a.C., teve seu crescimento ligado aos recursos fornecidos pelo Rio Nilo.

51 JOTECA
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CAPITULO 1. ASPECTOS HISTORICOS 16

Tomando conhecimento do sistema de cheias desse grande rio, eles organizaram
uma avancada atividade agricola que garantiu o sustento de um grande nimero de
pessoas. No entanto com todo esse desenvolvimento uma questao era ainda um grande
desafio para os egipcios, como efetuar cdlculos rapidos e precisos com pedras, nés
ou riscos em um osso? Foi partindo dessa necessidade imediata que estudiosos do
Antigo Egito passaram a representar a quantidade de objetos de uma colegao através
de desenhos (os simbolos).

Por volta de 3000 antes da nossa era, os egipcios criaram um sistema de numeragao
cujos simbolos eram chamados hieréglifos. A criagao dos simbolos foi um passo muito
importante para o desenvolvimento de conhecimentos na area da Matemaética.

Registros arqueoldgicos encontrados no Egito comprovam sua forte contribuigao
para a matemadtica. No século XVIII d.C. foram descobertos varios papiros em es-
cavacoes no Egito. Do ponto de vista matemaético os mais importantes sao os papiros
de Moscou e os Papiros de Rhind. Estes papiros trazem uma série de problemas e
colecbes mateméaticas em linguagem hierdglifo.

Os simbolos adotados para 1 e para as primeiras poténcias de 10 sao

.....
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1 | Trago ou bastao vertical
10 n Calcanhar
100 \ Corda enrolada ou rolo
1000 I Flor de l6tus
10 000 ) Dedo dobrado
100 000 3 Girino
1 000 000 ﬁ’ Homem assustado (espantado)

O sistema egipcio permitia representar niimeros até milhoes e apresentava a se-

guinte estrutura:

1) Cada dez simbolos iguais eram trocados por um novo sfmbolo;

T T T A A eram trocados por n

N Nnnnnnnn n n | eram trocados por €

T s e eECLRee eramtroca,dosporI

e assim por diante.

2) Narepresentagao dos niimeros, os simbolos eram colocados uns ao lado dos outros,

sem posicao definida, e seus valores eram adicionados.

nnnlll ou Hinnn
nnN nnN

representavam o mesmo ntmero: 53.

UFCG
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CAPITULO 1.

ASPECTOS HISTORICOS

3) Nao utilizada simbolo para zero.

Veja outros exemplos de como os egipcios registravam os nimeros:

5 1 T T I 1+14+14141

13 Nl 10 + 14+1+1

122 Snn 11 l'100+10+10+1+1
302 L BN 100 + 1004 100+ 1+ 1
1111 I ¢n 1 000 + 100 +10+1
2003 11, 1000 + 1000 + 1 4+ 1+ 1

18

O sistema egipcio era de base dez, assim como nosso sistema atual, a diferenca

entre eles era que o dos egipcios nao era posicional, seus simbolos eram adicionados

uns aos outros nao importando a posi¢ao, cada simbolo podia ser repetido no maximo

nove vezes e nao tinham simbolo para o zero.

Sistema de Numeracao Babilonico

A Mesopotamia é uma regiao situada no Oriente Médio, no vale dos rios Eufra-

tes e Tigre, ocupando territérios onde atualmente se situam o Iraque, parte do Ira e

parte da Siria até ao Golfo Pérsico. Essa terra era habitada por povos de diferentes

grupos humanos. As antigas civilizagoes que habitavam a Mesopotamia sao chamadas,

freqiientemente de Babilonios.

Os Sumérios possufam uma civilizagdo avangada com uma organizagio social
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e econdomica complexas, estruturas politicas e religiosas. Como os recursos naturais
eram escassos, as trocas comerciais com os povos vizinhos revestiam-se de grande im-
portancia. Desta forma, e com o aumento do volume de trocas comerciais, torna-se
necessario um controle administrativo mais eficaz.

Para fazer cdlculos os sumérios utilizavam objetos que, consoante a sua forma e

tamanho, representavam as diferentes ordens de unidade do sistema sexagesimal:

1 @ pequeno cone

10 | € | biha

60 grande cone
|

£,
3
¥
oy

grande cone perfurado

3600 @ esfera

(@)

esfera perfurada

e uma unidade simples por um pequeno cone;

e uma dezena por uma bolinha;

e sessenta unidades por um grande cone;

e o nimero 600 (= 6 x 10)x 10 por um grande cone perfurado;
e o niimero 3.600 (= 10 x 6 x 10 )x 6 por uma esfera;

e o nimero 36000(= 10 x 6 x 10 x 6) x 10 por uma esfera perfurada.

Os sistemas de registro foram-se desenvolvendo num complexo sistema numérico
que permitia registrar grandes quantidades de bens. Um destes sistemas de grafia
evoluiu para uma escrita moldada em caracteres “cuneiformes”, ou seja, em forma de

cunha, gravados em placas de argila que depois eram cozidas.

UECG /~LIOTECA]




CAPITULO 1. ASPECTOS HISTORICOS 20

Os babilonicos usavam dois simbolos, cujos valores, assim como os egipcios eram

adicionados.

Y cravo - 1 4 asna — 10

¢ O simbolo do cravo representava a unidade e o simbolo asna representava a quan-

tidade dez.

Boyer [2], ressalta que a numeragao cuneiforme babilénica, para os inteiros meno-
res, seguia a mesma linha que a hieroglifica egipcia, com repetigoes de simbolos para as
unidades e as dezenas. Entretanto, a semelhanga na escrita entre egipcios e babilénios
iam somente até o niimero 59. A partir dai, a forma de registro divergia entre as duas

culturas.

3
7

%

9 < 10

17 X 18

30 & 40

I EE
4
t A G

111
L4

a

F 15
F

&

Figura 1.1: Escrita cuneiforme (Conhecida, aproximadamente, desde Século XVII)

Representacao de um mimero no sistema babilénico

-J

r

1. Os niimeros de 1 a 59 eram representados de modo aditivo, repetindo cada um

A

desses dois simbolos tantas vezes quantas fosse necessdrio.

2. Para niimeros maiores que 59, as quantidades eram reunidas e representadas em

grupos de 60.
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Numgm_;éobabﬂonia : Numeraqéoatugl
: 1
A | 2
TTY
TY .
<77 12
<<« Y7

TTY Nl
«<«<«TTTTY
<< TYT7 5

Na numeragao babilonica,
T <777
1 13
1-60+ 13 =73

significa um grupo de sessenta mais treze. O simbolo da esquerda, separado dos

outros quatro, vale sessenta.
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Na numeragao babilénica,

Y .““TT

1 42
1-60 + 42 = 102

significa um grupo de sessenta mais quarenta e dois.

Podemos atribuir também aos babilénicos o infcio do uso de um sistema posicio-
nal, pois ao contrario dos egipcios que usava apenas um sistema aditivo, os babilonicos
inovaram, usando um sistema aditivo e também posicional, pois dependendo do niimero
seriam usados os dois principios. Na escrita dos niimeros de 1 a 59, o sistema de nu-
meragao dos babilonios se parecia muito com o sistema de numeracao desenvolvida
pelos egipcios; ambos eram aditivos. Quando o mimero era maior que sessenta, seria
necessaria a mudancga da posi¢ao dos simbolos.

O sistema numérico da babilonia exige alguns cuidados em sua representagao.
Seus simbolos s@o parecidos e o que muda é a distancia entre eles. Qualquer repre-
sentagao menos cuidadosa, certamente causaria confusao.

Embora poucos historiadores apresentem o simbolo que representa a auséncia de
unidades, ou seja, o zero, este simbolo existiu no sistema de numeracao Babilonico.
Sendo importante e necessario porque caracterizava o sistema posicional, pois ele per-

mitia diferenciar a quantidade 1 da quantidade 60.
e Portanto é um sistema misto de numeracio.

Alguns vestigios dessa antiga civiliza¢do nos acompanham até os dias de hoje.
Na contagem do tempo, sessenta segundos compoem um minuto e sessenta minutos
compoem uma hora. Essa contagem por grupos de sessenta é devida a base sessenta

do sistema de numeragao babilénico.
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Sistema de Numeracao Maia

Os historiadores chamam de maias um conjunto de tribos que viveram na regiao
da América Central, atualmente o sul do México, ha cerca de 1500 anos atrds. Assim
como os egipcios, os maias eram muito voltados para a atividade agricola. Por isso,
eles desenvolveram e aperfeicoaram algumas técnicas que ajudavam no cultivo, como

canais de irrigagao e utilizacao de adubos. A maioria da aldeia trabalhava na lavoura.

Eles usavam um sistema de numeracao de base 20, isto é, agrupavam de 20 em

20 suas quantidades. Os nimeros eram representados por uma combinagao de pontos

e tragos.
1 ® 6 hd 1 hd 16 d
2 ee 7 o0 12 ee 17 e e
3 eee 8 eee 13 i 18 oo e
40000 g eeee 14 ®* o0 @ 19 ®* e e e
5 — 10 = 15 == (S—

O iltimo simbolo que lembra uma concha representa o nada, ja o ponto representa

a unidade e o trago horizontal, a quantidade cinco. Segundo Ifrah [7]:
Os maias estavam interessados na contagem do tempo e nas observagoes

astrondmicas. Esse interesse justifica o motivo pelo qual o sistema nao é
todo vigesimal, e possui uma irregularidade mudando na terceira ordem
para os miiltiplos de 360.

O zero é a grande surpresa deste sistema de numeracao. Ele facilitava operagoes

matemadticas e auxiliava no carater posicional da numeracao maia. Nos niimeros maias
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importava a ordem como os simbolos apareciam. Eles eram escritos na vertical, de
cima para baixo.
Representacao Maia de algumas quantidades

Cada ntimero superior a 20 era escrito em seguida numa coluna vertical com uma

fileira para cada ordem de unidades.

@ ° ° ° ° ®
<> ° oo 000 0000
20 21 22 23 24 26

° ° ° ° °

26 27 28 29 30

“Deste modo, dispomos de duas provas indiscutiveis do génio matematico dos
astronomos maias: - eles realmente elaboraram uma numeragdo de posi¢ao; - eles
realmente inventaram o zero.” (Ifrah [7])

Vejamos o exemplo:

e 1x20 e 1x20

B = 21 + = 25
[ ] IR

1 3

Segundo Eves [6], esse sistema é essencialmente vigesimal, mas seu segundo grupo
vale (18)(20) = 360 em vez de 20? = 400.

A seguir um exemplo de um nimero grande, escrito verticalmente & maneira maia

f—
43487 = 6(18)(202) + 0(18)(20) + 14(20) + 7= *2e*
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Sistema de Numeracao Romano

Roma foi o centro de uma das mais notdveis civilizagoes da antiguidade que se
manteve entre os anos 753 a.C. (data atribuida & sua fundagéo) e 1453 (data atribuida
a queda do Império Romano do Oriente). Roma contribuiu imensuravelmente para o
desenvolvimento no Mundo Ocidental de vérias dreas de estudo, como o direito, teoria
militar, arte, literatura, arquitetura, linguistica, e a sua histéria persiste como uma
grande influéncia mundial, mesmo nos dias de hoje.

Em relacdo ao sistema romano, como a maioria dos povos da antiguidade, nao
se destinavam a efetuar operacoes aritméticas, mas a fazer abreviagoes para anotar e
reter os nimeros. A numerac¢ao romana era regida pelo principio de adigao.

Os simbolos graficos a que este sistema recorre, tal como os conhecemos hoje,

parecem ter sido extraidos de letras do alfabeto latino.

I\/V|X|L|C|D| M
1151050 (100|500 |1.000

Os demais niimeros eram escritos combinando os simbolos que aparecem no qua-

dro.

Os simbolos eram escritos da esquerda para a direita,por ordem decrescente. A
principal caracteristica do sistema de numeracao romana é a de ser aditivo, ou seja, os
valores dos simbolos usados na representacao de um numeral sdo adicionados; o valor
dos simbolos é o mesmo independentemente da ordem em que figura.

A escrita dos nimeros, no sistema de numeragao romano, obedece as regras se-
guintes.

e Asletras I, X, C e M podem ser repetidas, seguidamente, até trés vezes.

e Os simbolos V, L, D, s6 podem aparecer uma tinica vez.
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Veja alguns exemplos:

VI

6

XXVII = 27

CLXXXIV = 184
MMMCDLXXIV = 3474

Os romanos acabaram complicando este sistema introduzindo nele a regra se-

gundo a qual todo signo numérico colocado a esquerda de um algarismo de valor supe-

rior indica uma subtragao.

Veja alguns exemplos:

A%
IX
XIX =10
XL
XC
CD
CM

Il

Il

Il

il |

10-1
10-1=20-1
50 — 10
100 — 10
500 — 100
1000 — 100

No sistema romano de numeragao, nao ha simbolo para representar o nimero

Zero.

Ifrah [7], observa que: “um povo que atingiu em poucos séculos um elevado

nivel técnico conservou, curiosamente, durante toda a sua existéncia um sistema inu-

tilmente complicado, nao operatorio, e comportando um arcaismo de pensamento ca-

racteristico” .

Este sistema de numeracao, foi utilizado em todo Ocidente por aproximadamente

dois mil anos e ainda hoje é utilizado em diversas situagoes, como nos mostradores

de alguns relégios, na escrita dos nimeros dos séculos, na numeragao de capitulos de

livros e de leis, na designacao de reis e papas de mesmo nome, etc.

1
1

]
!

IOTECA

UFCG '~



CAPITULO 1. ASPECTOS HISTORICOS 27

Sistema de Numeracao Indo-arabico

A origem do nosso sistema de numeracio é bastante antiga. Ele surgiu na Asia,

hé muitos séculos, no vale do rio Indo, onde hoje é o Paquistao .

Ha mais de 4000 anos, os hindus construiram vérias cidades com ruas, calgadas,
sistemas de fornecimento de dgua e canalizagoes de esgoto. Possuiam piscinas para ba-
nhos piiblicos e casas construidas com tijolos de barro. Como nao poderia deixar de ser,
seus habitantes tinham um comércio bastante intenso, inclusive trocando mercadorias
com outros povos.

Segundo Ifrah [7], “foi no norte da India, por volta do século V da era crista, que
nasceu o ancestral de nosso sistema moderno e que foram estabelecidas as bases do
calculo escrito tal como é praticado hoje em dia”

Para a criagao de seu sistema decimal posicional os indianos receberam influéncias

de muitos dos povos com os quais tiveram contato.
e O principio posicional ja aparecia no sistema dos mesopotamicos.
e A base dez era usada pelos egipcios e chineses.

e Quanto ao zero, existem indicios de que ja era usado pelos mesopotamicos na

fase final de sua civilizagao.

Sabe-se que desde o século III a.C. eram utilizados na India simbolos gréficos
para identificar os nimeros, isso por que foram encontradas inscrigoes em pedra desse
periodo. Nessas inscrigoes ficava claro que Hindus adotavam nove simbolos indepen-

dentes para representar quantidades de 1 a 9.
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Como nao podiam representar os nimeros grandes por algarismos, eles tiveram
desde muito cedo a ideia de exprimi-los, como se diria hoje, “por extenso”. Sem o
saber, eles tomavam o caminho que os levaria um dia & descoberta do principio de
posicao e, consequentemente, a criagao do zero. Apesar de oral, esta numeracao foi de
excelente qualidade (Ifrah [7]).

Era atribuido um nome particular a cada um dos nove primeiros nimeros inteiros:

1 2 13 4 5 6 7 8 9

eka | dvi | tri | catur | panca | sat | sapta | asta | nava

E também atribuia as poténcias de 10 nomes totalmente independentes uns dos

outros:

10 dasa

100 sata
1000 sahasra
10.000 ayuta
100.000 laksa
1.000.000 | prayuta
10.000.000 koti

De acordo com as poténcias decrescentes de 10, os hindus escreviam os ntimeros
em ordem crescente das poténcias de 10 por volta do século IV d. C. Eles comecavam
pelas unidades, depois pelas dezenas, pelas centenas e assim por diante. O nimero

4.937 ficava:

sete | trés dezenas | nove centenas | quatro milhar

Por causa da grande repeti¢ao que ocorria com as poténcias de 10, por volta
do século V d.C., os matematicos e astronomos hindus suprimiram, qualquer mencéo
aos indicadores da base e de suas poténcias. Do enunciado de um niimero, retiveram
apenas a sucessao dos nomes das unidades correspondentes, respeitando evidentemente
a ordem de sua sequéncia regular e se conformando no sentido da leitura de acordo

com as poténcias crescentes de 10.
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Um ntimero como 9267 foi a partir de entao expresso por:

“SETE. SEIS. DOIS. NOVE”
(=7+6 x 10 + 2 x 100 + 9 x 1000 )

Ao operar tal simplificagao, os sabios hindus tinham elaborado uma verdadeira
numeragao oral de posigao, recebendo desse modo os nomes das nove unidades simples
um valor variavel dependente de sua posi¢ao na enunciacao do nimero.

Mas comecaram a acontecer alguns problemas como escrever os nimeros 123 e

103.

Neste sistema, um niimero como 123 é expresso facilmente dizendo:

“TRES. DOIS. UM”
(=3+2x10+1 x 100)

Por outro lado, temos dificuldade para exprimir um nimero como 103, onde falta

um decimal. Nao basta dizer

“TRES. UM”

o que significaria 13, e nao 103.
Era preciso uma palavra, significando que nao hé dezenas. Entao os sdbios Hindus
resolveram o problema com a palavra $unya, que significa “vazio”. E, nosso 103 foi

enunciado da seguinte maneira:

“tri sunya eka”
(“TRES. VAZIO. UM”)

Nao havia mais a possibilidade de erros. Os hindus tinham acabado de descobrir

0 Zero.

Todos os ingredientes necessarios da numeracao moderna se encontram a dis-

posicao dos sabios da India:

e para as unidades de 1 a 9, eles dispunham realmente de algarismos distintos e

independentes;
e eles ja conheciam o principio de posi¢ao;

e e acabavam de descobrir o zero.

l
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Porém, estas notagoes s6 serviam para as palavras e nao para os nimeros. Foi
porém a reuniao dessas trés grandes ideias que produziu o atual sistema de notacdo
posicional.

Quando se viram diante da numeracéo e dos métodos de cdlculo vindos da India,
os arabes souberam apreciar suas vantagens, reconhecer sua superioridade e adota-los.

Mohammed Ibn Mussa al-Khowarizmi, matemdtico, astronomo e gedgrafo
muculmano do século IX, foi um dos responsiveis pela divulgacdo do sistema de nu-

meracao indo-arabico na Europa.

SITATECCCP G

Num dos varios livros que escreveu, intitulado “Sobre a arte hindu de calcular”,
ele explica minuciosamente o sistema de numeracio hindu. Na Europa, este livro
foi traduzido para o latim e passou a ser muito consultado por aqueles que queriam
aprender a nova numeragao. Apesar de al-Khowarizmi, honestamente, explicar que
a origem daquelas ideias era hindu, a nova numeragao tornou-se conhecida como a
de al-Khowarizmi. Com o tempo, o nome do matematico drabe foi modificado para
algorismi que, na lingua portuguesa, acabou por se tornar algarismo.

Por terem os drabes, dessa forma, difundido o sistema numérico indiano, ele
passou a ser conhecido como indo-arabico.

Nao se sabe exatamente quando, nem como os algarismos indo-ardbicos chegaram
a BEuropa. Provavelmente mercadores e viajantes do mar Mediterrdneo adquiriram
esse conhecimento através das relagbes comerciais que estabeleciam com os drabes.
Também as Cruzadas e a invasdo dos mouros na Espanha devem ter contribuido para
a introducao dos novos algarismos na Europa.

No entanto os europeus demoraram muito para aceitar a novidade.

Dois parecem ser os principais fatores que ocasionaram essa resisténcia por parte

dos europeus.
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e O primeiro deles, de cunho religioso, pois encontramo-nos no final da Idade Média,
e os arabes muc¢ulmanos sao vistos como infiéis, e o islamismo como obra do
demoénio, assim, qualquer conhecimento adquirido por meio deles ganhava uma

conotagao diabdlica.

e O outro, de cunho socioeconémico, pois, na Europa desta época, os cdlculos
eram ainda realizados utilizando o inadequado sistema de numeragdo romano
com o auxilio do dbaco e apenas uma casta privilegiada sabia manusear essas

calculadoras, os demais viviam na mais completa ignorancia.

Assim, na Europa, travou-se uma batalha entre Abacistas, aqueles que defendiam
o célculo com o dbaco através do obsoleto sistema de numeracao romano e Algoristas,
aqueles que defendiam o algoritmo, como ficou conhecido, na Europa da época, o novo
sistema de calculo escrito. A querela entre “abacistas” (defensores dos nmimeros romanos
e do célculo em &baco de fichas) e os “algoristas” (defensores do cdlculo por algarismos
de origem hindu) durou vérios séculos.

Mas de qualquer forma, o nome de al-Khowarizmi se tornou o simbolo da im-
portancia da matematica arabe. Dele surgiram termos como algoritmo e também alga-
rismo, este 1ltimo termo é utilizado para designar os simbolos do nosso atual sistema
de numeracao

As novas técnicas foram, assim, difundidas por toda Europa.

No inicio do século XIII, surge outro mateméatico que contribuiu grandemente
para a difusao do sistema de numeracao hindu. Desta vez, tratava-se de um europeu,
o ilustre matematico renascentista Leonardo de Pisa (c. 1175-1250), mais conhecido

como Fibonacci que visitou a Africa mugulmana e conheceu o Oriente Préximo.

Foi ele que encontrou os mestres drabes, que lhe explicaram a fundo seu sistema

numérico, as regras do calculo algébrico e os principios fundamentais da geometria.
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Iniciado nesta ciéncia, ele redigiu em 1202 uma obra chamada Liber abaci, na qual
explicava as regras de cdlculo com os algarismos indo-ardbicos.

Apesar de esse sistema de numeragao ter sido introduzido na Europa Ocidental
antes do ano 1000, foi somente a partir do século XVII que ele substitui os sistemas ja
existentes.

O tracado dos algarismos sofreu varias mudancas, devido ao fato de todos os
registros da época ser escritos a mao. Com a invencao da imprensa, a forma dos
numerais foi fixada. A influéncia da imprensa foi tao estabilizadora que os algarismos
atuais tém, essencialmente, a mesma aparéncia dos do século XV.

Além disso, como o sistema de numeragao criado na india foi adotado pelos
arabes e passado aos europeus, é natural que a forma de escrever os dez algarismos

fosse sofrendo alteragoes

!
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Figura 1.2: Evolugao do tragado dos simbolos do sistema de numeragao indo-arabico
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Entre os arabes, os simbolos acabaram por tomar a seguinte configuracao, que é

por eles utilizada atualmente :

2 e VYN

QL

¥
2 3 4 5 6 7 B 2 0
Na India, os simbolos também continuaram a se modificar. Uma das formas hoje
ali utilizadas é esta
1% 84§ 9o gl
E 3 & Bl 7 B N 8

1

E quanto a nés, hoje em dia, representamos os dez algarismos assim:

1234567890

Finalizamos com uma citagao de Ifrah [7],

Diante desses exemplos, podemos afirmar, portanto, que dois acontecimen-
tos foram, na historia da humanidade, tao revoluciondrios quanto o dominio
do fogo, o desenvolvimento da agricultura ou o progresso do urbanismo e da
tecnologia: a invengao da escrita e a invengao do zero e dos algarismos de-
nominados “ardbicos”. Do mesmo modo que os primeiros, elas modificaram

completamente a existéncia do ser humano.



Capitulo 2

Representacao dos Nimeros

Naturais

O Sistema de Numeracao posicional baseiam-se em um resultado que é uma
aplicagdo da divisdo euclidiana. Com base neste fato, apresentaremos alguns resul-
tados bdsicos de extrema importancia para a formalizagao do sistema de numeragao

posicional. As referéncias utilizadas para os estudos realizado neste capitulo séo [6] e

[9).

2.1 Divisao nos Naturais

Como a divisao de um niimero natural por outro nem sempre é possivel, expressa-
se esta impossibilidade através da relacao de divisibilidade.

Quando nao existe uma relagao de divisibilidade entre dois niimeros, ainda assim,
sera possivel efetuar uma divisao com resto pequeno, chamada de divisao euclidiana. O
fato de sempre ser possivel efetuar tal divisao é responsavel por inimeras propriedades

dos naturais.

Definicao 2.1. Dados dois nimeros naturais a e b com a # 0, dizemos que a divide
b, denotado por a | b, se existir ¢ € N tal que b= a-c. Neste caso, diremos que a é um
divisor ou um fator de b ou, ainda que b é um mailtiplo de a.

Se a nao divide b escrevemos a tb

A notagao a | b nao representa nenhuma operagao em N, nem representa uma

34
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fracao. Trata-se de uma sentenca que diz ser verdade que existe ¢ tal que b = a - c.

Vejamos algumas propriedades da divisibilidade.
Proposigao 2.1. Sejam a € N* ec€ N. Tem-se que 1 |c,a|a, ea 0.

Demonstragao. Isto decorre das igualdades

Proposicao 2.2. Sejam a,be N* eceN. Sea|beb]|c, entaoa|c.

Demonstracao. Como a | b e b | ¢, existem naturais s; e s, com b = s;a e ¢ = s3b.
Substituindo o valor de b na equagao ¢ = s;b teremos ¢ = sys,a 0 que implica que

alec O
Proposigao 2.3. Se a,b,c,m e n sdo naturais, c| a e c| b, entio ¢ | (ma+ nb).

Demonstragao. Como ¢ | a e ¢ | b, existem naturais s; e s, com a = s;c e b = syc.
Multiplicando-se estas duas equagéo respectivamente por m e n teremos ma = ms;c e
nb = ns;c. Somando-se membro a membro obtemos ma + nb = (ms; + nsy)e, o que

nos diz que ¢ | (ma + nb). O
Divisao Euclidiana
Mesmo quando um niimero natural @ nao divide o nimero natural b, Euclides, nos

seus Elementos, utiliza, sem enuncié-lo explicitamente, o fato de que sempre é possivel

efetuar a divisao de b por a, com resto.

Teorema 2.1 (Divisao Euclidiana). Sejam a e b dois niimeros naturais com 0 < a < b.

Existem dois inicos nimeros naturais q e r tais que
b=a-q+r, com r<a.
Demonstragao. Suponha que b > a e considere, enquanto fizer sentido, os nimeros

b’b_a,b-za,"' ,b—-n-a,-..
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Pela Propriedade da Boa Ordem, o conjunto S formado pelos elementos acima
tem um menor elemento r = b — ¢ - a.

Vamos provar que r tem a propriedade requerida, ou seja, r < a.

Se a | b, entdo r = 0 e nada mais temos a provar.

Se, por outro lado, a { b, entdo r # a, e portanto, basta mostrar que nao pode
ocorrer r > a.

De fato, se isto ocorresse, existiria um niimero natural ¢ < r tal que r = c+a

Consequentemente, sendo r = ¢+ a = b — ¢ - a, teriamos
c=b—(q+1)-a€8, com c<r,

contradi¢ao com o fato de r ser o menor elemento de S.

Portanto, temos que b=a- ¢+ r com r < a, 0 que prova a existéncia de g e r.

Agora, vamos provar a unicidade.

Note que, dados dois elementos distintos de S, a diferenca entre o maior e o
menor desses elementos, sendo miiltiplo de a, é pelo menos a. Logo,ser=b—a-qe
T *——b—a-q', com T <7 < a, teriamosr'——r}a, 0 que acarretaria r >r+a>a,
absurdo. Portanto r = 7.

Dai segue que b—a-g=>b—a-¢, o que implicaque a- ¢ = a - q' e, portanto,

g=1 -

Nas condigoes do teorema acima, os niimeros q e r sao chamados, respectivamente,
de quociente e de resto da divisao de b por a. O resto da divisao de b por a é zero se,
e somente se a divide b.

A demonstragao do teorema fornece um algoritmo para calcular o quociente e o

resto da divisao de um nimero por outro, por subtracio sucessiva.

Exemplo 2.1. Encontremos e o resto da divisdao de 27 por 5.
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Considere as diferenc¢as sucessivas:

27—1-5 = 22
21 —-2-5 = 17
27—-3-5 = 12
21—4-5 =7
27—5:5 = 2<5

Isto nos dd que g =5 er = 2.

2.2 Sistema de Numeracao

No sistema decimal, todo nimero é representado por uma sequéncia formada

pelos algarismos
1,23 456,738,9,

acrescidos do simbolo 0 (zero), que representa a auséncia de algarismos. Por serem dez
os algarismos, o sistema é chamado de decimal.

O sistema é também chamado de posicional, pois cada algarismo, além de seu
valor intrinseco, possui um peso que lhe é atribuido em funcao da posicao que ele ocupa
no numero. Esse peso, sempre uma poténcia de dez, varia do seguinte modo:

O algarismo da extrema direita peso 1; o seguinte, sempre da direita para es-
querda, tem peso dez, o seguinte tem peso cem; o seguinte tem peso mil; etc.

Portanto, os niimeros de um a nove sao representados pelos algarismos de 1 a
9, correspondentes. O numero dez é representado por 10, o nimero cem por 100, o

ntmero mil por 1000.
Por exemplo, o niimero 21015, na base 10, é representado por
2-10"+1-10°+0-10*+1-10" +5-10°=2-10"+1-10° +1-10+5

Cada algarismo de um nimero possui uma ordem contada da direita para a esquerda.

Assim, no exemplo acima, sempre da direita para a esquerda, o primeiro 1 que aparece
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é de segunda ordem, enquanto que o 1ltimo é que quarta ordem. O 5 é de primeira

ordem, enquanto que o 2 é de quinta ordem.
Cada terna de ordens, também contadas da direita para esquerda, formam uma

classe. As classes sao as vezes separadas umas das outras por meio de um ponto.

Damos a seguir os nomes das primeiras classes e ordens:

Classe da Unidades unidades 1% ordem
dezenas 2% ordem
centenas 32 ordem

Classe do Milhar | unidades de milhar | 4* ordem

dezenas de milhar | 5* ordem

centenas de milhar | 6* ordem

Classe do Milhao | unidades de milhao | 7* ordem

dezenas de milhao | 8* ordem

centenas de milhao | 9* ordem

O sistema de numeragao posicionais baseiam-se no seguinte resultado, que é uma
aplicacao da divisdo euclidiana.
Teorema 2.2. Dados a, b € N, com b > 1, existemn numeros naturais cy,cy,...,Cn

menores do que b, univocamente determinados, tais que a = co+c1b+cob?+ -+ - +c,b".

Demonstragao. Vamos demonstrar o teorema usando a segunda forma do Principio de

Indugao Matematica sobre a.
Sea=0, ousea=1, basta tomarn=0¢e ¢y = a.
Supondo o resultado vélido para todo natural menor do que a, vamos prova-lo

para a. Pela divisao euclidiana, existem ¢ e r 1inicos tais que
a=b-g+r,comr<b

2 - -~ . . . '
Como ¢ < a, pela hipétese de indugao, segue-se que existem nimeros naturais n e

dy,d,,...,d,, com d; < b, para todo j, tais que
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39
g=do+dib+dsb?+ - +d b
Levando em conta as igualdades acima destacadas, temos que
a=bq+r=>b(do+dib+dsb?®+---+d b ) +r,
donde o resultado segue-se pondo o =r,n=n"+1lec; = i1 paraj=1,...,n.
A unicidade segue-se facilmente das unicidades acima estabelecidas. O

A representacao dada no teorema acima é chamada de expansao relativa a base

e Quando b = 10, essa expansao é chamada expansao decimal,

e Quando b = 2, ela é dita expansao bindria.

A demonstragdo do Teorema também nos fornece um algoritmo para determinar

a expansao de um nimero qualquer relativamente a base b.

Trata-se de aplicar, sucessivamente, a divisao euclidiana, como segue:

a = bgo+To, To < b,

g = bg+m, r <b,

@ = bga+ra, r2 < b,

2 = bQ3 + 73, T3 < b
e assim por diante. Com a > ¢y > ¢; > g2 > ---, deveremos, em um certo ponto, ter
gn-1 < b e, portanto, de

n-1 = bqn + Tn,
decorre que ¢, = 0,0 queimplica0 = ¢, = @Gny1 = Gni2 = ---, €, portanto,
0=7Tny1 =Tni2 =Tpy3 ="
Temos, entao, que
a="1g+rib+ b+ -4 r,b".

A expansdo numa dada base b nos fornece um método para representar os nimeros

naturais.
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Para tanto, escolhamos um conjunto S de b simbolos

S — {305311325 e 135—1})

com sy = (0, para representar os nimeros de 0 a b — 1. Um nidmero a na base b se
escreve na forma

a=TpTp—_1...T12Tp,
com g, Z1,-..,T, €S, e n variando, dependendo de a, representando o niimero
To + T b+ Tob? + - - - + b

Se cada um dos elementos do conjunto S = {sg, s1,52,...,8_1} é representado
por um simbolo especial, entdo cada um desses simbolos é chamado de algarismo do

sistema posicional de base b. Assim, é vilido representar cada nimero
a=xo+Tib+ z2? + - - + z,.b".
pela sequéncia de algarismos que nele figuram da seguinte maneira
a = (TpTp_1-" T1%0)p-
No caso em que b = 10 omitem-se os parénteses e o indice.
e No sistema decimal, isto é, de base b = 10, usa-se
S =4{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Se b < 10, utilizam-se os simbolos 0,1,2,...,b— 1.
Se b > 10, costuma-se usar os simbolos de 0 a 9, acrescentando novos simbolos

para 10,...,b— 1.

e No sistema binario, de base b = 2, temos que
S ={0,1},

e todo nlimero natural é representado por uma sequéncia de 0 e 1.
Vejamos alguns exemplos:

O niimero (10),, representa o mimero 2 na base 10. De fato,
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(10)=1-2'14+0-2°=1-240-1=1.-2=2

Temos também que

(1), = 1-2'4+1-2°=1-2+4+1-1=2+1=3,

(100); = 1-2240-2'40:2°=1-440:240-1=4+0+0=4,
(101); = 1-2240-2'41:2°=1-440-241-1=440+1=35,
(1) = 1:2241:2241:22=1-441:241:-1=44141=6,

(1011); = 1-2240-2241-2'4+1-2°=1-840:-441-24+1-1=84+0+2+1=11
e No sistema de base b = 5, temos que
§=10:1,2.3.4}.

Vamos representar o ntiimero 413 na base 5.

Por divisao euclidiana sucessiva,

413 = 82-5+43,
82 = 16-5+2,
16 = 3-5+1.

Portanto,
413=3+4+2.541-5243.5%

e, consequentimente, 413 na base 5 se representa por 3123, isto é,
413 = (3123)s-

Do Teorema (2.2) segue o seguinte corolério.

Corolario 2.1. Todo nimero natural se escreve de modo inico como soma de poténcia

distintas de 2.
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A representacao bindria tem peculiaridades interessantes.

Determinar a expansao binéria de um mimero a é ainda mais facil do que deter-

minar a sua expansao relativamente a um mimero b # 2.
De fato, escreve-se a lista de niimeros

a = ¢o-2+r0, 10 < 2
Qo = q-2+7m, r <2
G = G224y, re < 2
G = q3-2+rs3, ryg <2

gz = Q4'2+T4, T'4<2

1 = 0-2471,, i D

Na divisao euclidiana sucessiva, temos que, se a € impar, entao ro = 1; caso
contrdrio, temos ry = 0; temos que r; = 1 se ¢; é impar, e r; = 0 caso contrario. Em
geral, r;y; = 1 se ¢; é impar, e r;3; = 0 caso contrario. Até encontramos g,—; = 1,

quando colocamos 7, = 1. Segue-se portanto que
a=ro+7r 247132441, 2"

O Método acima, para determinar expansoes binarias, permite desenvolver um
algoritmo utilizado pelos antigos egipcios para calcular o produto de dois mimeros
usando apenas multiplicagoes e divisoes por 2, além de adigoes. Este Método tem a
vantagem de apenas necessitar do conhecimento da tabuada de 2.

De fato, para efetuar a multiplicacao de a por b, escreve-se a como soma de

poténcias de 2
a=ro+1-2413-22+ 471,27
com cada r; zero ou um. Logo,
a-b=ro-b+r1-20+712-220+---+1,- 2"

Escrevem-se duas colunas de nimeros, uma ao lado da outra, onde na coluna da es-

querda, colocam-se, um em cada linha os mimeros a, go,qi,- - -,gn—1 (como descritos
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acima) e, na coluna da direita, também em cada linha, os niimeros b,2b,4b,...,2"b.
Como segue,
a b
90 “ﬁ;
Q| 4
Gn-1 | 2"b

Temos que a paridade do elemento da coluna da esquerda na linha 7 — 1 determina se

r; = 0 ou r; = 1, quando somarmos os elementos da coluna da direita que corresponde

a elementos impares da coluna da esquerda, obteremos a - b.

A
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Exemplo 2.2. Utilizando o método dos antigos egipcios vamos calcular 237 - 53.
Primeiro, determinemos a expansao bindria do nimero 53 utilizando divisao eu-
clidiana sucessiva.

Temos que

53

]

26-2+1
26 = 13-240

13 = 6:2+1
6 = 3-240
3 = 1241
1 = 0-2+1

Assim, a erpansdo bindria do nimero 53 é
53=140-241-2240-241-24+1-PB=14+1-24+1-2241:2

Agora, escrevendo a tabela, temos

53 | 237
474
948

1896

3792

7584

Quando somarmos os elementos da coluna da direita que corresponde a elementos

impares da coluna da esquerda, obteremos

53 - 237 = 237 + 948 + 3792 + 7584 = 12561
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Exemplo 2.3. Utilize 0 método dos antigos egipcios para calcular 527 - 72.
Primeiro, determinemos a expansao bindria do nimero 72 utilizando divisdo eu-
clidiana sucessiva.

Temos que

72 = 36-2+40
36 = 18-2+0

18 = 9-240
9 = 4-2+1
4 = 2-2+40
2 = 1:240
1 = 0-2+1

Assim, a expansdo bindria do nimero 72 é
T2=040-240-224+1-2240-2240.-2°41-26=1.224+1.28

Agora, escrevendo a tabela, temos

72| 507
36| 1054
18| 2108
9 | 4216
4| 8432
2 | 16864
1 | 33728

Quando somarmos os elementos da coluna da direita que corresponde a elementos

impares da coluna da esquerda, obteremos

527 - 72 = 4216 + 33728 = 37944
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2.3 Critérios de Divisibilidade

Os critérios de divisibilidade da aritmética elementar sao bem conhecidos. Mas,
como justifica-los? De que maneira dependem eles de nosso sistema de numeragao?

Daremos resposta a essas perguntas em alguns casos.

2.3.1 Alguns Critérios de Divisibilidade na base 10

No que segue vamos considerar um nimero x com expansao decimal da forma

et g - Ty TOR v e 1O

Critério de Divisibilidade por Poténcia de 2

Proposicao 2.4. Seja x = a, - - - asa1a9 um niumero representado no sistema decimal.
Uma condi¢io necessdria e suficiente para que 2% divida x é que o niimero a1 .. . a1ag

seja divistvel por 2F.
Demonstragdo. Temos que 2F | 10¥, Vk € N.
Como z = a, - - axay_1 * - - @2a1a9, podemos escrever = na forma
z = 10%(a, - - - ag) + ax_1 - - - aza109

Assim, se 2F divide x, como 2¥|10%, temos que 2* divide ax_1 . . .a;ao.
Reciprocamente, se ax_; - --ajao é divisivel por 2F, com 10* ¢ divisfvel por 2F

temos que z é divisivel por 2*. O

Em particular, segue da proposigao acima, os critérios de divisibilidade por 2, por

4 e por 8.

e Critério de Divisibilidade por 2: Uma condicao necessdria e suficiente para

que x seja divisivel por 2 € que ag € {0,2,4,6,8}.

e Critério de Divisibilidade por 4: Uma condi¢io necessdria e suficiente para

que = seja divisivel por 4 € que aiay seja divisivel por 4.
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e Critério de Divisibilidade por 8: Uma condi¢ao necessdria e suficiente para

que T seja divisivel por 8 é que asa ay seja divisivel por 8.

Observacao 2.1. Como todo nimero natural pode ser escrito na forma 10k + j, onde
j € o digito das unidades, e como 10 € divsivel por 2, entao ele sera divisivel por 2 se,

e somente se, j for miltiplo de 2. Em outras palavras se, e somente se, ele for par.

Critério de Divisibilidade por 3

Proposicao 2.5. Seja x = a, - - - asa1a9 um nimero representado no sistema decimal.
Uma condicdo necessdria e suficiente para que = seja divisivel por 3 € que

ag+ ay + as + - - - + a, seja divisivel por 3.

Demonstra¢io. Primeiramente, observamos que o resto da divisao de 10¥(k > 0) por

3 é sempre 1. De fato,
10°=3-0+1

Vamos supor que 10" = 3s + 1, onde r > 0. Entao,
1001 =10"-10=(3s+1-(3-3+1)=3(9s) +3s+3-3+1=3(9s+s+1)+1
Assim, para todo x € N.

T = ap+a;-10+a;-10*+---+a,-10"
= a+ai(3q+1) + a3 +1) +--- +a-(3¢- +1)

= (ao+ar+az+ - +a)+3(a1q1 +@p)+-+ag

Logo, z = (ag + a; - 10 + ag - 10% + - - - + a,) + 3q Portanto, z é divisivel por 3 se, e

somente se, ag + a; + az + - - - + a,, é divisivel por 3. O

Critério de Divisibilidade por 6

I(JE
Proposicao 2.6. Seja & = a, - - - asa1a9 um numero representado no sistema decimal. il
'—'
Uma condigdo necessdria e suficiente para que x seja divisivel por 6 é que ele seja 9
divisivel por 2 e por 3. % ":‘ ll
II e
| — |
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Critério de Divisibilidade por 12

Proposigao 2.7. Seja x = a, - - - asa1a9 um nimero representado no sistema decimal.
Uma condigao necessdaria e suficiente para que x seja divisivel por 12 é que ele

seja divisivel por 3 e por 4.

Critério de Divisibilidade por 9
O critério da divisibilidade de um nimero z por 9 é semelhante ao critério de
divisibilidade por 3.

9|z<=9]|(ag+ar+ay+---+a,).

O motivo é que, também neste caso, 10¥ = 9 - s+ 1, para todo k € N.
De fato,

Para todo n = 0, temos que
10°=9-0+1;

Portanto, o resultado vale.
Suponha, agora, o resultado vélido para um dado n, isto é, vamos supor que

10" = 9s + 1. Entao, considere a igualdade
10" = 10"-10=(9s+1)-(9-1+1)=9(9s)+9s+9-1+1
= 99s+s+1)+1=9g+1.
Provando que o resultado vale para n + 1 e, consequentemente, vale para todo n € N.

Proposigao 2.8. Seja x = a, - - - aza,a9 um nimero representado no sistema decimal.
Uma condicao necessdria e suficiente para que x seja divisivel por 9 é que

ag+ a, + as + - - - + a, seja divisivel por 9.
Demonstragao. Para todo x € N.

T = ay+a;-10+a3-10°+---4a,-10
= ap+a1(9¢1 +1)+a(9¢2+1)+---+a,.(9g+1)

= (ao+a1+a2+---+ar)+9(a1q1+aqu)+---+arqr
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Logo,
z=(a+a +a+--+a,)+9%

Portanto, x ¢ divisivel por 9 se, e somente se, ag + a; + az + - - - + a,, ¢é divisivel

por 9. O

Critério de Divisibilidade por 5 e por 10

Proposicao 2.9. Seja x = a, - - - asa1a0 um nimero representado no sistema decimal.
Uma condigao necessdria e suficiente para que x seja divisivel por 5 (e respecti-

vamente por 10) é que ag seja 0 ou 5 (respectivamente 0).

Demonstra¢do. Seja x = 10 - (a, - - - a2a;) + ap, temos que a é divisivel por 5 se, e
somente se, ag é divisivel por 5, e, portanto, ag = 0 ou ag = 5.
Por outro lado, = é divisivel por 10 se, e somente se, ag ¢ divisivel por 10, o que

ocorre somente quando ag = 0. O

Critério de Divisibilidade por 7

Seja x = a, - - - aza,ap um nimero representado no sistema decimal.

Para saber se = é divisivel por 7, procedemos da seguinte forma.

Seja y = a,---aza; a representagao decimal do mimero obtido retirando do
numero z o digito das unidades.

Sabemos que todo niimero natural pode ser escrito na forma 10y + ag, onde ag é
o digito das unidades.

Seja z obtido fazendo y — 2ao.

Em seguida repetimos o processo até a obtengdo de um nimero suficientemente
pequeno que possamos reconhecer, facilmente, se é ou nao divisivel por 7.

Feitas as observagoes, sera suficiente provar que os nimeros 10y + a9 e y — 2ap

sao tais que, se um deles € miiltiplo de 7, o outro também o é.

Proposigao 2.10. Seja x = a, - - - aza,a¢ um nimero representado no sistema decimal.
Seja y = a, - -+ aza, a representacao decimal do nimero obtido retirando do nimero x
o digito das unidades. Desta forma x pode ser escrito na forma 10y + ag, onde ag € o

digito das unidades. O nimero z é divisivel por 7 se verifica a sequinte equivaléncia:

'l
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10y + ap € maltiplo de 7 < y — 2ay € maltiplo de 7.

Demonstracao.
(=) Se 10y + ao é miiltiplo de 7, entdo existe um natural m tal que 10y + ap = Tm e,

portanto,

y—2ay = y—2(Tm—10y) =y — 14dm + 20y = 21y — 14m
y—2a9 = 7(By—2m)="Tp

o que implica que 10y + ao é miltiplo de 7. (<) Se y — 24 é multiplo de 7, entédo
existe um natural r tal que y — 2ap = 7r e, portanto,

10y +2a = 10(7r + 2a0) + ao = 707 + 200 + ao

10y+ap = T(10r +3ap) =T7s
o que implica que 10y + ao é miiltiplo de 7. O

Exemplo 2.4. Vejamos se o numero 145096 é divisivel por 7
Seja T = 145096. Separamos o digito 6 das unidades e do nimero restante 14509,

subtraimos o dobro desse digito, isto é
14509 — 2 - 6 = 14509 — 12 = 14497

Em sequida repetimos o processo até a obtencao de um numero suficientemente pequeno

que possamos reconhecer, facilmente, se é ou nao divisivel por 7.

1449 -2-7 = 1449 - 14 = 1435
143—-2-5 = 143-10=133
13—-2:3 = 13=-6=7

Como 7 é divisivel por 7, o critério que provamos garante esse fato implica que o

|

nimero original 145096 é divisivel por 7.
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Critério de Divisibilidade por 11

Proposicao 2.11. Seja x = a, - - - azaya9 um nuimero representado no sistema decimal.
Uma condicao necessdria e suficiente para que x seja divisivel por 11 é que 11
divida a soma alternada
ao —ay+ag — -+ (=1)""ar_1 + (—1)"ar
A prova do critério de divisibilidade por 11. segue das seguintes observacoes:
Observacao 2.2.
Primeiro observe que
10 = 11-1
100 = 99+1
1000 = 1001 -1
10000 = 999+1

Consideremos 10%, para todo k > 1 temos que:

a) Se k for um nimero par, podemos escrever 10¥ como
108 = 999---9+1

onde o nimero de "9”s é par.

b) Se k for um nimero impar, podemos escrever 10¥ como
10F = 1000---01—1
onde o nimero de ‘07s entre os dois “uns”é par.

Observacao 2.3.
i) Todo nimero da forma 999---9, onde o nimero de “9”s é par, é divisivel por 11.
1) Todo nimero da forma 1000---01, onde o nimero de 0”s entre os dois “uns”é
par, também é divisivel por 11.
Para a prova, observe que
9999 = 9900+ 99
999999 = 999900 +99,---, e que
1001 = 990+ 11
100001 = 99990 +11,---
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Critério de Divisibilidade por 13

Seja = a, - - - aza;a9 um numero representado no sistema decimal.

Para saber se z é divisivel por 13, procedemos da seguinte forma.

Seja ¥y = a, - -axa,ag a representacao decimal do mimero obtido retirando do
numero x o digito das unidades.

Sabemos que todo nimero natural pode ser escrito na forma 10y + ag, onde ag é
o digito das unidades.

Seja z obtido fazendo y — 4ay,.

Em seguida repetimos o processo até a obtencao de um nimero suficientemente
pequeno que possamos reconhecer, facilmente, se é ou nao divisivel por 13.

Feitas as observagoes, sera suficiente provar que os nimeros 10y + ag e y — 4ag

sao tais que, se um deles é miiltiplo de 13, o outro também o é.

Proposigao 2.12. Seja x = a, - - - asa a9 um nimero representado no sistema decimal.

Seja y = a,---aza, a representacao decimal do nimero obtido retirando do
nimero x o digito das unidades. Desta forma x pode ser escrito na forma 10y + aq,
onde ag € o digito das unidades. O numero x € divisivel por 13 se verifica a seguinte

equivaléncia:

10y + ap € maltiplo de 13 & y — 4ao € maultiplo de 13.

2.3.2 Critério de Divisibilidade em outra Base

Critérios de divisibilidade podem ser estipulados, mesmo que a base numérica
nao seja decimal.

A titulo da ilustragao, faremos um exemplo de critério de divisibilidade no sistema
duodecimal.

Considere o niimero a = (rgrx—; - - - '170)12 escrito na base numérica duodecimal.

Critério de Divisibilidade por 8 na base 12

Um nimero a = (rgrg—1---7r170)12 € divisivel por 8 se, e somente se, 0 nimero

(r170)12 formado pelos dois tltimos algarismos de a é divisivel por 8.
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Primeiro notemos que:

a=(riro)ia+ra-1224+r3- 128+ .o 41 - 12F
Mas, para j > 2,127 é divisivel por 8.
De fato, 122 = 144 que é miiltiplos de 8. E se 12° = 8 - q,, (s > 2), entdo
12°t1 = 12° . 12 = (8¢,)12 = 8(12¢,)
Assim,

a = (riro)iz + r2(8¢2) +73(8gs) + - - - + ri(8qk)
= (riro)2 + 8¢

Portanto, o nimero a na base 12 é divisivel por 8 se, e somente se, (r179)12 € divisivel
por 8.



Capitulo 3

Material Dourado

Utilizaremos o Material Dourado, considerado o Sistema Decimal feito de Ma-
deira, para o estudo das quatro operagoes fundamentais, mostrando-se muito eficaz
para o ensino de numeragao e iniciagao aritmética. Manipulando suas pegas da forma
correta, é possivel somar, subtrair, multiplicar e dividir sem grandes dificuldades.

Para melhor esclarecimento vide referéncia [1].

3.1 Material Dourado

O Material Dourado foi um recurso inventado pela educadora italiana Maria
Montessori (1870-1954) no inicio do século XX para representar a base 10, com o
intuito de facilitar a aprendizagem das quatro operagoes. Maria Montessori foi uma das
pioneiras no uso de pegas para representar o sistema decimal. Seu material dourado,
assim chamado pela cor da madeira de que é feito (quando foi industrializado, esse
material passou a ser feito de madeira mantendo o nome original), divide-se em pegas
originalmente conhecidas como unidades, dezenas, centenas e milhar.

Atualmente, alguns educadores preferem utilizar outra nomenclatura que nao se
prende ao valor representado, como os termos “cubinho” (unidades), “barra” (dezenas),
“placa” (cetenas) e o “cubao”(milhar). Essa liberdade permite fixa o valor 1 para
pecas diferentes, dando margens ao estudo das fragoes decimais. Sendo definido que
a barra vale 1, o cubinho passa a vale 1/10, a placa, 10 e o cubado, 100. Mas, se
o cubéo representar 1, o cubinho valerd 1/1000, a barra, 1/100 e a placa, 1/10. A

principal fun¢ao do material dourado, entretanto, ainda é o estudo das quatro operacoes
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CAPITULO 3. MATERIAL DOURADO

fundamentais.

Conhecendo as Pegas do Material Dourado

Figura 3.1: Material Dourado

Este material, também conhecido como material montessoriano de contagem, é

constituido por cubinho, barra, placa e cubo, apresentando as regras de agrupamento

na base 10, de modo que:

e um cubo pequeno, de lem x lem x lem, representa a unidade.

e uma barra, com 10 cubos unidos, representa 1 dezena.

e uma placa com 100 cubos unidos (ou 10 barras unidas), representa a centena.

e um cubo grande com 1000 cubos unidos (ou 10 placas unidas ou 100 barras

unidas), representa o milhar.

Cubinho

Barra

Placa

Cubo

A manipulagdo e uso desse recurso podem ajudar na compreensao da adigao e

subtragao com dezenas e reforgar a no¢ao de troca no sistema posicional. O material

Figura 3.2: Material Dourado Montessori
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dourado propicia aos alunos descobrirem as relagGes entre as pegas, como por exemplo,

uma barra tem dez cubinhos, uma placa tem dez barras e o cubo tem dez placas.

Figura 3.3: Material Dourado Montessori

O material dourado também pode ser utilizado para o ensino dos niimeros deci-
mais nas quatro operagoes bésicas, da seguinte forma. Utilizamos o cubo para repre-
sentar um inteiro, a placa para representar um décimo, a barra para representar um

centésimo e o cubinho para representar um milésimo.

Cubo Placa Barra Cubinho

1 unidade 1 décimo = 0.1 | 1 centésimo = 0.01 | 1 milésimo = 0.001

Figura 3.4: Niumeros decimais com o Material Dourado

Mesmo tendo sido criado com o intuito de destinar-se a atividades que auxiliassem
o ensino e a aprendizagem do sistema de numeracao decimal posicional e dos métodos
para efetuar as operagdes fundamentais (ou seja, os algoritmos), a utilizagao do Material
Dourado Montessori evoluiu e hoje esse material pode ser utilizado para o estudo de
fragoes, conceituagao e calculo de dreas e volumes, trabalhando com nimeros decimais,

raiz quadrada e outras atividades criativas.
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CAPITULO 3. MATERIAL DOURADO 57
3.2 Sistema de Numeracao Decimal com o Material

Dourado

Para o aprofundamento progressivo do estudo das quatro operagoes fundamentais,
é necessario que se tenha construido a no¢ao de mimero e compreendido as regras
bésicas do sistema de numeracao decimal.

Utilizaremos o Material Dourado para efetuar as operagoes de: adigao, subtragao,
multiplicagao e divisao. Para cada uma das operagoes, hd uma manipulagao diferente
para efetuar a operagao. Os valores atribuidos a cada pega serdo os propostos original-
mente para o material. Ou seja, o cubinho vale 1, a barra vale 10, a placa vale 100 e o
cubo maior vale 1000.

Exemplo 3.1. Consideremos o nimero 354 no sistema decimal.

A ezpansao deste nimero no sistema decimal é dada por
354=3-10°+5-10+4-1

A representacao deste nimero com o material dourado é:

Figura 3.5: Representacao do mimero 354

Exemplo 3.2. Consideremos o numero 2314 no sistema decimal.

A expansao deste nimero no sistema decimal é dada por
2314=2-102+3-102+1-10+4-1

A representacao deste nimero com o material dourado é:
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Figura 3.6: Representagao do nimero 2314

Adigao

A adicao estd ligada a situacgoOes que envolvem as agoes de reunir, juntar ou
acrescentar. No entanto, quando reunimos, concretamente, conjuntos de objetos, nao
estamos efetuando a operacao matemaética de adicionar, para tal, é necessirio que
deixemos de pensar nas colegoes de objetos em si e passemos a considerar apenas as
quantidades de objetos que estamos reunindo.

Assim, primeiro aprender a contar e escrever os niimeros para entao, sé depois,
aprender as operagoes. Porém essas ideias intuitivas (de juntar, reunir e acrescentar),
que adquirimos na vida e levamos conosco para a escola, constituem os pontos de
partida para o aprendizado da adigao e, ja estao presentes na prépria no¢ao de niimero

e na construgao do sistema de numeragao decimal.

Teremos dois casos na adigao:
e Quando a soma dos algarismos em qualquer posi¢ao nao ultrapassa 9.
Exemplo 3.3. Efetue a operacao 2314 + 354.

a) Primeiro efetuamos a operacdo com o material dourado:

A representacao destes niimeros com o material dourado é
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Figura 3.7: Representagao dos nimeros 2314 e 354

Em seguida reunimos todas as pecas, e a representacao destes nimeros com o

material dourado é

Figura 3.8: Representacao do nimero 2314 + 354

A representagao do resultado da operagao com o material dourado é

Figura 3.9: Representagao do resultado da operagao o nimero 2668
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b) Agora vejamos o Algoritmo:
A expansao destes nimeros no sistema decimal é dada por
2314 = 2-10®° + 3-102 + 1-10 + 4-1
354 = 3-102 + 5-10 + 4-1

Efetuando a operagao de adigao, temos

2314 = 2-10° + 3-102 + 1-10 + 4-1

+354 = 3-102 + 5-10 + 4-1
= 2-10° + (3+3)-102 + (1+5)-10 + (4+4)-1
= 2.10° + 6-102 + 6-10 + 8-1
= 2668

e Quando a soma dos algarismos em qualquer posicao ultrapassa 9, ou seja, quando

acontece o vai um.

Exemplo 3.4. Efetue a operagao 2314 + 358
a) Primeiro efetuamos a operagao com o material dourado:

A representagio destes nimeros com o material dourado €

Figura 3.10: Representacao dos nimeros 2314 e 358

Em sequida reunimos todas as pecas, e a representagao destes nimeros com o

material dourado é



Figura 3.11: Representagao de 2314 + 358
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Observe que ao efetuar 4 unidades com 8 unidades, obtemos 12 unidades. Neste

caso efetuamos a troca de dez unidades por uma dezena.

Figura 3.12: Troca de dez unidades por uma dezena.

A representacao do resultado da operagao com o material dourado é

Figura 3.13: Representagao do resultado da operagao o niimero 2672
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b) Agora vejamos o Algoritmo:
A expansao destes nimeros no sistema decimal é dada por
2314 = 2-10* + 3-10° + 1-10 + 4-1
358 = 3-10° + 5-10 + 8-1

Efetuando a operacao de adicao, temos

2314 = 2-10° + 3-102 + 1-10 + 4-1

+358 = 3-102 + 5-10 + 8-1
= 2-1° + (3+43)-10>° + (1+5)-10 + (4+8)-1
= 2.10% + 6-10° + 6-10 + 12-1
= 2:10*° + 6-102 + 6-10 + (10+2)-1
= 2:10° + 6-10° + (6+1)-10 + 2-1
= 2:1° + 6-102 + 7-10 + 2.1
= 2672

Subtracao

A ideia de tirar (subtrativa) é aquela que é mais facilmente identificada como a
subtragao. No entanto esta nao é a \nica ideia associada a subtragdo. As ideias de
completar (aditiva) e de comparar (comparativa) precisam ser trabalhadas, pois nao é
tao imediato perceber que a subtragao resolve problemas desse tipo.

O que esté por trds de cada uma destas ideias:
e Subtrativa: Quanto fica?
e Aditiva: Quanto é preciso para?
e Comparativa: Quanto hd a mais qué? Ou, quanto hd a menos qué?

Na subtragao é necessario iniciar as operagoes sempre pelas unidades.

Temos dois casos na subtracao

e Quando no minuendo aparecem algarismos, em qualquer posi¢ao maiores do que

no subtraendo.
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Exemplo 3.5. Efetue a operagao 354 — 232.
a)Primeiro efetuamos a operagdo com o material dourado:

A representagdo destes nimeros com o material dourado é

Figura 3.14: Representacao dos niimeros 354 e 232

Como no minuendo 354 cada algarismo é maior que no subtraendo 232, o resul-

tado é imediato.

A representacao do resultado da operacao com o material dourado é

Figura 3.15: Representacgao do resultado da operagao o nimero 122

b) Agora vejamos o Algoritmo:

A ezpansao destes nimeros no sistema decimal € dada por

354 = 3-10°+5-10+8-1
232 = 2-10243-10+2-1

Efetuando a operagdo de subtragao, temos
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354 = 3-102 + 5.-10 + 4-1

-232 = 9:10% 3-10 + 2.1
= (3-2)-102 + (5-3)-10 + (4-2)-1
= 1-10% + 2-10 + 2.1
= 122

e Quando o minuendo apresenta em qualquer posi¢ao algarismos menores que o

subtraendo,exceto na maior ordem.

Neste caso, é comum usar-se a expressao empresta um. O que na realidade nao
acontece, pois se algo é emprestado, supoes-se a devolugao. Este algoritmo apoia-se
nas propriedades do nosso sistema decimal e posicional de numeracao. O que se faz na
subtragao é decompor uma dezena em dez unidades a acrescenté-las as unidades, ou

decompor uma centena em dez dezenas e acrescentd-las as dezenas, e assim por diante.

Exemplo 3.6. Efetue a operag¢ao 314 — 152.
a) Primeiro efetuamos a opera¢ao com o material dourado:

A representacao destes nimeros com o material dourado é

B

QA

‘Serrerteel] el

Figura 3.16: Representagao dos niimeros 314 e 152

Observe que a operacao deste modo nao pode ser efetuada de imediato, pois o
numero das dezenas do minuendo € menor do que o nimero das dezenas do subtraendo.
Entao, devemos decompor uma centena em dez dezenas.

Essa transformacdao com o material dourado é
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Figura 3.17: Transformagao de uma centena em dezenas no mimero 314

Agora a subtragao pode ser realizada e, a representacao do resultado da operacao

com o material dourado é
)
D

Figura 3.18: Representagao do resultado da operagao o nimero 162

b) Agora vejamos o Algoritmo:
A ezxpansao destes nimeros no sistema decimal é dada por

314 3-10°+1-10+4-1

152 = 1-10°4+5-10+2-1

Observe que devemos transferir uma centena da ordem das centenas para a ordem
das dezenas, e assim poder efetuar a operac¢ao desejada. Efetuando a operacao de

subtragao, temos

314 = 3-102 + 1:10 4 4.1
~152 = 1-102 + 5-10 + Rl
2-102 + 11-10 + 4-1
B 1-102 + 5.10 + Gl
(314—-152) = (2—1)-102 + (11-5)-10 + (4-2)-1
1.102 + 6-10 + g1

= 162
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Multiplicagao

A multiplicacao, as vezes, esta presente sem que a percebamos. Ela aparece, por
exemplo, em nossa maneira de escrever os niimeros e nem sempre temos consciéncia
disto.

Multiplicar nada mais é do que uma adi¢ao sucessiva de parcelas iguais. O pro-
cesso de multiplicacao pode ser entendido da propriedade distributiva, conceito essen-
cial ao entendimento do algoritmo da multiplicagao.

Exemplo 3.7. Efetue a operagao 4 x 12.
a) Primeiro efetuamos a operagao com o material dourado:

A representacgao destes niimeros com o material dourado é

Figura 3.19: Representacao do niimero 4 x 12

Em seguida reunimos todas as pecas, e a representagao destes mimeros com o

material dourado é

Figura 3.20: Reuniao das pecas

A representagao do resultado da operagao com o material dourado é
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Figura 3.21: Representagao do resultado da operagao o niimero 48

b) Agora vejamos o Algoritmo:

12

X

Il

4 =

1-10

-+

2.1
41

(4:-1):10-1 + (4-2)-1-1
4-10 +

48

Exemplo 3.8. Efetue a operagao 3 x 152.

8-1

a) Primeiro efetuamos a operagao com o material dourado:

A representacao destes nimeros com o material dourado é

Figura 3.22: Representagao do niimero 3 x 152

Agora reunimos todas as pegas, cuja representag¢io com o material dourado é
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Figura 3.23: Reunido das pegas

Note que ao reunir todas as pecas, a ordem das dezenas ultrapassa 9 dezenas,
desse forma € necessdrio transferir dez dezenas para a ordem das centenas.

A representacdo do resultado da operag¢ao com o material dourado é

Figura 3.24: Representacao do resultado da operagao o nimero 456

b) Agora vejamos o Algoritmo:

152 = 1-10* + 5-10 + 21
%3 = 31
(3-1)-102-1 + (3-5)-10-1 + (3-2)-1-1

= 3-102 + 15-10 + 6-1

= 3-12 + (10+5)-10 + 6-1
3-102 + 10-10+5-10 + 6-1

= 3-102 + 1-10°+5-10 + 6-1

= 4-102 + 5-10 + 6-1

= 456
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Divisao
Na divisao temos duas ideias bdsicas, a de repartir em partes iguais e a de medir.

O que esta por tris de cada uma destas ideias:
e Repartir: Quantos para cada?
e Medir: Quantos cabem em?

Exemplo 3.9. Efetue a operacao 57 = 3.
a) Primeiro efetuamos a operag¢do com o material dourado:

A representacao destes nimeros com o material dourado é

Figura 3.25: Representacao do nimero 57 = 3

Em seguida comegamos a efetuar a operagao dividindo pela maior posi¢cao que
neste caso sao as dezenas. Isto € vamos dwidir cinco dezenas por trés.

E a representacgao deste operacao com o material dourado é
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Figura 3.26: Operagao de divisao de cinco dezenas por trés unidades

Como nao é possivel dividir duas dezenas por trés, devemos transformar estas

dezenas em unidades, para em sequida podermos efetuar a divisao.

A representagao da transformagao das dezenas com o material dourado é

PP O

o9 o9 ©
P 0 OF
g 98 DD
0 6 50

Figura 3.27: Transformacao de duas dezenas em vinte unidades

Agora, podemos efetuamos a divisao das vinte e sete unidades por trés unidades.
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Figura 3.28: Resultado da operagao de 57 + 3

FE o resultado obtido é:

Figura 3.29: Representacgao do resultado da operagao o 19

b) Agora vejamos o Algoritmo:

57 |3 _
=30 10
27 19
—27 19
0

Assim, 57 +3 = 19.
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Exemplo 3.10. Efetue a Operacao 252 = 2

a) Primeiro efetuamos a operag¢io com o material dourado:

A representacao destes nimeros com o material dourado é

Figura 3.30: Representagao do niimero 252

72

Em seguida comecamos a efetuar a operacao dividindo pela maior posi¢dao que

neste caso é as centenas. Isto é, vamos dividir duas centenas por dois.

E a representagido desta opera¢ao com o material dourado é

Figura 3.31: Operagao de divisao de duas centenas por duas unidades

Agora, efetuamos a operacao dimdindo pela maior posi¢cao que resta, neste caso

€ as dezenas. Isto é vamos dividir cinco dezenas por dois.

E a representacao desta operagao com o material dourado é
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Figura 3.32: Operacao de divisao de cinco dezenas por duas unidades

Dando continuidade a divisao, devemos dividir a dezena restante por duas uni-
dades. Como nao é possivel realizar esta operacao, devemos transformar uma dezena

em dez unidades. A representa¢do da transformacdo da dezena em unidades com o
material dourado é

Figura 3.33: Transformagao de uma dezena em dez unidades

Efetuando a divisao das doze unidades por duas unidades, temos

Figura 3.34: Resultado da operagao de 252 + 2

3LIOTECA
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Exemplo 3.11. Efetue a operacdo 155 + 3
a) Primeiro efetuamos a operagao com o material dourado:

A representagdo deste niimero com o material dourado é

Figura 3.35: Representacao do mimero 155

Em segquida comegamos a efetuar a operacao dividindo pela maior posi¢cao que
neste caso € as centenas. Isto é, vamos dividir uma centenas por trés.

Como nao € possivel dividir uma centena por trés, devemos transformar esta
centena em dezenas, para em sequida podermos efetuar a divisdo.

A representacgao desta transformacao com o material dourado é

Figura 3.36: Transformagdo de uma centena em dezenas
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Agora dividindo as dezenas com o material dourado, temos

Figura 3.37: Divisao das dezenas por 3

Dando continuidade a divisao, devemos dividir as unidades por trés.
E a representacao desta operagao com o material dourado é

Figura 3.38: Divisao das unidades por 3

Observe que as duas unidades restantes nao podem ser divididas por 3. Entao,
dizemos que dois é o resto da divisao de 155 por 3.
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b) Agora vejamos o Algoritmo:

Queremos dividir 155 por 3, um nimero que tem centenas, entao comeg¢amos
preguntando se cabe alguma centena e qual a quantidade mdzima de centenas que cabe.
Como a quantidade de centenas € menor que trés, entao perguntamos quantas dezenas

cabem e em sequida quantas unidades.

~150 50
5 +1
-3 51
(2)

Assim, 155 + 3 = 51, e fica como resto 2.



Conclusao

Neste trabalho observarmos que as descobertas dos niimeros estao relacionadas
com os avancos intelectuais e comerciais obtidos pela sociedade. Se no principio o
nimero era essencialmente pratico, visto que as sociedades eram rudimentares, com o
desenvolvimento destas sociedades os nimeros também evoluiram, passando de uma
simples ferramenta que auxiliava aos problemas praticos para uma ciéncia que serviu
como chave para analisar o mundo e a natureza em que vivemos.

Observamos que os sistemas de numeragao que permitem a representacao dos
nimeros, constituem um dos principais objeto de estudo da Matemaética. E através de-
les que podemos justificar os procedimentos adotados para efetuar as quatro operagoes
aritméticas bésicas: adi¢ao, subtragao, multiplicacao e divisao.

E, importante que se tenha uma compreensiao profunda do funcionamento dos
sistemas de numeracido, em especial, do sistema de numeragao posicional decimal, que
est4 fundado sobre a base decimal e no chamado principio de posi¢ao.

Nesse texto vimos que o material dourado, é um recurso muito bom para auxiliar
no processo de ensino aprendizagem. As operagoes de adi¢ao, subtracao, multiplicagao
e divisdao podem ser trabalhadas com mais qualidade, sendo uma das formas mais faceis
do aluno compreender as transformagoes das classes de numeracao decimal.

E importante ressaltar que ao utilizar o modelo proposto a énfase deve estar
centrada na ideia matemadtica e nao no material dourado. Tal modelo apresenta-se

como uma alternativa metodolégica vidvel na abordagem do estudo da algebra.

7
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Apéndice

Axioma de Inducgao
Axioma .1. (Arioma de Inducao). Seja S um subconjunto de N tal que
i) 0e 8.

it) S é fechado com respeito d operagdo de “somar 1”7a seus elementos, ou seja,

VnneS=>n+1€S8
FEntao, S= N.
Se A C N, e aN, usaremos a seguinte a seguinte notagao
a+A={a+z;z € X}
E imediato verificar que
a+N={meN;m>a}.

segue-se, do Axioma de Indugao, o seguinte importante instrumento para provar teo-

remas:

Teorema .1. (Principio de Indu¢do Matemdtica). Seja a € N e seja p(n) uma sen-

|

tenga aberta em n.Suponhamos que

<<
S|
i) p(1) € verdade, e que &
| =2
it) Vn > a, p(n) = p(n + 1) é verdade, entao, p(n) é verdade Vn > a. e
Demonstragao. Veja [9] a .
79 I ?_{
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Teorema .2. (Principio de Indu¢io Matemdtica, 2* Forma). Seja p(n) uma sentenca

aberta tal que
i) p(a) € verdade, e que

ii) Vn, p(a) epla+1) e--- e p(n) = p(n+ 1) é verdade,

entdo, p(n) € verdade para todo n > a.

Demonstracao. Veja [9] O

Propriedade de Boa Ordem

Definicao .1. Seja S um subconjunto de N.
Dizemos que um nimero natural maior a é elemento de S se possui as seguintes

propriedades:
i) a€S.
i) Vne€ S,a<n
O Axioma de Indugao tem a seguinte consequéncia notavel.

Teorema .3. (Propriedade de Boa Ordem) Todo subconjunto ndo vazio de N possui

um menor elemento.

Demonstragdo. Veja [9] O



