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❘❡s✉♠♦

❖ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❣r❡ssã♦ ❇✐r♥❜❛✉♠✲❙❛✉♥❞❡rs t❡♠ s✐❞♦ ❛♣❧✐❝❛❞♦ ❡♠ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ár❡❛s

❞♦ ❝♦♥❤❡❝✐♠❡♥t♦✱ ❝♦♠♦ ❡①❡♠♣❧♦✱ ♥❛ ❛♥á❧✐s❡ ❞❡ ❞❛❞♦s ❞❡ s♦❜r❡✈✐✈ê♥❝✐❛ ❡ ❝♦♥✜❛❜✐❧✐✲

❞❛❞❡✳ ◆♦ ❡♥t❛♥t♦✱ ❛ ♣r❡s❡♥ç❛ ❞❡ ♠✉❧t✐❝♦❧✐♥❡❛r✐❞❛❞❡ ♥♦ ♠♦❞❡❧♦ ❛❢❡t❛ ♥❡❣❛t✐✈❛♠❡♥t❡ ❛

✈❛r✐â♥❝✐❛ ❞♦ ❡st✐♠❛❞♦r ❞❡ ♠á①✐♠❛ ✈❡r♦ss✐♠✐❧❤❛♥ç❛✳ ◆❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛ ❡♥❝♦♥tr❛♠♦s ✈ár✐♦s

♠ét♦❞♦s ♣❛r❛ ♠✐♥✐♠✐③❛r t❛✐s ❡❢❡✐t♦s✱ ✉♠ ❞❡ss❡s é ♦ ❡st✐♠❛❞♦r r✐❞❣❡ q✉❡ ✈ê♠ s❡♥❞♦ ❜❛s✲

t❛♥t❡ ❡st✉❞❛❞♦ ❡ s❡ ♠♦str❛❞♦ ❡✜❝✐❡♥t❡ ♥❛ ♣r❡s❡♥ç❛ ❞❡ ♠✉❧t✐❝♦❧✐♥❡❛r✐❞❛❞❡✳ ◆❡st❡ tr❛❜❛✲

❧❤♦✱ ♣r♦♣♦♠♦s ❡st✐♠❛❞♦r❡s r✐❞❣❡ ♣❛r❛ ♦s ♣❛râ♠❡tr♦s r❡❣r❡ss♦r❡s ❞♦ ♠♦❞❡❧♦ ❇✐r♥❜❛✉♠✲

❙❛✉♥❞❡rs✳ ❆✈❛❧✐❛♠♦s ♦ ❡st✐♠❛❞♦r ♣r♦♣♦st♦ ❡♠ t❡r♠♦s ❞♦ ❡rr♦ q✉❛❞rát✐❝♦ ♠é❞✐♦ ❡

♠♦str❛♠♦s q✉❡ ♦ ♠❡s♠♦ ♣♦ss✉✐ ❡rr♦ q✉❛❞rát✐❝♦ ♠é❞✐♦ ♠❡♥♦r q✉❡ ♦ ❞♦ ❡st✐♠❛❞♦r ❞❡

♠á①✐♠❛ ✈❡r♦ss✐♠✐❧❤❛♥ç❛✳ ❚❛♠❜é♠ ❛♣r❡s❡♥t❛♠♦s ❛❧❣✉♠❛s ♣r♦♣♦st❛s ❞❡ ❡st✐♠❛çã♦ ♣❛r❛

♦ ♣❛râ♠❡tr♦ ❞❡ ❡♥❝♦❧❤✐♠❡♥t♦✳ ❆✈❛❧✐❛♠♦s ♦s ❡st✐♠❛❞♦r❡s ♣r♦♣♦st♦s ❛tr❛✈és ❞❡ s✐♠✉❧❛✲

çã♦ ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✳

P❛❧❛✈r❛s✲❝❤❛✈❡✿ ❡st✐♠❛❞♦r r✐❞❣❡❀ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❣r❡ssã♦ ❇✐r♥❜❛✉♠✲❙❛✉♥❞❡rs❀ ♠✉❧t✐✲

❝♦❧✐♥❡❛r✐❞❛❞❡✳
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❆❜str❛❝t

❚❤❡ ❇✐r♥❜❛✉♠✲❙❛✉♥❞❡rs r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❡❛s ♦❢

❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦♠♣❡t❡♥❝❡ ❛♥❞ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❞❛t❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐❝♦❧❧✐♥❡❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❛✛❡❝ts ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✲

①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❡ ✜♥❞ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡

s✉❝❤ ❡✛❡❝ts✱ ♦♥❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r✐❞❣❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐t ♣r♦✈✐❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧②

st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ✐s ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐❝♦❧❧✐♥❡❛r✐t②✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡

r✐❞❣❡ ❡st✐♠❛t♦rs ❢♦r t❤❡ r❡❣r❡ss✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❇✐r♥❜❛✉♠✲❙❛✉♥❞❡rs ♠♦❞❡❧✳ ❲❡

❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ t❤❛t

✐t ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r✳ ❲❡ ❛❧s♦

♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❛❧s ❢♦r t❤❡ s❤r✐♥❦❛❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ ♣r♦✲

♣♦s❡❞ ❡st✐♠❛t♦rs t❤r♦✉❣❤ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❑❡②✇♦r❞s✿ r✐❞❣❡ ❡st✐♠❛t♦r❀ ❇✐r♥❜❛✉♠✲❙❛✉♥❞❡rs r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧❀ ♠✉❧t✐❝♦❧❧✐♥❡✲

❛r✐t②✳
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❆❣r❛❞❡❝✐♠❡♥t♦s

Pr✐♠❡✐r❛♠❡♥t❡✱ ❛❣r❛❞❡ç♦ ❛♦ ♥♦ss♦ ❣r❛♥❞✐♦s♦ ❉❡✉s✱ ♣♦r t❡r ♠❡ ❝♦♥❝❡❞✐❞♦ ❛ ❞á❞✐✈❛

❞❛ ✈✐❞❛ ❡ ♣❡r♠✐t✐❞♦ ❝❤❡❣❛r ❛té ❛q✉✐❀ ♣♦r t❡r ♠❡ ❛❥✉❞❛❞♦✱ s✉st❡♥t❛❞♦✱ ♦r✐❡♥t❛❞♦ ❡

❝♦❧♦❝❛❞♦ ♣❡ss♦❛s ❡①tr❛♦r❞✐♥ár✐❛s✱ ✐♥❝rí✈❡✐s ♥♦ ♠❡✉ ❝❛♠✐♥❤♦✳ ◆♦s ♠♦♠❡♥t♦s ❡♠ q✉❡

♣❡♥s❡✐ ❡♠ ❞❡s✐st✐r✱ s❡♥t✐ ♦ ❊s♣ír✐t♦ ❙❛♥t♦ r❡♥♦✈❛♥❞♦ ♠✐♥❤❛s ❢♦rç❛s ❡ ♠❡ ❞❛♥❞♦ s❛❜❡❞♦r✐❛

♣❛r❛ ♣r♦ss❡❣✉✐r✳ ❚♦❞❛ ❛ ❤♦♥r❛✱ ❣❧ór✐❛✱ ♠❛❥❡st❛❞❡ ❡ ❧♦✉✈♦r s❡❥❛ ❞❛❞♦ ❛ ❚✐✳ ❖❜r✐❣❛❞❛✱

♠❡✉ ❉❡✉s✱ ❛ ❣r❛ç❛ é t♦❞❛ ❚✉❛✦

❆❣r❛❞❡ç♦ à ♠✐♥❤❛ ♠ã❡✱ ▼❛r✐❛ ❞♦ ❙♦❝♦rr♦ ❙✐❧✈❛✱ q✉❡ s❡♠♣r❡ ❢♦✐ ❛ ♠✐♥❤❛ ❣r❛♥❞❡

✐♥❝❡♥t✐✈❛❞♦r❛✱ ❛♠✐❣❛✱ ❝♦♠♣❛♥❤❡✐r❛ ❡ ❝♦♥✜❞❡♥t❡✳ ❈❤♦r♦✉ ♠✉✐t❛s ✈❡③❡s ❝♦♠✐❣♦✱ q✉❛♥❞♦

♣❡♥s❡✐ ❡♠ ❞❡s✐st✐r✱ ❡ s❡♠♣r❡ ❛❝r❡❞✐t♦✉ ♥♦ ♠❡✉ ♣♦t❡♥❝✐❛❧✳ ❈✉✐❞♦✉ ❞♦ ♠❡✉ ✜❧❤♦ ❝♦♠

♠✉✐t♦ ❛♠♦r ❡ ❝❛r✐♥❤♦ ❡♥q✉❛♥t♦ ❡✉ ❡st✉❞❛✈❛✳ ❙♦✉ ❣r❛t❛ ❛♦ ♠❡✉ ❡s♣♦s♦✱ q✉❡ ❝♦♠♣r❡✲

❡♥❞❡✉ ♠✐♥❤❛ ❛✉sê♥❝✐❛ ♣❡❧♦ t❡♠♣♦ ❞❡❞✐❝❛❞♦ ❛♦s ❡st✉❞♦s✱ ♥♦s ú❧t✐♠♦s ❞✐❛s✱ ❛❥✉❞♦✉ ♥❛s

❛t✐✈✐❞❛❞❡s ❞♦♠ést✐❝❛s✳ ❖❜r✐❣❛❞❛ ♣♦r t♦❞♦ ♦ ❛♣♦✐♦✱ ♣❡❧❛s ♣❛❧❛✈r❛s ❞❡ ❝❛r✐♥❤♦ ❡ ♣♦r t❡r

❡st❛❞♦ ❛♦ ♠❡✉ ❧❛❞♦ ❡♠ t♦❞♦s ♦s ♠♦♠❡♥t♦s✳ ❆❣r❛❞❡ç♦ ❛♦ ♠❡✉ ♣❛✐✱ à ♠✐♥❤❛ t✐❛✱ ❛♦ ♠❡✉

✐r♠ã♦ ❋r❛♥❦❧✐♥ ❙✐❧✈❛ ❡ à s✉❛ ❡s♣♦s❛✱ à ♠✐♥❤❛ ✐r♠ã ▼❛rí❧✐❛✱ ❛♦ ♠❡✉ ♣r✐♠♦ ❆♥❞ré ❙✐❧✈❛

❡ à s✉❛ ❡s♣♦s❛✱ ♣♦r t♦❞❛s ❛s ♦r❛çõ❡s✱ ✐♥❝❡♥t✐✈♦s ❡ ♣♦r t♦❞❛ ❛ ❛❥✉❞❛ ✜♥❛♥❝❡✐r❛✳

➪ ♠✐♥❤❛ ❣r❛♥❞❡ ❛♠✐❣❛ ❈❛♠✐❧❛ ❆r❛ú❥♦✱ ❛❣r❛❞❡ç♦ ♣♦r ❝❛❞❛ s❡❣✉♥❞♦ q✉❡ ♣❛ss❛♠♦s

❥✉♥t❛s ♥❛ ❯❋❈●✱ ♣♦r s❡r ♠✐♥❤❛ ♣s✐❝ó❧♦❣❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♣♦r ❝❛❞❛ q✉❡stã♦ ❢❡✐t❛ ❡ ❞❡s❡♥✲

✈♦❧✈✐❞❛ ❞❡s❞❡ ❛ ❣r❛❞✉❛çã♦ ❛té ❛q✉✐✱ ❛s t❛♣✐♦❝❛s ❡ ❧❛♥❝❤❡s ♣❛❣♦s✱ q✉❡ ❢♦r❛♠ ♠✉✐t♦s✳

❖❜r✐❣❛❞❛ ♣♦r s✉❛ ❣r❛♥❞✐♦s❛ ❛♠✐③❛❞❡✱ ♥❛ ✈❡r❞❛❞❡✱ ✈♦❝ê é ✉♠❛ ✐r♠ã q✉❡ ❉❡✉s ❝♦❧♦❝♦✉

❡♠ ♠❡✉ ❝❛♠✐♥❤♦✳ ❆♣r♦✈❡✐t♦ ❛q✉✐ ♣❛r❛ ❛❣r❛❞❡❝❡r ❛ ❇❡♥❡❞✐t♦ ❱✐❝❡♥t❡✱ ♣❡❧❛ ❝♦♥✈✐✈ê♥❝✐❛

❛♦ ❧♦♥❣♦ ❞♦ ♠❡str❛❞♦✱ ❡ ❛♦s ♠❡✉s ❛♠✐❣♦s ❞❛ ❣r❛❞✉❛çã♦ ❘❛❢❛❡❧ ■❛❣♦ ❇❡③❡rr❛ ❞❡ ❖❧✐✈❡✐r❛✱

❋á❜✐♦ ▼♦♥t❡✐r♦✱ ▲❡♦ ▼✐❧❧❡r✱ ❆♠❛♥❞❛ ❘❛íss❛ ❡ ❏♦sé ▲✉❝❛s ●❛❧❞✐♥♦✱ ♣❡❧♦ ❝♦♠♣❛♥❤❡✐✲

r✐s♠♦✳

◗✉❡r♦ ❛❣r❛❞❡❝❡r t❛♠❜é♠ à ♠✐♥❤❛ ❡t❡r♥❛ ♣r♦❢❡ss♦r❛✱ ▼✐❝❤❡❧❧✐ ❑❛r✐♥♥❡ ❇❛rr♦s

❞❛ ❙✐❧✈❛✱ ♣♦r t♦❞❛ ♦r✐❡♥t❛çã♦✱ ♣❛❝✐ê♥❝✐❛✱ ❝♦♠♣r❡❡♥sã♦ ❡ t♦❞♦ t❡♠♣♦ ❡ ❝♦♥❤❡❝✐♠❡♥t♦

q✉❡ ❝♦♠♣❛rt✐❧❤❛♠♦s ❥✉♥t❛s✳ ▼❡s♠♦ ♥❛ ♣❛♥❞❡♠✐❛ ❡ ❝♦♠ t♦❞❛s ❛s r❡s♣♦♥s❛❜✐❧✐❞❛❞❡s

♣r♦✜ss✐♦♥❛✐s ❡ ❢❛♠✐❧✐❛r❡s✱ ♥✉♥❝❛ ❞❡✐①♦✉ ❞❡ ❛t❡♥❞❡r s❡✉s ❛❧✉♥♦s✱ s❡♠♣r❡ ❡st❛✈❛ ❞✐s♣♦♥í✈❡❧

♣❛r❛ ♥♦s r❡s♣♦♥❞❡r✳ ❆❣r❛❞❡ç♦ ♣♦r t♦❞❛ ♦r✐❡♥t❛çã♦ ❞❡s❞❡ ❛s ❡t❛♣❛s ❞♦ ♠❡str❛❞♦ ❛té ❛

✈



❝♦♥❝❧✉sã♦ ❞❛ ❞✐ss❡rt❛çã♦✱ ♥ã♦ t❡♥❤♦ ♣❛❧❛✈r❛s ♣❛r❛ ❞❡s❝r❡✈❡r ❛ ♠✐♥❤❛ ❡t❡r♥❛ ❣r❛t✐❞ã♦✳

◆✉♥❝❛ ✈♦✉ ❡sq✉❡❝❡r ❞❡ t✉❞♦ q✉❡ ❢❡③ ♣♦r ♠✐♠✱ ❞❡ t♦❞❛s ❛s ❛✉❧❛s ♣♦r ❡❧❛ ♠✐♥✐str❛❞❛s✱ ❞❡

❝❛❞❛ t❡♦r❡♠❛ ❡ ♣r♦♣r✐❡❞❛❞❡ ❞❡♠♦♥str❛❞❛✳ P❛r❛❜é♥s ♣♦r s❡r tã♦ ❣✉❡rr❡✐r❛✱ ✉♠❛ ❣r❛♥❞❡

♠ã❡✱ ✉♠❛ ❡①❝❡❧❡♥t❡ ♣r♦❢❡ss♦r❛ ❡ ✱♣r✐♥❝✐♣❛❧♠❡♥t❡✱ ✉♠❛ ♠✉❧❤❡r ✐♥❝rí✈❡❧✦ ▼✉✐t♦ ♦❜r✐❣❛❞❛✦

❙♦✉ ❣r❛t❛ ❛ t♦❞♦s ♦s ♠❡✉s ♣r♦❢❡ss♦r❡s✱ ❡♠ ❡s♣❡❝✐❛❧✱ ❛♦ ❛❞♠✐rá✈❡❧ ♣r♦❢❡ss♦r ❏♦❡❧s♦♥

❞❛ ❈r✉③ ❈❛♠♣♦s✱ ♣♦r t♦❞❛ ❛❥✉❞❛✱ ✐♥❢♦r♠❛çã♦✱ ❝♦♥❤❡❝✐♠❡♥t♦ ❡ s❛❜❡❞♦r✐❛ ♣❛ss❛❞♦ ♥♦

❞❡❝♦rr❡r ❞❡st❡ tr❛❜❛❧❤♦✳ ❖❜r✐❣❛❞❛ ♣♦r s✉❛ ♣❛❝✐ê♥❝✐❛✱ s❡✉ ❜♦♠ ❤✉♠♦r✱ s❡✉ ❝❛r✐♥❤♦✱ s❡✉s

✈❛❧✐♦s♦s ❝♦♥s❡❧❤♦s ❡ ♦♣✐♥✐õ❡s ❞✉r❛♥t❡ ❡ss❡s três ❛♥♦s ❞❡ ❝♦♥✈✐✈ê♥❝✐❛✦ ▼✉✐t♦ ♦❜r✐❣❛❞♦✦

❋❛❧t❛♠ ♣❛❧❛✈r❛s ♣❛r❛ ❡①♣r❡ss❛r ♠✐♥❤❛ ✐♥✜♥✐t❛ ❣r❛t✐❞ã♦✳ ❆❣r❛❞❡ç♦ ❛♦ ♣r♦❢❡ss♦r ❞❛

♣ós✲❣r❛❞✉❛çã♦ ▼❛♥♦❡❧ ❋❡rr❡✐r❛ ❞♦s ❙❛♥t♦s ◆❡t♦✱ ♣♦r t♦❞❛s ❛s ❛✉❧❛s ♠✐♥✐str❛❞❛s✱ q✉❡

❢♦r❛♠ ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♣❛r❛ ♠✐♥❤❛ ❢♦r♠❛çã♦✳ ❆q✉✐ t❛♠❜é♠ ♥ã♦ ♣♦ss♦ ❞❡✐①❛r ❞❡ ❛❣r❛❞❡❝❡r

❛♦ ♠❡✉ ❡t❡r♥♦ ♣r♦❢❡ss♦r ❞❛ ❣r❛❞✉❛çã♦ ❡ t✉t♦r ❞♦ P❊❚ ▼❛t❡♠át✐❝❛ ❡ ❊st❛tíst✐❝❛✱ ❏♦sé

▲✐♥❞♦♠❜❡r❣ P♦ss✐❛♥♦ ❇❛rr❡✐r♦✱ ♣♦r t♦❞♦ ✐♥❝❡♥t✐✈♦✱ ♣♦r s✉❛ ❣r❛♥❞❡ ❛♠✐③❛❞❡ ❡ ♣♦r t❡r

❛❝r❡❞✐t❛❞♦ ♥♦ ♠❡✉ ♣♦t❡♥❝✐❛❧✳

❆❣r❛❞❡ç♦ ❛♦s ♣r♦❢❡ss♦r❡s ❚❛t✐❛♥❡ ❋❡rr❡✐r❛ ❞♦ ◆❛s❝✐♠❡♥t♦ ▼❡❧♦ ❞❛ ❙✐❧✈❛ ❡ ❆❧❡①s❛♥✲

❞r♦ ❇❡③❡rr❛ ❈❛✈❛❧❝❛♥t✐✱ ♣♦r ❛❝❡✐t❛r❡♠ ♦ ❝♦♥✈✐t❡ ♣❛r❛ ♣❛rt✐❝✐♣❛r ❞❛ ❜❛♥❝❛ ❡①❛♠✐♥❛❞♦r❛✳

P♦r ✜♠✱ ❛❣r❛❞❡ç♦ à ❈❛♣❡s✱ ♣❡❧♦ ❛♣♦✐♦ ✜♥❛♥❝❡✐r♦✱ ♣♦✐s✱ s❡♠ ❡❧❡✱ ♥ã♦ s❡r✐❛ ♣♦ssí✈❡❧

❛ ✜♥❛❧✐③❛çã♦ ❞❡st❛ ❞✐ss❡rt❛çã♦✳

✈✐



❉❡❞✐❝❛tór✐❛

❆♦ ♠❡✉ ✜❧❤♦✱ P❡❞r♦ ❍❡♥r✐q✉❡

❙✐❧✈❛✱ ❛ ♠✐♥❤❛ ♠ã❡✱ ▼❛r✐❛ ❞♦ ❙♦✲

❝♦rr♦ ❙✐❧✈❛✱ ❡ ❛♦ ♠❡✉ ❡s♣♦s♦✱ ■✇r②

❲❛♥❞❡r❧② ▼❛①✐♠✐❛♥♦✳

✈✐✐



❙✉♠ár✐♦

■♥tr♦❞✉çã♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶

✶ ❉✐str✐❜✉✐çã♦ ❇✐r♥❜❛✉♠✲❙❛✉♥❞❡rs ✸

✶✳✶ ❖r✐❣❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸

✶✳✷ Pr♦♣r✐❡❞❛❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✶✳✸ ❉✐str✐❜✉✐çã♦ ❇✐r♥❜❛✉♠✲❙❛✉♥❞❡rs r❡♣❛r❛♠❡tr✐③❛❞❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✹ ▼♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❣r❡ssã♦ ❇✐r♥❜❛✉♠✲❙❛✉♥❞❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✹✳✶ ❊st✐♠❛çã♦ ❞♦s ♣❛râ♠❡tr♦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✶✳✹✳✷ ❉✐str✐❜✉✐çã♦ ❛ss✐♥tót✐❝❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✶✳✹✳✸ ❊rr♦ q✉❛❞rát✐❝♦ ♠é❞✐♦ ❞♦ ❡st✐♠❛❞♦r β̂MV ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✷ ❊st✐♠❛❞♦r r✐❞❣❡ ♣❛r❛ ♦ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❣r❡ssã♦ ❇❙ ✶✺

✷✳✶ ▼✉❧t✐❝♦❧✐♥❡❛r✐❞❛❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✷✳✷ ❈♦♥t❡①t♦ ❤✐stór✐❝♦ ❞❛ r❡❣r❡ssã♦ r✐❞❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✷✳✸ ❊st✐♠❛❞♦r r✐❞❣❡ ♣❛r❛ ♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s ❞❡ r❡❣r❡ssã♦ ❞♦ ♠♦❞❡❧♦ ❇❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✷✳✸✳✶ ❊rr♦ q✉❛❞rát✐❝♦ ♠é❞✐♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✷✳✸✳✷ ❊st✐♠❛çã♦ ❞♦ ♣❛râ♠❡tr♦ k ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✸ ❆✈❛❧✐❛çã♦ ◆✉♠ér✐❝❛ ✷✽

✸✳✶ ❙✐♠✉❧❛çã♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✸✳✶✳✶ ❘❡s✉❧t❛❞♦s ❞❛s s✐♠✉❧❛çõ❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✸✳✷ ❆♣❧✐❝❛çã♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✹ ❈♦♥❝❧✉sã♦ ✸✼

❆ ❋✉♥çã♦ ❡s❝♦r❡✱ ♠❛tr✐③ ❞❡ ✐♥❢♦r♠❛çã♦ ❞❡ ❋✐s❤❡r ❡ ❡st✐♠❛çã♦ ✸✽

❇ ❚❛❜❡❧❛s r❡❢❡r❡♥t❡s ❛s ❡st✐♠❛t✐✈❛s ❞♦s ✈✐❡s❡s ✺✹

✈✐✐✐



❘❡❢❡rê♥❝✐❛ ✼✸

✐①



▲✐st❛ ❞❡ ❋✐❣✉r❛s

✶✳✶ ●rá✜❝♦ ❞❛ ❢✉♥çã♦ ❞❡♥s✐❞❛❞❡ ❞❛ ❞✐str✐❜✉✐çã♦ ❇✐r♥❜❛✉♠✲❙❛✉♥❞❡rs ♣❛r❛ ♦s

✈❛❧♦r❡s ❞❡ α = 0, 2; 0, 5; 1, 0; 1, 5; 1, 8 ❡ β = 1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✶✳✷ ●rá✜❝♦ ❞❛ ❢✉♥çã♦ ❞❡♥s✐❞❛❞❡ ❞❛ ❞✐str✐❜✉✐çã♦ ❇✐r♥❜❛✉♠✲❙❛✉♥❞❡rs ♣❛r❛ ♦s

✈❛❧♦r❡s ❞❡ α = 1 ❡ β = 0, 2; 0, 5; 1, 0; 1, 5; 1, 8✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✶✳✸ ●rá✜❝♦ ❞❛ ❢✉♥çã♦ ❞❡♥s✐❞❛❞❡ ❞❛ ❞✐str✐❜✉✐çã♦ ❇✐r♥❜❛✉♠✲❙❛✉♥❞❡rs r❡♣❛✲

r❛♠❡tr✐③❛❞❛ ♣❛r❛ ♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ δ = 1; 2; 15; 20; 50 ❡ µ = 1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✹ ●rá✜❝♦ ❞❛ ❢✉♥çã♦ ❞❡♥s✐❞❛❞❡ ❞❛ ❞✐str✐❜✉✐çã♦ ❇✐r♥❜❛✉♠✲❙❛✉♥❞❡rs r❡♣❛✲

r❛♠❡tr✐③❛❞❛ ♣❛r❛ ♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ δ = 7 ❡ µ = 0, 8; 1; 1, 8; 2; 3✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

①



▲✐st❛ ❞❡ ❚❛❜❡❧❛s

✸✳✶ ❱❛❧♦r❡s ♠é❞✐♦s ❞♦ ❊◗▼ q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1 =
√
0, 5 ❡ β2 =

√
0, 5 ❡

δ = 0, 89✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✸✳✷ ❱❛❧♦r❡s ♠é❞✐♦s ❞♦ ❊◗▼ q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1 =
√
0, 5 ❡ β2 =

√
0, 5 ❡

δ = 1, 61✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✸✳✸ ❱❛❧♦r❡s ♠é❞✐♦s ❞♦ ❊◗▼ q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1 =
√
0, 5 ❡ β2 =

√
0, 5 ❡ δ = 8✳ ✸✷

✸✳✹ ❱❛❧♦r❡s ♠é❞✐♦s ❞♦ ❊◗▼ q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1, β2, β3 ❡ β4 ❛ss✉♠❡♠ ✈❛❧♦r❡s

♥♦ ✐♥t❡r✈❛❧♦ (0, 1) ❡ δ = 0, 89✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✸✳✺ ❱❛❧♦r❡s ♠é❞✐♦s ❞♦ ❊◗▼ q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1, β2, β3 ❡ β4 ❛ss✉♠❡♠ ✈❛❧♦r❡s

♥♦ ✐♥t❡r✈❛❧♦ (0, 1) ❡ δ = 1, 61✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✸✳✻ ❱❛❧♦r❡s ♠é❞✐♦s ❞♦ ❊◗▼ q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1, β2, β3 ❡ β4 ❛ss✉♠❡♠ ✈❛❧♦r❡s

♥♦ ✐♥t❡r✈❛❧♦ (0, 1) ❡ δ = 8✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✸✳✼ ▼❛tr✐③ ❞❡ ❝♦rr❡❧❛çã♦ ❛♠♦str❛❧ ❡♥tr❡ ❛s ✈❛r✐á✈❡✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✸✳✽ ❉❡s❡♠♣❡♥❤♦ ❞♦s ❡st✐♠❛❞♦r❡s ♣❛r❛ ♦s ❞❛❞♦s ❞❛ ❛♣❧✐❝❛çã♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

❇✳✶ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1 =
√
0, 5 ❡ β2 =

√
0, 5✱ δ = 0, 89 ❡ p = 2✳ ✺✹

❇✳✷ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1 =
√
0, 5 ❡ β2 =

√
0, 5✱ δ = 0, 89 ❡ p = 2✳ ✺✺

❇✳✸ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1 =
√
0, 5 ❡ β2 =

√
0, 5✱ δ = 0, 89 ❡ p = 2✳ ✺✺

❇✳✹ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1 =
√
0, 5 ❡ β2 =

√
0, 5✱ δ = 0, 89 ❡ p = 2✳ ✺✻

❇✳✺ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1 =
√
0, 5 ❡ β2 =

√
0, 5✱ δ = 1, 61 ❡ p = 2✳ ✺✻

❇✳✻ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1 =
√
0, 5 ❡ β2 =

√
0, 5✱ δ = 1, 61 ❡ p = 2✳ ✺✼

❇✳✼ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1 =
√
0, 5 ❡ β2 =

√
0, 5✱ δ = 1, 61 ❡ p = 2✳ ✺✼

❇✳✽ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1 =
√
0, 5 ❡ β2 =

√
0, 5✱ δ = 1, 61 ❡ p = 2✳ ✺✽

❇✳✾ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1 =
√
0, 5 ❡ β2 =

√
0, 5✱ δ = 8 ❡ p = 2✳ ✳ ✺✽

❇✳✶✵ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1 =
√
0, 5 ❡ β2 =

√
0, 5✱ δ = 8 ❡ p = 2✳ ✳ ✺✾

❇✳✶✶ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1 =
√
0, 5 ❡ β2 =

√
0, 5✱ δ = 8 ❡ p = 2✳ ✳ ✺✾

①✐



❇✳✶✷ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1 =
√
0, 5 ❡ β2 =

√
0, 5✱ δ = 8 ❡ p = 2✳ ✳ ✻✵

❇✳✶✸ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1, β2, β3 ❡ β4 ❛ss✉♠❡♠ ✈❛❧♦r❡s ♥♦ ✐♥t❡r✲

✈❛❧♦ (0, 1)✱ δ = 0, 89 ❡ p = 4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

❇✳✶✹ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1, β2, β3 ❡ β4 ❛ss✉♠❡♠ ✈❛❧♦r❡s ♥♦ ✐♥t❡r✲

✈❛❧♦ (0, 1)✱ δ = 0, 89 ❡ p = 4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

❇✳✶✺ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1, β2, β3 ❡ β4 ❛ss✉♠❡♠ ✈❛❧♦r❡s ♥♦ ✐♥t❡r✲

✈❛❧♦ (0, 1)✱ δ = 0, 89 ❡ p = 4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

❇✳✶✻ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1, β2, β3 ❡ β4 ❛ss✉♠❡♠ ✈❛❧♦r❡s ♥♦ ✐♥t❡r✲

✈❛❧♦ (0, 1)✱ δ = 0, 89 ❡ p = 4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

❇✳✶✼ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1, β2, β3 ❡ β4 ❛ss✉♠❡♠ ✈❛❧♦r❡s ♥♦ ✐♥t❡r✲

✈❛❧♦ (0, 1)✱ δ = 1, 61 ❡ p = 4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

❇✳✶✽ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1, β2, β3 ❡ β4 ❛ss✉♠❡♠ ✈❛❧♦r❡s ♥♦ ✐♥t❡r✲

✈❛❧♦ (0, 1)✱ δ = 1, 61 ❡ p = 4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

❇✳✶✾ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1, β2, β3 ❡ β4 ❛ss✉♠❡♠ ✈❛❧♦r❡s ♥♦ ✐♥t❡r✲

✈❛❧♦ (0, 1)✱ δ = 1, 61 ❡ p = 4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

❇✳✷✵ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1, β2, β3 ❡ β4 ❛ss✉♠❡♠ ✈❛❧♦r❡s ♥♦ ✐♥t❡r✲

✈❛❧♦ (0, 1)✱ δ = 1, 61 ❡ p = 4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

❇✳✷✶ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1, β2, β3 ❡ β4 ❛ss✉♠❡♠ ✈❛❧♦r❡s ♥♦ ✐♥t❡r✲

✈❛❧♦ (0, 1)✱ δ = 8 ❡ p = 4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

❇✳✷✷ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1, β2, β3 ❡ β4 ❛ss✉♠❡♠ ✈❛❧♦r❡s ♥♦ ✐♥t❡r✲

✈❛❧♦ (0, 1)✱ δ = 8 ❡ p = 4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

❇✳✷✸ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1, β2, β3 ❡ β4 ❛ss✉♠❡♠ ✈❛❧♦r❡s ♥♦ ✐♥t❡r✲

✈❛❧♦ (0, 1)✱ δ = 8 ❡ p = 4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

❇✳✷✹ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1, β2, β3 ❡ β4 ❛ss✉♠❡♠ ✈❛❧♦r❡s ♥♦ ✐♥t❡r✲

✈❛❧♦ (0, 1)✱ δ = 8 ❡ p = 4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷
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■♥tr♦❞✉çã♦

◆❛ r❡❣r❡ssã♦ ❧✐♥❡❛r ♠ú❧t✐♣❧❛✱ ❡♥❝♦♥tr❛♠♦s s✐t✉❛çõ❡s ❡♠ q✉❡ ❛s ✈❛r✐á✈❡✐s ❡①♣❧✐❝❛t✐✲

✈❛s sã♦ ❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥❛❞❛s✱ ♦ q✉❡ ♣r♦❞✉③ ♠❛✉ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❛♠❡♥t♦ ❞❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ❝♦✈❛r✐â♥❝✐❛s✱

✐♥❞✐❝❛♥❞♦ ♣r♦❜❧❡♠❛s ❞❡ ♠✉❧t✐❝♦❧✐♥❡❛r✐❞❛❞❡✳ ❊ss❡ ♣r♦❜❧❡♠❛ é ♠✉✐t♦ ❝♦♠✉♠ ♥❛ ♣❡sq✉✐s❛

❛♣❧✐❝❛❞❛ ❡ t❡♠ ❡❢❡✐t♦s ❞❡ ❛❧t❛ ✈❛r✐❛çã♦ s♦❜r❡ ♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s ❞❡ r❡❣r❡ssã♦✱ t♦r♥❛♥❞♦ ❞✐❢í❝✐❧

❛ ✐♥t❡r♣r❡t❛çã♦ ❞❛s ❡st✐♠❛t✐✈❛s ❞♦s ♣❛râ♠❡tr♦s✱ ♣♦✐s ❛♣r❡s❡♥t❛♠ r❡s✉❧t❛❞♦s ❞✉✈✐❞♦s♦s✳

◆❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛✱ ❡♥❝♦♥tr❛♠♦s ❛❧❣✉♠❛s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❛s ♣❛r❛ ❞✐♠✐♥✉✐r ❡ss❡s ❡❢❡✐t♦s✱ ✉♠ ❞❡❧❡s

é ♦ ♠ét♦❞♦ ❞❡ r❡❣r❡ssã♦ r✐❞❣❡✱ q✉❡ ❢♦✐ ❞❡s❡♥✈♦❧✈✐❞♦ ♣❡❧❛ ♣r✐♠❡✐r❛ ✈❡③ ♣♦r ❍♦❡r❧ ❛♥❞

❑❡♥♥❛r❞ ✭✶✾✼✵✮ ❝♦♠ ♦ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❞❡ ♠❡❧❤♦r❛r ❛ ❡✜❝✐ê♥❝✐❛ ❞❛s ❡st✐♠❛t✐✈❛s ❞♦ ♠♦❞❡❧♦

❞❡ r❡❣r❡ssã♦ ❧✐♥❡❛r✱ ❜❛s❡❛❞♦ ♥♦ ❡st✐♠❛❞♦r r✐❞❣❡ ✭❊❘✮✱ q✉❡ ❛♣r❡s❡♥t❛ ♦ ❡rr♦ q✉❛❞rát✐❝♦

♠é❞✐♦ ♠❡♥♦r✱ ❝♦♠♣❛r❛❞♦ ❛♦ ❡st✐♠❛❞♦r ❞❡ ♠í♥✐♠♦s q✉❛❞r❛❞♦s✳

◆♦s ú❧t✐♠♦s ❛♥♦s✱ ♠✉✐t♦s tr❛❜❛❧❤♦s ✈ê♠ s❡♥❞♦ ❞❡s❡♥✈♦❧✈✐❞♦s ♥❛ ♦❜t❡♥çã♦ ❞❡

❡st✐♠❛❞♦r❡s r✐❞❣❡ ♣❛r❛ ❞✐✈❡rs♦s ♠♦❞❡❧♦s ❞❡ r❡❣r❡ssã♦✳ ❙❡❣❡rst❡❞t ✭✶✾✾✷✮ ❡st❡♥❞❡✉ ❛

r❡❣r❡ssã♦ r✐❞❣❡ ♣❛r❛ ♦s ♠♦❞❡❧♦s ❧✐♥❡❛r❡s ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦s✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ss❛ ❡①t❡♥sã♦✱ ✈ár✐♦s

tr❛❜❛❧❤♦s ❝♦♠ ❞✐str✐❜✉✐çõ❡s ♣❡rt❡♥❝❡♥t❡s ❛ ❢❛♠í❧✐❛ ❡①♣♦♥❡♥❝✐❛❧ ❢♦r❛♠ ♣r♦♣♦st♦s✱ ♣♦❞❡✲

♠♦s ❝✐t❛r ❙❝❤❛❡❢❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✹✮✱ ▲❡❡ ❛♥❞ ❙✐❧✈❛♣✉❧❧❡ ✭✶✾✽✽✮✱ ❈❡ss✐❡ ❛♥❞ ✈❛♥ ❍♦✉✇❡❧✐♥❣❡♥

✭✶✾✾✷✮✱ ▲❡s❛✛r❡ ❛♥❞ ▼❛r① ✭✶✾✾✸✮✱ ▼❛♥ss♦♥ ❛♥❞ ❙❤✉❦✉r ✭✷✵✶✶✮✱ ❑✐❜r✐❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✱

❑✐❜r✐❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸❜✮✱ ❆❧❣❛♠❛❧ ✭✷✵✶✾✮ ❡ ❆♠✐♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✵✮✳ ❘❡❝❡♥t❡♠❡♥t❡✱ ♦s tr❛❜❛❧❤♦s

❞❡ ❑✐❜r✐❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸❛✮ ❡ ❨ü③❜❛➩✐ ❛♥❞ ❆s❛r ✭✷✵✶✽✮ ♠♦str❛r❛♠ ♦ ❜♦♠ ❞❡s❡♠♣❡♥❤♦ ❞♦

❡st✐♠❛❞♦r r✐❞❣❡ ❡♠ ♠♦❞❡❧♦s ✐♥✢❛❝✐♦♥❛❞♦s ❞❡ ③❡r♦s✳

❆ ❞✐str✐❜✉✐çã♦ ❇✐r♥❜❛✉♠✲❙❛✉♥❞❡rs ✭❇❙✮✱ ❝♦♥❤❡❝✐❞❛ ♣♦r ♠♦❞❡❧❛r ♦ t❡♠♣♦ ❞❡ ✈✐❞❛

❞❡ ♠❛t❡r✐❛✐s ❡ ❡q✉✐♣❛♠❡♥t♦s s✉❜♠❡t✐❞♦s ❛ ❝❛r❣❛s ❝í❝❧✐❝❛s✱ ❢♦✐ ❞❡s❡♥✈♦❧✈✐❞❛ ♣♦r ❇✐r♥✲

❜❛✉♠ ❛♥❞ ❙❛✉♥❞❡rs ✭✶✾✻✾✮✳ ❊ss❛ ❞✐str✐❜✉✐çã♦ ✈❡♠ s❡♥❞♦ ❛♠♣❧❛♠❡♥t❡ ✉s❛❞❛ ❡♠ ❞✐✲

❢❡r❡♥t❡s ár❡❛s ❞♦ ❝♦♥❤❡❝✐♠❡♥t♦✱ ❝♦♠♦ ♣♦r ❡①❡♠♣❧♦✱ ♥❛s ár❡❛s ❛♠❜✐❡♥t❛❧ ❡ ✢♦r❡st❛❧✱

♥❛ ❛♥á❧✐s❡ ❞❡ s♦❜r❡✈✐✈ê♥❝✐❛✱ ❝✐ê♥❝✐❛s ♠é❞✐❝❛s✱ ✜♥❛♥ç❛s✱ ❡♥tr❡ ♦✉tr♦s ✭✈❡❥❛ ▲❡✐✈❛ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✵✾✮✱ ❱✐❧❝❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ P❛✉❧❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ❡ ❙❛✉❧♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮✮✳

✶



◆❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛✱ ❡♥❝♦♥tr❛♠♦s ✈ár✐❛s ♠♦❞❡❧❛❣❡♥s ❜❛s❡❛❞❛s ♥♦ ♠♦❞❡❧♦ ❇❙✳ ❘✐❡❝❦

❛♥❞ ◆❡❞❡❧♠❛♥ ✭✶✾✾✶✮ ♣r♦♣✉s❡r❛♠ ✉♠ ♠♦❞❡❧♦ ❧♦❣✲❧✐♥❡❛r ♣❛r❛ ❛ ❞✐str✐❜✉✐çã♦ ❇❙✳ ●❛❧❡❛

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮ r❡❛❧✐③❛r❛♠ ❞✐❛❣♥óst✐❝♦ ❞❡ ✐♥✢✉ê♥❝✐❛ ♥♦ ♠♦❞❡❧♦ ❧♦❣✲❇❙✳ ▲❡✐✈❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮

♣r♦♣✉s❡r❛♠ ✉♠♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❣r❡ssã♦ ❇❙ r❡♣❛r❛♠❡tr✐③❛❞❛✱ ❡♠ q✉❡ ✉♠❛ ❢✉♥çã♦ ❞❡ ❧✐❣❛çã♦

r❡❧❛❝✐♦♥❛ ❛ ♠é❞✐❛ ❡ ♦ ♣r❡❞✐t♦r ❧✐♥❡❛r✳ ◆♦ ❡♥t❛♥t♦✱ ♥❛ ♣r❡s❡♥ç❛ ❞❡ ♠✉❧t✐❝♦❧✐♥❡❛r✐❞❛❞❡

♣♦❞❡ ♣r♦❞✉③ ❡❢❡✐t♦s ♥❡❣❛t✐✈♦s ♥❛s ❡st✐♠❛t✐✈❛s ❞♦s ♠♦❞❡❧♦s ❞❡ r❡❣r❡ssã♦ ❇❙✳ ◆❡st❡

tr❛❜❛❧❤♦✱ ♣r♦♣♦♠♦s ❡st✐♠❛❞♦r❡s r✐❞❣❡ ♣❛r❛ ♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s ❞❛ r❡❣r❡ssã♦ ❞♦ ♠♦❞❡❧♦ ❇❙

r❡♣❛r❛♠❡tr✐③❛❞♦ ❡ ❝♦♠♣❛r❛♠♦s ♦ ❞❡s❡♠♣❡♥❤♦ ❞♦s ❡st✐♠❛❞♦r❡s r✐❞❣❡ ❝♦♠ ♦ ❞❡ ♠á①✐♠❛

✈❡r♦ss✐♠✐❧❤❛♥ç❛✳

❖ r❡st❛♥t❡ ❞❛ ❞✐ss❡rt❛çã♦ ❡stá ❞✐✈✐❞✐❞❛ ❡♠ q✉❛tr♦ ❝❛♣ít✉❧♦s✳ ◆♦ ❈❛♣ít✉❧♦ ✶✱ ❛♣r❡✲

s❡♥t❛♠♦s ✉♠❛ r❡✈✐sã♦ ❞♦ ❝♦♥t❡①t♦ ❤✐stór✐❝♦ ❞❛ ❞✐str✐❜✉✐çã♦ ❇❙ ❡ ❛❜♦r❞❛♠♦s ❛❧❣✉♠❛s

♣r♦♣r✐❡❞❛❞❡s✱ ❜❡♠ ❝♦♠♦ ✉♠❛ ❞♦ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❣r❡ssã♦ ❇❙ r❡♣❛r❛♠❡tr✐③❛❞♦s✱ ♣r♦♣♦st♦

♣♦r ❙❛♥t♦s✲◆❡t♦ ✭✷✵✶✵✮✳ ❆♣r❡s❡♥t❛♠♦s ♦ ♣r♦❝❡ss♦ ❞❡ ❡st✐♠❛çã♦ ♣❡❧♦ ♠ét♦❞♦ ❞❛ ♠á✲

①✐♠❛ ✈❡r♦ss✐♠✐❧❤❛♥ç❛ ❞♦s ♣❛râ♠❡tr♦s ❞♦ ♠♦❞❡❧♦✱ ❜❡♠ ❝♦♠♦ ♦ ❡rr♦ q✉❛❞rát✐❝♦ ♠é❞✐♦

✭❊◗▼✮ ❞♦s ❡st✐♠❛❞♦r❡s ❞♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s ❞❛ r❡❣r❡ssã♦✳ ◆♦ ❈❛♣ít✉❧♦ ✷✱ ❛♣r❡s❡♥t❛♠♦s ♦

❝♦♥❝❡✐t♦ ❞❛ ♠✉❧t✐❝♦❧✐♥❡❛r✐❞❛❞❡ ❡ ♦ ❝♦♥t❡①t♦ ❤✐stór✐❝♦ ❞❛ r❡❣r❡ssã♦ r✐❞❣❡✳ ❊♠ s❡❣✉✐❞❛✱

♦❜t❡♠♦s ❛ ❡①♣r❡ssã♦ ❞♦ ❡st✐♠❛❞♦r r✐❞❣❡✱ ❡♥❝♦♥tr❛♠♦s ♦ ❊◗▼ ❡ ♠♦str❛♠♦s q✉❡ ❡❧❡ é

♠❡♥♦r q✉❡ ♦ ❞♦ ❡st✐♠❛❞♦r ❞❡ ♠á①✐♠❛ ✈❡r♦ss✐♠✐❧❤❛♥ç❛✳ ❆❧é♠ ❞✐ss♦✱ ♣r♦♣♦♠♦s ❛❧❣✉♥s

❡st✐♠❛❞♦r❡s ♣❛r❛ ♦ ♣❛râ♠❡tr♦ ❞❡ ❡♥❝♦❧❤✐♠❡♥t♦✳ ◆♦ ❈❛♣ít✉❧♦ ✸✱ r❡❛❧✐③❛♠♦s ✉♠❛ ❛✈❛✲

❧✐❛çã♦ ♥✉♠ér✐❝❛ ❛tr❛✈és ❞❡ ❡st✉❞♦s ❞❡ s✐♠✉❧❛çã♦ ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❡ ❛♣r❡s❡♥t❛♠♦s ✉♠❛

❛♣❧✐❝❛çã♦ ❛ ✉♠ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ ❞❛❞♦s r❡❛❧✳ ◆♦ ❈❛♣ít✉❧♦ ✹✱ ❛♣r❡s❡♥t❛♠♦s ❛s ❝♦♥❝❧✉sõ❡s ❞♦

tr❛❜❛❧❤♦✳

❙✉♣♦rt❡ ❝♦♠♣✉t❛❝✐♦♥❛❧

❖ ❡st✉❞♦ ❞❡ s✐♠✉❧❛çã♦✱ ♦s ❣rá✜❝♦s ❡ ❛ ❛♣❧✐❝❛çã♦ ❞❡s❡♥✈♦❧✈✐❞❛s ♥❡st❡ tr❛❜❛❧❤♦

❢♦r❛♠ ❢❡✐t❛s ✉s❛♥❞♦ ♦ s♦❢t✇❛r❡ ❘✱ ❞✐s♣♦♥í✈❡❧ ❣r❛t✉✐t❛♠❡♥t❡ ♥♦ ❡♥❞❡r❡ç♦ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳

r✲♣r♦❥❡❝t✳♦r❣✳ ❆ ❧✐♥❣✉❛❣❡♠ ❘ é ✉t✐❧✐③❛❞❛ ❡♠ ❞✐✈❡rs❛s ár❡❛s ❞♦ ❝♦♥❤❡❝✐♠❡♥t♦✱ ♣♦✐s

❢❛❝✐❧✐t❛ ❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛çã♦ ❞♦s ❝á❧❝✉❧♦s✱ ❛ ❝♦♥str✉çã♦ ❞❡ ❣rá✜❝♦s ❡ ❛ ❛♥á❧✐s❡ ❡st❛tíst✐❝❛✳ ❆

❞✐ss❡rt❛çã♦ ❢♦✐ ❡s❝r✐t❛ ✉s❛♥❞♦ ♦ ▲❆❚❊❳✳

✷



❈❛♣ít✉❧♦ ✶

❉✐str✐❜✉✐çã♦ ❇✐r♥❜❛✉♠✲❙❛✉♥❞❡rs

◆❡st❡ ❝❛♣ít✉❧♦✱ ❢❛r❡♠♦s ✉♠ ❜r❡✈❡ r❡s✉♠♦ s♦❜r❡ ❛ ❞✐str✐❜✉✐çã♦ ❇❙✱ ♥❛ s✉❛ ✈❡rsã♦

❝❧áss✐❝❛ ❡ r❡♣❛r❛♠❡tr✐③❛❞❛✳ ❆ss✐♠ ❝♦♠♦✱ ❛♣r❡s❡♥t❛♠♦s ♦ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❣r❡ssã♦ ❇❙ ❡ ♦

♣r♦❝❡ss♦ ❞❡ ❡st✐♠❛çã♦ ❞♦s ♣❛râ♠❡tr♦s ✈✐❛ ♠ét♦❞♦ ❞❡ ♠á①✐♠❛ ✈❡r♦ss♠✐❧❤❛♥ç❛✳

✶✳✶ ❖r✐❣❡♠

●r❛♥❞❡ ♣❛rt❡ ❞♦s ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡s ♠❡❝â♥✐❝♦s sã♦ s✉❜♠❡t✐❞❛s ❛ ❝❛r❣❛s ❝í❝❧✐❝❛s✱ q✉❡

❛♣ós ✉♠ ❞❡t❡r♠✐♥❛❞♦ t❡♠♣♦ ❞❡ tr❛❜❛❧❤♦✱ r❡❞✉③ ❛ r❡s✐stê♥❝✐❛ ❞♦ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ♦❝❛s✐♦♥❛♥❞♦

♠♦❞✐✜❝❛çõ❡s ❡str✉t✉r❛✐s q✉❡ ♣♦❞❡♠ ❝✉❧♠✐♥❛r ❡♠ tr✐♥❝❛s ♦✉ r✉♣t✉r❛ t♦t❛❧ ❞♦ ❝♦♠♣♦✲

♥❡♥t❡✳ ❚❛❧ ❢❡♥ô♠❡♥♦ é ❝♦♥❤❡❝✐❞♦ ❝♦♠♦ ❢❛❞✐❣❛✳ P❛r❛ ❣❛r❛♥t✐r ✉♠ ♠❡❧❤♦r ❝♦♥tr♦❧❡ ❞❛

❢❛❧❤❛ ♣♦r ❢❛❞✐❣❛✱ t♦r♥❛✲s❡ ✐♥❞✐s♣❡♥sá✈❡❧ ♦ ❡st✉❞♦ ❞❡ ♠♦❞❡❧♦s ❡st❛tíst✐❝♦s q✉❡ ❞❡s❝r❡✈❡♠

❛ ✈❛r✐❛çã♦ ❛❧❡❛tór✐❛ ❞♦s t❡♠♣♦s ❞❡ ❢❛❧❤❛ r❡❧❛❝✐♦♥❛❞♦s ❛♦s ♠❛t❡r✐❛✐s ❡ ❡q✉✐♣❛♠❡♥t♦s ❡①✲

♣♦st♦s ❛ ❝❛r❣❛s ❞✐♥â♠✐❝❛s✳ ❆s ❢❛♠í❧✐❛s ❞❡ ❞✐str✐❜✉✐çõ❡s ♠❛✐s ✉t✐❧✐③❛❞❛s ♣❛r❛ ❡ss❡ t✐♣♦

❞❡ ♠♦❞❡❧❛❣❡♠ sã♦ ♦s ♠♦❞❡❧♦s ❣❛♠❛✱ ❣❛♠❛ ✐♥✈❡rs❛✱ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ ❡ ❲❡✐❜✉❧❧✳ ◆♦ ❡♥t❛♥t♦✱

♥❛ ❡①✐stê♥❝✐❛ ❞❡ ❞❛❞♦s ❛tí♣✐❝♦s ❝♦♠♦✱ ♣♦r ❡①❡♠♣❧♦✱ t❡♠♣♦s ❞❡ ❢❛❞✐❣❛ ♠✉✐t♦ ❛❧t♦s ♦✉

♠✉✐t♦ ❜❛✐①♦s✱ ❡ss❛s ❞✐str✐❜✉✐çõ❡s ♥ã♦ ❛♣r❡s❡♥t❛♠ ✉♠ ❜♦♠ ❛❥✉st❡✳ P♦r ❡ss❡ ♠♦t✐✈♦✱

❇✐r♥❜❛✉♠ ❛♥❞ ❙❛✉♥❞❡rs ✭✶✾✻✾✮ ❞❡s❡♥✈♦❧✈❡r❛♠ ✉♠❛ ♥♦✈❛ ❢❛♠í❧✐❛ ❞❡ ❞✐str✐❜✉✐çã♦ ♥♦✲

♠❡❛❞❛ ❇✐r♥❜❛✉♠✲❙❛✉♥❞❡rs✱ ❛ q✉❛❧ ❛♣r❡s❡♥t♦✉ ✉♠ ♠❡❧❤♦r ❛❥✉st❡ ♥♦s ♣❡r❝❡♥t✐s ♠❛✐s

❜❛✐①♦s ♦✉ ♠❛✐s ❛❧t♦s✳

P❛r❛ ❛ ❝♦♥str✉çã♦ ❞❛ ♥♦✈❛ ❢❛♠í❧✐❛ ❞❡ ❞✐str✐❜✉✐çõ❡s✱ ♦s ❛✉t♦r❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛r❛♠ ✉♠❛

❛♠♦str❛ ❞❡ ♠❛t❡r✐❛❧ q✉❡ ❢♦✐ s✉❜♠❡t✐❞❛ ❛ ❝❛r❣❛s ❝í❝❧✐❝❛s ❞❡ t❡♥sã♦ ❡ ❢♦rç❛✳ ❊♠ ♦✉tr❛s

♣❛❧❛✈r❛s✱ ✉♠❛ s❡q✉ê♥❝✐❛ ❞❡ m ❝❛r❣❛s l1, l2, . . . , lm q✉❡ s❡rã♦ ❛♣❧✐❝❛❞❛s ❡♠ ✉♠ ❝✐❝❧♦✱ ❡ss❛

♠❡s♠❛ s❡q✉ê♥❝✐❛ ❢♦✐ r❡♣❡t✐❞❛ ❡♠ ❝❛❞❛ ❝✐❝❧♦ ❞❡ ❝❛r❣❛s✳ ❆ss✐♠✱ ♣❛r❛ ❛❧❣✉♠ m > 1 ❡

✸



∀i = 1, . . . ,m✱

ljm+i = lkm+i, ∀j 6= k.

❈♦♠♦ ❝♦♥s❡q✉ê♥❝✐❛ ❞❡ss❛s ❝❛r❣❛s✱ r❡s✉❧t❛✲s❡ ♦ ❞❡❣❛st❡ ❞♦ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❝❛✉s❛♥❞♦

✉♠❛ ✜ss✉r❛✳ ❉❡✈✐❞♦ ❛♦ ❝r❡s❝✐♠❡♥t♦ ❡ ❡✈♦❧✉çã♦ ❞❛ ✜ss✉r❛ ❞♦♠✐♥❛♥t❡✱ ♦❝♦rr❡ ❛ ❢❛❧❤❛

♣♦r ❢❛❞✐❣❛✱ ✐st♦ é✱ q✉❛♥❞♦ ♦ ❝♦♠♣r✐♠❡♥t♦ ❞❛ ✜ss✉r❛ ✉❧tr❛♣❛ss❛ ✉♠ ❝❡rt♦ ♥í✈❡❧ ❞❡

r❡s✐stê♥❝✐❛✱ q✉❡ s❡rá ✉♠ ✈❛❧♦r ❝rít✐❝♦✱ ❞❡♥♦t❛❞♦ ♣♦r ω✳ ❆ss✐♠✱ ❇✐r♥❜❛✉♠ ❛♥❞ ❙❛✉♥❞❡rs

✭✶✾✻✾✮ ❛ss✉♠✐r❛♠ ❛❧❣✉♠❛s s✉♣♦s✐çõ❡s✿

• Xi é ❛ ❡①t❡♥sã♦ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❞❛ ✜ss✉r❛ ❛♣ós ❛ ❛♣❧✐❝❛çã♦ ❞❛ i✲és✐♠❛ ♦s❝✐❧❛çã♦ ❞❡

❝❛r❣❛✱ ♦✉ s❡❥❛✱ é ✉♠❛ ✈❛r✐á✈❡❧ ❛❧❡❛tór✐❛ ❝♦♠ ✉♠❛ ❞✐str✐❜✉✐çã♦ q✉❡ só ❞❡♣❡♥❞❡ ❞❛

✜ss✉r❛ ❛t✉❛❧✱ ❣❡r❛❞❛ ♣❡❧❛ t❡♥sã♦ ♥❡st❡ ❝✐❝❧♦✳

• ❆ ❡①t❡♥sã♦ ❞❛ ✜ss✉r❛ ❞✉r❛♥t❡ ♦ (j + 1)✲és✐♠♦ ❝✐❝❧♦ é ❨j+1 =
∑jm+m

i=jm+1 Xi, ❡♠

q✉❡ Xjm+1 é ❛ ❡①t❡♥sã♦ ❞❛ ✜ss✉r❛ ❛♣ós ❛ ❝❛r❣❛ ❛♣❧✐❝❛❞❛ ♥❛ i✲és✐♠❛ ♦s❝✐❧❛çã♦ ❞♦

(j + 1)✲és✐♠♦ ❝✐❝❧♦✳

• ❆ ❡①t❡♥sã♦ t♦t❛❧ ❞✉r❛♥t❡ ❨j✱ ❞❡✈✐❞♦ ❛♦ j✲és✐♠♦ ❝✐❝❧♦✱ é ✉♠❛ ✈❛r✐á✈❡❧ ❛❧❡❛tór✐❛

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❡ ❡ ✐❞❡♥t✐❝❛♠❡♥t❡ ❞✐str✐❜✉í❞❛ ❝♦♠ ♠é❞✐❛ µ ❡ ✈❛r✐â♥❝✐❛ σ2✱ ∀j =

1, 2, · · · ✳

P♦rt❛♥t♦✱ ❛ ✈❛r✐á✈❡❧ ❛❧❡❛tór✐❛ q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛ ❡①t❡♥sã♦ t♦t❛❧ ❞❛ ✜ss✉r❛ ❞✉r❛♥t❡

t♦❞♦s ♦s n✲❝✐❝❧♦s ❞❡ ❝❛r❣❛s é

Wn =
n∑

j=1

❨j,

❝✉❥❛ ❢✉♥çã♦ ❞❡ ❞✐str✐❜✉✐çã♦ ❛❝✉♠✉❧❛❞❛ ✭❢❞❛✮ é ❞❛❞❛ ♣♦r

Hn(ω) = P (Wn ≤ ω), ♣❛r❛ n = 1, 2, . . . .

❈♦♥s✐❞❡r❡ C ♦ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ❝✐❝❧♦s ❞❡ ❝❛r❣❛s ❛té ❛ ♦❝♦rrê♥❝✐❛ ❞❛ ❢❛❧❤❛✱ ♦✉ s❡❥❛✱ q✉❛♥❞♦ ❛

❡①t❡♥sã♦ t♦t❛❧ ❞❛ ✜ss✉r❛ ❡①❝❡❞❡ ♦ ✈❛❧♦r ❝rít✐❝♦ ω✳ ❉❡ss❡ ♠♦❞♦✱ ❛ ❢✉♥çã♦ ❞❡ ❞✐str✐❜✉✐çã♦

❛❝✉♠✉❧❛❞❛ ❞❛ ✈❛r✐á✈❡❧ ❛❧❡❛tór✐❛ C é ❞❛❞❛ ♣♦r

P (C ≤ n) = P (Wn > ω) = P (
n∑

j=1

❨j > ω) = 1− P (
n∑

j=1

❨j ≤ ω) = 1−Hn(ω)✳

✹



◆♦t❡ q✉❡✱

P (C ≤ n) = 1− P

(
n∑

j=1

Yj ≤ ω

)

= 1− P

(
n∑

j=1

Yj − µ

σ
√
n

≤ ω − nµ

σ
√
n

)
.

❆s ✈❛r✐á✈❡✐s ❨i✬s sã♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❡s ❡ ✐❞❡♥t✐❝❛♠❡♥t❡ ❞✐str✐❜✉í❞❛s✱ ❡♥tã♦ ♣❡❧♦ ❚❡✲

♦r❡♠❛ ❈❡♥tr❛❧ ❞♦ ▲✐♠✐t❡✱ ❛ ❢✉♥çã♦ ❞❡ ❞✐str✐❜✉✐çã♦ ❞❡ C é ❛♣r♦①✐♠❛❞❛♠❡♥t❡

P (C ≤ n) ∼= 1− Φ

(
ω − nµ

σ
√
n

)

= 1− Φ

(
ω

σ
√
n
−

√
nµ

σ

)

= Φ

(
nµ

σ
√
n
− ω

σ
√
n

)
✱

❡♠ q✉❡ Φ(·) r❡♣r❡s❡♥t❛ ❛ ❢❞❛ ❞❛ ♥♦r♠❛❧ ♣❛❞rã♦✳

❇✐r♥❜❛✉♠ ❛♥❞ ❙❛✉♥❞❡rs ✭✶✾✻✾✮ ♦❜s❡r✈❛r❛♠ q✉❡✱ ❛♦ s✉❜st✐t✉✐r n ♣♦r ✉♠❛ ✈❛r✐á✈❡❧

r❡❛❧ ♥ã♦ ♥❡❣❛t✐✈❛ t > 0✱ ❛ ✈❛r✐á✈❡❧ T ♣❛ss❛ ❛ t❡r ✉♠❛ ❡①t❡♥sã♦ ❝♦♥tí♥✉❛ ❞❛ ✈❛r✐á✈❡❧

❛❧❡❛tór✐❛ ❞✐s❝r❡t❛ C✳ ❆ss✐♠✱ T é ♦ t❡♠♣♦ t♦t❛❧ ❛té ❛ ♦❝♦rrê♥❝✐❛ ❞❛ ❢❛❧❤❛ ❡ ❞❡✜♥✐♥❞♦

α =
σ√
µw

❡ β =
w

µ
✱

t❡♠♦s q✉❡ ❛ ❢❞❛ ❞❛ ✈❛r✐á✈❡❧ T ✜❝❛ ❞❛❞❛ ♣♦r

FT (t) = P (T ≤ t)

= Φ

[
1

α

(√
t

β
−
√

β

t

)]
✱ ✭✶✳✶✮

❝♦♠ t > 0✱ α > 0 ❡ β > 0✳ P♦rt❛♥t♦✱ ❛ ✈❛r✐á✈❡❧ ❛❧❡❛tór✐❛ ♥ã♦ ♥❡❣❛t✐✈❛ T s❡❣✉❡ ✉♠❛

❞✐str✐❜✉✐çã♦ ❇❙✱ ❝♦♠ ♣❛râ♠❡tr♦s ❞❡ ❢♦r♠❛ ❡ ❡s❝❛❧❛ α ❡ β✱ r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✱ ❡ ❞❡♥♦t❛♠♦s

♣♦r T ∼ ❇❙(α, β)✳

❆ ❢✉♥çã♦ ❞❡♥s✐❞❛❞❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞❡ ✭❢❞♣✮ ❞❡ T é ♦❜t✐❞❛ ❞❡r✐✈❛♥❞♦ ✭✶✳✶✮ ❝♦♠

r❡❧❛çã♦ à t ❡ é ❞❛❞❛ ♣♦r

fT (t) =
1√
2π

exp

[
− 1

2α2

(
t

β
+

β

t
− 2

)]
t−3/2(t+ β)

2α
√
β

, ✭✶✳✷✮

❡♠ q✉❡ t, α, β > 0.

❈♦♠♦ ♣♦❞❡♠♦s ♦❜s❡r✈❛r ♥❛ ❋✐❣✉r❛ ✶✳✶ ♦ ♣❛râ♠❡tr♦ α ❝♦♥tr♦❧❛ ❛ ❢♦r♠❛ ❞❛ ❞✐s✲

tr✐❜✉✐çã♦✱ ❛ ❞✐str✐❜✉✐çã♦ t♦r♥❛✲s❡ ❛ss✐♠étr✐❝❛ à ♠❡❞✐❞❛ q✉❡ α ❝r❡s❝❡✱ ❡ s✐♠étr✐❝❛✱ ❡♠

✺



t♦r♥♦ ❞❡ β✱ q✉❛♥❞♦ α ❞❡❝r❡s❝❡✳ ❖ ♣❛râ♠❡tr♦ β ❝♦♥tr♦❧❛ ❛ ❡s❝❛❧❛ ❞❛ ❞✐str✐❜✉✐çã♦✱ ❝♦♠♦

♣♦❞❡♠♦s ✈❡r ♥❛ ❋✐❣✉r❛ ✶✳✷✳

❋✐❣✉r❛ ✶✳✶✿ ●rá✜❝♦ ❞❛ ❢✉♥çã♦ ❞❡♥s✐❞❛❞❡ ❞❛ ❞✐str✐❜✉✐çã♦ ❇✐r♥❜❛✉♠✲❙❛✉♥❞❡rs ♣❛r❛ ♦s

✈❛❧♦r❡s ❞❡ α = 0, 2; 0, 5; 1, 0; 1, 5; 1, 8 ❡ β = 1✳
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❋✐❣✉r❛ ✶✳✷✿ ●rá✜❝♦ ❞❛ ❢✉♥çã♦ ❞❡♥s✐❞❛❞❡ ❞❛ ❞✐str✐❜✉✐çã♦ ❇✐r♥❜❛✉♠✲❙❛✉♥❞❡rs ♣❛r❛ ♦s

✈❛❧♦r❡s ❞❡ α = 1 ❡ β = 0, 2; 0, 5; 1, 0; 1, 5; 1, 8✳
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✶✳✷ Pr♦♣r✐❡❞❛❞❡s

✶✳ ❙❡ T ∼ ❇❙(α, β) ❡♥tã♦ Z = 1
α

(√
T
β
−
√

β
T

)
∼ N(0, 1)✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❡♠❡♥t❡✱

T = β

[
αZ
2
+
√(

αZ
2

)2
+ 1

]2
, ❡♠ q✉❡ Z ∼ N(0, 1);

✷✳ ❙❡ T ∼ ❇❙(α, β) ❡ c > 0✱ ❡♥tã♦ cT ∼ ❇❙(α, cβ)❀

✻



✸✳ ❙❡ T ∼ ❇❙(α, β)✱ ❡♥tã♦ T−1 ∼ ❇❙(α, β−1)❀

✹✳ ❙❡ T ∼ ❇❙(α, β)✱ ❡♥tã♦ ▼❡❞(T ) = β✱ ❡♠ q✉❡ ▼❡❞ ❞❡♥♦t❛ ❛ ♠❡❞✐❛♥❛ ❞❡ T ❀

✺✳ ❙❡ T ∼ ❇❙(α, β)✱ ❡♥tã♦ ❛ ♠é❞✐❛ ❡ ❛ ✈❛r✐â♥❝✐❛ ❞❡ T sã♦✱ r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✱

E[T ] = β

[
1 +

α2

2

]
❡ ❱❛r(T ) = α2β2

[
1 +

5

4
α2

]
✳

P❛r❛ ♠❛✐♦r❡s ❞❡t❛❧❤❡s s♦❜r❡ ❛s ♣r♦♣r✐❡❞❛❞❡s ❞❛ ❞✐str✐❜✉✐çã♦ ❇✐r♥❜❛✉♠✲❙❛✉♥❞❡rs✱

✈❡r ▲❡✐✈❛ ✭✷✵✶✺✮✳

✶✳✸ ❉✐str✐❜✉✐çã♦ ❇✐r♥❜❛✉♠✲❙❛✉♥❞❡rs r❡♣❛r❛♠❡tr✐③❛❞❛

❉❡ ❛❝♦r❞♦ ❝♦♠ ❙❛♥t♦s✲◆❡t♦ ✭✷✵✶✵✮ ❛ r❡♣❛r❛♠❡tr✐③❛çã♦ ❞❡ ❞✐str✐❜✉✐çõ❡s ♣♦❞❡ s❡r

✉♠❛ ❢❡rr❛♠❡♥t❛ ♠✉✐t♦ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ♣♦✐s ❢❛❝✐❧✐t❛ ♦ ❞❡s❡♥✈♦❧✈✐♠❡♥t♦ ❛♥❛❧ít✐❝♦✱ ❝♦♠♣✉✲

t❛❝✐♦♥❛❧ ❡ ✐♥❢❡r❡♥❝✐❛❧ ❞❡ ❛❧❣✉♠❛s ❞✐str✐❜✉✐çõ❡s✳ P❛r❛ ❛❧❣✉♠❛s s✐t✉❛çõ❡s✱ ❝♦♠♦ ❡♠ r❡✲

❣r❡ssã♦✱ q✉❛♥❞♦ ❛ ❞✐str✐❜✉✐çã♦ ❞❛ ✈❛r✐á✈❡❧ r❡s♣♦st❛ ♥ã♦ ❛♣r❡s❡♥t❛ ❛ ♠é❞✐❛ ❝♦♠♦ ✉♠ ❞❡

s❡✉s ♣❛râ♠❡tr♦s é ♣♦ssí✈❡❧ ❛tr❛✈és ❞❡ ✉♠❛ r❡♣❛r❛♠❡tr✐③❛çã♦ ❛❥✉st❛r ❛ ♠é❞✐❛ ❞❛ ✈❛r✐á✲

✈❡❧ r❡s♣♦st❛✳ ◆❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛✱ ❡♥❝♦♥tr❛♠♦s ❞✐❢❡r❡♥t❡s r❡♣❛r❛♠❡tr✐③❛çõ❡s q✉❡ ❛♣r❡s❡♥t❛♠

❜♦♥s r❡s✉❧t❛❞♦s✱ ❝♦♠♦ ♣♦r ❡①❡♠♣❧♦✱ ❛ ❞✐str✐❜✉✐çã♦ ❜❡t❛ ✭✈❡r ❋❡rr❛r✐ ❛♥❞ ❈r✐❜❛r✐✲◆❡t♦

✭✷✵✵✹✮✮✱ ❛ ❞✐str✐❜✉✐çã♦ ✐♥✈❡rs❛ ❣❛✉ss✐❛♥❛ ✭✈❡r ❚✇❡❡❞✐❡ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✺✼✮✮ ❡ ❛ ❞✐str✐❜✉✐çã♦

❇❙ ✭✈❡r ❆❤♠❡❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❡ ❙❛♥t♦s✲◆❡t♦ ✭✷✵✶✵✮✮✳

❯♠❛ ♥♦✈❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛çã♦ ❞❛ ❞✐str✐❜✉✐çã♦ ❇❙ ♣r♦♣♦st❛ ♣♦r ❙❛♥t♦s✲◆❡t♦ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✶✷✮ é ✐♥❞❡①❛❞❛ ♣❡❧♦s ♣❛râ♠❡tr♦s µ ❡ δ✱ ❡♠ q✉❡ µ > 0 é ♦ ♣❛râ♠❡tr♦ ❞❡ ❡s❝❛❧❛ ❡ ❛

♠é❞✐❛ ❞❛ ❞✐str✐❜✉✐çã♦✱ ❡♥q✉❛♥t♦ δ > 0 é ♦ ♣❛râ♠❡tr♦ ❞❡ ❢♦r♠❛ ❡ ♣r❡❝✐sã♦✳ ❈♦♠ ❜❛s❡

♥❡st❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛çã♦✱ ❛ ❢❞♣ ❞❡ T ✜❝❛ ❞❛❞❛ ♣♦r

f(t;µ, δ) =
exp(δ/2)

√
δ + 1

4t3/2
√
πµ

[
t+

δµ

δ + 1

]
exp

{
−δ

4

[
t(δ + 1)

δµ
+

δµ

t(δ + 1)

]}
.✭✶✳✸✮

◆❡st❡ ❝❛s♦✱ ✉s❛♠♦s ❛ ♥♦t❛çã♦ T ∼ ❇❙❘(µ, δ)✳ ❆ ♠é❞✐❛ ❡ ❛ ✈❛r✐â♥❝✐❛ ❞❡ T sã♦ ❞❛❞❛s✱

r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✱ ♣♦r

E[T ] = µ ❡ ❱❛r[T ] =
µ2

φ
,

❡♠ q✉❡ φ = (δ+1)2

(2δ+5)
.

◆❛ ❋✐❣✉r❛ ✶✳✸✱ ✐❞❡♥t✐✜❝❛♠♦s q✉❡ ♦ ♣❛râ♠❡tr♦ δ ❝♦♥tr♦❧❛ ❛ ❢♦r♠❛ ❞❛ ❞✐str✐❜✉✐çã♦✱

❛ ♠❡❞✐❞❛ q✉❡ δ ❝r❡s❝❡ ❛ ❢❞♣ ❞❛ ❇❙ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛❞❛ t♦r♥❛✲s❡ s✐♠étr✐❝❛✳ ❖ ♣❛râ♠❡tr♦ µ

❝♦♥tr♦❧❛ ❛ ❡s❝❛❧❛ ❞❛ ❞✐str✐❜✉✐çã♦✱ ❝♦♠♦ ♣♦❞❡♠♦s ✈❡r ♥❛ ❋✐❣✉r❛ ✶✳✹✳

✼



❋✐❣✉r❛ ✶✳✸✿ ●rá✜❝♦ ❞❛ ❢✉♥çã♦ ❞❡♥s✐❞❛❞❡ ❞❛ ❞✐str✐❜✉✐çã♦ ❇✐r♥❜❛✉♠✲❙❛✉♥❞❡rs r❡♣❛r❛✲

♠❡tr✐③❛❞❛ ♣❛r❛ ♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ δ = 1; 2; 15; 20; 50 ❡ µ = 1✳
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❋✐❣✉r❛ ✶✳✹✿ ●rá✜❝♦ ❞❛ ❢✉♥çã♦ ❞❡♥s✐❞❛❞❡ ❞❛ ❞✐str✐❜✉✐çã♦ ❇✐r♥❜❛✉♠✲❙❛✉♥❞❡rs r❡♣❛r❛✲

♠❡tr✐③❛❞❛ ♣❛r❛ ♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ δ = 7 ❡ µ = 0, 8; 1; 1, 8; 2; 3✳
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❆q✉✐ δ é ✐♥t❡r♣r❡t❛❞♦ ❝♦♠♦ ♣❛râ♠❡tr♦ ❞❡ ♣r❡❝✐sã♦✱ ♣♦✐s ♣❛r❛ µ ✜①❛❞♦✱ q✉❛♥❞♦

δ → ∞✱ ❱❛r(T ) → 0✳ P❛r❛ ♠❛✐♦r❡s ❞❡t❛❧❤❡s ❞❡ss❛ r❡♣❛r❛♠❡tr✐③❛çã♦ ✈❡r ❙❛♥t♦s✲◆❡t♦

✭✷✵✶✵✮ ❡ ❙❛♥t♦s✲◆❡t♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✳

✶✳✹ ▼♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❣r❡ssã♦ ❇✐r♥❜❛✉♠✲❙❛✉♥❞❡rs

❙❡❥❛♠ Y1, . . . , Yn ✈❛r✐á✈❡✐s ❛❧❡❛tór✐❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❡s✱ ❝♦♠ Yi ∼ ❇❙❘(µi, δ)✱ ♣❛r❛

i = 1, . . . , n, ❝✉❥❛ ❢❞♣ é ❞❛❞❛ ❡♠ ✭✶✳✸✮✳ ❖ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❣r❡ssã♦ ❇❙ ❜❛s❡❛❞♦ ❡♠ ✭✶✳✸✮ é

✽



❞❡✜♥✐❞♦ ❞❡ ❢♦r♠❛ s✐♠✐❧❛r ❛♦s ♠♦❞❡❧♦s ❧✐♥❡❛r❡s ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦s ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡

s✐st❡♠át✐❝❛

g(µi) = ηi, i = 1, . . . , n, ✭✶✳✹✮

❡♠ q✉❡ ηi = x⊤
i β é ♦ ♣r❡❞✐t♦r ❧✐♥❡❛r✱ g(·) é ❛ ❢✉♥çã♦ ❞❡ ❧✐❣❛çã♦✱ β = (β0, β1, . . . , βp)

⊤✱

(p+1) < n✱ é ♦ ✈❡t♦r ❞❡ ♣❛râ♠❡tr♦s ❞❡s❝♦♥❤❡❝✐❞♦s ❛ s❡r❡♠ ❡st✐♠❛❞♦s ❡ xi = (1, xi1, . . . , xip)
⊤

r❡♣r❡s❡♥t❛ ♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❛s ✈❛r✐á✈❡✐s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❛s✳ ❆ss✉♠❡✲s❡ g : R → R
+ ✉♠❛ ❢✉♥çã♦

♠♦♥ót♦♥❛ ❡ ❞✐❢❡r❡♥❝✐á✈❡❧ ♣❡❧♦ ♠❡♥♦s ❞✉❛s ✈❡③❡s✳

❊ss❡ ♠♦❞❡❧♦ é ♠❛✐s ✢❡①í✈❡❧ ❞♦ q✉❡ ♦ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❣r❡ssã♦ ♣r♦♣♦st♦ ♣♦r ❘✐❡❝❦ ❛♥❞

◆❡❞❡❧♠❛♥ ✭✶✾✾✶✮✱ ♣♦✐s ❞á ♠❛✐♦r ✢❡①✐❜✐❧✐❞❛❞❡ ♣❛r❛ ❛ r❡❧❛çã♦ ❢✉♥❝✐♦♥❛❧ ❡♥tr❡ ❛ ♠é❞✐❛

❞❛ ✈❛r✐á✈❡❧ r❡s♣♦st❛ ❡ ♦ ♣r❡❞✐t♦r ❧✐♥❡❛r✳

❈♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ❛ ♣❛rt✐çã♦ θ = (β⊤, δ)⊤✱ ♦ ❧♦❣❛r✐t♠♦ ❞❛ ❢✉♥çã♦ ❞❡ ✈❡r♦ss✐♠✐❧❤❛♥ç❛

❞♦ ♠♦❞❡❧♦ ✭1.4✮ é ❞❛❞♦ ♣♦r

l(θ) = log
n∏

i=1

f(yi;µi, δ) =
n∑

i=1

l(µi, δ)

❡♠ q✉❡

l(µi, δ) =
δ

2
− 1

2
log(16π)− 1

2
log (δ + 1)− 3

2
log(yi)−

1

2
log(µi)

+ log(yi + δyi + δµi)−
yi(δ + 1)

4µi

− δ2µi

4yi(δ + 1)
.

❆s ❢✉♥çõ❡s ❡s❝♦r❡s ❞❡ β ❡ δ sã♦ ❞❛❞❛s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✱ ♣♦r✿

Uβ(θ)(p+1)×1 = X⊤D(a)z

❡

Uδ(θ)1×1 = tr [D(b)] ,

❡♠ q✉❡ D(a) = ❞✐❛❣{a1, . . . , an}✱ ❝♦♠ ai =
1

g′(µi)
✱ z = (z1, . . . , zn)

⊤✱ s❡♥❞♦ zi = − 1
2µi

+

δ
δyi+yi+δµi

+ yi(δ+1)

4µ2
i

− δ2

4yi(δ+1)
❡ D(b) = ❞✐❛❣{b1, . . . , bn}✱ ❝♦♠ bi =

1
2
− 1

2(δ+1)
+ yi+µi

δyi+yi+δµi
−

yi
4µi

− δ(δ+2)µi

4(δ+1)2yi
✳

❙❡❣✉❡ q✉❡ ❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ✐♥❢♦r♠❛çã♦ ❞❡ ❋✐s❤❡r ♣❛r❛ θ ♣♦ss✉✐ ❛ ❢♦r♠❛

Kθθ =


Kββ Kβδ

Kδβ Kδδ


 =


X⊤WββX X⊤D(a)s

s⊤D(a)X tr [D(u)]


 ,

✾



❡♠ q✉❡ Wββ = ❞✐❛❣ {v1, · · · , vn}✱ D(u) = ❞✐❛❣ {u1, · · · , un} ❡ s = (s1, · · · , sn)⊤✱ ♦♥❞❡
vi =

δ
2µ2

i {g′(µi)}2
+ δ2

(δ+1)2{g′(µi)}2
I(δ)✱ ui =

(δ2+3δ+1)
2(δ+1)2δ2

+
µ2
i

(δ+1)4
I(δ) ❡ si =

1
2µi(δ+1)

+ δµi

(δ+1)3
✱

s❡♥❞♦ I(δ) =
∫∞
0

1
4
e

δ
2

√
δe−

1
4(

(δ+1)②
δµ

+ δµ
(δ+1)②)δ

(
②+ δµ

(δ+1)

)−1 (√
πδµ
δ+1

)−1

②−3/2dy✳

P❛r❛ ♦❜t❡r ❛ ✐♥✈❡rs❛ ❞❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ✐♥❢♦r♠❛çã♦ ❞❡ ❋✐s❤❡r✱ ♣♦❞❡♠♦s ✉t✐❧✐③❛r ❛ ♦♣❡✲

r❛çã♦ ❞❡ ❜❧♦❝♦ ❡❧❡♠❡♥t❛r ✭✈❡r ❇❛♥❡r❥❡❡ ❛♥❞ ❘♦② ✭✷✵✶✹✮✮✳ ❙❡♥❞♦ ❛ss✐♠✱ Kθθ
−1 ✜❝❛ ❞❛❞❛

♣♦r

Kθθ
−1 =


D−1 + BB⊤

h
−B

h

−B⊤

h
1
h


 ,

❡♠ q✉❡ D = X⊤WββX✱ ❝♦♠ ❞✐♠❡♥sã♦ (p + 1) × (p + 1)✱ B = D−1X⊤D(a)s✱ ❝♦♠

❞✐♠❡♥sã♦ (p+ 1)× 1 ❡ h = tr [D(u)]− s⊤D(a)XB é ✉♠ ❡s❝❛❧❛r✳

❈♦♥s✐❞❡r❡♠♦s ❛s ♠❛tr✐③❡s ❛✉♠❡♥t❛❞❛s✱ W̃ ❡ X̃✱ ❝♦♠ r❡s♣❡❝t✐✈❛s ❞✐♠❡♥sõ❡s✱ (n+

1)× (n+ 1) ❡ (n+ 1)× (p+ 2)✱ ❞❡✜♥✐❞❛s ♣♦r

W̃ =


Wββ Wβδ

Wδβ Wδδ


 =


 Wββ D(a)s

s⊤D(a) tr [D(u)]


 ✱

❡

X̃ =


X 0

0 1


 ✳

❡♠ q✉❡ Wββ = D(v)✱ Wβδ = [Wδβ]
⊤ = D(a)s ❡ Wδδ = tr [D(u)]✱ t♦❞❛s ❞❡ ❞✐♠❡♥sã♦

n× n✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❡♠❡♥t❡✱ ♣♦❞❡♠♦s r❡❡s❝r❡✈❡r ❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ✐♥❢♦r♠❛çã♦ ❞❡ ❋✐s❤❡r✱ ♥❛

❢♦r♠❛

Kθθ = X̃⊤W̃ X̃✱

❡ s✉❛ ✐♥✈❡rs❛✱ ❝♦♠♦

Kθθ
−1 = (X̃⊤W̃ X̃)−1✳

P❛r❛ ♠❛✐♦r❡s ❞❡t❛❧❤❡s ❞♦s ❝á❧❝✉❧♦s ❞❡ss❛ s❡çã♦ ✈❡r ❆♣ê♥❞✐❝❡ ❆ ❡ ❙❛♥t♦s✲◆❡t♦ ✭✷✵✶✵✮✳

✶✳✹✳✶ ❊st✐♠❛çã♦ ❞♦s ♣❛râ♠❡tr♦s

❖s ❡st✐♠❛❞♦r❡s ❞❡ ♠á①✐♠❛ ✈❡r♦ss✐♠✐❧❤❛♥ç❛ ❞♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s ❞❡ r❡❣r❡ssã♦ ❡ ❞♦

♣❛râ♠❡tr♦ ❞❡ ❢♦r♠❛ sã♦ s♦❧✉çõ❡s ❞❛s ❡q✉❛çõ❡s Uβj
(θ) = 0 (j = 0, . . . , p) ❡ Uδ(θ) = 0✳

P♦ré♠✱ ♥❡st❡ ❝❛s♦✱ ❡ss❛s ❡q✉❛çõ❡s ♥ã♦ ❛♣r❡s❡♥t❛♠ s♦❧✉çõ❡s ❛♥❛❧ít✐❝❛s✱ s❡♥❞♦ ♥❡❝❡ssár✐❛

✶✵



❛ ✉t✐❧✐③❛çã♦ ❞❡ ♠ét♦❞♦ ✐t❡r❛t✐✈♦ ♣❛r❛ ❛ ♦❜t❡♥çã♦ ❞❛s r❛í③❡s✳ ❙❡♥❞♦ ❛ss✐♠✱ ✉t✐❧✐③❛♠♦s ♦

♠ét♦❞♦ ❡s❝♦r❡ ❞❡ ❋✐s❤❡r✳ ❖ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ♣❛r❛ ❛ ❡st✐♠❛çã♦ ❞❡ θ = (β⊤, δ)⊤ ❜❛s❡❛❞♦ ❡♠

m ♣❛ss♦s é ♦❜t✐❞♦ ♣♦r

θ(m+1) = θ(m) + (Kθθ
−1)(m)Uθ

(m)

= θ(m) + (X̃⊤W̃ (m)X̃)−1


X⊤D(a)(m)

z(m)

tr [D(b)]




= θ(m) + (X̃⊤W̃ (m)X̃)−1


X⊤

0

0 1




D(a)(m)

z(m)
0

0 tr [D(b)]




= θ(m) + (X̃⊤W̃ (m)X̃)−1


X⊤

0

0 1




D(a)(m)

0

0 tr [D(b)]




z(m)

1




= θ(m) + (X̃⊤W̃ (m)X̃)−1X̃⊤


D(a)(m)

0

0 tr [D(b)]




z(m)

1




= θ(m) + (X̃⊤W̃ (m)X̃)−1X̃⊤W̃ (m)[W̃ (m)]−1


D(a)(m)

0

0 tr [D(b)]




z(m)

1


 ,

m = 0, 1, · · · ✳ ❙❡ tr❛❜❛❧❤❛r♠♦s ✉♠ ♣♦✉❝♦ ❛♦ ❧❛❞♦ ❞✐r❡✐t♦ ❞❛ ❡①♣r❡ssã♦ ❛❝✐♠❛✱ ❝❤❡❣❛♠♦s

♥❛ ❢♦r♠❛

θ(m+1) = (X̃⊤W̃ (m)X̃)−1X̃⊤W̃ (m)z∗(m), ✭✶✳✺✮

❡♠ q✉❡

z∗(m) = X̃θ(m) + [W̃ (m)]−1


D(a)(m)

0

0 tr [D(b)]




z(m)

1


 .

❖❜s❡r✈❛♥❞♦ ✭✶✳✺✮✱ ♥♦t❛♠♦s q✉❡ θ(m+1) ❛♣r❡s❡♥t❛ ✉♠❛ ❢♦r♠❛ ❞♦ ♣r♦❝❡ss♦ ✐♥t❡r❛✲

t✐✈♦ ❞❡ ♠í♥✐♠♦s q✉❛❞r❛❞♦s r❡♣♦♥❞❡r❛❞♦✱ ❛ q✉❛♥t✐❞❛❞❡ z∗(m) ❞❡s❡♠♣❡♥❤❛ ♦ ♣❛♣❡❧ ❞❡

✈❛r✐á✈❡❧ r❡s♣♦st❛ ♠♦❞✐✜❝❛❞❛ ❡ q✉❡ X̃ ❞❛ ♠❛tr✐③ ♠♦❞❡❧♦✳

❆ s❡❣✉✐r✱ ❡①♣❛♥❞✐r❡♠♦s θ(m+1) ♣❛r❛ ♦❜t❡r♠♦s ❛s ❡①♣r❡ssõ❡s ❞❡ β(m+1) ❡ δ(m+1)✳

P❛r❛ t❛❧ ♣r♦❝❡❞✐♠❡♥t♦✱ ❝♦♥str✉í♠♦s ✉♠❛ s❡q✉ê♥❝✐❛ ❞❡ ❡t❛♣❛s ❞❡✜♥✐❞❛s ❞❛ s❡❣✉✐♥t❡

❢♦r♠❛

✶➟ ❊t❛♣❛✿ ❈❛❧❝✉❧❛r (X̃⊤W̃ (m)X̃)−1X̃⊤W̃ (m)✳

✶✶



◆♦t❡ q✉❡✱

(X̃⊤W̃ (m)X̃)−1X̃⊤W̃ (m) = [K
(m)
θθ ]−1X̃⊤W̃ (m)

=


(X⊤W

(m)
ββ X)−1X⊤W

(m)
ββ 0

0 1


 .

✷➟ ❊t❛♣❛✿ P❛r❛ ❝❛❧❝✉❧❛r♠♦s z∗(m)✱ ♣r❡❝✐s❛♠♦s ❡♥❝♦♥tr❛r ❛ ✐♥✈❡rs❛ ❞❛ ♠❛tr✐③ W̃ (m)✳

❙❡❣✉✐♥❞♦ ♦ ♣r♦❝❡❞✐♠❡♥t♦ ♣r♦♣♦st♦ ♣♦r ❇❛♥❡r❥❡❡ ❛♥❞ ❘♦② ✭✷✵✶✹✮✱ ❛ ✐♥✈❡rs❛ ❡♥❝♦♥tr❛❞❛

♣♦ss✉✐ ❛ s❡❣✉✐♥t❡ ❡str✉t✉r❛

[W̃ (m)]−1 =


[Wββ

(m)]−1 + A(m)[A(m)]⊤

f
−A(m)

f

− [A(m)]⊤

f
1
f


 ,

❡♠ q✉❡ [W
(m)
ββ ]−1 = [D(v)(m)]−1✱ A(m) = [W

(m)
ββ ]−1D(a)(m)

s(m) ❡ f = tr[D(u)] −
[s(m)]⊤D(a)(m)[W

(m)
ββ ]−1D(a)(m)

s(m)✱ ❝♦♠ r❡s♣❡❝t✐✈❛s ❞✐♠❡♥sõ❡s✱ n × n✱ n × 1 ❡ f ✉♠

❡s❝❛❧❛r✳

✸➟ ❊t❛♣❛✿ ❙✉❜st✐t✉í♠♦s ❛s ♠❛tr✐③❡s [W̃ (m)]−1 ❡ X̃✱ ❡♠ z∗(m)✳ ❆♣ós ❛❧❣✉♠❛s ♠❛♥✐♣✉✲

❧❛çõ❡s ❛❧❣é❜r✐❝❛s✱ ❡♥❝♦♥tr❛♠♦s ❛ s❡❣✉✐♥t❡ ✐❣✉❛❧❞❛❞❡

z∗(m) =


 z

∗(m)
1

δ(m) − [A(m)]⊤D(a)(m)z(m)

f
+ tr[D(b)]

f


 ,

❡♠ q✉❡ z
∗(m)
1 = Xβ(m) +

[
[Wββ

(m)]−1D(a)(m) + A(m)[A(m)]⊤D(a)(m)

f

]
z(m) − A(m)tr[D(b)]

f
✳

✹➟ ❊t❛♣❛✿ ❆s ❡①♣r❡ssõ❡s ❡♥❝♦♥tr❛❞❛s ♥❛ ✶➟ ❊t❛♣❛ ❡ ♥❛ ✸➟ ❊t❛♣❛ ❢♦r❛♠ s✉❜st✐t✉í❞❛s

❡♠ θ(m+1)✳ ❆ss✐♠✱ ❛♦ ✜♥❛❧ ❞♦ ♣r♦❝❡❞✐♠❡♥t♦✱ ❝♦♥❝❧✉í♠♦s q✉❡

θ(m+1) =


 (X⊤W

(m)
ββ X)−1X⊤W

(m)
ββ z

∗(m)
1

δ(m) − [A(m)]⊤D(a)(m)z
(m)

f
+ tr[D(b)]

f


 .

P♦rt❛♥t♦✱

β(m+1) = (X⊤W
(m)
ββ X)−1X⊤W

(m)
ββ z

∗(m)
1

❡

δ(m+1) = δ(m) − [A(m)]⊤D(a)(m)
z(m)

f
+

tr [D(b)]

f
.

◆♦ ú❧t✐♠♦ ♣❛ss♦ ♦ ❡st✐♠❛❞♦r ❞♦ ✈❡t♦r ❞❡ ♣❛râ♠❡tr♦s r❡❣r❡ss♦r❡s ✜❝❛ ❞❡✜♥✐❞♦

❝♦♠♦

β̂MV = (X⊤ŴββX)−1X⊤Ŵββẑ
∗
1 . ✭✶✳✻✮

✶✷



✶✳✹✳✷ ❉✐str✐❜✉✐çã♦ ❛ss✐♥tót✐❝❛

❆ ✐♥❢❡rê♥❝✐❛ ❛ss✐♥tót✐❝❛ ♣❛r❛ ♦ ✈❡t♦r ❞❡ ♣❛râ♠❡tr♦s θ = (β⊤, δ)⊤ ♣♦❞❡ s❡r ❜❛s❡❛❞❛

♥❛ ♥♦r♠❛❧✐❞❛❞❡ ❛ss✐♥tót✐❝❛ ❞♦ ❡st✐♠❛❞♦r ❞❡ ♠á①✐♠❛ ✈❡r♦ss✐♠✐❧❤❛♥ç❛ θ̂✱ ❞❛❞❛ ♣♦r

θ̂ ∼ Np+2

(
θ, Kθθ

−1
)
.

❊ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❡♠❡♥t❡

β̂MV ∼ N(p+1)

(
β, Kββ

)

❡

δ̂ ∼ N

(
δ,
1

h

)
,

❡♠ q✉❡ Kββ = D−1 + BB⊤

h
✳

✶✳✹✳✸ ❊rr♦ q✉❛❞rát✐❝♦ ♠é❞✐♦ ❞♦ ❡st✐♠❛❞♦r β̂MV

❖ ❊◗▼ ❞❡ β̂MV é ❞❛❞♦ ♣♦r✿

❊◗▼(β̂MV ) = E
[
(β̂MV − β)⊤(β̂MV − β)

]
= E







(β̂0 − β0)

(β̂1 − β1)
✳✳✳

(β̂p − βp)




⊤


(β̂0 − β0)

(β̂1 − β1)
✳✳✳

(β̂p − βp)







= E
[
(β̂0 − β0)

2 + (β̂1 − β1)
2 + · · ·+ (β̂p − βp)

2
]

= E

[
p∑

j=0

(β̂j − βj)
2

]

=

p∑

j=0

E
[
(β̂j − βj)

2
]
✳

❆ss✐♥t♦t✐❝❛♠❡♥t❡ t❡♠♦s

❊◗▼(β̂MV ) =

p∑

j=0

E
[
(β̂j − E[β̂j])

2
]

=

p∑

j=0

❱❛r(β̂j),

♣♦✐s ♦ ❊▼❱ é ❛ss✐♥t♦t✐❝❛♠❡♥t❡ ♥ã♦✲✈✐❡s❛❞♦✳

✶✸



❈♦♠♦ ♦ tr❛ç♦ ❞❡ ✉♠❛ ♠❛tr✐③ é ❛ s♦♠❛ ❞♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s ❞❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ t❡♠♦s

q✉❡

❊◗▼(β̂MV ) = tr
[
❈♦✈(β̂MV )

]
= tr

[
Kββ

]
.

✶✹



❈❛♣ít✉❧♦ ✷

❊st✐♠❛❞♦r r✐❞❣❡ ♣❛r❛ ♦ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡

r❡❣r❡ssã♦ ❇❙

◆❡st❡ ❝❛♣ít✉❧♦✱ ❛♣r❡s❡♥t❛♠♦s ♦ ❝♦♥❝❡✐t♦ ❞❡ ♠✉❧t✐❝♦❧✐♥❡❛r✐❞❛❞❡✱ ♦ ❝♦♥t❡①t♦ ❤✐stó✲

r✐❝♦ ❞♦ ❡st✐♠❛❞♦r r✐❞❣❡ ❡ ♣r♦♣♦♠♦s ✉♠ ❡st✐♠❛❞♦r r✐❞❣❡ ♣❛r❛ ♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s ❞❡ r❡❣r❡ssã♦

❞♦ ♠♦❞❡❧♦ ❇❙❘✳ ❖❜t✐✈❡♠♦s ♦ ❊◗▼ ❡ ♣r♦✈❛♠♦s ❛❧❣✉♥s r❡s✉❧t❛❞♦s✳ P♦r ✜♠✱ ♣r♦♣♦♠♦s

❛❧❣✉♥s ❡st✐♠❛❞♦r❡s ♣❛r❛ ♦ ♣❛râ♠❡tr♦ ❞❡ ❡♥❝♦❧❤✐♠❡♥t♦✳

✷✳✶ ▼✉❧t✐❝♦❧✐♥❡❛r✐❞❛❞❡

❊♠ ♠♦❞❡❧♦s ❞❡ r❡❣r❡ssã♦ ❡st✉❞❛♠♦s ❝♦♠♦ ♦ ❝♦♠♣♦rt❛♠❡♥t♦ ❞❡ ✉♠❛ ✈❛r✐á✈❡❧✱

❝❤❛♠❛❞❛ ✈❛r✐á✈❡❧ r❡s♣♦st❛✱ ♣♦❞❡ s❡r ❡①♣❧✐❝❛❞♦ ❛tr❛✈és ❞❡ ✉♠❛ ❡str✉t✉r❛ ❝♦♠ ❝♦✈❛r✐á✈❡✐s

✭✈❛r✐á✈❡✐s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❛s✮ ❡ ♣❛râ♠❡tr♦s ❞❡s❝♦♥❤❡❝✐❞♦s✳

➱ ❝♦♠✉♠ ❡♠ ♠♦❞❡❧♦s ❞❡ r❡❣r❡ssã♦ q✉❡ ❛s ✈❛r✐á✈❡✐s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❛s s❡❥❛♠ ❝♦rr❡❧❛❝✐✲

♦♥❛❞❛s ✉♠❛s ❝♦♠ ❛s ♦✉tr❛s✳ ◆♦ ❡♥t❛♥t♦✱ q✉❛♥❞♦ ❛s ❝♦rr❡❧❛çõ❡s sã♦ ❛❧t❛s✱ ❧❡✈❛♠ ❛♦

♣r♦❜❧❡♠❛ q✉❡ ❝❤❛♠❛♠♦s ❞❡ ♠✉❧t✐❝♦❧✐♥❡❛r✐❞❛❞❡✳ ❊ss❡ ♣r♦❜❧❡♠❛ é ♠✉✐t♦ ❝♦♠✉♠ ♥❛ ♣❡s✲

q✉✐s❛ ❛♣❧✐❝❛❞❛ ❡ t❡♠ ❡❢❡✐t♦s ✐♥❞❡s❡❥á✈❡✐s ♥♦ ❡st✐♠❛❞♦r ❞❡ ♠í♥✐♠♦s q✉❛❞r❛❞♦s ✭❊▼◗✮

♦✉ ❞❡ ♠á①✐♠❛ ✈❡r♦ss✐♠✐❧❤❛♥ç❛ ✭❊▼❱✮✱ ♣♦✐s ♦❜t❡♠♦s ❡st✐♠❛t✐✈❛s ✐♥stá✈❡✐s ❞♦s ♣❛râ✲

♠❡tr♦s ❞❡ r❡❣r❡ssã♦ ♦ q✉❡ ❛❝❛rr❡t❛ ❡♠ ❞✐✜❝✉❧❞❛❞❡s ♥❛ ✐♥t❡r♣r❡t❛çã♦ ❞❛s ♠❡s♠❛s✱ ❛❧é♠

❞❡ ❡rr♦s✲♣❛❞rã♦ ❣r❛♥❞❡s ✭✈❡r ❨❛❤②❛ ❆❧❣❛♠❛❧ ✭✷✵✶✾✮ ❡ ❆♠✐♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✵✮✮✳

❙❡❣✉♥❞♦ ▼♦♥t❣♦♠❡r② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ❛ ♠✉❧t✐❝♦❧✐♥❡❛r✐❞❛❞❡ ♣♦❞❡ s❡r ❝❛✉s❛❞❛ ♣♦r

q✉❛tr♦s ❢❛t♦r❡s✿ ♦ ♠ét♦❞♦ ❞❡ ❝♦❧❡t❛ ❞❡ ❞❛❞♦s ✉s❛❞♦s✱ r❡str✐çõ❡s ♥♦ ♠♦❞❡❧♦ ♦✉ ♥❛

♣♦♣✉❧❛çã♦✱ ❡s♣❡❝✐✜❝❛çã♦ ❞♦ ♠♦❞❡❧♦ ❡ ❡①❝❡ss♦ ❞❡ t❡r♠♦s ♥♦ ♠♦❞❡❧♦✳ ◆❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛

❡♥❝♦♥tr❛♠♦s ❞✐✈❡rs♦s ♠ét♦❞♦s q✉❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛♠ ♦ ♣r♦❜❧❡♠❛✱ ❡♥tr❡ ❡❧❡s✱ ❛ ♠❛tr✐③ ❞❡

✶✺



❝♦rr❡❧❛çã♦✱ ❢❛t♦r ❞❡ ✐♥✢❛çã♦ ❞❛ ✈❛r✐â♥❝✐❛ ❡ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ❝♦♥❞✐çã♦✳

◆❛ ♣rát✐❝❛✱ q✉❛♥❞♦ ❛s ✈❛r✐á✈❡✐s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❛s ♥ã♦ sã♦ ❛❧t❛♠❡♥t❡ ❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥❛❞❛s✱

❡❧✐♠✐♥❛✲s❡ ✉♠❛ ♦✉ ♠❛✐s ✈❛r✐á✈❡✐s ❞♦ ♠♦❞❡❧♦✳ ❖ ♣r♦❜❧❡♠❛ ♥♦ q✉❡ s❡ r❡❢❡r❡ é q✉❛♥❞♦

♦❝♦rr❡ ✉♠ ❛❧t♦ ❣r❛✉ ❞❡ ❝♦rr❡❧❛çã♦ ❡♥tr❡ ❡❧❛s ♦✉ ❛♣r❡s❡♥t❛ ✉♠❛ ❝♦♠❜✐♥❛çã♦ q✉❛s❡ ❧✐✲

♥❡❛r ❡♥tr❡ ♦ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❛s ✈❛r✐á✈❡✐s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❛s✳ ❆ ❞❡♣❡♥❞ê♥❝✐❛ ❡♥tr❡ ❡ss❛s ✈❛r✐á✈❡✐s

♣r♦✈♦❝❛ sér✐♦s ❡❢❡✐t♦s ♥❛s ❡st✐♠❛t✐✈❛s ❞♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s ❞❡ r❡❣r❡ssã♦ ❝♦♠♦✱ ♣♦r ❡①❡♠✲

♣❧♦✱ ♥♦ ♠ét♦❞♦ ❞❡ ❊▼◗ ♥ã♦ é ♣♦ssí✈❡❧ r❡s♦❧✈❡r ♦ s✐st❡♠❛ ❞❡ ❡q✉❛çõ❡s ♥♦r♠❛✐s✳ P❛r❛

♠✐♥✐♠✐③❛r ♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s ❝❛✉s❛❞♦s ❝♦♠ ❛ ♠✉❧t✐❝♦❧✐♥❡❛r✐❞❛❞❡ ✈ár✐♦s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❛s ❢♦r❛♠

♣r♦♣♦st❛s ❝♦♠♦ ❡❧✐♠✐♥❛r ❝♦✈❛r✐á✈❡✐s ❞♦ ♠♦❞❡❧♦✱ ❝♦❧❡t❛r ♠❛✐s ✐♥❢♦r♠❛çõ❡s ♦✉ ✉t✐❧✐③❛r

♦✉tr♦s ❡st✐♠❛❞♦r❡s✱ ❝♦♠♦ ♦ ❡st✐♠❛❞♦r r✐❞❣❡✳

✷✳✷ ❈♦♥t❡①t♦ ❤✐stór✐❝♦ ❞❛ r❡❣r❡ssã♦ r✐❞❣❡

❖ ♠ét♦❞♦ ❞❡ ❊▼◗ é ✉♠❛ té❝♥✐❝❛ ❡st❛tíst✐❝❛ ❝♦♥❤❡❝✐❞❛ ♣♦r ❛♣r❡s❡♥t❛r ✈❛r✐â♥❝✐❛

♠í♥✐♠❛ ❞❡ ❡st✐♠❛❞♦r❡s ♥ã♦ ✈✐❡s❛❞♦s✱ s❡♥❞♦ ❛❞❡q✉❛❞♦s ♣❛r❛ ♠♦❞❡❧♦s q✉❡ ❛♣r❡s❡♥t❛♠

✉♠❛ r❡❧❛çã♦ ❧✐♥❡❛r ❡♥tr❡ ❛s ✈❛r✐á✈❡✐s✳ ❈♦♥t✉❞♦ ❍♦❡r❧ ❛♥❞ ❑❡♥♥❛r❞ ✭✶✾✼✵✮ r❡ss❛❧t❛♠ q✉❡

❛s ❡st✐♠❛t✐✈❛s ❛♣r❡s❡♥t❛♠ ✉♠ ❜♦♠ ❞❡s❡♠♣❡♥❤♦ q✉❛♥❞♦ ❛s ✈❛r✐á✈❡✐s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❛s ♥ã♦

sã♦ ❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥❛❞❛s✱ ♦✉ s❡❥❛✱ q✉❛♥❞♦ ♥❛ ❢♦r♠❛ ❞❡ ❝♦rr❡❧❛çã♦✱ ❛ ♠❛tr✐③ X⊤X é ✉♥✐tár✐❛✱

❝❛s♦ ❝♦♥trár✐♦✱ ❛s ❡st✐♠❛t✐✈❛s ❞❡ ♠í♥✐♠♦s q✉❛❞r❛❞♦s sã♦ s✉❥❡✐t❛s ❛s ❞✐❢❡r❡♥t❡s t✐♣♦s

❞❡ ❡rr♦s✳ P❛r❛ ❝♦♥tr♦❧❛r ♦s ❡rr♦s ❡ ❛ ✐♥st❛❜✐❧✐❞❛❞❡ ❣❡r❛❧ ❞❛s ❡st✐♠❛t✐✈❛s ❞❡ ♠í♥✐♠♦s

q✉❛❞r❛❞♦s✱ ♦s ❛✉t♦r❡s ❞❡st❛❝❛♠ q✉❡ ❍♦❡r❧ ✭✶✾✻✷✮ s✉❣❡r✐✉✱ ♣❡❧❛ ♣r✐♠❡✐r❛ ✈❡③✱ ❛ ✉t✐❧✐③❛çã♦

❞♦ ❡st✐♠❛❞♦r ♥❛ ❢♦r♠❛

β̂∗ =
[
X⊤X + kI

]−1
X⊤y, ✭✷✳✶✮

s❡♥❞♦ k ≥ 0 ✉♠ ♣❛râ♠❡tr♦ ❞❡ ❡♥❝♦❧❤✐♠❡♥t♦✳ ❆ ❡ss❡ ❡st✐♠❛❞♦r✱ ❛tr✐❜✉✐✉✲s❡ ♦ ♥♦♠❡ ❡s✲

t✐♠❛❞♦r r✐❞❣❡ ✭❊❘✮✳ ❆ ✐❞❡✐❛ ❢♦✐ ❡❧✐♠✐♥❛r ❛ ♠✉❧t✐❝♦❧✐♥❡❛r✐❞❛❞❡ ❞❛s ✈❛r✐á✈❡✐s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❛s

❛❞✐❝✐♦♥❛♥❞♦ ✉♠❛ ♣❡q✉❡♥❛ q✉❛♥t✐❞❛❞❡ ♣♦s✐t✐✈❛ ♥♦ ❊▼◗✱ ♦✉ s❡❥❛✱ ✐♥s❡r✐r ✉♠ ♣❡q✉❡♥♦

✈✐és ❛♦ ❡st✐♠❛❞♦r✱ ♠❛s q✉❡ ❛ ✈❛r✐â♥❝✐❛ ❞♦ ❡st✐♠❛❞♦r r❡s✉❧t❛♥t❡ s❡❥❛ ♠❡♥♦r ❞♦ q✉❡ ❛ ❞♦

❊▼◗✳ ◆❡st❡ ❝❛s♦ ❛ ♠✉❧t✐❝♦❧✐♥❡❛r✐❞❛❞❡ é r❡s♦❧✈✐❞❛ ❛❢❛st❛♥❞♦ ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐❞❛❞❡ ❞❛ ♠❛tr✐③

X⊤X ♣♦r ♠❡✐♦ ❞♦ ❛❝rés❝✐♠♦ ❞❡ ✉♠❛ ❝♦♥st❛♥t❡ k✱ ♣♦ss✐❜✐❧✐t❛♥❞♦ ♦ ❝á❧❝✉❧♦ ❞❛ ✐♥✈❡rs❛ ❞❡

X⊤X ✭✈❡r ❈❛s❛❣r❛♥❞❡ ✭✷✵✶✻✮✮✳ ❖ ❊❘ t❡♠ ❛ ✈❛♥t❛❣❡♠ q✉❡ s❡✉ ❡rr♦ q✉❛❞rát✐❝♦ ♠é❞✐♦

✭❊◗▼✮ é ♠❡♥♦r q✉❡ ♦ ❞♦ ❊▼◗✳

✶✻



❆ ❡st✐♠❛çã♦ r✐❞❣❡ ❛♣❡s❛r ❞❡ t❡r s✐❞♦ ♣r♦♣♦st❛ ♣❛r❛ ❝♦rr✐❣✐r ♦ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❛ ♠✉❧t✐✲

❝♦❧✐♥❡❛r✐❞❛❞❡ ♥♦ ♣r♦❝❡ss♦ ❞❡ ❡st✐♠❛çã♦ ❞❡ ♠í♥✐♠♦s q✉❛❞r❛❞♦s ❞♦ ♠♦❞❡❧♦ ♥♦r♠❛❧ ❧✐♥❡❛r

❡❧❛ ♥ã♦ s❡ ❧✐♠✐t❛ ❛♣❡♥❛s ❛ ❡ss❡ ♠♦❞❡❧♦✱ ♣♦❞❡♥❞♦ s❡r ✉s❛❞❛ ♣❛r❛ ❡st✐♠❛r ♦s ♣❛râ♠❡tr♦s

r❡❣r❡ss♦r❡s ❞❡ q✉❛❧q✉❡r ♠♦❞❡❧♦ ✭✈❡r ✈❛♥ ❲✐❡r✐♥❣❡♥ ❲◆✳ ✭✷✵✶✺✮✮✳ ❘❡❝❡♥t❡♠❡♥t❡✱ ✈á✲

r✐♦s tr❛❜❛❧❤♦s ❢♦r❛♠ ♣✉❜❧✐❝❛❞♦s ❝♦♠ r❡❧❛çã♦ ❛ ❡st✐♠❛❞♦r❡s r✐❞❣❡ ♣❛r❛ ♠♦❞❡❧♦s ❧✐♥❡❛r❡s

❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦s s♦❜ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❞✐str✐❜✉✐çõ❡s✱ ❜❡♠ ❝♦♠♦ ♣❛r❛ ♠♦❞❡❧♦s ✐♥✢❛❝✐♦♥❛❞♦s✳ P♦✲

❞❡♠♦s ❝✐t❛r ♦s tr❛❜❛❧❤♦s ❙❝❤❛❡❢❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✹✮✱ ▲❡❡ ❛♥❞ ❙✐❧✈❛♣✉❧❧❡ ✭✶✾✽✽✮✱ ❈❡ss✐❡ ❛♥❞

✈❛♥ ❍♦✉✇❡❧✐♥❣❡♥ ✭✶✾✾✷✮✱ ▲❡s❛✛r❡ ❛♥❞ ▼❛r① ✭✶✾✾✸✮✱ ▼❛♥ss♦♥ ❛♥❞ ❙❤✉❦✉r ✭✷✵✶✶✮ ❑✐❜r✐❛

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮✱ ❑✐❜r✐❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸❜✮✱ ❆❧❣❛♠❛❧ ✭✷✵✶✾✮ ❡ ❆♠✐♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✵✮✳ ❖s tr❛❜❛❧❤♦s

❞❡ ❑✐❜r✐❛ ✭✷✵✵✸✮✱ ❑❤❛❧❛❢ ❛♥❞ ❙❤✉❦✉r ✭✷✵✵✺✮✱ ❆❧❦❤❛♠✐s✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✱ ❆❧❦❤❛♠✐s✐ ❛♥❞

❙❤✉❦✉r ✭✷✵✵✽✮ ❡ ▼✉♥✐③ ❛♥❞ ❑✐❜r✐❛ ✭✷✵✵✾✮ ♣r♦♣✉s❡r❛♠ ❡ ❝♦♠♣❛r❛r❛♠ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❡st✐✲

♠❛❞♦r❡s ♣❛r❛ ♦ ♣❛râ♠❡tr♦ k ❡ ❞❡st❛❝❛r❛♠ ❛ ✐♠♣♦rtâ♥❝✐❛ ❞♦ ❡st✉❞♦ ❞❡ s✐♠✉❧❛çã♦ ♣❛r❛

s❡❧❡❝✐♦♥❛r ♦ ♠❡❧❤♦r ❡st✐♠❛❞♦r ♣❛r❛ ♦s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ♠♦❞❡❧♦s ❞❡ r❡❣r❡ssã♦✳

✷✳✸ ❊st✐♠❛❞♦r r✐❞❣❡ ♣❛r❛ ♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s ❞❡ r❡❣r❡ssã♦

❞♦ ♠♦❞❡❧♦ ❇❙

❆ss✐♠ ❝♦♠♦ ♥♦s ♠♦❞❡❧♦s ❧✐♥❡❛r❡s ❣❡♥❡r❛❧✐③❛❞♦s✱ ♥❛ ♣r❡s❡♥ç❛ ❞❡ ♠✉❧t✐❝♦❧✐♥❡❛r✐✲

❞❛❞❡✱ ❛ ♠❛tr✐③ X⊤WββX t♦r♥❛✲s❡ ✐♥✢❛❞❛ ❡ ♠❛❧ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❛❞❛✱ ❧❡✈❛♥❞♦ ❛ ❛❧t❛ ✈❛r✐â♥❝✐❛

❡ ✐♥st❛❜✐❧✐❞❛❞❡ ❞♦s ❡st✐♠❛❞♦r❡s ❞❡ ♠á①✐♠❛ ✈❡r♦ss✐♠✐❧❤❛♥ç❛ ❞♦s ♣❛râ♠❡tr♦s ❞♦ ♠♦✲

❞❡❧♦ ❞❡ r❡❣r❡ssã♦ ❇❙✱ ❞❡✜♥✐❞♦ ♥❛ ❙❡çã♦ ✭✶✳✹✮✳ ❊♥tã♦✱ s❡❣✉✐♥❞♦ ❛ ✐❞❡✐❛ ❞❡ ❙❡❣❡rst❡❞t

✭✶✾✾✷✮✱ ♣r♦♣♦♠♦s ♦ ❡st✐♠❛❞♦r r✐❞❣❡ ♣❛r❛ ♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s ❞❛ r❡❣r❡ssã♦ ❞♦ ♠♦❞❡❧♦ ❇❙✳

❖ ❞❡s❡♠♣❡♥❤♦ ❞♦ ❡st✐♠❛❞♦r ♣r♦♣♦st♦ s❡rá ❛✈❛❧✐❛❞♦ ❡♠ t❡r♠♦s ❞❡ ❊◗▼ ❡ ✐♥✈❡st✐❣❛❞♦

❛tr❛✈és ❞❡ s✐♠✉❧❛çõ❡s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✱ s♦❜ ✈ár✐♦s ♠ét♦❞♦s ♣❛r❛ ❡st✐♠❛r ♦ ♣❛râ♠❡tr♦

❞❡ ❡♥❝♦❧❤✐♠❡♥t♦✳

P❛r❛ ♦ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❣r❡ssã♦ ❇❙✱ ♦ ❡st✐♠❛❞♦r r✐❞❣❡ é ♦❜t✐❞♦ q✉❛♥❞♦ ❛✉♠❡♥t❛♠♦s

❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❛ ♠❛tr✐③ (X⊤WββX)−1 ♣❛r❛ ✈❛❧♦r❡s ♣♦s✐t✐✈♦s ❞♦ ♣❛râ♠❡tr♦ k✱ ♥❛

❡①♣r❡ssã♦ ❞♦ ❊▼❱ ❞❛❞❛ ❡♠ ✭✶✳✻✮✳ ❖✉ s❡❥❛✱

β̂R = (X⊤ŴββX + kI(p+1)×(p+1))
−1
X⊤ŴββXβ̂MV

= (X⊤ŴββX + kI)
−1
X⊤ŴββX(X⊤ŴββX)

−1
X⊤Ŵββẑ

∗
1

= (X⊤ŴββX + kI)
−1
X⊤Ŵββẑ

∗
1 .

✶✼



❖❜s❡r✈❡ q✉❡ ♦ ❡st✐♠❛❞♦r r✐❞❣❡ t❡♠ ❝♦♠♦ ❝❛s♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦ ❡st✐♠❛❞♦r β̂MV ✱ ❜❛st❛

❝♦♥s✐❞❡r❛r♠♦s k = 0✳

P❡sq✉✐s❛s ❡✈✐❞❡♥❝✐❛♠ q✉❡ ♦s ❡st✐♠❛❞♦r❡s r✐❞❣❡✱ ❡♠❜♦r❛ ✈✐❡s❛❞♦s ❛♣r❡s❡♥t❛♠ ♦

❡rr♦ q✉❛❞rát✐❝♦ ♠é❞✐♦ ♠❡♥♦r ❝♦♠♣❛r❛❞♦ ❛♦s ❊▼❱✱ ♥♦ ❡♥t❛♥t♦✱ ♣r❡❝✐s❛♠♦s ❡♥❝♦♥tr❛r

✉♠ ❡st✐♠❛❞♦r ❛♣r♦♣r✐❛❞♦ ♣❛r❛ ♦ ♣❛râ♠❡tr♦ k✳

✷✳✸✳✶ ❊rr♦ q✉❛❞rát✐❝♦ ♠é❞✐♦

◆❡st❛ s❡çã♦ ❛♣r❡s❡♥t❛♠♦s ❛❧❣✉♥s r❡s✉❧t❛❞♦s q✉❡ ♠♦str❛♠ q✉❡ ♦ ❊◗▼ ❞♦ ❊❘ ♣❛r❛

♦s ♣❛râ♠❡tr♦s r❡❣r❡ss♦r❡s ❞♦ ♠♦❞❡❧♦ ❇❙ é ♠❡♥♦r q✉❡ ♦ ❊◗▼ ❞♦ ❊▼❱✳ ❆s s✉♣♦s✐çõ❡s ❡

♦s ♣r♦❝❡❞✐♠❡♥t♦s ❛♣r❡s❡♥t❛❞♦s ❛❜❛✐①♦ s❡❣✉❡♠ ❛s ♠❡s♠❛s s❡q✉ê♥❝✐❛s ✉s❛❞❛s ♣♦r ❑✐❜r✐❛

✭✷✵✵✸✮✱ ▼✉♥✐③ ❛♥❞ ❑✐❜r✐❛ ✭✷✵✵✾✮ ❡ ❉♦r✉❣❛❞❡ ✭✷✵✶✹✮✳

❙✉♣♦♥❤❛♠♦s Λ = diag(λ0, . . . , λp) ❡ T(p+1)×(p+1) sã♦ ❛s ♠❛tr✐③❡s ❞❡ ❛✉t♦✈❛❧♦r❡s ❡

❛✉t♦✈❡t♦r❡s ❞❡ (X⊤ŴββX)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✱ q✉❡ s❛t✐s❢❛③❡♠ ❛s ✐❣✉❛❧❞❛❞❡s T⊤X⊤ŴββXT

= M⊤ŴββM = Λ ❡ T⊤T = TT⊤ = I✱ ♦♥❞❡ XT = M ✳ ❚❡♠♦s q✉❡

β̂MV = (X⊤ŴββX)
−1
X⊤Ŵββẑ

∗
1

=
(
(T⊤)−1T⊤X⊤ŴββXTT−1

)−1

X⊤Ŵββẑ
∗
1

=
(
(T⊤)−1(T⊤X⊤ŴββXT )T−1

)−1

X⊤Ŵββẑ
∗
1

=
(
(T⊤)−1ΛT−1

)−1
X⊤Ŵββẑ

∗
1

= TΛ−1T⊤X⊤Ŵββẑ
∗
1

= TΛ−1M⊤Ŵββẑ
∗
1

= T α̂,

❡♠ q✉❡ α̂ = Λ−1M⊤Ŵββẑ
∗
1 ✱ é ✉♠ ✈❡t♦r ❞❡ ❞✐♠❡♥sã♦ (p+ 1)× 1✳

✶✽



❙❡♠ ♣❡r❞❛ ❞❡ ❣❡♥❡r❛❧✐❞❛❞❡✱

β̂R = (X⊤ŴββX + kI)
−1
X⊤Ŵββẑ

∗
1

=
(
(T⊤)−1ΛT−1 + kI

)−1
X⊤Ŵββẑ

∗
1

=
(
(T⊤)−1ΛT−1 + TT−1kI

)−1
X⊤Ŵββẑ

∗
1

=
(
(T⊤)−1ΛT−1 + (T⊤)−1kT

)−1
X⊤Ŵββẑ

∗
1

= T (Λ + kI)−1 T⊤X⊤Ŵββẑ
∗
1

= T (Λ + kI)−1 M⊤Ŵββẑ
∗
1

= T (Λ + kI)−1 ΛΛ−1M⊤Ŵββẑ
∗
1 .

❈♦♠♦ α̂ = Λ−1M⊤Ŵββẑ
∗
1 t❡♠♦s

β̂R = T (Λ + kI)−1 Λα̂

= T α̂R,

❡♠ q✉❡ α̂R = (Λ + kI)−1 Λα̂ ♣❛r❛ k > 0✳

❙❡❣✉♥❞♦ ❉♦r✉❣❛❞❡ ✭✷✵✶✹✮✱ ❡st✐♠❛♠♦s α̂ ♥♦ ❧✉❣❛r ❞❡ β̂MV ✱ ❞❡✈✐❞♦ à s✉❛ s✐♠♣❧✐❝✐✲

❞❛❞❡ ❡ ❢❛❝✐❧✐❞❛❞❡ ❞❡ ❝á❧❝✉❧♦✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❡♠❡♥t❡ ❡st✐♠❛♠♦s α̂R ♥♦ ❧✉❣❛r ❞❡ β̂R✳ ❙❡♥❞♦

❛ss✐♠✱ ♣❛r❛ ❝♦♥t✐♥✉✐❞❛❞❡ ❞♦ ♥♦ss♦ ❡st✉❞♦✱ ♦s ♣ró①✐♠♦s r❡s✉❧t❛❞♦s sã♦ ❡♠ t♦r♥♦ ❞❡ α̂ ❡

α̂R✳

P❛r❛ ❡♥❝♦♥tr❛r♠♦s ♦ ❊◗▼ ❞♦s ❡st✐♠❛❞♦r❡s α̂ ❡ α̂R✱ ♣r❡❝✐s❛♠♦s s✐♠♣❧✐✜❝❛r ❛❧❣✉✲

♠❛s ❡①♣r❡ssõ❡s✳ ❙❡❣✉✐♥❞♦ ❛ ❛♣r♦①✐♠❛çã♦ ❞❡ ❙❡❣❡rst❡❞t ✭✶✾✾✷✮✱ ♣♦❞❡♠♦s r❡❡s❝r❡✈❡r α̂R

❞❛ s❡❣✉✐♥t❡ ❢♦r♠❛

α̂R = (Λ∗ + kI)−1Λ∗α̂

= Rα̂, ✭✷✳✷✮

❡♠ q✉❡ Λ∗ =
(
T⊤X⊤WββXT

)
❡ R = (Λ∗ + kI)−1Λ∗✳ ❈♦♠♦ ❛ss✐♥t♦t✐❝❛♠❡♥t❡ β̂MV ∼

N(p+1)(β, K
ββ)✱ t❡♠♦s ❛s s❡❣✉✐♥t❡s ✐♠♣❧✐❝❛çõ❡s

T⊤β̂MV ∼ N(p+1)(T
⊤β, T⊤KββT )

⇔ T⊤T α̂ ∼ N(p+1)(T
⊤β, T⊤KββT )

⇔ α̂ ∼ N(p+1)(T
⊤β, T⊤KββT )

⇔ α̂ ∼ N(p+1)(α(p+1)×1
, Kαα).

✶✾



❙❡❣✉❡ q✉❡

❊◗▼(α̂) = E
[
(α̂−α)⊤(α̂−α)

]

= E







(α̂0 − α0)

(α̂1 − α1)
✳✳✳

(α̂p − αp)




⊤


(α̂0 − α0)

(α̂1 − α1)
✳✳✳

(α̂p − αp)







= E
[
(α̂0 − α0)

2 + (α̂1 − α1)
2 + · · ·+ (α̂p − αp)

2
]

= E

[
p∑

j=0

(α̂j − αj)
2

]

=

p∑

j=0

E
[
(α̂j − αj)

2
]
.

❆ss✐♥t♦t✐❝❛♠❡♥t❡ t❡♠♦s

❊◗▼(α̂) =

p∑

j=0

❱❛r(α̂j),

♦✉ s❡❥❛✱

❊◗▼(α̂) = tr [❈♦✈(α̂)] = tr [Kαα] .

❙❡❣✉❡ q✉❡ ♦ ❊◗▼ ❞♦ ❡st✐♠❛❞♦r ❞❡ αR é ❞❛❞♦ ♣♦r

❊◗▼(α̂R) = E
[
(α̂R −α)⊤(α̂R −α)

]

= E
[
(Rα̂−α)⊤ (Rα̂−α)

]

= E
[
(α̂⊤R⊤ −α⊤R⊤)(Rα̂−Rα)

]
+ (α⊤R

⊤ −α⊤)(Rα−α)

= E
[
(Rα̂−Rα)⊤(Rα̂−Rα)

]
+α⊤(R− I)⊤(R− I)α.

❆ss✐♥t♦t✐❝❛♠❡♥t❡ t❡♠♦s

❊◗▼(α̂R) = tr [❈♦✈(Rα̂)] +α⊤(R− I)⊤(R− I)α

= tr
[
R❈♦✈(α̂)R⊤]+α⊤(R− I)⊤(R− I)α✳

P♦❞❡♠♦s r❡❡s❝r❡✈❡r R ❝♦♠♦

R = I − k(Λ∗ + kI)−1. ✭✷✳✸✮

✷✵



❉❡ ❢❛t♦✱ s❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛r♠♦s R = (Λ∗+kI)−1Λ∗ ♣♦r (Λ∗+kI) ❡♠ ❛♠❜♦s ♦s ❧❛❞♦s✱ t❡♠♦s

(Λ∗ + kI)R = (Λ∗ + kI)(Λ∗ + kI)−1Λ∗

⇐⇒ (Λ∗ + kI)R = Λ∗

⇐⇒ (Λ∗ + kI)R = (Λ∗ + kI)− kI

⇐⇒ (Λ∗ + kI)−1(Λ∗ + kI)R = (Λ∗ + kI)−1(Λ∗ + kI)− (Λ∗ + kI)−1kI

⇐⇒ R = I − kI(Λ∗ + kI)−1

▲♦❣♦✱

R− I = −k(Λ∗ + kI)−1✳ ✭✷✳✹✮

❙✉❜st✐t✉✐♥❞♦ ❛ ✭✷✳✹✮ ❡♠ ✭✷✳✸✮ t❡♠♦s

❊◗▼(α̂R) = tr
{
R❈♦✈(α̂)R⊤}+α⊤ (−k(Λ∗ + kI)−1

)⊤ (−k(Λ∗ + kI)−1
)
α

= tr
{
(Λ∗ + kI)−1Λ∗❈♦✈(α̂)(Λ∗ + kI)−1Λ∗}+ k2α⊤((Λ∗ + kI)−1)⊤(Λ∗ + kI)−1α

= tr
{
(Λ∗ + kI)−1Λ∗❈♦✈(α̂)(Λ∗ + kI)−1Λ∗}+ k2α⊤(Λ∗ + kI)−2α

= γ11(k) + γ22(k).

P❛r❛ ❡①♣❛♥❞✐r ❛ ❢✉♥çã♦ γ11(k)✱ ✈❛♠♦s r❡❡s❝r❡✈❡r ❛ ♠❛tr✐③ Kαα ❞❛ s❡❣✉✐♥t❡ ❢♦r♠❛

Kαα = T⊤KββT

= T⊤
[
D−1 +

BB⊤

h

]
T

= T⊤
[
(X⊤WββX)−1 +

(X⊤WββX)−1XD(a)ss⊤D(a)X⊤(X⊤WββX)−1

tr[D(u)]− s⊤D(a)XD−1X⊤D(a)s

]
T.

❈♦♠♦ T é ✉♠❛ ♠❛tr✐③ ♦rt♦❣♦♥❛❧✱ t❡♠♦s q✉❡

✷✶



Kαα = (T⊤X⊤WββXT )−1 +
(X⊤WββXT )−1XD(a)ss⊤D(a)X⊤(T⊤X⊤WββX)−1

tr[D(u)]− s⊤D(a)XD−1X⊤D(a)s

= (Λ∗)−1 +
(X⊤WββXT )−1TT⊤XD(a)ss⊤D(a)X⊤TT⊤(T⊤X⊤WββX)−1

tr[D(u)]− s⊤D(a)XD−1X⊤D(a)s

= (Λ∗)−1 +
(T⊤X⊤WββXT )−1T⊤XD(a)ss⊤D(a)X⊤T (T⊤X⊤WββXT )−1

tr[D(u)]− s⊤D(a)XD−1X⊤D(a)s

= (Λ∗)−1 +
(Λ∗)−1T⊤XD(a)ss⊤D(a)X⊤T (Λ∗)−1

tr[D(u)]− s⊤D(a)XD−1X⊤D(a)s

=




l00 l01 · · · l0p

l10 l11 · · · l1p
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳

lp0 lp1 · · · lpp




= L(p+1)×(p+1)✳

➱ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ r❡ss❛❧t❛r q✉❡ ❛ ♠❛tr✐③❡s Wββ ❡ s ❞❡♣❡♥❞❡♠ ❞♦s ♣❛râ♠❡tr♦s δ ❡ β✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❡♠❡♥t❡ ❛ ♠❛tr✐③ L ❞❡♣❡♥❞❡ ❞♦s ♠❡s♠♦s ♣❛râ♠❡tr♦s✳

❊♥tã♦✱

γ11(k) = tr





(Λ∗ + kI)−1Λ∗




l00 l01 · · · l0p

l10 l11 · · · l1p
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳

lp0 lp1 · · · lpp




(Λ∗ + kI)−1Λ∗





= tr








λ∗
0

(λ∗
0+k)

. . . 0
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

0 · · · λ∗
p

(λ∗
p+k)







l00 l01 · · · l0p

l10 l11 · · · l1p
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳

lp0 lp1 · · · lpp







λ∗
0

(λ∗
0+k)

. . . 0
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

0 · · · λ∗
p

(λ∗
p+k)








✷✷



= tr








λ∗
0l00

(λ∗
0+k)

λ∗
0l01

(λ∗
0+k)

· · · λ∗
0l0p

(λ∗
0+k)

λ∗
1l10

(λ∗
1+k)

λ∗
1l11

(λ∗
1+k)

· · · λ∗
1l1p

(λ∗
1+k)

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

λ∗
plp0

(λ∗
p+k)

λ∗
plp1

(λ∗
p+k)

· · · λ∗
plpp

(λ∗
p+k)







λ∗
0

(λ∗
0+k)

. . . 0
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

0 · · · λ∗
p

(λ∗
p+k)








= tr








λ∗2
0 l00

(λ∗
0+k)2

λ∗
0l01λ

∗
1

(λ∗
0+k)(λ∗

1+k)
· · · λ∗

0l0pλ
∗
p

(λ∗
0+k)(λ∗

p+k)2

λ∗
1l10λ

∗
0

(λ∗
1+k)(λ∗

0+k)

λ∗2
1 l11

(λ∗
1+k)2

· · · λ∗
1l1pλ

∗
p

(λ∗
1+k)(λ∗

p+k)

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

λ∗
plp0λ

∗
0

(λ∗
p+k)(λ∗

0+k)

λ∗
plp1λ

∗
1

(λ∗
p+k)(λ∗

1+k)
· · · λ∗2

p lpp

(λ∗
p+k)2








=
λ∗2
0 l00

(λ∗
0 + k)2

+
λ∗2
1 l11

(λ∗
1 + k)2

+ · · ·+
λ∗2
p lpp

(λ∗
p + k)2

✳

=

p∑

j=0

λ∗2
j ljj

(λ∗
j + k)2

✳

P♦r ♦✉tr♦ ❧❛❞♦✱

γ22(k) = k2α⊤(Λ∗ + kI)−2α

= k2
(
α0 · · · αp

)



(
1

λ∗
0+k

)2
· · · 0

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳

0 · · ·
(

1
λ∗
p+k

)2







α0

✳✳✳

αp




= k2
(
α0 · · · αp

)



(
1

λ∗
0+k

)2
α0

✳✳✳(
1

λ∗
p+k

)2
αp




= k2

(
α2
0

(
1

λ∗
0 + k

)2

+ · · ·+ α2
p

(
1

λ∗
p + k

)2
)

= k2

p∑

j=0

α2
j

(λ∗
j + k)2

✳

❚❡♦r❡♠❛ ✷✳✸✳✶ γ11(k) é ✉♠❛ ❢✉♥çã♦ ❞❡ k ❝♦♥tí♥✉❛ ❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛♠❡♥t❡ ❞❡❝r❡s❝❡♥t❡✳

Pr♦✈❛ ✿ ❆ ♣r✐♠❡✐r❛ ❞❡r✐✈❛❞❛ ❞❛ ❢✉♥çã♦ γ11(k) ❡♠ r❡❧❛çã♦ ❛ k ❛♣r❡s❡♥t❛ ❛ s❡❣✉✐♥t❡

✷✸



❢♦r♠❛

∂γ11(k)

∂k
= −2

p∑

j=0

λ∗2
j ljj

(λ∗
j + k)3

✳

❖❜s❡r✈❡ q✉❡ ∂γ11(k)
∂k

< 0✱ ♣♦✐s λ∗
j > 0✱ k > 0 ❡ ljj > 0✳ ❆❧é♠ ❞✐ss♦✱ ❛ ❢✉♥çã♦ é ❝♦♥tí♥✉❛

❡♠ t♦❞♦s ♦s ♣♦♥t♦s ❞♦ s❡✉ ❞♦♠í♥✐♦✳ P♦rt❛♥t♦✱ ❝♦♥❝❧✉í♠♦s q✉❡ γ11(k) é ✉♠❛ ❢✉♥çã♦

❝♦♥tí♥✉❛ ❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛♠❡♥t❡ ❞❡❝r❡s❝❡♥t❡✳

❚❡♦r❡♠❛ ✷✳✸✳✷ γ22(k) é ✉♠❛ ❢✉♥çã♦ ❞❡ k ❝♦♥tí♥✉❛ ❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛♠❡♥t❡ ❝r❡s❝❡♥t❡✳

Pr♦✈❛✿ ❆ ♣r✐♠❡✐r❛ ❞❡r✐✈❛❞❛ ❞❛ ❢✉♥çã♦ γ22(k) ♣♦ss✉✐ ❛ ❢♦r♠❛

∂γ22(k)

∂k
= 2k

p∑

j=0

α2
j

(λ∗
j + k)2

− 2k2

p∑

j=0

α2
j

(λ∗
j + k)3

=

p∑

j=0

(
2kλ∗

j + 2k2 − 2k2
)
α2
j

(λ∗
j + k)3

= 2k

p∑

j=0

λ∗
jα

2
j

(λ∗
j + k)3

✳

❆ ❢✉♥çã♦ γ22(k) é ❝♦♥tí♥✉❛ ❡♠ t♦❞♦ s❡✉ ❞♦♠í♥✐♦✳ ❆❧é♠ ❞✐ss♦✱ ❛ ❢✉♥çã♦ é ♠♦♥♦✲

t♦♥✐❝❛♠❡♥t❡ ❝r❡s❝❡♥t❡✱ ♣♦✐s 2k
∑p

j=0

λ∗
jα

2
j

(λ∗
j+k)3

> 0✱ ✉♠❛ ✈❡③ q✉❡ λ∗
j > 0✳

❚❡♦r❡♠❛ ✷✳✸✳✸ ✭❚❡♦r❡♠❛ ❞❛ ❡①✐stê♥❝✐❛✮ ❙❡♠♣r❡ ❡①✐st❡ ✉♠ k > 0 t❛❧ q✉❡ ❊◗▼(β̂R) <

❊◗▼(β̂MV )✳

Pr♦✈❛✿ ❚❡♠♦s q✉❡ β̂R = T α̂R✱ ❡♥tã♦

❊◗▼(β̂R) = E
[
(β̂R − β)⊤(β̂R − β)

]

= E
[
(T α̂R − Tα)⊤(T α̂R − Tα)

]

= E
[
(T (α̂R −α))⊤T (α̂R −α)

]

= E
[
(α̂R −α)⊤T⊤T (α̂R −α)

]

= E
[
(α̂R −α)⊤(α̂R −α)

]

= ❊◗▼(α̂R),

✷✹



❡♠ q✉❡ ❛ ♣❡♥ú❧t✐♠❛ ✐❣✉❛❧❞❛❞❡ ❞❡❝♦rr❡ ❞♦ ❢❛t♦ ❞❡ q✉❡ T⊤T = I. ◆♦t❡♠♦s✱ t❛♠❜é♠ q✉❡

❊◗▼(β̂MV ) = ❊◗▼(α̂) q✉❛♥❞♦ k = 0✳

◆♦s ❚❡♦r❡♠❛s ✷✳✸✳✶ ❡ ✷✳✸✳✷✱ ♠♦str❛♠♦s q✉❡ γ11(k) ❡ γ22(k) sã♦ ❢✉♥çõ❡s ❞❡ k

♠♦♥♦t♦♥✐❝❛♠❡♥t❡ ❞❡❝r❡s❝❡♥t❡ ❡ ❝r❡s❝❡♥t❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✱ ✉♠❛ ✈❡③ q✉❡ ❛ ♣r✐♠❡✐r❛

❞❡r✐✈❛❞❛ ❞❡ γ11(k) é s❡♠♣r❡ ♥ã♦ ♣♦s✐t✐✈❛ ❡ ❛ ♣r✐♠❡✐r❛ ❞❡r✐✈❛❞❛ ❞❡ γ22(k) é s❡♠♣r❡ ♥ã♦

♥❡❣❛t✐✈❛✳ P❛r❛ ✜♥❛❧✐③❛r ❛ ❞❡♠♦♥str❛çã♦✱ é ♥❡❝❡ssár✐♦ ♠♦str❛r q✉❡ s❡♠♣r❡ ❡①✐st❡ ✉♠

k > 0 t❛❧ q✉❡ ∂(❊◗▼(α̂R))/∂k < 0✳

❙❡❣✉❡ q✉❡ ❛ ♣r✐♠❡✐r❛ ❞❡r✐✈❛❞❛ ❞♦ ❊◗▼(α̂R) ❡♠ r❡❧❛çã♦ ❛ k é

∂(❊◗▼(α̂R))

∂k
=

∂ (γ11(k) + γ22(k))

∂k

=
∂γ11(k)

∂k
+

∂γ22(k)

∂k

= −2

p∑

j=0

λ∗2
j ljj

(λ∗
j + k)3

+ 2k

p∑

j=0

λ∗
jα

2
j

(λ∗
j + k)3

= −2

p∑

j=0

(
λ∗
j ljj − kα2

j

)
λ∗
j

(λ∗
j + k)3

✳

◆♦t❡ q✉❡ λ∗
j > 0 ❡ k > 0✱ ❡♥tã♦

∂(❊◗▼(α̂R))

∂k
< 0 ⇐⇒ λ∗

j ljj − kα2
j > 0 =⇒ k <

λ∗
j ljj

α2
j

.

❖❜s❡r✈❡ q✉❡ α♠á① > αj✱ ∀j 6= ♠á①✳

▲♦❣♦✱
1

α♠á①
<

1

αj

=⇒
λ∗
j ljj

α2
♠á①

<
λ∗
j ljj

α2
j

, ∀j✳

❊♥tã♦

k <
λ∗
j ljj

α2
♠á①

<
λ∗
j ljj

α2
j

✳

■ss♦ ♣♦rq✉❡ ljj > 0✱ ❥á q✉❡ r❡♣r❡s❡♥t❛ ♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s ❞❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❛ ♠❛tr✐③

Kαα✳ P♦rt❛♥t♦✱ ❡①✐st❡ ✉♠ k < λ∗
j ljj/α

2
♠á① t❛❧ q✉❡ ❊◗▼(β̂R) < ❊◗▼(β̂MV )✳

P♦❞❡♠♦s ❞❡✜♥✐r ✉♠ ✈❛❧♦r ✐❞❡❛❧ ♣❛r❛ ♦ ♣❛râ♠❡tr♦ k q✉❡ ♠✐♥✐♠✐③❛ ♦ ❊◗▼(α̂R)✳

P❛r❛ ❡♥❝♦♥tr❛r ❡ss❡ ✈❛❧♦r ♣r❡❝✐s❛♠♦s r❡s♦❧✈❡r ❛ ✐❣✉❛❧❞❛❞❡ ∂(❊◗▼(α̂R))/∂k = 0✳ ◆♦

❚❡♦r❡♠❛ ✷✳✸✳✸✱ ♦❜t❡♠♦s ❛ ✐❣✉❛❧❞❛❞❡

∂(❊◗▼(α̂R))

∂k
= −2

p∑

j=0

(
λ∗
j ljj − kα2

j

)
λ∗
j

(λ∗
j + k)3

✳

❊♥tã♦✱

∂(❊◗▼(α̂R))

∂k
= 0 ⇐⇒ λ∗

j ljj − kα2
j = 0 =⇒ k =

λ∗
j ljj

α2
j

✳ ✭✷✳✺✮

✷✺



✷✳✸✳✷ ❊st✐♠❛çã♦ ❞♦ ♣❛râ♠❡tr♦ k

◆❛ r❡❣r❡ssã♦ r✐❞❣❡✱ ✉♠ ❞♦s ❡s❢♦rç♦s ♠❛✐s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈♦s é ❡♥❝♦♥tr❛r ♦ ♠❡❧❤♦r ❡st✐✲

♠❛❞♦r ♣❛r❛ ♦ ♣❛râ♠❡tr♦ k✳ ◆❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛✱ ❡♥❝♦♥tr❛♠♦s ❞✐❢❡r❡♥t❡s té❝♥✐❝❛s q✉❡ ❢♦r❛♠

s✉❣❡r✐❞❛s ♣♦r ♣❡sq✉✐s❛❞♦r❡s✱ ❡♥tr❡ ♦s q✉❛✐s ❞❡st❛❝❛♠♦s✿ ❍♦❡r❧ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✺✮✱ ◆♦♠✉r❛

✭✶✾✽✽✮✱ ❋✐r✐♥❣✉❡tt✐ ✭✶✾✾✾✮✱ ❑✐❜r✐❛ ✭✷✵✵✸✮ ❡ ❑❤❛❧❛❢ ❛♥❞ ❙❤✉❦✉r ✭✷✵✵✺✮✳ ❊st✉❞♦s ♠♦s✲

tr❛♠ q✉❡ ♦s ♠❡❧❤♦r❡s ❡st✐♠❛❞♦r❡s ✈❛r✐❛♠ ❞❡ ❛❝♦r❞♦ ❝♦♠ ❛ ❞✐str✐❜✉✐çã♦✱ ♣♦r ❡ss❡ ♠♦t✐✈♦

é ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❝♦♠♣❛r❛r♠♦s q✉❛❧ ❛♣r❡s❡♥t❛ ♦ ♠❡♥♦r ❡rr♦ q✉❛❞rát✐❝♦ ♠é❞✐♦✳ ❆ s❡❣✉✐r✱

❛♣r❡s❡♥t❛♠♦s ❛❧❣✉♠❛s ♣r♦♣♦st❛s ❞❡ ❡st✐♠❛❞♦r❡s ♣❛r❛ ♦ ♣❛râ♠❡tr♦ k ❞❡ β̂R✳

✶✳ ❙❡❣✉✐♥❞♦ ♦ ❞❡s❡♥✈♦❧✈✐♠❡♥t♦ ❞♦ ❡st✐♠❛❞♦r ♣r♦♣♦st♦ ♣♦r ❍♦❡r❧ ❛♥❞ ❑❡♥♥❛r❞ ✭✶✾✼✵✮✱

s✉❜st✐t✉í♠♦s λj✱ ljj ❡ αj ♣♦r s❡✉s ❡st✐♠❛❞♦r❡s λ̂j✱ l̂jj ❡ α̂j✱ r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✱ ❡♠

✭✷✳✺✮✳ ▲♦❣♦✱

k̂1 =
λ̂∗
j l̂jj

α̂2
j

✱

❡♠ q✉❡ α̂j é ♦ j✲és✐♠♦ ❡❧❡♠❡♥t♦ ❞❡ α̂✱ µ̂j = g−1(x⊤
j β̂) ❡ δ̂ ♦❜t✐❞♦ ❞♦ ♣r♦❝❡ss♦

✐t❡r❛t✐✈♦ ✭✶✳✻✮✳

✷✳ ❇❛s❡❛❞♦ ❡♠ ❍♦❡r❧ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✺✮ ♦❜t❡♠♦s ✉♠ ♦✉tr♦ ❡st✐♠❛❞♦r ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ❛

♠é❞✐❛ ❤❛r♠ô♥✐❝❛ ❞❡ k̂1

k̂2 =
(p+ 1)

∑p
j=0

(
α̂2
j

λ̂∗
j l̂jj

) .

✸✳ ❙❡❣✉✐♥❞♦ ◆♦♠✉r❛ ✭✶✾✽✽✮ ♦❜t❡♠♦s

k̂3 =
λ̂∗
j l̂jj

α̂2
j


1 +



1 +

(
λ̂∗
j l̂jj

α̂2
j

)2





 .

✹✳ ❆ ♠é❞✐❛ ❛r✐t♠ét✐❝❛ ❞❡ k̂1 ✭❑✐❜r✐❛ ✭✷✵✵✸✮✮

k̂4 =
1

(p+ 1)

p∑

j=0

(
λ̂∗
j l̂jj

α̂2
j

)
✳

✺✳ ❆ ♠é❞✐❛ ❣❡♦♠étr✐❝❛ ❞❡ k̂1 ✭❑✐❜r✐❛ ✭✷✵✵✸✮✮

k̂5 =

(
p∏

j=0

λ̂∗
j l̂jj

α̂2
j

) 1
(p+1)

✳

❈♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ mj =

√
λ̂∗
j l̂jj

α̂2
j
✱ ♣r♦♣♦♠♦s ♦s ❡st✐♠❛❞♦r❡s ❝♦♠ ❜❛s❡ ❡♠ ❆❧❦❤❛♠✐s✐

❛♥❞ ❙❤✉❦✉r ✭✷✵✵✽✮✿

✷✻



✻✳ k̂6 = max
(

1
mj

)
,

✼✳ k̂7 = max (mj) ✱

✽✳ k̂8 = ♠❡❞✐❛♥
(

1
mj

)
✳

✷✼



❈❛♣ít✉❧♦ ✸

❆✈❛❧✐❛çã♦ ◆✉♠ér✐❝❛

◆❡st❡ ❝❛♣ít✉❧♦ ❛✈❛❧✐❛♠♦s ♦ ❞❡s❡♠♣❡♥❤♦ ❞♦s ❡st✐♠❛❞♦r❡s ♣r♦♣♦st♦s ♣❛r❛ ♦ ♣❛râ✲

♠❡tr♦ ❞❡ ❡♥❝♦❧❤✐♠❡♥t♦ ❞♦ ❊❘ ❡♠ t❡r♠♦s ❞♦ ✈✐és ❡ ❞♦ ❊◗▼ ❛tr❛✈és ❞❡ s✐♠✉❧❛çõ❡s ❞❡

▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✱ ♣❛r❛ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❣r❛✉s ❞❡ ♠✉❧t✐❝♦❧✐♥❡❛r✐❞❛❞❡ ❡ t❛♠❛♥❤♦s ❛♠♦str❛✐s✳

✸✳✶ ❙✐♠✉❧❛çã♦

❆ ✈❛r✐á✈❡❧ r❡s♣♦st❛ ❢♦✐ ♦❜t✐❞❛ ❞❛ ❞✐str✐❜✉✐çã♦ ❇❙❘✱ ♦✉ s❡❥❛✱ Yi ∼ ❇❙❘(µi, δ)✱ ❝♦♠

t❛♠❛♥❤♦s ❛♠♦str❛✐s n = 15, 20, 30, 50 ❡ 80✱ ♣❛râ♠❡tr♦ ❞❡ ♣r❡❝✐sã♦ δ = 0, 89, 1, 61 ❡ 8✱

❝♦♠ ❢✉♥çã♦ ❞❡ ❧✐❣❛çã♦

µi = exp (β0 + β1xi1 + · · ·+ βpxip) , ❝♦♠ i = 1, · · · , n, ❡ j = 0, 1, · · · , p.

❆s ✈❛r✐á✈❡✐s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❛s ❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥❛❞❛s ❢♦r❛♠ ❣❡r❛❞❛s ❛ ♣❛rt✐r ❞❡✿

xij = (1− ρ2)
1
2Zij + ρZip, i = 1, 2, · · · , n, ❡ j = 0, 1, · · · , p,

♦♥❞❡ Zip sã♦ ♥ú♠❡r♦s ♣s❡✉❞♦✲❛❧❡❛tór✐♦ ♥♦r♠❛✐s ♣❛❞rã♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❡s ❡ ρ é ♦ ❣r❛✉ ❞❡

❝♦rr❡❧❛çã♦✳ ❖ ✐♥t❡r❝❡♣t♦ ❞♦ ♠♦❞❡❧♦ ❢♦✐ ❝♦♥s✐❞❡r❛❞♦ ✐❣✉❛❧ ❛ ③❡r♦✱ ❡ ♦s ❞❡♠❛✐s ♣❛râ♠❡✲

tr♦s ❢♦r❛♠ ❡s❝♦❧❤✐❞♦s t❛❧ q✉❡
∑p

j=0 β
2
j = 1✱ ❝♦♥❢♦r♠❡ ✭❑✐❜r✐❛ ✭✷✵✵✸✮ ❡ ▼❛♥ss♦♥ ❛♥❞

❙❤✉❦✉r ✭✷✵✶✶✮✮✳ ❉♦✐s ✈❛❧♦r❡s ♣❛r❛ ♦ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ❝♦✈❛r✐á✈❡✐s ✷ ❡ ✹ ❡ q✉❛tr♦ ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ρ

❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❞♦ ❛ 0, 85; 0, 90; 0, 95 ❡ 0, 99 ❢♦r❛♠ ❝♦♥s✐❞❡r❛❞♦s✳

P❛r❛ ❛♥❛❧✐s❛r ♦ ❞❡s❡♠♣❡♥❤♦ ❞♦ ❊❘ ❡ ❞♦ ❊▼❱ ❝♦♥s✐❞❡r❛♠♦s ♦ ✈✐és ♠é❞✐♦ ❡ ♦

❊◗▼✱ ❞❡✜♥✐❞♦s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✱ ♣♦r

❱✐és =
NR∑

i=1

β̂i − β

NR
, ❡ ❊◗▼ =

NR∑

i=1

(
β̂i − β

)⊤ (
β̂i − β

)

NR
,

✷✽



❡♠ q✉❡ NR é ♦ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ré♣❧✐❝❛s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ q✉❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛♠♦s ✐❣✉❛❧ ❛ ✺✵✵✵✳

✸✳✶✳✶ ❘❡s✉❧t❛❞♦s ❞❛s s✐♠✉❧❛çõ❡s

❆s ❡st✐♠❛t✐✈❛s ❞♦s ❊◗▼✬s ♣❛r❛ ♦s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ♠ét♦❞♦s ❞❡ ❡st✐♠❛çã♦ ♣❛r❛ k ❡ ❝♦♠✲

❜✐♥❛çõ❡s ❞❡ n, ρ, δ ❡ p sã♦ ❛♣r❡s❡♥t❛❞❛s ♥❛s ❚❛❜❡❧❛s ✸✳✶✲ ✸✳✻✳ ❈♦♠♦ ♣♦❞❡♠♦s ♦❜s❡r✈❛r✱

❡♠ q✉❛s❡ t♦❞❛s ❛s s✐t✉❛çõ❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❞❛s ❡ ♣❛r❛ t♦❞❛s ❡s❝♦❧❤❛s ❞❡ k✱ ♦ ❊❘ ♣♦ss✉✐ ❊◗▼

♠❡♥♦r ❞♦ q✉❡ ♦ ❞♦ ❊▼❱✳ ◆♦s ❝❡♥ár✐♦s ❛♣r❡s❡♥t❛❞♦s ✐❞❡♥t✐✜❝❛♠♦s q✉❡ ♦s ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡s

q✉❡ ❛❢❡t❛♠ ❞✐r❡t❛♠❡♥t❡ ♦ ❞❡s❡♠♣❡♥❤♦ ❞♦ ❊◗▼ sã♦ ♦ ❣r❛✉ ❞❡ ❝♦rr❡❧❛çã♦✱ ♦ t❛♠❛♥❤♦

❞❛ ❛♠♦str❛✱ ♦ ♣❛râ♠❡tr♦ ❞❡ ❞✐s♣❡rsã♦ ❡ ❛s q✉❛♥t✐❞❛❞❡s ❞❡ ✈❛r✐á✈❡✐s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❛s✳ ❊♠

♣r✐♠❡✐r♦ ❧✉❣❛r✱ ❛ ♠❡❞✐❞❛ q✉❡ ♦ ❣r❛✉ ❞❡ ❝♦rr❡❧❛çã♦ ❛✉♠❡♥t❛ ♦ ❊◗▼ ❞♦ ❊❘ t♦r♥❛✲s❡

❝❛❞❛ ✈❡③ ♠❡♥♦r✱ ❝♦♠♣❛r❛❞♦s ❝♦♠ ♦ ❊▼❱✱ ♦ q✉❡ ♠♦str❛ ❛ ✈❛♥t❛❣❡♠ ❞♦ ❊❘ ♣❛r❛ ❛

♣r❡s❡♥ç❛ ❞❡ ♠✉❧t✐❝♦❧✐♥❡❛r✐❞❛❞❡✳

❈❧❛r❛♠❡♥t❡ ♦❜s❡r✈❛♠♦s q✉❡ ♣❛r❛ ♦s ❝❡♥ár✐♦s ❝♦♠ p = 2✱ δ = 0, 89 ❡ 1, 61✱ ♦ ❊❘

❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ♦ k̂7✱ t❡✈❡ ♠❡❧❤♦r ❞❡s❡♠♣❡♥❤♦ q✉❛♥❞♦ t❡♠♦s ❝♦rr❡❧❛çõ❡s ❛❧t❛s ✭0, 85✱ 0, 90

❡ 0, 95✮✱ ❝♦♠ ❡①❝❡çã♦ ♣❛r❛ ρ = 0, 95 ❡ n = 15✳ ❏á ♣❛r❛ ❝♦rr❡❧❛çã♦ ♠✉✐t♦ ❛❧t❛ ✭0, 99✮✱

♦ k̂6 ❛♣r❡s❡♥t♦✉ ♦ ♠❡❧❤♦r ❞❡s❡♠♣❡♥❤♦ ✭✈❡r ❚❛❜❡❧❛s ✸✳✶ ❡ ✸✳✷✮✳ ◗✉❛♥❞♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛♠♦s

♦ ♣❛râ♠❡tr♦ ❞❡ ♣r❡❝✐sã♦ δ = 8✱ ❚❛❜❡❧❛ ✸✳✸✱ t❡♠♦s q✉❡✱ ♥♦ ❣❡r❛❧✱ ♦ ❡st✐♠❛❞♦r r✐❞❣❡

❝♦♠ ❜❛s❡ ♥♦ k̂1 t❡✈❡ ❞❡s❡♠♣❡♥❤♦ ❧❡✈❡♠❡♥t❡ ♠❡❧❤♦r ♣❛r❛ ❝♦rr❡❧❛çõ❡s ❛❧t❛s ❡ ♦ k̂7 ♣❛r❛

❝♦rr❡❧❛çõ❡s ♠✉✐t♦ ❛❧t❛s✳ ❈♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ p = 2✱ ♦ k̂3 ♦❜t❡✈❡ ♦s ♣✐♦r❡s r❡s✉❧t❛❞♦s ❡♠

❝♦♠♣❛r❛çã♦ ❝♦♠ ♦s ♦✉tr♦s ❡st✐♠❛❞♦r❡s ❡st✉❞❛❞♦s✳

◆♦s ❝❡♥ár✐♦s ❝♦♠ p = 4 ♦❜s❡r✈❛♠♦s q✉❡✱ ♥♦ ❣❡r❛❧✱ ♦ k̂2 ❛♣r❡s❡♥t❛ ♦ ♣✐♦r ❞❡s❡♠♣❡✲

♥❤♦✱ ♣❛r❛ ❞❡❧t❛ ♣❡q✉❡♥♦✱ ❡ ♦ k̂7 ♦ ♠❡❧❤♦r✱ ❡♠ q✉❛s❡ t♦❞♦s ♦s ❝❡♥ár✐♦s✱ ✈❡r ❚❛❜❡❧❛s ✸✳✹ ✲

✸✳✻✳ ❊♠ t❡r♠♦s ❞❡ ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ρ✱ ❤á ✉♠ ❛✉♠❡♥t♦ ♥♦s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ❊◗▼ ❞♦ ❊▼❱ q✉❛♥❞♦

♦ ❣r❛✉ ❞❡ ❝♦rr❡❧❛çã♦ ❛✉♠❡♥t❛ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❡♠❡♥t❡ ❞♦ ✈❛❧♦r ❞❡ n✱ δ ❡ p✳ ❚❛♠❜é♠ ♦❜✲

s❡r✈❛♠♦s ✐ss♦ ♣❛r❛ ♦s ❞❡♠❛✐s ❡st✐♠❛❞♦r❡s✱ ❝♦♠ ❡①❝❡çã♦ ❞♦ k̂6✳ ❊♠ r❡❧❛çã♦ ❛♦ ♥ú♠❡r♦

❞❡ ✈❛r✐á✈❡✐s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❛s ♣♦❞❡♠♦s ♣❡r❝❡❜❡r q✉❡ ❡①✐st❡ ✉♠ ✐♠♣❛❝t♦ ♥❡❣❛t✐✈♦ ♥♦ ❊◗▼✱

♦♥❞❡ ❤á ❛✉♠❡♥t♦ ❡♠ s❡✉s ✈❛❧♦r❡s q✉❛♥❞♦ ♦ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ❝♦✈❛r✐á✈❡✐s ❛✉♠❡♥t❛✳ ❏á ❝♦♠

r❡❧❛çã♦ ❛♦ ✈❛❧♦r ❞❡ n✱ ❣❡r❛❧♠❡♥t❡✱ ♦s ✈❛❧♦r❡s ❞♦ ❊◗▼ ❞✐♠✐♥✉❡♠ q✉❛♥❞♦ n ❛✉♠❡♥t❛✳

❚❛♠❜é♠ ♦❜t✐✈❡♠♦s ♦s ✈❛❧♦r❡s ♠é❞✐♦s ❞♦s ✈✐❡s❡s ❞♦s ❡st✐♠❛❞♦r❡s ❝♦♠ ♦ ✐♥t✉✐t♦

❞❡ ✈❡r✐✜❝❛r s❡ ❡①✐st✐r✐❛ ✉♠ ♣❡r❞❛ ❣r❛♥❞❡ ❡♠ t❡r♠♦s ❞❡ ✈✐❡s❡s ♥❛ ❝♦♠♣❛r❛çã♦ ❞♦s ❊❘ ❡

❊▼❱✳ ❈♦♥❝❧✉í♠♦s q✉❡ ♣❛r❛ ♦s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ✈❛❧♦r❡s ❞❡ ρ✱ ♥ú♠❡r♦s ❞❡ ✈❛r✐á✈❡✐s ❡①♣❧✐❝❛t✐✲

✈❛s✱ ♣❛râ♠❡tr♦s ❞❡ ❞✐s♣❡rsã♦ ❡ t❛♠❛♥❤♦s ❞❛ ❛♠♦str❛✱ ❞❡ ♠♦❞♦ ❣❡r❛❧✱ ♦s ✈✐❡s❡s ❞♦s ❊❘✬s

✷✾



q✉❛♥❞♦ ❝♦♠♣❛r❛❞♦s ❝♦♠ ♦s ❞♦s ❊▼❱✬s ♥ã♦ ❛♣r❡s❡♥t❛r❛♠ ❣r❛♥❞❡s ✈❛r✐❛çõ❡s✳ ❉❡st❛❝❛✲

♠♦s q✉❡ ❝♦♠ r❡❧❛çã♦ ❛♦ ♣❛râ♠❡tr♦ β0✱ ♦ ❊❘ ❜❛s❡❛❞♦ ❡♠ k̂3 ❛♣r❡s❡♥t♦✉ ♦ ♠❡♥♦r ✈✐és✳

❊♠ r❡❧❛çã♦ ❛ β1✱ β2✱ β3 ❡ β4✱ k̂5✱ k̂6 ❡ k̂8 ❛♣r❡s❡♥t❛r❛♠ ♠❡♥♦r❡s ✈✐❡s❡s ♦✉ ♣ró①✐♠♦s

❛♦s ❞♦s ❊▼❱✳ ◆❛ ♠❛✐♦r✐❛ ❞♦s ❝❛s♦s k̂1✱ k̂3 ❡ k̂4 ❛♣r❡s❡♥t❛r❛♠ ♦s ♠❛✐♦r❡s ✈✐❡s❡s✳ ❊ss❡s

r❡s✉❧t❛❞♦s ♣♦❞❡♠ s❡r ✈✐st♦s ♥❛s ❚❛❜❡❧❛s ❇✳✶✲❇✳✷✹ ❞♦ ❆♣ê♥❞✐❝❡ ❇✳

❆s ✈❛♥t❛❣❡♥s ❞❛ ✉t✐❧✐③❛çã♦ ❞♦ ❡st✐♠❛❞♦r r✐❞❣❡ ❢♦r❛♠ ❡✈✐❞❡♥❝✐❛❞❛s ♥♦s r❡s✉❧t❛❞♦s

❛♣r❡s❡♥t❛❞♦s ❞♦ ❡st✉❞♦ ❞❡ s✐♠✉❧❛çã♦ ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✱ ♣♦✐s ♦s ✈❛❧♦r❡s ♠é❞✐♦s ❞♦ ❊◗▼

❞♦s ❊❘✬s✱ ❝♦♠ ❡①❝❡çõ❡s ❞❡ ♣♦✉❝♦s ❝❛s♦s ❞❡s❝r✐t♦s✱ ❢♦r❛♠ ♠❡♥♦r❡s q✉❛♥❞♦ ❝♦♠♣❛r❛❞♦

❝♦♠ ♦s ✈❛❧♦r❡s ♠é❞✐♦s ❞♦s ❊▼❱✬s✳

❚❛❜❡❧❛ ✸✳✶✿ ❱❛❧♦r❡s ♠é❞✐♦s ❞♦ ❊◗▼ q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1 =
√
0, 5 ❡ β2 =

√
0, 5 ❡

δ = 0, 89✳
❊◗▼ ✭p = 2✮

▼❱ k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8

ρ = 0, 85

15 0, 802 0, 569 0, 563 1, 016 0, 523 0, 590 0, 430 0, 414 0, 566

20 0, 587 0, 424 0, 379 0, 900 0, 367 0, 483 0, 394 0, 296 0, 464

30 0, 420 0, 258 0, 276 0, 842 0, 232 0, 347 0, 274 0, 199 0, 337

50 0, 235 0, 193 0, 150 0, 802 0, 151 0, 214 0, 182 0, 105 0, 213

80 0, 149 0, 097 0, 108 0, 685 0, 087 0, 140 0, 129 0, 085 0, 139

ρ = 0, 90

15 1, 578 0, 546 0, 735 0, 867 0, 562 0, 730 0, 492 0, 448 0, 682

20 1, 060 0, 531 0, 521 0, 913 0, 484 0, 649 0, 421 0, 369 0, 645

30 0, 676 0, 390 0, 334 0, 882 0, 340 0, 463 0, 352 0, 253 0, 440

50 0, 423 0, 232 0, 217 0, 836 0, 186 0, 341 0, 248 0, 136 0, 340

80 0, 188 0, 146 0, 125 0, 759 0, 116 0, 174 0, 152 0, 091 0, 173

ρ = 0, 95

15 2, 505 0, 840 1, 184 1, 120 0, 871 0, 769 0, 434 0, 676 0, 679

20 1, 023 0, 520 0, 699 0, 923 0, 493 0, 732 0, 443 0, 408 0, 625

30 1, 168 0, 414 0, 462 0, 855 0, 386 0, 560 0, 336 0, 285 0, 556

50 0, 621 0, 325 0, 277 0, 863 0, 274 0, 443 0, 291 0, 180 0, 435

80 0, 346 0, 161 0, 174 0, 745 0, 133 0, 285 0, 219 0, 099 0, 274

ρ = 0, 99

15 13, 298 1, 714 4, 001 1, 221 2, 582 0, 265 0, 208 0, 673 0, 237

20 7, 377 1, 078 2, 202 0, 980 1, 428 0, 283 0, 187 0, 531 0, 247

30 6, 654 1, 107 1, 847 0, 964 1, 371 0, 208 0, 126 0, 488 0, 219

50 3, 772 0, 628 1, 013 0, 788 0, 739 0, 276 0, 122 0, 338 0, 317

80 1, 698 0, 358 0, 484 0, 781 0, 376 0, 423 0, 196 0, 218 0, 399

❋♦♥t❡✿ ❉❡ ❛✉t♦r✐❛ ♣ró♣r✐❛✳

✸✵



❚❛❜❡❧❛ ✸✳✷✿ ❱❛❧♦r❡s ♠é❞✐♦s ❞♦ ❊◗▼ q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1 =
√
0, 5 ❡ β2 =

√
0, 5 ❡

δ = 1, 61✳
❊◗▼ ✭p = 2✮

▼❱ k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8

ρ = 0, 85

15 0, 621 0, 344 0, 457 0, 839 0, 343 0, 464 0, 330 0, 279 0, 411

20 0, 475 0, 278 0, 273 0, 827 0, 235 0, 387 0, 293 0, 185 0, 383

30 0, 223 0, 131 0, 154 0, 661 0, 122 0, 200 0, 179 0, 119 0, 199

50 0, 200 0, 119 0, 129 0, 708 0, 098 0, 182 0, 156 0, 084 0, 181

80 0, 074 0, 057 0, 062 0, 559 0, 054 0, 071 0, 069 0, 056 0, 071

ρ = 0, 90

15 0, 861 0, 436 0, 439 0, 838 0, 417 0, 551 0, 425 0, 343 0, 539

20 0, 334 0, 211 0, 218 0, 798 0, 179 0, 298 0, 254 0, 148 0, 291

30 0, 314 0, 227 0, 192 0, 816 0, 181 0, 278 0, 226 0, 130 0, 275

50 0, 166 0, 077 0, 112 0, 603 0, 073 0, 153 0, 138 0, 079 0, 152

80 0, 115 0, 070 0, 088 0, 550 0, 066 0, 108 0, 101 0, 070 0, 107

ρ = 0, 95

15 1, 693 0, 532 0, 694 0, 796 0, 585 0, 556 0, 390 0, 429 0, 526

20 1, 211 0, 394 0, 485 0, 857 0, 365 0, 596 0, 314 0, 250 0, 590

30 0, 891 0, 385 0, 396 0, 931 0, 329 0, 498 0, 314 0, 239 0, 446

50 0, 377 0, 159 0, 181 0, 727 0, 132 0, 305 0, 222 0, 096 0, 296

80 0, 225 0, 105 0, 128 0, 662 0, 088 0, 200 0, 164 0, 075 0, 198

ρ = 0, 99

15 6, 825 2, 207 3, 148 2, 181 2, 523 0, 639 0, 317 1, 798 0, 562

20 3, 601 1, 386 1, 805 1, 600 1, 494 0, 793 0, 392 1, 180 0, 720

30 3, 217 0, 527 0, 961 0, 844 0, 607 0, 350 0, 154 0, 296 0, 278

50 2, 536 0, 452 0, 694 0, 751 0, 509 0, 348 0, 143 0, 268 0, 382

80 1, 226 0, 243 0, 373 0, 749 0, 237 0, 457 0, 199 0, 140 0, 418

❋♦♥t❡✿ ❉❡ ❛✉t♦r✐❛ ♣ró♣r✐❛✳

✸✶



❚❛❜❡❧❛ ✸✳✸✿ ❱❛❧♦r❡s ♠é❞✐♦s ❞♦ ❊◗▼ q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1 =
√
0, 5 ❡ β2 =

√
0, 5 ❡ δ = 8✳

❊◗▼ ✭p = 2✮

▼❱ k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8

ρ = 0, 85

15 0, 259 0, 144 0, 214 0, 635 0, 161 0, 187 0, 141 0, 146 0, 168

20 0, 073 0, 050 0, 063 0, 413 0, 054 0, 071 0, 070 0, 060 0, 071

30 0, 046 0, 036 0, 041 0, 407 0, 036 0, 045 0, 044 0, 038 0, 045

50 0, 035 0, 028 0, 032 0, 122 0, 030 0, 034 0, 034 0, 032 0, 034

80 0, 023 0, 019 0, 021 0, 153 0, 020 0, 023 0, 022 0, 021 0, 023

ρ = 0, 90

15 0, 176 0, 096 0, 139 0, 565 0, 102 0, 143 0, 124 0, 108 0, 139

20 0, 149 0, 069 0, 106 0, 566 0, 069 0, 137 0, 124 0, 079 0, 138

30 0, 073 0, 048 0, 059 0, 422 0, 048 0, 070 0, 067 0, 051 0, 069

50 0, 038 0, 026 0, 034 0, 273 0, 029 0, 037 0, 036 0, 033 0, 037

80 0, 031 0, 021 0, 027 0, 167 0, 024 0, 030 0, 029 0, 027 0, 030

ρ = 0, 95

15 0, 329 0, 110 0, 181 0, 583 0, 103 0, 275 0, 216 0, 094 0, 264

20 0, 282 0, 123 0, 157 0, 679 0, 103 0, 237 0, 192 0, 083 0, 225

30 0, 150 0, 114 0, 099 0, 683 0, 089 0, 137 0, 122 0, 064 0, 134

50 0, 093 0, 040 0, 068 0, 338 0, 045 0, 087 0, 081 0, 056 0, 087

80 0, 060 0, 027 0, 047 0, 285 0, 034 0, 057 0, 055 0, 041 0, 057

ρ = 0, 99

15 1, 469 0, 287 0, 536 0, 726 0, 324 0, 503 0, 239 0, 203 0, 459

20 1, 315 0, 213 0, 450 0, 731 0, 216 0, 496 0, 219 0, 138 0, 397

30 0, 687 0, 159 0, 262 0, 690 0, 144 0, 414 0, 230 0, 092 0, 378

50 0, 420 0, 098 0, 177 0, 548 0, 088 0, 316 0, 202 0, 064 0, 303

80 0, 312 0, 058 0, 140 0, 428 0, 057 0, 253 0, 178 0, 052 0, 246

❋♦♥t❡✿ ❉❡ ❛✉t♦r✐❛ ♣ró♣r✐❛✳

✸✷



❚❛❜❡❧❛ ✸✳✹✿ ❱❛❧♦r❡s ♠é❞✐♦s ❞♦ ❊◗▼ q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1, β2, β3 ❡ β4 ❛ss✉♠❡♠ ✈❛❧♦r❡s

♥♦ ✐♥t❡r✈❛❧♦ (0, 1) ❡ δ = 0, 89✳
❊◗▼ ✭p = 4✮

▼❱ k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8

ρ = 0, 85

15 6, 336 0, 941 2, 565 1, 043 1, 248 1, 657 0, 911 0, 888 1, 508

20 1, 738 0, 641 0, 876 0, 940 0, 620 1, 161 0, 859 0, 553 1, 111

30 1, 136 0, 636 0, 591 0, 974 0, 561 0, 881 0, 686 0, 483 0, 851

50 0, 576 0, 533 0, 327 0, 981 0, 411 0, 507 0, 427 0, 293 0, 492

80 0, 394 0, 470 0, 274 0, 981 0, 361 0, 369 0, 330 0, 261 0, 363

ρ = 0, 90

15 5, 180 0, 777 2, 258 1, 039 0, 942 1, 887 1, 011 0, 802 1, 697

20 2, 992 0, 870 1, 559 0, 987 1, 030 1, 619 0, 984 0, 866 1, 433

30 1, 858 0, 938 1, 140 1, 268 0, 967 1, 237 0, 869 0, 852 1, 139

50 0, 819 0, 414 0, 383 0, 956 0, 323 0, 661 0, 516 0, 249 0, 629

80 0, 413 0, 315 0, 231 0, 960 0, 224 0, 375 0, 328 0, 157 0, 368

ρ = 0, 95

15 9, 220 3, 362 5, 718 3, 381 3, 755 2, 690 1, 247 3, 279 2, 302

20 5, 778 1, 695 3, 142 1, 782 1, 961 2, 336 1, 165 1, 717 2, 001

30 4, 383 0, 552 1, 498 0, 904 0, 614 1, 357 0, 678 0, 482 1, 220

50 1, 462 0, 506 0, 643 0, 928 0, 460 1, 019 0, 717 0, 404 0, 975

80 1, 020 0, 373 0, 464 0, 913 0, 330 0, 798 0, 604 0, 280 0, 762

ρ = 0, 99

15 38, 870 1, 488 14, 320 1, 040 3, 308 0, 742 0, 369 0, 996 0, 630

20 20, 823 1, 872 7, 779 1, 676 2, 744 1, 453 0, 753 1, 779 1, 237

30 16, 324 0, 804 4, 481 0, 861 1, 342 1, 039 0, 508 0, 671 0, 890

50 7, 298 0, 707 2, 211 0, 914 0, 808 1, 298 0, 639 0, 633 1, 103

80 4, 558 0, 456 1, 275 0, 848 0, 522 1, 211 0, 584 0, 398 1, 069

❋♦♥t❡✿ ❉❡ ❛✉t♦r✐❛ ♣ró♣r✐❛✳

✸✸



❚❛❜❡❧❛ ✸✳✺✿ ❱❛❧♦r❡s ♠é❞✐♦s ❞♦ ❊◗▼ q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1, β2, β3 ❡ β4 ❛ss✉♠❡♠ ✈❛❧♦r❡s

♥♦ ✐♥t❡r✈❛❧♦ (0, 1) ❡ δ = 1, 61✳
❊◗▼ ✭p = 4✮

▼❱ k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8

ρ = 0, 85

15 1, 359 0, 577 0, 794 0, 975 0, 545 1, 084 0, 843 0, 478 1, 046

20 1, 049 0, 564 0, 609 0, 943 0, 504 0, 838 0, 682 0, 446 0, 804

30 0, 865 0, 575 0, 433 0, 974 0, 465 0, 701 0, 529 0, 348 0, 675

50 0, 507 0, 540 0, 379 1, 111 0, 434 0, 426 0, 363 0, 323 0, 409

80 0, 238 0, 339 0, 206 0, 936 0, 259 0, 221 0, 201 0, 195 0, 213

ρ = 0, 90

15 2, 211 0, 694 1, 114 0, 963 0, 681 1, 523 1, 008 0, 609 1, 453

20 2, 332 1, 096 1, 299 1, 362 1, 090 1, 219 0, 897 0, 987 1, 169

30 0, 809 0, 438 0, 477 1, 008 0, 368 0, 683 0, 563 0, 299 0, 657

50 0, 613 0, 440 0, 366 0, 900 0, 384 0, 497 0, 423 0, 317 0, 483

80 0, 421 0, 444 0, 344 0, 974 0, 378 0, 386 0, 333 0, 304 0, 365

ρ = 0, 95

15 2, 706 0, 516 1, 226 0, 900 0, 566 1, 581 0, 983 0, 494 1, 461

20 2, 348 0, 538 1, 022 0, 902 0, 547 1, 350 0, 827 0, 479 1, 251

30 1, 656 0, 498 0, 679 0, 935 0, 444 1, 097 0, 677 0, 350 1, 028

50 1, 189 0, 422 0, 514 0, 868 0, 396 0, 773 0, 567 0, 338 0, 742

80 0, 609 0, 413 0, 330 0, 961 0, 333 0, 525 0, 426 0, 265 0, 515

ρ = 0, 99

15 25, 578 1, 131 8, 878 0, 929 2, 248 1, 012 0, 477 0, 947 0, 847

20 14, 769 0, 853 5, 019 0, 881 1, 417 1, 121 0, 535 0, 749 0, 937

30 10, 704 0, 575 3, 006 0, 812 0, 933 1, 044 0, 408 0, 485 0, 884

50 5, 316 0, 536 1, 539 0, 852 0, 607 1, 213 0, 588 0, 475 1, 089

80 4, 261 1, 201 1, 955 1, 507 1, 372 1, 253 0, 687 0, 794 1, 100

❋♦♥t❡✿ ❉❡ ❛✉t♦r✐❛ ♣ró♣r✐❛✳

✸✹



❚❛❜❡❧❛ ✸✳✻✿ ❱❛❧♦r❡s ♠é❞✐♦s ❞♦ ❊◗▼ q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1, β2, β3 ❡ β4 ❛ss✉♠❡♠ ✈❛❧♦r❡s

♥♦ ✐♥t❡r✈❛❧♦ (0, 1) ❡ δ = 8✳
❊◗▼ ✭p = 4✮

▼❱ k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8

ρ = 0, 85

15 0, 400 0, 404 0, 269 0, 968 0, 309 0, 373 0, 335 0, 220 0, 370

20 0, 290 0, 456 0, 233 0, 959 0, 357 0, 275 0, 252 0, 254 0, 275

30 0, 225 0, 302 0, 192 0, 936 0, 241 0, 197 0, 176 0, 168 0, 184

50 0, 078 0, 383 0, 074 0, 983 0, 258 0, 076 0, 075 0, 121 0, 076

80 0, 050 0, 290 0, 048 0, 974 0, 170 0, 050 0, 048 0, 074 0, 049

ρ = 0, 90

15 0, 400 0, 395 0, 288 0, 939 0, 319 0, 370 0, 339 0, 257 0, 359

20 0, 467 0, 481 0, 374 1, 035 0, 410 0, 348 0, 309 0, 341 0, 341

30 0, 230 0, 299 0, 175 0, 933 0, 221 0, 218 0, 202 0, 160 0, 214

50 0, 114 0, 385 0, 104 0, 974 0, 271 0, 111 0, 107 0, 148 0, 110

80 0, 092 0, 143 0, 072 0, 840 0, 096 0, 090 0, 088 0, 064 0, 089

ρ = 0, 95

15 2, 835 0, 598 1, 079 0, 890 0, 639 1, 153 0, 687 0, 521 1, 021

20 1, 000 0, 323 0, 405 0, 922 0, 255 0, 716 0, 477 0, 212 0, 697

30 0, 611 0, 421 0, 374 0, 979 0, 360 0, 513 0, 423 0, 281 0, 494

50 0, 280 0, 307 0, 204 0, 869 0, 247 0, 258 0, 238 0, 200 0, 258

80 0, 156 0, 408 0, 118 0, 989 0, 290 0, 151 0, 139 0, 145 0, 150

ρ = 0, 99

15 5, 626 0, 585 2, 135 0, 849 0, 762 1, 642 0, 832 0, 612 1, 478

20 5, 319 0, 467 1, 782 0, 808 0, 586 1, 363 0, 611 0, 465 1, 171

30 2, 607 0, 294 0, 845 0, 775 0, 336 1, 100 0, 608 0, 292 0, 992

50 1, 370 0, 351 0, 515 0, 893 0, 318 0, 883 0, 545 0, 276 0, 827

80 0, 852 0, 281 0, 356 0, 884 0, 243 0, 651 0, 473 0, 214 0, 625

❋♦♥t❡✿ ❉❡ ❛✉t♦r✐❛ ♣ró♣r✐❛✳

✸✳✷ ❆♣❧✐❝❛çã♦

P❛r❛ ✐❧✉str❛r ♦ ❞❡s❡♠♣❡♥❤♦ ❞♦ ❡st✐♠❛❞♦r ♣r♦♣♦st♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛♠♦s ✉♠ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡

❞❛❞♦s ❞❡ ❢❛t♦r❡s ❝❧✐♠át✐❝♦s ❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛çõ❡s ❞❡ ❞✐ó①✐❞♦ ❞❡ ♥✐tr♦❣ê♥✐♦✱ ❡♠ ♣❛rt❡s ♣♦r ❝❡♠

♠✐❧❤õ❡s✱ ❞✉r❛♥t❡ ✷✻ ❞✐❛s ❞❡ s❡t❡♠❜r♦ ❞❡ ✶✾✽✹✱ ♠❡❞✐❞♦ ❡♠ ✉♠ ❡st❛çã♦ ❞❡ ♠♦♥✐t♦r❛♠❡♥t♦

♥❛ ár❡❛ ❞❛ ❜❛í❛ ❞❡ ❙ã♦ ❋r❛♥❝✐s❝♦✳ ❊ss❡s ❞❛❞♦s ❢♦r❛♠ ♦r✐❣✐♥❛❧♠❡♥t❡ ❛♥❛❧✐s❛❞♦s ♣♦r

❈❤❛tt❡r❥❡❡ ❛♥❞ ❍❛❞✐ ✭✷✵✵✾✮ ❡ r❡❝❡♥t❡♠❡♥t❡ ❛♥❛❧✐s❛❞♦s ♣♦r ❑✉rt♦➜❧✉ ❛♥❞ Ö③❦❛❧❡ ✭✷✵✶✻✮✱

❆♠✐♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✵✮✱ ❡ ▲✉❦♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✵✮✳ ❖s ❞❛❞♦s ❞❛ ✈❛r✐á✈❡❧ r❡s♣♦st❛ sã♦ ❛s

❝♦♥❝❡♥tr❛çõ❡s ❞❡ ❞✐ó①✐❞♦ ❞❡ ♥✐tr♦❣ê♥✐♦ ❡ ❛s ✈❛r✐á✈❡✐s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❛s sã♦ ✈❡❧♦❝✐❞❛❞❡ ♠é❞✐❛

❞♦ ✈❡♥t♦ ✭❡♠ ♠✐❧❤❛s ♣♦r ❤♦r❛✮✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❛ ♠á①✐♠❛ ✭❡♠ ♦❋✮✱ ✐♥s♦❧❛çã♦ ✭❡♠ ❧❛♥❣❧❡②s

♣♦r ❞✐❛✮ ❡ ❢❛t♦r ❞❡ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞❡ ✭❡♠ ♦❋✮✳

✸✺



Pr✐♠❡✐r❛♠❡♥t❡✱ r❡❛❧✐③❛♠♦s t❡st❡s ❞❡ ❜♦♥❞❛❞❡ ❞❡ ❛❥✉st❡ ♣❛r❛ ✈❡r✐✜❝❛r s❡ ❛ ❞✐str✐✲

❜✉✐çã♦ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞❡ ❞❛ ✈❛r✐á✈❡❧ r❡s♣♦st❛ ♣♦❞❡r✐❛ s❡r ❛ss✉♠✐❞❛ ♣❡❧❛ ❇❙✳ ❈♦♠ ❜❛s❡

♥♦ t❡st❡ ❞❡ ❆♥❞❡rs♦♥✲❉❛r❧✐♥❣ ❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❙♠✐r♥♦✈ ❛❞❛♣t❛❞♦s✱ ❝✉❥♦s ♥í✈❡✐s ❞❡s❝r✐t✐✲

✈♦s ❢♦r❛♠✱ 0, 3 ❡ 0, 6✱ r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✱ ♣♦❞❡♠♦s ❞✐③❡r q✉❡ ♦s ❞❛❞♦s s❡ ❛❥✉st❛♠ ❜❡♠ ❛

✉♠ ❞✐str✐❜✉✐çã♦ ❇❙✳

◆❛ ❚❛❜❡❧❛ ✸✳✼ ❡stã♦ ❞✐s♣♦st❛s ❛s ❝♦rr❡❧❛çõ❡s ❛♠♦str❛✐s ❡♥tr❡ ❛s ✈❛r✐á✈❡✐s✳ ❆

❛♥á❧✐s❡ ❞❡st❛ t❛❜❡❧❛ é út✐❧ ♥♦ s❡♥t✐❞♦ ❞❡ ❞❡t❡❝t❛r ♠✉❧t✐❝♦❧✐♥❡❛r✐❞❛❞❡✳ ❖❜s❡r✈❛♠♦s ✉♠❛

❝♦rr❡❧❛çã♦ r❡❧❛t✐✈❛♠❡♥t❡ ❛❧t❛ ❡♥tr❡ ❛s ✈❛r✐á✈❡✐s X1 ❡ X2✳

❚❛❜❡❧❛ ✸✳✼✿ ▼❛tr✐③ ❞❡ ❝♦rr❡❧❛çã♦ ❛♠♦str❛❧ ❡♥tr❡ ❛s ✈❛r✐á✈❡✐s

X1 X2 X3 X4

X1 1, 00 −0, 78 −0, 04 −0, 26

X2 −0, 78 1, 00 0, 25 0, 54

X3 −0, 04 0, 25 1, 00 0, 55

X4 −0, 26 0, 54 0, 55 1, 00

❋♦♥t❡✿ ❉❡ ❛✉t♦r✐❛ ♣ró♣r✐❛✳

❚❛❜❡❧❛ ✸✳✽✿ ❉❡s❡♠♣❡♥❤♦ ❞♦s ❡st✐♠❛❞♦r❡s ♣❛r❛ ♦s ❞❛❞♦s ❞❛ ❛♣❧✐❝❛çã♦
❊st✐♠❛❞♦r❡s ❈♦❡✜❝✐❡♥t❡s ❊st✐♠❛❞♦s

β̂0 β̂1 β̂2 β̂3 β̂4 ❊◗▼

▼❱ 0, 82679 −0, 08949 0, 02474 −0, 00014 −0, 00131 1, 90000

k1 0, 00007 −0, 00110 0, 01100 0, 00280 0, 00094 0, 66000

k2 0, 05500 −0, 07200 0, 03200 −0, 00005 −0, 00410 0, 01200

k4 0, 00005 −0, 00660 0, 02100 0, 00023 0, 00300 0, 56000

k5 0, 76000 −0, 08800 0, 02500 −0, 00013 −0, 00160 1, 60000

k6 0, 32000 −0, 07800 0, 02900 −0, 00008 −0, 00310 0, 29000

k7 0, 00007 −0, 06400 0, 03200 −0, 00025 −0, 00250 0, 01200

k8 0, 75000 −0, 08800 0, 02500 −0, 00013 −0, 00160 1, 60000

❋♦♥t❡✿ ❉❡ ❛✉t♦r✐❛ ♣ró♣r✐❛✳

◆❛ ❚❛❜❡❧❛ ✸✳✽ ❡stã♦ ❞✐s♣♦st♦s ♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s ❡st✐♠❛❞♦s✱ ❜❡♠ ❝♦♠♦ ♦ ❊◗▼ ♣❛r❛

❝❛❞❛ ❡st✐♠❛❞♦r ❝♦♥s✐❞❡r❛❞♦✳ ❈♦♠♦ ♣♦❞❡♠♦s ♦❜s❡r✈❛r ♦s ❡st✐♠❛❞♦r❡s r✐❞❣❡ t✐✈❡r❛♠

♠❡❧❤♦r❡s ❞❡s❡♠♣❡♥❤♦s q✉❛♥❞♦ ❝♦♠♣❛r❛❞♦s ❛♦ ❞❡ ▼❱✱ ❞❡st❛q✉❡ ❡s♣❡❝✐❛❧ ♣❛r❛ ♦s ❡st✐✲

♠❛❞♦r❡s k̂2 ❡ k̂7 q✉❡ ❛♣r❡s❡♥t❛r❛♠ ♠❡❧❤♦r❡s ❞❡s❡♠♣❡♥❤♦✳ ❱❛❧❡ r❡ss❛❧t❛r q✉❡ ♦ ❡st✐♠❛❞♦r

k̂3 ❢♦✐ ♦♠✐t✐❞♦ ❛q✉✐ ♣♦r ❛♣r❡s❡♥t❛r ♣✐♦r ❞❡s❡♠♣❡♥❤♦ ♥♦ ❡st✉❞♦✳
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❈❛♣ít✉❧♦ ✹

❈♦♥❝❧✉sã♦

◆❡st❛ ❞✐ss❡rt❛çã♦✱ ♣r♦♣♦♠♦s ♦ ❊❘ ♣❛r❛ ♦s ❝♦❡✜❝✐❡♥t❡s ❞♦ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❣r❡ssã♦

❇❙❘ ❝♦♠♦ ✉♠❛ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❛ ♣❛r❛ ♠✐♥✐♠✐③❛r ♦s ❡❢❡✐t♦s ❞❛ ♠✉❧t✐❝♦❧✐♥❡❛r✐❞❛❞❡✳ ▼♦str❛✲

♠♦s q✉❡ ♦ ❊◗▼ ❞♦ ❊❘ é ♠❡♥♦r q✉❡ ♦ ❊◗▼ ❞♦ ❊▼❱✳ ❯♠ ❡st✉❞♦ ❞❡ s✐♠✉❧❛çã♦ ❞❡

▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❢♦✐ r❡❛❧✐③❛❞♦ ♣❛r❛ ❝♦♠♣❛r❛r ♦s ❞❡s❡♠♣❡♥❤♦s ❞♦s ❊▼❱ ❡ ❊❘✱ ✉s❛♥❞♦ ♦s

❞✐❢❡r❡♥t❡s ❡st✐♠❛❞♦r❡s ❞♦ ♣❛râ♠❡tr♦ ❞❡ ❡♥❝♦❧❤✐♠❡♥t♦✳ ❖ ❝r✐tér✐♦ ❞❡ ❛✈❛❧✐❛çã♦ ❢♦r❛♠

✈❛❧♦r❡s ♠é❞✐♦s ❞♦ ❊◗▼ ❡ ✈✐❡s❡s ❞♦s ❡st✐♠❛❞♦r❡s✳ ❖s r❡s✉❧t❛❞♦s ♠♦str❛r❛♠ q✉❡ ♦ t❛✲

♠❛♥❤♦ ❞❛ ❛♠♦str❛✱ ♦ ❣r❛✉ ❞❡ ❝♦rr❡❧❛çã♦✱ ♦ ♣❛râ♠❡tr♦ ❞❡ ❞✐s♣❡rsã♦ ❡ ❛s q✉❛♥t✐❞❛❞❡s ❞❡

✈❛r✐á✈❡✐s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❛s sã♦ ❢❛t♦r❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s q✉❡ ✐♥✢✉❡♥❝✐❛♠ ❞✐r❡t❛♠❡♥t❡ ♥❛s ♠❡❞✐❞❛s

❞❡ ❞❡s❡♠♣❡♥❤♦✳

❖s r❡s✉❧t❛❞♦s ❞♦ ❡st✉❞♦ ❞❡ s✐♠✉❧❛çã♦ ✐♥❞✐❝❛r❛♠ q✉❡ ♣❛r❛ t♦❞♦s ♦s ❝❛s♦s k̂5✱ k̂6✱

k̂7 ❡ k̂8 r❡❞✉③❡♠ s✉❜st❛♥❝✐❛❧♠❡♥t❡ ♦s ✈❛❧♦r❡s ♠é❞✐♦s ❞♦ ❊◗▼✳ ❊♠ t♦❞♦s ♦s ❡✈❡♥t♦s

✐♥✈❡st✐❣❛❞♦s ♥❡st❡ tr❛❜❛❧❤♦ ❡ ♣❛r❛ t♦❞♦s ♦s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❝❛s♦s✱ ♦ ❊◗▼ ❞♦s ❊❘✬s sã♦

♠❡♥♦r❡s q✉❡ ♦ ❞♦s ❊▼❱✬s✳ ❉❡st❛❝❛♠♦s q✉❡ ♦s ♠❡❧❤♦r❡s ❞❡s❡♠♣❡♥❤♦s ❢♦r❛♠ ❞❡ k̂6 ❡

k̂7✱ s❡♥❞♦ k̂6 ♣❛r❛ ♦ ❣r❛✉ ❞❡ ❝♦rr❡❧❛çã♦ ❛❧t♦✭0, 99✮ ❡ k̂7 ♣❛r❛ ♦s ❞❡♠❛✐s ✈❛❧♦r❡s✳ ❊♠

t❡r♠♦s ❞❡ ✈✐❡s❡s✱ ♠❡s♠♦ ♦ q✉❡ ❛ ♥❛t✉r❡③❛ ❞♦ ❊❘ ❥á ✐♥s✐r❛ ✉♠ ✈✐és✱ ♥ã♦ ♦❜s❡r✈❛♠♦s

❛✉♠❡♥t♦ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈♦ q✉❛♥❞♦ ❝♦♠♣❛r❛❞♦ ❛♦ ❞♦ ❊▼❱✳ ❘❡❝♦♠❡♥❞❛♠♦s ❛ ✉t✐❧✐③❛çã♦ ❞♦

❊❘ ♣❛r❛ ♦ ♠♦❞❡❧♦ ❇❙ ♣❛r❛ ❛s s✐t✉❛çõ❡s ❡♠ q✉❡ ❛s ✈❛r✐á✈❡✐s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❛s sã♦ ❛❧t❛♠❡♥t❡

❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥❛❞❛s✳

❋✐♥❛❧♠❡♥t❡✱ ♣❛r❛ tr❛❜❛❧❤♦s ❢✉t✉r♦s ♣r❡t❡♥❞❡♠♦s ❝♦♥s✐❞❡r❛r ♦✉tr❛s ❢✉♥çõ❡s ❞❡ ❧✐✲

❣❛çã♦✱ ❜❡♠ ❝♦♠♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛r ♦s ❡st✐♠❛❞♦r❡s ❥❛❝❦❦♥✐❢❡❞ r✐❞❣❡ ♣❛r❛ ♦ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ r❡❣r❡ssã♦

❇❙ ♣♦✐s ❡ss❡s tê♠ ❛ ✈❛♥t❛❣❡♠ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉✐r t❛♥t♦ ♦ ✈✐és q✉❛♥t♦ ♦ ❊◗▼✳

✸✼



❆♣ê♥❞✐❝❡ ❆

❋✉♥çã♦ ❡s❝♦r❡✱ ♠❛tr✐③ ❞❡ ✐♥❢♦r♠❛çã♦

❞❡ ❋✐s❤❡r ❡ ❡st✐♠❛çã♦

❙✉♣♦♥❤❛ ❛ ♣❛rt✐çã♦ θ = (β⊤, δ)⊤ ❡ ❞❡♥♦t❛r❡♠♦s ♦ ❧♦❣❛r✐t♠♦ ❞❛ ❢✉♥çã♦ ❞❡ ✈❡r♦s✲

s✐♠✐❧❤❛♥ç❛ ♣♦r l(θ) ❞♦ ▼❘❇❙ ❝♦♠ r❡s♣♦st❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❡s✱ t❡♠♦s

l(θ) = log
n∏

i=1

f(②i;µ, δ)

=
n∑

i=1

log f(②i;µ, δ)

=
n∑

i=1

{
δ

2
− 1

2
log(16π)− 1

2
log (δ + 1)− 3

2
log(②i)−

1

2
log(µi) + log(②i + δ②i + δµi)

−②i(δ + 1)

4µi

− δ2µi

4②i(δ + 1)

}

=
n∑

i=1

li(µi, δ),

❡♠ q✉❡ f(②i;µ, δ) =
exp(δ/2)

√
δ+1

4②
3/2
i

√
πµ

[
②i +

δµ
δ+1

]
exp

{
− δ

4

[
②i(δ+1)

δµ
+ δµ

②i(δ+1)

]}
✳

❆ ❢✉♥çã♦ ❊s❝♦r❡ ♣❛r❛ ♦s ♣❛râ♠❡tr♦s β ❡ δ

❆ ❢✉♥çã♦ ❡s❝♦r❡ ♣❛r❛ ♦ ♣❛râ♠❡tr♦ β é ❡♥❝♦♥tr❛❞❛ ❛♦ ❝❛❧❝✉❧❛♠♦s ✐♥✐❝✐❛❧♠❡♥t❡ ❛s

❞❡r✐✈❛❞❛s

✸✽



∂l(θ)

∂βj

=
n∑

i=1

∂li(µi, δ)

∂µi

dµi

dηi

∂ηi
∂βj

=
n∑

i=1

{
− 1

2µi

1

g′(µi)
xij +

δ

(②i + δ②i + δµi)

1

g′(µi)
xij +

②i(δ + 1)

4µ2
i

1

g′(µi)
xij

− δ2

4②i(δ + 1)

1

g′(µi)
xij

}

=
n∑

i=1

{
− 1

2µi

+
δ

[②i(δ + 1) + δµi]
+

②i(δ + 1)

4µ2
i

− δ2

4②i(δ + 1)

}
1

g′(µi)
xij

=
n∑

i=1

ziaixij✱

❡♠ q✉❡ zi = − 1
2µi

+ δ
[②i(δ+1)+δµi]

+ ②i(δ+1)

4µ2
i

− δ2

4②i(δ+1)
❡ ai = 1

g′(µi)
✳ ❆ss✐♠✱ ♣♦❞❡♠♦s ❡s❝r❡✈❡r

❛ ❢✉♥çã♦ ❡s❝♦r❡ ♥❛ ❢♦r♠❛ ♠❛tr✐❝✐❛❧

Uβ(θ)(p+1)×1 =
∂l(θ)

∂β
= X⊤D(a)z,

♦♥❞❡ X é ✉♠❛ ♠❛tr✐③ ❞❡ ❞✐♠❡♥sã♦ n× (p+ 1)✱ ❝✉❥❛s ❛s ❧✐♥❤❛s sã♦ ❞❡♥♦t❛❞❛s ♣♦r x⊤
i ✱

❝♦♠ i = 1, . . . , n✱ D(a) = ❞✐❛❣ {a1, · · · , an} ❡ z = (z1, · · · , zn)⊤✳
❆ ❢✉♥çã♦ ❡s❝♦r❡ ♣❛r❛ ♦ ♣❛râ♠❡tr♦ δ é ❞❛❞❛ ♣♦r

Uδ(θ)1×1 =
∂l(θ)

∂δ
,

❡♠ q✉❡

∂l(θ)

∂δ
=

n∑

i=1

∂li(µi, δ)

∂δ

=
n∑

i=1

{
1

2
− 1

2(δ + 1)
+

(②i + µi)

(②i + δ②i + δµi)
− ②i

4µi

− 2δµi4②i(δ + 1)− 4②iδ
2µi

[4②i(δ + 1)]2

}

=
n∑

i=1

{
1

2
− 1

2(δ + 1)
+

(②i + µi)

(②i + δ②i + δµi)
− ②i

4µi

− 8δ2µi②i + 8δµi②i − 4②iδ
2µi

[4②i(δ + 1)]2

}

=
n∑

i=1

{
1

2
− 1

2(δ + 1)
+

(②i + µi)

(②i + δ②i + δµi)
− ②i

4µi

− 4δ2µi②i + 8δµi②i
[4②i(δ + 1)]2

}

=
n∑

i=1

{
1

2
− 1

2(δ + 1)
+

(②i + µi)

(②i + δ②i + δµi)
− ②i

4µi

− 4δµi②i(δ + 2)

[4②i(δ + 1)]2

}

=
n∑

i=1

{
1

2
− 1

2(δ + 1)
+

(②i + µi)

(②i + δ②i + δµi)
− ②i

4µi

− δ(δ + 2)µi

4②i(δ + 1)2

}
.

✸✾



❈♦♥s❡q✉❡♥t❡♠❡♥t❡

Uδ(θ)1×1 =
n∑

i=1

{
1

2
− 1

2(δ + 1)
+

(②i + µi)

(②i + δ②i + δµi)
− ②i

4µi

− δ(δ + 2)µi

4②i(δ + 1)2

}
.

❙❡❥❛ ❛ ♠❛tr✐③ D(b) = ❞✐❛❣ {b1, · · · , bn}✱ ❝♦♠ bi =
1
2
− 1

2(δ+1)
+ (②i+µi)

(②i+δ②i+δµi)
− ②i

4µi
− δ(δ+2)µi

4②i(δ+1)2
✳

❆ss✐♠✱

Uδ(θ)1×1 = tr [D(b)] .

❆ ♠❛tr✐③ ❞❡ ✐♥❢♦r♠❛çã♦ ❞❡ ❋✐s❤❡r ♣❛r❛ ♦s ♣❛râ♠❡tr♦s β ❡ δ

P❛r❛ ♦❜t❡r♠♦s ❛ ✐♥❢♦r♠❛çã♦ ❞❡ ❋✐s❤❡r ♣r❡❝✐s❛♠♦s ❞❛s ❞❡r✐✈❛❞❛s

∂2l(θ)

∂βj∂βl

=
∂

∂βl

(
∂l(θ)

∂βj

)

=
∂

∂βl

(
n∑

i=1

{
− 1

2µi

+
δ

[②i(δ + 1) + δµi]
+

②i(δ + 1)

4µ2
i

− δ2

4②i(δ + 1)

}
1

g′(µi)
xij

)

=
n∑

i=1

{
1

2µ2
i

− δ2

[②i(δ + 1) + δµi]2
− ②i(δ + 1)

2µ3
i

}
1

g′(µi)2
xijxil +

n∑

i=1

{
− 1

2µi

+
δ

[②i(δ + 1) + δµi]
+

②i(δ + 1)

4µ2
i

− δ2

4②i(δ + 1)

}(
∂

∂µi

dµi

dηi

)
dµi

dηi
xijxil

=
n∑

i=1





1

2µ2
i

− δ2(δ + 1)−2

[
②i +

δµi

(δ+1)

]2 − ②i(δ + 1)

2µ3
i





1

g′(µi)2
xijxil +

n∑

i=1



− 1

2µi

+
δ(δ + 1)−1

[
②i +

δµi

(δ+1)

]

+
②i(δ + 1)

4µ2
i

− δ2

4②i(δ + 1)

}(
∂

∂µi

dµi

dηi

)
dµi

dηi
xijxil.

∂2l(θ)

∂δ2
=

∂

∂δ

(
∂l(θ)

∂δ

)

=
∂

∂δ

(
n∑

i=1

{
1

2
− 1

2(δ + 1)
+

(②i + µi)

(②i + δ②i + δµi)
− ②i

4µi

− δ(δ + 2)µi

4②i(δ + 1)2

})

=
n∑

i=1

{
1

2(δ + 1)2
− (②i + µi)

2

(②i + δ②i + δµi)2
− 2(δ + 1)µi4②i(δ + 1)2 − 8②i(δ + 1)δ(δ + 2)µi

[4②i(δ + 1)2]2

}

=
n∑

i=1

{
1

2(δ + 1)2
− (②i + µi)

2

(②i + δ②i + δµi)2
− 8µi②i(δ + 1)2 − 8②iδ(δ + 2)µi

(4②i)2(δ + 1)3

}

=
n∑

i=1

{
1

2(δ + 1)2
− (②i + µi)

2

(②i + δ②i + δµi)2
− µi(δ + 1)2 − δ(δ + 2)µi

(4②i)2(δ + 1)3

}

=
n∑

i=1

{
1

2(δ + 1)2
− (②i + µi)

2

(②i + δ②i + δµi)2
− µiδ

2 + 2µiδ + µi − δ2µi − 2µiδ

2②i(δ + 1)3

}

=
n∑

i=1

{
1

2(δ + 1)2
− (②i + µi)

2

(②i + δ②i + δµi)2
− µi

2②i(δ + 1)3

}
.

✹✵



❈♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ♦s ✈❛❧♦r❡s ❡s♣❡r❛❞♦s ❛❜❛✐①♦

✭✐✮ E(Y ) = µ✱

✭✐✐✮ E
(
1
Y

)
=

(δ + 1)2

µδ2
✱

✭✐✐✐✮ E

((
Y +

δµ

{δ + 1}

)−1
)

=
(δ + 1)

2µδ
✱

✭✐✈✮ E

((
Y +

δµ

{δ + 1}

)−2
)

= I(δ)✳

❡♠ q✉❡

I(δ) =
∫ ∞

0

1

4
e

δ
2

√
δe−

1
4(

(δ+1)②
δµ

+ δµ
(δ+1)②)δ

(
②+

δµ

(δ + 1)

)−1
1√
πδµ
δ+1

②−3/2dy.

❖❜s❡r✈❡ q✉❡✱

E




n∑

i=1





1

2µ2
i

− δ2(δ + 1)−2

[
②i +

δµi

(δ+1)

]2 − ②i(δ + 1)

2µ3
i





1

g′(µi)2
xijxil




︸ ︷︷ ︸
I

✭❆✳✶✮

=
n∑

i=1





1

2µ2
i

− E


 δ2(δ + 1)−2

[
❨i +

δµi

(δ+1)

]2


− E

[
❨i(δ + 1)

2µ3
i

]




1

g′(µi)2
xijxil

=
n∑

i=1

{
1

2µ2
i

− δ2

(δ + 1)2
I(δ)− (δ + 1)

2µ2
i

}
1

g′(µi)2
xijxil

=
n∑

i=1

{
− δ

2µ2
i

− δ2

(δ + 1)2
I(δ)

}
1

g′(µi)2
xijxil.

P♦r ♦✉tr♦ ❧❛❞♦✱

E




n∑

i=1



− 1

2µi

+
δ(δ + 1)−1

[
❨i +

δµi

(δ+1)

] + ❨i(δ + 1)

4µ2
i

− δ2

4❨i(δ + 1)





(
∂

∂µi

dµi

dηi

)
dµi

dηi
xijxil




︸ ︷︷ ︸
II

=
n∑

i=1



− 1

2µi

+ E


 δ(δ + 1)−1

[
❨i +

δµi

(δ+1)

]


+ E

[
❨i(δ + 1)

4µ2
i

]
− E

[
δ2

4❨i(δ + 1)

]


(
∂

∂µi

dµi

dηi

)
dµi

dηi
xijxil

=
n∑

i=1

{
− 1

2µi

+
δ(δ + 1)−1(δ + 1)

2µiδ
+

(δ + 1)

4µi

− δ2

4 (δ + 1)

(δ + 1)2

µiδ2

}(
∂

∂µi

dµi

dηi

)
dµi

dηi
xijxil

=
n∑

i=1

{
− 1

2µi

+
1

2µi

+
(δ + 1)

4µi

− (δ + 1)

4µi

}(
∂

∂µi

dµi

dηi

)
dµi

dηi
xijxil

= 0.

✹✶



❆ss✐♠✱ ♦s ✈❛❧♦r❡s ❡s♣❡r❛❞♦s sã♦ ❞❛❞♦s ♣♦r

E

{
∂2l(θ)

∂βj∂βl

}
= (I) + (II)

=
n∑

i=1

{
− δ

2µ2
i

− δ2

(δ + 1)2
I(δ)

}
1

g′(µi)2
xijxil + 0

= −
n∑

i=1

{
δ

2µ2
i {g′(µi)}2

+
δ2

(δ + 1)2 {g′(µi)}2
I(δ)

}
xijxil

= −
n∑

i=1

vixijxil

✹✷



❡

E

{
∂2l(θ)

∂δ2

}
=

n∑

i=1

E

[
1

2(δ + 1)2
− (❨i + µi)

2

(❨i + δ❨i + δµi)2
− µi

2❨i(δ + 1)3

]

=

n∑

i=1





1

2(δ + 1)2
− E




(
❨i + µi +

δµi

(δ+1) −
δµi

(δ+1)

)2

(❨i + δ❨i + δµi)2


− 1

2(δ + 1)δ2





=

n∑

i=1




(δ2 − δ − 1)

2(δ + 1)2δ2
− E




((
❨i +

δµi

(δ+1)

)
+
(
µi − δµi

(δ+1)

))2

(δ + 1)2
[
❨i +

δµi

(δ+1)

]2








=

n∑

i=1




(δ2 − δ − 1)

2(δ + 1)2δ2
− E




((
❨i +

δµi

(δ+1)

)
+
(
µi(δ+1)−δµi

(δ+1)

))2

(δ + 1)2
[
❨i +

δµi

(δ+1)

]2








=
n∑

i=1




(δ2 − δ − 1)

2(δ + 1)2δ2
− E




((
❨i +

δµi

(δ+1)δ2

)
+
(

µi

(δ+1)

))2

(δ + 1)2
[
❨i +

δµi

(δ+1)

]2








=

n∑

i=1




(δ2 − δ − 1)

2(δ + 1)2δ2
− E




(
❨i +

δµi

(δ+1)

)2
+ 2

(
❨i +

δµi

(δ+1)

)
µi

(δ+1) +
µ2
i

(δ+1)2

(δ + 1)2
[
❨i +

δµi

(δ+1)

]2








=

n∑

i=1




(δ2 − δ − 1)

2(δ + 1)2δ2
− E


 1

(δ + 1)2
+

2µi

(δ + 1)3
[
❨i +

δµi

(δ+1)

] + µ2
i

(δ + 1)4
[
❨i +

δµi

(δ+1)

]2








=
n∑

i=1

{
(δ2 − δ − 1)

2(δ + 1)2δ2
− 1

(δ + 1)2
− 2µi(δ + 1)

(δ + 1)32µiδ
− µ2

i

(δ + 1)4
I(δ)

}

=

n∑

i=1

{
δ2 − δ − 1− 2δ2

2(δ + 1)2δ2
− 1

(δ + 1)2δ
− µ2

i

(δ + 1)4
I(δ)

}

=

n∑

i=1

{−δ2 − δ − 1

2(δ + 1)2δ2
− 1

(δ + 1)2δ
− µ2

i

(δ + 1)4
I(δ)

}

=

n∑

i=1

{−δ2 − δ − 1− 2δ

2(δ + 1)2δ2
− µ2

i

(δ + 1)4
I(δ)

}

=

n∑

i=1

{−δ2 − 3δ − 1

2(δ + 1)2δ2
− µ2

i

(δ + 1)4
I(δ)

}

= −
n∑

i=1

{
(δ2 + 3δ + 1)

2(δ + 1)2δ2
+

µ2
i

(δ + 1)4
I(δ)

}
.

▲♦❣♦✱ ♣♦❞❡♠♦s ❡s❝r❡✈❡r ❛ ✐♥❢♦r♠❛çã♦ ❞❡ ❋✐s❤❡r ♣❛r❛ β ❡ δ ♥❛ ❢♦r♠❛ ♠❛tr✐❝✐❛❧

Kββ = E

{
−∂2l(θ)

∂ββ⊤

}
= X⊤WββX

✹✸



❡

Kδδ = −E

{
∂2l(θ)

∂δ2

}

=
n∑

i=1

{
(δ2 + 3δ + 1)

2(δ + 1)2δ2
+

µ2
i

(δ + 1)4
I(δ)

}

= tr [D(u)] ✱

♦♥❞❡ Wββ = ❞✐❛❣ {v1, · · · , vn}✱ ❝♦♠ vi = δ
2µ2

i {g′(µi)}2
+ δ2

(δ+1)2{g′(µi)}2
I(δ) ❡ D(u) =

❞✐❛❣ {u1, · · · , un}✱ ❝♦♠ ui =
(δ2+3δ+1)
2(δ+1)2δ2

+
µ2
i

(δ+1)4
I(δ)✳

❆ ❢✉♥çã♦ ❡s❝♦r❡ ❡ ❛ ✐♥❢♦r♠❛çã♦ ❞❡ ❋✐s❤❡r ♣❛r❛ ♦ ♣❛râ♠❡tr♦ θ

❆ ❢✉♥çã♦ ❡s❝♦r❡ ♣❛r❛ θ é ❞❛ ❢♦r♠❛ Uθ =
(
U⊤

β , Uδ

)⊤
✳ P❛r❛ ❛ ✐♥❢♦r♠❛çã♦ ❞❡

❋✐s❤❡r✱ ♣r❡❝✐s❛♠♦s ❝❛❧❝✉❧❛r ❛ s❡❣✉✐♥t❡ ❞❡r✐✈❛❞❛

∂2l(θ)

∂βj∂δ
=

∂

∂βj

(
l(θ)

∂δ

)

=
∂

∂βj

(
n∑

i=1

{
1

2
− 1

2(δ + 1)
+

(②i + µi)

(②i + δ②i + δµi)
− ②i

4µi

− δ(δ + 2)µi

4②i(δ + 1)2

})

=
n∑

i=1

{
(②i + δ②i + δµi)− (②i + µi)δ

(②i + δ②i + δµi)2
1

g′(µi)
xij +

②i
4µ2

i

1

g′(µi)
xij −

δ(δ + 2)

4②i(δ + 1)2
1

g′(µi)
xij

}

=
n∑

i=1

{
(②i + δ②i + δµi)− (②i + µi)δ

(②i + δ②i + δµi)2
+

②i
4µ2

i

− δ(δ + 2)

4②i(δ + 1)2

}
1

g′(µi)
xij

=
n∑

i=1

{
②i

(②i + δ②i + δµi)2
+

②i
4µ2

i

− δ(δ + 2)

4②i(δ + 1)2

}
1

g′(µi)
xij.

❈❛❧❝✉❧❛♥❞♦ ❛ ❡s♣❡r❛♥ç❛ ❞❛ ❡①♣r❡ssã♦ ❛❝✐♠❛✱ t❡♠♦s

E

{
∂2l(θ)

∂βj∂δ

}
=

n∑

i=1

{
E

[
❨i

(❨i + δ❨i + δµi)2

]
+ E

[
❨i

4µ2
i

]
− E

[
δ(δ + 2)

4❨i(δ + 1)2

]}
1

g′(µi)
xij

=
n∑

i=1

{
E

[
❨i

[(δ + 1)❨i + δµi]
2

]
+

µi

4µ2
i

− δ(δ + 2)

4(δ + 1)2
(δ + 1)2

µiδ2

}
1

g′(µi)
xij

=
n∑

i=1




E


 ❨i

(δ + 1)2
[
❨i +

δµi

(δ+1)

]2


+

1

4µi

− (δ + 2)

4µiδ





1

g′(µi)
xij

✹✹



=
n∑

i=1




E




❨i +
δµi

(δ+1)
− δµi

(δ+1)

(δ + 1)2
[
❨i +

δµi

(δ+1)

]2


+

(δ − δ − 2)

4µiδ





1

g′(µi)
xij

=
n∑

i=1




E




❨i +
δµi

(δ+1)

(δ + 1)2
[
❨i +

δµi

(δ+1)

]2


− E




δµi

(δ+1)

(δ + 1)2
[
❨i +

δµi

(δ+1)

]2




− 1

2µiδ

}
1

g′(µi)
xij

=
n∑

i=1




E


 1

(δ + 1)2
[
❨i +

δµi

(δ+1)

]


− E


 δµi

(δ + 1)3
[
❨i +

δµi

(δ+1)

]2




− 1

2µiδ

}
1

g′(µi)
xij

=
n∑

i=1

{
1

(δ + 1)2
(δ + 1)

2µiδ
− δµi

(δ + 1)3
I(δ)− 1

2µiδ

}
1

g′(µi)
xij

=
n∑

i=1

{
1

(δ + 1)2µiδ
− δµi

(δ + 1)3
I(δ)− 1

2µiδ

}
1

g′(µi)
xij

=
n∑

i=1

{
1− δ − 1

(δ + 1)2µiδ
− δµi

(δ + 1)3
I(δ)

}

=
n∑

i=1

{
− δ

(δ + 1)2µiδ
− δµi

(δ + 1)3
I(δ)

}

= −
n∑

i=1

{
δ

(δ + 1)2µiδ
+

δµi

(δ + 1)3
I(δ)

}
.

◆❛ ❢♦r♠❛ ♠❛tr✐❝✐❛❧ t❡♠♦s Kβδ = [Kδβ]
⊤ = −E

{
∂2L(θ)

∂β∂δ

}
= X⊤D(a)s ❝♦♠ s =

(s1, · · · , sn)⊤ ❡ si =
1

2µi(δ+1)
+ δµi

(δ+1)3
I(δ)✳

❆ ♠❛tr✐③ ❞❡ ✐♥❢♦r♠❛çã♦ ❞❡ ❋✐s❤❡r ❡s♣❡r❛❞❛ ♣❛r❛ ♦ ♣❛râ♠❡tr♦ θ é ❞❛ ❢♦r♠❛

Kθθ =


Kββ Kβδ

Kδβ Kδδ


 =


X⊤WββX X⊤D(a)s

s⊤D(a)X tr [D(u)]


 .

➱ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♦❜s❡r✈❛r♠♦s q✉❡ ❛ ♠❛tr✐③ X⊤WββX = D(p+1)×(p+1) é ✐♥✈❡rtí✈❡❧ ❡

s❡✉ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t♦ ❙❝❤✉r✱ h = tr [D(u)] − s⊤D(a)XD−1X⊤D(a)s✱ ✉♠ ❡s❝❛❧❛r✳ ❆ss✐♠✱

♣❛r❛ ❡♥❝♦♥tr❛r ❛ ✐♥✈❡rs❛ ❞❛ ♠❛tr✐③ ♣❛rt✐❝✐♦♥❛❞❛ ❞❡ Kθθ✱ ❜❛st❛ r❡s♦❧✈❡r♠♦s ♦ s✐st❡♠❛

❛❜❛✐①♦

✹✺




X⊤WββX X⊤D(a)s

s⊤D(a)X tr [D(u)]




R11 R12

R21 R22




︸ ︷︷ ︸
K−1

θθ

=




I(p+1)×(p+1) 0

0 1


 . ✭❆✳✷✮

❯♠❛ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❛ ❞❡ ♣r♦❝❡❞❡r é ✉t✐❧✐③❛r ❛ ❡❧✐♠✐♥❛çã♦ ♣♦r ❜❧♦❝♦s✳ ❊ss❛s ♦♣❡r❛✲

çõ❡s sã♦ ❛♥á❧♦❣❛s ❛s ❡❧❡♠❡♥t❛r❡s ♣♦r ❧✐♥❤❛ ♦✉ ❝♦❧✉♥❛✱ ❛ ❞✐❢❡r❡♥ç❛ é q✉❡ ♦s ❡s❝❛❧❛r❡s

sã♦ s✉❜st✐t✉í❞♦s ♣♦r ♠❛tr✐③❡s✳ ❆ ♦♣❡r❛çã♦ ❞❡ ❜❧♦❝♦ ❡❧❡♠❡♥t❛r ✉s❛❞❛ ❢♦✐ s✉❜tr❛✐r♠♦s

s⊤D(a)XD−1 ✈❡③❡s ❛ ♣r✐♠❡✐r❛ ❧✐♥❤❛ ❞❛ s❡❣✉♥❞❛ ❧✐♥❤❛✱ ♦✉ s❡❥❛✱

LD
2 = L2 − s⊤D(a)XD−1L1

=
(
s⊤D(a)X tr [D(u)]

)
− s⊤D(a)XD−1

(
D X⊤D(a)s

)

=
(
s⊤D(a)X tr [D(u)]

)
−
(
s⊤D(a)X s⊤D(a)XD−1X⊤D(a)s

)

=
(
0 tr [D(u)]− s⊤D(a)XD−1X⊤D(a)s

)

=
(
0 tr [D(u)]− s⊤D(a)XB

)

=
(
0 h

)
,

❡♠ q✉❡ B = D−1X⊤D(a)s✱ ❝♦♠ ❞✐♠❡♥sã♦ (p+ 1)× 1✳

P♦r ♦✉tr♦ ❧❛❞♦✱

LE
2 = L2 − s⊤D(a)XD−1LD

1

=
(
0 1

)
− s⊤D(a)XD−1

(
I(p+1)×(p+1) 0

)

=
(
0 1

)
−
(
s⊤D(a)XD−1

0

)

=
(
−B⊤ 1

)
.

▲♦❣♦✱ ❛ ❛♣❧✐❝❛çã♦ ❞❛s ♦♣❡r❛çõ❡s ♥♦s ❞♦✐s ❧❛❞♦s ❡♠ ❆✳✷ ❛♣r❡s❡♥t❛ ❛ s❡❣✉✐♥t❡ ❢♦r♠❛

D X⊤D(a)s

0 h




R11 R12

R21 R22


 =


I(p+1)×(p+1) 0

−B⊤ 1




⇐⇒


DR11 +X⊤D(a)sR21 DR12 +X⊤D(a)sR22

hR21 hR22


 =


I(p+1)×(p+1) 0

−B⊤ 1


 .

❆ ❡①♣r❡ssã♦ ❛❝✐♠❛ é ✉♠ s✐st❡♠❛ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❡♠ ❜❧♦❝♦✳ ❖ ❜❧♦❝♦ ❞❛ ♣r✐♠❡✐r❛ ❡ ♦ ❞❛

s❡❣✉♥❞❛ ❧✐♥❤❛ s❛t✐s❢❛③❡♠ ❛s s❡❣✉✐♥t❡s ✐❣✉❛❧❞❛❞❡s

✹✻







DR11 +X⊤D(a)sR21 = I(p+1)×(p+1) ⇐⇒ DR11 = I(p+1)×(p+1) −X⊤D(a)sR21;

DR12 +X⊤D(a)sR22 = 0 ⇐⇒ DR12 = −X⊤D(a)sR22;

hR21 = −B⊤ ⇐⇒ R21 = −B⊤

h
;

hR22 = 1 ⇐⇒ R22 =
1

h
.

❘❡s♦❧✈❡♠♦s R11 ❡ R12 s✉❜st✐t✉✐♥❞♦ ♦s ❡①♣r❡ssõ❡s ❞❡ R21 ❡ R22✿

DR11 = I(p+1)×(p+1) +
X⊤D(a)sB⊤

h ⇐⇒ R11 = D−1 + D−1X⊤sD(a)B⊤

h =⇒ R11 = D−1 + BB⊤

h ✳

DR12 = −X⊤D(a)s

h
⇐⇒ R12 = −D−1X⊤D(a)s

h =⇒ R12 = −B
h ✳

P♦rt❛♥t♦✱ ❛ss✉♠✐♥❞♦ q✉❡ X⊤WββX ❡ s❡✉ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t♦ ❙❝❤✉r sã♦ ✐♥✈❡rtí✈❡✐s✱

♦❜t❡♠♦s ❛ s❡❣✉✐♥t❡ ♠❛tr✐③ ♣❛r❛ ❛ ✐♥✈❡rs❛ ❞❡ Kθθ

Kθθ
−1 =


D−1 + BB⊤

h
−B

h

−B⊤

h
1
h


 ✳

❊①♣❛♥sã♦ ❞❡ θ(m+1)

P♦❞❡♠♦s ❡①♣❛♥❞✐r θ(m+1)✱ s✉❜st✐t✉✐♥❞♦ ❛s ♠❛tr✐③❡s [Kθθ
(m)]−1✱ X̃ ❡ W̃ (m)✳

θ(m+1) =

(
[D(m)]−1 + B

(m)[B(m)]⊤

h
−B

(m)

h

− [B(m)]⊤

h
1
h

)(
X⊤ 0

0 1

)(
W

(m)
ββ D(a)

(m)
s(m)

[s(m)]⊤D(a)
(m)

tr [D(u)]

)

︸ ︷︷ ︸
I′

z∗(m)
.

Pr✐♠❡✐r♦ ❝❛❧❝✉❧❛♠♦s ❛ ♣❛rt❡ I ′


[D(m)]−1 + B(m)[B(m)]⊤

h
−B(m)

h

− [B(m)]⊤

h
1
h




X⊤

0

0 1




 W

(m)
ββ D(a)(m)

s(m)

[s(m)]⊤D(a)(m) tr [D(u)]




=


[D(m)]−1 + B(m)[B(m)]⊤

h
−B(m)

h

− [B(m)]⊤

h
1
h




 X⊤W

(m)
ββ X⊤D(a)(m)

s(m)

[s(m)]⊤D(a)(m) tr [D(u)]




=


M11 M12

M21 M22


 ,

✹✼



❡♠ q✉❡

M11 = [D(m)]−1X⊤W
(m)
ββ +

B(m)[B(m)]⊤X⊤W
(m)
ββ

h
− B(m)[s(m)]⊤D(a)(m)

h
;

M12 = [D(m)]−1X⊤D(a)(m)
s(m) + B(m)[B(m)]⊤X⊤D(a)(m)s(m)

h
− B(m)tr[D(u)]

h
;

M21 = − [B(m)]⊤X⊤W
(m)
ββ

h
+ [s(m)]⊤D(a)(m)

h
;

M22 = − [B(m)]⊤X⊤D(a)(m)s(m)

h
+ tr[D(u)]

h
.

❙✉❜st✐t✉✐♥❞♦ ❛s ♠❛tr✐③❡sB(m) = [D(m)]−1X⊤D(a)(m)
s(m) ❡ [D(m)]−1 = (X⊤W

(m)
ββ X)−1

❡♠ M11✱ M12✱ M21 ❡ M22✱ t❡♠♦s

• M11 = [D(m)]−1X⊤W
(m)
ββ +

B(m)[B(m)]⊤X⊤W
(m)
ββ

h
− B(m)[s(m)]⊤D(a)(m)

h

= [D(m)]−1X⊤W
(m)
ββ +

B(m)[s(m)]⊤D(a)(m)X[D(m)]−1X⊤W
(m)
ββ

h
− B(m)[s(m)]⊤D(a)(m)

h

= (X⊤W
(m)
ββ X)

−1
X⊤W

(m)
ββ +

B(m)[s(m)]⊤D(a)(m)X(X⊤W
(m)
ββ X)−1X⊤W

(m)
ββ

h
− B(m)[s(m)]⊤D(a)(m)

h

= (X⊤W
(m)
ββ X)

−1
X⊤W

(m)
ββ +

B(m)[s(m)]⊤D(a)(m)XX−1[W
(m)
ββ ]−1[X⊤]−1X⊤W

(m)
ββ

h
− B(m)[s(m)]⊤D(a)(m)

h

= (X⊤W
(m)
ββ X)

−1
X⊤W

(m)
ββ +

B(m)[s(m)]⊤D(a)(m)[W
(m)
ββ ]−1W

(m)
ββ

h
− B(m)[s(m)]⊤D(a)(m)

h

= (X⊤W
(m)
ββ X)

−1
X⊤W

(m)
ββ + B(m)[s(m)]⊤D(a)(m)

h
− B(m)[s(m)]⊤D(a)(m)

h

= (X⊤W
(m)
ββ X)

−1
X⊤W

(m)
ββ + 0

= (X⊤W
(m)
ββ X)

−1
X⊤W

(m)
ββ .

• M12 = [D(m)]−1X⊤D(a)(m)
s(m) + B(m)[B(m)]⊤X⊤D(a)(m)s(m)

h
− B(m)tr[D(u)]

h

✹✽



= [D(m)]−1X⊤D(a)(m)s(m)h
h

+ B(m)[B(m)]⊤X⊤D(a)(m)s(m)

h
− B(m)tr[D(u)]

h

=
[D(m)]−1X⊤D(a)(m)s(m)[tr[D(u)] − [s(m)]⊤D(a)(m)XB(m)]

h
+ B(m)[B(m)]⊤X⊤D(a)(m)s(m)

h
− B(m)tr[D(u)]

h

= [D(m)]−1X⊤D(a)(m)s(m)tr[D(u)] − [D(m)]−1X⊤D(a)(m)s(m)[s(m)]⊤D(a)(m)XB(m)

h

+B(m)[B(m)]⊤X⊤D(a)(m)s(m)

h
− B(m)tr[D(u)]

h

= B(m)tr[D(u)] − B(m)[s(m)]⊤D(a)(m)XB(m)

h
+ B(m)[B(m)]⊤X⊤D(a)(m)s(m)

h
− B(m)tr[D(u)]

h

= B(m)tr[D(u)] − B(m)[s(m)]⊤D(a)(m)X[D(m)]−1X⊤D(a)(m)s(m)

h
+ B(m)[B(m)]⊤X⊤D(a)(m)s(m)

h

−B(m)tr[D(u)]
h

= B(m)tr[D(u)]
h

− B(m)[B(m)]⊤X⊤D(a)(m)s(m)

h
+ B(m)[B(m)]⊤X⊤D(a)(m)s(m)

h
− B(m)tr[D(u)]

h

= 0.

• M21 = − [B(m)]⊤X⊤W
(m)
ββ

h
+ [s(m)]⊤D(a)(m)

h

= − [s(m)]⊤D(a)(m)X[D(m)]−1X⊤W
(m)
ββ

h
+ [s(m)]⊤D(a)(m)

h

= − [s(m)]⊤D(a)(m)X(X⊤W
(m)
ββ X)

−1
X⊤W

(m)
ββ

h
+ [s(m)]⊤D(a)(m)

h

= − [s(m)]⊤D(a)(m)XX−1[W
(m)
ββ ]−1[X⊤]

−1
X⊤W

(m)
ββ

h
+ [s(m)]⊤D(a)(m)

h

= − [s(m)]⊤D(a)(m)[W
(m)
ββ ]−1W

(m)
ββ

h
+ [s(m)]⊤D(a)(m)

h

= − [s(m)]⊤D(a)(m)

h
+ [s(m)]⊤D(a)(m)

h

= 0.

✹✾



• M22 = − [B(m)]⊤X⊤D(a)(m)s(m)

h
+ tr[D(u)]

h

= −[s(m)]⊤D(a)(m)X[D(m)]−1X⊤D(a)(m)s(m) + tr[D(u)]
h

= −[s(m)]⊤D(a)(m)XB(m) + tr[D(u)]
h

= tr[D(u)] − [sm]⊤D(a)(m)XB(m)

h

= h
h
= 1.

❆ss✐♠✱ ❛ ♠❛tr✐③ q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❛ ♣❛rt❡ I ′ ♣♦ss✉✐ ❛ ❢♦r♠❛


(X⊤W

(m)
ββ X)−1X⊤W

(m)
ββ 0

0 1


✳

P❛r❛ ❝❛❧❝✉❧❛r♠♦s z∗(m)✱ ♣r❡❝✐s❛♠♦s ❡♥❝♦♥tr❛r ✐♥✐❝✐❛❧♠❡♥t❡ ❛ ✐♥✈❡rs❛ ❞❛ ♠❛tr✐③ W̃

t❛❧ q✉❡

 Wββ D(a)s

s⊤D(a) tr [D(u)]




P11 P12

P21 P22




︸ ︷︷ ︸
W̃−1

=


In×n 0

0 1


 . ✭❆✳✸✮

❖❜s❡r✈❡ q✉❡ ❛ ♠❛tr✐③ Wββ é ✐♥✈❡rtí✈❡❧ ❡ s❡✉ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t♦ ❙❝❤✉r ♣♦ss✉✐ ❛ s❡❣✉✐♥t❡

❢♦r♠❛

f = tr[D(u)]− s⊤D(a)W−1
ββ D(a)s,

s❡♥❞♦ f ✉♠ ❡s❝❛❧❛r✳

❆ ♦♣❡r❛çã♦ ❞❡ ❜❧♦❝♦ ❡❧❡♠❡♥t❛r ✉s❛❞❛ ❢♦✐ s✉❜tr❛✐r♠♦s s⊤D(a)W−1
ββ ✈❡③❡s ❛ ♣r✐✲

♠❡✐r❛ ❧✐♥❤❛ ❞❛ s❡❣✉♥❞❛ ❧✐♥❤❛✱ ♦✉ s❡❥❛✱

LD
2 = L2 − s⊤D(a)Wββ

−1L1

=
(
s⊤D(a) tr [D(u)]

)
− s⊤D(a)W−1

ββ

(
Wββ D(a)s

)

=
(
s⊤D(a) tr [D(u)]

)
−
(
s⊤D(a) s⊤D(a)W−1

ββ D(a)s
)

=
(
0 tr [D(u)]− s⊤D(a)W−1

ββ D(a)s
)

=
(
0 f

)
.

✺✵



P♦r ♦✉tr♦ ❧❛❞♦✱

LE
2 = L2 − s⊤D(a)Wββ

−1L1

=
(
0 1

)
− s⊤D(a)Wββ

−1
(
In×n 0

)

=
(
0 1

)
−
(
s⊤D(a)Wββ

−1In×n 0

)

=
(
0 1

)
−
(
s⊤D(a)Wββ

−1
0

)

=
(
−s⊤D(a)Wββ

−1 1
)
.

❆ss✐♠✱ ❛ ❛♣❧✐❝❛çã♦ ❞❛s ♦♣❡r❛çõ❡s ♥♦s ❞♦✐s ❧❛❞♦s ❡♠ ❆✳✸ ♣♦ss✉✐ ❛ ❢♦r♠❛

Wββ D(a)s

0 f




P11 P12

P21 P22


 =


 In×n 0

−s⊤D(a)Wββ
−1 1




⇐⇒


WββP11 +D(a)sP21 WββP12 +D(a)sP22

fP21 fP22


 =


 In×n 0

−s⊤D(a)Wββ
−1 1


 .

▲♦❣♦✱





WββP11 +D(a)sP21 = In×n ⇐⇒ WββP11 = In×n −D(a)sP21,

WββP12 +D(a)sP22 = 0 ⇐⇒ WββP12 = −D(a)sP22 ⇐⇒ P12 = −W−1
ββ D(a)sP22,

fP21 = −s⊤D(a)Wββ
−1 =⇒ P21 = −s⊤D(a)Wββ

−1

f ,

fP22 = 1 ⇐⇒ P22 =
1
f .

❙✉❜st✐t✉✐♥❞♦ P21 ❡ P22 ❡♠ P11 ❡ P12✱ r❡s♣❡❝t✐✈❛♠❡♥t❡✱ t❡♠♦s

WββP11 = In×n +
D(a)ss⊤D(a)Wββ

−1

f ⇐⇒ P11 = W−1
ββ +

W−1
ββ D(a)ss⊤D(a)Wββ

−1

f ,

=⇒ P11 = W−1
ββ + AA⊤

f ,

P12 = −W−1
ββ D(a)s

f = −A
f ,

❡♠ q✉❡ A = W−1
ββ D(a)s✳

✺✶



❆ ✐♥✈❡rs❛ ❞❛ ♠❛tr✐③ W̃ ❡♥❝♦♥tr❛❞❛ ♣♦ss✉✐ ❛ s❡❣✉✐♥t❡ ❢♦r♠❛

W̃−1 =


W−1

ββ + AA⊤

f
−A

f

−A⊤

f
1
f


 .

❊♥tã♦✱

z∗(m) = X̃θ(m) + [W̃ (m)]−1


D(a)(m)

0

0 tr [D(b)]




z(m)

1




=

(
X 0

0 1

)


β(m)

δ(m)


+

(
[Wββ

(m)]−1 + A
(m)[A(m)]⊤

f
−A

(m)

f

− [A(m)]⊤

f
1
f

)(
D(a)

(m)
0

0 tr [D(b)]

)(
z(m)

1

)

=




Xβ(m)

δ(m)


+


[Wββ

(m)]−1D(a)(m) + A(m)[A(m)]⊤D(a)(m)

f
−A(m)tr[D(b)]

f

− [A(m)]⊤D(a)(m)

f
tr[D(b)]

f




z(m)

1




=




Xβ(m)

δ(m)


+



[
[Wββ

(m)]−1D(a)(m) + A(m)[A(m)]⊤D(a)(m)

f

]
z(m) − A(m)tr[D(b)]

f

− [A(m)]⊤D(a)(m)z(m)

f
+ tr[D(b)]

f




=


Xβ(m) +

[
[Wββ

(m)]−1D(a)(m) + A(m)[A(m)]⊤D(a)(m)

f

]
z(m) − A(m)tr[D(b)]

f

δ(m) − [A(m)]⊤D(a)(m)z(m)

f
+ tr[D(b)]

f




=


 z

∗(m)
1

δ(m) − [A(m)]⊤D(a)(m)z(m)

f
+ tr[D(b)]

f


 ,

❡♠ q✉❡ z
∗(m)
1 = Xβ(m) +

[
[Wββ

(m)]−1D(a)(m) + A(m)[A(m)]⊤D(a)(m)

f

]
z(m) − A(m)tr[D(b)]

f
✳

❙✉❜st✐t✉✐♥❞♦ ❛ ♣❛rt❡ I ′ ❡ z∗(m) ❡♠ θ(m+1) t❡♠♦s

θ(m+1) =


(X⊤W

(m)
ββ X)−1X⊤W

(m)
ββ 0

0 1




 z

∗(m)
1

δ(m) − [A(m)]⊤D(a)(m)z(m)

f
+ tr[D(b)]

f




=


 (X⊤W

(m)
ββ X)−1X⊤W

(m)
ββ z

∗(m)
1

δ(m) − [A(m)]⊤D(a)(m)z(m)

f
+ tr[D(b)]

f


 .

✺✷



P♦rt❛♥t♦✱

β(m+1) = (X⊤W
(m)
ββ X)−1X⊤W

(m)
ββ z

∗(m)
1

❡

δ(m+1) = δ(m) − [A(m)]⊤D(a)(m)z(m)

f
+ tr[D(b)]

f
✳

✺✸



❆♣ê♥❞✐❝❡ ❇

❚❛❜❡❧❛s r❡❢❡r❡♥t❡s ❛s ❡st✐♠❛t✐✈❛s ❞♦s

✈✐❡s❡s

❚❛❜❡❧❛ ❇✳✶✿ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1 =
√
0, 5 ❡ β2 =

√
0, 5✱ δ = 0, 89 ❡ p = 2✳

▼❱ k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8

ρ = 0, 85

β̂0 −0, 150 −0, 061 −0, 137 −0, 002 −0, 082 −0, 150 −0, 146 −0, 108 −0, 150

15 β̂1 0, 034 −0, 400 −0, 053 −0, 672 −0, 320 0, 010 −0, 039 −0, 206 0, 012

β̂2 −0, 078 −0, 310 −0, 090 −0, 656 −0, 224 −0, 075 −0, 057 −0, 123 −0, 078

β̂0 −0, 140 −0, 107 −0, 151 −0, 020 −0, 122 −0, 143 −0, 146 −0, 141 −0, 143

20 β̂1 0, 018 −0, 430 −0, 118 −0, 675 −0, 348 −0, 031 −0, 080 −0, 257 −0, 043

β̂2 −0, 055 −0, 258 −0, 060 −0, 643 −0, 177 −0, 045 −0, 035 −0, 087 −0, 042

β̂0 −0, 091 −0, 075 −0, 093 −0, 010 −0, 084 −0, 093 −0, 095 −0, 091 −0, 093

30 β̂1 −0, 029 −0, 291 −0, 097 −0, 638 −0, 234 −0, 049 −0, 076 −0, 163 −0, 047

β̂2 −0, 013 −0, 107 −0, 002 0, 595 −0, 053 −0, 006 0, 006 −0, 002 −0, 008

β̂0 −0, 055 −0, 009 −0, 049 0, 002 −0, 017 −0, 054 −0, 051 −0, 032 −0, 054

50 β̂1 −0, 003 −0, 278 −0, 051 −0, 633 −0, 223 −0, 011 −0, 032 −0, 137 −0, 009

β̂2 −0, 025 −0, 118 −0, 019 −0, 602 −0, 061 −0, 024 −0, 013 −0, 004 −0, 025

β̂0 −0, 040 −0, 040 −0, 043 −0, 013 −0, 042 −0, 040 −0, 041 −0, 042 −0, 040

80 β̂1 −0, 023 −0, 168 −0, 067 −0, 587 −0, 125 −0, 032 −0, 040 −0, 082 −0, 031

β̂2 −0, 047 −0, 079 −0, 044 −0, 544 −0, 058 −0, 044 −0, 041 −0, 043 −0, 045

❋♦♥t❡✿❉❡ ❛✉t♦r✐❛ ♣ró♣r✐❛✳

✺✹



❚❛❜❡❧❛ ❇✳✷✿ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1 =
√
0, 5 ❡ β2 =

√
0, 5✱ δ = 0, 89 ❡ p = 2✳

▼❱ k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8

ρ = 0, 90

β̂0 −0, 170 −0, 135 −0, 168 −0, 058 −0, 150 −0, 164 −0, 163 −0, 160 −0, 164

15 β̂1 −0, 035 −0, 382 −0, 113 −0, 633 −0, 305 −0, 084 −0, 130 −0, 231 −0, 086

β̂2 −0, 016 −0, 263 −0, 045 −0, 581 −0, 184 −0, 007 0, 001 −0, 099 −0, 009

β̂0 −0, 122 −0, 065 −0, 113 −0, 013 −0, 083 −0, 120 −0, 124 −0, 100 −0, 118

20 β̂1 −0, 015 −0, 492 −0, 141 −0, 682 −0, 428 −0, 064 −0, 167 −0, 332 −0, 058

β̂2 −0, 019 −0, 284 −0, 031 −0, 630 −0, 190 −0, 011 0, 022 −0, 079 −0, 016

β̂0 −0, 097 −0, 087 −0, 108 −0, 023 −0, 096 −0, 100 −0, 103 −0, 108 −0, 100

30 β̂1 −0, 034 −0, 341 −0, 085 −0, 654 −0, 262 −0, 045 −0, 065 −0, 166 −0, 043

β̂2 −0, 022 −0, 290 −0, 050 −0, 638 −0, 202 −0, 028 −0, 025 −0, 110 −0, 034

β̂0 −0, 050 −0, 037 −0, 053 −0, 004 −0, 043 −0, 051 −0, 054 −0, 052 −0, 051

50 β̂1 0, 001 −0, 305 −0, 071 −0, 649 −0, 243 −0, 020 −0, 059 −0, 161 −0, 015

β̂2 −0, 029 −0, 151 −0, 021 −0, 618 −0, 085 −0, 021 −0, 002 −0, 020 −0, 025

β̂0 −0, 038 −0, 027 −0, 034 −0, 005 −0, 029 −0, 038 −0, 036 −0, 032 −0, 038

80 β̂1 −0, 017 −0, 243 −0, 065 −0, 619 −0, 192 −0, 025 −0, 041 −0, 122 −0, 024

β̂2 −0, 017 −0, 078 −0, 013 −0, 577 −0, 036 −0, 015 −0, 008 −0, 003 −0, 016

❋♦♥t❡✿ ❉❡ ❛✉t♦r✐❛ ♣ró♣r✐❛✳

❚❛❜❡❧❛ ❇✳✸✿ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1 =
√
0, 5 ❡ β2 =

√
0, 5✱ δ = 0, 89 ❡ p = 2✳

▼❱ k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8

ρ = 0, 95

β̂0 −0, 137 0, 009 −0, 095 0, 020 −0, 013 −0, 123 −0, 101 −0, 032 −0, 120

15 β̂1 −0, 055 −0, 452 −0, 127 −0, 655 −0, 394 −0, 064 −0, 145 −0, 294 −0, 081

β̂2 0, 027 −0, 206 −0, 002 −0, 544 −0, 111 0, 001 0, 027 −0, 041 0, 008

β̂0 −0, 109 −0, 049 −0, 100 −0, 005 −0, 063 −0, 111 −0, 113 −0, 084 −0, 115

20 β̂1 −0, 090 −0, 431 −0, 143 −0, 674 −0, 364 −0, 096 −0, 139 −0, 265 −0, 090

β̂2 0, 022 −0, 293 −0, 027 −0, 648 −0, 194 0, 009 0, 020 −0, 083 0, 002

β̂0 −0, 105 −0, 092 −0, 110 −0, 030 −0, 104 −0, 106 −0, 111 −0, 112 −0, 105

30 β̂1 −0, 046 −0, 404 −0, 115 −0, 654 −0, 348 −0, 057 −0, 143 −0, 257 −0, 047

β̂2 −0, 016 −0, 170 −0, 011 −0, 572 −0, 088 −0, 017 0, 031 −0, 008 −0, 026

β̂0 −0, 051 −0, 029 −0, 048 −0, 004 −0, 034 −0, 051 −0, 050 −0, 041 −0, 051

50 β̂1 −0, 066 −0, 363 −0, 108 −0, 657 −0, 311 −0, 065 −0, 115 −0, 218 −0, 052

β̂2 −0, 018 −0, 211 −0, 031 −0, 623 −0, 130 −0, 026 0, 004 −0, 040 −0, 037

β̂0 −0, 047 −0, 041 −0, 049 −0, 010 −0, 045 −0, 047 −0, 048 −0, 048 −0, 047

80 β̂1 −0, 044 −0, 227 −0, 069 −0, 603 −0, 183 −0, 048 −0, 067 −0, 121 −0, 041

β̂2 0, 007 −0, 103 0, 004 −0, 575 −0, 049 0, 006 0, 018 0, 002 0, 001

❋♦♥t❡✿ ❉❡ ❛✉t♦r✐❛ ♣ró♣r✐❛✳

✺✺



❚❛❜❡❧❛ ❇✳✹✿ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1 =
√
0, 5 ❡ β2 =

√
0, 5✱ δ = 0, 89 ❡ p = 2✳

▼❱ k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8

ρ = 0, 99

β̂0 −0, 160 −0, 129 −0, 164 −0, 076 −0, 139 −0, 168 −0, 170 −0, 158 −0, 165

15 β̂1 −0, 084 −0, 450 −0, 086 −0, 574 −0, 398 −0, 046 −0, 098 −0, 234 −0, 072

β̂2 0, 057 0, 037 0, 023 −0, 250 0, 097 −0, 031 −0, 021 0, 037 −0, 016

β̂0 −0, 129 −0, 111 −0, 130 −0, 059 −0, 122 −0, 128 −0, 130 −0, 129 −0, 127

20 β̂1 −0, 128 −0, 458 −0, 097 −0, 607 −0, 405 −0, 044 −0, 121 −0, 262 −0, 059

β̂2 0, 082 −0, 028 0, 013 −0, 333 0, 043 −0, 028 0, 008 0, 032 −0, 019

β̂0 −0, 093 −0, 063 −0, 091 −0, 034 −0, 071 −0, 090 −0, 087 −0, 080 −0, 090

30 β̂1 0, 078 −0, 293 0, 015 −0, 501 −0, 223 −0, 011 −0, 082 −0, 144 0, 017

β̂2 −0, 098 −0, 077 −0, 066 −0, 345 −0, 048 −0, 039 0, 008 −0, 009 −0, 064

β̂0 −0, 058 −0, 040 −0, 056 −0, 020 −0, 045 −0, 056 −0, 056 −0, 051 −0, 056

50 β̂1 0, 018 −0, 287 −0, 018 −0, 532 −0, 238 0, 017 −0, 077 −0, 145 0, 062

β̂2 −0, 040 −0, 080 −0, 027 −0, 398 −0, 031 −0, 049 0, 025 0, 011 −0, 090

β̂0 −0, 036 −0, 029 −0, 038 −0, 009 −0, 033 −0, 038 −0, 037 −0, 037 −0, 039

80 β̂1 −0, 140 −0, 297 −0, 097 −0, 596 −0, 260 −0, 051 −0, 114 −0, 169 −0, 015

β̂2 0, 084 −0, 111 0, 026 −0, 507 −0, 036 −0, 004 0, 048 0, 021 −0, 037

❋♦♥t❡✿ ❉❡ ❛✉t♦r✐❛ ♣ró♣r✐❛✳

❚❛❜❡❧❛ ❇✳✺✿ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1 =
√
0, 5 ❡ β2 =

√
0, 5✱ δ = 1, 61 ❡ p = 2✳

▼❱ k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8

ρ = 0, 85

β̂0 −0, 096 −0, 048 −0, 089 −0, 005 −0, 059 −0, 099 −0, 098 −0, 075 −0, 101

15 β̂1 −0, 015 −0, 309 −0, 048 −0, 638 −0, 247 −0, 017 −0, 040 −0, 148 −0, 014

β̂2 −0, 021 −0, 217 −0, 038 −0, 625 −0, 141 −0, 028 −0, 017 −0, 055 −0, 031

β̂0 −0, 076 −0, 071 −0, 080 −0, 014 0, 078 −0, 077 −0, 080 −0, 083 −0, 077

20 β̂1 0, 013 −0, 333 −0, 077 −0, 647 0, 267 −0, 015 −0, 061 −0, 183 −0, 013

β̂2 −0, 012 −0, 144 −0, 003 −0, 602 −0, 075 −0, 004 −0, 015 −0, 008 −0, 006

β̂0 −0, 048 −0, 072 −0, 059 −0, 027 −0, 068 −0, 052 −0, 054 −0, 064 −0, 052

30 β̂1 0, 038 −0, 161 −0, 031 −0, 577 −0, 102 0, 018 0, 005 −0, 052 0, 019

β̂2 −0, 034 −0, 077 −0, 020 −0, 513 −0, 051 −0, 027 −0, 022 −0, 027 −0, 028

β̂0 −0, 039 −0, 031 −0, 038 −0, 011 −0, 033 −0, 039 −0, 038 −0, 036 −0, 039

50 β̂1 0, 011 −0, 210 −0, 042 −0, 597 −0, 161 < 0, 001 −0, 018 −0, 097 0, 001

β̂2 −0, 035 −0, 059 −0, 021 −0, 546 −0, 027 −0, 031 −0, 022 −0, 006 −0, 032

β̂0 −0, 021 −0, 025 −0, 020 −0, 010 −0, 024 −0, 021 −0, 021 −0, 022 −0, 021

80 β̂1 0, 005 −0, 108 −0, 025 −0, 533 −0, 069 −0, 001 −0, 005 −0, 038 −0, 001

β̂2 −0, 015 −0, 016 −0, 012 −0, 453 −0, 009 −0, 014 −0, 013 −0, 008 −0, 014

❋♦♥t❡✿ ❉❡ ❛✉t♦r✐❛ ♣ró♣r✐❛✳

✺✻



❚❛❜❡❧❛ ❇✳✻✿ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1 =
√
0, 5 ❡ β2 =

√
0, 5✱ δ = 1, 61 ❡ p = 2✳

▼❱ k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8

ρ = 0, 90

β̂0 −0, 137 −0, 136 −0, 154 −0, 051 −0, 144 −0, 141 −0, 146 −0, 157 −0, 142

15 β̂1 −0, 053 −0, 350 −0, 138 −0, 624 −0, 280 −0, 096 −0, 123 −0, 212 −0, 098

β̂2 −0, 030 −0, 254 −0, 037 −0, 603 −0, 178 −0, 016 −0, 012 −0, 089 −0, 017

β̂0 −0, 085 −0, 060 −0, 087 −0, 010 −0, 070 −0, 085 −0, 086 −0, 080 −0, 085

20 β̂1 −0, 026 −0, 258 −0, 066 −0, 626 −0, 199 −0, 035 −0, 051 −0, 127 −0, 033

β̂2 0, 007 −0, 137 −0, 003 −0, 601 −0, 073 0, 007 −0, 013 −0, 014 0, 004

β̂0 −0, 050 −0, 023 −0, 048 −0, 002 −0, 029 −0, 050 −0, 048 −0, 039 −0, 050

30 β̂1 −0, 017 −0, 295 −0, 069 −0, 638 −0, 237 −0, 027 −0, 052 −0, 153 −0, 024

β̂2 −0, 003 −0, 144 −0, 003 −0, 609 −0, 077 0, 004 0, 015 −0, 008 0, 001

β̂0 −0, 040 −0, 044 −0, 045 −0, 019 −0, 045 −0, 041 −0, 042 −0, 045 −0, 041

50 β̂1 0, 024 −0, 119 −0, 013 −0, 538 0, 078 0, 016 0, 007 −0, 036 0, 017

β̂2 −0, 043 −0, 050 −0, 033 −0, 496 −0, 033 −0, 039 −0, 034 −0, 025 −0, 040

β̂0 −0, 022 −0, 029 −0, 026 −0, 024 −0, 027 −0, 023 −0, 023 −0, 026 −0, 023

80 β̂1 −0, 003 −0, 136 −0, 046 −0, 532 −0, 094 −0, 013 −0, 019 −0, 060 −0, 013

β̂2 −0, 007 −0, 012 −0, 001 −0, 446 −0, 001 −0, 004 −0, 002 0, 004 −0, 005

❋♦♥t❡✿ ❉❡ ❛✉t♦r✐❛ ♣ró♣r✐❛✳

❚❛❜❡❧❛ ❇✳✼✿ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1 =
√
0, 5 ❡ β2 =

√
0, 5✱ δ = 1, 61 ❡ p = 2✳

▼❱ k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8

ρ = 0, 95

β̂0 −0, 109 −0, 093 −0, 112 −0, 053 −0, 099 −0, 113 −0, 115 −0, 110 −0, 113

15 β̂1 −0, 002 −0, 325 −0, 088 −0, 574 −0, 248 −0, 071 −0, 105 −0, 188 −0, 075

β̂2 0, 001 −0, 249 −0, 024 −0, 545 −0, 171 0, 017 −0, 016 −0, 089 0, 014

β̂0 −0, 089 −0, 058 −0, 088 −0, 012 −0, 070 −0, 088 −0, 089 −0, 082 −0, 088

20 β̂1 0, 010 −0, 375 −0, 052 −0, 649 −0, 319 0, 009 −0, 091 −0, 214 0, 027

β̂2 −0, 036 −0, 188 −0, 027 −0, 583 −0, 102 −0, 045 0, 020 −0, 015 −0, 060

β̂0 −0, 049 −0, 006 −0, 040 0, 005 −0, 015 −0, 048 −0, 045 −0, 026 −0, 048

30 β̂1 0, 018 −0, 354 −0, 066 −0, 663 −0, 275 −0, 016 −0, 065 −0, 179 −0, 013

β̂2 −0, 050 −0, 247 −0, 044 −0, 639 −0, 158 −0, 036 −0, 011 −0, 072 −0, 042

β̂0 −0, 035 −0, 031 −0, 036 −0, 008 −0, 033 −0, 035 −0, 036 −0, 036 −0, 035

50 β̂1 −0, 033 −0, 230 −0, 065 −0, 594 −0, 190 −0, 038 −0, 066 −0, 126 −0, 028

β̂2 0, 012 −0, 084 0, 014 −0, 557 −0, 031 0, 013 0, 029 0, 021 0, 004

β̂0 −0, 015 −0, 004 −0, 013 0, 002 −0, 007 −0, 015 −0, 014 −0, 010 −0, 015

80 β̂1 −0, 031 −0, 204 −0, 066 −0, 572 −0, 170 −0, 037 −0, 055 −0, 116 −0, 033

β̂2 −0, 011 −0, 038 0, 001 −0, 520 −0, 006 −0, 008 0, 003 −0, 018 −0, 011

❋♦♥t❡✿ ❉❡ ❛✉t♦r✐❛ ♣ró♣r✐❛✳

✺✼



❚❛❜❡❧❛ ❇✳✽✿ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1 =
√
0, 5 ❡ β2 =

√
0, 5✱ δ = 1, 61 ❡ p = 2✳

▼❱ k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8

ρ = 0, 99

β̂0 −0, 035 0, 008 −0, 027 0, 029 0, 001 −0, 062 −0, 065 −0, 012 −0, 067

15 β̂1 0, 267 −0, 317 0, 084 −0, 538 −0, 226 0, 010 −0, 100 −0, 162 0, 027

β̂2 −0, 296 −0, 186 −0, 177 −0, 438 −0, 154 −0, 101 −0, 034 −0, 084 −0, 117

β̂0 −0, 025 0, 015 −0, 019 0, 034 0, 008 −0, 042 −0, 048 −0, 005 −0, 046

20 β̂1 0, 028 −0, 328 −0, 020 −0, 592 −0, 272 0, 026 −0, 078 −0, 172 0, 053

β̂2 −0, 044 −0, 116 −0, 028 −0, 467 −0, 052 −0, 052 0, 026 0, 007 −0, 076

β̂0 −0, 059 −0, 020 −0, 053 −0, 008 −0, 028 −0, 060 −0, 053 −0, 038 −0, 056

30 β̂1 0, 017 −0, 375 −0, 038 −0, 621 −0, 314 0, 002 −0, 086 −0, 204 −0, 013

β̂2 −0, 026 −0, 130 −0, 016 −0, 490 −0, 045 −0, 030 0, 028 0, 008 −0, 021

β̂0 −0, 034 −0, 022 −0, 033 −0, 008 −0, 025 −0, 034 −0, 031 −0, 029 −0, 036

50 β̂1 0, 022 −0, 265 −0, 013 −0, 549 −0, 220 0, 022 −0, 071 −0, 129 0, 076

β̂2 −0, 037 −0, 119 −0, 027 −0, 460 −0, 063 −0, 046 0, 028 −0, 006 −0, 095

β̂0 −0, 027 −0, 033 −0, 029 −0, 011 −0, 033 −0, 027 −0, 029 −0, 032 −0, 027

80 β̂1 −0, 007 −0, 256 −0, 032 −0, 590 −0, 217 0, 012 −0, 071 −0, 135 0, 036

β̂2 −0, 012 −0, 096 −0, 004 −0, 530 −0, 028 −0, 032 0, 036 0, 031 −0, 054

❋♦♥t❡✿ ❉❡ ❛✉t♦r✐❛ ♣ró♣r✐❛✳

❚❛❜❡❧❛ ❇✳✾✿ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1 =
√
0, 5 ❡ β2 =

√
0, 5✱ δ = 8 ❡ p = 2✳

▼❱ k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8

ρ = 0, 85

β̂0 −0, 019 −0, 024 −0, 018 −0, 010 −0, 022 −0, 021 −0, 022 −0, 020 −0, 021

15 β̂1 0, 021 −0, 164 −0, 023 −0, 561 −0, 116 0, 011 −0, 001 −0, 063 0, 011

β̂2 −0, 019 −0, 028 −0, 006 −0, 491 −0, 008 −0, 016 −0, 010 0, 004 −0, 016

β̂0 −0, 015 −0, 017 −0, 016 −0, 010 −0, 017 −0, 016 −0, 016 −0, 016 −0, 015

20 β̂1 −0, 010 −0, 047 −0, 021 −0, 413 −0, 032 −0, 012 −0, 013 −0, 022 −0, 012

β̂2 −0, 021 −0, 045 −0, 033 −0, 408 −0, 035 −0, 023 −0, 023 −0, 030 −0, 023

β̂0 −0, 011 −0, 011 −0, 012 −0, 020 −0, 011 −0, 011 −0, 011 −0, 011 −0, 011

30 β̂1 0, 001 −0, 055 −0, 010 −0, 427 −0, 033 −0, 001 −0, 003 −0, 016 −0, 001

β̂2 −0, 001 −0, 002 −0, 003 −0, 358 < 0, 001 −0, 002 −0, 001 0, 001 −0, 002

β̂0 < 0, 001 −0, 010 −0, 009 −0, 023 −0, 009 −0, 008 −0, 008 −0, 009 −0, 008

50 β̂1 < 0, 001 −0, 027 −0, 016 −0, 255 −0, 020 −0, 006 −0, 007 −0, 014 −0, 006

β̂2 < 0, 001 −0, 002 0, 001 −0, 138 0, 002 < 0, 001 0, 001 0, 001 < 0, 001

β̂0 < 0, 001 −0, 006 −0, 006 −0, 011 −0, 006 −0, 006 −0, 006 −0, 006 −0, 007

80 β̂1 < 0, 001 −0, 031 −0, 014 −0, 315 −0, 020 −0, 006 −0, 007 −0, 014 −0, 006

β̂2 < 0, 001 0, 009 0, 004 −0, 135 0, 006 0, 001 0, 001 0, 003 0, 001

❋♦♥t❡✿ ❉❡ ❛✉t♦r✐❛ ♣ró♣r✐❛✳

✺✽



❚❛❜❡❧❛ ❇✳✶✵✿ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1 =
√
0, 5 ❡ β2 =

√
0, 5✱ δ = 8 ❡ p = 2✳

▼❱ k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8

ρ = 0, 90

β̂0 −0, 019 −0, 024 −0, 020 −0, 015 −0, 022 −0, 020 −0, 021 −0, 021 −0, 020

15 β̂1 0, 033 −0, 102 −0, 003 −0, 512 −0, 064 0, 026 0, 017 −0, 024 0, 027

β̂2 −0, 062 −0, 045 −0, 052 −0, 450 −0, 039 −0, 059 −0, 055 −0, 042 −0, 060

β̂0 −0, 018 −0, 017 −0, 019 0, 003 −0, 019 −0, 019 −0, 019 −0, 019 −0, 018

20 β̂1 0, 006 −0, 121 −0, 032 −0, 532 −0, 081 −0, 003 −0, 012 −0, 046 −0, 002

β̂2 −0, 012 −0, 019 −0, 003 −0, 461 −0, 007 −0, 008 −0, 005 −0, 001 −0, 009

β̂0 −0, 011 −0, 019 −0, 014 −0, 032 −0, 016 −0, 012 −0, 012 −0, 014 −0, 012

30 β̂1 −0, 001 −0, 084 −0, 018 0, 435 −0, 054 −0, 004 −0, 007 −0, 031 −0, 005

β̂2 0, 001 0, 004 0, 002 0, 364 0, 008 0, 001 0, 003 0, 009 0, 002

β̂0 −0, 008 −0, 005 −0, 007 0, 005 −0, 007 −0, 008 −0, 008 −0, 007 −0, 008

50 β̂1 0, 001 −0, 038 −0, 012 −0, 370 −0, 023 −0, 001 −0, 003 −0, 013 −0, 001

β̂2 −0, 005 0, 004 −0, 003 −0, 262 0, 001 −0, 005 −0, 004 −0, 002 −0, 005

β̂0 −0, 006 −0, 004 −0, 005 0, 006 −0, 005 −0, 005 −0, 005 −0, 005 −0, 005

80 β̂1 0, 003 −0, 030 −0, 009 −0, 305 −0, 017 0, 001 −0, 001 −0, 009 0, 001

β̂2 −0, 005 0, 009 −0, 001 −0, 160 0, 004 −0, 004 −0, 003 < 0, 001 −0, 004

❋♦♥t❡✿ ❉❡ ❛✉t♦r✐❛ ♣ró♣r✐❛✳

❚❛❜❡❧❛ ❇✳✶✶✿ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1 =
√
0, 5 ❡ β2 =

√
0, 5✱ δ = 8 ❡ p = 2✳

▼❱ k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8

ρ = 0, 95

β̂0 −0, 024 −0, 041 −0, 028 −0, 034 −0, 036 −0, 025 −0, 025 −0, 032 −0, 025

15 β̂1 −0, 002 −0, 160 −0, 028 −0, 507 −0, 127 −0, 007 −0, 024 −0, 075 −0, 002

β̂2 0, 003 −0, 033 0, 015 −0, 459 < 0, 001 0, 004 0, 017 0, 029 < 0, 001

β̂0 −0, 018 −0, 007 −0, 017 0, 007 −0, 013 −0, 018 −0, 019 −0, 017 −0, 018

20 β̂1 0, 001 −0, 174 −0, 027 −0, 561 −0, 128 −0, 005 −0, 018 −0, 072 −0, 004

β̂2 −0, 003 −0, 072 0, 006 −0, 528 −0, 028 −0, 001 0, 008 0, 012 −0, 003

β̂0 −0, 012 0, 001 −0, 009 0, 011 −0, 004 −0, 011 −0, 011 −0, 007 −0, 011

30 β̂1 0, 004 −0, 187 −0, 024 −0, 573 −0, 140 −0, 001 −0, 009 −0, 079 −0, 003

β̂2 −0, 004 −0, 047 0, 005 −0, 532 −0, 011 −0, 002 0, 002 0, 021 −0, 001

β̂0 −0, 008 −0, 003 −0, 007 0, 002 −0, 004 −0, 008 −0, 008 −0, 006 −0, 008

50 β̂1 −0, 016 −0, 088 −0, 031 −0, 389 −0, 069 −0, 018 −0, 023 −0, 045 −0, 017

β̂2 0, 010 0, 033 0, 015 −0, 300 0, 033 0, 011 0, 014 0, 025 0, 010

β̂0 −0, 003 −0, 005 −0, 003 0, 010 −0, 004 −0, 003 −0, 003 −0, 004 −0, 003

80 β̂1 −0, 012 −0, 070 −0, 027 −0, 366 −0, 048 −0, 015 −0, 017 −0, 034 −0, 015

β̂2 −0, 006 0, 020 0, 020 −0, 258 0, 012 −0, 005 −0, 003 0, 006 −0, 005

❋♦♥t❡✿ ❉❡ ❛✉t♦r✐❛ ♣ró♣r✐❛✳

✺✾



❚❛❜❡❧❛ ❇✳✶✷✿ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1 =
√
0, 5 ❡ β2 =

√
0, 5✱ δ = 8 ❡ p = 2✳

▼❱ k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8

ρ = 0, 99

β̂0 −0, 028 −0, 031 −0, 029 −0, 012 −0, 032 −0, 029 −0, 029 −0, 032 −0, 029

15 β̂1 −0, 016 −0, 232 −0, 028 −0, 563 −0, 196 0, 017 −0, 052 −0, 112 0, 044

β̂2 0, 012 −0, 078 0, 011 −0, 490 −0, 014 −0, 022 0, 037 0, 036 −0, 048

β̂0 −0, 027 −0, 034 −0, 022 −0, 017 −0, 028 −0, 022 −0, 019 −0, 025 −0, 022

20 β̂1 0, 007 −0, 232 −0, 022 −0, 581 −0, 195 0, 010 −0, 053 −0, 118 0, 014

β̂2 −0, 005 −0, 074 0, 008 −0, 525 −0, 009 −0, 012 0, 038 0, 038 −0, 016

β̂0 −0, 011 0, 002 −0, 010 0, 005 −0, 001 −0, 011 −0, 010 −0, 006 −0, 010

30 β̂1 −0, 006 −0, 203 −0, 027 −0, 559 −0, 169 0, 003 −0, 045 −0, 100 0, 022

β̂2 −0, 003 −0, 084 0, 006 −0, 524 −0, 024 −0, 013 0, 027 0, 030 −0, 030

β̂0 −0, 009 −0, 009 −0, 009 −0, 007 −0, 009 −0, 009 −0, 009 −0, 009 −0, 009

50 β̂1 −0, 013 −0, 162 −0, 038 −0, 486 −0, 141 −0, 012 −0, 045 −0, 089 0, 004

β̂2 0, 004 −0, 032 0, 017 −0, 437 0, 005 0, 001 0, 027 0, 038 −0, 012

β̂0 −0, 005 −0, 005 −0, 005 0, 004 −0, 005 −0, 005 −0, 005 −0, 005 −0, 004

80 β̂1 0, 007 −0, 100 −0, 014 −0, 403 −0, 088 0, 006 −0, 017 −0, 047 0, 019

β̂2 −0, 014 −0, 016 < 0, 001 −0, 359 0, 005 −0, 014 0, 006 0, 018 −0, 025

❋♦♥t❡✿ ❉❡ ❛✉t♦r✐❛ ♣ró♣r✐❛✳

✻✵



❚❛❜❡❧❛ ❇✳✶✸✿ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1, β2, β3 ❡ β4 ❛ss✉♠❡♠ ✈❛❧♦r❡s ♥♦ ✐♥t❡r✈❛❧♦

(0, 1)✱ δ = 0, 89 ❡ p = 4✳
▼❱ k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8

ρ = 0, 85

β̂0 −0, 286 −0, 146 −0, 271 −0, 043 −0, 190 −0, 274 −0, 267 −0, 220 −0, 272

β̂1 −0, 101 −0, 468 −0, 215 −0, 651 −0, 389 −0, 219 −0, 291 −0, 353 −0, 221

15 β̂2 −0, 293 −0, 218 −0, 124 −0, 419 −0, 185 −0, 036 0, 001 −0, 079 −0, 028

β̂3 0, 270 −0, 075 0, 156 −0, 298 0, 023 0, 106 0, 087 0, 049 0, 098

β̂4 0, 120 −0, 053 0, 043 −0, 195 −0, 001 −0, 021 −0, 018 0, 004 −0, 027

β̂0 −0, 195 −0, 106 −0, 188 −0, 016 −0, 140 −0, 191 −0, 191 −0, 168 −0, 191

β̂1 0, 008 −0, 253 −0, 061 −0, 412 −0, 183 −0, 029 −0, 051 −0, 129 −0, 032

20 β̂2 −0, 022 0, 142 0, 165 0, 004 0, 168 0, 097 0, 172 0, 227 0, 107

β̂3 −0, 020 −0, 436 −0, 113 −0, 629 −0, 340 −0, 044 −0, 075 −0, 245 −0, 048

β̂4 0, 015 −0, 402 −0, 141 −0, 585 −0, 313 −0, 089 −0, 152 −0, 255 −0, 097

β̂0 −0, 132 −0, 072 −0, 134 −0, 004 −0, 096 −0, 132 −0, 132 −0, 122 −0, 132

β̂1 −0, 173 −0, 469 −0, 262 −0, 646 −0, 401 −0, 207 −0, 238 −0, 332 −0, 212

30 β̂2 0, 087 0, 067 0, 181 −0, 135 0, 125 0, 125 0, 158 0, 191 0, 130

β̂3 0, 071 0, 086 0, 093 −0, 018 0, 108 0, 068 0, 072 0, 121 0, 068

β̂4 −0, 063 −0, 536 −0, 181 −0, 728 −0, 434 −0, 085 −0, 113 −0, 325 −0, 090

β̂0 −0, 083 −0, 040 −0, 087 −0, 001 −0, 059 −0, 085 −0, 088 −0, 077 −0, 085

β̂1 −0, 023 −0, 598 −0, 148 −0, 849 −0, 474 −0, 039 −0, 069 −0, 319 −0, 042

50 β̂2 0, 013 −0, 053 0, 060 −0, 270 0, 009 0, 023 0, 039 0, 065 0, 025

β̂3 −0, 027 −0, 255 −0, 068 −0, 425 −0, 187 −0, 033 −0, 041 −0, 119 −0, 034

β̂4 −0, 009 0, 070 0, 040 −0, 073 0, 090 −0, 005 0, 003 0, 094 −0, 004

β̂0 −0, 065 −0, 032 −0, 065 −0, 001 −0, 044 −0, 065 −0, 066 −0, 058 −0, 065

β̂1 −0, 055 −0, 421 −0, 156 −0, 635 −0, 346 −0, 069 −0, 094 −0, 256 −0, 072

80 β̂2 0, 006 0, 119 0, 124 −0, 142 0, 167 0, 022 0, 049 0, 193 0, 026

β̂3 0, 001 −0, 190 −0, 025 −0, 407 −0, 127 −0, 002 −0, 007 −0, 062 −0, 003

β̂4 −0, 001 −0, 383 −0, 083 −0, 624 −0, 285 −0, 010 −0, 023 −0, 176 −0, 012

❋♦♥t❡✿ ❉❡ ❛✉t♦r✐❛ ♣ró♣r✐❛✳

✻✶



❚❛❜❡❧❛ ❇✳✶✹✿ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1, β2, β3 ❡ β4 ❛ss✉♠❡♠ ✈❛❧♦r❡s ♥♦ ✐♥t❡r✈❛❧♦

(0, 1)✱ δ = 0, 89 ❡ p = 4✳
▼❱ k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8

ρ = 0, 90

β̂0 −0, 268 −0, 153 −0, 263 −0, 027 −0, 199 −0, 266 −0, 265 −0, 229 −0, 266

β̂1 0, 066 −0, 097 0, 088 −0, 309 −0, 034 0, 108 0, 104 0, 034 0, 113

15 β̂2 −0, 077 −0, 167 −0, 055 −0, 401 −0, 104 −0, 066 −0, 045 −0, 051 −0, 060

β̂3 −0, 031 −0, 099 −0, 024 −0, 240 −0, 058 −0, 028 −0, 013 −0, 029 −0, 033

β̂4 −0, 031 −0, 521 −0, 169 −0, 718 −0, 415 −0, 147 −0, 232 −0, 369 −0, 165

β̂0 −0, 159 −0, 039 −0, 133 −0, 001 −0, 065 −0, 155 −0, 146 −0, 087 −0, 155

β̂1 0, 031 0, 135 0, 103 0, 013 0, 150 0, 058 0, 099 0, 174 0, 066

20 β̂2 −0, 052 −0, 102 0, 015 −0, 288 −0, 050 0, 009 0, 033 0, 014 0, 018

β̂3 0, 059 −0, 488 −0, 082 −0, 714 −0, 369 −0, 006 −0, 071 −0, 284 −0, 017

β̂4 −0, 052 −0, 341 −0, 127 −0, 531 −0, 263 −0, 108 −0, 136 −0, 211 −0, 119

β̂0 −0, 110 −0, 025 −0, 090 0, 011 −0, 041 −0, 113 −0, 110 −0, 062 −0, 113

β̂1 −0, 053 0, 086 0, 061 −0, 059 0, 108 −0, 018 0, 022 0, 133 −0, 012

30 β̂2 0, 072 −0, 358 −0, 048 −0, 619 −0, 256 0, 027 −0, 012 −0, 159 0, 019

β̂3 −0, 113 −0, 508 −0, 186 −0, 719 −0, 416 −0, 122 −0, 147 −0, 318 −0, 123

β̂4 0, 004 0, 001 0, 076 −0, 155 0, 043 0, 031 0, 058 0, 089 0, 036

β̂0 −0, 088 −0, 035 −0, 079 −0, 002 −0, 049 −0, 086 −0, 084 −0, 064 −0, 086

β̂1 0, 004 −0, 380 −0, 076 −0, 632 −0, 283 −0, 013 −0, 035 −0, 185 −0, 017

50 β̂2 −0, 021 −0, 164 0, 003 −0, 452 −0, 089 −0, 006 0, 003 −0, 014 −0, 004

β̂3 0, 017 0, 148 0, 096 −0, 005 0, 163 0, 027 0, 047 0, 164 0, 017

β̂4 −0, 018 −0, 314 −0, 070 −0, 584 −0, 219 −0, 032 −0, 045 −0, 136 −0, 018

β̂0 −0, 058 −0, 034 −0, 056 −0, 001 −0, 042 −0, 057 −0, 057 −0, 051 −0, 057

β̂1 −0, 009 −0, 138 −0, 022 −0, 359 −0, 086 −0, 012 −0, 017 −0, 041 −0, 013

80 β̂2 −0, 012 −0, 086 0, 041 −0, 436 −0, 008 −0, 002 0, 015 0, 059 0, 001

β̂3 0, 011 −0, 298 −0, 040 −0, 575 −0, 214 0, 003 −0, 010 −0, 121 0, 002

β̂4 −0, 005 −0, 276 −0, 048 −0, 553 −0, 192 −0, 012 −0, 021 −0, 109 −0, 014

❋♦♥t❡✿ ❉❡ ❛✉t♦r✐❛ ♣ró♣r✐❛✳

✻✷



❚❛❜❡❧❛ ❇✳✶✺✿ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1, β2, β3 ❡ β4 ❛ss✉♠❡♠ ✈❛❧♦r❡s ♥♦ ✐♥t❡r✈❛❧♦

(0, 1)✱ δ = 0, 89 ❡ p = 4✳
▼❱ k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8

ρ = 0, 95

β̂0 −0, 126 −0, 009 −0, 117 0, 082 −0, 047 −0, 183 −0, 196 −0, 082 −0, 189

β̂1 0, 017 −0, 495 −0, 111 −0, 733 −0, 386 −0, 122 −0, 219 −0, 327 −0, 136

15 β̂2 −0, 053 −0, 085 0, 021 −0, 312 −0, 015 0, 045 0, 088 0, 044 0, 050

β̂3 0, 037 0, 062 0, 118 −0, 106 0, 107 0, 131 0, 175 0, 155 0, 142

β̂4 −0, 009 −0, 261 −0, 092 −0, 410 −0, 208 −0, 116 −0, 148 −0, 174 −0, 125

β̂0 −0, 127 −0, 028 −0, 106 0, 030 −0, 051 −0, 136 −0, 134 −0, 075 −0, 141

β̂1 0, 062 −0, 147 0, 029 −0, 329 −0, 090 0, 041 0, 007 −0, 044 0, 039

20 β̂2 −0, 073 −0, 231 −0, 078 −0, 485 −0, 161 −0, 067 −0, 058 −0, 101 −0, 067

β̂3 0, 081 0, 213 0, 216 0, 031 0, 247 0, 194 0, 270 0, 291 0, 205

β̂4 −0, 066 −0, 465 −0, 190 −0, 686 −0, 383 −0, 182 −0, 255 −0, 332 −0, 194

β̂0 −0, 136 −0, 073 −0, 121 −0, 012 −0, 092 −0, 124 −0, 115 −0, 103 −0, 123

β̂1 0, 078 −0, 252 −0, 013 −0, 475 −0, 165 < 0, 001 −0, 038 −0, 117 −0, 012

30 β̂2 −0, 128 −0, 231 −0, 085 −0, 461 −0, 176 −0, 065 −0, 068 −0, 104 −0, 054

β̂3 0, 042 0, 196 0, 153 0, 033 0, 219 0, 113 0, 195 0, 255 0, 120

β̂4 0, 003 −0, 398 −0, 097 −0, 630 −0, 300 −0, 077 −0, 134 −0, 244 −0, 086

β̂0 −0, 092 −0, 060 −0, 096 −0, 007 −0, 075 −0, 094 −0, 096 −0, 090 −0, 095

β̂1 −0, 023 −0, 289 −0, 097 −0, 488 −0, 223 −0, 061 −0, 092 −0, 165 −0, 066

50 β̂2 −0, 008 0, 156 0, 177 −0, 071 0, 198 0, 093 0, 173 0, 254 0, 106

β̂3 −0, 011 −0, 479 −0, 178 −0, 710 −0, 392 −0, 089 −0, 161 −0, 315 −0, 100

β̂4 −0, 016 −0, 181 −0, 042 −0, 392 −0, 120 −0, 035 −0, 043 −0, 069 −0, 037

β̂0 −0, 051 −0, 017 −0, 048 −0, 001 −0, 028 −0, 051 −0, 051 −0, 038 −0, 051

β̂1 0, 041 −0, 018 −0, 066 −0, 249 0, 032 0, 048 0, 058 0, 075 0, 048

80 β̂2 −0, 025 −0, 300 −0, 072 −0, 630 −0, 216 −0, 037 −0, 057 −0, 135 −0, 038

β̂3 −0, 014 0, 025 −0, 053 −0, 184 0, 054 0, 004 0, 024 0, 083 0, 006

β̂4 −0, 047 −0, 338 −0, 099 −0, 631 −0, 247 −0, 057 −0, 065 −0, 166 −0, 060

❋♦♥t❡✿ ❉❡ ❛✉t♦r✐❛ ♣ró♣r✐❛✳

✻✸



❚❛❜❡❧❛ ❇✳✶✻✿ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1, β2, β3 ❡ β4 ❛ss✉♠❡♠ ✈❛❧♦r❡s ♥♦ ✐♥t❡r✈❛❧♦

(0, 1)✱ δ = 0, 89 ❡ p = 4✳
▼❱ k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8

ρ = 0, 99

β̂0 −0, 243 −0, 169 −0, 250 −0, 094 −0, 204 −0, 244 −0, 217 −0, 215 −0, 240

β̂1 0, 046 0, 047 0, 129 −0, 097 0, 073 0, 171 0, 134 0, 118 0, 170

15 β̂2 0, 131 −0, 251 −0, 016 −0, 440 −0, 171 −0, 163 −0, 192 −0, 182 −0, 172

β̂3 −0, 246 0, 050 −0, 083 −0, 062 0, 048 0, 117 0, 156 0, 108 0, 126

β̂4 0, 023 −0, 268 −0, 061 −0, 446 −0, 190 −0, 167 −0, 206 −0, 199 −0, 175

β̂0 −0, 141 −0, 056 −0, 136 −0, 004 −0, 086 −0, 147 −0, 136 −0, 096 −0, 146

β̂1 −0, 060 −0, 445 −0, 198 −0, 600 −0, 392 −0, 297 −0, 346 −0, 365 −0, 302

20 β̂2 0, 179 0, 260 0, 295 0, 089 0, 303 0, 364 0, 362 0, 338 0, 372

β̂3 0, 030 −0, 348 −0, 091 −0, 544 −0, 261 −0, 194 −0, 239 −0, 256 −0, 218

β̂4 −0, 213 0, 032 −0, 082 −0, 088 0, 038 0, 046 0, 107 0, 080 0, 062

β̂0 −0, 146 −0, 099 −0, 144 −0, 041 −0, 118 −0, 143 −0, 138 −0, 128 −0, 143

β̂1 0, 022 −0, 034 0, 019 −0, 205 0, 009 0, 024 0, 025 0, 022 0, 032

30 β̂2 0, 036 −0, 217 −0, 017 −0, 393 −0, 179 −0, 050 −0, 068 −0, 117 −0, 046

β̂3 0, 043 0, 204 0, 160 0, 051 0, 229 0, 234 0, 281 0, 263 0, 232

β̂4 −0, 168 −0, 444 −0, 236 −0, 646 −0, 365 −0, 282 −0, 334 −0, 357 −0, 296

β̂0 −0, 078 −0, 046 −0, 079 −0, 011 −0, 060 −0, 081 −0, 080 −0, 069 −0, 081

β̂1 −0, 028 −0, 030 0, 035 −0, 156 −0, 015 0, 075 0, 074 0, 038 0, 077

50 β̂2 0, 027 0, 173 0, 149 −0, 004 0, 211 0, 194 0, 247 0, 244 0, 213

β̂3 −0, 021 0, 015 0, 034 −0, 136 0, 046 0, 018 0, 070 0, 075 0, 024

β̂4 −0, 001 −0, 668 −0, 270 −0, 886 −0, 558 −0, 337 −0, 461 −0, 538 −0, 369

β̂0 −0, 062 −0, 034 −0, 061 −0, 007 −0, 044 −0, 062 −0, 062 −0, 053 −0, 062

β̂1 −0, 014 0, 008 0, 061 −0, 215 0, 048 0, 051 0, 078 0, 090 0, 058

80 β̂2 0, 043 −0, 315 −0, 102 −0, 584 −0, 245 −0, 087 −0, 133 −0, 191 −0, 091

β̂3 0, 030 0, 143 0, 147 −0, 063 0, 173 0, 126 0, 183 0, 210 0, 133

β̂4 −0, 124 −0, 368 −0, 162 −0, 614 −0, 297 −0, 141 −0, 178 −0, 249 −0, 150

❋♦♥t❡✿ ❉❡ ❛✉t♦r✐❛ ♣ró♣r✐❛✳

✻✹



❚❛❜❡❧❛ ❇✳✶✼✿ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1, β2, β3 ❡ β4 ❛ss✉♠❡♠ ✈❛❧♦r❡s ♥♦ ✐♥t❡r✈❛❧♦

(0, 1)✱ δ = 1, 61 ❡ p = 4✳
▼❱ k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8

ρ = 0, 85

β̂0 −0, 164 −0, 042 −0, 137 < 0, 001 −0, 070 −0, 158 −0, 149 −0, 096 −0, 157

β̂1 −0, 007 0, 030 0, 068 −0, 121 0, 066 0, 018 0, 046 0, 105 0, 022

15 β̂2 0, 018 −0, 272 −0, 008 −0, 539 −0, 171 0, 015 0, 012 −0, 078 0, 015

β̂3 −0, 018 −0, 325 −0, 046 −0, 580 −0, 225 −0, 023 −0, 033 −0, 133 −0, 024

β̂4 −0, 010 −0, 388 −0, 123 −0, 540 −0, 312 −0, 049 −0, 093 −0, 244 −0, 056

β̂0 −0, 143 −0, 059 −0, 130 −0, 004 −0, 084 −0, 140 −0, 136 −0, 108 −0, 139

β̂1 0, 009 −0, 273 −0, 070 −0, 446 −0, 203 −0, 018 −0, 042 −0, 142 −0, 022

20 β̂2 −0, 028 0, 113 0, 136 −0, 083 0, 148 0, 037 0, 092 0, 197 0, 047

β̂3 −0, 050 −0, 290 −0, 096 −0, 476 −0, 219 −0, 062 −0, 073 −0, 154 −0, 064

β̂4 0, 019 −0, 487 −0, 163 −0, 701 −0, 387 −0, 049 −0, 109 −0, 305 −0, 060

β̂0 −0, 085 −0, 034 −0, 088 −0, 001 −0, 053 −0, 087 −0, 090 −0, 074 −0, 087

β̂1 0, 014 −0, 017 −0, 010 −0, 070 0, 021 −0, 001 −0, 020 0, 012 −0, 003

30 β̂2 −0, 008 0, 102 −0, 107 −0, 093 0, 143 0, 024 0, 070 0, 177 0, 028

β̂3 −0, 004 −0, 570 −0, 121 −0, 809 −0, 447 −0, 024 −0, 056 −0, 305 −0, 026

β̂4 −0, 004 −0, 359 −0, 079 −0, 549 −0, 277 −0, 023 −0, 050 −0, 182 −0, 026

β̂0 −0, 048 −0, 035 −0, 055 0, 006 −0, 046 −0, 051 −0, 053 −0, 057 −0, 051

β̂1 −0, 054 −0, 055 −0, 018 −0, 236 −0, 013 −0, 050 −0, 041 0, 015 −0, 050

50 β̂2 0, 033 −0, 269 0, 009 −0, 569 −0, 172 0, 032 0, 025 −0, 060 0, 031

β̂3 −0, 034 −0, 267 −0, 046 −0, 508 −0, 186 −0, 035 −0, 036 −0, 094 −0, 035

β̂4 −0, 024 −0, 329 −0, 060 −0, 574 −0, 234 −0, 028 −0, 032 −0, 129 −0, 029

β̂0 −0, 030 0, 010 −0, 018 0, 003 < 0, 001 −0, 028 −0, 027 −0, 010 −0, 028

β̂1 0, 013 −0, 252 −0, 051 −0, 582 −0, 173 0, 005 −0, 003 −0, 100 0, 004

80 β̂2 −0, 039 0, 229 0, 089 −0, 025 0, 199 −0, 022 −0, 005 0, 151 −0, 019

β̂3 −0, 007 −0, 278 −0, 088 −0, 607 −0, 200 −0, 018 −0, 027 −0, 132 −0, 019

β̂4 0, 005 −0, 193 −0, 050 −0, 468 −0, 135 −0, 002 −0, 009 −0, 084 −0, 003

❋♦♥t❡✿ ❉❡ ❛✉t♦r✐❛ ♣ró♣r✐❛✳

✻✺



❚❛❜❡❧❛ ❇✳✶✽✿ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1, β2, β3 ❡ β4 ❛ss✉♠❡♠ ✈❛❧♦r❡s ♥♦ ✐♥t❡r✈❛❧♦

(0, 1)✱ δ = 1, 61 ❡ p = 4✳
▼❱ k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8

ρ = 0, 90

β̂0 −0, 168 −0, 077 −0, 165 −0, 007 −0, 109 −0, 170 −0, 170 −0, 138 −0, 170

β̂1 −0, 016 −0, 585 −0, 159 −0, 778 −0, 471 −0, 075 −0, 153 −0, 373 −0, 080

15 β̂2 −0, 010 −0, 393 −0, 085 −0, 575 −0, 297 −0, 037 −0, 063 −0, 214 −0, 044

β̂3 −0, 002 0, 074 0, 097 −0, 023 0, 106 0, 058 0, 117 0, 144 0, 064

β̂4 0, 014 0, 001 0, 061 −0, 108 0, 040 0, 031 0, 054 0, 075 0, 034

β̂0 −0, 091 0, 028 −0, 046 0, 019 0, 014 −0, 087 −0, 075 0, 002 −0, 086

β̂1 −0, 044 −0, 141 −0, 059 −0, 265 −0, 096 −0, 083 −0, 079 −0, 063 −0, 085

20 β̂2 0, 038 0, 123 0, 202 0, 011 0, 148 0, 182 0, 232 0, 218 0, 192

β̂3 −0, 041 −0, 518 −0, 187 −0, 737 −0, 410 −0, 115 −0, 160 −0, 326 −0, 122

β̂4 0, 001 −0, 362 −0, 137 −0, 503 −0, 289 −0, 078 −0, 122 −0, 243 −0, 085

β̂0 −0, 067 −0, 038 −0, 074 0, 003 −0, 052 −0, 071 −0, 073 0, 067 −0, 073

β̂1 0, 044 −0, 127 0, 031 −0, 332 −0, 065 0, 042 0, 038 −0, 005 0, 042

30 β̂2 −0, 009 −0, 160 0, 015 −0, 468 −0, 078 −0, 002 0, 005 < 0, 001 −0, 001

β̂3 −0, 063 −0, 204 −0, 056 −0, 433 −0, 142 −0, 061 −0, 060 −0, 081 −0, 061

β̂4 0, 015 −0, 353 −0, 054 −0, 647 −0, 244 0, 001 −0, 012 −0, 142 −0, 002

β̂0 −0, 051 −0, 026 −0, 047 −0, 002 −0, 036 −0, 050 −0, 050 −0, 043 −0, 050

β̂1 0, 008 −0, 108 −0, 016 −0, 330 −0, 056 −0, 004 −0, 008 −0, 018 −0, 004

50 β̂2 −0, 012 0, 101 0, 138 −0, 126 0, 125 0, 036 0, 068 0, 162 0, 040

β̂3 −0, 005 −0, 443 −0, 130 −0, 744 −0, 338 −0, 033 −0, 058 −0, 233 −0, 036

β̂4 −0, 007 −0, 210 −0, 088 −0, 428 −0, 152 −0, 035 −0, 053 −0, 233 −0, 038

β̂0 −0, 030 −0, 010 −0, 027 < 0, 001 −0, 016 −0, 030 −0, 031 −0, 022 −0, 031

β̂1 −0, 008 −0, 143 −0, 028 −0, 361 −0, 092 −0, 011 −0, 015 −0, 046 −0, 012

80 β̂2 −0, 043 0, 140 0, 150 −0, 159 0, 183 0, 058 0, 082 0, 208 0, 061

β̂3 −0, 018 −0, 484 −0, 123 −0, 779 −0, 379 −0, 030 −0, 050 −0, 246 −0, 032

β̂4 −0, 054 −0, 229 −0, 097 −0, 457 −0, 176 −0, 061 −0, 072 −0, 125 −0, 062

❋♦♥t❡✿ ❉❡ ❛✉t♦r✐❛ ♣ró♣r✐❛✳

✻✻



❚❛❜❡❧❛ ❇✳✶✾✿ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1, β2, β3 ❡ β4 ❛ss✉♠❡♠ ✈❛❧♦r❡s ♥♦ ✐♥t❡r✈❛❧♦

(0, 1)✱ δ = 1, 61 ❡ p = 4✳
▼❱ k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8

ρ = 0, 95

β̂0 −0, 160 −0, 148 −0, 177 −0, 027 −0, 172 −0, 166 −0, 174 −0, 193 −0, 166

β̂1 0, 007 −0, 216 −0, 017 −0, 415 −0, 138 −0, 008 −0, 012 −0, 080 −0, 011

15 β̂2 0, 023 −0, 231 0, 021 −0, 487 −0, 142 0, 038 0, 023 −0, 057 0, 042

β̂3 −0, 024 −0, 188 −0, 027 −0, 373 −0, 123 −0, 037 −0, 019 −0, 069 −0, 024

β̂4 −0, 010 −0, 304 −0, 058 −0, 543 −0, 210 −0, 023 −0, 049 −0, 144 −0, 041

β̂0 −0, 126 −0, 057 −0, 122 −0, 008 −0, 080 −0, 125 −0, 125 −0, 099 −0, 125

β̂1 0, 022 −0, 122 0, 012 −0, 326 −0, 063 0, 003 0, 006 −0, 013 < 0, 001

20 β̂2 −0, 082 0, 075 0, 080 −0, 127 0, 105 0, 042 0, 111 0, 162 0, 059

β̂3 0, 016 −0, 513 −0, 155 −0, 743 −0, 408 −0, 075 −0, 163 −0, 339 −0, 086

β̂4 0, 046 −0, 230 −0, 038 −0, 426 −0, 157 −0, 026 −0, 054 −0, 111 −0, 038

β̂0 −0, 074 −0, 039 −0, 078 −0, 003 −0, 055 −0, 076 −0, 078 −0, 069 −0, 076

β̂1 0, 119 −0, 462 −0, 034 −0, 710 −0, 350 0, 073 −0, 010 −0, 240 0, 068

30 β̂2 −0, 088 −0, 332 −0, 110 −0, 595 −0, 240 −0, 099 −0, 085 −0, 156 −0, 105

β̂3 −0, 052 0, 109 0, 072 −0, 031 0, 128 −0, 006 0, 041 0, 154 0, 005

β̂4 −0, 020 −0, 073 0, 011 −0, 232 −0, 030 −0, 008 0, 002 0, 015 −0, 007

β̂0 −0, 053 −0, 028 −0, 050 −0, 005 −0, 037 −0, 052 −0, 052 −0, 045 −0, 052

β̂1 0, 011 −0, 091 −0, 007 −0, 312 −0, 038 −0, 011 −0, 010 < 0, 001 −0, 013

50 β̂2 −0, 014 0, 098 0, 159 −0, 114 0, 123 0, 092 0, 127 0, 179 0, 101

β̂3 −0, 004 −0, 449 −0, 148 −0, 726 −0, 350 −0, 062 −0, 099 −0, 264 −0, 068

β̂4 −0, 011 −0, 189 −0, 087 −0, 410 −0, 129 −0, 068 −0, 080 −0, 095 −0, 072

β̂0 −0, 036 −0, 012 −0, 031 < 0, 001 −0, 019 −0, 036 −0, 036 −0, 027 −0, 036

β̂1 < 0, 001 −0, 124 −0, 017 −0, 356 −0, 074 −0, 007 −0, 014 −0, 031 −0, 008

80 β̂2 0, 048 0, 148 −0, 177 −0, 153 0, 196 0, 081 0, 127 0, 237 0, 086

β̂3 −0, 019 −0, 481 −0, 146 −0, 774 −0, 385 −0, 043 −0, 079 −0, 274 −0, 046

β̂4 −0, 059 −0, 215 −0, 097 −0, 452 −0, 165 −0, 073 −0, 091 −0, 119 −0, 075

❋♦♥t❡✿ ❉❡ ❛✉t♦r✐❛ ♣ró♣r✐❛✳

✻✼



❚❛❜❡❧❛ ❇✳✷✵✿ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1, β2, β3 ❡ β4 ❛ss✉♠❡♠ ✈❛❧♦r❡s ♥♦ ✐♥t❡r✈❛❧♦

(0, 1)✱ δ = 1, 61 ❡ p = 4✳
▼❱ k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8

ρ = 0, 99

β̂0 −0, 150 −0, 118 −0, 152 −0, 059 −0, 132 −0, 153 −0, 151 −0, 142 −0, 155

β̂1 −0, 091 0, 082 0, 005 −0, 074 0, 093 0, 096 0, 141 0, 127 0, 106

15 β̂2 0, 454 −0, 206 0, 181 −0, 425 −0, 107 −0, 071 −0, 128 −0, 122 −0, 086

β̂3 −0, 358 −0, 384 −0, 305 −0, 549 −0, 358 −0, 268 −0, 296 −0, 318 −0, 273

β̂4 −0, 105 0, 157 0, 056 0, 012 0, 165 0, 207 0, 233 0, 206 0, 216

β̂0 −0, 118 −0, 081 −0, 117 −0, 031 −0, 097 −0, 116 −0, 113 −0, 105 −0, 116

β̂1 0, 019 0, 428 −0, 143 −0, 619 −0, 351 −0, 267 −0, 336 −0, 341 −0, 267

20 β̂2 −0, 112 0, 077 0, 036 −0, 092 0, 105 0, 149 0, 185 0, 149 0, 149

β̂3 0, 019 0, 178 0, 127 0, 033 0, 191 0, 226 0, 276 0, 241 0, 231

β̂4 0, 071 −0, 335 −0, 054 −0, 512 −0, 257 −0, 163 −0, 217 −0, 242 −0, 175

β̂0 −0, 091 −0, 065 −0, 086 −0, 025 −0, 075 −0, 085 −0, 082 −0, 080 −0, 084

β̂1 0, 005 0, 025 0, 053 −0, 155 0, 048 0, 067 0, 094 0, 087 0, 075

30 β̂2 −0, 104 −0, 084 −0, 053 −0, 318 −0, 044 −0, 005 0, 015 −0, 005 −0, 008

β̂3 0, 073 −0, 385 −0, 079 −0, 631 −0, 292 −0, 160 −0, 242 −0, 274 −0, 173

β̂4 0, 008 −0, 015 0, 049 −0, 215 0, 021 0, 063 0, 084 0, 062 0, 069

β̂0 −0, 053 −0, 020 −0, 046 −0, 004 −0, 028 −0, 048 −0, 043 −0, 033 −0, 047

β̂1 0, 019 −0, 118 −0, 016 −0, 295 −0, 086 −0, 037 −0, 047 −0, 051 −0, 045

50 β̂2 0, 001 0, 154 0, 174 −0, 048 0, 180 0, 237 0, 259 0, 236 0, 260

β̂3 −0, 052 0, 023 −0, 006 −0, 157 0, 054 −0, 043 0, 028 0, 075 −0, 036

β̂4 0, 005 −0, 565 −0, 213 −0, 813 −0, 460 −0, 219 −0, 313 −0, 424 −0, 246

β̂0 −0, 031 −0, 012 −0, 029 −0, 001 −0, 018 −0, 031 −0, 032 −0, 024 −0, 032

β̂1 0, 031 −0, 054 0, 022 −0, 301 −0, 011 0, 007 0, 009 0, 020 0, 005

80 β̂2 0, 054 0, 171 0, 193 −0, 107 0, 211 0, 200 0, 263 0, 262 0, 212

β̂3 −0, 016 −0, 435 −0, 170 −0, 715 0, 358 −0, 130 −0, 204 −0, 305 −0, 144

β̂4 −0, 091 −0, 162 −0, 091 −0, 398 −0, 129 −0, 120 −0, 123 −0, 097 −0, 118

❋♦♥t❡✿ ❉❡ ❛✉t♦r✐❛ ♣ró♣r✐❛✳

✻✽



❚❛❜❡❧❛ ❇✳✷✶✿ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1, β2, β3 ❡ β4 ❛ss✉♠❡♠ ✈❛❧♦r❡s ♥♦ ✐♥t❡r✈❛❧♦

(0, 1)✱ δ = 8 ❡ p = 4✳
▼❱ k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8

ρ = 0, 85

β̂0 −0, 051 −0, 074 −0, 066 −0, 004 −0, 080 −0, 052 −0, 056 −0, 083 −0, 053

β̂1 −0, 017 −0, 389 −0, 086 −0, 678 −0, 293 −0, 027 −0, 045 −0, 182 −0, 029

15 β̂2 0, 004 −0, 210 0, 014 −0, 528 −0, 118 0, 008 0, 014 −0, 019 0, 009

β̂3 −0, 032 0, 053 0, 026 −0, 140 0, 074 −0, 024 −0, 011 0, 084 −0, 023

β̂4 0, 001 −0, 268 −0, 048 −0, 451 −0, 199 0, 006 −0, 017 −0, 120 −0, 007

β̂0 −0, 034 −0, 005 −0, 025 < 0, 001 −0, 007 −0, 033 −0, 031 −0, 013 −0, 033

β̂1 0, 005 −0, 211 −0, 025 −0, 463 −0, 140 0, 002 −0, 002 −0, 067 0, 001

20 β̂2 −0, 008 0, 182 0, 093 −0, 071 0, 191 0, 005 0, 024 0, 181 0, 006

β̂3 −0, 010 −0, 078 −0, 013 −0, 255 −0, 041 −0, 011 −0, 010 −0, 014 −0, 011

β̂4 0, 011 −0, 513 −0, 116 −0, 815 −0, 403 −0, 005 −0, 031 −0, 268 −0, 007

β̂0 −0, 016 −0, 002 −0, 011 < 0, 001 −0, 003 −0, 016 −0, 016 −0, 002 −0, 017

β̂1 −0, 009 −0, 239 −0, 042 −0, 516 −0, 173 −0, 003 −0, 008 −0, 101 −0, 005

30 β̂2 −0, 005 −0, 142 0, 058 −0, 166 0, 146 0, 001 −0, 009 0, 125 −0, 003

β̂3 −0, 005 −0, 210 −0, 027 −0, 534 −0, 139 −0, 007 −0, 010 −0, 069 −0, 008

β̂4 −0, 003 −0, 248 −0, 035 −0, 590 −0, 165 −0, 001 −0, 005 −0, 086 −0, 002

β̂0 < 0, 001 −0, 040 −0, 022 −0, 001 −0, 042 −0, 013 −0, 014 −0, 038 −0, 013

β̂1 < 0, 001 −0, 150 −0, 002 −0, 426 −0, 086 −0, 001 −0, 001 −0, 021 −0, 001

50 β̂2 < 0, 001 0, 190 0, 049 −0, 068 0, 184 0, 003 0, 008 0, 142 0, 005

β̂3 < 0, 001 −0, 424 −0, 055 −0, 740 −0, 309 −0, 007 −0, 012 −0, 165 −0, 009

β̂4 < 0, 001 −0, 239 −0, 026 −0, 497 −0, 170 −0, 003 −0, 005 −0, 083 −0, 004

β̂0 < 0, 001 0, 004 −0, 007 < 0, 001 0, 001 −0, 009 −0, 008 −0, 003 −0, 009

β̂1 < 0, 001 −0, 272 −0, 030 < 0, 001 −0, 170 −0, 002 0, 004 −0, 003 −0, 003

80 β̂2 < 0, 001 0, 112 0, 028 < 0, 001 0, 096 0, 001 0, 003 −0, 082 0, 002

β̂3 < 0, 001 −0, 333 −0, 033 < 0, 001 −0, 206 −0, 002 −0, 005 −0, 096 −0, 003

β̂4 < 0, 001 0, 078 0, 009 < 0, 001 0, 046 0, 002 0, 002 0, 024 0, 002

❋♦♥t❡✿ ❉❡ ❛✉t♦r✐❛ ♣ró♣r✐❛✳

✻✾



❚❛❜❡❧❛ ❇✳✷✷✿ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1, β2, β3 ❡ β4 ❛ss✉♠❡♠ ✈❛❧♦r❡s ♥♦ ✐♥t❡r✈❛❧♦

(0, 1)✱ δ = 8 ❡ p = 4✳
▼❱ k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8

ρ = 0, 90

β̂0 −0, 037 −0, 018 −0, 019 −0, 004 −0, 013 −0, 033 −0, 029 −0, 010 −0, 032

β̂1 −0, 006 −0, 357 −0, 090 −0, 657 −0, 271 −0, 020 −0, 035 −0, 184 −0, 025

15 β̂2 0, 002 0, 150 0, 090 −0, 155 0, 161 0, 014 0, 028 0, 153 0, 018

β̂3 −0, 001 −0, 354 −0, 079 −0, 686 −0, 260 −0, 014 −0, 027 −0, 169 −0, 018

β̂4 0, 006 0, 127 0, 074 −0, 033 0, 132 0, 019 0, 034 0, 128 0, 024

β̂0 −0, 026 −0, 021 −0, 014 0, 001 −0, 020 −0, 026 −0, 024 −0, 016 −0, 025

β̂1 −0, 004 −0, 156 −0, 043 −0, 401 −0, 106 −0, 011 −0, 019 −0, 065 −0, 013

20 β̂2 0, 030 0, 193 0, 138 −0, 037 0, 196 0, 048 0, 068 0, 193 0, 052

β̂3 −0, 020 −0, 350 −0, 080 −0, 704 −0, 254 −0, 028 −0, 037 −0, 153 −0, 029

β̂4 −0, 030 −0, 217 −0, 077 −0, 471 −0, 161 −0, 039 −0, 048 −0, 108 −0, 041

β̂0 −0, 029 −0, 058 −0, 039 −0, 007 −0, 054 −0, 030 −0, 032 −0, 048 −0, 031

β̂1 −0, 030 −0, 139 −0, 063 −0, 378 −0, 111 −0, 035 −0, 041 −0, 085 −0, 037

30 β̂2 0, 004 0, 189 0, 102 −0, 145 0, 194 0, 017 0, 032 0, 174 0, 021

β̂3 0, 018 −0, 239 −0, 034 −0, 588 −0, 159 0, 012 0, 005 −0, 151 0, 011

β̂4 −0, 009 −0, 319 −0, 077 −0, 644 −0, 237 −0, 017 −0, 027 −0, 087 −0, 019

β̂0 −0, 012 −0, 035 −0, 023 −0, 001 −0, 038 −0, 013 −0, 014 −0, 036 −0, 013

β̂1 0, 001 −0, 148 −0, 001 −0, 423 −0, 084 0, 001 0, 001 −0, 022 0, 001

50 β̂2 −0, 002 0, 212 0, 068 −0, 064 0, 210 0, 004 0, 012 0, 173 0, 007

β̂3 −0, 002 −0, 422 −0, 069 −0, 736 −0, 316 −0, 007 −0, 015 −0, 184 −0, 010

β̂4 −0, 002 −0, 234 −0, 034 −0, 494 −0, 170 −0, 005 −0, 009 −0, 092 −0, 006

β̂0 −0, 008 −0, 017 −0, 010 −0, 003 −0, 015 −0, 008 −0, 008 −0, 013 −0, 008

β̂1 0, 003 −0, 118 −0, 007 −0, 467 −0, 070 0, 002 0, 001 −0, 028 0, 002

80 β̂2 −0, 011 −0, 065 −0, 008 −0, 513 −0, 024 −0, 011 −0, 010 0, 002 −0, 011

β̂3 0, 011 0, 085 0, 026 −0, 048 0, 064 0, 012 0, 013 0, 044 0, 012

β̂4 −0, 002 −0, 187 −0, 017 −0, 566 −0, 115 −0, 003 −0, 004 −0, 053 −0, 003

❋♦♥t❡✿ ❉❡ ❛✉t♦r✐❛ ♣ró♣r✐❛✳

✼✵



❚❛❜❡❧❛ ❇✳✷✸✿ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1, β2, β3 ❡ β4 ❛ss✉♠❡♠ ✈❛❧♦r❡s ♥♦ ✐♥t❡r✈❛❧♦

(0, 1)✱ δ = 8 ❡ p = 4✳
▼❱ k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8

ρ = 0, 95

β̂0 −0, 027 −0, 047 −0, 049 −0, 011 −0, 051 −0, 046 −0, 055 −0, 060 −0, 049

β̂1 −0, 047 0, 126 0, 074 −0, 007 0, 120 0, 065 0, 099 0, 146 0, 082

15 β̂2 0, 001 0, 152 0, 071 0, 005 0, 150 0, 019 0, 060 0, 156 0, 024

β̂3 −0, 065 −0, 556 −0, 184 −0, 843 −0, 434 −0, 117 −0, 164 −0, 354 −0, 128

β̂4 0, 102 −0, 171 −0, 027 −0, 332 −0, 124 −0, 009 −0, 061 −0, 111 −0, 026

β̂0 −0, 025 −0, 038 −0, 033 −0, 005 −0, 040 −0, 027 −0, 030 −0, 040 −0, 027

β̂1 0, 012 −0, 031 0, 049 −0, 321 0, 024 0, 023 0, 043 0, 065 0, 023

20 β̂2 0, 184 −0, 104 0, 106 −0, 436 −0, 040 0, 161 0, 117 0, 023 0, 165

β̂3 −0, 141 0, 095 −0, 067 0, 002 0, 060 −0, 125 −0, 098 0, 020 −0, 125

β̂4 −0, 167 −0, 430 −0, 188 −0, 783 −0, 325 −0, 166 −0, 156 −0, 242 −0, 169

β̂0 −0, 012 < 0, 001 −0, 013 0, 005 −0, 004 −0, 014 −0, 015 −0, 011 −0, 015

β̂1 −0, 025 < 0, 001 0, 004 −0, 351 −0, 024 −0, 020 −0, 011 0, 020 −0, 019

30 β̂2 0, 026 < 0, 001 −0, 070 −0, 736 −0, 285 0, 008 −0, 019 −0, 178 0, 005

β̂3 −0, 012 −0, 038 −0, 031 −0, 505 −0, 160 −0, 013 −0, 014 −0, 082 −0, 013

β̂4 0, 018 0, 013 0, 078 −0, 089 0, 151 −0, 001 0, 023 0, 159 0, 002

β̂0 −0, 014 −0, 012 −0, 005 −0, 007 −0, 008 −0, 013 −0, 011 −0, 003 −0, 012

β̂1 0, 003 −0, 312 −0, 078 −0, 642 −0, 230 −0, 008 −0, 022 −0, 147 −0, 010

50 β̂2 −0, 002 0, 232 0, 127 −0, 006 0, 216 0, 019 0, 040 0, 191 0, 022

β̂3 0, 002 −0, 171 −0, 055 −0, 433 −0, 126 −0, 008 −0, 018 −0, 086 −0, 009

β̂4 −0, 004 −0, 153 −0, 037 −0, 477 −0, 097 −0, 009 −0, 013 −0, 053 −0, 009

β̂0 −0, 011 −0, 008 −0, 007 < 0, 001 −0, 005 −0, 010 −0, 010 −0, 003 −0, 010

β̂1 0, 006 0, 088 0, 041 −0, 134 −0, 114 0, 008 0, 016 0, 107 0, 008

80 β̂2 0, 004 −0, 394 −0, 063 −0, 732 −0, 306 −0, 001 −0, 017 −0, 180 −0, 002

β̂3 −0, 006 0, 193 0, 051 0, 001 0, 198 −0, 002 0, 009 0, 156 −0, 002

β̂4 −0, 012 −0, 355 −0, 021 −0, 658 −0, 247 −0, 012 −0, 011 −0, 098 −0, 012

❋♦♥t❡✿ ❉❡ ❛✉t♦r✐❛ ♣ró♣r✐❛✳

✼✶



❚❛❜❡❧❛ ❇✳✷✹✿ ❱✐❡s❡s ♠é❞✐♦s q✉❛♥❞♦ β0 = 0✱ β1, β2, β3 ❡ β4 ❛ss✉♠❡♠ ✈❛❧♦r❡s ♥♦ ✐♥t❡r✈❛❧♦

(0, 1)✱ δ = 8 ❡ p = 4✳
▼❱ k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8

ρ = 0, 99

β̂0 −0, 036 −0, 033 −0, 041 −0, 009 −0, 038 −0, 044 −0, 045 −0, 043 −0, 044

β̂1 −0, 016 −0, 178 −0, 045 −0, 378 −0, 124 −0, 057 −0, 069 −0, 088 −0, 059

15 β̂2 0, 024 0, 251 0, 221 0, 066 0, 269 0, 296 0, 348 0, 331 0, 314

β̂3 −0, 019 −0, 347 −0, 123 −0, 592 −0, 256 −0, 143 −0, 175 −0, 226 −0, 152

β̂4 0, 011 −0, 300 −0, 094 −0, 498 −0, 238 −0, 134 −0, 159 −0, 200 −0, 144

β̂0 −0, 029 −0, 058 −0, 043 −0, 020 −0, 057 −0, 044 −0, 051 −0, 058 −0, 045

β̂1 −0, 024 0, 199 0, 090 0, 040 0, 176 0, 089 0, 140 0, 199 0, 105

20 β̂2 0, 038 −0, 163 −0, 049 −0, 428 −0, 116 −0, 077 −0, 096 −0, 095 −0, 086

β̂3 −0, 011 0, 112 −0, 095 −0, 121 0, 141 0, 108 0, 161 0, 165 0, 116

β̂4 −0, 007 −0, 434 −0, 134 −0, 710 −0, 350 −0, 114 −0, 203 −0, 311 −0, 128

β̂0 −0, 022 −0, 022 −0, 020 −0, 008 −0, 021 −0, 021 −0, 020 −0, 019 −0, 021

β̂1 −0, 027 0, 225 0, 089 0, 035 0, 208 0, 031 0, 087 0, 209 0, 040

30 β̂2 −0, 050 −0, 194 −0, 087 −0, 488 −0, 156 −0, 074 −0, 101 −0, 122 −0, 077

β̂3 0, 006 −0, 246 −0, 048 −0, 545 −0, 178 −0, 012 −0, 037 −0, 130 −0, 016

β̂4 0, 067 −0, 077 0, 046 −0, 375 −0, 017 0, 056 0, 056 0, 019 0, 055

β̂0 −0, 012 −0, 018 −0, 008 −0, 005 −0, 014 −0, 010 −0, 009 −0, 008 −0, 010

β̂1 −0, 007 0, 222 0, 119 −0, 027 0, 225 0, 038 0, 093 0, 226 0, 045

50 β̂2 0, 011 −0, 230 −0, 063 −0, 560 −0, 175 −0, 027 −0, 067 −0, 128 −0, 031

β̂3 0, 014 0, 081 0, 062 −0, 189 0, 102 0, 030 0, 052 0, 115 0, 032

β̂4 −0, 022 −0, 386 −0, 114 −0, 710 −0, 307 −0, 041 −0, 071 −0, 233 −0, 046

β̂0 −0, 009 −0, 019 −0, 012 −0, 004 −0, 017 −0, 010 −0, 011 −0, 016 −0, 010

β̂1 0, 015 0, 215 0, 126 −0, 054 0, 221 0, 043 0, 086 0, 218 0, 046

80 β̂2 −0, 007 −0, 287 −0, 111 −0, 630 −0, 235 −0, 041 −0, 093 −0, 184 −0, 043

β̂3 −0, 001 −0, 252 −0, 046 0, 584 −0, 182 −0, 007 −0, 016 −0, 112 −0, 008

β̂4 −0, 013 −0, 018 0, 033 −0, 323 0, 021 0, 002 0, 027 0, 054 0, 003

❋♦♥t❡✿ ❉❡ ❛✉t♦r✐❛ ♣ró♣r✐❛✳

✼✷



❘❡❢❡rê♥❝✐❛s ❇✐❜❧✐♦❣rá✜❝❛s

❆❤♠❡❞✱ ❙✳ ❊✳✱ ❇✉❞s❛❜❛✱ ❑✳✱ ▲✐s❛✇❛❞✐✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ❱♦❧♦❞✐♥✱ ❆✳ ✭✷✵✵✽✮✳ P❛r❛♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛✲

t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❜✐r♥❜❛✉♠✲s❛✉♥❞❡rs ❧✐❢❡t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✳

❚❤❛✐❧❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝✐❛♥✱ ✻✭✷✮✿✷✶✸✕✷✹✵✳

❆❧❣❛♠❛❧✱ ❩✳ ❨✳ ✭✷✵✶✾✮✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ r✐❞❣❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐♥ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛✉ss✐❛♥ r❡❣r❡ss✐♦♥

♠♦❞❡❧✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❙t❛t✐st✐❝s ✲ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s✱ ✹✽✭✶✺✮✿✸✽✸✻✕✸✽✹✾✳

❆❧❦❤❛♠✐s✐✱ ▼✳✱ ❑❤❛❧❛❢✱ ●✳✱ ❛♥❞ ❙❤✉❦✉r✱ ●✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❙♦♠❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❝❤♦♦s✐♥❣

r✐❞❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❙t❛t✐st✐❝s✲❚❤❡♦r② ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s✱ ✸✺✭✶✶✮✿✷✵✵✺✕

✷✵✷✵✳

❆❧❦❤❛♠✐s✐✱ ▼✳ ❛♥❞ ❙❤✉❦✉r✱ ●✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❉❡✈❡❧♦♣✐♥❣ r✐❞❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r s✉r ♠♦❞❡❧✳

❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❙t❛t✐st✐❝s✖❚❤❡♦r② ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s✱ ✸✼✭✹✮✿✺✹✹✕✺✻✹✳

❆♠✐♥✱ ▼✳✱ ◗❛s✐♠✱ ▼✳✱ ❆♠❛♥✉❧❧❛❤✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❆❢③❛❧✱ ❙✳ ✭✷✵✷✵✮✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s♦♠❡ r✐❞❣❡

❡st✐♠❛t♦rs ❢♦r t❤❡ ❣❛♠♠❛ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♣❛♣❡rs✱ ✻✶✭✸✮✿✾✾✼✕✶✵✷✻✳

❇❛♥❡r❥❡❡✱ ❙✳ ❛♥❞ ❘♦②✱ ❆✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ▲✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ ❛♥❞ ♠❛tr✐① ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r st❛t✐st✐❝s✳

◆✉♠❜❡r ✶✸✶✸✳ ❈r❝ Pr❡ss✳

❇✐r♥❜❛✉♠✱ ❩✳ ❲✳ ❛♥❞ ❙❛✉♥❞❡rs✱ ❙✳ ❈✳ ✭✶✾✻✾✮✳ ❆ ♥❡✇ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❧✐❢❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧

♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ♣❛❣❡ ✸✶✾✕✸✷✼✳

❈❛s❛❣r❛♥❞❡✱ ▼✳ ❍✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❈♦♠♣❛r❛çã♦ ❞❡ ♠ét♦❞♦s ❞❡ ❡st✐♠❛çã♦ ♣❛r❛ ♣r♦❜❧❡♠❛s ❝♦♠

❝♦❧✐♥❡❛r✐❞❛❞❡ ❡✴♦✉ ❛❧t❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐❞❛❞❡ ✭♣ ❃ ♥✮✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞❡ ❋❡❞❡r❛❧

❞❡ ❙ã♦ ❈❛r❧♦s✳

❈❡ss✐❡✱ ❙✳ ❧✳ ❛♥❞ ✈❛♥ ❍♦✉✇❡❧✐♥❣❡♥✱ ❏✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ❘✐❞❣❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✿ ❇✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r

♥♦♥♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✹✶✿✶✾✶✕✷✵✶✳
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❈❤❛tt❡r❥❡❡✱ ❙✳ ❛♥❞ ❍❛❞✐✱ ❆✳ ❙✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ✈♦❧✉♠❡

✸✷✼✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s✳

❉♦r✉❣❛❞❡✱ ❆✳ ❱✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ◆❡✇ r✐❞❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r r✐❞❣❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡

❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❆r❛❜ ❯♥✐✈❡rs✐t✐❡s ❢♦r ❇❛s✐❝ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✶✺✿✾✹✕✾✾✳

❋❡rr❛r✐✱ ❙✳ ▲✳ ❛♥❞ ❈r✐❜❛r✐✲◆❡t♦✱ ❋✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❇❡t❛ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ r❛t❡s ❛♥❞

♣r♦♣♦rt✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✸✶✭✼✮✿✼✾✾✕✽✶✺✳

❋✐r✐♥❣✉❡tt✐✱ ▲✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ r✐❞❣❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ ✐ts ✜♥✐t❡ s❛♠♣❧❡

♣r♦♣❡rt✐❡s✿ ❆ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ r✐❞❣❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❡st✐♠❛t♦r✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❙t❛t✐st✐❝s✲

❚❤❡♦r② ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s✱ ✷✽✭✺✮✿✶✷✶✼✕✶✷✷✾✳

●❛❧❡❛✱ ▼✳✱ ▲❡✐✈❛✲❙á♥❝❤❡③✱ ❱✳✱ ❛♥❞ P❛✉❧❛✱ ●✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝s ✐♥ ❧♦❣✲

❜✐r♥❜❛✉♠✲s❛✉♥❞❡rs r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✸✶✭✾✮✿✶✵✹✾✕

✶✵✻✹✳

❍♦❡r❧✱ ❆✳ ❊✳ ✭✶✾✻✷✮✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ r✐❞❣❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❈❤❡♠✳ ❊♥❣✳

Pr♦❣r❡ss✱ ✺✽✭✸✮✿✺✹✕✺✾✳

❍♦❡r❧✱ ❆✳ ❊✳✱ ❑❛♥♥❛r❞✱ ❘✳ ❲✳✱ ❛♥❞ ❇❛❧❞✇✐♥✱ ❑✳ ❋✳ ✭✶✾✼✺✮✳ ❘✐❞❣❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✿ s♦♠❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❙t❛t✐st✐❝s✲❚❤❡♦r② ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s✱ ✹✭✷✮✿✶✵✺✕✶✷✸✳

❍♦❡r❧✱ ❆✳ ❊✳ ❛♥❞ ❑❡♥♥❛r❞✱ ❘✳ ❲✳ ✭✶✾✼✵✮✳ ❘✐❞❣❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✿ ❇✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r

♥♦♥♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❡❝❤♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✶✷✭✶✮✿✺✺✕✻✼✳

❑❤❛❧❛❢✱ ●✳ ❛♥❞ ❙❤✉❦✉r✱ ●✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❈❤♦♦s✐♥❣ r✐❞❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❑✐❜r✐❛✱ ❇✳✱ ▼❛♥ss♦♥✱ ❑✳✱ ❛♥❞ ❙❤✉❦✉r✱ P✳ ✭✷✵✶✷✮✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s♦♠❡ ❧♦❣✐st✐❝ r✐❞❣❡

r❡❣r❡ss✐♦♥ ❡st✐♠❛t♦rs✳ ❈♦♠♣✉t ❊❝♦♥✱ ✹✵✿✹✵✶✕✹✶✹✳

❑✐❜r✐❛✱ ❇✳ ●✳ ✭✷✵✵✸✮✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s♦♠❡ ♥❡✇ r✐❞❣❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❡st✐♠❛t♦rs✳ ❈♦♠♠✉✲

♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❙t❛t✐st✐❝s✲❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✸✷✭✷✮✿✹✶✾✕✹✸✺✳

❑✐❜r✐❛✱ ❇✳ ●✳✱ ▼å♥ss♦♥✱ ❑✳✱ ❛♥❞ ❙❤✉❦✉r✱ ●✳ ✭✷✵✶✸❛✮✳ ❙♦♠❡ r✐❞❣❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❡st✐♠❛t♦rs

❢♦r t❤❡ ③❡r♦✲✐♥✢❛t❡❞ ♣♦✐ss♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✹✵✭✹✮✿✼✷✶✕✼✸✺✳

❑✐❜r✐❛✱ ❇✳ ▼✳ ●✳✱ ▼å♥ss♦♥✱ ❑✳✱ ❛♥❞ ❙❤✉❦✉r✱ ●✳ ✭✷✵✶✸❜✮✳ ❙♦♠❡ r✐❞❣❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❡st✐♠❛✲

t♦rs ❢♦r t❤❡ ③❡r♦✲✐♥✢❛t❡❞ ♣♦✐ss♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✹✵✭✹✮✿✼✷✶✕✼✸✺✳
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❑✉rt♦➜❧✉✱ ❋✳ ❛♥❞ Ö③❦❛❧❡✱ ▼✳ ❘✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ▲✐✉ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s✿

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ P❛♣❡rs✱ ✺✼✭✹✮✿✾✶✶✕

✾✷✽✳

▲❡❡✱ ❆✳ ❍✳ ❛♥❞ ❙✐❧✈❛♣✉❧❧❡✱ ▼✳ ❏✳ ✭✶✾✽✽✮✳ ❘✐❞❣❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❧♦❣✐st✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❈♦♠✲

♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❙t❛t✐st✐❝s ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✶✼✭✹✮✿✶✷✸✶✕✶✷✺✼✳

▲❡✐✈❛✱ ❱✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❚❤❡ ❇✐r♥❜❛✉♠✲❙❛✉♥❞❡rs ❉✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✳

▲❡✐✈❛✱ ❱✳✱ ❙❛♥❤✉❡③❛✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❆♥❣✉❧♦✱ ❏✳ ▼✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❆ ❧❡♥❣t❤✲❜✐❛s❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❜✐r♥❜❛✉♠✲s❛✉♥❞❡rs ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❛t❡r q✉❛❧✐t②✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❊♥✈✐✲
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