S, ©
7 C
4 opnes LUX W

Universidade Federal de Campina Grande
Centro de Ciéncias e Tecnologia
Programa de Pés-Graduacao em Matematica
Curso de Mestrado em Matematica

Raquel Silva Maximiano

Desempenho de Alguns Estimadores
Ridge no Modelo de Regressao
Birnbaum-Saunders

Campina Grande - PB
14 de dezembro de 2020



Universidade Federal de Campina Grande
Centro de Ciéncias e Tecnologia
Programa de Pés-Graduacao em Matematica
Curso de Mestrado em Matematica

Desempenho de Alguns Estimadores
Ridge no Modelo de Regressao
Birnbaum-Saunders

por

Raquel Silva Maximiano

sob orientacao da

Prof2. Dr2. Michelli Karinne Barros da Silva

Dissertacao apresentada ao Corpo Docente do Programa
de Pos-Graduagao em Matemética - CCT - UFCG, como
requisito parcial para obtencao do titulo de mestre em

Matemaética.

tEste trabalho contou com apoio financeiro da CAPES.



M464d Maximiano, Raquel Silva.
Desempenho de alguns estimadores Ridge no modelo de regressdao
Birnbaum-Saunders / Raquel Silva Maximiano. - Campina Grande, 2020.
85 f. : il. Color.

Dissertagdo (Mestrado em Matemadtica) - Universidade Federal de
Campina Grande, Centro de Ciéncias e Tecnologia, 2020.

"Orienta¢do: Profa. Dra. Michelli Karinne Barros da Silva".

Referéncias.

1. Estimador Ridge. 2. Modelo de Regressao Birnbaum-Saunders. 3.
Multicolinearidade. I. Silva, Michelli Karinne Barros da. II. Titulo.

CDU 519.2 (043)

FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA BIBLIOTECARIA ITAPUANA SOARES DIAS CRB-15/93




Desempenho de Alguns Estimadores
Ridge no Modelo de Regressao
Birnbaum-Saunders

por

Raquel Silva Maximiano

Dissertacao apresentada ao Corpo Docente do Programa de Pos-Graduacao em
Matematica - CCT - UFCG, como requisito parcial para obtencao do titulo de mestre

em Matematica.
Area de Concentracio: Probabilidade e Estatistica

Aprovada por:

Y

y ; J B ~n
Gectiore. Edo & o Jo Sliva
Prof2. Dr2, Tatiane Ferreira do Nascimento Melo da Silva - UFG
Mexsandre Bezerra. Lavaloand

Prof. Dr. Alexsandro Bezerra Cavaleanti - UFCG

A i L N

Prof2. Dr2. Michelli Karinne Barros da Silva - UFCG

Orientadora

Universidade Federal de Campina Grande
Centro de Ciéncias e Tecnologia
Programa de Pé6s-Graduacao em Matematica

Curso de Mestrado em Matematica

14 de dezembro de 2020

i



Resumo

O modelo de regressao Birnbaum-Saunders tem sido aplicado em diferentes areas
do conhecimento, como exemplo, na andlise de dados de sobrevivéncia e confiabili-
dade. No entanto, a presenca de multicolinearidade no modelo afeta negativamente a
variancia do estimador de méxima verossimilhanca. Na literatura encontramos vérios
métodos para minimizar tais efeitos, um desses é o estimador ridge que vém sendo bas-
tante estudado e se mostrado eficiente na presenca de multicolinearidade. Neste traba-
lho, propomos estimadores ridge para os parametros regressores do modelo Birnbaum-
Saunders. Avaliamos o estimador proposto em termos do erro quadratico médio e
mostramos que o mesmo possui erro quadratico médio menor que o do estimador de
méxima verossimilhanca. Também apresentamos algumas propostas de estimacgao para
o parametro de encolhimento. Avaliamos os estimadores propostos através de simula-

cao de Monte Carlo.

Palavras-chave: estimador ridge; modelo de regressao Birnbaum-Saunders; multi-

colinearidade.
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Abstract

The Birnbaum-Saunders regression model has been applied in different areas of
knowledge, for example, in the analysis of competence and reliability data. However,
the presence of multicollinearity in the model negatively affects a variance of the ma-
ximum likelihood estimator. In the literature, we find several methods to minimize
such effects, one of which is the ridge estimator it provides, which has been extensively
studied and is efficient in the presence of multicollinearity. In this work, we propose
ridge estimators for the regressive parameters of the Birnbaum-Saunders model. We
evaluated the proposed estimator in terms of the mean square error and showed that
it has a lower mean square error than the maximum likelihood estimator. We also
present some evaluation proposals for the shrinkage parameter. We evaluated the pro-

posed estimators through Monte Carlo simulation.

Keywords: ridge estimator; Birnbaum-Saunders regression model; multicolline-

arity.
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Introducao

Na regressao linear miltipla, encontramos situagoes em que as varidveis explicati-
vas sao correlacionadas, o que produz mau condicionamento da matriz de covariancias,
indicando problemas de multicolinearidade. Esse problema é muito comum na pesquisa
aplicada e tem efeitos de alta variacao sobre os coeficientes de regressao, tornando dificil
a interpretacao das estimativas dos parametros, pois apresentam resultados duvidosos.
Na literatura, encontramos algumas alternativas para diminuir esses efeitos, um deles
é o método de regressao ridge, que foi desenvolvido pela primeira vez por Hoerl and
Kennard (1970) com o objetivo de melhorar a eficiéncia das estimativas do modelo
de regressao linear, baseado no estimador ridge (ER), que apresenta o erro quadratico
médio menor, comparado ao estimador de minimos quadrados.

Nos ultimos anos, muitos trabalhos vém sendo desenvolvidos na obtencao de
estimadores ridge para diversos modelos de regressao. Segerstedt (1992) estendeu a
regressao ridge para os modelos lineares generalizados. A partir dessa extensao, varios
trabalhos com distribuicoes pertencentes a familia exponencial foram propostos, pode-
mos citar Schaefer et al. (1984), Lee and Silvapulle (1988), Cessie and van Houwelingen
(1992), Lesaffre and Marx (1993), Mansson and Shukur (2011), Kibria et al. (2012),
Kibria et al. (2013b), Algamal (2019) e Amin et al. (2020). Recentemente, os trabalhos
de Kibria et al. (2013a) e Yiizbagi and Asar (2018) mostraram o bom desempenho do
estimador ridge em modelos inflacionados de zeros.

A distribui¢do Birnbaum-Saunders (BS), conhecida por modelar o tempo de vida
de materiais e equipamentos submetidos a cargas ciclicas, foi desenvolvida por Birn-
baum and Saunders (1969). Essa distribui¢do vem sendo amplamente usada em di-
ferentes areas do conhecimento, como por exemplo, nas areas ambiental e florestal,
na andlise de sobrevivéncia, ciéncias médicas, finangas, entre outros (veja Leiva et al.

(2009), Vilca et al. (2010) Paula et al. (2012) e Saulo et al. (2019)).



Na literatura, encontramos varias modelagens baseadas no modelo BS. Rieck
and Nedelman (1991) propuseram um modelo log-linear para a distribuigao BS. Galea
et al. (2004) realizaram diagnostico de influéncia no modelo log-BS. Leiva et al. (2014)
propuseram um modelo de regressao BS reparametrizada, em que uma funcao de ligagao
relaciona a média e o preditor linear. No entanto, na presenca de multicolinearidade
pode produz efeitos negativos nas estimativas dos modelos de regressao BS. Neste
trabalho, propomos estimadores ridge para os coeficientes da regressao do modelo BS
reparametrizado e comparamos o desempenho dos estimadores ridge com o de maxima
verossimilhanca.

O restante da dissertacao esta dividida em quatro capitulos. No Capitulo 1, apre-
sentamos uma revisao do contexto historico da distribuicao BS e abordamos algumas
propriedades, bem como uma do modelo de regressao BS reparametrizados, proposto
por Santos-Neto (2010). Apresentamos o processo de estimagao pelo método da mé-
xima verossimilhanca dos parametros do modelo, bem como o erro quadratico médio
(EQM) dos estimadores dos coeficientes da regressido. No Capitulo 2, apresentamos o
conceito da multicolinearidade e o contexto historico da regressao ridge. Em seguida,
obtemos a expressao do estimador ridge, encontramos o EQM e mostramos que ele é
menor que o do estimador de maxima verossimilhanca. Além disso, propomos alguns
estimadores para o parametro de encolhimento. No Capitulo 3, realizamos uma ava-
liagao numérica através de estudos de simulagao de Monte Carlo e apresentamos uma
aplicacao a um conjunto de dados real. No Capitulo 4, apresentamos as conclusoes do

trabalho.

Suporte computacional

O estudo de simulagdo, os graficos e a aplicagdo desenvolvidas neste trabalho
foram feitas usando o software R, disponivel gratuitamente no enderego http://www.
r-project.org. A linguagem R é utilizada em diversas areas do conhecimento, pois
facilita a manipulagao dos célculos, a construcao de graficos e a analise estatistica. A

dissertacao foi escrita usando o LATEX.



Capitulo 1

Distribuicao Birnbaum-Saunders

Neste capitulo, faremos um breve resumo sobre a distribuicao BS, na sua versao
classica e reparametrizada. Assim como, apresentamos o modelo de regressao BS e o

processo de estimacgao dos parametros via método de maxima verossmilhanca.

1.1 Origem

Grande parte dos componentes mecanicos sao submetidas a cargas ciclicas, que
apo6s um determinado tempo de trabalho, reduz a resisténcia do material, ocasionando
modificacoes estruturais que podem culminar em trincas ou ruptura total do compo-
nente. Tal fenémeno é conhecido como fadiga. Para garantir um melhor controle da
falha por fadiga, torna-se indispenséavel o estudo de modelos estatisticos que descrevem
a variacao aleatoria dos tempos de falha relacionados aos materiais e equipamentos ex-
postos a cargas dinamicas. As familias de distribuicdes mais utilizadas para esse tipo
de modelagem sao os modelos gama, gama inversa, lognormal e Weibull. No entanto,
na existéncia de dados atipicos como, por exemplo, tempos de fadiga muito altos ou
muito baixos, essas distribuicoes nao apresentam um bom ajuste. Por esse motivo,
Birnbaum and Saunders (1969) desenvolveram uma nova familia de distribui¢ao no-
meada Birnbaum-Saunders, a qual apresentou um melhor ajuste nos percentis mais
baixos ou mais altos.

Para a construcao da nova familia de distribuicoes, os autores consideraram uma
amostra de material que foi submetida a cargas ciclicas de tensao e forca. Em outras
palavras, uma sequéncia de m cargas [y, ls, . . ., 1, que serdao aplicadas em um ciclo, essa

mesma sequéncia foi repetida em cada ciclo de cargas. Assim, para algum m > 1 e



Vi=1,...,m,
ljeri = lkm+i7 vj # k.

Como consequéncia dessas cargas, resulta-se o degaste do material, causando
uma fissura. Devido ao crescimento e evolucao da fissura dominante, ocorre a falha
por fadiga, isto é, quando o comprimento da fissura ultrapassa um certo nivel de
resisténcia, que serd um valor critico, denotado por w. Assim, Birnbaum and Saunders

(1969) assumiram algumas suposigoes:

e X, ¢ a extensao incremental da fissura apo6s a aplicacao da i-ésima oscilacao de
carga, ou seja, ¢ uma variavel aleatéria com uma distribuicao que s6 depende da

fissura atual, gerada pela tensao neste ciclo.

e A extensao da fissura durante o (j + 1)-ésimo ciclo é Y, = Z;”J;”il X;, em
que X1 ¢ a extensao da fissura apos a carga aplicada na i-ésima oscila¢ao do

(4 + 1)-ésimo ciclo.

e A extensao total durante Y;, devido ao j-ésimo ciclo, é uma varidvel aleatoria
independente e identicamente distribuida com média p e varidncia o2, Vj =

1,2,

Portanto, a variavel aleatoria que corresponde a extensao total da fissura durante

todos os n-ciclos de cargas é
Wo=2_Y,
j=1
cuja fungao de distribuigdo acumulada (fda) é dada por

H,(w)=PW, <w),paran=1,2....

Considere C' o nimero de ciclos de cargas até a ocorréncia da falha, ou seja, quando a
extensao total da fissura excede o valor critico w. Desse modo, a funcao de distribuicao

acumulada da variavel aleatoria C' é dada por

n n

P(C<n)=P(W,>w)=P> Y;>w)=1-P) Y;<w)=1-H,(w).



Note que,

As varidveis Y;’s sao independentes e identicamente distribuidas, entao pelo Te-

orema Central do Limite, a fungdo de distribuicao de C' é aproximadamente

PC<n) = 1-® (”J?/%“)

em que ®(-) representa a fda da normal padrao.

Birnbaum and Saunders (1969) observaram que, ao substituir n por uma variavel
real nao negativa t > 0, a variavel T' passa a ter uma extensao continua da variavel
aleatoéria discreta C. Assim, T é o tempo total até a ocorréncia da falha e definindo

o w
i ;’

temos que a fda da variavel T fica dada por

o=

Fr(t) = P(T <t
3

T

comt >0, a>0ef >0. Portanto, a variavel aleatéria nao negativa T' segue uma

distribuicao BS, com parametros de forma e escala a e (3, respectivamente, e denotamos
por T' ~ BS(a, B).
A funcao densidade de probabilidade (fdp) de T é obtida derivando (1.1) com

relacao a t e é dada por

fr(t)

em que t,a, 5 > 0.

1 (t 6 2>]t3/2(t+5) (1.2)

1
e (52 s

Como podemos observar na Figura 1.1 o parametro « controla a forma da dis-

tribuicao, a distribuicao torna-se assimétrica a medida que « cresce, e simétrica, em

5



torno de 3, quando « decresce. O parametro [ controla a escala da distribuicao, como

podemos ver na Figura 1.2.

Figura 1.1: Grafico da funcao densidade da distribuicao Birnbaum-Saunders para os
valores de o = 0,2;0,5;1,0;1,5;1,8 e g = 1.
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Figura 1.2: Grafico da funcao densidade da distribuicao Birnbaum-Saunders para os
valoresde a=1e 5 =0,2;0,5;1,0;1,5;1,8.
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1.2 Propriedades
1. Se T' ~ BS(a, 3) entdo Z = é(ﬁ— \/g) ~ N(0,1). Consequentemente,
T=28 [%4— (%)24— 1}2, em que Z ~ N(0,1);
2. Se T ~ BS(a, f) e ¢ > 0, entao ¢TI ~ BS(a, cf);
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3. Se T ~ BS(«, ), entao T-! ~ BS(a, 71);
4. Se T ~ BS(«, ), entdo Med(T) = 3, em que Med denota a mediana de T

5. Se T' ~ BS(a, f), entdo a média e a variancia de T sdo, respectivamente,
2

E[T] =8 {1 + %} e Var(T) = a4 {1 + Zaﬂ .

Para maiores detalhes sobre as propriedades da distribuicao Birnbaum-Saunders,

ver Leiva (2015).

1.3 Distribuicao Birnbaum-Saunders reparametrizada

De acordo com Santos-Neto (2010) a reparametrizacao de distribuiges pode ser
uma ferramenta muito importante, pois facilita o desenvolvimento analitico, compu-
tacional e inferencial de algumas distribui¢oes. Para algumas situagoes, como em re-
gressao, quando a distribuicao da variavel resposta nao apresenta a média como um de
seus parametros é possivel através de uma reparametrizacao ajustar a média da varié-
vel resposta. Na literatura, encontramos diferentes reparametrizacoes que apresentam
bons resultados, como por exemplo, a distribui¢do beta (ver Ferrari and Cribari-Neto
(2004)), a distribuicao inversa gaussiana (ver Tweedie et al. (1957)) e a distribuigao
BS (ver Ahmed et al. (2008) e Santos-Neto (2010)).

Uma nova parametrizacao da distribuicao BS proposta por Santos-Neto et al.
(2012) ¢é indexada pelos parametros p e 0, em que u > 0 é o parametro de escala e a
média da distribuicao, enquanto § > 0 é o parametro de forma e precisao. Com base

nesta parametrizacao, a fdp de T fica dada por
2 1 1
exp(ér/ VO + ‘o S exp O ft0+1) N S (1.3)
4832 /7 S t(6+1)

4
Neste caso, usamos a notacao T' ~ BSR(u,d). A média e a variancia de T sao dadas,

f(t;p,0)

respectivamente, por

5+1)2

em que ¢ = %.
Na Figura 1.3, identificamos que o parametro ¢ controla a forma da distribuicao,
a medida que 0 cresce a fdp da BS parametrizada torna-se simétrica. O parametro p

controla a escala da distribuicao, como podemos ver na Figura 1.4.
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Figura 1.3: Grafico da fungao densidade da distribuigao Birnbaum-Saunders repara-

metrizada para os valores de § = 1;2;15;20;50 e u = 1.
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Figura 1.4: Grafico da fungao densidade da distribuicao Birnbaum-Saunders repara-

metrizada para os valores de 0 =7 e 4 =0,8;1;1,8;2; 3.
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Aqui ¢ é interpretado como parametro de precisao, pois para u fixado, quando
d — oo, Var(T) — 0. Para maiores detalhes dessa reparametrizacao ver Santos-Neto

(2010) e Santos-Neto et al. (2012).

1.4 Modelo de regressao Birnbaum-Saunders

Sejam Y7, ..., Y, variaveis aleatorias independentes, com Y; ~ BSR(u;,d), para

i=1,...,n, cuja fdp ¢ dada em (1.3). O modelo de regressao BS baseado em (1.3) ¢é



definido de forma similar aos modelos lineares generalizados considerando a componente

sistematica

g(p)) =mii=1,...,n, (1.4)

em que 1; = x; 3 ¢ o preditor linear, g(-) é a funcio de ligagao, B8 = (Bo, B1,---,5) ",
(p+1) < n, é o vetor de parametros desconhecidos a serem estimados e ; = (1, z;1, ..., Z4p) |
representa os valores das variaveis explicativas. Assume-se ¢ : R — RT uma funcao
monoétona e diferencidavel pelo menos duas vezes.

Esse modelo ¢ mais flexivel do que o modelo de regressao proposto por Rieck and
Nedelman (1991), pois d&4 maior flexibilidade para a relagao funcional entre a média
da variavel resposta e o preditor linear.

Considerando a particdo @ = (37,5)7, o logaritmo da funcio de verossimilhanca

do modelo (1.4) é dado por

n n

1(0) = log [ [ flyisp,d) = Ui, 0)

i=1 i=1

em que

5 1 1 3 1
l(p,0) = §—§k%ﬂ%ﬁ—§bg®+1%—§bﬁw%—§bﬂm)

As funcoes escores de 3 e § sao dadas, respectivamente, por:

Ug(@)(p+1)><1 = XTD(CL)Z

e
Us(8)1x1 = tr [D(b)]
em que D(a) = diag{as,...,a,}, com a; = m, z=(21,...,2,)", sendo z; = —2;‘ +
5 5 (54+1) 52 T _ 1 1 it Hi
Oyit+yi+op; +4 ap? Ay (5+1) ¢ D(b) o dlag{bl’ e ’bn}’ com b; = 2 2(0+1) + 5yiiyii5#i

i 6(6+2)pi
dpg A(6+1)%y;

Segue que a matriz de informacao de Fisher para 0 possui a forma

Kﬁ/g Kﬁg XTWQBX XTD(G)S
K55 K55 STD(CL)X tr[D(u)]



em que Wgg = diag {vy, - ,v,}, D(u) = diag{uy, - ,u,} e s = (s1,-+-,8,)", onde

) I(é), u; = (52+35+1) + ( lt? I((S) e s; = 1 S

_ 82
Vi S g T G e G 20+1262 (57 Bm(0FT) T G+
00 _1( (64D 5 -1 -1
sendo Z(0) = |, ie% de 155+ oty )9 (Y + ﬁ%) ( %%) y3/2dy.

Para obter a inversa da matriz de informacgao de Fisher, podemos utilizar a ope-
racio de bloco elementar (ver Banerjee and Roy (2014)). Sendo assim, Ky * fica dada

por

>
=

em que D = XTWgsX, com dimensao (p+ 1) x (p+ 1), B = D'X"D(a)s, com
dimensdo (p+1) x 1 e h =tr [D(u)] — s" D(a)X B é um escalar.
Consideremos as matrizes aumentadas, WeX , com respectivas dimensoes, (n +

1) x(n+1)e(n+1) x (p+2), definidas por

77— [Wes Was Wgs  D(a)s
Wis Wis s"D(a) tr(D()]]’
e
~ X 0
X pu—
0 1
em que Wy = D(v), Wgs = [Wis]' = D(a)s e Wss = tr[D(u)], todas de dimensao

n xn.
Consequentemente, podemos reescrever a matriz de informacao de Fisher, na

forma

Koo = X WX,

e sua inversa, como

Koo ' = (XTWX)™ L.
Para maiores detalhes dos calculos dessa se¢ao ver Apéndice A e Santos-Neto (2010).

1.4.1 Estimacao dos parametros

Os estimadores de méxima verossimilhanca dos coeficientes de regressao e do
parametro de forma sdo solugdes das equagoes Ug, (6) =0 (j =0,...,p) e Us(@) = 0.

Porém, neste caso, essas equacoes nao apresentam solucoes analiticas, sendo necesséaria
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a utilizacao de método iterativo para a obten¢ao das raizes. Sendo assim, utilizamos o
método escore de Fisher. O algoritmo para a estimacio de 8 = (37,5)7 baseado em

m passos é obtido por

9D — 9™ 4 (K1Y M, o
o " XTD(a (m)z(m)
= 0" (XTWwimx)! (a)
tr [D(b)]
. XT 0\ [ D(a)™zm 0

o g (XTR)

e~ XT o0 D(a)™ 0 z(m)
— gm + (XTw(m)X)—l ( )
0 1 0 tr [D(b)] 1
i o~ [D@™ 0 2(m)
0 tr [D(b)] 1
(m) (m)
= 0" 4 (XTWMX)TLX T [y ) D(a) 0 =
0 tr [D(b)] 1
m =0,1,---. Se trabalharmos um pouco ao lado direito da expressao acima, chegamos
na forma
gim+y  _ ()N(T’V[/‘“(m)f()—1)~(T’VV‘“(m)z*(m)7 (1.5)
em que
(m) (m)
Hr(m) )?O(m) + [W(m)]fl D(a) 0 z
0 tr [D(b)] 1

m+1) apresenta uma forma do processo intera-

Observando (1.5), notamos que 6
tivo de minimos quadrados reponderado, a quantidade z*'™ desempenha o papel de
variavel resposta modificada e que X da matriz modelo.

A seguir, expandiremos 81 para obtermos as expressoes de B e i+,

Para tal procedimento, construimos uma sequéncia de etapas definidas da seguinte

forma
12 Etapa: Calcular (X W X)~1 XTIy m),
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Note que,

(XTW(m)X)—IXTW(m) _ [KO(Z’L)]—I)’ZTW(WL)
(XWX X 0
0 1

22 Etapa: Para calcularmos z*(™), precisamos encontrar a inversa da matriz W,
Seguindo o procedimento proposto por Banerjee and Roy (2014), a inversa encontrada

possui a seguinte estrutura

. (WMt 4 AZIATIT A

(m)1—1 f f
[W ] _[A(m)]T 1 )
f f
em que [Wi']0 = [D()™]71, A = [WiP]17'D(a)™s™ e f = tr[D(u)] —

[s(™]TD(a)™ [W( 171D (a)™ ™) com respectivas dimensdes, n x n, n x 1 e f um
escalar.

32 Etapa: Substituimos as matrizes [W(™]~! e X, em 2™, Apos algumas manipu-

lacoes algébricas, encontramos a seguinte igualdade

z*(m) _ Zr(m)
(m) _ [AU]TD@) ™2™ | tr[D®)] |’
g i T
em que z1 = XBMm + [[ng )] 'D(a ) [ f] (a) 2(m) _ tf[ QY

42 Etapa: As expressoes encontradas na 1? Etapa e na 32 Etapa foram substituidas
em "t Assim, ao final do procedimento, concluimos que

(XTWB(ZL)X)—leWB(gL)zT(m)

(m) _ [AM)TD@ ™" (D)
0 f =7

gim+1) —

Portanto,

(m+1) _ /3T 1y Ty (m) x(m)
6] = (X Wﬁﬂ X) X W/B

[At]TD(a)™ 2™ L rD)]
f £

No ultimo passo o estimador do vetor de parametros regressores fica definido

S+ — 50m) _

como
By = (X T Was X)X T Wys21. (1.6)
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1.4.2 Distribuicao assintética

A inferéncia assintotica para o vetor de parametros @ = (37, 6) " pode ser baseada

na normalidade assintotica do estimador de maxima verossimilhanca §7 dada por
0~ N,z (0, Koo ") .

E consequentemente

Buv ~ Nty (B, K77)
~ 1
O~ N[0, —
( ’h) Y
_ T
em que K79 = D71 + B2

1.4.3 Erro quadratico médio do estimador ,@Mv

O EQM de 3,,, ¢ dado por:

EQM(BMV) =F (BMV - B)T(BMV -B) = E

= B> (3= )
= > B[ -8

Assintoticamente temos

EQM(Byy) = ZE[(BJ - E[@-])Q}

pois 0 EMV ¢ assintoticamente nao-viesado.
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Como o trago de uma matriz é a soma dos elementos da diagonal principal temos
que

EQM(B\M‘/) =1r [COV(B\]W‘/)] =1ir [KB’B] .

14



Capitulo 2

Estimador ridge para o modelo de

regressao BS

Neste capitulo, apresentamos o conceito de multicolinearidade, o contexto histo-
rico do estimador ridge e propomos um estimador ridge para os coeficientes de regressao
do modelo BSR. Obtivemos o EQM e provamos alguns resultados. Por fim, propomos

alguns estimadores para o parametro de encolhimento.

2.1 Multicolinearidade

Em modelos de regressao estudamos como o comportamento de uma varidvel,
chamada variavel resposta, pode ser explicado através de uma estrutura com covariaveis
(variaveis explicativas) e parametros desconhecidos.

E comum em modelos de regressio que as variaveis explicativas sejam correlaci-
onadas umas com as outras. No entanto, quando as correlacoes sao altas, levam ao
problema que chamamos de multicolinearidade. Esse problema é muito comum na pes-
quisa aplicada e tem efeitos indesejaveis no estimador de minimos quadrados (EMQ)
ou de méxima verossimilhanca (EMV), pois obtemos estimativas instaveis dos para-
metros de regressao o que acarreta em dificuldades na interpretacao das mesmas, além
de erros-padrao grandes (ver Yahya Algamal (2019) e Amin et al. (2020)).

Segundo Montgomery et al. (2012) a multicolinearidade pode ser causada por
quatros fatores: o método de coleta de dados usados, restricoes no modelo ou na
populacao, especificacao do modelo e excesso de termos no modelo. Na literatura

encontramos diversos métodos que identificam o problema, entre eles, a matriz de
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correlacao, fator de inflacao da variancia e nimero de condicao.

Na pratica, quando as variaveis explicativas nao sao altamente correlacionadas,
elimina-se uma ou mais varidveis do modelo. O problema no que se refere ¢ quando
ocorre um alto grau de correlacao entre elas ou apresenta uma combinacao quase li-
near entre o conjunto das variaveis explicativas. A dependéncia entre essas variaveis
provoca sérios efeitos nas estimativas dos coeficientes de regressao como, por exem-
plo, no método de EMQ nao é possivel resolver o sistema de equagoes normais. Para
minimizar os problemas causados com a multicolinearidade varios alternativas foram
propostas como eliminar covaridaveis do modelo, coletar mais informacoes ou utilizar

outros estimadores, como o estimador ridge.

2.2 Contexto histérico da regressao ridge

O método de EMQ é uma técnica estatistica conhecida por apresentar variancia
minima de estimadores nao viesados, sendo adequados para modelos que apresentam
uma rela¢do linear entre as variaveis. Contudo Hoerl and Kennard (1970) ressaltam que
as estimativas apresentam um bom desempenho quando as varidveis explicativas nao
sao correlacionadas, ou seja, quando na forma de correlacdo, a matriz X ' X é unitaria,
caso contrario, as estimativas de minimos quadrados sao sujeitas as diferentes tipos
de erros. Para controlar os erros e a instabilidade geral das estimativas de minimos
quadrados, os autores destacam que Hoerl (1962) sugeriu, pela primeira vez, a utilizagao

do estimador na forma

1

B = [XTX +kl] X'y, (2.1)

sendo k£ > 0 um parametro de encolhimento. A esse estimador, atribuiu-se o nome es-
timador ridge (ER). A ideia foi eliminar a multicolinearidade das variaveis explicativas
adicionando uma pequena quantidade positiva no EMQ, ou seja, inserir um pequeno
viés ao estimador, mas que a variancia do estimador resultante seja menor do que a do
EMQ. Neste caso a multicolinearidade é resolvida afastando a singularidade da matriz
X "X por meio do acréscimo de uma constante k, possibilitando o calculo da inversa de
XTX (ver Casagrande (2016)). O ER tem a vantagem que seu erro quadrético médio

(EQM) é menor que o do EMQ.
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A estimagao ridge apesar de ter sido proposta para corrigir o problema da multi-
colinearidade no processo de estimacao de minimos quadrados do modelo normal linear
ela nao se limita apenas a esse modelo, podendo ser usada para estimar os parametros
regressores de qualquer modelo (ver van Wieringen WN. (2015)). Recentemente, va-
rios trabalhos foram publicados com relacao a estimadores ridge para modelos lineares
generalizados sob diferentes distribuicoes, bem como para modelos inflacionados. Po-
demos citar os trabalhos Schaefer et al. (1984), Lee and Silvapulle (1988), Cessie and
van Houwelingen (1992), Lesaffre and Marx (1993), Mansson and Shukur (2011) Kibria
et al. (2012), Kibria et al. (2013b), Algamal (2019) e Amin et al. (2020). Os trabalhos
de Kibria (2003), Khalaf and Shukur (2005), Alkhamisi et al. (2006), Alkhamisi and
Shukur (2008) e Muniz and Kibria (2009) propuseram e compararam diferentes esti-
madores para o parametro k e destacaram a importancia do estudo de simulacao para

selecionar o melhor estimador para os diferentes modelos de regressao.

2.3 Estimador ridge para os coeficientes de regressao
do modelo BS

Assim como nos modelos lineares generalizados, na presenca de multicolineari-
dade, a matriz X ' W35 X torna-se inflada e mal condicionada, levando a alta variancia
e instabilidade dos estimadores de méaxima verossimilhanca dos parametros do mo-
delo de regressao BS, definido na Se¢do (1.4). Entao, seguindo a ideia de Segerstedt
(1992), propomos o estimador ridge para os coeficientes da regressao do modelo BS.
O desempenho do estimador proposto serd avaliado em termos de EQM e investigado
através de simulacoes de Monte Carlo, sob véirios métodos para estimar o parametro
de encolhimento.

Para o modelo de regressao BS, o estimador ridge é obtido quando aumentamos
a diagonal principal da matriz (X T W35X)~! para valores positivos do parametro k, na

expressao do EMV dada em (1.6). Ou seja,

~

—~ -1 —~ ~
Br = (X WssX +klpixpr) X WesXBury
= (X "WpsX +kI) X TWesX(X WssX) X Wssz;

— —1 —~
= (XTWpsX +kI) X Wspz;.
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Observe que o estimador ridge tem como caso particular o estimador BMV, basta
considerarmos k£ = 0.

Pesquisas evidenciam que os estimadores ridge, embora viesados apresentam o
erro quadratico médio menor comparado aos EMV, no entanto, precisamos encontrar

um estimador apropriado para o parametro k.

2.3.1 Erro quadratico médio

Nesta secao apresentamos alguns resultados que mostram que o EQM do ER para
os parametros regressores do modelo BS é menor que o EQM do EMV. As suposicgoes e
os procedimentos apresentados abaixo seguem as mesmas sequéncias usadas por Kibria
(2003), Muniz and Kibria (2009) e Dorugade (2014).

Suponhamos A = diag(Xo, ..., \p) € Tip+1)x(p+1) Sa0 as matrizes de autovalores e
autovetores de (X Tﬁf\ggX ), respectivamente, que satisfazem as igualdades 7" X TWMX T
=M WgsM=AeT T =TT =1, onde XT = M. Temos que

o~ o~ —1 o~ ~
Buv = (X WiX) X Wypz)

- (TT YT X T W XTT™ )1XTW652;
( T X Wy XT)T™ 1>_1XT/M7552I
(T AT X TWszt

= TA—lTTXTWﬁBE;‘

= TA "M Wy2;

— Ta,

em que o = A_IMT/WM%T, é um vetor de dimensdo (p+ 1) x 1.
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Sem perda de generalidade,

Br = (XTWasX +kI) X Was2i
(T AT + kD)™ X W2

— (T AT+ TT kD) X W2
(T AT+ (TT) %) ™ X T Wis2;
T(A+ kD TTX W2t

= T(A+kD) " M Wgsz:
T

(A+ kD) AN M TWpzT.

Como & = A" M W52} temos

~

Br T(A+kD " Aa

= T&Ra

em que ap = (A + kI)~" A& para k > 0.

Segundo Dorugade (2014), estimamos & no lugar de By, devido & sua simplici-
dade e facilidade de calculo, consequentemente estimamos a g no lugar de BR. Sendo
assim, para continuidade do nosso estudo, os proximos resultados sdo em torno de & e
Qag.

Para encontrarmos o EQM dos estimadores & e &g, precisamos simplificar algu-

mas expressoes. Seguindo a aproximagao de Segerstedt (1992), podemos reescrever ag

da seguinte forma

arp = (N +k)'AG

~ Ra, (2.2)

em que A* = (T"X "W XT) e R= (A" + kI)"'A*. Como assintoticamente By ~

Np+1) (8, KPP, temos as seguintes implicacoes

T Buv ~ Npwn)(T'B,TTKPT)
S T'Ta ~ Nyo(T'B8,TTKT)
s a ~ Npoy(T'8,TTKT)

( K.

o~ Nemlog )
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Segue que

EQM(a) = El[(a—a)'(a—a)
(0l — ) (4l — )
_ (al — 041) (041 — 041)
I (@ — ap) (@) — ) |

j=0
Assintoticamente temos
EQM(a Z Var(@,),
ou seja,
EQM(a) = tr [Cov(ex)] = tr [K*“].

Segue que o EQM do estimador de aeg é dado por

EQM(ag) = E[(ar—a) (Gr — )]
- E[(R —a) (Ra - a)}
= E[(OJRT TRT)(Ra Rod)] +
= E[(Ra "(R& — Ra)] +

Assintoticamente temos

EQM(agr) =

Podemos reescrever R como

tr [Cov(Ra)] + o'

(@'R' —a")(Ra — o)

o' (R—1)"(R-1Da«

(R—1)"(R- 1D«

tr [RCov(@)R"| + " (R—1)" (R —I)c.

R=1—k(A +kI)™!

20
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De fato, se multiplicarmos R = (A* +kI)~'A* por (A* + kI) em ambos os lados, temos

(A" + kDR = (A" + kD) (A" + kI)"'A®

e (A" + kDR = A*

e (A" + kDR = (A" +kI)— kI

= (A + D)V A +EDR = (A" + kD) (A" + kD) — (A" + kI)~'kI
e R = [—kI(A + k)™

Logo,
R—1T=—k(A\*+kI)™ (2.4)
Substituindo a (2.4) em (2.3) temos
EQM(ag) = tr{RCov(@)R'} +a' (=k(A* + kD)™ (=k(A + kD)) a
= tr {(A*+ kD)7 AT Cov(@) (A" + k1) TIAT} + Ko (A + KD T (A + k) e
= tr {(A"+KkI)""A*Cov(@)(A* + k) 'A*} + Ka’ (A + k)
= (k) +722(k).

Para expandir a fungio v11(k), vamos reescrever a matriz K** da seguinte forma

Ko — TTRKBAT

= TT|D'+

(XTWBBX)_lXD(a)ssTD(a)XT (XTW@IQX)_l

tr[D(w)] — " D(a)X D1 X" D(a)s L

= TT (X TWgsX)™ +

Como T' é uma matriz ortogonal, temos que
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(XTWQQXT)_1XD(CL)SSTD((I)XT(TTXTW5BX)_1

K = (TTX"WyXT)™!
( s XT) ™ + tr[D(@)] — s D@XD X D(a)s

(XTWssXT) ' TTT XD(a)ss" D(a)X TTTT(TTX W X)!

= ()7 + tr[D(u)] — s D(a)XD X D(a)s

-1 (TTXTngXT)_1TTXD<CL)SSTD(CL>XTT(TTXTWBBXT)_1
tr[D(u)] —s"D(a)XD~'XTD(a)s

(A)'TT X D(a)ssT D(a) X TT(A*)"!

(A9~ tr(D(u)] — s"D(a)XD~'XT"D(a)s
loo ot lop
_ lio 11 lip
loo 1y lpp
= Lprnxp)-

E importante ressaltar que a matrizes Wpgs e s dependem dos parametros 0 e 3.

Consequentemente a matriz L depende dos mesmos parametros.

Entao,

(k) = trd (A" +kI)7IAY (A + kI)TA*

p0  °pl pp )
( )
¥ lOO lUl e lOp ¥
(A5+Ek) "7 0 (AS+E) 0
Lo I by .
= tr '
AL AL
0 (A;ik)) I l I 0 (A;ik)
L 0 ‘pl P
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;

Agloo Aglo1 Aslop
Agt+R)  (A5+k) itk) A5 0
Atho ATl Nilip Outk) "
= tr (AT+k) (A +k) (N tk) )
0 A
Nilpo  ASlp1 Ailpp Coth)
L \NOG+E) (Ap+k) Qs +k) )
( A&2loo AjloiA} Aslop s )
(A5 +k)? (A5 +R) (A1 +k) G +R) k)2
A1l0Ag APl Nilip\s
— fpd | MIFROGHR) (AFR)? OF+R) (g F)
Aplpo Ao Aplp1 AT A2l
U NOGHRIOGHR)  (Ap+R) (A +k) Doth)2 )
2 2 *2
_ Ao Al +.-. Ap”lop
A5+ k)2 (N + k)2 (N + k)2
p *2
_ Wi
= E _ -
= (Af+ k)
Por outro lado,
Y2(k) = Ka' (A +k) o
L \2
(Ag—&-k) 0 (&%)
2 . .
L \2
! (A;Hf) O
L \2
- o
(’\o+k> 0
_ 2
= k‘ <Oéo ap>
(%

- 2+ +
R S Py “

p 2

o
= Yy —1—.
2 (A} + k)2

J=0

Teorema 2.3.1 ~vy;(k) € uma funcdo de k continua e monotonicamente decrescente.

Prova: A primeira derivada da fungao v11(k) em relagdo a k apresenta a seguinte
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forma

O (k) _ _QXP: AL
ok v

(

Observe que 87” b < 0, pois A; >0, k > 0 e l;; > 0. Além disso, a fungao é continua

em todos os pontos do seu dominio. Portanto, concluimos que v11(k) é uma fungao

continua e monotonicamente decrescente.
Teorema 2.3.2 7y(k) € uma fungio de k continua e monotonicamente crescente.

Prova: A primeira derivada da funcao 722(14:) possui a forma

Ovaa(k) 2N of
ok ka 2k ZO(A;+k)3

2k 4 2k* — 2k*) o

_ oy (2R
B Z (Xs + k)3

- zki s

A fungdo 92(k) é continua em todo seu dominio. Além disso, a fun¢do é mono-

/\a

tonicamente crescente, pois 2k Z /\*Jrk ~ = > 0, uma vez que )\* > 0.

Teorema 2.3.3 (Teorema da ezisténcia) Sempre existe um k > 0 tal que EQM(BR) <
EQM(Buv)-

Prova: Temos que B, = T'ag, entao

EQM(Br) = E|[(Br—8) (Br - B)]

(Tap —Ta) (Tag — Ta))
(T(&R — a))TT(&R — a)]
(

&R — a)TTTT(&R — C\C)}



em que a pentltima igualdade decorre do fato de que T"T = I. Notemos, também que
EQM(BMV) = EQM (&) quando k = 0.

Nos Teoremas 2.3.1 e 2.3.2, mostramos que Y11(k) e Ya(k) sdo funcgoes de k
monotonicamente decrescente e crescente, respectivamente, uma vez que a primeira
derivada de 711 (k) é sempre ndo positiva e a primeira derivada de y95(k) é sempre nao
negativa. Para finalizar a demonstracao, ¢ necessario mostrar que sempre existe um
k> 0 tal que O(EQM(axg))/0k < 0.

Segue que a primeira derivada do EQM(ag) em relagao a k é

IEQM(ar)) 9 (yu(k) +22(k))
ok ok
O (k) + Oy22(k)
ok ok
p ;2[

A
— _QZ(j

j:0

21@2 A*

_ (Nl — ka3) Aj
- _QZ (X + k)3

j=0

Note que A} > 0 e k > 0, entao

EQM(a: Al
M<O<:>Ajlﬂ—ka?>0:>k< ot

ok of
Observe que oumsx > oy, Vj # max.
Logo,
1 . i . )‘jljj < /\jljj \v’]
Qmax Q; r2né,x Oé?
Entao
Nilii o 5L
k<2 -
max aj

Isso porque [;; > 0, j& que representa os elementos da diagonal principal da matriz
K. Portanto, existe um k < A;l;; /a2, tal que EQM(Bg) < EQM(Buv).

Podemos definir um valor ideal para o parametro k que minimiza o EQM(ag).
Para encontrar esse valor precisamos resolver a igualdade O(EQM(ag))/0k = 0. No

Teorema 2.3.3, obtemos a igualdade

(EQM ag)) _ )‘* i ) A
2 Z )\* + k)3

Entao,

I(EQM(ag)) \ > Ajls
T:O@/\jljj—kaj:O:k: ;2 .

J

(2.5)

25



2.3.2 Estimacgao do parametro k

Na regressao ridge, um dos esforcos mais significativos é encontrar o melhor esti-
mador para o parametro k. Na literatura, encontramos diferentes técnicas que foram
sugeridas por pesquisadores, entre os quais destacamos: Hoerl et al. (1975), Nomura
(1988), Firinguetti (1999), Kibria (2003) e Khalaf and Shukur (2005). Estudos mos-
tram que os melhores estimadores variam de acordo com a distribuigao, por esse motivo
é importante compararmos qual apresenta o menor erro quadratico médio. A seguir,

apresentamos algumas propostas de estimadores para o parametro k£ de B R-

1. Seguindo o desenvolvimento do estimador proposto por Hoerl and Kennard (1970),

substituimos A;, [;; e a; por seus estimadores \j, [;; e &, respectivamente, em

(2.5). Logo,
~  Ajlj
kl = (/JX\Q 5

J

em que @; ¢ o j-ésimo elemento de a, [i; = g_l(ac;-rg) e 0 obtido do Processo

iterativo (1.6).

2. Baseado em Hoerl et al. (1975) obtemos um outro estimador considerando a

média harmonica de k;

5. A média geométrica de ki (Kibria (2003))

~ X\ T
ks = (H éz ) .

j=0 "

Considerando m; = U%, propomos os estimadores com base em Alkhamisi
J
and Shukur (2008):
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6. %6 = max (%) ,

J

7. k7 = max (m;),

8. Eg = median (%) .
J
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Capitulo 3

Avaliacao Numérica

Neste capitulo avaliamos o desempenho dos estimadores propostos para o para-
metro de encolhimento do ER em termos do viés e do EQM através de simulacoes de

Monte Carlo, para diferentes graus de multicolinearidade e tamanhos amostrais.

3.1 Simulacao

A variavel resposta foi obtida da distribuigdo BSR, ou seja, Y; ~ BSR(u;,6), com
tamanhos amostrais n = 15, 20, 30,50 e 80, parametro de precisao 6 = 0,89,1,61e8,

com funcao de ligacao
wi =exp (Bo + Bz + -+ + Bpip), comi=1,--+ n ej=0,1,--- p.
As variaveis explicativas correlacionadas foram geradas a partir de:
v = (1= p2)2 Zij+ pZipy i = 1,2, m, e =0,1,--- ,p,

onde Z;, sao nimeros pseudo-aleatério normais padrao independentes e p é o grau de
correlagao. O intercepto do modelo foi considerado igual a zero, e os demais parame-
tros foram escolhidos tal que 7 37 = 1, conforme (Kibria (2003) e Mansson and
Shukur (2011)). Dois valores para o niumero de covariaveis 2 e 4 e quatro valores de p
correspondendo a 0, 85;0,90;0,95 e 0,99 foram considerados.

Para analisar o desempenho do ER e do EMV consideramos o viés médio e o

EQM, definidos, respectivamente, por

L i (B,-8) (B.-8)
Vles:; VR ,eEQM:Z NR ,

i=1
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em que NR é o nimero de réplicas de Monte Carlo que consideramos igual a 5000.

3.1.1 Resultados das simulagoes

As estimativas dos EQM’s para os diferentes métodos de estimacao para k e com-
binacoes de n, p, § e p sao apresentadas nas Tabelas 3.1- 3.6. Como podemos observar,
em quase todas as situagoes consideradas e para todas escolhas de k, o ER possui EQM
menor do que o do EMV. Nos cenarios apresentados identificamos que os componentes
que afetam diretamente o desempenho do EQM sao o grau de correlagao, o tamanho
da amostra, o parametro de dispersao e as quantidades de variaveis explicativas. Em
primeiro lugar, a medida que o grau de correlacao aumenta o EQM do ER torna-se
cada vez menor, comparados com o EMV, o que mostra a vantagem do ER para a
presenca de multicolinearidade.

Claramente observamos que para os cenéarios com p =2, 6 = 0,89 ¢ 1,61, o ER
considerando o 757, teve melhor desempenho quando temos correlagoes altas (0, 85, 0,90
e 0,95), com exce¢ao para p = 0,95 e n = 15. Ja para correlacdo muito alta (0,99),
0 kg apresentou o melhor desempenho (ver Tabelas 3.1 e 3.2). Quando consideramos
o parametro de precisao 0 = 8, Tabela 3.3, temos que, no geral, o estimador ridge
com base no %1 teve desempenho levemente melhor para correlacoes altas e o %7 para
correlacoes muito altas. Considerando p = 2, o Eg obteve os piores resultados em
comparacao com os outros estimadores estudados.

Nos cenérios com p = 4 observamos que, no geral, o 7%2 apresenta o pior desempe-
nho, para delta pequeno, e o %7 o melhor, em quase todos os cenéarios, ver Tabelas 3.4 -
3.6. Em termos de valores de p, h4& um aumento nos valores de EQM do EMV quando
o grau de correlacao aumenta independentemente do valor de n, § e p. Também ob-
servamos isso para os demais estimadores, com excecao do %6. Em relagao ao ntmero
de variaveis explicativas podemos perceber que existe um impacto negativo no EQM,
onde ha aumento em seus valores quando o ntimero de covariaveis aumenta. Ja com
relacao ao valor de n, geralmente, os valores do EQM diminuem quando n aumenta.

Também obtivemos os valores médios dos vieses dos estimadores com o intuito
de verificar se existiria um perda grande em termos de vieses na comparacao dos ER e
EMV. Concluimos que para os diferentes valores de p, nimeros de variaveis explicati-

vas, parametros de dispersao e tamanhos da amostra, de modo geral, os vieses dos ER’s
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quando comparados com os dos EMV’s nao apresentaram grandes variagoes. Destaca-
mos que com relacdo ao parametro 3y, o ER baseado em /]{\?3 apresentou o menor viés.
Em relacao a [y, B2, B3 e [a, %5, EG e %8 apresentaram menores vieses ou proximos
aos dos EMV. Na maioria dos casos /k?l, /k\g e /k?4 apresentaram os maiores vieses. Esses
resultados podem ser vistos nas Tabelas B.1-B.24 do Apéndice B.

As vantagens da utilizacao do estimador ridge foram evidenciadas nos resultados
apresentados do estudo de simulacao de Monte Carlo, pois os valores médios do EQM
dos ER’s, com exce¢oes de poucos casos descritos, foram menores quando comparado

com os valores médios dos EMV’s.

Tabela 3.1: Valores médios do EQM quando 5y = 0, 81 = /0,5 e B = /0,5 e
0 =0,809.

EQM (p=2)
MV ke ks ks kg ks ke ey ks
p=0,85
15 0,802 0,569 0,563 1,016 0,523 0,590 0,430 0,414 0,566
20 0,587 0,424 0,379 0,900 0,367 0,483 0,394 0,296 0,464
30 0,420 0,258 0,276 0,842 0,232 0,347 0,274 0,199 0,337
50 0,235 0,193 0,150 0,802 0,151 0,214 0,182 0,105 0,213
80 0,149 0,097 0,108 0,685 0,087 0,140 0,129 0,085 0,139
p=0,90
15 1,578 0,546 0,735 0,867 0,562 0,730 0,492 0,448 0,682
20 1,060 0,531 0,521 0,913 0,484 0,649 0,421 0,369 0,645
30 0,676 0,390 0,334 0,882 0,340 0,463 0,352 0,253 0,440
50 0,423 0,232 0,217 0,836 0,186 0,341 0,248 0,136 0,340
80 0,188 0,146 0,125 0,759 0,116 0,174 0,152 0,091 0,173
p=0,95
15 2,505 0,840 1,184 1,120 0,871 0,769 0,434 0,676 0,679
20 1,023 0,520 0,699 0,923 0,493 0,732 0,443 0,408 0,625
30 1,168 0,414 0,462 0,855 0,38 0,560 0,336 0,285 0,556
50 0,621 0,325 0,277 0,863 0,274 0,443 0,291 0,180 0,435
80 0,346 0,161 0,174 0,745 0,133 0,285 0,219 0,099 0,274
p=0,99
15 13,298 1,714 4,001 1,221 2,582 0,265 0,208 0,673 0,237
20 7,377 1,078 2,202 0,980 1,428 0,283 0,187 0,531 0,247
30 6,654 1,107 1,847 0,964 1,371 0,208 0,126 0,488 0,219
50 3,772 0,628 1,013 0,788 0,739 0,276 0,122 0,338 0,317
80 1,698 0,358 0,484 0,781 0,376 0,423 0,196 0,218 0,399

Fonte: De autoria propria.
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Tabela 3.2: Valores médios do EQM quando Sy = 0, 51 = /0,5 e B = /0,5 e
5=1,61.

EQM (p = 2)
MV Ky ko ks ky ks = = ks

p=0,85
15 0,621 0,344 0,457 0,839 0,343 0,464 0,330 0,279 0,411
20 0,475 0,278 0,273 0,827 0,235 0,387 0,293 0,185 0,383
30 0,223 0,131 0,154 0,661 0,122 0,200 0,179 0,119 0,199
50 0,200 0,119 0,129 0,708 0,098 0,182 0,156 0,084 0,181
80 0,074 0,057 0,062 0,559 0,054 0,071 0,069 0,056 0,071
p=0,90
15 0,861 0,436 0,439 0,838 0,417 0,551 0,425 0,343 0,539
20 0,334 0,211 0,218 0,798 0,179 0,298 0,254 0,148 0,291
30 0,314 0,227 0,192 0,816 0,181 0,278 0,226 0,130 0,275
50 0,166 0,077 0,112 0,603 0,073 0,153 0,138 0,079 0,152
80 0,115 0,070 0,088 0,550 0,066 0,108 0,101 0,070 0,107
p=0,95
15 1,693 0,532 0,694 0,796 0,585 0,556 0,390 0,429 0,526
20 1,211 0,394 0,48 0,87 0,365 0,596 0,314 0,250 0,590
30 0,891 0,38 0,396 0,931 0,329 0,498 0,314 0,239 0,446
50 0,377 0,159 0,181 0,727 0,132 0,305 0,222 0,09 0,296
80 0,225 0,105 0,128 0,662 0,088 0,200 0,164 0,075 0,198
p=0,99
15 6,825 2,207 3,148 2,181 2,523 0,639 0,317 1,798 0,562
20 3,601 1,38 1,805 1,600 1,494 0,793 0,392 1,180 0,720
30 3,217 0,527 0,961 0,844 0,607 0,350 0,154 0,296 0,278
50 2,536 0,452 0,694 0,751 0,509 0,348 0,143 0,268 0,382
80 1,226 0,243 0,373 0,749 0,237 0,457 0,199 0,140 0,418
Fonte: De autoria prépria.
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Tabela 3.3: Valores médios do EQM quando Sy =0, 1 = /0,5 e 5o =+/0,5e d =8.
EQM (p =2)
MV k1 ko ks k4 ks ke k7 ks

p=0,85
15 0,259 0,144 0,214 0,635 0,161 0,187 0,141 0,146 0,168
20 0,073 0,050 0,063 0,413 0,054 0,071 0,070 0,060 0,071
30 0,046 0,036 0,041 0,407 0,036 0,045 0,044 0,038 0,045
50 0,035 0,028 0,032 0,122 0,030 0,034 0,034 0,032 0,034
80 0,023 0,019 0,021 0,153 0,020 0,023 0,022 0,021 0,023
p=0,90
15 0,176 0,096 0,139 0,565 0,102 0,143 0,124 0,108 0,139
20 0,140 0,069 0,106 0,566 0,069 0,137 0,124 0,079 0,138
30 0,073 0,048 0,059 0,422 0,048 0,070 0,067 0,051 0,069
50 0,038 0,026 0,034 0,273 0,029 0,037 0,036 0,033 0,037
80 0,031 0,021 0,027 0,167 0,024 0,030 0,029 0,027 0,030
p=0,95
15 0,320 0,110 0,181 0,583 0,103 0,275 0,216 0,094 0,264
20 0,282 0,123 0,157 0,679 0,103 0,237 0,192 0,083 0,225
30 0,150 0,114 0,099 0,683 0,089 0,137 0,122 0,064 0,134
50 0,093 0,040 0,068 0,338 0,045 0,087 0,081 0,056 0,087
80 0,060 0,027 0,047 0,285 0,034 0,057 0,055 0,041 0,057
p=0,99
15 1,469 0,287 0,536 0,726 0,324 0,503 0,239 0,203 0,459
20 1,315 0,213 0,450 0,731 0,216 0,496 0,219 0,138 0,397
30 0,687 0,159 0,262 0,690 0,144 0,414 0,230 0,092 0,378
50 0,420 0,098 0,177 0,548 0,088 0,316 0,202 0,064 0,303
80 0,312 0,058 0,140 0,428 0,057 0,253 0,178 0,052 0,246

Fonte: De autoria propria.
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Tabela 3.4: Valores médios do EQM quando By = 0, 1, 52, f3 € 4 assumem valores
no intervalo (0,1) e 6 =0, 89.

EQM (p=4)
MV k1 ks ks ke ks kg ko7 ks

p=0,85

15 6,336 0,941 2,565 1,043 1,248 1,657 0,911 0,888 1,508

20 1,738 0,641 0,876 0,940 0,620 1,161 0,859 0,553 1,111

30 1,136 0,636 0,591 0,974 0,561 0,881 0,686 0,483 0,851

50 0,576 0,533 0,327 0,981 0,411 0,507 0,427 0,293 0,492

80 0,394 0,470 0,274 0,981 0,361 0,369 0,330 0,261 0,363
p=0,90

15 5,180 0,777 2,258 1,039 0,942 1,887 1,011 0,802 1,697

20 2,992 0,870 1,559 0,987 1,030 1,619 0,984 0,866 1,433

30 1,858 0,938 1,140 1,268 0,967 1,237 0,869 0,852 1,139

50 0,819 0,414 0,383 0,956 0,323 0,661 0,516 0,249 0,629

80 0,413 0,315 0,231 0,960 0,224 0,375 0,328 0,157 0,368
p=0,95

15 9,220 3,362 5,718 3,381 3,755 2,690 1,247 3,279 2,302

20 5,778 1,695 3,142 1,782 1,961 2,336 1,165 1,717 2,001

30 4,383 0,552 1,498 0,904 0,614 1,357 0,678 0,482 1,220

50 1,462 0,506 0,643 0,928 0,460 1,019 0,717 0,404 0,975

80 1,020 0,373 0,464 0,913 0,330 0,798 0,604 0,280 0,762
p=0,99

15 38,870 1,488 14,320 1,040 3,308 0,742 0,369 0,996 0,630
20 20,823 1,872 7,779 1,676 2,744 1,453 0,753 1,779 1,237

30 16,324 0,804 4,481 0,861 1,342 1,039 0,508 0,671 0,890
50 7,298 0,707 2,211 0,914 0,808 1,298 0,639 0,633 1,103
80 4,558 0,456 1,275 0,848 0,522 1,211 0,584 0,398 1,069

Fonte: De autoria prépria.
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Tabela 3.5: Valores médios do EQM quando By = 0, 1, 52, f3 € S4 assumem valores
no intervalo (0,1) e 6 = 1,61.

EQM (p = 4)
MV Ky ks ks key ks ke ey ks
p=0,85
15 1,359 0,577 0,794 0,975 0,545 1,084 0,843 0,478 1,046
20 1,049 0,564 0,609 0,943 0,504 0,838 0,682 0,446 0,804
30 0,865 0,575 0,433 0,974 0,465 0,701 0,529 0,348 0,675
50 0,507 0,540 0,379 1,111 0,434 0,426 0,363 0,323 0,409
80 0,238 0,339 0,206 0,936 0,259 0,221 0,201 0,195 0,213
=0,90
15 2,211 0,694 1,114 0,963 0,681 1,523 1,008 0,609 1,453
20 2,332 1,096 1,299 1,362 1,090 1,219 0,897 0,987 1,169
30 0,809 0,438 0,477 1,008 0,368 0,683 0,563 0,209 0,657
50 0,613 0,440 0,366 0,900 0,384 0,497 0,423 0,317 0,483
80 0,421 0,444 0,344 0,974 0,378 0,386 0,333 0,304 0,365
p=0,95
15 2,706 0,516 1,226 0,900 0,566 1,581 0,983 0,494 1,461
20 2,348 0,538 1,022 0,902 0,547 1,350 0,827 0,479 1,251
30 1,656 0,498 0,679 0,935 0,444 1,097 0,677 0,350 1,028
50 1,189 0,422 0,514 0,868 0,396 0,773 0,567 0,338 0,742
80 0,609 0,413 0,330 0,961 0,333 0,525 0,426 0,265 0,515
p=0,99

15 25,578 1,131 8,878 0,929 2,248 1,012 0,477 0,947 0,847
20 14,769 0,853 5,019 0,881 1,417 1,121 0,535 0,749 0,937

30 10,704 0,575 3,006 0,812 0,933 1,044 0,408 0,485 0,884
50 5,316 0,536 1,539 0,852 0,607 1,213 0,588 0,475 1,089
80 4,261 1,201 1,955 1,507 1,372 1,253 0,687 0,794 1,100

Fonte: De autoria prépria.
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Tabela 3.6: Valores médios do EQM quando By = 0, 1, 52, f3 € S4 assumem valores

no intervalo (0,1) e § = 8.

EQM (p =4)
MV Ky ko s ks ks Ko ey ks

p=0,85
15 0,400 0,404 0,269 0,968 0,309 0,373 0,335 0,220 0,370
20 0,200 0,456 0,233 0,959 0,357 0,275 0,252 0,254 0,275
30 0,225 0,302 0,192 0,936 0,241 0,197 0,176 0,168 0,184
50 0,078 0,383 0,074 0,983 0,258 0,076 0,075 0,121 0,076
80 0,050 0,290 0,048 0,974 0,170 0,050 0,048 0,074 0,049
p=0,90
15 0,400 0,395 0,288 0,939 0,319 0,370 0,339 0,257 0,359
20 0,467 0,481 0,374 1,035 0,410 0,348 0,309 0,341 0,341
30 0,230 0,299 0,175 0,933 0,221 0,218 0,202 0,160 0,214
50 0,114 0,38 0,104 0,974 0,271 0,111 0,107 0,148 0,110
80 0,092 0,143 0,072 0,840 0,096 0,090 0,088 0,064 0,089
p=0,95
15 2,835 0,598 1,079 0,890 0,639 1,153 0,687 0,521 1,021
20 1,000 0,323 0,405 0,922 0,255 0,716 0,477 0,212 0,697
30 0,611 0,421 0,374 0,979 0,360 0,513 0,423 0,281 0,494
50 0,280 0,307 0,204 0,869 0,247 0,258 0,238 0,200 0,258
80 0,156 0,408 0,118 0,989 0,290 0,151 0,139 0,145 0,150
p=0,99
15 5,626 0,585 2,135 0,849 0,762 1,642 0,832 0,612 1,478
20 5,319 0,467 1,782 0,808 0,58 1,363 0,611 0,465 1,171
30 2,607 0,294 0,845 0,775 0,336 1,100 0,608 0,292 0,992
50 1,370 0,351 0,515 0,893 0,318 0,883 0,545 0,276 0,827
80 0,852 0,281 0,356 0,884 0,243 0,651 0,473 0,214 0,625
Fonte: De autoria prépria.

3.2 Aplicacao

Para ilustrar o desempenho do estimador proposto consideramos um conjunto de
dados de fatores climaticos e concentragoes de dioxido de nitrogénio, em partes por cem
milhoes, durante 26 dias de setembro de 1984, medido em um estagao de monitoramento
na area da bafa de Sao Francisco. Esses dados foram originalmente analisados por
Chatterjee and Hadi (2009) e recentemente analisados por Kurtoglu and Ozkale (2016),
Amin et al. (2020), e Lukman et al. (2020). Os dados da variavel resposta sao as
concentragoes de dioxido de nitrogénio e as variaveis explicativas sao velocidade média
do vento (em milhas por hora), temperatura maxima (em °F), insolagdo (em langleys

por dia) e fator de estabilidade (em °F).
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Primeiramente, realizamos testes de bondade de ajuste para verificar se a distri-
buicao de probabilidade da varidvel resposta poderia ser assumida pela BS. Com base
no teste de Anderson-Darling e Kolmogorov-Smirnov adaptados, cujos niveis descriti-
vos foram, 0,3 e 0,6, respectivamente, podemos dizer que os dados se ajustam bem a
um distribuicao BS.

Na Tabela 3.7 estdo dispostas as correlagbes amostrais entre as variaveis. A
andlise desta tabela é 1til no sentido de detectar multicolinearidade. Observamos uma

correlagao relativamente alta entre as variaveis X; e Xo.

Tabela 3.7: Matriz de correlacao amostral entre as variaveis

X, X X X,
X, 1,00 —0,78 —0,04 —0,26
X, —0,78 1,00 0,25 0,54
X, —0,04 0,25 1,00 0,55
X, -0,26 0,54 0,55 1,00

Fonte: De autoria propria.

Tabela 3.8: Desempenho dos estimadores para os dados da aplicacao

Estimadores Coeficientes Estimados
o b P2 s P EQM
MV 0,82679 —0,08949 0,02474 —0,00014 —0,00131 1,90000
k 0,00007 —0,00110 0,01100 0,00280 0,00094 0,66000
ko 0,05500 —0,07200 0,03200 —0,00005 —0,00410 0,01200
ky 0,00005 —0,00660 0,02100 0,00023 0,00300 0,56000
ks 0,76000 —0,08800 0,02500 —0,00013 —0,00160 1,60000
kg 0,32000 —0,07800 0,02900 —0,00008 —0,00310 0,29000
ke 0,00007 —0,06400 0,03200 —0,00025 —0,00250 0,01200
ks 0,75000 —0,08800 0,02500 —0,00013 —0,00160 1,60000

Fonte: De autoria prépria.

Na Tabela 3.8 estao dispostos os coeficientes estimados, bem como o EQM para
cada estimador considerado. Como podemos observar os estimadores ridge tiveram
melhores desempenhos quando comparados ao de MV, destaque especial para os esti-
madores //;2 e 757 que apresentaram melhores desempenho. Vale ressaltar que o estimador

%3 foi omitido aqui por apresentar pior desempenho no estudo.

36



Capitulo 4

Conclusao

Nesta dissertacao, propomos o ER para os coeficientes do modelo de regressao
BSR como uma alternativa para minimizar os efeitos da multicolinearidade. Mostra-
mos que o EQM do ER é menor que o EQM do EMV. Um estudo de simulacao de
Monte Carlo foi realizado para comparar os desempenhos dos EMV e ER, usando os
diferentes estimadores do parametro de encolhimento. O critério de avaliacao foram
valores médios do EQM e vieses dos estimadores. Os resultados mostraram que o ta-
manho da amostra, o grau de correlacao, o parametro de dispersao e as quantidades de
variaveis explicativas sao fatores importantes que influenciam diretamente nas medidas
de desempenho.

Os resultados do estudo de simulagao indicaram que para todos os casos 7{5\5, %6,
@7 e %8 reduzem substancialmente os valores médios do EQM. Em todos os eventos
investigados neste trabalho e para todos os diferentes casos, o EQM dos ER’s sao
menores que o dos EMV’s. Destacamos que os melhores desempenhos foram de E(; e
%7, sendo %6 para o grau de correlacao alto(0,99) e %7 para os demais valores. Em
termos de vieses, mesmo o que a natureza do ER ja insira um viés, nao observamos
aumento significativo quando comparado ao do EMV. Recomendamos a utilizagdo do
ER para o modelo BS para as situacoes em que as variaveis explicativas sao altamente
correlacionadas.

Finalmente, para trabalhos futuros pretendemos considerar outras fungoes de li-
gacao, bem como considerar os estimadores jackknifed ridge para o modelo de regressao

BS pois esses tém a vantagem de diminuir tanto o viés quanto o EQM.
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Apéndice A

Funcao escore, matriz de informacao

de Fisher e estimacao

Suponha a partigao @ = (37,5)" e denotaremos o logaritmo da fungio de veros-

similhanca por [(8) do MRBS com respostas independentes, temos
1(0) = log [ f(ysm0)
i=1
= Y log f(y; 1, 0)
i=1

(0 1 1 3 1
= > {5 — 5 10g(16m) — S log (6 + 1) — S log(y;) — 5 log(ki) +log(y; + dy; + ops)

=1 2
vi(d+1) & }
Apui 4y;(0+1)

xp(0/2)v/d (6
em que f(y;p,0) = “L 51— Z;in/ﬁﬂ [vi + 5] exp {—% [yl(aum + yz-(%il)} }

A funcgao Escore para os parametros 3 e ¢
A funcao escore para o parametro 3 é encontrada ao calculamos inicialmente as

derivadas
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ol(0) i Ol;i(ps,6) dps; On;

9pB; i1 Op;  dn; OB;
z": { 11 N § 1 N yvi(6+1) 1
= — Ti; Ti;
29 () (v Oy o) g/ () Al g ()
52 1 }
J— I‘/L .
dy; (6 +1) ¢'(ui)" "
a 1 ) vi(d+1) §? 1
— | 2w [y (0+1) + o A 4y;(0+1) ) g'(pi)
= Z Zi@iLij,
i=1
em que z; = —QLM [yi(6+(15)+6m] +yﬁ‘:§1) - 4y¢€;+1) ea; = g,(lm). Assim, podemos escrever

a funcao escore na forma matricial

21(0)
0B

onde X é uma matriz de dimensdo n x (p + 1), cujas as linhas sdo denotadas por x;

Us(0)(pr1)x1 = = X" D(a)z,

comi=1,...,n, D(a) =diag{ay, - - ,a,} e 2= (21, - ,zn)T.

A funcao escore para o parametro 0 é dada por

_ 9ue)
U5<0)1><1 - 8(5 y
em que
oO) = 0li(pi,0)
a5 121 Bh)
- Zn: {1 __1 (vitm) ¥ 20mdy,(0+1) — 4y2.52m}
— i {1 __ 1 (vitm) v 80y, + 8duiy; — 4yi§2,ui}
— 2 2(6+1)  (yi+0y;+0m) A [4y,(6 + 1)]2
i=1 2 2(6+1)  (vi+0y; +0m) A [4y,(6 + 1)]2
S 9] L T BT DA (RS )
i=1 2 2(5 + 1) (Yi + 0y, + 5[11‘) A, [4Yi(5 + 1)]2
_ i{l_ 1 (vitm) v 5(5+2)m}
— |2 2(6+1)  (y;+0y;+0m)  Au Ay, (6+1)2f°
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Consequentemente

n

- 1 1 (vi + pa) yi _ 00+
Us(0)1x1 = Z{g 20+ 1) (it 0y, +om)  Am Ay,(0+ 1)

i=1

(yitws) v

Seja a matriz D(b) = diag {by,--- ,b,}, com b; = 2(51+1) T Gty ) A

1
2

Assim,
U5(0)1><1 =tr [D(b)] .
A matriz de informacao de Fisher para os parametros 3 e ¢

Para obtermos a informacao de Fisher precisamos das derivadas

s = (855))

b

_5(6+2)u

dy,;(6+1)2"

0
95 m THOFDtom] | w2 A0+ D)

) y;(6+1) 52 }
g

(1) N

)

n 2
y;(0+1) } {
- - i Tl +
P 1{ T yz5+ 1) 4 0pu)? PIER WT(TA R Zl 244
N +yz(t)_ }( u) i
[vi(d + ) + Opui] Ay} 4y;(6+1) J \Ous dni ) dn;
= 1 §2(6 +1)72 (041 S(6+1)71
— 21u2 — ( ; ) 5 — Y (2M3 ) g/ xzyle + Z { ' —( 5;)%
i=1 i [yz + (5i11):| i Hi |:y; + (5+1)i|
yi(6+1) 62 } ( 9 d/h') dpi;
+ D) - Lij 241
Ap; 4y;(0+1) ) \ O dni ) dn;
U8) 9 (0U8)
902 0 )
RS {1_ 1 (vi+m) v 5(5+2)m}
96 \= 12 20+1) (yv;+0y;+0m) 4p 4y (0+1)
N { L (ot m)® 200+ Dpdy; (6 4+ 1) — 8y,(0 + 1)d(d + 2)
—~ 2(6+1)*  (y; + 0y, +6m)? [4y;(6 + 1)?]2
B i { 1 (t+m)?® Buyi(04+1) —8y,6(6 + 2)m}
—~ [2(6+1)*  (v; + 0y, +6m)? (4y;)*(6 +1)°
_ Xn:{ 1 o itw)?® Mi(5+1)2—5(5+2)m}
— (200+1)*  (v;+0y; +0m)? (4y;)*(6 +1)°
o\ { 1 (it m)?® a0 20+ i — 6 — 2/@}
— 12(0+1)* (v + Oy, + op;)? 2y;(6 +1)3
_ zn: { Ly m)? }
—~ 12(6+1)?  (vi+0y;+6m)* 2y;(0+1)
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Considerando os valores esperados abaixo

(i) E(Y) =
(ii) E(3) = M
(iii) ( _1> _ @0+
{5 —i— 1} 2ud
(iv) E( e ) - 705).
em que
Z(9) = i —62\/_6 4((5§:)y+<6+1>y)5 (y+ (5?1)) 1 y_3/2dy.

Observe que,

)1 626 +1)2 (5+1 1
CHDIR PR R LR ST (A1)
1 24 [ + Ou ] 2485 9'(1:)*
= Yi T GrD

~
I

L | ey _E[Yi(aﬂ)} 1

- T35
202 RE 2013 g ()2
=1 |:YvZ + (611):|
1 52 (0+1) } 1
2 (6+1) ©) 27 f g/ ()2 7"

(5+1)

u 1 SO+t Y;(0+1) 52 ( 0 dui) d,uZ
E - + + — Tii;
[; { 241 [Yi L ] 4p? 4Y;(6 + 1) Op; dn; ) dn; ™" :

J

~

17

u 1 5(0+1)7! |:Yi((5+ 1)] { 52 } ( 0 d/u) dul
= -4+ EB|+—— L —|+E || - FE | o
=1 { 2 [[Y T (a+1)]} A 4Yi(0 +1) Op dn; ) dn; it

_ n 1 +6(5—|—1)* (0+1) (5+1)_ 2 (64 1) 9 du, d,uix” |
- i=1 2'“” 2:“15 4,u1 4(5 + 1) N252 aluz dnz dnz i Lil
_ i S SR N GRS VA WA A T
= — 2,“1 2/% 4/% 4#1 8/1% d’fh dnl LijLil
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Assim, os valores esperados sao dados por

A

921(6)

953,00,

|

(1) + (1)

g 5 & 1
Y- I(8) p —— s + 0
{ 207 (0+1)7 ()}g’(m)QCI:”:EZJr

=1

52
— ) TijXil
Z {m Gl TG Gy )
—;Uﬁfz’j%l

42



B 0%1(0) B L . 1 B (Y5 + p3)? - i
= 3 #_ <Y"+’ui+ﬁ_(5ﬁ1)> B 1
= 2 2(6 4 1)2 (Yi+6Y; + 0p;)? 2(6 +1)0?
n i Suu; S
sy [((r i) (- o)
N Wi P :
- : (6+1)° [Y +(513]
n [ Spti i(0+1) o ) )
(—0—1) ((vi+ @) + (“Gi5™))
=R G T
pam G+ Y+ ]
2
_ (2-0-1) ((Y +<&+>5>‘F<win>)
PSR TC R A
=1 ( ) i (5+1) |: +%:|
- . .
=1 ( ) I (5_|_1)2 |:Yz+ﬁ}
o) (6*=5-1) 5 1 2 N 2
B W_ J+1)2 —3
i=1 2(0+1) _( +1) (64+1)3 {Y +(5+1)} (64 1) [Yi_i_(gfl)}
@R =s-1 1 2m(0+1) 10
o= 204027 G412 (§+1)%2m8 0+ 1)
n (52—(5—1—252 1 2
- Z{ 252 75 al 41(6)}
= L 20+1)% 0+1)2%  (5+1)
n Y p
- 2:{ g 52;_ 12 W 4I(é)}
20 +1)202 (0+1)2%0  (6+1)
n N )
- YTt o)
i=1 2(6+1)% (6+1)
=62 —30—1 2
_ { 5 352 1 K 4115)}
i=1 200+ 1)%0 (0+1)
L 20+1)% (0+1)

Logo, podemos escrever a informagao de Fisher para 3 e 6 na forma matricial

0°1(0)
oppT

KﬁBZE{_
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— [ (6> +30 :
+30+1 I 7(6)
—~ | 2( 252 (5 + 1)4
tr [D(u)],
= di .. - 9 52 —
onde Wss = diag {vy, ,UHQ}, com v; " WGP + (6“)2{9,(/“)}21(5) e D(u)
. 521435 2

dlag {Ul, e 7“71}5 com u; = (2(5131)1512) + (5111)4I<5>

A funcao escore e a informacgao de Fisher para o parametro 6

A funcao escore para 0 é da forma Uy = (Ug, U(;)T. Para a informacgao de

Fisher, precisamos calcular a seguinte derivada

’ue) o (z<9))

95,00 ~ P,
_ 9 zn:{l_ Lo bitm) v 5(5+2)m}
B\ = 2 20+1) (vi+0y;+0m) 4pi 4y, (6+1)
_ i{(yi+5yi+5ui)—(yi+m}5 Lo ooow b 00+2) 1 x}
P (v; + 0y + 0pi)? g () A g ()™ Ay (0 +1)2 g ()
_ i{<Yi+5Yi+5/~Li)_<yZ‘+ﬂi)5+ vi  0(6+2) } L
— (Y¢+5Yi+5ﬂi)2 4,%2 4y@'(5+1)2 Q'(Mi) Y

i=1

_ Z":{ Vi LY 80+2) } L
i=1 (v +0y; +0m)?  Ap; 4y (0+1)2) ¢'(pa)
Calculando a esperanca da expressao acima, temos

E{%} B i{E{<Yi+6\zi+6ui>2]+Em}}_E[4$ffé++21))2}}g’(lpo@-)xij

=1

R Y; po 6042 G+ 1
- Z {E {[(5 +1)Y; + 5#1']2] - 47 A0+ 1)2 p0? } g (i)

=1

= Y; 1 (6+2) 1

= Z E — *Tij

7| T .
=1 I TR R T T

(6+1)
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P -
n Opsi
_ E Yi+ iy (5+1) G+1) n (6 —0d—2) o
- S+ 1)2|Y ou: ] 4p;0 g/(ﬂi)x”
i=1 | (04+1)21Y; + | |
DR -
n Y, 4+ B O
_ lE (0+1) B (o+1) i
Op
=N BRI +(—5+L1)} | (6+1)2 [Y: + 25

1 } 1
JE— —$i.
2056 J ' (i)™

3

_ E ! —| —E O S
P (6 + 1) [Yi + (‘5—%)} (6 + 1) [Y + (fﬁﬁ)]
1 } 1
2m ()™
- 0+ 1) o 1 1
— — Z(5) — y
)2 240 (6+1)3 ©) 2/%5} 9’(#2’)%

@
Il
—

Il
NgE
f—’Hf—/H/—/H

- 1 1
Ofbi I(5) - }g/_

i=1 2“1 (6+ ) 2410 (Mz) ’
“ 1—6— 1 S
_ (5
z e e L),
_ 1(5)}
— { 2uz (04 1)

n

- { §+ 1)2u;0 (5(1%1)31(&}'

[

92L(6)

Na forma matricial temos Kpzs = [KgB]T = —E{ 9393

} = XT"D(a)s com s =

T 1 S
(1, ,8n) €8 = 5T T (6f1)32(5).

A matriz de informacao de Fisher esperada para o parametro 6 é da forma

Kgs Kgs X"WssX XT"D(a)s

Kss  Kss s"D(a)X tr[D(u)]
E importante observarmos que a matriz X' Wy X = Dpi1yx(p+1) € invertivel e
seu complemento Schur, h = tr [D(u)] — s"D(a) XD *X " D(a)s, um escalar. Assim,
para encontrar a inversa da matriz particionada de Kyy, basta resolvermos o sistema

abaixo
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Lpiicprn O
XTWysX XTD(a)s\ (Ru Ris el

s'D(a)X tr[D(u)] Ro1  Rao
— ——

Uma alternativa de proceder é utilizar a eliminacao por blocos. Essas opera-
coes sao andlogas as elementares por linha ou coluna, a diferenca é que os escalares
sao substituidos por matrizes. A operacao de bloco elementar usada foi subtrairmos

8" D(a)X D! vezes a primeira linha da segunda linha, ou seja,

LY = Ly,—s'D(XD'L,
s"D(@)X tr[Dw)]) ~ " D@XD" (D X" D(a)s)
)= (s"D@X s"D@XD'X"D(a)s)
0 tr[D(u)] - s"D(@)X DX D(a)s)
0 tr[D(u)] -~ s"D()XB)

em que B = D"'X"D(a)s, com dimensio (p+ 1) x 1.
Por outro lado,
LY = L,—s"D(a)XD'LP
= (0 1) o STD(G)XDil <I(p+1)><(p+1) 0)
= (0 1)~ (s"D@xD 0)

= (—BT 1) :

Logo, a aplicagao das operacoes nos dois lados em A.2 apresenta a seguinte forma

D XTD(CL)S R11 R12 B I(p+1)><(p+1) 0

0 h R21 R22 —B—r 1
— DR11 + XTD(CL>SR21 DR12 + XTD(CZ)SRQQ o [(p+1)><(p+1) O
h Ry hRss —-BT 1

A expressao acima é um sistema triangular em bloco. O bloco da primeira e o da

segunda linha satisfazem as seguintes igualdades
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DRy + XTD(a)ngl = I(p+1)><(p+1) <— DRy = I(p+1)><(p+1) — XTD(CL)SR21;
DRys + XTD(G)SRQQ =0<«= DRy = —XTD(G)SRQQ;

BT
hRy; = =BT <= Ry, = =

1
hR22:1<:?R22:E.

Resolvemos Ry e Ris substituindo os expressoes de Ry e Roo:

T T —1xT T
DR1t = Ippys(pen) + 250 &= Ry = D7 B3R5 — g = D7 4 B
X"D(a)s -1xT
DRyy — _hU s Rip— —DTXD@s _p._ B

Portanto, assumindo que X 'Wj3sX e seu complemento Schur sao invertiveis,

obtemos a seguinte matriz para a inversa de Kyy

- BBT B
-1 D™+ h “h
K,
oo - BT 1
T h h

Expansao de §(m+1)

Podemos expandir () substituindo as matrizes [Kg™] ™!, X e W,

m)1— B gmnT (m) (m) (m) _(m
pmt1) _ [D(m)] 1+( )T[h ] 7Bh xXT o W D(a)'™ s(m) ().
(B 1 0 1) \[s™]"D@)™  tr[D(u)]

h h

I’

Primeiro calculamos a parte I’

m)]— Bm)g(m)T (m) m m m
R A
— BT L 0 1) \[s™)] D)™  tr[D(u)]
[D(m)}fl_‘_ B(m)[jhg(m)]T _B;lm) XTng) XTD(G)(m)S(m)
= B(m)T m m
e ; [s™]TD(a)"™  tr[D(u)]
(M My
M21 M22

47



em que

m B(m) B(m) TXTW(m) (m) S(m) T a (m)
My, = [D(m)]—lXTWB(B) 4 [ }]l 55 _ B }1 D(a)™.
My = [D]1X T D(a)™s0m) + B<m>{B<m>JT{D<a)<m>s<m> — B®urlb@),

mT x T 7 (m)
[B(m)T x Wy n [s(™]T D(a)(™) |

M21:_ h h )

(m) a)(™) g(m) r[D(u
Myy = _[B ]TXT}ILJ( ) + ¢ [?1( )y

Substituindo as matrizes B = [D]~1XTD(a)™ s(™ e [D0M]~1 = (X TW 5 X))~
em Mlb M12; M21 e MQQ, temos

B(m)[B(m)}TXTWéTBn) _ B(m)[s(m)]TD(a)(m)
h h

[ ] Mll = [D(m)]ilXTWﬁ(»gL) ‘|‘

B(m) [S(M)]TD(a)(m)X[D(m)]—lXTWﬁ(g) B B(m) [S(m)]TD(a)(m)
h h

— m)]—1 v T/ (m)
= [D™71X Wi

(m) (m) | BT D@ ™ X(XTWEX)TIXTWEY  gom)[s0m)]T p(ay™
(XTWﬁ X) XTWﬁﬁ + - BB BB __ [ }1 (a)

n B [s(™)T D)™ XX Wi XTI X Tw i B0 [s(m)]T D)™

_ v T m) sy v T (m)
= (X Wy X) X Wgg D T

B(m)[s(m)]TD( )(m [W(m)] 1W(m B(m)[s(m)}TD(a)(m)
h o h

_ v Trm) vy v T (m)
= (XTWg'X) XTW +

B [s(™M]TD(a)™  B™[s(™]T D(a)™)
h h

v Trm) vy v T (m)
= (X W X) X W' +
v T m) vy v T (m)
= (XTWa'X) X'Wg' 40

v T m) vy v T (m)
= (XTWe'X) XTW,;

o My = [D(m)]_lXTD(CL)(m)S(m) + B(m)[B(m)]TiTD(a)(m)S(m) _ B(m)t;[D(u)}
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o My = —

[D(m>]—IXTD(a)W)s(m)h+

B [BMTXTD(@)™s(m)  B™r[D(w)]

h h

[D™]=1X T D(a)™ 8™ [tr[D(u)] — [s(™]T D(a)™ X B(™)]

h

h

B [BM|TXT D)™ s(m)  BM)tr[D(u)]
+ h B h

[D™] 71X T D(a) ™ 8™ tr[D(w)] — D]~ X T D() ™ s [s™)] T D(a) "™ XB™)

h

+B(m)[B(m)]TXTD(a)(m)s(m) _ B™ir[D(u)]
h

h

B [B(M]TXTD(a)™s(m) — BU™tr[D(u)]

B™)r[D(u)] — B [s(™]T D(a)™ X B(™)
i +

h h

BM)tr[D(u)] — B™[s(m)]T D(a)(™ X[D(M)]-1XT D(a)(™ s(m)
h

_ B(m)tr[D(u)]
h

BM)[BM]T X T D(a)™ s(m)
+ R

4 BB TXTD(@) ™ s(™  B™r[D(w)]

BMir[D(w)] B [BM|TXTD(a)™s(m)
h h

[BUTXTWaE" | [s0m]T D(a)™
h h

T (m) —1yTy(m)
[s(™]T D(a)™ X[D™] 71X TW,T

h h

h

m)T (m) Ty m) sy "y Ty (m)
[s(™]TD(a) ™ X(XTWg' X)  XTW,]

4 T D@™

h

h

[s(™)] T D(a) ™ XX W X T X T

4 8T D@

h

h

m)T (m) rp7 (M) —1pp7(m)
[s(™)] T D(a) [Wﬁg] Wss

(5] " D(a)™
+ h

4 ™) D@

h h

[sT] D@ [s"]T D(a)™)
S ; + S ;
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(m) @™ stm) 4D
o My = _[B }TXT}I?( ) 4t [I;L( )l

—[s(™]T D(a)"™ X[D(™]-1XT D(a) ™ s(m) 4 tr[D(u)]
h

7[s(m)]TD(a)(m)XB(m) + tr[D(u)]
h

tr[D(u)] — [s™]T D(a)(™ X B(m)
h

Tr7(m) v\ =1 v Tr7(m)
(X Wﬁb’ X)X Wﬁﬁ 0
0 1

Assim, a matriz que corresponde a parte I’ possui a forma

Para calcularmos z*(™) | precisamos encontrar inicialmente a inversa da matriz W

tal que
Wﬁﬁ D(a)s P11 P12 _ Inxn 0 . (AB)
STD(G> tr [D(U)} P21 p22 0 1
—_—
w-1

Observe que a matriz Wsg € invertivel e seu complemento Schur possui a seguinte

forma

f=tr[D(u)] — STD(CL)WB_BID<(I)S,

sendo f um escalar.

A operacao de bloco elementar usada foi subtrairmos .sTD(a)I/VB_ﬂ1 vezes a pri-

meira linha da segunda linha, ou seja,

LY = Ly—s"D(a)Wss 'Ly
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Por outro lado,

LY = Ly—s'D(a)Wss 'Ly
= (0 1>—STD(G)W55_1 (Inxn 0)
= (0 1)—(3TD(a)W55‘1Inxn 0)
= (0 1) = (s"D@wy* 0)
= (—STD(a)WW*l 1>.

Assim, a aplicacao das operagoes nos dois lados em A.3 possui a forma

Wgs Dla)s Py Pro B Lxn 0
0 f Py Py B —STD(a)Wgﬁ_l 1
— W3 P11 + D(a)sPy WssPia + D(a)s Py _ L,n 0
[Py [Py —s'D(a)Wss™" 1
Logo,
WpsPi1 + D(a)sPyy = Lyxy <= WgPi1 = Lyxn — D(a)sPy,
WsgPra + D(a)sPy = 0 <= WpgzPia = —D(a)sPy <= P1a = =W, D(a)sPa,
f P =~  D(@)Wps™' = Py = — 2 2OWos
\ fP22:1<:>P22:%-

Substituindo P»1 e Pyo em Pjp e Pjg, respectivamente, temos

W_ID(a)ssTD(a)Wﬁ571

D TD(a)Wss™?! _
Wﬁﬂpll = Inxn + (a)ee f(a) = — P = Wﬁﬁl + = b )
_ T
— P11 = Wﬂﬁl + A? R
W 1D(a)
Py = _wf‘” — _?,

em que A = Wﬁ_ﬁlD(a)s.

ol



A inversa da matriz W encontrada possui a seguinte forma

-1, AAT A
i (Wes 5 —F
_AT 1
f f
Entao,
- D)™ 0 z(m)
20m = Kgm 4[]
0 tr [D(b)] 1

= _|_ BB [A( )]T f f
m 1
o 1)\ AT 1 o wpm))\ 1

m)— m A AT D(g)(™) A tr[D(b m
[Wﬂﬁ( )] 1D(a)( )+ [ f] (a) _ f[ ()] 5 (m)
AT D(a)™ tr[D(b)] 1

5(m) ! f

f

_ [A]T D(a)™ z(m) + tr[D(b)]
5(m) ! ’

f
(m) _ [AU]TD@) ™2™ | tr[D(b)]
0 i =7

m (m) [ AT D(a) (™ (m) g
XBm 4 [[Wﬁﬁ(m)]—lD<a)( ) 4 AMIAC)T D(a) ]z(m)_ Amu{D()

zik(m)

xpm m) | ACY[AC]T D)) A {D(b
( [[Wﬁﬂm)}—lD(a)( ) AIAT D) ]Z(m)_ (D))

(m) _ [AM™]TD@) ™2™ | wr[D®)] |’
5 ( e

*(m m)]— m m m a)m) m m)tr
em que 2" = X80 + [[Wﬁ[g( 1D (a)™ 4 ATUATTD@M ] o) _ AT (DO,

Substituindo a parte I’ e z*(™ em 81 temos

T (m) —1 T (m) *(m)
gim+1) (X W X)X Wy 0 21
0 1 sm) _ [A<m>1TDJ(ca><m>z<m> 4 trlD()]

(XTWég)X)_lXTWég)z;(m)
(m) _ [AU]TD(@)™ 2™ | r[D(b)]
5 ¢ 4ol
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Portanto,

Ig(m—H) _ (XTwﬂ(g%)X)—lXTwﬂ(g@)zr(m)

§m) _ AT D@ ™20 | tr[D()

m+1
§(m~+1) ; 7
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Apéndice B

Tabelas referentes as estimativas dos

vieses

Tabela B.1: Vieses médios quando 5y =0, 81 = /0,5 e 5o =+/0,5, 0 =0,89 e p = 2.

MV k1 ko ks ky ks ke k7 ks
p=0,85
Bo —0,150 —0,061 —0,137 —0,002 —0,082 —0,150 —0,146 —0,108 —0,150
15 By 0,034 -0,400 -0,053 -0,672 —0,320 0,010 —0,039 —0,206 0,012
By —0,078 —0,310 —0,090 —0,656 —0,224 —0,075 —0,057 —0,123 —0,078
Bo —0,140 -0,107 -0,151 —-0,020 -0,122 —0,143 —-0,146 —0,141 —0,143
20 By 0,018 -0,430 -0,118 -0,675 —0,348 —0,031 —0,080 —0,257 —0,043
By —0,055 —0,258 —0,060 —0,643 —0,177 —0,045 —0,035 —0,087 —0,042
Bo —0,091 -0,075 -0,093 —-0,010 —0,084 —0,093 —0,095 —0,091 —0,093
30 By —0,029 —0,291 —0,097 —0,638 —0,234 —0,049 —0,076 —0,163 —0,047
By —0,013 —0,107 —0,002 0,595 —0,053 —0,006 0,006 —0,002 —0,008
Bo —0,055 —0,009 —0,049 0,002 -0,017 -0,054 —0,051 —0,032 —0,054
50 B, —0,003 —0,278 —0,051 —0,633 —0,223 —0,011 —0,032 —0,137 —0,009
By —0,025 —0,118 —0,019 —0,602 —0,061 —0,024 —0,013 —0,004 —0,025
Bo —0,040 —-0,040 —0,043 —0,013 —0,042 —0,040 —0,041 —0,042 —0,040
80 B, —0,023 —0,168 —0,067 —0,587 —0,125 —0,032 —0,040 —0,082 —0,031
By —0,047 —0,079 —0,044 —0,544 —0,058 —0,044 —0,041 —0,043 —0,045

Fonte:De autoria propria.
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Tabela B.2: Vieses médios quando 5y =0, 81 = /0,5 e 5o = /0,5, =0,89 e p = 2.

MV k1 ko ks ka ks ke k7 ks
p=0,90
By —0,170 —0,135 —0,168 —0,058 —0,150 —0,164 —0,163 —0,160 —0,164
15 31 -0,035 -0,382 -0,113 -0,633 —-0,305 —-0,084 —0,130 —-0,231 —0,086
B, —0,016 —0,263 —0,045 —0,581 —0,184 —0,007 0,001 —0,099 —0,009
B0 —0,122 —0,065 —0,113 —0,013 —0,083 —0,120 —0,124 —0,100 —0,118
20 31 -0,015 -0,492 -0,141 -0,682 —0,428 -0,064 -0,167 —0,332 —0,058
B, —0,019 —0,284 —0,031 —0,630 —0,190 —0,011 0,022 —0,079 —0,016
B0 —0,097 —0,087 —0,108 —0,023 —0,096 —0,100 —0,103 —0,108 —0,100
30 Bl —-0,034 -0,341 —-0,08 —-0,654 —0,262 —0,045 —0,065 —0,166 —0,043
B, —0,022 —0,290 —0,050 —0,638 —0,202 —0,028 —0,025 —0,110 —0,034
%o —0,050 —0,037 —0,053 —0,004 —0,043 —0,051 —0,054 —0,052 —0,051
50 Bl 0,001 -0,305 -0,071 -0,649 -0,243 —-0,020 —-0,059 —-0,161 —0,015
B, —0,020 —0,151 —0,021 —0,618 —0,085 —0,021 —0,002 —0,020 —0,025
B0 —0,038 —0,027 —0,034 —0,005 —0,029 —0,038 —0,036 —0,032 —0,038
80 Bl -0,017 -0,243 -0,065 —-0,619 —-0,192 —-0,025 —-0,041 —-0,122 —0,024
B, —0,017 —0,078 —0,013 —0,577 —0,036 —0,015 —0,008 —0,003 —0,016
Fonte: De autoria propria.
Tabela B.3: Vieses médios quando 8y =0, 51 = /0,5 e 3, =+/0,5, 6 =0,89 e p = 2.
MV k1 ko ks ka ks ke k7 ks
p=0,95
B —0,137 0,009 —0,095 0,020 —0,013 —0,123 —0,101 —0,032 —0,120
15 B —0,055 —0,452 —0,127 —0,655 —0,394 —0,064 —0,145 —0,294 —0,081
B, 0,027 —0,206 —0,002 —0,544 —0,111 0,001 0,027 —0,041 0,008
B0 —0,109 —0,049 —0,100 —0,005 —0,063 —0,111 —0,113 —0,084 —0,115
20 B —0,090 —0,431 —0,143 —0,674 —0,364 —0,096 —0,139 —0,265 —0,090
B, 0,022 —0,293 —0,027 —0,648 —0,194 0,009 0,020 —0,083 0,002
B0 —0,105 —0,092 —0,110 —0,030 —0,104 —0,106 —0,111 —0,112 —0,105
30 B, —0,046 —0,404 —0,115 —0,654 —0,348 —0,057 —0,143 —0,257 —0,047
B, —0,016 —0,170 —0,011 —0,572 —0,088 —0,017 0,031 —0,008 —0,026
B0 —0,051 —0,020 —0,048 —0,004 —0,034 —0,051 —0,050 —0,041 —0,051
50 B, —0,066 —0,363 —0,108 —0,657 —0,311 —0,065 —0,115 —0,218 —0,052
B, —0,018 —0,211 —0,031 —0,623 —0,130 —0,026 0,004 —0,040 —0,037
B0 —0,047 —0,041 —0,049 —0,010 —0,045 —0,047 —0,048 —0,048 —0,047
80 By —0,044 —0,227 —0,069 —0,603 —0,183 —0,048 —0,067 —0,121 —0,041
B, 0,007 —0,103 0,004 —0,575 —0,049 0,006 0,018 0,002 0,001

Fonte: De autoria propria.
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Tabela B.4: Vieses médios quando 5y =0, 81 = /0,5 e 5o =+/0,5, 0 =0,89 e p = 2.

MV k1 ko ks ka ks ke k7 ks
p=0,99
B —0,160 —0,129 —0,164 —0,076 —0,139 —0,168 —0,170 —0,158 —0,165
15 31 —-0,084 —-0,450 —-0,086 —0,574 —0,398 —0,046 —0,098 —0,234 —0,072
B, 0,057 0,037 0,023 —0,250 0,097 —0,031 —0,021 0,037 —0,016
B0 —0,120 —0,111 —0,130 —0,059 —0,122 —0,128 —0,130 —0,129 —0,127
20 31 —-0,128 —-0,458 -0,097 -0,607 —0,405 -0,044 -0,121 —-0,262 —0,059
B, 0,082 —0,028 0,013 —0,333 0,043 —0,028 0,008 0,032 —0,019
B0 —0,093 —0,063 —0,091 —0,034 —0,071 —0,090 —0,087 —0,080 —0,090
30 Bl 0,078 —0,293 0,015 -0,501 -0,223 -0,011 —-0,082 —0,144 0,017
By, —0,008 —0,077 —0,066 —0,345 —0,048 —0,039 0,008 —0,009 —0,064
B0 —0,058 —0,040 —0,056 —0,020 —0,045 —0,056 —0,056 —0,051 —0,056
50 Bl 0,018 —-0,287 —-0,018 —-0,532 —0,238 0,017 —-0,077 —0,145 0,062
By, —0,040 —0,080 —0,027 —0,398 —0,031 —0,049 0,025 0,011 —0,090
B0 —0,036  —0,020 —0,038 —0,009 —0,033 —0,038 —0,037 —0,037 —0,039
80 Bl -0,140 -0,297 -0,097 -0,596 —-0,260 —-0,051 —-0,114 -0,169 —0,015
B, 0,084 —0,111 0,026 —0,507 —0,036 —0,004 0,048 0,021 —0,037
Fonte: De autoria propria.
Tabela B.5: Vieses médios quando 8y =0, 51 = /0,5 e 3, =+/0,5, 6 = 1,61 e p = 2.
MV k1 ko ks ka ks ke k7 ks
p=0,85
By —0,096 —0,048 —0,080 —0,005 —0,059 —0,099 —0,098 —0,075 —0,101
15 B —0,015 —0,309 —0,048 —0,638 —0,247 —0,017 —0,040 —0,148 —0,014
B, —0,021 —0,217 —0,038 —0,625 —0,141 —0,028 —0,017 —0,055 —0,031
B0 —0,076 —0,071 —0,080 —0,014 0,078 —0,077 —0,080 —0,083 —0,077
20 B 0,013 —0,333 —0,077 —0,647 0,267 —0,015 —0,061 —0,183 —0,013
B, —0,012 —0,144 —0,003 —0,602 —0,075 —0,004 —0,015 —0,008 —0,006
B0 —0,048 —0,072 —0,059 —0,027 —0,068 —0,052 —0,054 —0,064 —0,052
30 B, 0,038 —0161 —0,031 —0,577 —0,102 0,018 0,005 —0,052 0,019
B, —0,034 —0,077 —0,020 —0,513 —0,051 —0,027 —0,022 —0,027 —0,028
B0 —0,039 —0,031 —0,038 —0,011 —0,033 —0,039 —0,038 —0,036 —0,039
50 B 0,011 —0,210 —0,042 —0,597 —0,161 <0,001 —0,018 —0,097 0,001
By —0,035 —0,059 —0,021 —0,546 —0,027 —0,031 —0,022 —0,006 —0,032
B0 —0,021 —0,025 —0,020 —0,010 —0,024 —0,021 —0,021 —0,022 —0,021
80 B, 0,005 —0,108 —0,025 —0,533 —0,069 —0,001 —0,005 —0,038 —0,001
B, —0,015 —0,016 —0,012 —0,453 —0,009 —0,014 —0,013 —0,008 —0,014

Fonte: De autoria propria.
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Tabela B.6: Vieses médios quando 5y =0, 81 = /0,5 e 5o =+/0,5,0 =1,61 e p=2.

MV k1 ko ks ka ks ke k7 ks
p=0,90
By —0,137 —0,136 —0,154 —0,051 —0,144 —0,141 —0,146 —0,157 —0,142
15 31 -0,053 -0,350 —-0,138 -0,624 —-0,280 —-0,096 —0,123 —0,212 —0,098
B, —0,030 —0,254 —0,037 —0,603 —0,178 —0,016 —0,012 —0,089 —0,017
B0 —0,085 —0,060 —0,087 —0,010 —0,070 —0,085 —0,086 —0,080 —0,085
20 31 -0,026 —-0,258 —-0,066 —0,626 —0,199 —-0,035 -—-0,051 —0,127 —0,033
B, 0,007 —0,137 —0,003 —0,601 —0,073 0,007 —0,013 —0,014 0,004
B0 —0,050 —0,023 —0,048 —0,002 —0,029 —0,050 —0,048 —0,039 —0,050
30 Bl -0,017 -0,295 -0,069 -0,638 —0,237 -0,027 -0,052 —-0,153 —0,024
B, —0,003 —0,144 —0,003 —0,609 —0,077 0,004 0,015 —0,008 0,001
B0 —0,040 —0,044 —0,045 —0,019 —0,045 —0,041 —0,042 —0,045 —0,041
50 Bl 0,024 -0,119 -0,013 —-0,538 0,078 0,016 0,007 —0,036 0,017
By, —0,043 —0,050 —0,033 —0,496 —0,033 —0,039 —0,034 —0,025 —0,040
B0 —0,022 —0,020 —0,026 —0,024 —0,027 —0,023 —0,023 —0,026 —0,023
80 Bl -0,003 -0,136 —-0,046 -0,532 -0,094 -0,013 -0,019 -0,060 —0,013
B, —0,007 —0,012 —0,001 —0,446 —0,001 —0,004 —0,002 0,004 —0,005
Fonte: De autoria propria.
Tabela B.7: Vieses médios quando 8y =0, 51 = /0,5 e 3, =+/0,5, 6 = 1,61 e p = 2.
MV k1 ko ks ka ks ke k7 ks
p=0,95
B —0,109 —0,093 —0,112 —0,053 —0,099 —0,113 —0,115 —0,110 —0,113
15 B —0,002 —0,325 —0,088 —0,574 —0,248 —0,071 —0,105 —0,188 —0,075
B, 0,001 —0,249 —0,024 —0,545 —0,171 0,017 —0,016 —0,089 0,014
B0 —0,089 —0,058 —0,088 —0,012 —0,070 —0,088 —0,089 —0,082 —0,088
20 B 0,010 —0,375 —0,052 —0,649 —0,319 0,009 —0,091 —0,214 0,027
By, —0,036 —0,188 —0,027 —0,583 —0,102 —0,045 0,020 —0,015 —0,060
B0 —0,049 —0,006 —0,040 0,005 —0,015 —0,048 —0,045 —0,026 —0,048
30 B, 0,018 —0,354 —0,066 —0,663 —0,275 —0,016 —0,065 —0,179 —0,013
B, —0,050 —0,247 —0,044 —0,639 —0,158 —0,036 —0,011 —0,072 —0,042
B —0,035 —0,031 —0,036 —0,008 —0,033 —0,035 —0,036 —0,036 —0,035
50 B, —0,033 —0,230 —0,065 —0,594 —0,190 —0,038 —0,066 —0,126 —0,028
B, 0012 —0,084 0,014 —0,557 —0,031 0,013 0,029 0,021 0,004
B —0,015 —0,004 —0,013 0,002 —0,007 —0,015 —0,014 —0,010 —0,015
80 B, —0,031 —0,204 —0,066 —0,572 —0,170 —0,037 —0,055 —0,116 —0,033
B, —0,011 —0,038 0,00 —0,520 —0,006 —0,008 0,003 —0,018 —0,011

Fonte: De autoria propria.
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Tabela B.8: Vieses médios quando 5y =0, 81 = /0,5 e 5o =+/0,5, 0 =1,61 e p=2.

MV k1 ko ks ky ks ke k7 ks
p=0,99

By —0,035 0,008 —0,027 0,020 0,001 —0,062 —0,065 —0,012 —0,067

15 31 0,267 —0,317 0,084 —0,538 —0,226 0,010 —-0,100 —0,162 0,027

B, —0,206 —0,186 —0,177 —0,438 —0,154 —0,101 —0,034 —0,084 —0,117

B0 —0,025 0,015 —0,019 0,034 0,008 —0,042 —0,048 —0,005 —0,046

20 31 0,028 -0,328 —-0,020 —-0,592 —0,272 0,026 —0,078 —0,172 0,053

By, —0,044 —0,116 —0,028 —0,467 —0,052 —0,052 0,026 0,007 —0,076

B0 —0,059 —0,020 —0,053 —0,008 —0,028 —0,060 —0,053 —0,038 —0,056

30 31 0,017 -0,375 -0,038 -0,621 —0,314 0,002 —-0,086 —0,204 —0,013

By, —0,026 —0,130 —0,016 —0,490 —0,045 —0,030 0,028 0,008 —0,021

B0 —0,034 —0,022 —0,033 —0,008 —0,025 —0,034 —0,031 —0,029 —0,036

50 31 0,022 —-0,265 —-0,013 —-0,549 —0,220 0,022 -0,071 —0,129 0,076

By, —0,037 —0,119 —0,027 —0,460 —0,063 —0,046 0,028 —0,006 —0,095

B0 —0,027 —0,033 —0,020 —0,011 —0,033 —0,027 —0,029 —0,032 —0,027

80 31 —-0,007 -0,256 —0,032 —-0,590 —0,217 0,012 -0,071 —-0,135 0,036

B, —0,012 —0,096 —0,004 —0,530 —0,028 —0,032 0,036 0,031 —0,054

Fonte: De autoria propria.
Tabela B.9: Vieses médios quando 3y =0, 81 = /0,5 ¢ B2 =+/0,5, 6 =8 e p=2.
MV k1 ko ks ky ks ke k7 ks
p=0,85
By —0,019 —0,024 —0,018 —0,010 —0,022 —0,021 —0,022 —0,020 —0,021
15 B 0,021 —0,164 —0,023 —0,561 —0,116 0,011 —0,001 —0,063 0,011
B, —0,019 —0,028 —0,006 —0,491 —0,008 —0,016 —0,010 0,004 —0,016
56, -0,015 -0,017 -0,016 -0,010 -0,017 -—0,016 —0,016 —-0,016 —0,015
20 B —0,010 —0,047 —0,021 —0,413 —0,032 —0,012 —0,013 —0,022 —0,012
By —0,021 —0,045 —0,033 —0,408 —0,035 —0,023 —0,023 —0,030 —0,023
B0 —0,011 —0,011 —0,012 —0,020 —0,011 —0,011 —0,011 —0,011 —0,011
30 B, 0,001 —0,055 —0,010 —0427 —0,033 —0,001 —0,003 —0,016 —0,001
B, —0,001 —0,002 —0,003 —0,358 <0,001 —0,002 —0,001 0,001 —0,002
By <0,001 -0,010 -0,009 -0,023 —0,009 —0,008 —0,008 —0,009 —0,008
50 B <0,0001 —0,027 —0,016 —0,255 —0,020 —0,006 —0,007 —0,014 —0,006
B\g < 0,001 —0,002 0,001 —0,138 0,002 < 0,001 0,001 0,001 < 0,001
By <0,001 -0,006 -0,006 -—0,011 —0,006 —0,006 —0,006 —0,006 —0,007
80 B <0,0001 —0,031 —0,014 —0,315 —0,020 —0,006 —0,007 —0,014 —0,006
B, <0,000 0,009 0,004 —0,135 0,006 0,001 0,001 0,003 0,001
Fonte: De autoria propria.
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Tabela B.10: Vieses médios quando By =0, 31 = /0,5 ¢ B =+/0,5,0 =8 e p = 2.
MV k1 ko ks ka ks ke k7 ks
p=0,90
B —0,019 —0,024 —0,020 —0,015 —0,022 —0,020 —0,021 —0,021 —0,020
15 31 0,033 —-0,102 -0,003 —0,512 —0,064 0,026 0,017 —0,024 0,027
By —0,062 —0,045 —0,052 —0,450 —0,039 —0,059 —0,055 —0,042 —0,060
B —0,018 —0,017 —0,019 0,003 —0,019 —0,019 —0,019 —0,019 —0,018
20 31 0,006 -0,121 -0,032 -0,532 —-0,081 -—-0,003 —-0,012 —-0,046 —0,002
By, —0,012 —0,019 —0,003 —0,461 —0,007 —0,008 —0,005 —0,001 —0,009
B0 —0,011 —0,019 —0,014 —0,032 —0,016 —0,012 —0,012 —0,014 —0,012
30 B\l —-0,001 —-0,084 —0,018 0,435 -0,054 -0,004 -0,007 —0,031 —0,005
B, 0,001 0,004 0,002 0,364 0,008 0,00 0,003 0,009 0,002
B —0,008 —0,005 —0,007 0,005 —0,007 —0,008 —0,008 —0,007 —0,008
50 B\l 0,001 -0,038 -0,012 -0,370 -0,023 -0,001 —-0,003 —-0,013 —0,001
B, —0,005 0,004 —0,003 —0,262 0,001 —0,005 —0,004 —0,002 —0,005
B0 —0,006 —0,004 —0,005 0,006 —0,005 —0,005 —0,005 —0,005 —0,005
80 B\l 0,003 -0,030 —-0,009 —-0,305 —0,017 0,001 —-0,001 —0,009 0,001
B, —0,005 0,000 —0,001 —0,160 0,004 —0,004 —0,003 <0,001 —0,004
Fonte: De autoria propria.
Tabela B.11: Vieses médios quando 5y =0, 51 = /0,5 e 3, =+/0,5, 0 =8¢ p=
MV k1 ko ks ky ks ke k7 ks
p=0,95
B —0,024 —0,041 —0,028 —0,034 —0,036 —0,025 —0,025 —0,032 —0,025
15 B —0,002 —0,160 —0,028 —0,507 —0,127 —0,007 —0,024 —0,075 —0,002
3, 0,003 —0,033 0,015 —0,459 <0,001 0,004 0,017 0,020 < 0,001
B —0,018 —0,007 —0,017 0,007 —0,013 —0,018 —0,019 —0,017 —0,018
20 B 0,000 —0,174 —0,027 —0,561 —0,128 —0,005 —0,018 —0,072 —0,004
B, —0,003 —0,072 0,006 —0,528 —0,028 —0,001 0,008 0,012 —0,003
B —0,012 0,001 —0,009 0,011 —0,004 —0,011 —0,011 —0,007 —0,011
30 B, 0,004 —0,187 —0,024 —0,573 —0,140 —0,001 —0,009 —0,079 —0,003
B, —0,004 —0,047 0,005 —0,532 —0,011 —0,002 0,002 0,021 —0,001
Bo —0,008 —0,003 —0,007 0,002 —-0,004 —-0,008 —0,008 —0,006 —0,008
50 B, —0,016 —0,088 —0,031 —0,389 —0,069 —0,018 —0,023 —0,045 —0,017
3, 0010 0,033 0015 —0,300 0,033 0,011 0,014 0,025 0,010
B —0,003 —0,005 —0,003 0,010 —0,004 —0,003 —0,003 —0,004 —0,003
80 B, —0,012 —0,070 —0,027 —0,366 —0,048 —0,015 —0,017 —0,034 —0,015
B, —0,006 0,020 0,020 —0,258 0,012 —0,005 —0,003 0,006 —0,005

Fonte: De autoria propria.

29



Tabela B.12: Vieses médios quando fy =0, 51 = /0,5 e 5 =+/0,5, 6 =8 e p=2.

MV k1 ko ks k4 ks ke k7 ks

p=0,99
By —0,028 —0,031 —0,029 —0,012 —0,032 —0,029 —0,029 —0,032 —0,029

15 B, —0,016 —0,232 —0,028 —0,563 —0,196 0,017 —0,052 —0,112 0,044

By 0,012 —0,078 0,011 —0,490 —0,014 —0,022 0,037 0,036 —0,048

By —0,027 —0,034 —0,022 —0,017 —0,028 —0,022 —0,019 —0,025 —0,022
20 B, 0,007 —0,232 —0,022 —0,581 —0,195 0,010 —0,053 —0,118 0,014
By —0,005 —0,074 0,008 —0,525 —0,009 —0,012 0,038 0,038 —0,016

By —0,011 0,002 —0,010 0,005 -0,001 —0,011 —0,010 —0,006 —0,010
30 B, —0,006 —0,203 —0,027 —0,559 —0,169 0,003 —0,045 —0,100 0,022
By —0,003 —0,084 0,006 —0,524 —0,024 —0,013 0,027 0,030 —0,030

By —0,009 —0,009 —0,009 —0,007 —0,009 —0,009 —0,009 —0,009 —0,009
50 B, —0,013 —0,162 —0,038 —0,486 —0,141 —0,012 —0,045 —0,089 0,004
By 0,004 —0,032 0,017 —0,437 0,005 0,001 0,027 0,038 —0,012

By —0,005 —0,005 —0,005 0,004 —0,005 —0,005 —0,005 —0,005 —0,004
80 B, 0,007 —0,100 —0,014 —0,403 —0,088 0,006 —0,017 —0,047 0,019
By —0,014 —0,016 <0,001 —0,359 0,005 —0,014 0,006 0,018 —0,025

Fonte: De autoria propria.

60



Tabela B.13: Vieses médios quando By = 0, 51, B2, B3 € 54 assumem valores no intervalo

(0,1), 6 = 0,89 e p = 4.

MV Ky ko ks kg ks ke ker ks
p=0,85

Bo —0,286 —0,146 —0,271 —0,043 —0,190 —0,274 —0,267 —0,220 —0,272

By —0,101 —0,468 —0,215 —0,651 —0,389 —0,219 —0,291 —0,353 —0,221

15 By —0,293 —0,218 —0,124 —0,419 —0,185 —0,036 0,001 —0,079 —0,028
By 0,270 —0,075 0,156 —0,208 0,023 0,106 0,087 0,049 0,098

By, 0,120 —0,053 0,043 —0,195 —0,001 —0,021 —0,018 0,004 —0,027

Bo —0,195 —0,106 -0,188 —0,016 —0,140 -0,191 —0,191 —0,168 —0,191

By 0,008 —0,253 —0,061 —0,412 —0,183 —0,029 —0,051 —0,129 —0,032

20 By —0,022 0,142 0,165 0,004 0,168 0,097 0,172 0,227 0,107
By —0,020 —0,436 —0,113 —0,629 —0,340 —0,044 —0,075 —0,245 —0,048

Bs 0,015 —0,402 —0,141 —0,585 —0,313 —0,089 —0,152 —0,255 —0,097

Bo —0,132 —0,072 —-0,134 —0,004 —0,096 —0,132 —0,132 —0,122 —0,132

By —0,173 —0,469 —0,262 —0,646 —0,401 —0,207 —0,238 —0,332 —0,212

30 B, 0,087 0,067 0,181 —0,135 0,125 0,125 0,158 0,191 0,130
By 0,071 0,086 0,093 —0,018 0,108 0,068 0,072 0,121 0,068

By, —0,063 —0,536 —0,181 —0,728 —0,434 —0,085 —0,113 —0,325 —0,090

Bo —0,083 —0,040 —0,087 —0,001 —0,059 —0,085 —0,088 —0,077 —0,085

Bi  —0,023 —0,598 —0,148 —0,849 —0,474 —0,039 —0,069 —0,319 —0,042

50 By 0,013 —0,053 0,060 —0,270 0,009 0,023 0,039 0,065 0,025
By —0,027 —0,255 —0,068 —0,425 —0,187 —0,033 —0,041 —0,119 —0,034

By —0,000 0,070 0,040 —0,073 0,090 —0,005 0,003 0,094 —0,004

Bo —0,065 —0,032 —0,065 —0,001 —0,044 —0,065 —0,066 —0,058 —0,065

By —0,055 —0,421 —0,156 —0,635 —0,346 —0,069 —0,094 —0,256 —0,072

80 By 0,006 0,119 0,124 —0,142 0,167 0,022 0,049 0,193 0,026
By 0,001 —0,190 —0,025 —0,407 —0,127 —0,002 —0,007 —0,062 —0,003

By —0,001 —0,383 —0,083 —0,624 —0,285 —0,010 —0,023 —0,176 —0,012

Fonte: De autoria propria.
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Tabela B.14: Vieses médios quando By = 0, 51, B2, 83 € 54 assumem valores no intervalo

(0,1), 6 = 0,89 e p = 4.

MV Ky ko ks kg ks ke ker ks
p=0,90

By —0,268 —0,153 —0,263 —0,027 —0,199 —0,266 —0,265 —0,229 —0,266

Bi 0,066 —0,097 0,088 —0,309 —0,034 0,108 0,104 0,034 0,113

15 By —0,077 —0,167 —0,055 —0,401 —0,104 —0,066 —0,045 —0,051 —0,060
By —0,031 —0,099 —0,024 —0,240 —0,058 —0,028 —0,013 —0,029 —0,033

B, —0,031 —0,521 —0,169 —0,718 —0,415 —0,147 —0,232 —0,369 —0,165

Bo —0,159 —0,039 —0,133 —0,001 —0,065 —0,155 —0,146 —0,087 —0,155

B, 0,031 0,135 0,103 0,013 0,150 0,058 0,099 0,174 0,066

20 By —0,052 —0,102 0,015 —0,288 —0,050 0,009 0,033 0,014 0,018
By 0,059 —0,48%8 —0,082 —0,714 —0,369 —0,006 —0,071 —0,284 —0,017

Bs —0,052 —0,341 -0,127 —0,531 —0,263 —0,108 —0,136 —0,211 —0,119

Bo —0,110 —0,025 —-0,090 0,011 —0,041 —0,113 —0,110 —0,062 —0,113

B, —0,053 0,08 0,061 —0,059 0,108 —0,018 0,022 0,133 —0,012

30 By 0,072 —0,358 —0,048 —0,619 —0,256 0,027 —0,012 —0,159 0,019
By —0,113 —0,508 —0,186 —0,719 —0,416 —0,122 —0,147 —0,318 —0,123

B, 0,004 0,000 0,076 —0,155 0,043 0,031 0,058 0,089 0,036

Bo —0,088 —0,035 —0,079 —0,002 —0,049 —0,086 —0,084 —0,064 —0,086

B, 0,004 —0,380 —0,076 —0,632 —0,283 —0,013 —0,035 —0,185 —0,017

50 By —0,021 —0,164 0,003 —0,452 —0,089 —0,006 0,003 —0,014 —0,004
By 0,017 0,148 0,096 —0,005 0,163 0,027 0,047 0,164 0,017

By —0,018 —0,314 —0,070 —0,584 —0,219 —0,032 —0,045 —0,136 —0,018

Bo —0,058 —0,034 —0,056 —0,001 —0,042 —0,057 —0,057 —0,051 —0,057

By —0,009 —0,138 —0,022 —-0,359 —0,086 —0,012 —0,017 —0,041 —0,013

80 By —0,012 —0,086 0,041 —0,436 —0,008 —0,002 0,015 0,059 0,001
By 0,011 —0,298 —0,040 —0,575 —0,214 0,003 —0,010 —0,121 0,002

By —0,005 —0,276 —0,048 —0,553 —0,192 —0,012 —0,021 —0,109 —0,014

Fonte: De autoria propria.
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Tabela B.15: Vieses médios quando By = 0, 51, B2, B3 € 54 assumem valores no intervalo

(0,1), 6 = 0,89 e p = 4.

MV Ky ko ks kg ks ke ko7 ks
p=0,95

Bo —0,126 —0,009 —0,117 0,082 —0,047 —0,183 —0,196 —0,082 —0,189

By 0,017 —0,495 —0,111 —0,733 —0,38 —0,122 —0,219 —0,327 —0,136

15 By —0,053 —0,085 0,021 —0,312 —0,015 0,045 0,088 0,044 0,050
By 0,037 0,062 0,118 —0,106 0,107 0,131 0,175 0,155 0,142

Bs —0,009 —0,261 —0,092 —0,410 —0,208 —0,116 —0,148 —0,174 —0,125

Bo —0,127 —0,028 —-0,106 0,030 —0,051 —0,136 —0,134 —0,075 —0,141

B, 0,062 —0,147 0,029 —-0,329 —0,090 0,041 0,007 —0,044 0,039

20 By —0,073 —0,231 —0,078 —0,485 —0,161 —0,067 —0,058 —0,101 —0,067
By 0,081 0,213 0,216 0,031 0,247 0,194 0,270 0,291 0,205

By —0,066 —0,465 —0,190 —0,686 —0,383 —0,182 —0,255 —0,332 —0,194

Bo —0,136 —0,073 —-0,121 —0,012 —0,092 —0,124 —0,115 —-0,103 —0,123

Bi 0,078 —0,252 —0,013 —0,475 —0,165 < 0,001 —0,038 —0,117 —0,012

30 By —0,128 —0,231 —0,085 —0,461 —0,176 —0,065 —0,068 —0,104 —0,054
By 0,042 0,196 0,153 0,033 0,219 0,113 0,195 0,255 0,120

By 0,003 —0,398 —0,097 —0,630 —0,300 —0,077 —0,134 —0,244 —0,086

By —0,092 —0,060 —0,096 —0,007 —0,075 —0,094 —0,096 —0,090 —0,095

Bi —0,023 —0,289 —0,097 —0,488 —0,223 —0,061 —0,092 —0,165 —0,066

50 By —0,008 0,156 0,177 —0,071 0,198 0,093 0,173 0,254 0,106
By —0,011 —0,479 —0,178 —0,710 —0,392 —0,089 —0,161 —0,315 —0,100

Bs —0,016 —0,181 —0,042 —0,392 —0,120 —0,035 —0,043 —0,069 —0,037

By —0,051 —0,017 —0,048 —0,001 —0,028 —0,051 —0,051 —0,038 —0,051

By 0,041 —0,018 —0,066 —0,249 0,032 0,048 0,058 0,075 0,048

80 By —0,025 —0,300 —0,072 —0,630 —0,216 —0,037 —0,057 —0,135 —0,038
By —0,014 0,025 —0,053 —0,184 0,054 0,004 0,024 0,083 0,006

By —0,047 —0,338 —0,099 —0,631 —0,247 —0,057 —0,065 —0,166 —0,060

Fonte: De autoria proépria.
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Tabela B.16: Vieses médios quando By = 0, 51, B2, B3 € 54 assumem valores no intervalo

(0,1), 6 = 0,89 e p = 4.

MV k1 ko ks k4 ks kg k7 ks
p=20,99
Bo —0,243 —0,169 —0,250 —0,094 —0,204 —0,244 —0,217 —0,215 —0,240
By 0,046 0,047 0,129 —0,097 0,073 0,171 0,134 0,118 0,170
15 Ba 0,131 -0,251 -0,016 -0,440 -0,171 -0,163 -—0,192 —0,182 —0,172
Bs  —0,246 0,050 —0,083 —0,062 0,048 0,117 0,156 0,108 0,126
B4 0,023 -0,268 -0,061 —0,446 —0,190 -0,167 —0,206 —0,199 —0,175
Bo -—0,141 —-0,056 -0,136 —-0,004 —-0,086 —0,147 —0,136 —0,096 —O0,146
B —0,060 —0,445 —0,198 —0,600 —0,392 —0,297 —0,346 —0,365 —0,302
20 Bo 0,179 0, 260 0,295 0,089 0,303 0,364 0,362 0,338 0,372
Bs 0,030 —0,348 —0,091 —0,544 —0,261 —0,194 —0,239 —0,256 —0,218
By —0,213 0,032 —-0,082 —0,088 0,038 0,046 0,107 0,080 0,062
Bo -—0,146 —-0,099 -0,144 -0,041 -0,118 -0,143 —-0,138 —0,128 —0,143
By 0,022 —0,034 0,019 —0,205 0,009 0,024 0,025 0,022 0,032
30 Ba 0,036 —0,217 -0,017 -0,393 -0,179 -—0,050 —0,068 —0,117 —0,046
Bs 0,043 0,204 0,160 0,051 0,229 0,234 0,281 0,263 0,232
By —0,168 —0,444 —0,236 —0,646 —0,365 —0,282 —0,334 —0,357 —0,296
Bo —0,078 —0,046 —-0,079 -0,011 —-0,060 —-0,081 —0,080 —0,069 —0,081
B —0,028 —0,030 0,035 —0,156 —0,015 0,075 0,074 0,038 0,077
50 Ba 0,027 0,173 0,149 —0,004 0,211 0,194 0,247 0,244 0,213
By —0,021 0,015 0,034 —0,136 0,046 0,018 0,070 0,075 0,024
Bi —0,001 —0,668 —0,270 —0,886 —0,558 —0,337 —0,461 —0,538 —0,369
Bo -—0,062 —0,034 -0,061 —-0,007 —0,044 —-0,062 —-0,062 —0,053 —0,062
By —0,014 0,008 0,061 —0,215 0,048 0,051 0,078 0,090 0,058
80 Ba 0,043 -0,315 —0,102 —-0,584 —0,245 —0,087 —0,133 —0,191 —0,091
Bs 0,030 0,143 0,147 —0,063 0,173 0,126 0,183 0,210 0,133
By —0,124 —0,368 —0,162 —0,614 —0,297 —0,141 —0,178 —0,249 —0,150

Fonte: De autoria propria.
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Tabela B.17: Vieses médios quando Sy = 0, 51, B2, B3 € 54 assumem valores no intervalo

(0,1),6=1,61ep=4.

MV kq ko ks ky ks ke k7 ks
p=0,85
Bo —0,164 —0,042 —0,137 <0,001 —0,070 —0,158 —0,149 —0,096 —0,157
By —0,007 0,030 0,068 —0,121 0,066 0,018 0,046 0,105 0,022
15 By 0,018 —0,272 -0,008 -0,539 —0,171 0,015 0,012 —0,078 0,015
By —0,018 —0,325 —0,046 —0,580 —0,225 —0,023 —0,033 —0,133 —0,024
Bi —0,010 —0,388 —0,123 —0,540 —0,312 —0,049 —0,093 —0,244 —0,056
By —0,143 —0,059 —0,130 —0,004 —0,084 —0,140 —0,136 —0,108 —0,139
B 0,000 —0,273 —0,070 —0,446 —0,203 —0,018 —0,042 —0,142 —0,022
20 Bo  —0,028 0,113 0,136 —0,083 0,148 0,037 0,092 0,197 0,047
By  —0,050 —0,290 —0,096 —0,476 —0,219 —0,062 —0,073 —0,154 —0,064
B4 0,019 -0,487 -0,163 —0,701 —0,387 —-0,049 —-0,109 —0,305 —0,060
fo —0,085 —0,034 -0,088 —0,001 —0,053 —0,087 —0,090 —0,074 —0,087
By 0,014 -0,017 —-0,010 —0,070 0,021 —0,001 —0,020 0,012 —0,003
30 By —0,008 0,102 —0,107 —0,093 0,143 0,024 0,070 0,177 0,028
By —0,004 —0,570 —0,121 —0,809 —0,447 —0,024 —0,056 —0,305 —0,026
Bi —0,004 —0,359 —0,079 —0,549 —0,277 —0,023 —0,050 —0,182 —0,026
Bo —0,048 —0,035 —0,055 0,006 —0,046 —0,051 —0,053 —0,057 —0,051
B —0,054 —0,055 —0,018 —0,236 —0,013 —0,050 —0,041 0,015 —0,050
50 Ba 0,033 —0,269 0,009 —0,569 —0,172 0,032 0,025 —0,060 0,031
Bs —0,034 —0,267 —0,046 —0,508 —0,186 —0,035 —0,036 —0,094 —0,035
By —0,024 —0,320 —0,060 —0,574 —0,234 —0,028 —0,032 —0,120 —0,029
Bo —0,030 0,010 -0,018 0,003 < 0,001 -0,028 -0,027 -0,010 —0,028
By 0,013 -0,252 —-0,051 —0,582 —0,173 0,005 —0,003 —0,100 0,004
80 By —0,039 0,229 0,089 —0,025 0,199 —0,022 —0,005 0,151 —0,019
By —0,007 —0,278 —0,088 —0,607 —0,200 —0,018 —0,027 —0,132 —0,019
By 0,005 —0,193 —0,050 —0,468 —0,135 —0,002 —0,009 —0,084 —0,003
Fonte: De autoria propria.
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Tabela B.18: Vieses médios quando By = 0, 51, B2, B3 € 54 assumem valores no intervalo

(0,1),6=1,61ep=4.

MV Ky ks ks Ky ks ke ey kg
p=0,90

Bo —0,168 —0,077 —0,165 —0,007 —0,109 —0,170 —0,170 —0,138 —0,170

B, —0,016 —0,585 —0,159 —0,778 —0,471 —0,075 —0,153 —0,373 —0,080

15 By —0,010 —0,393 —0,085 —0,575 —0,297 —0,037 —0,063 —0,214 —0,044
33 —0,002 0,074 0,097 —0,023 0,106 0,058 0,117 0,144 0,064

B, 0,014 0,001 0,061 —0,108 0,040 0,031 0,054 0,075 0,034

Bo —0,091 0,028 —0,046 0,019 0,014 —0,087 —0,075 0,002 —0,086

31 -0,044 -0,141 -0,059 —-0,265 —0,096 —0,083 —0,079 —0,063 —0,085

20 By 0,038 0,123 0,202 0,011 0,148 0,182 0,232 0,218 0,192
By —0,041 —0,518 —0,187 —0,737 —0,410 —0,115 —0,160 —0,326 —0,122

By 0,001 —0,362 —0,137 —0,503 —0,289 —0,078 —0,122 —0,243 —0,085

Bo —0,067 —0,038 —0,074 0,003 —0,052 —0,071 —0,073 0,067 —0,073

B, 0,044 —0,127 0,031 —0,332 —0,065 0,042 0,038 —0,005 0,042

30 By —0,009 —0,160 0,015 —0,468 —0,078 —0,002 0,005 < 0,001 —0,001
By —0,063 —0,204 —0,056 —0,433 —0,142 —0,061 —0,060 —0,081 —0,061

By 0,015 —0,353 —0,054 —0,647 —0,244 0,001 —0,012 —0,142 —0,002

Bo —0,051 —0,026 —0,047 —0,002 —0,036 —0,050 —0,050 —0,043 —0,050

By 0,008 —0,108 —0,016 —0,330 —0,056 —0,004 —0,008 —0,018 —0,004

50 By —0,012 0,101 0,138 —0,126 0,125 0,036 0,068 0,162 0,040
By —0,005 —0,443 —0,130 —0,744 —0,338 —0,033 —0,058 —0,233 —0,036

By —0,007 —0,210 —0,088 —0,428 —0,152 —0,035 —0,053 —0,233 —0,038

By —0,030 —0,010 —0,027 <0,001 —0,016 —0,030 —0,031 —0,022 —0,031

B —0,008 —0,143 —0,028 —0,361 —0,092 —0,011 —0,015 —0,046 —0,012

80 By —0,043 0,140 0,150 —0,159 0,183 0,058 0,082 0,208 0,061
By —0,018 —0,484 —0,123 —0,779 —0,379 —0,030 —0,050 —0,246 —0,032

34 -0,054 -0,229 -0,097 -0,457 -0,176 —-0,061 —0,072 —0,125 —0,062

Fonte: De autoria propria.
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Tabela B.19: Vieses médios quando By = 0, 51, B2, B3 € 54 assumem valores no intervalo
(0,1), 6 = 1,61 e p = 4.

MV Ky kg ks ko ks ke ks ks
p=0,95
Bo —0,160 —0,148 —0,177 —0,027 —0,172 —0,166 —0,174 —0,193 —0,166
B, 0,007 —0,216 —0,017 —0,415 —0,138 —0,008 —0,012 —0,080 —0,011
15 By 0,023 —0,231 0,021 —0,487 —0,142 0,038 0,023 —0,057 0,042
33 -0,024 -0,188 -0,027 -0,373 -0,123 -0,037 -0,019 —-0,069 —0,024
By —0,010 —0,304 —0,058 —0,543 —0,210 —0,023 —0,049 —0,144 —0,041
Bo —0,126 —0,057 —0,122 —0,008 —0,080 —0,125 —0,125 —0,099 —0,125
31 0,022 -0,122 0,012 —-0,326 —0,063 0,003 0,006 —0,013 < 0,001
20 By —0,082 0,075 0,080 —0,127 0,105 0,042 0,111 0,162 0,059
By 0,016 —0,513 —0,155 —0,743 —0,408 —0,075 —0,163 —0,339 —0,086
By 0,046 —0,230 —0,038 —0,426 —0,157 —0,026 —0,054 —0,111 —0,038
Bo —0,074 —0,039 —0,078 —0,003 —0,055 —0,076 —0,078 —0,069 —0,076
B, 0,119 —0,462 —0,034 —0,710 —0,350 0,073 —0,010 —0,240 0,068
30 By —0,088 —0,332 —0,110 —0,595 —0,240 —0,099 —0,085 —0,156 —0,105
By —0,052 0,109 0,072 —0,031 0,128 —0,006 0,041 0,154 0,005
By —0,020 —0,073 0,011 —0,232 —0,030 —0,008 0,002 0,015 —0,007
Bo —0,053 —0,028 —0,050 —0,005 —0,037 —0,052 —0,052 —0,045 —0,052
B, 0,011 —0,091 -0,007 —0,312 —0,038 —0,011 —0,010 <0,001 —0,013
50 By —0,014 0,098 0,159 —0,114 0,123 0,092 0,127 0,179 0,101
By —0,004 —0,449 —0,148 —0,726 —0,350 —0,062 —0,099 —0,264 —0,068
By —0,011 —0,189 —0,087 —0,410 —0,129 —0,068 —0,080 —0,095 —0,072
Bo —0,036 —0,012 —0,031 <0,00l —0,019 —0,036 —0,036 —0,027 —0,036
B <0,001 —0,124 —0,017 —0,356 —0,074 —0,007 —0,014 —0,031 —0,008
80 By 0,048 0,148 —0,177 —0,153 0,196 0,081 0,127 0,237 0,086
By —0,019 —0,481 —0,146 —0,774 —0,385 —0,043 —0,079 —0,274 —0,046
34 -0,059 -0,215 -0,097 -0,452 -0,165 -0,073 -0,091 —0,119 —0,075
Fonte: De autoria prépria.
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Tabela B.20: Vieses médios quando Sy = 0, 51, B2, B3 € 54 assumem valores no intervalo

(0,1),6=1,61ep=4.

MV k1 ko ks k4 ks kg k7 ks
p=20,99
Bo —0,150 —0,118 —0,152 —0,059 —0,132 —0,153 —0,151 —0,142 —0,155
By —0,091 0,082 0,005 —0,074 0,093 0,096 0,141 0,127 0,106
15 Ba 0,454 —0,206 0,181 -0,425 -0,107 -0,071 —0,128 —0,122 —0,086
Bs  —0,358 —0,384 —0,305 —0,549 —0,358 —0,268 —0,296 —0,318 —0,273
Bs —0,105 0,157 0,056 0,012 0,165 0,207 0,233 0,206 0,216
Bo -0,118 -0,081 -0,117 -0,031 -0,097 -0,116 -0,113 -—0,105 —0,116
By 0,019 0,428 -0,143 -0,619 -0,351 —0,267 —0,336 —0,341 —0,267
20 By —0,112 0,077 0,036 —0,092 0,105 0,149 0,185 0,149 0,149
Bs 0,019 0,178 0,127 0,033 0,191 0,226 0,276 0,241 0,231
B4 0,071 -0,335 —0,054 -—0,512 —0,257 -—0,163 —0,217 —0,242 —0,175
Bo -—0,091 —-0,065 -0,086 —0,025 —0,075 —0,085 —0,082 —0,080 —0,084
By 0,005 0,025 0,053 —0,155 0,048 0,067 0,094 0,087 0,075
30 B —0,104 —0,084 —0,053 —0,318 —0,044 —0,005 0,015 —0,005 —0,008
Bs 0,073 -0,38 —-0,079 -0,631 -0,292 -0,160 —0,242 —-0,274 —0,173
B4 0,008 —0,015 0,049 —0,215 0,021 0,063 0,084 0,062 0,069
Bo —0,053 —0,020 —-0,046 —0,004 —0,028 —0,048 —0,043 —0,033 —0,047
By 0,019 -0,118 -0,016 -0,295 —0,08 —0,037 —0,047 —0,051 —0,045
50 Bo 0,001 0,154 0,174 —0,048 0,180 0,237 0,259 0,236 0, 260
Bs —0,052 0,023 —0,006 —0,157 0,054 —0,043 0,028 0,075 —0,036
B4 0,005 —0,565 —0,213 —-0,813 —0,460 —0,219 —0,313 —0,424 —0,246
Bo -0,031 -0,012 -0,029 -0,001 -0,018 -0,031 —-0,032 —-0,024 —0,032
By 0,031 —0,054 0,022 -0,301 —0,011 0,007 0,009 0,020 0,005
80 Ba 0,054 0,171 0,193 —0,107 0,211 0,200 0,263 0,262 0,212
Bs —0,016 —0,435 —0,170 —0,715 0,358 —0,130 —0,204 —0,305 —0,144
By —0,001 —0,162 —0,091 —0,398 —0,129 —0,120 —0,123 —0,097 —0,118

Fonte: De autoria propria.
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Tabela B.21: Vieses médios quando By = 0, 51, B2, B3 € 54 assumem valores no intervalo
(0,1),0 =8ep=4.

MV ket ks ks ka ks ke . ks
p=0,85

Bo —0,051 —0,074 —0,066 —0,004 —0,080 —0,052 —0,056 —0,083 —0,053

Bi —0,017 —0,389 —0,08 —0,678 —0,293 —0,027 —0,045 —0,182 —0,029

15 By 0,004 —0,210 0,014 —0,528 —0,118 0,008 0,014 —0,019 0,009
By —0,032 0,053 0,026 —0,140 0,074 —0,024 —0,011 0,084 —0,023

By 0,000 —0,268 —0,048 —0,451 —0,199 0,006 —0,017 —0,120 —0,007

Bo —0,034 —0,005 —-0,025 <0,001 —0,007 —0,033 —0,031 —0,013 —0,033

B, 0,006 —0,211 -0,025 —0,463 —0,140 0,002 —0,002 —0,067 0,001

20 By —0,008 0,182 0,093 —0,071 0,191 0,005 0,024 0,181 0,006
By —0,010 —0,078 —0,013 —0,255 —0,041 —0,011 —0,010 —0,014 —0,011

By 0,011 —0,513 -0,116 —0,815 —0,403 —0,005 —0,031 —0,268 —0,007

By —0,016 —0,002 —-0,011 <0,001 -0,003 —0,016 —0,016 —0,002 —0,017

Bi —0,009 —0,239 -0,042 —0,516 —0,173 —0,003 —0,008 —0,101 —0,005

30 By —0,005 —0,142 0,058 —0,166 0,146 0,001 —0,009 0,125 —0,003
By —0,005 —0,210 —0,027 —0,534 —0,139 —0,007 —0,010 —0,069 —0,008

By —0,003 —0,248 —0,035 —0,590 —0,165 —0,001 —0,005 —0,086 —0,002

Bo <0,001 —0,040 -0,022 —0,001 —0,042 —0,013 —0,014 —0,038 —0,013

B, <0,00l —0,150 —0,002 —0,426 —0,086 —0,001 —0,001 —0,021 —0,001

50 By <0,00l 0,190 0,049 —0,068 0,184 0,003 0,008 0,142 0,005
By <0,001 —0,424 —0,055 —0,740 —0,309 —0,007 —0,012 —0,165 —0,009

By <0,00l —0,239 -0,026 —0,497 —0,170 —0,003 —0,005 —0,083 —0,004

By <0,00l 0,004 —0,007 <0,001 0,00l —0,009 —0,008 —0,003 —0,009

B, <0,00l —0,272 —0,030 <0,001 —0,170 —0,002 0,004 —0,003 —0,003

80 By <0,00l 0,112 0,028 <0,001 0,096 0,00l 0,003 —0,082 0,002
By <0,00l —0,333 —0,033 <0,001 —0,206 -0,002 -0,005 —0,096 —0,003

Bs <0,00l 0,078 0,000 <0,00l 0,046 0,002 0,002 0,024 0,002

Fonte: De autoria propria.
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Tabela B.22: Vieses médios quando By = 0, 51, B2, B3 € 54 assumem valores no intervalo
(0,1),0 =8ep=4.

MV Ky ko ks kg ks ke ker ks
p=0,90

By —0,037 —0,018 —0,019 —0,004 —0,013 —0,033 —0,029 —0,010 —0,032

Bi  —0,006 —0,357 —0,090 —0,657 —0,271 —0,020 —0,035 —0,184 —0,025

15 By 0,002 0,150 0,090 -0,155 0,161 0,014 0,028 0,153 0,018
By —0,001 —0,354 —0,079 —0,686 —0,260 —0,014 —0,027 —0,169 —0,018

B, 0,006 0,127 0,074 -0,033 0,132 0,019 0,034 0,128 0,024

Bo —0,026 —0,021 —0,014 0,001 —0,020 —0,026 —0,024 —0,016 —0,025

B, —0,004 —0,156 —0,043 —0,401 —0,106 —0,011 —0,019 —0,065 —0,013

20 By 0,030 0,193 0,138 —0,037 0,196 0,048 0,068 0,193 0,052
By —0,020 —0,350 —0,080 —0,704 —0,254 —0,028 —0,037 —0,153 —0,029

By —0,030 —0,217 —0,077 —0,471 —0,161 —0,039 —0,048 —0,108 —0,041

By —0,029 —0,058 —0,039 —0,007 —0,054 —0,030 —0,032 —0,048 —0,031

By —0,030 —0,139 —0,063 —0,378 —0,111 —0,035 —0,041 —0,085 —0,037

30 By 0,004 0,18 0,102 -0,145 0,194 0,017 0,032 0,174 0,021
By 0,018 —0,239 —0,034 -0,588 —0,159 0,012 0,005 —0,151 0,011

By —0,000 —0,319 —0,077 —0,644 —0,237 —0,017 —0,027 —0,087 —0,019

By —0,012 —0,035 —0,023 —0,001 —0,038 —0,013 —0,014 —0,036 —0,013

Bi 0,001 —0,148 —0,001 —0,423 —0,084 0,001 0,001 —0,022 0,001

50 By —0,002 0,212 0,068 —0,064 0,210 0,004 0,012 0,173 0,007
By —0,002 —0,422 —0,069 —0,736 —0,316 —0,007 —0,015 —0,184 —0,010

By —0,002 —0,234 —0,034 —0,494 —0,170 —0,005 —0,009 —0,092 —0,006

By —0,008 —0,017 —0,010 —0,003 —0,015 —0,008 —0,008 —0,013 —0,008

By 0,003 —0,118 —0,007 —0,467 —0,070 0,002 0,001 —0,028 0,002

80 By —0,011 —0,065 —0,008 —0,513 —0,024 —0,011 —0,010 0,002 —0,011
By 0,011 0,085 0,026 —0,048 0,064 0,012 0,013 0,044 0,012

By —0,002 —0,187 —0,017 —0,566 —0,115 —0,003 —0,004 —0,053 —0,003

Fonte: De autoria propria.
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Tabela B.23: Vieses médios quando By = 0, 51, B2, B3 € 54 assumem valores no intervalo
(0,1),0 =8ep=4.

MV Ky ks ks ka ks ke . ks
p=0,95
Bo —0,027 —0,047 —0,049 —0,011 —0,051 —0,046 —0,055 —0,060 —0,049
Bi  —0,047 0,126 0,074 —0,007 0,120 0,065 0,099 0,146 0,082
15 By 0,001 0,152 0,071 0,005 0,150 0,019 0,060 0,156 0,024
By —0,065 —0,556 —0,184 —0,843 —0,434 —0,117 —0,164 —0,354 —0,128
B, 0,102 —0,171 —0,027 —0,332 —0,124 —0,009 —0,061 —0,111 —0,026
By —0,025 —0,038 —0,033 —0,005 —0,040 —0,027 —0,030 —0,040 —0,027
B, 0,012 —0,031 0,049 —0,321 0,024 0,023 0,043 0,065 0,023
20 By 0,184 —0,104 0,106 —0,436 —0,040 0,161 0,117 0,023 0,165
By —0,141 0,095 -0,067 0,002 0,060 —0,125 —0,098 0,020 —0,125
By —0,167 —0,430 —0,188 —0,783 —0,325 —0,166 —0,156 —0,242 —0,169
By —0,012 <0,001 -0,013 0,005 —-0,004 —0,014 —0,015 —0,011 —0,015
By —0,025 <0,00l 0,004 —0,351 —0,024 —0,020 —0,011 0,020 —0,019
30 By 0,026 <0,001 -0,070 —0,736 —0,285 0,008 —0,019 —0,178 0,005
By —0,012 —0,038 —0,031 —0,505 —0,160 —0,013 —0,014 —0,082 —0,013
B, 0,018 0,013 0,078 —0,089 0,151 —0,001 0,023 0,159 0,002
By —0,014 —0,012 —0,005 —0,007 —0,008 —0,013 —0,011 —0,003 —0,012
B, 0,003 —0,312 —0,078 —0,642 —0,230 —0,008 —0,022 —0,147 —0,010
50 By —0,002 0,232 0,127 —0,006 0,216 0,019 0,040 0,191 0,022
By 0,002 —0,171 —0,055 —0,433 —0,126 —0,008 —0,018 —0,086 —0,009
By —0,004 —0,153 —0,037 —0,477 —0,097 —0,009 —0,013 —0,053 —0,009
By —0,011 —0,008 —0,007 <0,001 —0,005 —0,010 —0,010 —0,003 —0,010
By 0,006 0,088 0,041 —0,134 -0,114 0,008 0,016 0,107 0,008
80 By 0,004 —0,394 -0,063 —0,732 —0,306 —0,001 —0,017 —0,180 —0,002
By —0,006 0,193 0,051 0,001 0,198 —0,002 0,009 0,156 —0,002
By —0,012 —0,355 —0,021 —0,658 —0,247 —0,012 —0,011 —0,098 —0,012

Fonte: De autoria propria.
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Tabela B.24: Vieses médios quando By = 0, 51, B2, B3 € 54 assumem valores no intervalo
(0,1),0 =8ep=4.

MV k1 ko ks k4 ks kg k7 ks
p=20,99
Bo —0,036 —0,033 —0,041 —0,009 —0,038 —0,044 —0,045 —0,043 —0,044
By —0,016 —0,178 —0,045 —0,378 —0,124 —0,057 —0,069 —0,088 —0,059
15 Ba 0,024 0,251 0,221 0,066 0,269 0,296 0,348 0,331 0,314
By —0,019 —0,347 —0,123 —0,592 —0,256 —0,143 —0,175 —0,226 —0,152
B4 0,011 -0,300 —-0,094 —0,498 —0,238 —0,134 —0,159 —0,200 —0,144
Bo —0,029 —-0,058 —0,043 -0,020 -0,057 —0,044 —0,051 —0,058 —0,045
By —0,024 0,199 0,090 0,040 0,176 0,089 0,140 0,199 0,105
20 Ba 0,038 -0,163 —0,049 -—0,428 -0,116 —0,077 —0,096 —0,095 —0,086
Bs —0,011 0,112 —-0,095 —0,121 0,141 0,108 0,161 0,165 0,116
Bs —0,007 —0,434 —0,134 —0,710 —0,350 —0,114 —0,203 —0,311 —0,128
Bo -—0,022 -0,022 -0,020 -0,008 -0,021 -0,021 —-0,020 -—-0,019 —0,021
By —0,027 0,225 0,089 0,035 0,208 0,031 0,087 0,209 0,040
30 B —0,050 —0,194 —0,087 —0,488 —0,156 —0,074 —0,101 —0,122 —0,077
Bs 0,006 —0,246 —0,048 -0,545 -0,178 -0,012 -0,037 —0,130 —0,016
B4 0,067 —0,077 0,046 —0,375 —0,017 0,056 0,056 0,019 0,055
B —0,012 -0,018 -0,008 -0,005 -—0,014 —-0,010 —-0,009 —0,008 —0,010
By —0,007 0,222 0,119 —0,027 0,225 0,038 0,093 0,226 0,045
50 Bo 0,011 -0,230 -0,063 -0,560 —0,175 —0,027 -—0,067 —0,128 —0,031
Bs 0,014 0,081 0,062 —0,189 0,102 0,030 0,052 0,115 0,032
Bs —0,022 —0,386 —0,114 —0,710 —0,307 —0,041 —0,071 —0,233 —0,046
Bo -0,009 -0,019 -0,012 -0,004 -0,017 -0,010 -0,011 —-0,016 —0,010
By 0,015 0,215 0,126 —0,054 0,221 0,043 0,086 0,218 0,046
80 B —0,007 —0,287 —0,111 —0,630 —0,235 —0,041 —0,093 —0,184 —0,043
Bs  —0,001 —0,252 —0,046 0,584 —-0,182 -0,007 -0,016 —0,112 —0,008
Bs —0,013 —0,018 0,033 —0,323 0,021 0,002 0,027 0,054 0,003

Fonte: De autoria propria.
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