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Resumo

As estatisticas scan espacial foram desenvolvidas para a deteccao geografica de
clusters em diferentes tipos de modelos probabilisticos. Nesta dissertacao, apresentamos
algumas estatisticas scan espacial baseadas em alguns modelos de regressao com variavel
resposta assimétrica. As estatisticas de teste sao baseadas em um teste de razao de
verossimilhanca e avaliadas usando o p-valor do Bootstrap. O poder estatistico, a
sensibilidade e o valor preditivo positivo do teste sdo examinados através de um estudo
de simulacdo de Monte Carlo. Por fim, uma aplicacao a dados de tuberculose do estado
do Maranhao é feita usando o modelo que apresentou o melhor comportamento nas

simulagoes.

Palavras-chave: Estatistica Scan, Respostas Assimétricas, Simulagoes de Monte Carlo.



Abstract

Spatial Scan Statistics has been developed as a geographical cluster detection
analysis tool in different probabilistic models. In this dissertation, we present some
spatial scan statistics based on some regression models with an asymmetric response
variable. The test statistics are based on a likelihood ratio test and evaluated using
Bootstrap p-value. The statistical power, sensitivity and positive predicted value of the
test are examined through a Monte Carlo simulation study. Finally, an application to
pulmonary tuberculosis data in state of Maranhao is made using the model that showed

good results in the simulations.

Keywords: Scan statistics, Asymmetric responses, Monte Carlo simulations.
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Capitulo 1

Introducao

A estatistica scan espacial (KULLDORFF, 1997) é um método amplamente
utilizado em problemas de agrupamento espacial atualmente. Exemplos de uso dessa
metodologia podem ser encontrados em muitas areas diferentes, como deteccao precoce
de surtos de doengas (BESCULIDES et al., 2005), vigilancia sindromica (WIJINGAARD
et al., 2010), criminologia (MINAMISAVA et al., 2009), doengas infecciosas (ELIAS et
al., 2006), medicina (HUANG et al., 2010), educagao basica e mortalidade infantil (LIMA
et al., 2016) e emissoes de bilhetes (CANCADO; FERNANDES; SILVA, 2017).

A popularidade da estatistica de Kulldorff deve-se a uma série de fatores, como a
simplicidade computacional e a eficiéncia, fornecidos pelo processo inferencial de adap-
tagao natural que governa as escolhas na deteccao de clusters espaciais. A estatistica
scan espacial foi originalmente proposta para dados de contagem, particularmente para
os modelos de Poisson e Bernoulli, mas extensées para ordinal (JUNG; KULLDORFF;
KLASSEN;, 2007), multinomial (JUNG; KULLDORFF; RICHARD, 2010), exponen-
cial (HUANG; KULLDORFF; GREGORIO, 2007), normal (KULLDORFF; HUANG;
KONTY, 2009), Weibull (BHATT; TIMARI, 2014) e beta (LIMA et al., 2016) também
foram propostos.

Nesta dissertagao, as estatisticas scan espacial propostas sao baseadas em modelos
de regressao com variaveis repostas assimétricas positivas. Os modelos de probabili-

dade frequentemente utilizados para modelagem de dados assimétricos positivos sao os

modelos normal inverso (NI), gama (GA), Weibull (WE), Birnbaum-Saunders (BS) e
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beta-prime (BP). Situagbes que podem gerar dados assimétricos positivos sao encontra-
das nas areas de economia, andlise de sobrevivéncia e médica, entre outras.

A distribuicao NI é usada para descrever varios fendmenos e analisar quantitati-
vamente os fendmenos em varios campos, nao apenas em estatistica matematica, mas
também em engenharia (SATO; INOUE, 1994). Essa distribui¢ao estd intimamente
relacionada a distribuigdo gaussiana (ou normal), conforme sugerido por seu nome.
Além disso, é usado para descrever o primeiro tempo de passagem de uma particula
(movendo-se com velocidade constante) que estd sujeita ao movimento browniano linear.

A distribuicdo GA incompleta, comumente chamada de distribuicao GA, proposta
por Thom (1947), é um caso especial da distribuicao de Pearson tipo III, onde o
parametro de posicao é zero. Este modelo é frequentemente usado em meteorologia
e climatologia. Adicionalmente, algumas distribuigdes bastante conhecidas sao casos
particulares da distribuicado GA, como, por exemplo, as distribui¢cbes exponencial,
qui-quadrado e Erlang.

O modelo probabilistico WE bi-paramétrico tem sido amplamente utilizado para
analise de dados de sobrevivéncia em aplicagoes médicas e de engenharia. Por exemplo,
esta distribuicao é uma opgao atraente para modelagem de sobrevivéncia totalmente
paramétrica, uma vez que, unicamente, ela possui o tempo de falha acelerado e a
propriedade de riscos proporcionais.

A distribui¢ao BS (BIRNBAUM; SAUNDERS, 1969) tem recebido consideravel
atengao nos ultimos anos, devido aos seus argumentos tedricos associados aos processos
de danos cumulativos, suas propriedades e sua relacao com a distribuicao normal.
Este modelo corresponde a uma distribuicao unimodal, inclinada positivamente, de
dois pardmetros e com suporte nao negativo. Santos-Neto et al. (2012) propuseram
varias parametrizagdes para a distribuicdo BS. Uma delas ¢ indexada pela média e um
pardmetro de precisao, que denotaremos por BS reparameterizada (BSR). E ela que
serd considerada no desenvolvido desta dissertacao. Leiva et al. (2015), Leiva (2016),
Santos-Neto et al. (2016) e Leao et al. (2017) mostraram que a distribuicao BSR ¢é
util em configuragdes para as quais a parametrizagao original apresenta algum tipo de
limitacao.

A distribuicao BP (KEEPING, 1962; MCDONALD, 1984) também chamada de

distribuicao beta invertida ou distribuicao beta do segundo tipo, é uma distribuicao
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alternativa de tempo de falha, como as distribui¢coes BS, GA, NI e WE. Desta forma, é
possivel encontrar aplicagoes da distribuicao BP em diferentes areas do conhecimento,

como por exemplo, na analise de dados de sobrevivéncia.

1.1 Objetivos

1.1.1 Geral

e Comparar estatisticas scan espacial baseadas em modelos de regressao com varia-

veis respostas assimétricas quanto ao desempenho em identificar clusters espaciais.

1.1.2 Especificos

e Propor modelos alternativos para estatisticas scan espacial;

e Apresentar os novos métodos de estatisticas scan espacial NI-SCAN, GA-SCAN,
BSR-SCAN, BP-SCAN e WE-SCAN;

e Utilizar simula¢ao de Monte Carlo (JOHANSEN et al., 2010) para gerar distribui-

¢Oes empiricas de estatisticas de teste;

e Utilizar o poder do teste, sensibilidade e valor preditivo positivo como medidas

de desempenho dos modelos.

1.2 Organizacao da Dissertacao

Além desta introducgao a dissertacao é composta por mais 5 Capitulos. No Ca-
pitulo 2, foi realizado uma breve descricao da estatistica espacial e apresentaremos
a estatistica scan circular de Kulldorff, suas principais propriedades e conceitos. E
também apresentada a estatistica da razao de verossimilhancas e algumas medidas de
desempenho.

No Capitulo 3, primeiro apresentaremos uma expressao geral do modelo de
regressao com variavel resposta assimétrica. Em seguida, apresentamos a expressao da
estatistica da razao de verossimilhancas para este modelo. Revisamos os modelos NI,

GA, WE, BSR e BP e apresentamos as estatisticas scan espacial para cada modelo. Por



9

fim, de uma maneira genérica apresentaremos o calculo do p-valor via Bootstrap para a
estatistica espacial baseada no modelo A-SCAN.

No Capitulo 4, ¢é feito um estudo de simulagao para avaliar o desempenho das
estatisticas SCAN espacial para os modelos NI-SCAN, GA-SCAN, WE-SCAN, BSR-
SCAN e BP-SCAN. No Capitulo 5, é realizada a andalise de um conjunto de dados
sobre tuberculose do estado do Maranhao considerando o modelo SCAN que apresentou
melhor resultado nas simulagoes. Todos os resultados serdao apresentados através de
Tabelas e Figuras. Por fim, comentarios gerais sobre o estudo e possiveis pesquisas

futuras a serem desenvolvidas a partir desta dissertacao sdo apresentados no Capitulo 6.

1.3 Ferramentas Computacionais

Os cbdigos das simulagdes, as andalises e graficos foram feitos/escritos usando
a linguagem de programagao R (TEAM, 2020) disponivel gratuitamente no ende-
rego <www.r-project.org/>. Mais precisamente, os modelos de regressao considerados
nesta dissertagdo foram ajustados usandos os pacotes R: gamlss (RIGBY; STASI-
NOPOULOS, 2005), RBS (SANTOS-NETO, 2020) e BPmodel (BOURGUIGNON;
SANTOS-NETO; CASTRO, 2018). As simulagoes realizadas durante o desenvolvimento
deste trabalho foram feitas usando os recursos computacionais do Centro de Cién-
cias Matematicas Aplicadas a Industria (CeMEATI), financiados pela FAPESP (proc.
2013/07375-0). Por fim, a dissertacao foi escrita usando o ITEX (GRATZER, 1996).



Capitulo 2

Preliminares

Este capitulo tem carater predominantemente teérico. Em que foi feito uma breve
descricao da estatistica espacial e apresentamos a estatistica scan circular de Kulldorff,
seu conceito e suas principais propriedades. Além disso, sdo apresentadas a estatistica
de teste e as medidas de desempenho. Sendo assim, este capitulo tem uma importancia

fundamental para os capitulos subsequentes desta dissertacgao.

2.1 Estatistica Espacial

A estatistica espacial é a area da estatistica que permite analisar a localizacao
espacial de eventos. Isto é, a estatistica espacial identificar, localizar, visualizar e
analisar a ocorréncia de padroes de fendmenos distribuidos no espaco utilizando métodos
exploratoérios e inferenciais especificos. Assim sendo, a estatistica espacial tem notavel
importancia na estatistica e amplo uso tedrico e pratico. As principais aplica¢oes
da estatistica espacial encontram-se nas dreas de satide (mapeamento de doengas e
epidemiologia espacial), ambiental (monitoramento de problemas ambientais), andlise

criminal, genética de populacoes, astronomia, entre outras areas.

2.2 Tipos de Dados em Estatistica Espacial

Os trés tipos de dados mais utilizados na estatistica espacial sao classificados em

dados de processos pontuais, dados de area e dados de superficies aleatorias. A seguir,
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sao descritos cada um desses tipos de dados.

O tipo mais simples é o de processos pontuais, em que, sdo representados por
um par (sy;, S;) que corresponde a coordenada geografica de ocorréncia do evento de
interesse de um dado mapa S dividido em L localizagoes s;, para [ = 1,... L. Por
exemplo, a localizagao de crimes e ocorréncia de uma determinada doenca.

Dados de area (ou agregados) sdao obtidos na situagdo em que nao estao disponiveis
as coordenadas de cada ocorréncia do evento, mas apenas o niimero total de ocorréncias
em cada regiao, por exemplo, a ocorréncia de Sars-CoV-19 (ou Covid-19) nos bairros
da cidade de Campina Grande.

Os dados de superficie sao obtidos, quando ¢é feito medi¢des em determinadas
localizagoes do mapa, em que, cada elemento do conjunto de dados sdo representados
por (s1, Sar, S31) que indica a coordenada geografica associada & medigao feita naquela
localizacao. Exemplos classicos de dados de superficie, sao medigdo de temperatura ou
umidade em determinadas localizac¢oes.

Segundo Lima (2011) um processo pontual pode ser transformado em dados de
area. Assim sendo, neste trabalho o enfoque serda nos processos espaciais modelados

por dados de areas (ou agregados). Desta maneira, imagine que existe um processo

estocdstico Y (s) = {Y(s;) : L = 1,..., L} que é uma colegao de varidveis aleatérias,
isto é, para cada [ = 1,..., L, Y(s;) denota a varidvel aleatéria do processo em uma
determinada area A;, identificada por um ponto s; € S = {s1,..., s} que representa o

centro do poligono limitado por A;.

2.3 Estatistica Scan Espacial

Nesta secao, é realizado um estudo da teoria do método da estatistica de varredura
(do inglés scan) espacial proposto em Kulldorff (1997). Este método foi desenvolvido
para a detecgdo geografica de agrupamentos (do inglés clusters) espaciais em diferentes
tipos de modelos, por exemplo, Bernoulli, multinomial, Poisson, Exponencial, Weibull,
Normal, log-Normal e Beta. Um cluster espacial é definido como um subconjunto de
regides de um mapa em que a ocorréncia de casos de um fenémeno de interesse é
discrepante do restante do mapa, ou seja, um nimero anormalmente alto ou baixo de

casos em alguma area. Neste trabalho, o interesse é detectar clusters em termos de
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um numero anormalmente alto de casos em alguma area. A detecgao e localizacao dos
clusters serao realizadas através de testes de hipoteses, em que o interesse é testar as
seguintes hipdteses: Hy nao existe cluster no mapa versus H; existe cluster no mapa.

Além disso, a notagao usada para os modelos de Bernoulli e Poisson nesta secao e
também ao longo desta dissertacao é a seguinte considere um mapa S dividido em L
localizagoes (ou reas ou regioes) si, S, ..., Sr, seja N a populagdo total do mapa, Z é
uma zona, ou seja, um subconjunto de regioes conexas do mapa a Figura 2.1 ilustra
quatro zonas distintas dentro do mesmo mapa, Z conjunto das zonas Z, iz é o nimero
esperado de casos na zona Z, C' é o nimero total de casos do mapa, p é a probabilidade
de uma observagao ser um caso dentro da zona Z, g é a probabilidade de ocorrer um
caso fora da zona Z, ¢z é o nimero de casos observados na zona Z e nyz a populagao
observada na zona Z.

A estatistica scan espacial (KULLDORFF, 1997) é um método bastante utilizado
para a deteccao e inferéncia de clusters espaciais. Este método utiliza uma janela de
forma circular que se move através do mapa, também denominado regiao de estudo. Esta
janela é centrada nos centroides das areas avaliadas no mapa, sendo assim, os circulos
construidos sao capazes de incluir diferentes conjuntos de areas, isto é, pode incluir
areas vizinhas. Observa-se que, uma area esta incluida no circulo se o seu centroéide
estd dentro da janela. Além disso, o tamanho da janela pode variar, ou seja, ela pode
assumir qualquer tamanho conforme se move através do mapa. O raio de cobertura da
janela para cada ponto onde o circulo é centrado, pode variar continuamente de zero
até um valor maximo, além do mais, a janela nunca ultrapassa os 50% da populacao
total do mapa incluido na janela circular. Deste modo, a janela circular é flexivel em
tamanho e localizacao. O raio da janela circular é limitado e serd denotado por 7.
Portanto, o maximo de zonas circulares distintas que serdao avaliadas pela estatistica
scan circular é L?, que se torna computacionalmente vidavel. Neste método uma colecao
Z de circulos distintos ¢ formada, em que, cada diferente conjunto de areas dentro de
um determinado circulo é denominado de zona Z, e cada zona Z € Z é considerado
um provavel candidato a cluster. A significincia estatistica da zona Z sera avaliada por
meio do teste da razao de verossimilhanca.

A seguir vai ser apresentada a estatistica scan circular espacial para os modelos

de Bernoulli e Poisson.
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Figura 2.1: Quatro diferentes zonas dentro de um mesmo mapa.

| | | ! ! | !
W 45w aw a2w “ow £ W W 45w aaw 2w 0w £ W

Fonte: Proprio autor

2.3.1 Modelo Bernoulli

De acordo com Kulldorff (1997), no modelo de Bernoulli ha exatamente uma
zona Z tal que cada observacao dentro dessa zona tem probabilidade p de ser um caso,
enquanto a probabilidade para cada observacao fora da zona Z ser um caso é q. Nota-se
que, essas probabilidades sdo independentes para todas as observagoes. Aqui cada

observacao corresponde a uma “entidade” ou “individuo” que pode esta em qualquer
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um de dois estados por exemplo presenca ou auséncia de uma doenca em pessoas.
Além disso, segundo Kulldorff (1997), observagoes em um desses estados sdo definidas
como pontos, e a localizagao dessas observagoes constitui o processo pontual. Logo, a
estatistica scan de Kulldorff é definida a partir de um teste de razao de verossimilhanca,

em que o interesse é testar:

Ho: p = ¢
Hi: p > q Ze€Z.

Nota-se que, sob Hg, nao existe cluster no mapa, ou seja, a probabilidade de
ocorréncia de um caso é a mesma em qualquer area do mapa. No caso em que o teste
rejeitar Hy, a zona Z serd considerada um cluster. Portanto, a verossimilhancga sob H,
¢ dada por:

Lo(p) = p“(1 = p)""¢,

segue que o logaritmo da funcao de verossimilhancga é dado por:
lo(p) =log(Lo(p))

=log[p“(1 - p
=Clog(p) + (N — C)log(1 —p).

)"

Derivando em relacao a p e igualando a zero, isto é:

Oo(p)| _C_(N-C)_,
Op p=p P 1—p ’
segue que,
C(l—p) —p(N -C) _,
p(1—p)
C — Cp—pN + pC =0
C =pN

5=
=y
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Sob H1, a funcao de verossimilhanca sera escrita como:
L(Z,p,q) = p(1 — p>n2702q0762(1 _ q)(N*C)*(nzfcz)’
o logaritmo da fun¢do de verossimilhanca é dado por:

UZ,p,q) =log(L(Z,p,q))

= log[pcz(l _ p)nZ—cqu—cz(l _ q)(N_C)_(nZ_CZ)]
=czlog(p) + (nz — c¢z)log(l — p) + (C — cz)log(q)
+[(N = C) = (nz — ¢z)]log(1 — q).

Os estimadores de maxima verossimilhanca sao solugoes das equacoes abaixo:

oUZpa| _, oz ra| _,
dp p=p 7 Jq a=q 7
em que obtemos,
. Cz . C—cy
p= TLZ’ q = N o nZ‘

Com o objetivo de detectar a zona mais provavel de ser um cluster, dentre todas
as possiveis zonas candidatas, utiliza-se o teste da razao de verossimilhanca, em que

para o modelo de Bernoulli este teste é dado por:

A\ :Sup2637p>qL<Zap7 q) _ L(Z>
sup,—,L(Z, p, q) Lo

() () (o) Gy

_ \Nhgz YA N—nZ N—TLZ

- C C C N-C '
(%) (-%)

Além do mais, nota-se que o denominador de A depende apenas do niimero total

de casos e da populacao total do mapa e nao depende da distribuicao espacial das
observacoes. Como nao temos a expressao fechada da distribuicao de A sob Hg, a mesma

¢ estimada via simulagoes de Monte Carlo.



16

2.3.2 Modelo Poisson

No modelo de Poisson, segundo Kulldorff (1997), os casos sao gerados por um
processo de Poisson ndo homogéneo. Além disso, considere que no modelo, ha exatamente
uma zona Z. As hipdteses de interesse a serem contrastadas sdo formuladas da seguinte
maneira:

Ho: p = g,
Hi: p > q Z€Z.

Observa-se que, sob Hg, a probabilidade de que uma observagao seja um caso é
a mesma em qualquer area do mapa. Entao de acordo com a hipotese Hg, nao existe
cluster no mapa. Por outro lado, a hipotese H; ¢ de que existe uma zona Z € Z que
¢ um cluster. Considere p; como sendo o nimero de casos esperados fora da zona Z,
entdo sob Hy tem-se uy = pny e pu; = p(N — nz). Logo, a verossimilhanga sob H é
dada por:

(pnz)ze ™z [p(N = ng)leze #¥ 02
CZ! (C - Cz)!

LO (Z7 p) =
O logaritmo da fun¢do de verossimilhanga ¢ dado por:

£0<Za p) :log(LO(Z7p))
(an)Cze_an [p(N _ nz)]C—CZe—p(N—nz)
X
02! (C — Cz)!

=log

=czlog(p) + czlog(ng) — pny —log(cz!) + (C — cz) log(p)
+(C —cz)log(N —nz) — p(N —nz) —log((C — cz)h).

Derivando em relacao a p e igualando a zero isto é:

860(27 p)

dp p=p

g =lQ

Para a hipétese H; defini-se uy = pnz e pz = g(N —ny). Dessa forma, a verossimilhanga

sob H; sera escrita como:

(an>Cze—ImZ [q(N _ nz)]C—CZe—q(N—nz)
L(Z =
( ap7Q) CZ! X (C—Cz)'




O logaritmo da funcao de verossimilhanca pode ser escrito da seguinte maneira:

U(Z,p,q) =log(L(Z,p,q))
(png)2e ™ [q(N — nz)|¢cze- 1N —nz)
CZ! (C — Cz)!

=log

=cz log(p) + czlog(nz) — pnyz —log(cz!) + (C' — cz) log(q)
+ (€ —cz)log(N —nz) — g(N — nz) —log((C' — cz)!).

Os estimadores de maxima verossimilhanca sao solugoes das equagoes abaixo:

oUZpa| _, oUZra| _,
dp p=p ’ Jdq q=q ’
em que obtemos,
. Cz . C—cy
b= nza q= N . nZ.

O teste da razao de verossimilhanga para o modelo de Poisson é dado por:

/\ _SupZEZ,p>qL(Zap7 Q) _ L(Z)

sup,_, L(Z,p,q) Lo
cz C—cy
(Cz> (C—Cz> Cyz O—CZ
— , se — > ;
A\ = Kz C— pz pz  C— g
1, caso contrario.
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Como nao temos a expressao fechada da distribuicao de A sob Hy, a mesma é

estimada via simula¢des de Monte Carlo.

Para escolher entre os modelos de Bernoulli e Poisson qual deve ser utilizado

dependera da aplicagao. Por exemplo, para dados binarios, como dois tipos de estrelas

o modelo Bernoulli é o indicado. Para dados em forma de contagens de eventos deve ser

usado o modelo de Poisson. De acordo com Kulldorff (1997) a escolha nao importa

muito quando o nimero total de casos é pequeno comparado a N, os modelos Bernoulli

e Poisson aproximam-se um do outro.
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2.4 Estatistica de Teste

As estatisticas de teste apresentadas neste trabalho sdo baseadas no teste da razao
de verossimilhanca (BUSE, 1982). Uma descrigao intuitiva desse teste pode ser vista na

Figura 2.2.

Figura 2.2: Ilustracao do teste da razao de verossimilhanca.

logL(©)

(=2

-1 O
o]

logL(8) ,,,,,,,,,,,,,,,,,, 1

1/2 RV

logL(©o) Ay

Fonte: Préprio autor (Baseado em Buse (1982))

Suponha que as hipoteses de interesse a serem contrastadas sao:

HOZ 9690,
7’[1: ‘9691,

com 20U =0 e QyNQy = ¢, em que 2 e ¢ representam o espago paramétrico e o
conjunto vazio respectivamente, 6 é o parametro desconhecido associado a um modelo
de probabilidade de interesse podendo ser um escalar ou um vetor. A estatistica de teste

é baseada no teste da razao de verossimilhanca, que pode ser escrito da seguinte forma:
RV = 2{¢(9) — £(9)}.

em que, ¢(0) representa a fungao de log-verossimilhanga dos dados avaliada em 6, 6 é

o estimador de méxima verossimilhanca (EMV) de 6 € Q, § é o EMV de 6 restrito a
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hipétese nula (0 € Q).

Agora, considere o caso em que o parametro de interesse é um escalar e o objetivo
é testar Hy : 0 = 0y versus a hipdtese alternativa H; : € # 6. Sendo assim, a estatistica
RV & escrita como RV = 2{¢(0) — £(6,)}, nota-se na Figura 2.2, que a distancia entre
as log-verossimilhangas, 1/2RV, dependera da distancia 0 — 6, bem como, da curva da
funcao de log-verossimilhanca, ou seja, para uma curva fixa, quanto maior a distancia
entre @ e 6y, maior serd o valor de RV. Tem-se também que, para uma distancia entre 6
e 0y fixa, quanto maior o valor da curva da funcdo de log-verossimilhanca maior o valor
da estatistica RV.

Mais formalmente no contexto da estatistica espacial, considere uma variavel alea-
téria de interesse Y (s;) definida na localizacao s; com fungao densidade de probabilidade
(f.d.p) ou funcdo massa de probabilidade (f.m.p) denotada por f(y;;6), em que Y (s;)
segue distribuicao Fy quando a probabilidade de ocorréncia de um caso é a mesma em
qualquer area do mapa S, ou seja, nao existe cluster no mapa. Caso contrario, Y(s;)

assumird distribuicao P;. Logo, o interesse é testar as seguintes hipdteses:

Ho : Y(SZ) ~ B, \V/SZES,
Hy Y(Sl) ~ P, Vs €Z.

A funcgao de verossimilhanca pode ser escrita da seguinte maneira:

L(0) = 1:[ [y 0),

em que 6 € © é uma quantidade desconhecida que denominamos de parametro do
modelo P(-) e © representa todo o espago paramétrico.

Considere que Z € Z é uma zona. Seja L(Z) a func¢ao de verossimilhanga sob a
hipétese alternativa H;, em que sob esta hipdtese existe uma zona Z* que é um cluster,
e L(0) a fungao de verossimilhanga sob a hip6tese nula H, de que nao existe um cluster

no mapa, desse modo:

LO) = I fw:0) T f(wi;0).

SZGZ 51¢Z

Com o objetivo de identificar a zona mais verossimil de ser o cluster Z*, dentre

todas as possiveis zonas candidatas a cluster, usa-se o teste da razao de verossimilhanca
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que é dado por:
supy, L(Z)

supy, L(0)

Assim, a zona Z mais provavel serda aquela que maximiza a funcdo A*(Z) dentre

A*(Z) =

todas as zonas candidatas a cluster. Nota-se que, a estatistica de teste é definida
por A = maxzczA(Z). Além disso, da teoria estatistica sabe-se que, a fungdo A(Z)
assume valores muito grandes. Sendo assim, para suavizar esse problema, utiliza-se
o logaritmo da razao de verossimilhanga para A(Z). Pois, como a fungao logaritmo
é monotonicamente crescente e A(Z) cresce muito réapido, maximizar log(A(Z)) é

equivalente a maximizar A(Z). Portanto,
ANZ) = (lz —1y).

Note que, uma vez identificada a zona mais provavel, é necessario também ve-
rificar a sua significdncia estatistica para que a zona detectada seja considerada um
cluster. Como a distribui¢ao exata da estatistica de teste A é desconhecida, ou seja, é
analiticamente intratavel sobre Hy. Deste modo, a avaliacao da significancia estatistica
da zona mais provavel identificada nos dados observados no estudo ¢é realizada por meio
de simulagao de Monte Carlo, segundo o procedimento proposto em Dwass (1957). Esse
procedimento é baseado na geragao de réplicas do mapa original, primeiramente casos
simulados aleatoriamente sao distribuidos sob Hy na regiao em estudo e a estatistica do
teste da razdo de verossimilhanca (estatistica de teste) é calculada. Em seguida este
procedimento ¢é repetido milhares de vezes, ou seja, uma grande quantidade de vezes,
em que o principal objetivo é obter uma distribuicao empirica para a estatistica de teste
A, sob Hgy. Por fim, se compara o valor da estatistica de teste dos dados observados
no estudo com a distribuicao empirica obtida na simulacao para determinar seu nivel

descritivo (p-valor).

2.5 Representacao Espacial dos Clusters

Para um mapa S dividido em L localizacoes s1, so, . . ., sp, ouseja, S = {sy,...,sr},
considere um centroide com coordenada geografica s; = (sy;, so;) para a l-ésima area

do mapa. Desta maneira, a distancia ente duas localizacoes serd calculada através da
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distancia euclidiana entre seus centroides. Formalmente, a distancia entre dois centroides

quaisquer é dada por:

d(l,m) = /(s — $1m)? + (521 — S2m)2.

A matriz de distancias entre os centroides é simétrica e quadrada de ordem L x L,
com entrada na [-ésima linha e m-ésima coluna, denotada por d(l, m) que corresponde a
distancia entre o par (I,m) de localizagoes. Observa-se que todas as entradas da matriz
sao nao negativas e que cada elemento da matriz representa a distancia entre duas

localizagoes do mapa S. Logo, a matriz é definida por:

0 dis ... dipm ... dig
d21 0 Ce d27m ce d27L
D=
dl,l dl,Q R 0 . dl,L
i dLJ dL72 dL,m 0 i

A partir dai, a proxima etapa sera ordenar em ordem crescente os elementos da
matriz D, guardando o indice [ do centroide s; e também o indice ¢ do centroide mais

proximo s, respectivamente, em uma matriz de adjacéncia I. Isto é:

[, se m=1;

]Il,m -
C, Se S, € 0 Mm-esimo centroide mais Proximo de Si.

Sera mostrado a seguir um exemplo ilustrativo deste procedimento. Suponhamos
um mapa com L = 6. Para a primeira linha, considere o vetor (1,6, 3,5,2,4). Desta
forma, o centroide sg é o segundo mais proximo do centroide s;, o centroide sz é o
terceiro mais proximo do centroide s;, o centroide s; é o quarto mais préximo do
centroide s, o centroide sy é o quinto mais préximo do centroide s; e o centroide s4 € o
sexto mais proximo do centroide s;. Sendo assim, deixando o centroide s; fixo, podemos
encontrar um provavel cluster como sendo um vetor Z;, = (I3, g, - - - lji,r)) formado

da seguinte maneira:

(i) Seja ljjm =1, quandol=m,i=1,2,....Lem=1,2,...,L;
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(ii) Seja Iy, =1, quando sy, é um dos m centroides mais préximo de s; e m < i.
[ y l,m] ) l,m

Caso contrério, Iy, , | = 0.
sAl,m

Por exemplo, considere um mapa S = {sq, $q, S3, 84, S5, S¢}- Para a primeira linha,
com a matriz de distdncia ordenada, suponhamos que obtemos o vetor {si, sg, S3, S5, S2, S4}
de centroides. Assim, para Z; tem-se Z;, = (1,0,0,0,0,0), Z;, = (1,0,0,0,0,1),
7, = (1,0,1,0,0,1), Z1, = (1,0,1,0,1,1), Z;, = (1,1,1,0,1,1) e Z3, = (1,1,1,1,1,1).
Nota-se que, para cada valor de m, Z;, recebe o valor 1 no indice do vizinho mais préximo
do centroide s; na sua posigao original no espago geografico (mapa). Além disso, esta
representacio é tnica. E importante descrevemos como foi obtido esta representacao
dos candidatos a cluters acima, ou seja, por exemplo, para a formacao da representacao

de Zi,,sejal=1,i=2em=1,2,..., L.
(i) Quando m = 1,1 = j entao, 1;;1) = 1;

(ii) Quando m =2,I; 5 =6, e s é 0 segundo centroide mais préximo de s, observa-se
que, m = 2 < 2 = 1. Consequentemente, 1j; ) = 1. No entanto, para todo j > 3
nesta situagao j > 4, logo nao satisfaz a condi¢ao de que j < i implicando que as

outras coordenadas de Z;, sejam nulas. Portanto, Z;, = (1,0,0,0,0,1).

Repetindo o processo acima para as L areas do mapa até atingir no maximo 50%
da populacao total do mapa dentro da janela circular. Desta maneira, obtém-se todos os
possiveis candidatos a cluster, Z = {Z;, : 1,i=1,2,..., L}. Adicionalmente, o niimero
total de possfveis candidatos a clusters em Z serd L e o raio méximo do circulo Z;, é
dado por:

r, = max{D,;},
SiEZli

em que D;; representa a distancia euclidiana. Quando obtidas todas as possiveis zonas
candidatas a clusters Z;, € Z, o proximo passo serd calcular a estatistica de teste A(Z),),
ou seja,

A=max{A(Z,):i=1,2,...,a;1=1,2,..., L},

com Z = argmax(/A\(Zli)), e a é um valor fixo previamente definido, que indica a restri¢ao

do tamanho do cluster espacial.
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2.6 Algoritmo Scan Circular

Nesta secao, iremos apresentar o algoritmo scan circular proposto por Kulldorff
(1997). E importante observar que este algoritmo tem sido muito utilizado para deteccao
de cluster espacial por causa da sua simplicidade computacional e também por sua facil
implementacao computacional. Este método utiliza uma janela de forma circular que se
move através do mapa. Além disso, o tamanho da janela pode variar, ou seja, ela pode
assumir qualquer tamanho conforme se move através do mapa. O raio de cobertura da
janela para cada ponto onde o circulo é centrado, pode variar continuamente de zero até
um valor maximo, em que, a janela nunca excede dos 50% da populacao total do mapa
contido na janela. Sendo assim, a janela circular é flexivel em tamanho e localizagao.

O algoritmo scan circular busca em todas as L? zonas possiveis a de maior valor
de Az que define o cluster mais provavel. Dai segue que para cada janela é calculada
a razao de verossimilhanca baseada no niimero esperado de eventos dentro e fora da
janela, ou seja, a razao de verossimilhanca permite em seu calculo ser interpretada
como uma razao de chance, isto é, ela equilibra o quanto é grande o “risco” dentro e
fora da janela em comparacao ao “risco” calculado quando se considerar a hipdtese
nula verdadeira. O termo “risco” é comumente usado em epidemiologia para indicar a
probabilidade de uma pessoa contrair uma determinada doencga. Apds calcular a razao
de verossimilhanca para todas as zonas, a significancia da estatistica do teste é realizada
via simulacao de Monte Carlo, em que, casos simulados aleatoriamente sao distribuidos
sob Hy no mapa. As hipoteses definidas para este método sdo Hy nao existe cluster no
mapa versus H; existe cluster no mapa. O algoritmo scan circular segue as seguintes

etapas:

Etapa 1. Escolher uma regiao s; no mapa S em estudo;

Etapa 2. Calcular as distancias até as outras regioes (determinar a matriz D), ordenando-

as em ordem crescente, e armazenando em um vetor (Z),);

Etapa 3. Criar um circulo centrado na regiao escolhida na etapa 1 e continuamente
aumentar o seu raio conforme as distancias encontradas na etapa 2. Para cada

regiao s; que entrar no circulo, atualizar Y'(s;) dentro do circulo Z. Calcular Ay
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para cada Y (s;). O cluster mais provavel serd aquele correspondente ao maior

valor de Ay;
Etapa 4. Repita as etapas 1, 2 e 3 para cada regiao do mapa S;

Etapa 5. Utilizar simulagoes de Monte Carlo para avaliar a significancia da estatistica

do teste;

Etapa 6. Se a hip6tese nula for rejeitada, ao nivel de significancia de 5%, entdo a zona
Z associada com a maximizacao de Az é o cluster mais admissivel e deve ser

armazenada para que se faca o mapa destacando o cluster encontrado.

2.7 Propriedades da Estatistica Scan Circular

As principais propriedades, da estatistica scan circular proposta por Kulldorff
serao descritas nesta secao. Primeiramente, serao apresentadas as vantagens desse
método em comparacao aos demais métodos de deteccao de cluster espacial existentes

na literatura. As suas principais vantagens sao:
(i) Pode ser ajustada para a densidade populacional ndo constante no mapa.

(ii) Este método pode ser ajustado por varidveis de confusao, por exemplo idade e

SeXoO.

(iii) O teste estatistico de razao de verossimilhanca leva em conta testagens multiplas

informando um unico p-valor ao testar a hipotese nula (KULLDORFF, 1997).
(iv) O método procura clusters sem especificar seu tamanho e localizagao.

(v) O método tem a capacidade de detectar a localizagao de clusters e também fazer
inferéncia ao mesmo tempo. No sentido que, quando a hipdtese nula é rejeitada, o

método indica a localizagao do cluster mais verossimil que provocou a rejeicao.

(vi) O método é uniformemente mais poderoso. De acordo com Casella e Berger (2002),
um teste uniformemente mais poderoso é um teste de hipdtese que tem o maior
poder (probabilidade do teste rejeitar corretamente a hipdtese nula) entre todos

os possiveis testes de um dado tamanho.
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Uma das principais desvantagens da estatistica scan circular de Kulldorff em comparacao

aos demais métodos de deteccao de cluster espacial existentes na literatura é a seguinte:

(i) O método fixa a forma geométrica dos candidatos a clusters como circulos. Ou
seja, a principal desvantagem apresentada pelo método consiste no fato de que
ele ndo tem a capacidade de detectar corretamente um cluster com forma muito

diferente da circular.

Além disso, a estatistica scan espacial de Kulldorff é mais adequada para detecgao
de cluster quando ha apenas um tnico cluster bem definido na hipétese alternativa,
pois segundo Kulldorff (1997) nesta situacao a estatistica scan de Kulldorff apresenta
grande poder de teste, ou seja, o teste é uniformemente mais poderoso para deteccao de
clusters. No entanto, para situagdoes em que o mapa apresenta mais de um cluster ou
cluster de formato muito diferente do circular o poder do teste diminui como observado
por, Kulldorff, Tango e Park (2003) e Duczmal, Kulldorff e Huang (2006). A redugao
do poder do teste é a principal causa da subestimagao (cluster detectado menor do que
o cluster real), ou a superestimacgao (cluster detectado maior do que o cluster real),

como ilustrado na Figura 2.3.

Figura 2.3: Subestimagao do cluster em (a). Superestimacao do cluster em (b).

Fonte: Proprio autor
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2.8 Medidas de Desempenho

Para avaliar o desempenho das estatisticas SCAN espacial baseadas nos modelos
propostos nesta pesquisa, que sao os modelos NI-SCAN, GA-SCAN, WE-SCAN, BSR-
SCAN e BP-SCAN, utilizou-se as medidas de sensibilidade, valor preditivo positivo e
poder do teste, obtidas por meio de simulagoes de Monte Carlo.

O poder de deteccao do cluster depende dos dados gerados nas simulagoes realiza-
das no estudo e também dependera dos diferentes valores dos parametros de regressao,
precisao e razao que compoem o modelo. Dessa forma, o poder do teste é definido como
a probabilidade do teste detectar um cluster quando este realmente existe. Entao o
poder ¢ calculado através da propor¢ao de vezes em que H, foi rejeitada ao longo das
simulagoes realizadas. A Sensibilidade (SS) e o Valor Preditivo Positivo (VPP) sao
definidos a seguir.

Sensibilidade (SS):quociente médio da populagao em risco corretamente detectada

pela populacao em risco no cluster verdadeiro:

N 7(q)
5S — iz <pop{Z ﬂZ}) 7

N pop{Z}

q=1
Valor Preditivo Positivo (VPP): o quociente médio da popula¢ido em risco no

cluster verdadeiro pela populagdo em risco corretamente detectada:
1 N

PP = —
v N;(

pop{Z@ N Z}
pop{Z@}

em que, N é o total de simulac¢des no estudo, Z@ ¢ o cluster detectado na g-ésima
simulagao, Z é o cluster verdadeiro no cenério correspondente e pop{A} é o conjunto
de individuos em risco da colecao de areas A. Portanto, SS e VPP avaliam a capacidade
do método de localizar o cluster, quando ele existe.

Nota-se que, a sensibilidade indica o quanto do cluster verdadeiro é detectado,
por outro lado, o VPP representa o quanto do cluster detectado pertence ao verdadeiro.
O valor de SS e VPP pertence ao intervalo (0, 1), além disso, quanto mais préximo
de 1 os valores dessas duas medidas juntas, indica alta precisao para detectar o local
correto do cluster. No entanto, um grande valor de VPP e pequeno valor de SS juntos

nao mostra uma boa precisao e vice-versa.



Capitulo 3

Estatisticas Scan Espacial Baseadas
em Modelos de Regressao com

Variaveis Respostas Assimétricas

Este capitulo também é de carater predominantemente teérico. De inicio, apre-
sentamos o modelo de regressao com variavel resposta assimétrica e a estatistica de
teste para esse modelo. Em seguida, revisamos os modelos NI, GA, WE, BSR e BP e
apresentamos as estatisticas scan espacial para cada modelo. Por fim, apresentamos o

calculo do p-valor via Bootstrap para a estatistica espacial A-SCAN.

3.1 Modelo de Regressao com Resposta Assimétrica

Dado L localizacio espacial s;, seja Y = [Y(s1),...,Y (sp)]", onde Y; = Y (s;) é
uma varidvel aleatéria no intervalo (0, 00). Mais especificamente, assuma que Y; segue
uma distribuicao assimétrica Y; ~ A(uy, o), em que p; denota o pardmetro de locacao e o
o parametro de dispersao. O modelo de regressao A-SCAN ¢é definido da seguinte forma.

Seja Z um potencial cluster, seguindo o processo espacial Y7, ..., Y. Este processo é

modelado por A-SCAN(uy,0,7),l =1,..., L quando

log =z B+ 7l(s; € Z), (3.1)
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em que ¥; = [zy1, ..., ;)" é o vetor de covaridveis no local [, I(-) é a fungao indicadora,
B = [B1,...,B,)" é o vetor fixo de pardmetros desconhecidos, T é o pardmetro de

agrupamento, e 1; € a média da variavel resposta. Assim sendo,

po = expla] B}, se s ¢ Z;

M=
pz = exp{x] B+ 7}, caso contririo .

Além disso, as hipdteses de interesse a serem contrastadas sdo Hg : 7 = 0 versus
Hi: 7 >0 (para algum cluster Z € Z). Nota-se que, sob a hipdtese nula de 7 = 0, ou
seja, de ndo existir cluster no mapa, o processo é modelado por A-SCAN(uq, 0,0), | =
1,..., L, e ndo depende do parametro 7. Por outro lado, sob a hipotese alternativa de
que existe cluster no mapa p; = po se s, € Z e u = pgy se s; € Z. Em que, sob a

hipotese H; consideramos que pz > pg. Consequentemente,

exp{7} = 'Zjll.

Demonstracgao: Considere o caso em que s; € Z logo,

pz =exp{z] B+ 7} = exp{z] B} x exp{r}.

Substituindo jg; = exp{z; B}, entdo:

pz =por X exp{7}.

Dessa forma, segue que:

exp{r} = 'L/le.

Portanto, o modelo A-SCAN faz a comparacao da média da varidvel resposta
dos eventos que pertencem a zona Z versus a média da variavel resposta dos eventos
que nao pertencem a zona Z por meio do parametro 7. Observa-se que, uz denota a
média da varidvel resposta dos eventos que pertencem a zona Z e gy ¢ a média da
variavel resposta dos eventos que nao pertencem a zona Z. Além disso, para efeitos
comparativos o parametro 7 indica na escala logaritmica a razao de chance ajustada
por covariaveis para as observagoes Y; que pertencem a zona Z em comparagao com

Y/'s que nao pertencem a zona Z.
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3.2 Estatistica de Teste para o Modelo de Regres-
sao A-SCAN

Considere a hipotese:
Ho:7=0 vs Hyp:7 >0 (para algum cluster Z € Z).

As hipéteses particulares de interesse sao avaliar a significancia do cluster detectado. A

estatistica de teste para esse tipo de teste é:
A= max Az, Az= {10g€z(917%;’y> — log £4(6o, 0; y)}, (3.2)

onde (z(-) representando a verossimilhanca sob H; para um conjunto particular de
localizagao espacial Z e £o(-) é a verossimilhanca sob H,. Além disso, 0, = [Bo, 60"
e 7 sao os estimadores de maxima verossimilhanca para os parametros do modelo de
regressao sob as hipdteses nula e alternativa, respectivamente. Para este teste, sob
Hi, 0, = [Bl, 61,7]" com Bo = Bl e 09 = 01. Deve-se observar que os estimadores de
maxima verossimilhanca de 3 e ¢ assumem valores iguais para que o agrupamento deva

ocorrer apenas pela variavel resposta e nao pela variacao presente nas covariaveis.

3.3 Modelo Normal Inverso

A distribuicao NI tem notavel importancia em diversas areas de pesquisas. Logo,
é facil encontrar aplicagoes da distribuicdo normal inversa em areas como analise de
sobrevivéncia, confiabilidade, engenharia, estatistica matematica. Além disso, essa
distribuicao ¢ usada para descrever o primeiro tempo de passagem de uma particula
(movendo-se com velocidade constante) que estd sujeita ao movimento browniano linear.

Seja Y uma varidvel aleatéria com distribuigao normal inversa (NI). Sob este
modelo, a funcdo densidade de probabilidade é dada por:

O pp——— eXP{ : (y—u)Q},

2oy’ 220y

paray >0, x> 0e o >0e péamédia e pc? é a variancia.

A Figura 3.1 apresenta as curvas de densidade do modelo NI considerando valores
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para o pardmetro pu € {0,3;0,5;0,75;1;1,5;2} e o fixo igual a 1. Portanto, nota-se
que para valores menores de p a curva de densidade do modelo apresenta uma forte
assimetria. Também na Figura 3.1 ilustramos as curvas de densidade do modelo normal
inverso considerando valores para o parametro o € {0,2;0,5;0,75;1;1,5;2} e u fixo
igual a 1. Logo, podemos observa que a medida que o aumenta a curva de densidade do
modelo vai ficando cada vez mais assimétrica e observa-se também por este grafico que
para valores pequenos de ¢ a densidade do modelo se aproxima da simetria em torno

da média.

Figura 3.1: Densidade do modelo normal inverso para diferente valores de p (a) e de o

(b).

Densidade
Densidade

Fonte: Proprio autor

3.3.1 O Modelo NI-SCAN

Quando A(u,0) = NI(u, 0) e considerando o componente sistematico dado por
(3.1), entao, temos o modelo NI-SCAN(y,,0,7),l = 1,..., L. Portanto, sob o modelo

NI-SCAN(p, 0, 7), quando 7 > 0, podemos escrever (3.2) como:
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~ 1 A yl A
ANI:AiA eT—l {1—eT+1}
: 52 [iol ( ) 2/ ( )
Logo, para 7 > 0 o cluster é estimado por 7 = arg (max(f\gl )), caso contrario,
AN =o.

Demonstracao: Apéndice A.

3.4 Modelo Gama

A distribuigdo GA proposta por (THOM, 1947), é um caso especial da distribuigao
de Pearson tipo III, onde o pardmetro de posicao é zero. Este modelo é frequente-
mente usado em meteorologia e climatologia. Além disso, varias distribuig¢oes sao casos
particulares da distribuicao gama por exemplo a exponencial, qui-quadrado e a Erlang.

A distribuicdo GA é um modelo probabilistico indexado por um parametro de

locacdo 1 e um parametro de escala o, em que sua f.d.p pode ser escrita como:

yM/7* =D expl—y /(o p)]

fylp, o) = (02p)/oI0(1/02)

para y > 0, 1 > 0 e o > 0 serd provado a seguir que p é a média e p?0? é a varidncia

dessa distribui¢ao. Primeiramente seu k-ésimo momento é calculado da seguinte maneira:

y yl/“ Y exp[—y/(0?p)]
y’f / NS d

_/ yl/" *’f ” exp[—y/(o*)] |
1)U/ (1/02)

. /0 y WD) oxpl—y /(a2 dy.

Nt u)(l/" [(1/o?)

Considere a seguinte substituicao:

u= i , du =

(0%p)

1
020 dy, dy = (o*p)du, y= (0’p)u.
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Logo,
1 o 0'2 - —Uu
B (1) = amnie  Jy o e e
2, \(1/o?+k=1)( 2 00
:(a )/ i '(o?p) x/ QMo+ o—u g
(02p)/OL(1/0?) o
_ (U2M)(1/02)(02ﬂ)k > /oo u(l/az—l-k—l)e—u du
(02u)/7IT(1/0?) = Jo
2, \k oo
_ (U lu) X/ u(l/a2+k—1)€—u du
L(1/o2)  Jo
Portanto,
(o p)*
E(Y*) T/ I(1/02 + k)
Consequentemente,

Para demonstrar que Var(Y) = o?u?, primeiro devemos calcula a E(Y?). Por

meio da fun¢do de momentos o segundo momento da distribuicdo gama é dado por:
E (YQ) =p* + o’
Portanto,

Var(Y) =E (Y?) — E*(Y)
=12 4 o%u? — 12

—o22,

A Figura 3.2(a) apresenta as curvas de densidade do modelo gama considerando
valores para o parametro de locagao p € {0,3;0,5;0,75;1;1,5;2} e o fixo igual a
0, 5. Logo, podemos observa que ha uma mudanga na variancia do modelo, ou seja, a

medida que g aumenta a varidncia também aumenta. Na Figura 3.2(b) ilustramos as
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curvas de densidade do modelo gama considerando valores para o parametro de escala
0 €{0,2;0,5;0,75;1;1,5;2} e u fixo igual a 1. Assim sendo, nota-se que & medida que
o parametro de escala o decresce a densidade do modelo se aproxima da simetria em

torno da média.

Figura 3.2: Densidade do modelo gama para diferentes valores de p(a) e de o(b).

° ] — =03

£ <

Densidade
Densidade

Fonte: Proprio autor

3.4.1 O Modelo GA-SCAN

Aqui A(p,0) = GA(p, o) e se considerarmos o componente sistematico dado por
(3.1), portanto, temos o modelo GA-SCAN(yy,0,7),0 = 1,..., L. Considerando que
estamos sob o modelo GA-SCAN(y,, o, 7), quando 7 > 0, entdo podemos escrever (3.2)

COImo.

ANGA _ AGA
AZ _ZAl )

S|IEZ

N 1 1—e7
AZGA - 72 |:yl( N ) - 7/;| .
o Hot
Portanto, quando rejeitamos Ho o cluster ¢ estimado por Z = arg (max(/A\gA));
caso contrario, AS4 = 0.

Demonstragao: Apéndice B.
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3.5 Modelo Weibull

A distribuicao WE tem notével importancia e portanto podemos encontrar aplica-
¢oes dela em diversas areas de conhecimento, tais como: na analise de sobrevivéncia,
fisica, biologia e engenharia de confiabilidade. Além disso, a distribuicaio WE é uma
opcao atraente para modelagem de sobrevivéncia totalmente paramétrica, uma vez que,
unicamente, ela possui o tempo de falha acelerado e a propriedade de riscos proporcio-
nais. De modo geral, as aplicacoes visam a determinacao do tempo de vida médio e da
taxa de falhas em fungdo do tempo da populagao observada. Um detalhe histérico é que
a distribuicao recebeu tal denominacgao devido a Waloddi Weibull que em 1951 publicou
um artigo descrevendo a distribuicao em detalhes e propondo diversas aplicacoes.

A distribuicao WE é uma distribuicao de probabilidade continua indexada por um
pardmetro de forma (o > 0) e um pardmetro de escala (5 > 0) e sua fungdo densidade
de probabilidade pode ser escrita da seguinte maneira:

f4lo.8) — [;’(,y“-”exp{—(;)J}, yoo. B € (0,00)

e sua func¢ao de distribuicdo acumulada é escrita da seguinte forma:

0, se y O;

F(Y) = .
1—exp{—(g)}, sey > 0.

Seu k-ésimo momento é calculado do seguinte modo:
© o o

E(Y* :/ k o=1,=(/B) 4 7

(v , Y gy Y

seja,

g 1 o
w= (2 , du = —oy° dy, dy = b du.
60 O—yofl

Dessa forma,

> 0'0 g— —Uu ﬁo
IE(Y’“) = /0 By Ey e ———du

ay
= / 5kuk/"e_“du
0

k[ kjor1-1
= ﬁ/ ke ey,
0
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Logo,
k
E (Yk) = BT ( + 1) .
o
Consequentemente,

E(Y) = T (i +1). (3.3)

Calculando a variancia da distribuigio Weibull, vamos primeiro calcular a E (Y?).

Por meio da fun¢ao de momentos tem-se que:
2 o (2
E(V2) =3 F(+1).
o
Portanto,

Var(Y) =E (Y?) — E* (V)

=3°T (i + 1) — (6F (i + 1))2.

Var(Y) = 42 {r (1 + j) _r? (1 + 1)} . (3.4)

o

Logo,

A Figura 3.3-(a) apresenta as curvas de densidade do modelo Weibull considerando
valores para o pardmetro de forma o € {0,5;1;2;3;5;7} e 8 fixo igual a 1, 3. Logo, nota-
se que variacoes no valor do parametro de forma o alteram bastante o comportamento
do modelo. Alem disso, algumas varia¢cdes no parametro o faz a equacao do modelo
se reduzir a outros modelos de probabilidade. Na Figura 3.3-(b) ilustramos as curvas
de densidade do modelo Weibull considerando valores para o parametro de escala
g € {0,3;0,5;0,75;1;1,5;2} e « fixo igual a 2. Assim sendo, nota-se que ha uma
mudanca na média e variancia do modelo Weibull, ou seja, a medida que [ aumenta os

valores da média e variancia crescem.
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Figura 3.3: Densidade do modelo Weibull para diferente valores de o e de £5.

Densidade
1=

Densidade
1=

Vlores de y Vlores de y

(a) B=1,3 (b) o =2

Fonte: Proprio autor

Usando uma nova parametrizacao para a distribuicao Weibull em que g = ﬁ
desse modo a fungao de densidade de probabilidade (f.d.p) da distribuigdo Weibull é

dada por:

f(y|:u7 U) = %y(a—l) exp {_ <yr<1_’_}7)> } ) Y, 1,0 S (07 OO)

() :
D(1+1)

Sob essa nova parametrizacao substituindo g =

E(Y)=p.

F(lﬁ- T3 Na eXpPressao (3.3) obtemos

o

Além disso, substituindo g = ﬁ na expressao (3.4) entao concluimos que,

_ e Tatd)
Var[Y] = p {{F2(1+i)} 1}.

3.5.1 O Modelo WE-SCAN

Agora tem-se que A(u,0) = WE(u, o) e se considerarmos o componente sistema-

tico dado por (3.1), logo, temos o modelo WE-SCAN(y,0,7),l = 1,..., L. Portanto,
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sob o0 modelo WE-SCAN(yy, o, 7), quando 7 > 0, podemos escrever (3.2) como:

AWE __ AWE
AZ - Z Al )

S|EZ
A r(1+1/6)]° iy
AVE = [yl ( f /‘7)] (1—e7) — 57
Hot
Assim sendo, quando rejeitamos Hy o cluster é estimado por 7 = arg (max(f\?/E )),
caso contrario, AWZ = 0.

Demonstragao: Apéndice C.

3.6 Modelo Birnbaum-Saunders

A distribuigao BS proposta em Birnbaum e Saunders (1969), no artigo intitulado
a new family of life distributions, tem recebido consideravel atencao nos ultimos anos,
devido aos seus argumentos tedricos associados aos processos de danos cumulativos,
suas propriedades e sua relagao com a distribuicao normal. Comumente chamada de
distribuicao de vida por fadiga, tem sido amplamente utilizada para analise de dados de
sobrevivéncia e também em aplicagdes nas areas de engenharia, confiabilidade, medicina,
financas, agricultura, industria e em diversas outras areas. Por exemplo, a distribuicao
BS ¢ indicada para modelar o tempo até a ocorréncia de falha em processos de fadiga
quando estamos interessados nos percentis mais baixos ou mais altos da distribuicao,
ou seja, nas caldas da distribuigdo, pois nesse caso a distribui¢ao BS tem um ajuste
satisfatério. Por outro lado, os modelos probabilistico GA, WE, NI e lognormal sao
indicados para modelar o tempo até a ocorréncia de falha em processos de fadiga quando
estamos interessados na regiao central da distribuicao de vida pois esses modelos se
ajustam bem nesta situagao. Especificamente, presume-se que a quantidade de dano
cumulativo que permite que a distribuicao BS seja gerada segue uma distribui¢do normal.
Este modelo corresponde a uma distribuicao unimodal, inclinada positivamente, de dois
parametros e com suporte nao negativo.

A fadiga ocorre quando um material é exposto a situagoes de estresse e tensao,
assim espera-se naturalmente que este material devera sofrer danos ou rachaduras em
sua estrutura e, a esses danos denominamos de fadiga. Segundo Santos-Neto (2010),

motivados por problemas nos avides comerciais novos e falhas de material, Birnbaum
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e Saunders (1969) derivaram uma nova familia de distribui¢oes de vida que modela
o tempo de vida de materiais e equipamentos submetidos a cargas dinamicas. Aqui
apresentaremos as suposi¢oes propostas por Birnbaum e Saunders (1969) sobre o

processo de fadiga, veja Santos-Neto (2010). Essas suposiges sdo as seguintes:

(i) Um material é sujeito a um padrao ciclico de tensao e forga;
(ii) A sequéncia de tensdo imposta ao material é a constante de ciclo para ciclo;

(iii) A falha por fadiga do material ocorre devido ao desenvolvimento e ao crescimento
de uma rachadura dominante dentro do material. Portanto, a falha ocorre quando

o tamanho da rachadura dominante excede certo nivel de resisténcia w;

(iv) A extensao incremental da rachadura X; resultante da aplicagdo da i-ésima
oscilacao de carga é uma variavel aleatoria com uma distribuicao que s6 dependeréa

da rachadura atual causada pela tensao neste ciclo;

(v) A extensdo da rachadura durante o (j + 1)-ésimo ciclo é

}G+1:ij+1+"'+ij+ma j:()7172>"'7

em que, Xj,+1 € a extensao da rachadura apds a i-ésima oscilagao de carga do

(j + 1)-ésimo ciclo;
(vi) As extensoes das rachaduras em diferentes ciclos sao diferentes;

(vii) A extensao total da rachadura, Y; devido ao j-ésimo ciclo é uma varidvel aleatéria

com distribuicdo de média p e varidncia 02, Vj =1,2,...;

Assim sendo, a extensao total da rachadura apods n ciclos sera dada pela variavel

aleatéria,

W=V,

Jj=1

com fungao de distribui¢do acumulada (f.d.a) escrita do seguinte modo:

H,(w) =P(W, <w), Vn=12....
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Seja N a variavel aleatoria que representa o nimero de ciclos necessarios até que

ocorra uma falha. Deste modo, a func¢ao de distribuicdo acumulada de N é dada por:
P(N < n) ZY>w P(W, >w) =1— H,(w).

Imagine que os Yjs sejam varidveis aleatérias independentes e identicamente

distribuidas (i.i.d). Logo, segue do teorema central do limite que,

P(Nﬁn)zﬂ”(z};\/_u U\/%M>z1_p(zn:yj_ﬂ§w—nu)

7=1

St R T

MR e

(’“/_ _ w) 7 (3.5)
em que ®(+) denota a fungao de distribui¢ao normal padrao.

o o\/1Nn

Utilizando a equacgao (3.5), Birnbaum e Saunders (1969) definiram uma nova
distribui¢ao de vida. Segundo Birnbaum e Saunders (1969), quando substituirmos n
por uma variavel real nao negativa ¢, consequentemente a variavel aleatoria T sera
a extensao continua da variavel discreta N. Logo, T representa o tempo total até a

ocorréncia da falha. Considere o = o/, /fiw e f = w/p, entdo a (f.d.a) de T é escrita do

o[ B)] rommosnn o

em que P(-) é a fungdo de distribuigdo da normal padrao. Usaremos a notagao 7' ~

seguinte modo:

F(tla, ) = P(T < t) =

BS(a, B) para indicar que T' é uma variavel aleatéria seguindo uma distribuigdo BS
com parametros « e 3 que sao os parametros de forma e escala respectivamente. Além
disso, 3 é a mediana da distribuicao, isto é, F'(S|«, 3) = ®(0) =0, 5.

A f.d.p da distribuigdo de T" obtida através de (3.6) pode ser escrita da seguinte
maneira:

f(tla, B) = 6;(3{\/3%;}153/2 [zf—l—ﬁ]exp{—;.é2 [;—Fﬂ}, t>0,aa>0,8>0.
(3.7)

A média ¢é a varidncia associadas com (3.7) sdo dadas respectivamente por:
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E(T)=p <1 + ;OzQ) e Var(T) = (af)? (1 + ia2) :

A distribuicdo BS(«, 3) esta relacionada com a distribuigdo normal, esté relacao

¢ a seguinte:
2

aZ aZ\?

—+ () +1

T —
62 2

9

em que Z ~ N(0,1),aa>0¢e > 0.

A Figura 3.4(a) apresenta as curvas de densidade do modelo BS considerando
diferentes valores para o parametro de forma a e ( fixo igual a 1. Portanto, de acordo
com a Figura 3.4 observa-se que a medida que o valor de o aumenta altera a forma
da curva da densidade, ou seja, a forma da curva da densidade se torna cada vez mais
assimétrica. J4 na Figura 3.4(b) variamos os valores do parametro /5 e consideramos «
fixo. Podemos observar que ha uma mudanca na média e varidncia do modelo BS, ou

seja, & medida que [ aumenta os valores da média e variancia também aumentam.

Figura 3.4: Densidade Birnbaum-Saunders para diferentes valores de « e de f3.
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Fonte: Proprio autor

Santos-Neto et al. (2012) propuseram varias parametrizac¢oes para a distribuicao

BS usando diferentes argumentos. Um deles indexa a distribuicao BS por sua média e
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precisao, que denominamos de BSR. Leiva et al. (2015), Leiva (2016), Santos-Neto et al.
(2016) e Leao et al. (2017) mostraram que a distribuicdo BSR ¢ 1til em configuragoes
para as quais a parametrizagao original é limitada.

A f.d.p da distribuicao de BSR é dada por:

Fylp, o) = expg//%;(/jzﬁ [ * aafl} o <_Z l{a ;Lul}y IR (jrul}yD ’

em que y > 0, 0 > 0 e p > 0 sdo pardmetros de forma (precisdo) e escala (média),

respectivamente.

A média e varidncia da distribuicdo BSR sao dadas respectivamente por:

EY)=p, e Var(Y)= Iglga))’

em que,

g(p) =2p> e h(o) = 1 5
" 2002 +0+1)

1
o+24—
o

3.6.1 O Modelo BSR-SCAN

Se A(u, o) = BSR(u, o) e considerando o componente sisteméatico dado por (3.1),
entao temos o modelo BSR-SCAN(yy, 0, 7),0 =1, ..., L. Sob o modelo BSR-SCAN(y, o, 7),

quando 7 > 0, podemos escrever (3.2) como:

ABSR __ ABSR
AZ - Z Al )

SIEZ
. 2 5 5 5+ 1 ) 5200 )
AlBSR: —z+lo [fiyl—l-yl-i-q/fzz] n 3/1{0:% }(1_6_7)+ 17 Kot 1— ).
oy + Y + O 4flor 46 + 1}y,

Desta maneira, quando 7 > 0 o cluster é estimado por Z = arg (max(A?SRD;
caso contrario, AB5% = (.

Demonstracao: Apéndice D.

3.7 Modelo Beta-Prime

A distribuigao BP (KEEPING, 1962; MCDONALD, 1984) é uma distribuigao
alternativa de tempo de falha, como as distribui¢oes BS, GA, NI e WE. Assim, podemos
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encontrar aplicagoes da distribuicao BP na area de anélise de sobrevivéncia e também
em aplicagoes nas areas de engenharia, confiabilidade, medicina e financas. Uma variavel
aleatoria T segue a distribuicdo BP com os parametros de forma a« > 0 e § > 0,
denotados pela BP(«, ), se a distribui¢ao de T" admitir a seguinte densidade em relagao

a medida de Lebesgue:

(1 4 ¢)~(+h)
B(a, )

f(tle, B) = , >0, (3.8)

sua fungao de distribuicao acumulada (f.d.a) é dada por:
F(tlo, B) = Iﬁf (o, ), t>0,

em que [, (o, B) = By(«, 3)/B(a, B) é a razao incompleta da funcao beta, By(a, ) =
Ju (1 —u)?~'du é a fungdo incompleta, B(a, 3) = I'(a)T(B)/T(a + ) é a fungao
beta e T'(a) = [;° u* ' exp(—u)du é a fungdo gama. A média e a varidncia associadas

com (3.8) sdao dadas por:

a ala+5-1)
E(T) = , B>1, e Var(T)= , B >2,
D=5 D= Ga5-1y
respectivamente.
Demonstracgao:
T a—1
/ t x (o + ) t dt
C(a)L(6) (1 + t)oth
a+6 t
= dt 3.9
/ I'(a)T(B) ( + t)ots (3:9)
- ) Y o
E possivel demonstrar que T = Ty tem distribuicao BP de acordo com a

equagao (3.8), por exemplo ver Bourguignon, Santos-Neto e Castro (2018). Sendo assim,

considere a seguinte substituigao:

=7 = _ !
S 1l—y Y7 +t
observa-se que,
1 dt
t+1=—— e dy = = dt = (1+1t)*dy-

1—y (1+1)?



Aplicando a substitui¢do acima em (3.9). Isto é,

E(T) —/1 Lla+h) (ﬂy)a Ly
~Jo T(@)(B) < 1 )“*5 (1+1)2
y

1—

y (e}
L T(a+ B) (1—y> dy
:Arwwwﬁ< DA
) )

- /1 I§<a;5> y <1yy>  dy
o D(a)T(8) (ﬁy) (1;)

y «
1
/ Fa+6 ( y) X } dy
1—y (1 —y)s2

Xy x (1—y)" 2 dy

_ ['T(a+8)
o T(@)T(d)
11“‘(

) /1 ylet=1 % (1-— y)(ﬂ—l)—l dy
) Dla+DT(E -1
rg) Nla+l14+5-1)
a+f) y I(a+1DI(B-1)
I'(5)
s

F(a+3)

“(B-DI(B-1)
RCET

Agora sera calculado a E(77).
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Demonstracgao:

+ /3 ol
E(T?) / 2y Ll dt
8 (14-t)otP

a+6) toHrl
:/ T3 (1+t)a+ﬁdt'

(3.10)

Considere a seguinte substituicao:

=2 = -t
C1l—y y_1+t’
observa-se que,
1 dt
t+1=— dy = — = dt = (14 t)%dy-
* 1—vy © 4 (1+1)2 (L+1)7dy

Aplicando a substituigdo acima em (3.10). Ou seja,

T'(a)0(B) 1\t 1\’
v\
/ (a+p) <1 - y) dy
o T()T(B) 1\t o1\
) 5
y a+1
LT (a+ pB) 1—y 1
~Jo T(@)r(3) (1‘1}) A
1—y (1—y)s-3
(o + 5) +1 _ ,\B-3
=y Tayrpy * ¥ AT
CC:‘II:? /0 at141-1 — )Pt gy
5(3 F g) / yer y) P dy
_Tla+p)  Tla+2r(B-2)
CT(a)D(B) " D(a+2+p5-2)
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Facan = — 2, entao:

Portanto,

Var(T) =E (T%) — E*(T)

_afetl) [« ?
(B-1(B-2) (5— 1)
ala+ 5 -1)

“G-op-_y "7

A Figura 3.5(a) apresenta as curvas de densidade do modelo Beta-Prime consi-
derando valores para o parametro de forma o € {1;1,5;2;2,5;3;5} e § fixo igual a 3.
Assim, nota-se que a medida que o aumenta ha um deslocamento para a direita da
densidade do modelo, isto é, um aumento na média e variancia do modelo. Na Figura
3.5(b) ilustramos as curvas de densidade do modelo Beta-Prime considerando valores
para o parametro de escala § € {3;5;7;9;11;13} e « fixo igual a 2. Logo, podemos

observa que a medida que § aumenta a média e variancia do modelo diminui e nota-se
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também que, neste caso, a densidade do modelo vai ficando cada vez mais concentrada
em torno do zero e com caudas mais leve.

Figura 3.5: Densidade do modelo Beta-Prime para diferentes valores de « e f3.
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Fonte: Proprio autor

Bourguignon, Santos-Neto e Castro (2018) define uma estrutura de regressao para
respostas distribuidas pela BP usando uma nova parametrizacao que difere de (3.8).
Seja, em (3.8), a=p(c+1)ef=0+2, isto é, a = pu(l+0) e f =2+ 0. Sob essa
nova parametrizacgao, se '~ BP(«, 3) entao E(T') = p e Var(T') = pu(1 4+ p)/o; nesta
parametrizagao, usaremos a notagao 7' ~ BP(u, o) para indicar que 7' é uma varidvel
aleatoria seguindo uma distribuicao BP com média p e parametro de precisao o. Usando

essa nova parametrizacdo, a densidade da BP em (3.8) pode ser escrito como:

t,u(cr—l—l)—l (1 + t)—[u(0+1)+0+2}

tu, o) = , 3.11
) =B 71,0+ 2) 1
em que > 0e o >0, uma vez que « > 0e > 0.
3.7.1 O Modelo BP-SCAN
Quando A(u,0) = BP(u,0) e considerando o componente sistematico dado

por (3.1), entdo temos o modelo BP-SCAN(yuy,0,7),l = 1,...,L. Sob o modelo
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BP-SCAN(uy, 0,7), quando 7 > 0, podemos escrever (3.2) como:

ANBP __ ABP
AZ _ZAI )

S|EZ

) o A B(fo(1+6),(2
ABP: 1 1] Ui +1 )
;= o6 +1)(e" = 1) Og<1+yz P\ Bl +6). 2

Portanto, quando rejeitamos Hy o cluster é estimado por 7 = arg (max(f\gp )),
caso contrario, AZP = 0.

Demonstracao: Apéndice E.

3.8 O Teste do p-valor Via Bootstrap para a Esta-
tistica Espacial A-SCAN

Como a distribuicao exata da estatistica de teste A é desconhecida, ou seja, é
analiticamente intratavel sob Hg, sendo assim, podemos usar o p-valor do Bootstrap para
avaliar a significancia estatistica do cluster mais provavel. Esta técnica ¢ aplicada nesta
situagao pois os parametros da distribuicao da estatistica A-SCAN sao desconhecidos
sob a hipdtese nula, entdo uma maneira de contornar este tipo de problema é a técnica
de Bootstrap, deste modo, podemos estimar uma distribuicao obtida a partir dos dados,
denominada como funcao de distribuicao empirica. O Método Bootstrap consiste em
um método de reamostragem que foi proposto por Efron (1979). O algoritmo utilizado
¢ basicamente o algoritmo descrito em Lima et al. (2016).

O algoritmo do p-valor do Bootstrap para avaliar a significAncia estatistica de A

consiste nos seguintes passos:

Passo 1: Com base na amostra e nas covaridveis calcular 6y e 7. Derive o valor

observado de A e denote por /A\;

Passo 2: Gerar amostras de Bootstrap y; = (Y74, .- .,y; ;) de A-SCAN (oi(50), 6,0),1 =
1,2,...,L;

Passo 3: Do passo 2 calcular ég e derive /A\;';,

Passo 4: Repita os passos 2 e 3 parab=1,...,B — 1 e calcule o p-valor para A por

B
meio de & bz—:1 I(A > A}).



Capitulo 4

Estudo de Simulacao

Neste Capitulo, sao apresentados os resultados das simulacgoes realizadas para
avaliar a performance das novas metodologias usando a estatistica scan circular. Con-
sideramos como regiao de estudo o mapa do estado do Amapa no Brasil. A escolha
do mapa se deve ao fato de ser um estado com apenas 16 municipios, proporcionando
uma reducao significativa no tempo das simulacoes. Pois, quanto maior a quantidade de
regioes de um mapa, maior o tempo computacional necessario para executar o algoritmo
da estatistica scan espacial. Acreditamos que a escolha desse mapa nao represente perda
importante na qualidade de nossas simulagoes.

Na Figura 4.1, apresentamos o mapa do estado do Amapa com o cluster artificial
considerado nas simulacgoes. A selecao do cluster foi feita apds a realizacao de varias
simulagoes considerando diferentes clusters. O poder de detecgao do cluster depende
da geracao dos dados e dos diferentes valores dos parametros que compdem o modelo.
Na comparacao entre as estatisticas scan espacial baseadas nos modelos de regressao
BSR, BP, GA, NI e WE, serao verificados os comportamentos dos graficos do poder
do teste, do valor preditivo positivo e da sensibilidade. Desta forma, esperamos definir
qual distribuicao apresentou melhor desempenho na identificacdo do cluster artificial.

Nos modelos NI-SCAN e GA-SCAN o parametro o é um parametro de dispersao,
diferentemente dos demais modelos, em que este parametro é classificado como de
precisao. Para garantir a mesma interpretacao, consideramos para os modelo NI e GA o

inverso de o. Além disso, é importante destacar que o modelo NI tem uma tendéncia de
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apresentar uma maior variabilidade, pois sua variancia além de ser funcao de o também
é funcao de um termo cibico da média, enquanto que nos demais modelos o termo da
média é funcao quadratica. Desta forma, espera-se que o modelo NI-SCAN apresente

um pior desempenho durante as simulacoes.

Figura 4.1: Cluster artificial com 3 dreas (Itaubal, Cutias e Macap4).

4°N

o

55°W 54°W 53°W 52°W 51°W 50°W

Fonte: Proprio autor

Para garantir que durante as simulacoes os cenarios fossem os mesmos para todos
os modelos, foram gerados os mesmos valores para as variaveis preditoras, possibilitando
assim que para todos os modelos as médias geradas fossem iguais. Na Tabela 4.1,
mostramos os intervalos para as médias e variancias para todos os modelos considerando
7 = 10. Além disso, calculamos a variancia média e a mediana das variancias. Como
esperado, nota-se que a variabilidade dos modelos reduz com o aumento do valor de
o. Também pode-se notar que o modelo NI-SCAN apresenta a maior variancia média
em todos os cendrios. Nota-se que para o modelo BSR-SCAN com o = 20, 50% das
variancias sao menores ou iguais a 105,71. De uma maneira geral, no cendrio com
o = 0,5, os modelos BSR-SCAN e BP-SCAN apresentaram as menores médias e
medianas das variancias. Ja para o = 2, 20, esses valores foram menores nos modelos

GA-SCAN e WE-SCAN.



20

Tabela 4.1: Intervalos de variacao das médias e das variancias para 7 = 10.

Modelos o L Var[Y] Var[Y/] Med(Var[Y;])
0,5 (2,28, 686,81) (13,83, 1257880,27)  94386,51 9762,55
BSR-SCAN 2 (2,28,686,81) (5,19, 471705,10) 35394,94 1035,96
20 (2,28, 686,81) (0,53, 48133,17) 3611,73 105,71
0,5 (2,28, 686,81) (14,93, 944783,82) 70967,83 2134,62
BP-SCAN 2 (2,28,686,81) (3,73, 236195,95) 17741,96 933,65
20 (2,28, 686,81) (0,37, 23619,60) 1774,20 93,37
0,5 (2,28, 686,81) (20,75, 1886820,40)  141579,77 4143 83
GA-SCAN 2 (2,28,686,81) (1,3, 117926,3) 8848,74 258,99
20 (2,28, 686,81) (0,01, 1179,26) 88,49 2,59
0,5 (2,28, 686,81) (47,27, 1295883000) 85895415,37  143194,21
NLSCAN 2 (2,28, 686,81) (2,95, 80992698,04) 536846346  8949,64
20 (2,28,686,81) (0,03, 809926,98) 53684,64 89,50
0,5 (2,28, 686,81) (25,94, 2358525,50)  176974,71 5179,79
WE-SCAN 2 (2,28,686,81) (1,42, 128888,49) 9671,30 283,06
20 (2,28, 686,81) (0,02, 1811,85) 135,95 3,98

Fonte: Proprio autor

Inicialmente, sob a hipotese nula, consideramos 1000 réplicas de Monte Carlo
(devido ao custo computacional alto) para obter valores criticos empiricos do teste
com o nivel de significincia o = 0,05 para os modelos BSR-SCAN(y, 0,0), BP-
SCAN(pg4,0,0), GA-SCAN(poy4, 0,0), NI-SCAN (1104, 0,0) e WE-SCAN(po,,0,0), [ =

1,...,16 com

~exp{0, 734 + 4}
1+ exp{0,734 + 4z, }’

fo.1 0=0,52,20 e x~U(0,1).

Na Tabela 4.2 apresentamos os valores criticos, para o nivel de significancia de
5%, considerando as distribui¢coes empiricas das estatisticas de teste. Nas Figuras 4.2-
4.5 mostramos as formas das distribui¢coes empiricas das estatisticas de teste para
os diferentes valores de o. Notamos que as distribui¢oes geralmente apresentam uma

assimetria positiva.
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Tabela 4.2: Valores criticos empiricos obtidos a partir das distribui¢oes empiricas sob a
hipétese nula para diferentes estatisticas e valores de o.

Modelos o Valores Criticos Empiricos
0,5 15,216
BSR-SCAN 2 15,017
20 3,4741
0,5 13,605
BP-SCAN 2 13,482
20 3,653
0,5 8,189
GA-SCAN 2 14,768
20 3,556
0,5 10447,240
NI-SCAN 2 15,011
20 3,151
0,5 9,238
WE-SCAN 2 18,767
20 2,136

Fonte: Proprio autor.

Para o calculo do poder do teste, consideramos os valores criticos obtidos sob a
hipétese nula (7 = 0) apresentados na Tabela 4.2. Isto garante que todas as estatisticas
tenham o mesmo tamanho do teste. Sob a hipdtese alternativa consideramos, os valores
de 7 = log(i),i = 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10. Os comportamentos do poder do teste (a),
Sensibilidade (b) e Valor Predito Positivo (c¢) para os modelos BSR-SCAN, GA-SCAN,
BP-SCAN, NI-SCAN e WE-SCAN sao apresentados nas Figuras 4.6, 4.7, 4.8, 4.9 e 4.10,
respectivamente.

Importante destacar que para o valor de 0 = 0,5 no modelo NI-SCAN, o valor
critico empirico para a estatistica de teste AN! foi muito grande o que impossibilitou a
criagao do histograma de modo informativo. Desta forma, também decidimos omitir
no texto os histogramas das distribuicoes empiricas da estatistica AN sob a hipétese
nula para o = {2,20}, com o objetivo de mantermos o mesmo padrao de apresentagao
dos graficos neste capitulo. Além disso, de acordo com a Tabela 4.2 nota-se que para o
modelo NI-SCAN quando o valor do parametro o cresce os valores criticos empiricos

para a estatistica AN decresce.
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4.1 Analise dos Resultados

Na Figura 4.2, apresentamos a distribuicdo empirica da estatistica APST sob a
hipétese nula para o = {0, 5,2,20}. De acordo com a Tabela 4.2 e Figura 4.2, pode-se
observar que a medida que o valor do parametro o aumenta os valores criticos empiricos
para a estatistica AP decresce. Por exemplo, para o = 0,5 o valor critico empirico foi
15,216, por outro lado, para ¢ = 20 o valor critico empirico foi 3,4741. E importante
observar que a estatistica de teste A% depende de ¢ e mudanca no pardmetro o leva

a essa variacdo na estatistica de teste ABSE,

Figura 4.2: Distribuicio empirica da estatistica A% sob a hipétese nula para o =
{0,5,2,20}.
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Fonte: Proprio autor

Na Figura 4.3 apresentamos a distribuicdo empirica da estatistica A4 sob a
hipétese nula para o = {0, 5,2,20}. Nota-se que, de acordo com a Tabela 4.2 e Figura
4.3, que o menor valor critico empirico para A4 foi 3,556 para o = 20 e maior valor
critico empirico para A4 foi 14,768 para o = 2, quando diminuimos o valor de ¢ para
0,5 o valor critico empirico obtido foi de 8,189. Adicionalmente, a estatistica de teste
AG4 depende de o e mudanca no pardmetro o causa essa variacio na estatistica de

teste ACA,
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Figura 4.3: Distribuicdo empirica da estatistica A4 sob a hipétese nula para o =

{0,5,2,20}.
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Na Figura 4.4, ilustramos a distribui¢ao empirica da estatistica

nula para o = {0,5,2,20}. Diante do exposto na Figura 4.4 e na Tabela 4.2 podemos
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Fonte: Proprio autor
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ABP

sob a hipdtese

observar que a medida que o valor do parametro o aumenta os valores criticos empiricos

para a estatistica AZ¥ diminuiram. Por exemplo, para ¢ = 0,5 o valor critico empirico foi

13,605, por outro lado, para o = 20 o valor critico empirico foi 3,653. Esse comportamento

da estatistica de teste AP pode estd associado ao fato de AP¥ depende do pardmetro

o e também por causa que a medida que o valor de o aumenta a variancia do modelo

Beta-Prime (Equagao 3.11) diminui.

Figura 4.4: Distribuicao empirica da estatistica

{0,5,2,20}.
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Na Figura 4.5 apresentamos a distribuicdo empirica da estatistica A" sob a
hip6tese nula para o = {0,5,2,20}. Percebe-se que, de acordo com a Tabela 4.2 e
Figura 4.5, que o menor valor critico empirico para AW¥ foi 2,136 para o = 20 e maior
valor critico empirico para AW¥ foi 18,767 para o = 2, quando diminuimos o valor de o
para 0,5 o valor critico empirico obtido foi de 9,238. Nota-se que, a estatistica de teste
AYE depende de o e mudanca no pardmetro o causa essa variacdo na estatistica de
teste AWE.

Figura 4.5: Distribuicdo empirica da estatistica A" sob a hipétese nula para o =
{0,5,2,20}.
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Fonte: Préprio autor

Podemos notar na Figura 4.6 que a medida que o pardmetro 7 aumenta o poder
do teste cresce isto é mais claro para ¢ = 20, nota-se também que com o aumento do
valor do parametro 7 a sensibilidade e valor predito positivo também aumentam para
o modelo BSR-SCAN. Observa-se que, o poder do teste é muito baixo para valores
de o0 = {0,5,2}, porém para o = 20 o método apresenta um bom poder de teste e
uma boa precisao para detectar o local correto do cluster, pois , neste caso, os valores
das medidas de sensibilidade e valor predito positivo estao acima de 0,75. Portanto,
o método BSR-SCAN tem uma boa precisdo para detectar o cluster verdadeiro para
o = 20. Além disso, percebe-se que o poder do teste, SS e VPP crescem com o aumento
de 0. Portanto, fica claro que o poder de deteccao do cluster depende dos diferentes

valores dos parametros que compoem o modelo.
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Figura 4.6: Graficos da Funcdo poder (a), Sensibilidade (b) e Valor Predito Positivo (c)
para o modelo BSR-SCAN.
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Fonte: Proprio autor

Na Figura 4.7 para o modelo GA-SCAN, notamos que quando o valor do parametro
7 aumenta os valores das medidas de sensibilidade e valor predito positivo também
aumentam. Percebe-se que, o poder do teste é muito pequeno para o = {0, 5,2}. No
entanto, para ¢ = 20 o método apresenta um alto poder de teste e uma alta precisao
para detectar o local correto do cluster, pois os valores das medidas de sensibilidade e
valor predito positivo crescem juntos para 1. Além do mais, quando aumentamos o valor
do pardmetro o a sensibilidade e valor predito positivo crescem. Assim sendo, ficou
claro o efeito da variacdo dos parametros o e 7 no desempenho do método GA-SCAN

para detectar o cluster verdadeiro.
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Figura 4.7: Graficos da Funcao poder (a), Sensibilidade (b) e Valor Predito Positivo (c)
para o modelo GA-SCAN.
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Fonte: Proprio autor

Diante do exposto na Figura 4.8 para o modelo BP-SCAN, observa-se que quando
o valor do parametro 7 cresce a sensibilidade e valor predito positivo aumentam.
Adicionalmente, nota-se que o poder do teste é muito pequeno para o = {0,5,2}. No
entanto, para ¢ = 20 o método apresenta um bom poder de teste e uma alta precisao
para detectar o local correto do cluster, pois os valores das medidas de sensibilidade e
valor predito positivo crescem juntos para valores mais proximos de 1. Além do mais,
quando aumentamos o valor do parametro ¢ a sensibilidade e valor predito positivo
crescem e o poder do teste foi maior para ¢ = 20 isto indicar que com o aumento de o
o poder do teste aumenta. Diante disso, podemos visualizar que o poder de deteccao do

cluster depende dos diferentes valores dos parametros o e 7.
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Figura 4.8: Graficos da Funcao poder (a), Sensibilidade (b) e Valor Predito Positivo (c)
para o modelo BP-SCAN.
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Fonte: Proprio autor

De acordo com a Figura 4.9 para o modelo NI-SCAN, observa-se que o poder do
teste é muito pequeno para o = {0,5,2,20}. Para o = 20 o poder do teste apresentou
um comportamento inadequado, pois o esperado na literatura e que com o aumento dos
parametros o e 7 o poder do teste aumente. Portanto, o modelo NI-SCAN apresentou
um desempenho muito baixo para detectar o cluster artificial para todos os valores de

o e T considerados nesta simulacgao.

Figura 4.9: Graficos da Funcao poder (a), Sensibilidade (b) e Valor Predito Positivo (c)
para o modelo NI-SCAN.
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Fonte: Proprio autor

Na Figura 4.10 para o modelo WE-SCAN, notamos que quando o valor do

parametro 7 cresce o valor das medidas de sensibilidade e valor predito positivo também
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crescem. De maneira andloga aos demais modelos utilizados nas simula¢es observa-se
que, o poder do teste é muito pequeno para o = {0,5,2}. Mas, para 0 = 20 o método
apresenta um alto poder de teste e uma alta precisao para detectar o local correto do
cluster pois, os valores das medidas de sensibilidade e valor predito positivo crescem
juntos para 1. Além disso, quando aumentamos o valor do pardmetro o a sensibilidade
e valor predito positivo crescem. Logo, fica evidente por esses resultados que o poder
de detecgao do cluster depende dos diferentes valores dos parametros que compoem o

modelo.

Figura 4.10: Gréficos da Funcdo poder (a), Sensibilidade (b) e Valor Predito Positivo
(c) para o modelo WE-SCAN.
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Fonte: Proprio autor

Analisando a Figura 4.11 percebe-se que as Figuras 4.11 (a) e (b) apresentaram
comportamentos semelhantes a Unica diferenca é que para o método BP-SCAN os
valores de SS e VPP sdo maiores e estao mais proximos da reta y = x, isto indica que o
método BP-SCAN tem uma melhor precisao para detectar o local correto do cluster
quando ele existe, do que o BSR-SCAN. Nota-se também para esses dois modelos que
para valores de o = {0,5,2} a SS é maior que VPP, ou seja, os métodos BP-SCAN
e BSR-SCAN tendem a superestimar o cluster verdadeiro neste cenario. Por outro
lado, para o = 20 VPP é maior que SS, ou seja, os métodos BP-SCAN e BSR-SCAN
tendem a subestimar o cluster verdadeiro neste cenario, mas os valores de SS e VPP
sao proximos de 1 indicando uma boa precisao para detectar o local correto do cluster.

As Figuras 4.11 (c) e (e) também apresentaram comportamentos semelhantes,

para ¢ = 0.5 os valores de SS e VPP estao préximos da reta y=x mas nao mostra uma
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boa precisao para detectar o local correto do cluster, pois os valores dessas medidas
sao baixos. Para ¢ = 2 VPP é maior que SS, indicando que os métodos GA-SCAN e
WE-SCAN tende a subestimar o cluster neste cenario. Para o = 20 os valores de SS e
VPP estao proximos da reta y = x, além disso, os valores dessas medidas estao mais
proximo de 1, isto mostra que os métodos GA-SCAN e WE-SCAN tem alta precisao
para detectar o local correto do cluster neste cenéario.

Na Figura 4.11 (d) notamos para o método NI-SCAN que ele apresentou valores
de SS e VPP menores que os demais modelos considerando todos os cenarios, ou seja,
para o = {0,5,2,20} e nestes cendrios SS é maior que VPP, indicando que o método
tende a superestimar o cluster verdadeiro, além disso, os valores de SS e VPP foram
pequenos para o = {0, 5,2} isto indica que o método nao mostra uma boa precisao
para detectar o local correto do cluster neste cenario. Para 0 = 20 se a hipdtese nula
for rejeitada o método tem uma boa precisao para detectar o local correto do cluster

quando ele existe, pois os valores de SS e VPP estao acima de 0,75.

Figura 4.11: Graficos da sensibilidade contra o valor preditivo positivo para os modelos
BSR-SCAN (a), BP-SCAN (b), GA-SCAN (c), NI-SCAN (d) e WE-SCAN (e).
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Para efeitos comparativos, de modo geral o método NI-SCAN apresentou um
pior desempenho em relacao aos demais métodos utilizados na simulac¢ao, pois os
valores das medidas de poder do teste, sensibilidade e valor preditivo positivo foram
menores em comparacao aos valores dessas medidas para os demais modelos. O BSR-
SCAN apresentou um desempenho inferior ao BP-SCAN. Notamos que para valores

de 0 = {0, 5,2} todos os modelos apresentaram poder de teste baixo, além disto, para
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este cenario os métodos BSR-SCAN, BP-SCAN e NI-SCAN tendem a superestimar o
cluster verdadeiro ja os métodos GA-SCAN e WE-SCAN tendem a subestimar o cluster
verdadeiro neste cenario. Diante do exposto na Figura 4.11, percebe-se que o método
BP-SCAN os valores de SS e VPP sao maiores em comparacao aos demais modelos
considerando todos os cendrios, ou seja, para o = {0, 5,2,20}. Isto indica que o método
BP-SCAN tem uma melhor precisao para detectar o local correto do cluster quando
ele existe do que os demais modelos. Logo, o modelo BP-SCAN foi escolhido como o
melhor modelo para deteccao de cluster é sera utilizado na parte da aplicacao. Além
disso, o BP-SCAN apresentou um bom poder do teste e uma alta precisao para detectar

o cluster quando ele existe considerando o cenario com o = 20.



Capitulo 5
Aplicacao

Neste Capitulo, é apresentada a andlise realizada nos dados provenientes do estado
do Maranhao e relativos a pacientes com tuberculose. O objetivo é identificar regides
que apresentam uma prevaléncia alta da patologia.

O estado do Maranhdo é o segundo maior estado do Nordeste em extensao
territorial e possui a segunda maior extensao litoranea do Brasil. O Maranhao esta
dividido em 217 municipios e segundo o IBGE tem uma populagao estimada de 6.574.789
pessoas (Censo 2010) e sua densidade demografica de 19,81 hab/km?. Além disso, estd
em ultimo lugar em comparacao as outras Unidades da Federagao quando o tema é
rendimento nominal domiciliar per capita com o valor de R$ 636,00. As informacoes
acima estdo disponiveis em <https://cidades.ibge.gov.br/brasil/ma/panorama>. Com
uma populacao estimada de 1.082.935 (Censo 2016) Sao Luis é o municipio mais
populoso do Maranhao, ja em termos de extensao territorial o municipio de Balsas esta
em primeiro lugar com 13.141,757 km?2.

A tuberculose é uma doenca infecciosa e transmissivel que afeta prioritariamente
os pulmoes, embora possa atingir outros 6rgaos e sistemas. A transmissao ¢ feita através
de goticulas eliminadas pela respiracao, por espirros e pela tosse. Um dos principais
sintomas da tuberculose ¢ a presenca de tosse por mais de trés semanas com ou sem a
presenca de catarro que pode ser acompanhada ou nao de febre ao final do dia. Por
exemplo, no ano de 2019 foram registrados 2688 casos no estado do Maranhao segundo os

dados do Ministério da Saide/SVS - Sistema de Informagao de Agravos de Notificagoes -
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Sinan Net <http://tabnet.datasus.gov.br/cgi/tabcgi.exe?sinannet/cnv/tubercma.def>.

O mapa do estado do Maranhao também pode ser dividido em unidades regionais
de Satde (ver Figura 5.1). Ao todo sdo 18 unidades regionais sediadas nos municipios de
Rosario, Itapecuru, Chapadinha, Codé, Caxias, Presidente Dutra, Santa Inés, Zé Doca,
Viana, Pinheiro, Bacabal, Pedreiras, Barra do Corda, Imperatriz, Acailandia, Balsas
e Sao Joao dos Patos, bem como a sede, em Sao Luis, atendendo a 217 municipios

maranhenses.

Figura 5.1: O mapa do estado do Maranhao dividido em unidades regionais de Saude..
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Fonte: Setor de Epidemiologia e Estatistica (SEE) da Agéncia Estadual de Defesa
Agropecudria (AGED) do Maranhao.

Primeiro iremos fazer um apanhado geral da ocorréncia de tuberculose na po-
pulacao residente no estado do Maranhao. Se consideramos o periodo de 2001 a 2019
veremos que foram registrados 51.819 casos de tuberculose e 1.185 6bitos em decorréncia
da doenga, que resulta em uma taxa anual de aproximadamente 63 6bitos/ano. Na
Tabela 5.1 sao mostrados em detalhes os niimeros absolutos de ocorréncia e 6bitos de

2001 a 2019 no estado do Maranhao.
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Tabela 5.1: Tuberculose - casos confirmados e 6bito por tuberculose notificados no
sistema de informacao de agravos de notificacao - Maranhao

Ano Diagnéstico  Casos confirmados  Obito por tuberculose

2001 3.088 4
2002 3.204 2
2003 3.164 2
2004 3.180 2
2005 3.381 )
2006 3.056 32
2007 2.978 94
2008 2.628 68
2009 2.588 79
2010 2.518 74
2011 2.585 74
2012 2.280 109
2013 2.360 94
2014 2.168 71
2015 2.281 76
2016 2.487 84
2017 2.495 78
2018 2.690 115
2019 2.688 122
Total 51.819 1.185

Fonte: Ministério da Saide/SVS - Sistema de Informacdo de Agravos de Notificacdo - Sinan Net.

Agora iremos apresentar uma analise espacial do tempo até o 6bito por tuberculose
no estado do Maranhao nos anos de 2011 a 2017. O conjunto de dados foi fornecido
pelo Prof. Dr. Max Sousa de Lima da Universidade Federal do Amazonas.
Foi realizada uma etapa de depuracao dos dados com o objetivo de eliminar pacientes
com dados incompletos ou inconsistentes. Além disso, s6 consideramos pacientes que
foram a 6bito em decorréncia da tuberculose. A partir das varidveis presentes no banco

de dados, foram criadas duas nova variaveis:

e agrav: que assume o valor 1, se o paciente possuia algum agravamento provocado

por doengas pré-existentes e 0, caso contrario;

e hiv: que assume o valor 1, se o paciente havia testado positivo para o HIV-AIDS
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e 0, caso contrario;

A variavel resposta de interesse é:

e tempo: que foi o tempo do diagndstico da doenca até o 6bito do paciente, medido

em anos.

Depois da analise preliminar, o total de pacientes que ficou no conjunto de
dados foi 419. A partir disso, considerando o modelo de regressao BP, estudamos de
forma preliminar a relagdo da variavel tempo com diferentes covariaveis como, por
exemplo, sexo, idade, escolaridade, local de moradia (urbano, zural), raga,
agravamento e hiv. Desta forma, apés um ajuste preliminar, chegamos a conclusao
que apenas as variaveis agravamento e hiv foram estatisticamente significativas para o
modelo e serao consideradas para o restante do estudo.

Na Tabela 5.2, apresentamos alguns resultados descritivos do tempo até o 6bito
com relacao as variaveis agravamento e hiv. Nota-se que pacientes com agravamento
apresentaram tempo de vida menores que pacientes sem doengas pré-existentes (aproxi-
madamente de 11% menor). Além disso, se o paciente era portador de HIV, o tempo de
vida era cerca de 46% menor do que quem era HIV negativo. Por fim, tivermos que o
tempo médio de vida dos pacientes foi de 0,3 anos (desvio-padrao de 0,7 anos) apds o

diagnéstico da doenga.

Tabela 5.2: Médias e Desvios-Padrao do tempo de vida, por status de agravamento e
HIV, para 419 pacientes diagnosticados com tuberculose.

Condigao Status n  Meédia Desvio-Padrao

Agravamento  Sim 98 0,274 0,925
Nao 321 0,307 0,617

HIV Sim 100 0,180 0,209
Nao 319 0,337 0,790

Fonte: Proprio autor

Na Figura 5.2, apresentamos a localizagao geografica dos pacientes em que os
pontos indicam um tempo de vida maior ou menor de acordo com o didmetro do mesmo.
De modo geral, nota-se uma maior concentracao de pacientes na parte central do estado

do Maranhéo.
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Figura 5.2: Distribuigao dos pacientes de acordo com o tempo de vida apos o diagnostico
de tuberculose.
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Aplicamos o modelo BP-SCAN considerando a possivel relagao entre o tempo
até o 6bito do paciente com a presenca ou nao de agravamentos e ter testado positivo
ou nao para HIV. Consideramos um modelo de regressao BP com a seguinte relagao

funcional
log(p;) = Bo+ 1 -agrav+ Py -hiv o, =0 (i =1,...,419).

Os valores das estimativas foram: /@0 = —1,162, Bl = —0, 349, Bg = —0,240 e
o = 2,177. Enquanto isso, o valor da estatistica de teste foi 9,99. Para 100 réplicas
de bootstrap obtivemos um p-valor de 0,0099 com o cluster estimado Z formado pelos
pacientes residentes em Pindaré-Mirim, Brejo de Areia, Igarapé do Meio, Bacabal, Santa
Inés, Lago dos Rodrigues, Paulo Ramos, Igarapé Grande, Olho d’agua das Cunhas,
Vitorino Freire, Altamira do Maranhao e Pogao de Pedras (ver Figura 5.3).

O parametro de clusterizacao foi estimado em 7 = 0, 826, que pode ser interpretado

como uma razao de chances exp{0, 826} = 2,285, significando que pacientes das dreas
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Figura 5.3: Zonas identificadas como vulneraveis pelo modelo BP-SCAN.

4°5 4

Latitude

10°S 4

49°W  48'W  ATW  46°W  45°W  44W  43°W  42°W
Longitude

Fonte: Proprio autor

destacadas possuem duas vezes mais chances de irem a 6bito quando diagnosticados

com tuberculose.



Capitulo 6

Consideracoes Finais

Neste estudo, propomos as estatisticas scan espacial NI-SCAN, GA-SCAN, BSR-
SCAN, BP-SCAN e WE-SCAN, baseadas em modelos de regressao com variaveis
respostas assimétricas. Sendo assim, propomos esses modelos para detectar clusters
geograficos em dados continuos distribuidos no intervalo (0,00).

Quanto a simulacao, o modelo NI-SCAN apresentou pior desempenho em relacao
aos demais métodos utilizados na simulacgao, pois os valores das medidas de poder do
teste, sensibilidade e valor predito positivo foram menores em comparagao aos valores
dessas medidas para os demais modelos. De modo geral, o modelo BP-SCAN apresentou
um melhor desempenho para detectar o cluster. Além disso, os resultados obtidos
nas simulagoes nesta pesquisa, principalmente para o = 20, corrobora com o estudo
de (BHATT; TIMARI, 2014), em que estudos de simulagao revelaram que o método da
estatistica scan espacial apresentou bom desempenho para diferentes distribuicoes de
sobrevivéncia.

Adicionalmente, notamos que a medida que os pardmetros 7 e o aumentaram,
a sensibilidade e valor predito positivo também aumentaram para todos os modelos
utilizados na simulagdo. Além disso, para valores de o = {0,5,2} todos os modelos
apresentaram poder de teste baixo. Verificou-se que o poder do teste foi maior no cenério
com o = 20 para todos os modelos com exce¢ao do modelo NI-SCAN que apresentou
poder de teste baixo em todos os cendrios da simulagao.

Conclui-se o trabalho com uma aplicagdo mostrando que a importancia de se
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estudar a teoria da estatistica scan espacial esta no fato que ela tem larga aplicabilidade
em diversas areas como: saide (mapeamento de doengas e epidemiologia espacial),
ambiental (monitoramento de problemas ambientais), andlise criminal, genética de
populacoes, astronomia, entre outras areas. Sendo assim, a estatistica scan espacial
tem notavel importancia e amplo uso tedrico e pratico. Além disso, como possiveis
trabalhos futuros podemos destacar: (i) Realizar a comparagao dos modelos considerando
outras estatisticas de teste como a estatistica gradiente; (ii) Propor estatisticas scan
considerando as versoes com zero ajustados dos modelo aqui estudados; (iii) Propor
estatisticas scan baseadas nos modelo estudados nesta dissertacao considerando a

presenca de censura.



Apéndice A

Demonstracao da Estatistica de
Teste do Modelo NI-SCAN

Sob o modelo NI-SCAN(yy,0,7),l =1,..., L.

1 1
Pl o) = ——— exp {— (i - W} |
2ro?y} 2i 0%y,

Se 7 > 0, entdo podemos escrever (3.2) como

/A\gl = {logéz(él,%;y) - 108“50(670,0; y)}
= log(fi, 6) + > _ log(fizi,6) — > log(fior, &) — Y _ log(fuo, 6)
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denote AN = {log(fiz, &) — log(fir, ). Logo,

A 1 1 )
A =log ———— exXDp {—M (Y1 — Mzz)Q}
2162y 207,0%y;

1 1
—log | ———= exp {—M (y1 — ﬂoz)z}
[ \/2m6 2y 20367y,
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2ﬂ221572yl
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1
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(v — fiz)*  (y — fio)?
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Substituindo exp {7} = @, nota-se que fiz = exp {7} X fio e fiz; = exp {27} x i3,
Hot

consequentemente,
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Portanto a prova estd completa para a estatistica de teste do modelo NI-SCAN(yy, 0, 7),1 =

1,...,L.



Apéndice B

Demonstracao da Estatistica de
Teste do Modelo GA-SCAN

Sob o modelo GA-SCAN(y, 0, 7),

o2—
y 7 expl—u/ (0% )]

s 0) = =28 ST 1/ 07)

Quando 7 > 0, podemos reescrever (3.2) como

ARG ={log (4(6,,7;y) — log eo(éo,o;y)}
=Y log(fo,6) + > log(fizi,6) — > log(fir, 5) — Y log(fuy, &)

51872 s1€Z si¢Z s1€Z
= {log(fizi, 6) — log(fior, 5)}-
S|EZ

Seja Af4 = {log(fiz1, &) — log(fuor, &)} entdo,
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Kz

Substituindo exp {7} = tem-se,
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Portanto a demonstragao estd completa para a estatistica de teste do modelo

GA-SCAN(py, 0,7).



Apéndice C

Demonstracao da Estatistica de
Teste do Modelo WE-SCAN

Considere 7 > 0, entao escrevendo (3.2) de outra forma, ou seja,

AP = {105-’; (4(61,%;y) —log Lo(6y, 0; y)}
= log(fo, 6) + Y log(fizi, ) — Y log(fion, ) — > log(for, 0)

¥4 SI€EZ si¢Z s1€Z
- Z {log(ﬂZla 6) - 1Og(/:b0l7 &)}7
s1€Z

em que sob o modelo WE-SCAN(yy, o, 7),

o o— ylr(l + é) 7

f(yl‘:ula(7> = oyl( 1)€xp{_ < I ) Z/la,ul’UE <O7OO)7
i,

(F(Hl},))

considere AWE = {log(fiz, ) — log(fior, 6)} dessa forma,

X 5 . 1+ 1)\’
AP =log { Ty eap | - (yl 1+ ")>
< bz > Kz

r(1+1)
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log(5) — 6 log <”le> + (6 — 1) log(y) — <M>o

r(1+3) fizi
o a Lol . ul(1+ %) 7
—1 +6log | =———— ) —(6—1)1 + [ F——o=
or(9) + 108 (/25 ) = (0 = oaton) + (M55
_ (ylF(l + é)>6 v+ | 5 [log < fizi ) ~log < flot )]
- ~ > 1 1
flor i X o I(1+ 2) L1+ 3)
Hoi
(ylF(l + },))” (ylF(l + ;)e—*>" A r(1+1)
=|—| - |———F— | —¢dlog|——%
Hoi Hoi Hoi
r(1+3)
(14 1)\° . 0 N1+ 1+
fiol I'(1+3) fior

Uz
tem -se que,

A

substituindo exp {7} =
Hot
flou

_ (ylr(l i ;>>& (1—e ") — 6%,

ﬂOl

e — (ylm*)> (1= %) — & log (exp {#})

Logo a prova estd completa para a estatistica de teste do modelo WE-SCAN((yy, o, 7).



Apéndice D

Demonstracao da Estatistica de
Teste do Modelo BSR-SCAN

Sob o modelo BSR-SCAN(y, o, 7),

eXp(J/Q)\/UJrl[ Lok }eXp (_U [{0+1}yz+ o D
4 rwlyl?’ﬂ o+1 4 o {o+ 1}y )’

quando 7 > 0 e reescrevendo (3.2) como

i, o) =

]\12353 = {log gz(éla 7y) — 10g€0(§07 0; y)}
= log(fior, 6) + > log(fizi, ) — > log(fio, 6) — Y log (o1, )

SZ¢Z SIEZ sl¢Z SIEZ
= >_{log(fizi, &) — log(fior, 6)}.
s1€Z

Denote APSE = {log(fiz, &) — log(fir, )} sendo assim,

N 5 2 - 1 o~ A A 1 A A
APSR  log [exp(a/ )VE + [yﬂr UMZl]eXp <_a [{04— }ylJr 6z D}

4\/7T,[LZl yl3/2 o+1 4 a-:aZl {5- + 1}yl
low | &P (6/2) Vo +1 0 for o {0+ 1}y 0 flol
— 10g - 3/2 Y1+ % exXp | —— ~ ~ + =
AT oL v, g+1 4 G fuor {6+ 1}y

:Z +log [V5 + 1) —log {4\/7@1@

3 Gliz
— 2] ]
5 og(y1) + log lyﬂr a—+1]
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o {6+ 1}y Oz o K -
- — — — — — —log |V +1] +1o [4 T }
4 l 6z {0_ + 1}yl 9 g |: ] g Kot
3 0 flou 6 {6+ 1}y 0 floy
+-1lo —lo + = — — -
5 108 (y1) — log [yz 0_+1] n [ 5o Ry
Oflz 0 floy - N
=1 —1 1 4 —1 4
0g [yz+&+1] og [yl‘i‘&_i_l]*' og[ 77#01] og{ Tz
0 l{CAHL 1}y, Ofizi ] o [{6"‘ 1}y, L+ 0 floy ]
4 6,&21 {6 + 1}yl 4 5-/101 {5- + 1}yl
Gy +y+ 0z
5 N 56+ 1
Cog | Tl | g, |V _U{Ui Juu
oy, + Yy + 0l 4/Tfiz 461z
c+1
B 620z {6+ 1}y 2o

Considere a seguinte substitui¢ao exp {7} = 'lel, em que fiz = exp {7} X fig logo,
Hot

A o YL 0 5+ 1
AIBSRZIO [Uyl+yl+0Mle —|—log< Hot > _M

Oyr + Y1 + G fio fizi 4fige”
{6+1 y &% L & o
401 o+ 1y 4o+ 1}y
=lo Fyl /i ?’%Zl} + llog <A'&OZA> + yl{ﬁj— 1}(1 — e_%)
oy + Y+ Ofiol 2 fore™ 4oy
° gy s
4{6 + 1}y,( —<)

_ O

7 oy + y + 6+1 . )
=——+1lo [yl I MZl]ijl{ }(1—677)—1— en).

2 oy + yi + ol 4fio

Entao estd completa a demonstragao para a estatistica de teste do modelo

BSR-SCAN(py, 0, 7).



Apéndice E

Demonstracao da Estatistica de
Teste do Modelo BP-SCAN

Sob o modelo BP-SCAN(yy, o, 1),

pi(o+1)—1 (1 + yl)—[#l(0+1)+0’+2]

B(u(o +1),(c +2))

flw, o) =

seja 7 > 0, entdo podemos reescrever (3.2) da seguinte maneira,

AZP = {loggZ(é\lﬂA—; y) — log Lo (6o, 0; y)}
= log(fioy, 6) + > log(fizi,6) — > log(foi, &) — Y log(fior, 6)

si¢Z s1€Z si¢Zz S1€EZ
= {log(fizi, 6) — log(fior, 6)},
S|EZ

denote ABP = {log(fizi, &) — log(fir, )} logo,

ﬂzz(ﬁﬂ)*l(l + yl>—[ﬂzz(5+1)+6+2]

B(fiz(6+1),(6+2))

flor(6+1)—1 (1+ yl)—[ﬂoz (6+1)+6+2]

B(fi(6 + 1), (6 4+ 2))

— log

=[Azi(6 +1) = 1log(y) — [Az:(6 + 1) + (6 4 2)] log (1 + )
—log (B(fizi(6 + 1), (6 +2))) — [fon(6 + 1) — 1] log(y)

+ [f0i(6 + 1) + (6 4+ 2)]log (1 + ;) + log (B(fi(6 + 1), (6 +2)))
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=[fiz1(6 + 1)]log(y1) — log(y1) — [fiz2(6 + 1)]log (1 + yi) — (6 + 2) log (1 + i)
—log (B(fiz1(6 + 1), (6 4 2))) — [f0u(6 + 1)] log(yi) + log(u1)
+ [A0(6 + 1)} log (1 + yi) + (6 + 2) log (1 + y1) + log (B(fiar(6 + 1), (6 + 2)))
1)

=(6 + 1) log(yi)ftz1 — fior] — (6 + 1) log(1 + yi)[f1z1 — fior]

(a6 1), (6 +2))
+log(< (61 1).(612)

(6 + 1)z~ o) ~ o1 + )] + 1og ( BT LTI
(L Bjia(6 +1).( +2)
=(6 +1)[fiz1 — fior] log (Hw) + log (B(ﬂzz(6 ) 61 2))>

~

Substituindo exp {7} = @ entao.
Hot

B
ABP +1 _ 1 Y 11
(6 + e’ ~ plion () + 10 (

G+1),(6+
N R A yl B(ﬂ01(6 + 1), (A + 2
= Dfe™ —1]1 1
for(6 +1)[e ]Og<1+ >+Og<BA (641),(6+2

Sendo assim, esta completa a demonstraciao para a estatistica de teste do modelo

BP-SCAN(u, o, 7).
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