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Resumo

Neste trabalho estudamos resultados sobre existéncia de conjuntos invariantes sob
um semigrupo com tricotomia exponencial e aplicamos os resultados abstratos para a
equacao de evolucao de campos neurais,
ou .
5 = U + . J(wz") f(u(2))dz + h, h >0,

no espaco de fase L?(S').

Palavras chave: Conjuntos Invariantes; Tricotomia Exponencial; Campos Neurais.



Abstract

In this work we study some results that ensure the existence of invariant sets for
semigroup with exponential trichotomy and we apply the abstract results in the non

local evolution equation of neural fields,

Ou(w,t) —u(w,t) + | J(wz V) f(u(z,t))dz +h, h>0
ot st

in the phase space L?*(S)

Keywords: Invariant Sets; Exponential Trichotomy; Neural Fields.
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Introducao

Nesta dissertacao estudamos a existéncia de conjuntos invariantes para um semi-
grupo definido num espaco de Banach abstrato e aplicamos nossos resultados para a
equacao de evolucao de campos neurais.

Os principais objetivos deste trabalho consistem em:
1. Estudar atratores globais;

2. Investigar a propriedade do ponto de sela quando o semigrupo admite uma trico-
tomia exponencial, ver [3], mostrando a existéncia de variedades invariantes em

torno de solugoes de equilibrio;

3. Aplicar os resultados abstratos para equacao de campos neurais no espaco de fase

L2(5Y);

4. Mostrar a existéncia de uma solucao de equilibrio nao trivial para a equacao de
campos neurais a partir de um funcional de Lyapunov associado ao fluxo gerado

por esta equacao.

A presente dissertacao esta organizada da seguinte maneira: no Capitulo 1, se-
guindo principalmente as referéncias: [2], [4], [9], [15], [16] e [25], mostramos resultados
sobre existéncia e unicidade de solucao para o problema de Cauchy

dz
i f(t,x), z(to) = xo, (to, x0) € I X X. (1)
onde X é um espaco de Banach e I um intervalo em R. Também enunciamos um
resultado de [20] relacionados a diferenciabilidade do fluxo gerado por (1.2).
Ainda neste capitulo, seguindo [19], [25] e [26], abordamos algumas proprieda-

des de semigrupos continuos; caracterizamos alguns conjuntos especiais definidos a



partir da agao de um semigrupo, como os conjuntos w-limite e a-limite, e estudamos
condicoes para existéncia de conjuntos absorventes e conjuntos atratores. Utilizando
[13], [14], [23] e [25], finalizamos o capitulo definindo a nogao de funcional de Lyapu-
nov, de sistema gradiente e mostramos algumas propriedades de semigrupos fortemente
continuos.

No Capitulo 2, seguindo [3] e [11], trabalhamos com teoremas relacionados &
propriedade do ponto de sela para uma classe de equacoes diferenciais ordinarias em
espacos de Banach. Especificamente, o propésito da analise dos pontos de sela para o
caso autonomo é comparar, em uma vizinhanca de x = 0, as propriedades da equacao

diferencial ordinaria nao-linear

dx
%:Ax—kf(x). (2)

com as propriedades da equacao linear
Ay (3)
dt

O resultado principal deste capitulo mostra que, sob certas condicoes sobre a funcgao f e

sobre o operador A, podemos garantir a existéncia, em uma vizinhanca de z = 0, de va-

riedades invariantes chamadas centro-estaveis (centro-instaveis) e estéveis (instaveis),

para o caso onde o operador A gera um semigrupo que induz uma tricotomia exponen-

cial em num espago de Banach X.

O Capitulo 3 é dedicado a aplicagao dos resultados abstratos para Equacoes de

Campos Neurais. Para isto, consideramos a equagao de evolugao dada em [8],

‘?)_1; = —ut [ I (u)dz +h >0, (4)

no espago L*(S'). Em (4), u é uma fungao real sobre S' x R, h é uma constante
positiva, J € C! é uma funcdo simétrica, f ¢ uma funcao nio decrescente e nao
negativa. O sfmbolo ” *” denota o produto de convolucao em S*.

A funcao u(w,t) denota o potencial da membrana na posi¢ao w em um tempo
t > 0; a funcao J representa a conexao sinaptica dos neuronios nas posicoes w e z;
a funcao f representa a taxa com o qual os spikes neurais sao gerados e a constante
h representa um estimulo externo aplicado uniformemente em todo o campo neural,

(veja [5], [6], [7], [8], [10] e [12] ). Mostramos a existéncia de um atrator global para o
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fluxo gerado por (4) e estudamos a existéncia de variedades invariantes em vizinhangas
de equilibrio. Em seguida, usamos o funcional de Lyapunov,

fu(w))
P = [ [—%f(u(w)) [ s+ [ £ e = fu(w)| do.

0

definido em [7] e o Principio da Invariancia de La Salle para mostrarmos a existéncia de
uma solugao de equilibrio nao trivial. Finalmente, no Apéndice, tratamos inicialmente
de nogoes de calculo diferencial em Espacos de Banach e em seguida exibimos alguns
resultados classicos que foram utilizados neste trabalho, como o Teorema do Ponto
Fixo de Contracoes, o Teorema de Hanh-Banach e o Teorema de Compacidade de

Rellich-Kondrachov.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Teoremas de Existéncia e Unicidade em Espacos

de Banach

Exibiremos nesta se¢ao alguns resultados sobre existéncia e unicidade de solugoes
em Espacos de Banach. Para tanto, seguimos: [2], [4], [9] e [25].

Seja X um espago de Banach. Considere em X a seguinte equagao diferencial

dx
= = f(t, ), (1.1)

com
fiIxX — X

(t,x) — [f(t )

onde f é uma funcao continua e I € R é um intervalo.

Dizemos que uma fun¢ao continuamente diferencidvel ¢ : I C R — X é uma

solugao cléssica de (1.1) no intervalo [ se:

(i) {(t,¢(t));t € I} estd contido no dominio de f;
(17) %gzﬁ(t) = f(t,o(t)), para todo t € I.

O problema de Cauchy para (1.1), com condigoes iniciais (tg, 7o), serd denotado

por

CCZZ_:; - f(t7 l‘), x(t()) = Zo, (to,l'o) €l xX. (1'2)

12



Lema 1.1. O problema (1.2) é equivalente & equagao integral

MQ:xWﬁZf@@@WB (1.3)

Prova. Integrando ambos os membros de (1.2) de ty a t obtemos

x@:%+[f@mmm

Reciprocamente, se derivarmos ambos os lados de (1.3) obtemos

d
Salt) = f(t,a()

Também de (1.3), temos x(ty) = .

Teorema 1.1. (Teorema de Peano) Consideremos um conjunto aberto @ C R x R™.
Seja f: Q — R" continua em ), entdo para qualquer (to, xo) € €2,

dx
E = f(t’x)

tem pelo menos uma solugao passando por (to,xo), a qual estd definida num intervalo

[to — a, to + o] para algum o > 0.
Prova. (Ver [18], p. 14, Teorema 1.1).

Observacao 1.1. O Teorema de Peano deixa de ser valido em espacos vetoriais de
dimensao infinita (ver [2] e [25]), a continuidade da fung¢do f ndo é suficiente pra
assequrar a existéncia de solugoes para o problema (1.2), mas acrescentando a hipétese
de que [ seja localmente lipschitiziana na sequnda varidvel, pode-se provar a existéncia
e a unicidade para o problema de Cauchy (1.3) para o Espagos de Banach em geral de

maneira andloga ao caso em que X = R™.

Teorema 1.2. Sejam X um espago de Banach, 6 > 0 e (tg,z9) € R x X. Suponha

que numa vizinhanga do ponto (to, xg) a fung¢ao
fi[to—(;,tg—l—(;] xX — X
(t,z) — f(t,2)

13



¢ continua em t e satisfaz a condicao de Lipschitz na sequnda varidvel, isto €, existe

M € Ry tal que
1f(t,x) = f(E&y)ll < M|z —yl|,Vt € [to — 6,10 + 6], Va,y € X. (1.4)

Entao existe uma vizinhanga de ty tal que o problema de Cauchy

dx
@ =/ (1.5)
(L’(to) = 29

tem uma unica solucao.

Prova. Nesta demonstracao seguiremos [21]. Sejam n > 0 ez € X tal que ||x—x¢|| < 7,

como f é continua em t entao dado £ > 0 existe € > 0 tal que
1f(tx) = f(t, )| <€ (1.6)
sempre que |t — ty| < e. Usando o fato de f ser Lipschitz na segunda varidvel, tem-se
1f (£, ) = f(t, zo)|| < M|z — ol < Mn. (1.7)
Observe também que
12, ) = (to, zo)|| = [|(£ — Lo, x — xo)l| = [t —to| + [[x — ol <€ +n,  (1.8)
usando (1.6) e (1.7), temos

Lt 2) = fto, xo)ll - < [LF(t ) = (& @o) || + | (£, 20) = f(to, o)
< Mn+¢

isto é, f é continua numa vizinhanga de (to, zo) de onde segue que f é limitada nesta

vizinhanca. Logo existe uma contante M; < oo tal que
£t 2)|| < M (1.9)

Seja agora a = min (e,n/M;) e Cy(X) espaco de Banach das fungoes continuas
x definitas em [tg — «,ty + «], tomando valores em X e com a norma |z|c, =
SUD_o|<a |7(1)]|. Sejam também B, = {z € Co(X) : ||z — 2ol <7} e T um opera-

dor sobre B,, definido por
t
(Tx)(t) = xo +/ f(s,z(s))ds.
to
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Observe que dado x € B,, temos
|(T2)(t) - 2ol < M, (1.10)
o que implica

T~ wolle, = sup [[(T2)(t) = wol| < aMy < 5EMr =,

[t—to|<a

consequentemente, 7' : B, C X — B,,.

Sem perda de generalidade, suponha que ¢t > ;. Para x; e 22 em B, tem-se

[(T2) () = (Tz)(1)]] < /t\If(swz(S))—f(s,wl(S))HdS

t
< / M||zy — x1||ds,
to
dai,
Fazendo agora
t
[(T?2)(t) — (TPz)()] < | / [/ (s, Txa(s) — f(s, Tx1(s))]ds]]
to
t
< [ M(Tas(s) - Tar())]ds
t
Ot
< [ 2~ t)lle2 — ], ds
t
’ t
= M?||2y — z1|c, / (s —to)ds
to
t —tg)?
< MQ%H% —x1|c.,
temos,

o 2,2 -
17522 = TP [lon < —5= w2 = @1le-

Suponha que para a n-ésima composi¢ao obtemos a seguinte expressao

Mm™a™
n!

|T"xy — T" 210, < |22 — 21]|c, -

15



Assim, temos para a (n+1)-ésima composigao
1T ) (@) — @ a) @O < I [ s, Tmwa(s) — £, T4 (5))]ds]

< | M 2o(s) — T2 (s)) | ds
t
Ot

< /A”W@—WW@—%%MS
t
0 t

_ M”W@—mky/@—%wﬁ

to

" (t _ to)n+1
Logo,
Ma n+1
[Ty — Ty ||e, < ﬁ”xz —z1|lc.

Portanto, por inducao temos

Mm™a™
n!

[T" %y = T 21| c, < [lzz = z1|l], Vn € N.

Mas (Ma)™/n! é o n-ésimo da série de Taylor de e, de modo que para n suficien-
temente grande teremos 0 < (Ma)™/n! < 1. Segue entao, do Teorema do Ponto Fixo
para Contracoes (Teorema C.1), que existe um tnico x € B,, tal que (T'z)(t) = z(t).
Tem-se entao .
z(t) = xo +/ f(s,2(s))ds e x(ty) = xo.
to
Teorema 1.3. (Cauchy, Lipchitz, Picard) Sejam X um espaco de Banach e F : X —

X uma aplicagao tal que
[F(z) = Fy)ll < Lllz —yl,Vo,y € X, L e Ry

Entdo para todo xg € X, existe um tinico x € C*([0,00), X) tal que

dx
a =P (1.12)
z(0) = xo.

Prova. Devemos achar z € C'(]0, 00), X]) tal que
t
z(t) = xo + / F(x(s))ds (1.13)
0

16



Defina,
. { € CM ([0, 00), X]):supe M 2(t)] < oo} |

para alguma constante K > 0, a ser fixada posteriormente.
Afirmacgao 1: F é um espaco de Banach com a norma

|z||g = sup e *||z(t)||, k> 0.

>0
De fato, considere (z,) uma sequéncia de Cauchy em E, entao temos que
Ve > 0,3 ng € Ntal que m,n >ng = ||z, — 2p|lg = supe ™|z, (t) — 2,,(1)| <,
t>0
o que implica
e M| zn(t) — 2 ()| < €, Ym,n > ng, ¥Vt > 0.

Observe que para cada t € [0,00) fixado, tem-se que a sequéncia (z,(t)) é de
Cauchy em E. Segue entao que existe z* € X tal que z,(t) — ' quando n — oc.

Defina uma fungao z : [0, 00) — X, tal que

z(t) = 2" = lim x,(¢),Vt > 0.

n—oo

Entao provaremos que (x,) converge para z e que € FE. Para isso, observe que pelo
fato de (x,) ser de Cauchy, temos que (z,,) é limitada em E. Dai existe uma constante
M > 0 tal que

|zl = sup e[z, ()] < M,
t>0

o que implica em

e Mz (t)]| < super|la,(t)]|
>0

= lznlle < M,

de onde segue que e *||z,,(¢)|| < M ,¥n € N,t > 0 e k > 0 fixado. Tomando-se o limite

na tultima desigualdade quando n — oo obtemos
e M) < M,

e portanto,

lzlle = sup ez (t)]| < M,
t>0

17



de onde segue que x € E. Para concluirmos a afirmacao resta verificar que ||z —z,||g —

0, quando n — oco. Para isto, veja que dado € > 0 existe nyg € N tal que
€
1z (t) = za(t)]] < 5,V € [0, 00)
para todo m,n > ny. Fazendo m — oo na inequagao acima temos
€
lz(t) =z ()] < 5 <€,
para n > ng, de onde seque que
e M (t) — 2, (Bl < [l2(t) — za ()] < €t € [0, 00).

Dai,
|z — z,||le <,

o que conclui a afirmagao 1.

Mostraremos agora que a funcao ® : F — C'([0,00), X), onde

(Px)(t) = xo +/0 F(z(s))ds,

é tal que ®(F) C E.
Veja que a continuidade da ® decorre da continuidade das funcoes envolvidas
na sua definicao e do fato de que integrais de fungoes continuas sao continuas. Resta

mostrar que ||®(z)||g < co. Para isto, comegamos observando que

)

/0 ' Fla(s))ds

[ Flatsnas

nw@h:=wm*(mﬂ+
t>0

t

< supe "||xg|| +supe*
>0 >0

Temos que mostrar que o lado direito da tultima desigualdade é finito, para isso note

que
3%5“AFW®MSngy%éHHMmM&
=§ge“Anﬂum—F@+F®Ms
sSwa%Ammam—Fwwuwwmw

>0
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Usando o fato de F' ser Lipschitiziana com constante L, temos
[1F(z(s)) = F(O)|| < Lj=(s)]],
o que implica em
IF@E)] — [FO)] < |F@(s) - FO) < Llas)],
consequentemente, ||F(z(s))|| < L||x(s)|| + || F(0)]|. Dai,
t t
[ e < [ o+ [ 1Fo)s
< [ tlelas +1F O
Multiplicando a tltima expressao obtida por e~*, obtemos
/ |F(a(s))lds < / Le|a(s) |ds + e[ F(0)]lt,
ou equivalentemente,
/ 1F(2(s)ds < /t Le ek a(s) [ ds + e~ F(0)]|1. (1.14)
Considere agora o seguinte conjunto
G={e™|F)|t:t >0}.

Mostraremos que G é limitado superiormente por ||F(0)||/e*. De fato, considere

a funcao

g:[0,00) — X

t = g(t)=eMFO)]t

Derivando com relacao a t, tem-se

J() = |F(0)|| _ekUF<O)||tk,

o que implica que ¢'(t) =0t =1/k .

Derivando ¢’ teremos

70 - o) (55,

19



como ¢g(0) =0 e ¢"(1/k) < 0, temos que t = 1/k é um méaximo global para g, o que
implica que G é um conjunto limitado superiormente, de onde segue que sup G < oco.
Aplicando o supremo em ambos os lados da equagao (1.14), obtemos

¢ ¢
sup e_kt/ |F(x(s))||ds < Sup/ Le *ere™ || 2(s)||ds + sup G,
0 0

t>0 t>0

IN

t
LHxHE/ e Meksds + sup G
0

t
= L||:E||E€_kt/ e*ds + sup G
0

1 e—kt
Portanto,
t 1
stlig) e_kt/ | F(x(s))||ds < LHxHEE +sup G < . (1.15)
> 0

Afirmacao 2: Para k > L, ® € uma contragao.

De fato, comegamos observando que

[@(2(s)) = @(y(s))ll = ‘/O[F(x(S))—F(y(S))]dS

gtAmewwwmw'

k—t

Multiplicando ambos os lados da tltima equacao por e"~* e procedendo de maneira

analoga ao caso da equagao (1.15), teremos

|0(z) - 2()[e < 2z - ylle.

Logo, se k > L, ® é contracao. Dai segue que ¢ possui um tnico ponto fixo z,

que satisfaz (1.13), e consequentemente é solugao de (1.12).
|

O proximo resultado, que nao demonstraremos, dara informacgoes sobre suavidade

da solucao de uma EDO com relacao aos dados iniciais e parametros.

Teorema 1.4. Sejam A um operador linear limitado sobre um espaco de Banach

X, U um aberto em R x X, A um aberto em um espaco de Banach M. Suponha

20



f:Ux06— X com f, D.f, e Dyf continuas sobre U X §, e a aplicagio t — f(t,x,\)

localmente Holder continua.

Para >0, X €4, (1,€) € U, seja z(t) = z(t,7,&, A\, 1) a solugao maximal de

E%—/Mm = f(t,z,\)
z(r) = &

Entao a aplicagio (&, \,pu) — x(t;7,&, N\ p) € de classe C' de X x § x RY em X
no dominio de existéncia da solugdo. As derivadas u(t) = Dex(t), v(t) = Dyx(t) e

w(t) = D,x(t) sdo solugoes suaves de

%+MAU = D.f(t.a(t),Nu, u(r) =
Z_;’ Y uAv = Dyf(ta(t) o + Daf(t, z(t), N), v(r) = 0;
dw

— +pAw = D,f(t,x(t), )w — Az(t), w(r) = 0.

Prova. (Ver [20], p.64, Teorema 3.4.4 ou [9], p. 41, Teorema 2.5).

Observacao 1.2. Para o caso do sistema autonomo

dx
E = f(iL'), t>71
x(r) = €&

onde f : X — X € uma funcao Lipschitziana e com derivada de Fréchet f' continua,

temos que u(t) = Dex(t) € solugao suave de

du

= Duf(a(t), u(r) = 1.

onde I denota o operador identidade sobre X .

1.2 Atratores Globais para Semigrupos

Nesta secao, abordaremos alguns resultados de teoria de semigrupos continuos e

conjuntos invariantes. Para isto, seguimos as referéncias [19], [26] e [25].
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1.2.1 Semigrupos

Definigao 1.1. Sejam X um espa¢o métrico completo e RT™ = [0,00). Um C" —
Semigrupo, com r > 0, € uma familia de operadores T'(t) : X — X,t > 0, que satisfaz

as sequintes propriedades:
1. T(0) = I
2. T(t+s)=T()T(S),Vt,s > 0;

3. T(t)x € continuo em t e x, e tem derivada de Fréchet continua em x até a ordem

r para (t,x) € RT x X,

onde I € o operador identidade sobre X.

A teoria de semigrupos é muito utilizada no estudo de sistemas dinamicos, pois

em geral, sua evolucao pode ser descrita por um semigrupo.

Proposicao 1.1. Seja X um espago de Banach. Se F' : X — X ¢é uma fung¢ao
globalmente Lipschitz e com derivada de Fréchet continua para todo x € X, entao a

solugao do problema de Cauchy
' = F(x),z(0) = x (1.16)

define um C*-Semigrupo T(t) : X — X, t > 0.

Prova. O sistema (1.16) é equivalente ao problema dado por
t
x(t) = x(t,z9) = xo + / F(x(s))ds.
0
Defina T'(t)zg = x(t) = x(t,z0),t > 0. Veja que
T(0)xog = (0, z9) = o,
ou seja, T(0) = I. Também temos para t,7 > 0e xg € X

T(t+7)vg = z(t+7,20) = 2(t, 2(7, 70))

= T(t)x(r,x0) = T(t)T(7)x0.
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Logo,
Tt+7)=Tt)T(7)

Resta mostrar que T'(t)zq é continuo em ¢ e em xg, e possui derivada de Frechet
continua em z até a ordem r, para (t,z) € Rt x X. A continuidade em ¢ seque da

definigao de T'(t)xo. Veja também que dados zg,yo € X, temos
t
|T(#)zo =Tyl = llwo — yoll + / [ F(T(s)zo) — F(T'(t)yo)l|ds
0
t
< oo = woll + [ KIT(s)z0 = T(s)unlds,
0

onde K ¢é a constante de Lipchitz de F. Usando o Lema de Gronwall na tltima
inequacao, temos

IT(t)z0 — T(t)yoll < llwo — yolle™,

de onde segue a continuidade de T'(t) em z. Como F é continua e F, existe e também
é continua. Para provar que T'(t)xy é diferencidvel com relacdo a xp, basta usar a

Observagao 1.2 referente ao Teorema 1.4.

Para qualquer x € X, a drbita positiva por x,y"(x), é definida por
vH(z) ={T'(t)z,t > 0}.

Uma drbita negativa por z é uma funcao ¢ : (—o0,0] — X tal que ¢(0) = z, e
para qualquer s < 0,7(t)¢(s) = ¢(t + s), para 0 < ¢t < —s.
Uma érbita completa por x e uma funcao ¢ : R — X tal que ¢(0) = x e para

qualquer s € R, T(t)p(s) = ¢(t + s) para t > 0.

Observacgao 1.3. Os operadores T'(t) podem nao ser injetivos, de modo que uma orbita
negativa pode nao ser unica. A injetividade de T(t) equivale a "unicidade para trds”do
sistema dinamico, que algumas vezes aqui denotaremos por (BU) ou "backwards uni-
quiness”. Quando T(t),t > 0 € injetivo, denotamos por T(—t) sua inversa que leva
T(t)X em X. Neste caso, a familia de operadores que satisafaz a Definicio 2.1 € cha-

mada de um C"-grupo.
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Dado um ponto uy € X, define-se uma uma orbita positiva iniciando em ug como

sendo

U T(t)U(),

e de maneira analoga, defini-se uma oJrbita negativa terminando em g como sendo o

conjunto

U T(—t)"uo.

t<0

Uma orbita completa por ug é a uniao das orbitas positivas e negativas por wuy.
Agora iremos exibir alguns conceitos e propriedades de alguns tipos de subcon-

juntos para um semigrupo 7'(t).

Definigao 1.2. Para qualquer B C X, definimos o conjunto w-limite de B, w(B), e
o conjunto a-limite de B, a(B), respectivamente como
wB)=UT®B, oB)=JT(-t)'B
s>0t>s s<0t<s

O préximo lema ira fornecer uma caracterizagao para conjuntos w-limite.

Lema 1.2. Dado ¢ € X, ¢ € w(B) se, e somente se, existe uma sequéncia (p,) em B e
um sequéncia t, — 0o tal que T'(t,)pn — ¢ quando n — co. Analogamente, ¢ € a(B)
se, e somente se, existe uma sequéncia (v,) C B, t, — —oo, tal que T(t,)en — @,

quando n — 0.

Prova. Dado ¢ € w(B), temos
pelJT(t)B,Vs >0,
t>s

daf segue que existe uma sequéncia (a,) em | J,5, T'(t) B tal que a,, — ¢ quando n — oo.
Assim existe ng tal que

n>ny = |la, —¢llx <1.

Ja que a,, € Ui>oT'(t)B, segue que a,, = T (to)po, para algum t, > 0 e algum ¢y € B.

Considere xg = ay,.
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Como ¢ € s, T(t)B, vai existir uma sequeéncia (b,) em UpT(t)B tal que
b, — ¢, dai existe ny com n; > ng tal que se n > ny, entao

1
bn = ellx < 5

J& que by, € U5, T(t)B, seque que existem t; > 0 e ; € B tais que by, = T(t1)p1.
Defina x = b,,,. Repetindo este procedimento obtemos uma sequéncia (x,,) com z, =
T(t,)en,t > n, o, € B tal que para todo € > 0 existe Ny € N tal que

1
>Ny = |z, — < —— <,
n2No = flon—wllx < —— <

consequentemente, existem sequéncias (y,) em B e t, — oo tal que T(t,)p, — ¢
quando n — oo.
Reciprocamente, se T'(t, )¢, — ¢ quando t, — oo, podemos obter (passando a

uma subsequéncia se necessario) t, > n,Vn € N e

v € {T(tn)pn,n > 0},

Mas qualquer subsequéncia de (7T'(t,)pn,n > 0) também converge para ¢, de

modo que
¢ € {T(tn)n,n > s},Vs € N.
Consequentemente,
o € {T(tn)on,n > s} C | JT(t)B,Vs €N,
t>s
e portanto,

veUTWB,

s>0t>s

E de maneira anéloga, pode-se mostrar que ¢ € «(B) se, e somente se, existe
uma sequéncia (¢,) convergindo para ¢ em X e uma sequéncia t, — oo, tal que

T(t,)¢n € B,Vn € N.
m

Definicao 1.3. Dizemos que um conjunto B C X € positivamente inveriante sob o
semigrupo T'(t) se
T(t)B C B,¥t >0,
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de maneira andloga, B € dito ser negativamente invariante se
Tt)B C B,¥t<0

Defini¢ao 1.4. Um conjunto B C X € dito ser invariante sob o semigrupo {T'(t)} se

B € positivamente e negativamente invariante sob T(t), ou seja,
T(t)B = B,Vt > 0. (1.17)

Quando os operadores T'(t) s@o injetivos, a relagao (1.17) implica que 7'(—t) esta

bem definido para t > 0 e que T'(t)B = B,Vt € R.

Definicao 1.5. Um subconjunto Y de um espago metrico X é dito ser um conjunto

relativamente compacto se o seu fecho é compacto.

Lema 1.3. Assuma que para algum subconjunto B C X, B # 0, e para algum ty > 0,
o conjunto Uiy T'(t) B € relativamente compacto em X . Entdo w(B) € nao vazio, com-
pacto e invariante. De maneira similar, se os conjuntos T(—t)™'B;t > 0, sdo ndo
vazios e se para algum ty > 0,U;>y, T(—t)_lB for realativamente compacto, entdo

a(B) € nao-vazio, compacto e invariante.

Prova. Como B é nao vazio, temos que Uy>T'(t) B é ndo vazio para todo s > 0, o que
implica que os conjuntos U;>sT'(t) B sdo compactos nao vazios.

Como

w(B) = NUJTWB,

s>0t>s
segue que w(B) é fechado nao vazio. Observe também que dado ¢ € w(B), tem-se
Q€ W, Vs > 0, particularmente, ¢ € W, para um ty > 0 arbitrario,
consequentemente, w(B) C W, ou seja, w(B) é um subconjunto fechado de
um conjunto compacto, logo w(B) é compacto. Portanto w(B) é compacto nao vazio.

Usando o Lema 1.2, temos que T'(t)B = B,Vt > 0. De fato, se ¢ € T'(t)w(B),
entdo ¢ = T'(t)p, ¢ € w(B) e como T(t) é um operador continuo de X em X, temos
que

T(t +tn)bn = T(t)T(tn)¢n — T(t)p = ¢,
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onde (¢,) e (t,) sdo sequéncias definidas como no Lema 1.2. Portanto ¢ € w(B).
Reciprocamente, seja ¢ € w(B), considerando novamente as sequéncias (¢y),

(t,), dadas pela caracterizacao do w(B), e observando que o conjunto de pontos da

sequéncia (T'(t, — t)¢,),t, >t e relativamente compacto em X, temos que existe uma

subsequeéncia t,, — co e ¢ € X tal que
T(t,, —t)on, = ¢, quando n; — oo,
seque entao do Lema 1.2 que ¢ € w(B), e pela continuidade de T'(t) segue que
T(ty,)Pn, = T ()T (tn, — t)pn, — T(t)¢, quando n; — oo,

mas T'(t,,)pn, — ¢. Assim,
¢ =T(t)y
e portanto, ¢ € T'(t)w(B).

Para a(B) a demonstragao é feita de maneira andloga.

1.2.2 Conjunto Absorvente e Conjunto Atrator

Nesta subsecao mostramos a existencia de determinados tipos de conjuntos com-

pactos e invariantes sob a agao de um semigrupos.

Defini¢ao 1.6. Um conjunto B C X, B # () € dito ser atrator sob o semigrupo T(t)

Se!

1. B € um conjunto invariante sob T'(t);

2. Se eziste uma vizinhanga aberta U de X tal que para todo ug € U, T(t)uy tende

para B quando t — oo, ou seja,
d(T(t)ug, B) = 0, quando t — c. (1.18)
Se B é um atrator entao a maior vizinhanca aberta U que satisfaz a condicao 2 é
chamada bacia de atragao de B. Dizemos que B atrai uniformemente um conjunto

C CU se
d(T(t)C, B) — 0, quando t — oo,
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onde d(Cy, Cy) é a semi-distancia entre dois conjuntos, definida por
d(Cy, Cy) = sup inf d(z,y).
zeCy ¥t

Nesse caso, também dizemos que B atrai C.

Definigao 1.7. Para um C"-semigrupo T'(t),t > 0, um conjunto compacto invariante
A € dito ser compacto invariante maximal se todo conjunto compacto invariante
do semigrupo estd em A. Um atrator global ¢ um conjunto compacto invariante ma-

ximal que atrai os subconjuntos limitados C' C X.

Para mostrar a existéncia de atratores globais, usaremos a definicao conjunto

absorvente, dada abaixo:

Definicao 1.8. Seja B C X e U um conjunto aberto de X contendo B. Dizemos que
B € absorvente em U se a orbita de qualquer subconjunto limitado de U entra em B
apds algum tempo, ou seja, dado By C U, By limitado, existe to = to(B) > 0 tal que
T(t)By C B, para todo t > ty.

A existéncia de um atrator global B implica na existéncia de um conjunto absor-
vente para um semigrupo 7'(t).

De fato, dado € > 0, seja V. = U,epB(z,€), (onde B(z,¢€), € B) sao bolas
abertas de raio € > 0 e centros em elementos de B), entdo para qualquer conjunto

limitado By C X, temos
d(T(t)By, B) — 0, quando ¢t — 0.

Entao B sendo um atrator global, segue que existe t(e) > 0 tal que

e portanto, T'(t)By C V.,V t > t(e). Segue entdo que V. é um conjunto absorvente.
Para mostrar a reciproca da iltima afirmacao, devemos adicionar pelo menos uma das

seguintes hipdteses:
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(H1) Os operadores T'(t) sao uniformemente compactos para ¢ grande, isto é, para

todo conjunto limitado C' existe t, tal que

UJrwe

t>to

é relativamente compacto em X.

(H2) X é um espago de Banach e para todo ¢, T(t) = T1(t) + T(t), onde os operadores
T1(t) sao uniformemente compactos para ¢ suficientemente grande e para todo conjunto
limitado C' € X,

r.(t) = sup | Ta2(t)¢||lx — 0, quando t — oo.
pel

Lema 1.4. Suponhamos vdlida a hipétese (H2). Se (@) € limitada e t,, — oo, entdo

2. Ti(tn)pn € convergente se, e somente se, T'(t,)p, converge (e os limites serao

iguais).
Prova. Se (H2) vale, entao
0 < ||Ta(tn)pnllx < sug | T2(tn)ellx = re(tn) — 0, quando ¢, — oo,
o€

onde C' ¢ um conjunto limitado que contém os termos da sequéncia ().

Para a segunda parte do lema, observe que

T(tn)gpn = Tl (tn)(pn + T2(tn)(;0na

de onde segue que T'(t,)p, converge se, e somente se, 1;(t,)p, converge, e quando

convergem, convergem para o mesmo limite.

Lema 1.5. Se o semigrupo {T'(t)},5, satisfaz (H1) e (H2), entao para qualquer con-

Junto limitado nao vazio B de X, w(B) € nao vazio, compacto e invariante.
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Prova. Supondo (H1) temos, pelo Lema 1.3, que w(B) é ndo vazio, compacto e
invariante. Supondo agora a hipdtese (H2), combinando os Lemas 1.2 e 1.4, temos que
w(B) =wi(B) = (| JT1(t) B,

s>0t>s
De fato, dado ¢ € w(B), existe uma sequéncia (y,) em B e uma sequéncia
t, — oo tal que

T(t,)en — ¢ quando n — oo,

e pelo Lema 1.4, também temos T} (t,)p, — ¢, ou seja, ¢ € wi(B), o que implica
w(B) C wi(B). De maneira analoga se mostra wy(B) C w(B).

Note agora que os conjuntos dados por U;>;T'(t)B sdo nao vazios, fechados e

sao tais que Upss, T1(t)B C Uiss,T1(t)B se s1 > so. Pela hip6tese (H2), temos que
U=, T1(t) B é compacto para t, suficientemente grande, daf tem-se que wy(B) = w(B)
é compacto e nao vazio.

Resta mostrar que w(B) ¢ invariante, ou seja, T'(t)w(B) = w(B). Para isto, tome
Y € T(t)w(B) dada por ¢ = T'(t)p, para algum ¢ € w(B). Pelo Lema 1.2, existem

sequéncias ¢, € B e t, — oo tais que
TO)T(tn)pn = T(t+ta)pn = T(t)p = b,

e dai ¢ € w(B), implicando
T(t)w(B) C w(B).

Considere agora ¢ € w(B). Para t,, —t >t (t, suficientemente grande), temos
T(t, —t)on =Ti(tn, — t)n + To(tn — t)en

Por hipétese, o conjunto de pontos da sequéncia (7} (t, — t)¢,) é relativamente com-

pacto, pois
U Tutn — ) ¢ | Tu(t) B.
n=ne t>to

Entao existe uma subsequéncia convergente,
Ty (tn, — t)n, — ¥, quando n; — oo,

e como Ty (t,, —t)p,, — 0 (pois trata-se de uma subsequéncia de (T5(t, —t)¢,)), temos
T(t,, —t)n, — ¥, quando n; — oo,
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dai, 1) € w(B) e pela continuidade de T'(t)

Tty = lim T()T (b, — t)on, = .

n;—00

Logo, ¢ € T(t)w(B), e portanto,
w(B) C T(t)w(B).
Das inclusoes, acima segue a invariancia de w(B).

Teorema 1.5. Seja X um espago métrico e T(t) : X — X,t > 0, um C"-semigrupo
para algum r > 0, com T(t) satisfazendo a hipdtese (H1) ou (H2). Suponha também
que existam um conjunto aberto U e um subconjunto limitado B C U, tal que B €
absorvente em U. Entdo w(B) € o atrator compacto maximal que atrai os conjuntos

limitados de U.

Prova. Considere inicialmente (H1) valido. Pelo Lema 1.3, temos w(B) é nao vazio,
compacto e invariante pois, por hipdtese, U4, T'(t) B é relativamente compacto. Su-
ponha por contradi¢do, que w(B) nao seja um conjunto atrator, tem-se que existe um

conjunto limitado C' tal que
d(T(t)C,w(B)) » 0 quando t — 0.
Significa que existem ¢ > 0 e uma sequéncia t,, — oo tais que
d(T(t,)C,w(B)) > € >0,Vn € N,
Dai, para cada n € N podemos escolher b, € C' de modo que
d(T(t,)b,,w(B)) > € > 0.

Como B é absorvente,tem-se T'(t,,)C C B para n suficientemente grande. Por-
tanto, T'(t,)b, estard contido em B para todo t > t,,, para algum t,,. Por (H1), o
conjunto de pontos da sequéncia (7'(¢,)b,,) é relativamente compacto, o que implica na

existéncia de uma subsequéncia convergente tal que

b= lm T(ty)bn, = Hm T(tn, — tug)T (tny)bn;.
n; —00 n;—00

31



E como T'(t,,)b, € B, segue que b € w(B), o que implica em
d(T(t,,bn,,w(B)) — 0,

absurdo, pois (b,,) ¢ uma subsequéncia de (b,).

Resta mostrar que w(B) e maximal. Seja A um atrator limitado tal que A C U.
Como A é invariante e B é um conjunto absorvente, temos para t suficientemente
grande, A =T(t)A C B, o que implica em A = w(A) C w(B), mostrando que w(B) é
maximal.

Suponha agora que (H2) se verifica. Pelo Lema 1.5, w(B) é nao vazio, compacto
e invariante. Iremos mostrar que w(B) é atrator. Suponha, por absurdo, que w(B) nao
seja atrator, procedendo de maneira analoga ao que foi feito na primeira parte desta

demonstracao, tem-se que existe algum limitado C' C U e um € > 0 tal que
d(T(tp)bp,w(B)) >€e>0

para alguma sequéncia b, € C.
Como B ¢ absorvente, T'(t,,)C estard contido em B para ¢ suficientemente grande.
Pela hip6tese (H2), o conjunto de pontos da sequéncia (77 (t,)b,) é relativamente com-

pacto, portanto existe uma subsequéncia convergente (b,,) tal que

b= lim T(t,,)b,, = Hm T(tn, — tn,)T (tny)bn,-
n; —0Q n; —00
E como T'(t,,)b, € B, segue entao que b € w(B), o que implica em
d(T (tn;)bn,, w(B)) = 0,

absurdo. Mostramos entao que w(B) é, de fato, um atrator. A maximalidade de w(B)

¢ provada de maneira andloga ao caso em que a hipétese (H1) se verifica.

1.3 Sistema Gradiente

Nesta secao, voltamos nossa atencao para uma classe especial de semigrupos, para

0s quais existe uma funcao energia que decresce ao longo das érbitas.
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Defini¢ao 1.9. Seja T'(t) : X — X,t > 0,7 > 0, um C"-semogrupo. Uma fung¢dio

V:X — R € chamada de funcional de Lyapunov se:
1. V(x) € limitado inferiormente;
2. V(z) = oo, quando |x| — oo;
3. V(T'(t)x) € ndo crescente em t para todo x € X;

4. Se x € tal que T(t)x estd definida para t € R e V(T (t)x) = V(x) para t € R,

entdo x € um ponto de equilibrio, ou seja, T(t)x = x, ¥t > 0.

Definigao 1.10. Dizemos que um semigrupo T(t) : X — Xt > 0,7 > 0, € um

sistema gradiente se
1. Cada orbita positiva limitada € pré-compacta;

2. Existe um funcional de Lyapunov para T'(t).

Proposicao 1.2. Seja T'(t) : X — X, t > 0, um C"-semigrupo e E o conjunto dos
pontos de equilibrio de T'(t). Se T(t) é um sistema gradiente, entio w(zx) C E,Vx € X.

Se uma drbita negativa v~ (x) € pré-compacta, entio o(z) C E,Vx € X.

Prova. Se T'(t) um sistema gradiente entao existe um funcional de Lyapunov V : X —

R. Sendo as 6rbitas positivas pré-compactas, segue que o conjunto V({T'(t)x;t > 0})
é compacto, logo temos que o conjunto {V(7(t)x);t > 0} é limitado inferiormente, ou

seja, existe um ¢ > 0 tal que
V(T (t)x) > e, Vt > 0,2 € X.

Suponha que V(T'(t)x) é ndo constante, como V' é nao crescente ao longo das
orbitas, temos que

V(T(t)x) — ¢, quando t — o0
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Considere T'(t)y,t > 0 e y € w(z), entao existe uma sequéncia t, — oo tal que

T(t,)x — y. Pela continuidade de T'(t), temos
TT(t,)x — T(t)y,
Pela continuidade de V', temos
V(T)T (tn)x) = V(T (t)y),
de onde segue que

V(T(t)y) = lim V(T()T(t,)z)

n—oQ

= lim V(T(t +t,)z)

n—o0

g C7

ou seja, V(T'(t)y) = ¢, para todo t € R e para todo y € w(z). Portanto V(T'(t)y) =
V(y), o que implica que y é ponto de equilibrio, ou seja, y € E.

Suponha agora que v~ (z) é uma O6rbita pré-compacta. Seja y € a(x), entao
existe uma sequéncia t, — —oo tal que T'(t,)r — y quando n — oo. Considere uma
sequéncia (t,,) de modo que ¢,y —t, > 1,¥n € N. Como V(T'(t)z) é nao crescente,

seque para t € (0, 1),
V(T (ty—1)x) <V(T(t, + ) < V(T(t, +t)x) < V(T(t,)x),Vn € N.
Dai, por continuidade,
V(T (t, +t)x) — V(y), quando n — oo
Mas também tem-se
V(T(t, +t)z) = V(T (t)y), quando n — oo,

portanto, V' (T'(t)y) = V(y), ou seja, y € E.

Como consequéncia de um sistema gradiente, temos o seguinte resultado:
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Teorema 1.6. (Principio de Invariancia de La Salle) Seja V' um funcional de Lya-
punov definido em um espago métrico completo C, defina E = {x € C : V'(x) =0}
e M =conjunto mazimal invariante em E. Se {T'(t)xo,t > 0} estiver contido em um

conjunto compacto C, entao T(t)xyg — M quando t — oc.

Prova. (Ver [20], Teorema 4.3.4., p. 92).

1.4 Semigrupos Fortemente Continuos

Exibiremos agora algumas propriedades semigrupos fortemente continuos e de
determinados tipos de operadores que geram tais tipos de semigrupos. Para isto, se-

guimos: [13], [14] e [23].

Definigao 1.11. Dizemos que um semigrupo T'(t) : X — X € fortemente continuo
se

lim | T(t)x — z|| = 0.

t—0t

para cada x € X.

Estaremos também interessados em operadores A que geram semigrupos forte-

mente continuos.

Teorema 1.7. Seja T'(t) um semigrupo fortemente continuo. Entdo exitem constantes

w>0eM>1 tais que
|T(t)|| < Me** para 0 <t < oo.

Prova. (Ver [23], p. 4, Teorema 2.2).

Defini¢ao 1.12. Seja T(t) um semigrupo fortemente continuo sobre X. Considere o
conjunto

T(t)r —x
t—0+4

D(A) = {x € X| lim existe em X}
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e para x € D(A),

Az = lim M
t—0+ t

Chamamos A : D(A) — X de gerador (infinitesimal) do semigrupo T'(t).

Teorema 1.8. Assuma x € D(A). Entao

(1) T(t)z € D(A) para cadat >0

(11) AT(t)x = T(t)Ax para cada t >0

(1it) A aplicagao t — T'(t)x € diferencidvel para cada t > 0
(1v) %T(t):p = AT (t)x parat > 0.

(v) A série

>tk AR
k!

k=0

(1.19)

converge para T(t) uniformemente em cada intervalo compacto de R.

Prova. Seja v € D(A). Entao

lim T(s)T(t)x —T(t)x _ lim

s—0+ S s—0+ S
T _
— () tim L8P g
s—0-+ S

Entao T'(t)x € D(A) e AT(t)x = T(t)Ax, provando as afirmagoes (i) e (ii). Sejam
x € D(A), h > 0. Entao se t > 0,

lim {TW - z(t —he T(t)Ax} ~ lim {T(t _h) (%) _ T(t)Ax}

h—0+ h—0+
— lim {T(t —h) <M _ Ax) i
h—0+ h

4+ (T(t—h) — T(t))Az} = 0.

— Ax, quando h — 0 ,

Como T'(t) ¢ um semigrupo fortemente continuo e %

temos
lim T()e = T(t = h)z =T(t)Ax.
h—0+ h
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De maneira similar,

i LEEME =TTy gy, T0TZ2 iy
h—0+ h h—0+ h

Entao 4T'(t)x existe para cada t > 0 e é tal que 47T'(t)z = T (t)Axz.
Para provar a iltima afirmacao é suficiente mostrar que a sequéncia de aplicagoes

Ty : R — X definida por

To(t) = I, Thoa(t) = I + / t A(Ti(t))dt

¢ uma sequéncia de somas parciais da série (1.4).

De fato,

t
Ti(t) = I+/A(I)ds:I+At
0

t t2A2
Ty(t) = ]+/A(I+As)ds:l+tA+ 3
0 .
t K1 i pd kA
To(t) = I+/A SN )as =30
0 — ) = I

Teorema 1.9. (Propriedades dos Geradores). O dominio D(A) é denso em X e A €

um operador fechado.

Prova. (Ver [14], pp. 415-416).

Teorema 1.10. (Hille-Yosida) Seja (A,D(A)) um operador linear em um espago de
Banach X e seja w € R, M > 1 constantes. Entao as sequintes propriedades sao

equivalentes
1. (A, D(A)) gera um semigrupo fortemente continuo {T(t)},, satisfazendo

IT@)|| < Me*, parat >0
2. (A, D(A)) € fechado, densamente definido, e para cada A > w, temos A\ € p(A) e
A =)A= A" | < M
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3. (A, D(A)) € fechado, densamente definido, e para cada A € C com Re\ > w,

temos A € p(A) e
M

Prova. (Ver [13], p. 77, Teorema II 3.8).
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Capitulo 2

Variedades Invariantes para
Semigrupos com Tricotomia

Exponencial

Considere a equacao diferencial

dx
o = Az + f(x). (2.1)

num espago de Banach X, onde A é um operador linear limitado e f : X — X é uma
aplicagao continua.
Seguindo as referéncias [3] e [11], vamos analisar as solugoes de 2.1 a partir das

informagcoes de
dx
— = Az. 2.2
g (2.2)
Assumiremos que X é um espago de Banach com a norma | - | e que o operador

linear A gera um semigrupo de operadores lineares e limitados {7'(t)}:>¢ fortemente

continuo. Isto é:
1. para cadat >0, T'(t) : X — X é um operador linear limitado,
2. T(s)T'(t) =T(s+1) para todos s,t > 0,
3. T(0) = I, onde I denota o operador identidade,

4. para cada ¢ € X, T(t)p é continua para t > 0.
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5. lim ||T(t)z — x|| = 0 para todo x € X.
t—0+
Assim, pelo Teorema 2.3, existem constantes M > 0, u > 0 tais que
IT(t)p|] < Me™|p| para todo ¢ € X, > 0. (2.3)

Iremos assumir também que para cada t > 0 T'(t) é injetiva, ou seja, {T'(t)},~,
satisfaz a hipdtese (B.U) (unicidade ”para tras”). Também vamos assumir as seguintes

hipdteses:

(a) O espaco de Banach X admite a seguinte decomposicao
X=m_X&mX P X,

onde m_, m, my, s@o projecoes lineares continuas sobre X (Ver Observacao C.4 e

Teorema C.9).

A Condigao (a) implica também nas relagdes

T_My = MeM— = T_T4 = T4T_ = TN = T4y = 0
T_T_ =T_, oMy = T, T4 T4 =My, T_ +Tog+ 7y =1
Se ¢ € X, escrevemos ¢_ = w_¢, P9 = mop, ¢ = my¢. Usaremos também a

norma equivalente || - || sobre X, onde ||¢]| = [¢_| + |¢o| + |¢4 |-
Para cadat > 0, T'(t) comuta com os operadores 7_, m, 7., entao cada subespagos
m_X,mX, m X sdo invariantes sobre T'(t). Mais ainda, T'(¢) pode ser estendido para

formar um grupo de operadores lineares sobre 1y X & 7 X. Isto é:
1. paracadat € R, T(t) : moX &7 X — moX &7 X é um operador linear limitado,
2. T(s)T(t)p =T(s+ t)p, para todos s,t € R, ¢ € moX &7, X,

3. para cada ¢ € moX @ . X, T(t)¢ é continua para t € R.

(b) Existem contantes a_ > 0,a, > 0,min(a_,ay) > ag > 0, K > 1 tais que

() ITWé-| < Ke='[|o-| para todo ¢ € X, ¢ >0, (2.4)
(i) ITMdl < Kegol| para todo ¢ € X, t € R, (2.5)
(@d) |[T()s] < Ke®|é,| para todo ¢ € X,t < 0. (2.6)
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Sem perda de generalidade, assumiremos ag > 0.

(c) Seja n uma fungao continua, de valores reais, nao decrescente sobre [0, c0] com

n(0) = 0. Seja f : X — X um operador contfnuo tal que
1 f(0)=0
2. [£() = F) < n(r)llé = ¢l Nl 1] < 7.
Considere agora a equacio integral
quszwmwyAHw—svwwnw. (2.7)

A equagao (2.7) uma férmula de ”"variagao das constantes”no caso em que X tem
dimensao infinita.

Iremos considerar apenas solugoes continuas de (2.7) para t > 0.

Lema 2.1. Sejat >0 cecw:[0,7] = X,y : [—7,0] = X fungdes continuas tais que
y(t) = w(t + 7) para todo t € [—,0]. (2.8)
Se w satisfaz (2.7) em [0, 7| entdo y satisfaz
T(—t)y(t) = y(0) + /OtT(—s)f(y(s))ds para todo t € [—, 0] (2.9)

Reciprocamente, se (BU) vale e y satisfaz (2.9), entdo w satisfaz (2.7) em [0, 7).

Prova. A primeira parte do teorema é um calculo direto, usando o fato de que ope-
radores lineares limitados comutam com sinal de integracao. Para provar a segunda

parte, suponha y satisfazendo (2.9). E facil ver que

TU—@M@—T@M@—AYW—QﬂM@Mﬂ:QtemJ} (2.10)

Entao w satisfaz (2.7) em [0, 7] por (BU).
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Consideramos uma solugao de (2.7) em um intervao [—7,0],7 > 0, uma funcao
y: [—7,0] = X tal que w(-) dado por (2.8) é uma solugao de (2.7) em [0, 7]. O Lema
2.1 da uma condicao suficiente para que y seja uma solucao.

Defina para A > 0

M) = fle) sellell <A (2.11)
hHip) = £ (ﬁ), se ||| > A.

As propriedades de f e n asseguram a existéncia de uma fung¢ao continua e nao-

decrescente v(\), A > 0, v(0) = 0, tais que

I S v A, 1fa(e) = A < vVl =l Vo, v € X (2.12)

Com o intuito de estudar o comportamento global da equacao (2.7) investigaremos

o comportamento local de

w(t) = T(t)w(0) + /0 T(t—s)fr(w(s))ds (2.13)

Lema 2.2. Para A > 0 suficientemente pequeno e ¢ € X existe uma unica solu¢do

continua w(t) de (2.13) com w(0) = .

Prova. Seja 7 > 0. Defina G como sendo o conjunto das fungoes continuas g : [0,7] —
X tais que g(0) = ¢. Seja 6 > 0 e defina ||g||s = sup e °|g(t)||. Iremos mostrar que
G forma um espago de Banach com a norma || - Hi;e.[oge]wa ge G, tel0,T].

De fato, suponha (g,) uma sequéncia de Cauchy em G. Temos que para todo
e > 0 exite ng € N, tal que m,n > ngy implicam em

66_6T

2 )

”gn - gm”(S <

de onde segue que

5t ee T
192 = gmlls = sup e™ga(t) = g ()l ——
te[0,T
Logo
5T 5t ge™T
e [gn(t) = gm@®)|| < e " lgn(t) — gm (D[] < 5
dai,
€
gn(t) = gm ()]l < SIS 0,71, (2.14)
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donde segue que g,(t) é de Cauchy em X para todo t € [0,7]. Definindo ¢(t) :=
lim g,(t), temos que g(t) é continua para todo t € [0, 7T}, pois g(t) é o limite uniforme
n—oo

de fungoes continuas. De fato, passando o limite quando m — oo em (2.14), temos

loa(t) = gDl < 5 = llgalt) =g <5 <<

Veja também que ¢(0) = lim ¢,(0) = lim ¢ = ¢. Resta provar que ||g||s < 0.
n—oo n—oo

Para isto, observe que

lg@I = Ng@) = gu(t) + gu (D]

< lg(®) = gn(®)l + llgn ()1,

A

implicando em

IN

e gt
gl < Nlg = galls + llgalls

< oo,Vt €0,T].

19 = gnlls + llgnlls

Portanto [|g||ls < oo,. Desse modo, segue que g € G e portanto, G é um espago
de Banach.
Agora, para g € G, t € [0,T], defina

wwsz@¢+43v—®ﬁ@@m& (2.15)

Escrevemos
ATW®NWWFLT®NW—WM (2.16)

ento, usando (2.3) e (2.11), segue que para duas funcdes g, h € G, temos,
PO~ PR < [ ITE)lote = o) - fhte = )l
< [ Mot - o) - inte — )l
< [ MOt = o)~ e - 5)lds
<<tAwaa4»a@sk5“Swg@—s>—h@—sﬂus

¢
< / Mer*u(N)e®=%)||g — hl|sds.
0
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ou seja,

e (Po)(t) — (PR)(®)] < ( / Me<ﬂ>8v<A>ds) lg — hlls. vt € 0,7
Dai .
I(Pg) — (PR)]ls < ( / Mew—%wds) g — hlls. (2.17)

Considerando A suficientemente pequeno, temos que P : G — G é uma contragao,
como X é completo, segue que P tem um tunico ponto fixo w (vide Teorema C.1), e

isso completa a prova.
|

Uma bola aberta com centro em a e raio € em um espaco de Banach Y serd
denotado por B.(a,Y). Em particular, quando a = 0, escrevemos B.(Y) = B.(0,Y).
Um subconjunto K de X ¢é dito ser localmente positivamente (negativamente)

invariante se existe ¢ > 0 tal que para todo ¢ € B.(X) N K.
1. para t > 0 suficientemente pequeno a solugao w(t) de (2.7) existe com w(0) = ¢,

2. se para T > 0 w(t) existe e pertence a B.(X) para todo t € [0, 7], entao w(t) € K
para todo t € [0, 7].

A invariancia negativa ¢ definida trocando > por < em 1 e 2 acima.

Suponha que um espaco de Banach X estd decomposto como X = m X & mX
para operadores lineares continuos 7, mo. Entao um subconjunto S de X contendo xg
¢ dito ser tangente a m X em xg se ||m(x — xo)]|/||m2(x — x0)|| — 0 quando x — z¢
em S.

Defina
Y=Ax 1 X®mX — 71X :|Ix(p— 4+ ¢o) — x(¥_ + )| <

< lp— + o — ¥ + ||, para quaisquer ¢, ¢ € X,

X(0) =0, xllz = supgexlix(e- +¢o)ll < oo}

44



A proposigao a seguir mostrard que com uma métrica conveniente ¥ é um espago

métrico completo.

Proposicao 2.1. ¥ ¢ um espago métrico completo com a métrica d(x1,x2) = ||x1 —

Xalls-
Prova Seja (x,,) uma sequéncia de Cauchy em X, temos

V€>0,E| nOEN;m,n>no - ||Xn_Xm||E<€‘

Mas
[Xn — Xmlls < € & supgex||Xn(@- + o) = Xm(o- + o] <e.

Entao x,(¢— + ¢o) é uma sequéncia de Cauchy em X para cada ¢ € X fixado.
Definindo x(¢— + @) := lim,xn(p— + o) temos que x € X pois X é completo. Assim

sendo, tem-se que x(0) = lim x,,(0) = 1lim 0 = 0. Além disso, sendo

X (- + o)l < [[xn(e— + @o)ll + | (xn — X) (- + o) I,

temos
supgex|[x(o- + o)l < [Ixnlls +e.
Logo
Ixlls = supgexIx(o- + ¢0) < [IXnlls + & < c0.

Portanto, y € X, de onde segue que X é completo.

2.1 Variedades Centro-Estaveis e Centro-Instaveis

Teorema 2.1. Para 6 > 0 suficientemente pequeno existem os conjuntos
S*={v e X |-+ ol <b,04 =p(0-+0)},

U ={pecX:|lpo+ ol <dosr=q(po+vs)}
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que sao denominados de variadades centro-estdvel e centro-instavel, respectivamente,

onde p*,q* sao funcoes Lipschitizianas definidas sobre

Bs(m_ X @ mX) e Bs(moX @ my X).

S* € localmente positivamente invariante, e se (B.U) vale, U* € negativamente invari-

ante. Qualquer solugdo de (2.7) que existe e permanece em Bs(X) parat > 0 estd em

S*, e qualquer solugcdo de (2.7) que existe e permanece em Bs(X) parat < 0 estd em

U*. Mais ainda, S* € tangente a m_X @& moX em zero.

Prova. Primeiro provaremos que para A suficientemente pequeno existe uma variedade

centro-estavel para (2.13) definida por p}, que mostraremos ser a unica solugdo pra

t > 0 do sistema

w_(t) =
n

wo(t) =

n
PA(p— + o) =
n

T(t)p- + /Ot T(t — s)m_ fa(w—_(s) + wo(s) +

P w_(5) + wo(s))ds,

T+ [ 0= smio- () tuls)+ (219
i (w_(5) + wo(s))ds,

[ T - (6) 4 o) +

o0

pi(w_(s) + wp(s)))ds.

Em (2.18) w_(+) e wy(-) s@o unicas. Algumas vezes explicitaremos a dependéncia de

©_ + o escrevendo w_(@_ + ©g,t), wo(p_ + @o,t).

Seja ¥ o conjunto de operadores dado pela Proposicao 2.1. Para y € ¥ considere

O sistema

g
o
I
=
s
+ o+ o+ o+

/0 T(t = s)m_fa(w (s) + wi(s) + (2.19)
X (wX(s) +wy(s)))ds,
/ T

(t = s)mofa(wk(s) +wg(s) +
X(wX(s) +wq (s)))ds.

Usando o método o Teorema 1.3. (Cauchy, Lipschitz, Picard), pode-se provar que

dados ¢_, g, (2.19) tem solugoes unicas wX (t), wy (t) definida para t > 0.
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Seja p_ 4+ g € m_X & mpX, e para t > 0 considere

01(t) = [wX(p- + o, 1) + wo (- + o, t) — wE(P_ + Py, 1) — wo (P + P, )]

Entao temos,

b)) < ITWp — 7o)+ T(H(w0—Bo) +
b [ T (B0 (o + ) + i+ ) +
+ xX(wWX(p- + o, 8) +wi(p- + ¢o,5))ds —
[T (B Gt ) P+ Fs) +
+ X(WX(P_ + P, 8) + wi (P + Py, 8))ds

(7_
/0 Tt — symolfu(w (o + g0, ) + (oo + p0r5) +
(WX (@- + @o,5) +wp (o + o, s))ds —
) (t = s)mo(fa(wX(B_ + Py, 8) +wy (P + Py, 5) +

+ x(WX(P_ + Py, s) +wy(P_ + By, 5))ds||

|
=
~

Dai, usando (2.4) e (2.11), obtemos

00 < llo— Bl + el — Tl +
b [ AL + X+ 05) o+ 0,)) -
— X+ T 5) + 0B + o)l
b [ HEDN0(6) 4 X+ ) + o+ 05)

— X(WX(P_ + By, 5) +wy (D + Py, 5))||ds.
Logo,
() < (- =7l + el =7l + 2K [ 0 4 el )i
< (e =7+ llon = 2ol + 45000 [ 00, (5)ds
Da tultima desigualdade acima, segue que
00 < (-~ 71+ i = ol) + 450 | "m0ty (s)ds.

Aplicando o Lema de Gronwall, temos
01(t) < Kllp- + 0o — - — Ppllet et e ¢ >0, (2:20)
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Seja x,1 € X, e para t > 0 e fixado p_ + g, considere Oy(t) = ||wX(t) + wg (t) —
w? (t) — wl (t)||. Entdo

) = I [T =m0 )+ ud(s) + x(w () + () —
= [T m B+ )+ () + s+
b [T o0 6) 4 b (5) + () + () —
= [T mo )+ )+ ) + ()]
Daf, usando (2.11) e (2.4), resulta
) < [ KV D6+ I )+ 6 — vl 6) + i 0)llds +
b [ R IB(5) + I (5) i (5) — )+ w5 s
) < [ 2UVONSII8) + () + () — ) + (9l

0

De onde segue que
/0 2Kv(N)e™ [0 (s) + [[x(w (s) + wii(s)) — w(w?(s) +wg (s)] +

+ x —vll]ds
- QKV( )” _1/,||+/ 4KV (N\)e® =90, (s)ds,

05(t)

IN

ou equivalentemente,

2K
e—aot92(t) < V()‘)
a

t
I — wlle " + / 4K v(N)e % y(s)ds,
0

Assim, usando o Lemma de Gronwall generalizado,

92(75) < Me(awu{u(k))t’ t>0. (2‘21)
Qo

Agora defina uma transformagao () sobre ¥ por

Q0x) (- + #0) —/ T(=s)m fr(w(s) + wy(s) + x(wi(s) +wi(s)))ds
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De (2.4), (2.11) e (2.20), segue que

1RO+l = | / ) (WX () + wd(s) + (¥ (5) + wil(s)))ds]
< / Kv(Ne=+|wX (s) + wi(s) + x(wX(s) + wi(s))llds
< /0 T oK v (s) + wi(s) | ds

o0
= / 2Ky (A)e o O o — | ds.
0

Lembrando que ay < ay, segue que se tomarmos A suficientemente pequeno a

integral imprépria acima converge para o seguinte valor

2Ky (\)el ot HE R lp —g|||T _ 2K°0(N)]lp- — ol

1 _
yoroo (a0 — ay + 4K v(\) T (ar —ap —Akv(n) =
Portanto [|Qx|| < oo.
Utilizando um procedimento anélogo, temos:
Q) (- + v0) — QX)) (B + Po) |l <
2K? -~
<2Vl + g0 — 7. — 7)o — ol (222)

(ay —ap —4Kv(N))
Tomando A suficientemente pequeno, temos Q(x) : X — X.

Considere agora x, 1 € 3

@0+ ) = @)p-+ el < [ IT-smelfatut () + whls) +
XWX (s) + w(s)) — f(w? (s) +wl(s) +
w? (5) + wi(s))lds
/ Kv(\)e ™ |wX(s) + wi(s) +
w(s) + w(5)) — w? (5) — w(s) —

- w<w‘ﬁ<s> +w;g(s))ds,

N+ +

+

dai,

@)=+ ) = @p-+ el < [ KN Ia5) + Ix(w(s) + ud(s) -
- ¢<>+wo<>>m
< / Kv(N)e *[261() + x - v)ds
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Utilizando (2.21), obtemos.

@x) (-~ + ¢0) = (Q) (- + ol <

< Kv() 1 N 2Kv(\)

a Qo

(a4 —ao — AKv(N) " | [Ix — 2|,

Consequentemente, () : ¥ — ¥ é uma contracao para \ suficientemente pequeno.
Portanto, pelo Teorema C.1, existe um unico p} € X satisfazendo (2.18). Resta provar
que w_(t) + wo(t) + pi(w_(t) + wo(t)) é uma solucdo de (2.13) para ¢ > 0. Para isto,

note que

P () + ul (1) = / T(—s)me (Pt + 5) + wld (¢ + 5) +

o0

+ L (t+s) + Wt + 5)))ds
t

= [ Tt = s)m A (s) + wf (s) + pi(w (s) + wi ())ds

o0

= [ TSm0 ) i)+ i (s)ds +

00
t
*

T(t — s)me fr(w (s) +wh (s) + ph(w™ () + wh(s)))ds

+
S—

Mas,
/T<t—s>mfA< $(s) + wf (s) + py (0P (5) + wlh(s)))ds =
=T<t>/ T(—s)my fa(@™ (5) + wlb (5) + D (P (s) + 0l (s)))ds,
= T(t)pj (w™ (0) + wp>(0)).
= T(t)p; (- + ¢o)
Portanto,

W (s) + wh(s) + pi(w™ (s) + wh(s)) = T(6) o + o + Pi (- + o))+

+ / T(t — ) fa(w™ (s) + wi(s) + p} (w? () + wh (5)))ds.

Entdo w' (s) + wh(s) + pi(w” M(s) + whr(s)) satisfaz a equacio integral (2.18). Mais

ainda,

w(0) + wh(0) + pi (W (0) + wh(0)) = - + o + Pi(o- + o).
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Como ¢ € U, temos
Pa(o- + o) = oy
Assim segue que,
W (0) + g (0) + 3 (0 (0) + 0 (0)) = o + 0+ o1 = .
Logo, por unicidade de solucao,
w(p,t) = w_(p,t) +wo(e, t) + pr(w-(, 1) + wo(p, 1))
e consequentemente, w(y, t) pertence a variedade S* para t > 0. Também tem-se,
(P (w-(t) + wo(2))[| < sup (P (e= + o)l = lIPAlls = QP ls < oo,
de onde segue que ||(pi(w-(t) + wo(t))| ¢ limitado.

|
Iremos a seguir provar que toda solucao de (2.7) que existe e permanece em Bj(z)
para t > 0 estard contida em S*. Para tanto, serd preciso o seguinte lema:
Lema 2.3. Sejam z,y duas solugoes de (2.13) que existem parat > 0 e sao tais que
2-(0) 4 20(0) = y-(0) + 10(0). (2.23)
Entao para \ suficientemente pequeno existe o > 0 tal que
l24(0) = y+ (0| < Ke™*[|zy(t) — y+(t)]l, para todo t >0 (2.24)
Em particular, se uma solu¢ao w(t) de (2.13) existe parat > 0 e ||wy(t)] é limitado,

entiio w(0) = p} (w-(0) + wy(0)).

Prova. A ultima afirmacao no lema segue imediatamente de (2.24), basta notar que

se z é uma solugao de (2.13) entao

l24(0) = pA(e- + o)l < Ke ™[l (t) — pi(w—(t) + wo(t))],

Ke™(|lz4®)|l + [[1pAll]), para todo ¢ > 0.

IN

onde [|p}||s < oo.
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Veja agora que se  satisfaz (2.13), para ¢ > 0 temos o seguinte sistema
(@) o) = 70+ [ Tl—s)mlrls))ds
(i1) zo(t) = T(t)z9(0) + /0 Tt symofa(a(s))ds, (2.25)
(@) T(=)e () = ,0) + [ T(=s)m ulols)ds,

similarmente para uma solugao y de (2.13).

. , 2k
Sejam k = Kv(\), K = ———— h(t) = lz_(t) — y_ ()| + [lo(t) — w(®)]]
ay —ag — 2k

g(t) = ||z (t) —y+(t)]|. Entao de (i) e (ii) do sistema (2.25) e das equagdes correspon-

dentes para y, temos

W) < T <o>—y<>>||+||T<t><xo<o>—go<o>>u+
" / Ku(N)e =E)x(s) - y(s)||ds + / Ku(N)e ) |a(s) — y(s)|ds

< Ke™h(t)+2 /t Kv(\)e® 9 [h(s) + g(s)]ds, t>0,

0

mas por hipétese, tem-se x_(0) + 20(0) = y—(0) + yo(0), o que implica em
h(t) < 2k /t o= [n(s) + g(s)]ds, t>0,
0

de onde segue a seguinte estimativa

h(t) < 2k /t e?ktraot=s) g (5)(s. (2.26)

0

Mas de (iii) do sistema (2.25) e das equagoes correspondentes para a solugao y, temos

122 (0) — ua Dl = I T(—1)(24(0) — yu(t))]| +
+ / 1T (=) (fa(2(s)) — Fr(u(s))ds <
< K |[(20(0) — g ()] + / Ku(\)e = la(s) — y(s)|ds
— Ketg(t) + k / ~as[h(s) + g(s)lds.
Dali, )
g(0) SKe_a+tg(t)+k/0 e "*°[h(s) + g(s)]ds (2.27)
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Usando a inequagao (2.26), temos

t
g(0) < Ke—*r'g(t) +k / e+ g(s)ds + 2k / —assp(s
0 0

t

< Ke ®'g(t)+k [ e “g(s)ds + 2k* /

O

IN

Ke *g(t) + k
0
¢

S— — S—

/ ela-—a+ 2R =a=T (1Y drds
0

t s
e **5g(s)ds + 2k* / (a——a++2k)s / e “Tg(r)drds
0

t
< Ke ™gt)+k [ e “g( ds+2k:2/ —(a4—a—— 2k)“”als/ e Tg(T)dr.
0 0
Logo
t 2]€2 t
g(0) = Ke‘“*tg(t)+k/0 6_a+sg(s)ds+—a+—a,—2k -/0 e ““Tg(r)dr
; 2k2 t
< Ketg(t) + (k+————) [ e g(s)ds.
S R e | R
Portanto,

ol0) < e tg(t)+ (e 4 | emertg(s)ds

Considere agora (s) = g(t —s), 0 < s < t, observando que ¢(0) =

g(t) = 1¥(0) e usando (2.28), obtemos

U(t) < Ke '(0) + (k + &) /Ot e "g(s)ds

< Ke “'(0) + (k + k) /t e *g(s)ds
0
e p(t) < K(0) + (k+ k) /Ot e~ (t — s)ds.
Entao
e~ hp(t) < Ky(0) + (k+ k') /Ot e~ =D (t — 5)ds.

Realizando uma mudanca de variavel na integral da ultima expressao, temos

) < K90+ (4 ) em(s)ds

aplicando o Lema de Gronwall, obtemos

(1) < kip(0)e (TR,

ou equivalentemente,

9(0) < Kg(t)em @+,
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Logo
l7(0) = 54 (0)]] < Kllz (£) — o (B,

o que nos dé a equagao (2.24) quando A é suficientemente pequeno.
[ |

Se tomarmos 0 = A, entdo (2.7) e (2.13) coincidem em Bs(X). A existéncia da
variedade localmente positivamente invariante S* é assegurada com p* = p;. Para
verificar a tangéncia de S* a 7 X @ mX em zero, basta observar que de (2.22) com

©_ +p, =0, temos

1P" (- + o)l = [[(@p") (o= + @0
2K%u(\)
- <a+ —ag— 4Kv(\)

)nso_won,

o que implica em
[P (- + o)l
lo— + ol

pois v(\) tende & zero quando A tende a zero.

— 0,

Similarmente, podemos construir a variedade localmente negativamente invari-
ante U™ através de ¢}, a unica solugao do sistema

(1) (s + o) = / T(=s)m_fa(w(s) + wols) + g(w(s) + wo(s)))ds,

(i) wo(t) = T(t)po + /0 T(t = s)mofa(ws(s) + wols) + gy (wy.(s) + wo(s)))ds,
(1) wy(t) =T()ps + /0 T(t = s)mfa(wi(s) + wols) + gx(wy(s) + wols)))ds,
para t > 0. Seja y(t) = w(t) + wo(t) + g5 (w4 (t) + wo(t)). Entao

T =) + T(—s) (y(s)ds, ¢ 20, (2.20)

Do Lema 2.1 e de (2.29), segue a existéncia da variedade localmente instavel U*. As

outras afirmagoes sobre U* sao provadas de maneiras similares quando (B.U) vale.
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2.2 Variedades Estaveis e Instaveis

Para mostrarmos a existéncia de variedades estdveis (instaveis) vamos precisar

da seguinte proposicao.

Proposicao 2.2. Seja G o sequinte conjunto

G = {h:mX = mX &n X, ||h(e-) —h(y_)|| <
< lg- —2-|lpara todo ¢,1 € X,h(0) = 0}.

Entdo G ¢ um espaco métrico completo com a métrica

hi(p_-) — ha(p—
iy = sy Ma(8) Aol
B P P

Prova. Seja (h,) uma sequéncia de Cauchy em G. Entao,
Ve>0,3ng e N; m,n>ng = p(hp, him) <e,
que por sua vez implica em
[ (=) = han ()| < ell—,

Definindo h(p_) := lim h,(¢-), temos

n—oo

h(0) = lim h,(0) = 0

n—o0

Resta verificar que ||h(p_) — h(v_)|| < ||¢— — ¥_||. Para isto, note que

[7(p-) = b )l = [|P(p-) = hn(p-) + hn(p-) = hn(P- ]|
1A (o) = P )| + [1n(p-) = hn ()]

ello-ll + llp— = -1,

IN

IN

onde € pode ser tomado arbitrario quando n — oo, o que nos da
1h(p-) = h(p )| < [lo— — o],

de onde segue que h € GG, o que implica G completo.
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Teorema 2.2.Dados € > 0,min(a_,a;) > € >0, para § > 0 ezistem os conjuntos

0
5= {p e Bilx) -l < 30, w0+ =ple)}.

4]
U= {90 € Bs(X) : flo+ll < 5K Yo + @0 = C](<P+)},
denominadas de variedades estaveis e instdveis respectivamente, onde p,q sao fungoes

) )
Lipschitz definidas para ||p—| < —=,|l¢+]] < ===. Se ¢ € S entdo existe uma unica

2K’ 2K
solugao de (2.7) com w(0) = ¢ parat >0 e
lw(®)|| < 2Ke™ "= w_(0)]|, ¢ >0. (2.30)

Se (BU) wale e ¢ € U entao a solugao w(t) de (2.5) com w(0) = ¢ existe parat <0 e
lw(®)] < 2K~ |w, (O)]], ¢ <0, (2.31)

Mais ainda, S e U sao tangente a m_X,m, X em zero, respectivamente.

Prova. Demostraremos o caso S, a prova para U se dé de forma anéloga.

Assumiremos que A > 0 foi escolhido suficientemente pequeno. Iremos resolver

para py o sistema
(i) w_(t)=T(t)p_ + /0 T(t —s)m_ fa(w_(s) + pa(w_(s)))ds, t>0.
T(=8)(mo + 71) falw_(s) + pa(w-(s)))ds. (2.32)

Usando métodos similares aos do Teorema 2.1, podemos estabelecer para h € G

a existéncia de uma tnica fungao w" (¢_,t) satisfazendo

w' (p_,t) = T(t)p_ + /0 T(t — s)m_fr(w (p_,t) + (2.33)

+ h(w"(p_,t)))ds, t>0,

e as estimativas

IN

lw? (-, 1) — " (B_, 1) Kjp- —p_||ete-2Rv0 (2.34)

K
[w (p_,t) —w(p_ )| < 3||90—||6““’2K”“”t' (2.35)
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De fato, considere 0, (t) = |[w" (o_,t) —w" (@ _, )|, entdo temos

0.(t) < [[T(t)(p- =@ )l ++/0 IT(t = s)m-(fa(w! (-, 8) = h(w (-, 5)) =
— AW(@_, ) — h(w(Z_,s)))|ds

t
< Ko lon =+ 2K0(d) [ eI ul(po,s) — ut . s)ds
0
t
= Ke *o_.—2_| + QKV()\)/ e~ =)= 9, (s)ds.
0
Dai segue que
_ t
e 0,(t) < Kl|lp- —p_|| + 2Ku(/\)/ e=%0,(s)ds
0
aplicando o lema de Gronwall,
0:(t) < Kllp- —p_|le =720

o que nos da (2.34).

De maneira andloga, definindo 0y(t) = |[w™ (¢_,t) — w"(¢_,1)]||, temos

0 t)S/O Kv(A)e U9 Jwh (o_, s)—w" (o, s)+hy (w™ (o_, 5))—ha(w! (p_, 5)) | ds.

D
[N}
—~

~+
—

AN

/ Ku(N)ea=0-9 a (o s) — wl(p,5) +
+ hy(w (o, 5)) = by (W (@, 5)) + by (W (p_, 5)) — ha(w"(@_, 5))||ds
<

/ Kv(N)e = 120,(s) + p(ha, ho) w2 (o, 5) ] ds
0
t
= /2Kl/()\)€_a(t_5)62<8)d8+KV p(hi, hs) / |w"(p_, s)||ds
0
t
_ / QKN e 90,(5)ds + Kv(N)p(hy, ha) / I (o, )|l ds.
0
Usando (2.34) obtemos
_ t t
By(t) < / DK\ e =90,(s)ds + Kv(N)p(hr, ho) / Kl [le-(e-—2Kvtgs.
0 0
temos entao

t t
e '0y(t) < Kv(\)p(hy, h2)||<,0_||/ KNt g +/ 2Kv(N\)e = %0(s)ds.
0 0
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Aplicando o lema de Gronwall,
— K
e"'0,(t) < EHQOpr(hla ha)e v
ou equivalentemente,

[l (o t) — w2 (o, )| < Hso lp(hy, hy)e™ (@4,

o que mostra (2.35).

Defina uma transformacao P sobre G por:

(Ph)(o_) = / T(—8)(mo + 1) fa(w (0.5) + B! (o, 5)))ds. (2.36)

o0

Usando (2.34) e (2.35) iremos mostrar que P : G — G e que P é contracao. De fato,
dado h € G, tem-se

(Ph)(0) = /T(—S)(Wo+7f+)fx(w}_‘(0,8)+h(w3(078)))d8

e
0

= [ Ts)m+ m) 0)ds o

oo

Usando a desigualdade (2.34) temos

I(PR)(p_) — (PRY(6)]| < / Kv(Ne |l (o_, 5) — w” (_, ) +
(! (o s)—h(ww_,s»nds
< / Ku(Nellul (o, ) — " (4_, )||ds

QKZV()\) (/ 6—(a++a—2Ku(/\))sds) ||90— _ w_”
0

(a+ +2aK21/(2Af)(y(>\)> lo— =,

considerando A suficientemente pequeno, teremos

IN

I(Ph)(p-) = (PR)( ) < llp- =9I, Vhed,

consequentemente, P : G — G. Dados hy, hy € G, segue da desigualdade (2.35) que

|(Phy) (o) — (Pha)(g_)]| < / KvNe [ (o, 5) — ul*(p_, ) +
b (oo, ) — ha(w™ (oo, 5))ds
< / 2K (N)e [t (o, 5) — wh(p_, 5)|ds

J A
0

K2\ p(h, hy) ( / e-<“++a—-4f<”<”>5ds) ol
0

IN

IN
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o que implica em
||(Ph1)(90—|)| - |(|Ph2)(90—)|| < p(hl,hQ)KQV()\) (/ e(a++a_4Ku(z\))SdS)
Y- 0

considerando A suficientemente pequeno, obtemos

p(Phl, Phg) < p(hl,hQ),

portanto, P : G — (G é uma contracao. Segue entao que existe um unico ponto
fixo py satisfazendo (2.32), onde w_(t) = w”*(¢_,t). A desigualdade (2.30) segue da

desigualdade (2.34) da seguinte maneira

lw®)] = [[w?(p-,t) + pr(w(p-. 1))
< Juw(e-.t) + /OT(—S — t)(my +mo) (W (o, t +5) +
b (ot 4 )ds|
< Ke(la-=2v) 4 /OO K (e70+ %) 4 emaoltH)) , (\)||[wP (o_, t + 5) +
+ pa(w? (o, t+ 8))!(|)d8
< Ke (a-72kv) 4 /OO 4Kv(N)e @) WP (ot + s)]|ds

0

IN

Ke(a-=2v()) 4 /OO AKv(\)emolits)ela-—2Kv)F) 105 ||ds.
0

Considerando A suficientemente pequeno, temos

Ay (V)[lo-|
t < Kllo_|le—(a-—2Kv(N)t —(ag+a——2Kv(\))t
lw@®ll < Klo-e L BV

4K%v(\)
< K —(a——2Kv(N\))t 3
< (we ) o
< QKG_((L_QKV(/\))': ||<,0— ||

= 2K ||w_(0)|[e~(a-"2Kv0) ¢ >,

Resta provar que w_(t) + px(w_(t)) é uma solucdo de (2.13) para t > 0. Para

isto, note que

(W™ (1) = T(=s)my f(w? (t + s) + pa(w (t + s)))ds

T

T(t = s)my fa(w2 (s) + pa(w(s)))ds

!
R

= [ Tt = s)mi fa(w™ (s) + pa(w? (5)))ds +

T(t — s)my fr(w? (s)pa(w? (s)))ds.

+
S~

29



Mas,

/ T(t - $)me fr(w™(s) + pa(w™ (s))ds = T(1) / T(—s)me f(w™ (s) +

[e.9] [e.o]

Portanto,

w?(s) +pa(w?(s)) = T(Zf)[s@—+px(90—)]+
+ / Tt — s)my fo(w (s) + pa(w™ (s)))ds.

Entao w? (s) + pa(w*(s)) satisfaz a equagao integral (2.18). Mais ainda,
w?(0) + pa(w(0)) = - + pale-)

Como ¢ € U, temos
Portanto,

Por unicidade de solucao, segue que

w(gp, t) = w—(% t) +p>\(w—(90> t)v t))

E consequentemente, w(yp,t) pertence a S.

O seguite lema ird mostrarda que toda solugao de (2.7) que comeca e permanece

em Bj(z) para t > 0 estard contida em S .

Entao para \ suficientemente pequeno existe a > 0, tal que

60

Lema 2.4. Seja z,y sao duas solugioes de (2.13) que existem parat > 0 e sao tais que

(2.37)

l24-(0) +20(0) = 74 (0) =50 (0) || < Ke™ [y (t) +wo(t) =y (t) —yo(t)[, ¥ ¢ > 0 (2.38)



Em particular, se w(t) é uma solugcdo de (2.7) existe e ||wi(t) + wo(t)|| < M,Vt > 0,
para algum M > 0, entdo w(0) + we(0) = px(w-(0)).

Prova. A dltima afirmacao do teorema segue de (2.38). Para isto, veja que

IN

Ke “|wy () + wo(t) — pa(w_(t))||

Ke ' ([lwe(t) + wo(t) ]| + lIpa(w-(1))]])

4K2V()\)6*(ao+a_*2KV(x\))t
Ke™ (M
< * ap+ a_ —2Kv(\) -1

[[w1-(0) + wo(0) = pa(w-(0))]

IN

IA

Observe que o lado direito da tltima inequagao tende a zero quando ¢t — oo, de onde

segue que w..(0) + wo(0) = pa(w-(0)).

Para provar (2.38) veja que x satisfaz para t > 0
(1) a_(t)=T{)z_(0)+ /0 T(t — s)m_fr(z(s))ds
(12) T(=t)(24(t) + zo(t)) = z1.(¢) + o (t) + /0 T(=s)(my + mo) falz(s))ds, — (2.39)

de maneira similar obtemos um sistema para a solu¢ao y. Sejam k = K'v(\) e k' =
2k .

————, h(t) = [[z—(t) —y-()]| e g(t) = lz () =y ()] + lzo(t) — yo ()] Entéo

ay —ag — 2k

de (2.39) e das equagoes correspondentes para y, temos

b < IO~ -] + T — sy () — Flo(s))] s
< [ K als) — y(o)lds
< 2 / Ke =9y () [h(s) + g(s))ds,
que pelo lema de Gromwall nos leva a seguinte estimativa,
h(t) < 2k /Ot e2ktraot=s)g(s)ds, t> 0. (2.40)
Mas de (i7) do sistema (2.39) e das equagoes correspondentes para ¥,

9(0) < NT(=t)(24(t) = y4(t) + zo(t) — ()] +
+ /HT )(ms 4 mo) [fa(z(s)) = faly(s))] llds

< Kewlo(o) + [ Ke u)als) — y(s) s
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Logo,
t
9(0) < Ke™*'g(t) + k/ e **[g(s) + h(s)]ds,t = 0
0

Aplicando (2.40) na inequagao (2.41) teremos de maneira andloga

t s
g(0) < Ke *'g(t) —i—k’/ e s (Qk‘/ e%H“U(S_T)g(T)dT) +
0 0
t
+ k‘/ e “*%g(s)ds
0

IN

¢t
Ke “tg(t) 4 2k* / / e_aOTe_(‘”_“O_Qk)sg(T)deS +
o Jo

t
+ k/ e *3g(s)ds.
0

Consequentemente,

g(0) < Ke ™'g(t)+2k* (1 - M /t e "%g(s)ds +
- ay —ag—2k) Jy

t
+ k/ e “*g(s)ds
0

t
< Ke ™g(t)+ (k+ k) / e %g(s)ds.
0

Fazendo a substituicao ¢(s) = g(t—s),0 < s < t, (de maneira andloga a demonstragao

do Lema 3.3) e aplicando o Lema de Gronwall a desigualdade (2.41), obtemos
W(t) < e~(@—k=kE,
o que implica que, para todo t > 0,
|4 (0) +20(0) = y4-(0) = 4o (O)| < K[|+ () +wo(t) = y4-(t) = yo(t)[le™ ), vt > 0,
o que nos dé (2.38) para \ suficientemente pequeno.
[

Se tomarmos § = A, entao (2.7) e (2.13) coincidem em Bs(X) e a existéncia de S
é assegurada com p = ps. S é uma variedade positivamente invariante. Toda solucao
que comega e permanece em Bgs(X) para t > 0, continua em S pelo Lema 2.4. Para

verificar a tangencia de S a m_X em zero, basta observar que

Iple )l = (@p)(»-)
2K2v(\)
(a+ +a- — QKV()\)) -1l

62



o que implica
[ESTIN.
lo-|

pois v(\) tende a zero quando A tende a zero.
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Capitulo 3

Aplicacoes em um Modelo de

Campos Neurais

Neste capitulo estudamos algumas propriedades da equacao de evolucao proposta

em [10] e dada por

ov(x,t)
ot

= —v(z, 1) + /R J(x —y) f(v(y,t))dy + h,h > 0. (3.1)

onde v(x,t) é uma funcio sobre R x R,, J € C*(R) é uma funcio nio negativa par
com suporte contido no intervalo [—1,1], f é uma fun¢ao ndo negativa nao-decrescente
e h é uma constante positiva. Para tanto, serviram de base as referéncias: [10], [6] e
8].

A equagao (3.1) modela um certo tipo de atividade neuronal, que surge como
limite para a atividade de excitacao e inibicao de uma rede de neuronios sinapticamente
acoplados. No modelo, v(x,t) denota o potencial médio da membrana de um tecido
localizado na posi¢ao = € (—00,00) em um tempo t > 0. A fungado f(u) denota a taxa
de impulsos neurais ou a taxa média com que a atividade neural no nivel v sao gerados.
O parametro h denota uma constante referente a algum estimulo externo aplicado a
todo campo neural (3.1).

Seguindo [8], iremos também assumir, no modelo (3.1), algumas hipdteses sobre

a funcao f, a saber:
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(h1) f € CY(R) e f’ ¢ localmente Lipchitziana e para alguma constante ki,
0< f'(r) <k, VreR (3.2)

(h2) f é estritamente crescente tomando valores no intervalo (0, S,,q,) para algum

Smaz > 0, e satisfaz, para 0 < s < S04,

/0 T dr

De (h1) segue que

< L, para algum 0 < L < 0. (3.3)

[f(z) = fW)| < kalz —yl, Yo,y €R (3.4)
e, particularmente, existe uma constante ko > 0 tal que
|f(2)] < kalz| + Fe. (3.5)

Com essas hipdteses, o problema de Cauchy para (3.1) estd bem definido no espago
das fungdes continuas e limitadas (Cp(R), || - ||o) . De fato, suponha u,v € Cy(R) e

considere a aplicacao F : C3(R) — C,(R) dada por
F(v)=—v+J*(f(v)) +h,
temos entao,

[ (u) = F(v) oo

IN

lu = vlloo + 15 (f(u)) = T (f ()]l
lu = vlloe + 1T l1f (1) = f(0) ]l

< =l + 1t Eallu = vls

IN

< (X ekl = vlloo,

ou seja, F' é lipschitiziana. Aplicando o Teorema 1.3 (Teorema de Cauchy, Lipschitz,
Picard) temos a existéncia e unicidade de soluc¢ao para o problema de Cauchy associado
a (3.1) . Como consequéncia da unicidade, temos que o subespago Ps,, das fungoes
periddicas de periodo 27, é invariante (veja [9]).

Particularmente, escrevemos J(p(z)) = J7(z), onde J” denota a extensao periédica

(de periodo 27) da restricio de J ao intervalo [—7, 7], para algum 7 > 0. Observe que
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dado v € Py, temos

(Txv)(x) = AJ@—yW@My

- /' T(x — y)o(y)dy

—T

= [Tt
= [ -y

Podemos entao escrever (3.1), restrita a Py, com 7 > 1, da seguinte maneira:

av(a? ) —v(z,t) + /_ J (x —y) f(v(y))dy + h.

Agora, defina uma funcao ¢ : R — S* por
Kis
plz) = exp(i—z)

e para uma fungao de perfodo 27, v, defina u : S' — R por u(p(z)) = v(x).

Proposicao 3.1. Uma fungdo v(z,t) € uma solug¢ao 27-periédica de (3.1) se, e somente
se, u(w,t) = v(e~t(w),t) € solugdo da sequinte equagdo

Ou(w, t)
ot

= —u(w,t) + J* (fou)(w,t)+h, h>0, (3.6)
onde * denota a convolucao em S*, dada por
(J xu)(w) = / J(w -z Yu(2)dz, dz = Zd@,
S1 e

onde df indica a integracao com respeito ao comprimento de arco.

Prova. (Ver [9], Proposicao 4.1, p. 60).

3.1 Existéncia de Variedades Invariantes

Iremos agora aplicar os resultados expostos no Capitulo 2 para estudar a existéncia
de variedades invariantes para a equacao de evolugao (3.6). Para tanto, seguimos: [21],

(3] e [8].
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Vamos inicialmente provar que (3.6) gera um fluxo C' com relagao as condigoes

iniciais.

Lema 3.1. Se (h1) vale entdo a fun¢ao F dada por

F(u)=—u+Jx*(f(u)+h (3.7)
¢ continuamente Fréchet diferencidvel em L*(S') com derivada dada por

DF(u)v = —v + J % (f'(u)v). (3.8)
Prova. Observe que a derivada de Gateaux de F' é dada por

DF(u)(v) = lim L0t = F)

t—0 t
_ llg%_v*‘ J*(f(u—l—tv)t)—J*(f(u))

= —v+Jx(f(u).
Devido a linearidade da convolugao, segue que DF'(u) é linear. Observe também que
IDF@ @y < ollizs + 1% (7)) lzzgsn.

Usando a desigualdade de Young (vide Teorema A.3) e a hipdtese hipdtese (hl),

temos

|DF(u)(v)|£2(s)

IN

vl z2esty + 171 2L f (w)v | 2 gsmy

A

< wllzzesy + [z 1E vl 2esmy

< (4 Ea TN o s loll 2 sy,

e portanto, DF'(u) é um operador linear continuo.

Mostraremos agora que a aplicagao

DF : [*(SY) — £[L*(SY)]

u — DF(u),
é continua para todo u € L*(S'). Com efeito, dados u,w € L*(S), temos

IDF (ur)v — DF (ug)vl|zz = [|J % [(f"(ua))o] — T [(f (uz) ]| -
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Mas
(S f'(u)o)(w) = (= fllug)v)(w)] =[] [ (ur)v — [/ (u2)v](w)]
< [ @I ) - F @)
< Il / 1/ (a(2)) = F'(uz) ()]0 2) =
Sl
Usando a desigualdade Holder na ltima inequagao, obtemos
D)o - DF)iley < Wl ([ 1700 - Fa)P) ([ 1oopas)
= [Nl (ua) = f/(u2)l[r2lv]| 2,
de onde segue que
IDF(u1)v — DF (u2)vll7, < [ TI5MF (ur) = f'(u)ll7 07

Mantendo u; € L*(S') fixado e fazendo uy — u; em L?(S') segue que us(w) — uy(w)

quase sempre em S'. Da hipétese (hl) temos que existe um M > 0 tal que

|/ (ug(w)) — f'(ur(w))] < Mus(w) — uq(w)], quase sempre.

Dai,
£/ (u1) — f/(UQ)”%Q = o | (ur(w)) — f’(ug(w))|2dw
< / M2y () — us () 2w
Sl
= M?|lug — w7,
Portanto,

IDF (u)v — DF (uz)vl|7, < M2||J |15 [lur — ual|Z: (0] 22

Consequentemente, pela Proposicao A.5, seque que F' é Fréchet diferenciavel com de-

rivada continua em L*(S%).
|

Observagao 3.1. Se u(w,t) € solu¢ao de (3.6) com condi¢ao inicial ug, entao pela

formula de variacao das constantes, temos
t
u(w,t) = e Tup(w) +/ e[ % (f ou)(w, s) + hlds.
0
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Como o lado direito da equacio (3.6) é de classe C', temos que o fluro gerado por
(3.6), dado por T(t)uy = u(w,t), é de classe C* com relagdo as condigoes iniciais, ou

seja, gera um Cl-semigrupo {T'(t)}>o, conforme Proposicdo 1.1.

Faremos agora algumas observacoes sobre o espectro da linearizagao em torno de

equilibrios de (3.6).

Observacao 3.3. O operador
v Jx (f (ug)v)

¢ um operedor compacto em L*(S') para todo uy € L*(S'). Com efeito, suponha

U C L*(SY) um subconjunto limitado, temos:

1% (f' (uo)v) |2 < o llf (uo)v]| 2

Usando (3.5) e o fato de que convergéncia em L*(S') implica em convergéncia quase

sempre, temos
15 (f (uo)v)l|z2 < || ok l|v]l 2

de modo que se v pertence a U, entao J * (f'(ug)U) serd limitado. Usando o Teorema

A.1, tem-se
xR _ 0Ty,
dat,
et IR EYE ORI
< 5] 1
< 5] st
Portanto, 0+ (f(w)U)) € limitado. Usando o Teorema de Compacidade de Rellich-

ow
Kondrachov (Teorema C.5), conclui-se que Jx(f'(u)U) € pré-compacto para todou € S*

e para todo U C L*(SY) limitado. Portanto, v — J * (f'(ug)v),v € L*(S') é um ope-

rador compacto.
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Das observacoes anteriores e dos Teoremas C.8, C.7 e da Proposicao C.1, segue
a seguinte proposicao.

o(DF(ug)) ~ {—1}

é enumeravel e contém apenas autovalores reais, tendo —1 como possivel ponto de

acumulagao.

Lema 3.2. Seja ug € L*(S') um equilibrio de (3.6). Existe uma decomposicio
L*(SY) = X" @ X* @ Ker(DF(up)),
onde:

i. Im DF (ug) = X" @& X°,
ii. X“ e X*® sdo subespacos fechados de L*(S"), invariantes por DF (u),
iti. X", X® e Ker(DF(ug)) sao dois a dois ortogonais e

iv. DF(ug) € positivo definido em X" e negativo definido em X°.

Prova. Como DF(ug) é um operador de Fredholm auto-adjunto no espago de Hilbert

L*(S") (ver Teorema C.6), basta usar o Teorema C.9.

Do Teorema C.7, temos
o(DF(up)) = 0y, U o,

onde o0,, e 0, correspondem aos autovalores positivos e negativos respectivamente.
Sejam m_ e 7, as projecoes espectrais correspondentes a g, e o, (ver Observacao
C.4). Os subespagos X% = 7_L*(S'), X* = 7, L*(S') sdo invariantes sob DF(ug).
(ver Teorema C.9).
Seja Y = R(DF(ug)) a imagem de DF(ug). Da Proposigao 1.1, seque que (3.6)
gera um C'-semigrupo {T'(t)},5 -

Considere a seguinte equagao
v' = (DF(up)|y)v.
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Do Teorema 1.4, temos que DT (t)vg é solugao de (3.1) com condigao inicial vy = 1,

onde [ ¢é a identidade, ou seja,
DT (t)vy = ePFluoltyy.
Particularmente, DT'(t)(uo)|ly = D(T(t)|y)(ug) = ePF@o)ly )ty
Observagao 3.4. Os subespagos X* = n_L*(S') e X = 7, L*(S") satisfazem as
sequintes inequagoes

(DT (#)|y)v|| < Ne ||| parav € X* et > 0. (3.9)

(DT (@) |y)v|| < Ne’'||lv|| parav e X et <O0. (3.10)

(Ver [21], p. 71-81 e [8], Proposicao 3.7). Se v € Ker(DF(uy)), temos
DF(up)v =0,

o que implica em

DT (t)y = ePFwlty — o,

Assim seque que

|IDT(t)v|| < |lv|l, parav € Ker(DF(up)) et € R.

Suponha novamente que ug é um equilibrio de (3.6) em L?(S'). Entdao em uma

vizinhanga de uo em L?*(S') temos

a(u((); v _ F(up +v) = F(uo) + DF (uo)(v) + r(uo, v), v € L*(SY),
dai,
00 DF(uo)(0) +r(un.). v e I3(S"). -

onde r(ug,v) é tal que r(ug,0) =0 e

(g, v)

vl 2—0 ||v]| L2

=0.
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Pela férmula de variacao das constantes, temos que um solucao de (3.11) com condigao

inicial v(0) = vy, é dada por
t
v(t) = ePFEIIG () 4 / ePF) W) E=9) (440 0 (s))ds (3.12)
0
Do Teorema 2.1, segue que v satisfaz o seguinte sistema

v_(t) = ePEIVIt, () /t ePFC) =) (g, v_(s) + vo(s) +
pg(v—(s) +vo(s)))ds,

/t PP W )E=8) o (ug, v_(s) + vo(s) +
pg(v—(s) +vo(s)))ds,

p*(v-(0) +vo(0)) = /0 ePFC) )=S0 e (ug, v_(s) + vo(s) +  (3.13)

+ p*(v_(s) +vo(s)))ds,

vo(t) = e(DF (uo) 'Y)tvo(O)

+ O+ o+ 4+

onde v_ = m_v, vy = T v e p* é uma fungao Lipschitziana definida em Bs(m_ X @ 7o X)

para um ¢ suficientemente pequeno.

Observacao 3.5. E possivel mostrar que o operador DF(ug)|y definido no espago
H?(SY) é um gerador infinitesimal do semigrupo DT (t)|y (veja Definicao 1.15 e Teo-
remas 1.9) utilizando o Teorema 1.10 (Hille-Yosida) e que

DT (t)|y = e(DF (uo)ly)t
Proposigao 3.2. Dados v,w € L*(SY), a fungao r(ug,v) é tal que
7 (o, v) = r(uo, w2 < nr)llv —wllraesy, Null2isy, vl sy <7
onde n € uma fungdo continua, de valores reais, nao decrescente sobre [0,00) com
n(0) = 0.
Prova. Sejam u,v € L*(S'). De (3.11), tem-se

r(ug,v) = F(up+v)— DF(ugp)v,

r(up,w) = F(ug+ w)— DF(up)w,
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dai, usando teorema do Valor Médio, segue que existe um 0 € (0,1) tal que

(w0, v) = 7(uo, w)l[r2 = [[F(uo +v) = Fluo + w) = (DF(uo)(v — w))| 2

IDF(ug+ 60v+ (1 — O)w)(v — w) — (DF (ug)(v — w))|| 2

IN

| [DF (up + 0v + (1 — 0)w) — DF (up)] ||||v — w]| 2

< ( sup ||[[DF (up+ 0v + (1 — 0)w) — DF(up)] H) |lv — w|Lz.

0<6<1
Dai,

||7’<U07 U) - T(Uo, w)||L2 S

< sup ( sup ||DF(ug+60v+ (1 —0)w) — DF(uO)H> |l — w2,

5,weB(0,r) \0<O<1

onde B(0,7) é uma bola fechada de centro na origem e raio r em L?(S'). Definindo

n(r) = sup ( sup [[DF(uy+ 00+ (1 —60)w) — DF(uO)H> ,

T,weB(0,r) \0<H<1

temos que 7n(r) é uma funcdo continua, nao decrescente (pois se r; < 7y, entdo
B(0,r1) € B(0,73), o que, pela propriedade de supremo, nos da n(r;) < n(ra)).
Também é facil ver n(0) = 0.

Para cada ¢ € L%(S?) defina
P =T-P, Yo =To0 Y, P+ =T+P
e considere em L?(S') a norma equivalente dada por,

lell = [lo-llr2esty + llpollze(sr) + o+l L2y

Agora estamos em condigoes de aplicar o Teorema 2.1 para garantir a existéncia
de variedades contro-estaveis e centro-instaveis para a equagao (3.6). Mais precisa-

mente, temos o seguintes resultados:

Teorema 3.1. Para § suficietemente pequeno, existe um conjunto

S*={p € L*(S"); - + woll < 6,01 =p (- +w0)},
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denominado de variedade centro-estdvel, onde p* € uma funcdao Lipschitziana definida

sobre Bs(m_L*(S') ® moL?(SY)), e que satisfaz o sequinte sistema

t
v_(t) = e(DF(UOHY)tU_(O) / e(DF(uO)|Y)(t_S)7T_T(u07 v_(s) + vo(s) +
0

p* Ev,(s) + vo(s)))ds,

/ e(DF(uO) |Y)(t_s)7ro7”<u0, V_ (3) + UO(S) +
0

p*(v-(s) + vo(s)))ds,

0
p(p-+@o) = / PP (ug, v (5) + wo(s) +

o0

+ p*(v_(s) + vo(s)))ds.

+
+
vo(t) = e(DF(uo) 'Y)tvo(O) +
+

S* e localmente positivamente invariante. Toda solugao de (3.12) que existe e perma-
nece em Bs(L*(S')) para t > 0 estard contida em S*. Mais ainda, S* € tangente a

m_L*(S) & moL*(SY) em zero.

Teorema 3.2. Para § suficietemente pequeno, existe um conjunto

U* ={p e L*(S"):illpo + w4ll < 0,90 = q"(po+ 1)},
denominado de variedade centro-instdvel, onde ¢* € uma funcao Lipschitziana definida
sobre Bs(moL*(S') @ m L?(S')), e que satisfazem o sequinte sistema
q"(p+ +90) = /0 PP (ug, vo(s) + v (s) +
0" (wos) + vy (5))ds
vo(t) = ePE@I I, () + /t ePEEOE=) 0 (ug, vy (s) + v (s) +
0
+ ¢ (vo(s) +vi(s)))ds,
v, (t) = PPty () / t PP =5 (0 vo(s) + v, (5) +
0
+ ¢ (vo(s) +vi(s)))ds.
Se (B.U.) vale, U* € localmente negativamente invariante. Qualquer solug¢do de (3.12)
que eziste e permanece em Bs(L*(S')) para t <0, estard contida em U*. Mais ainda,

U* € tangente a moL*(S') @ 7 L*(S*) em zero.

Do Teorema 2.2, segue a existéncia de variedades estaveis a instaveis para (3.12),

conforme os teoremas abaixo:
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Teorema 3.3. Dado € tal que min(a_,ay) > € > 0, temos que ezistem § > 0 e um

conjunto

5
S = {w € L*(S");|lp-| < 50 P T 0 zp(w—)} -

denominado de variedade estavel, onde p é uma funcao Lipschitiziana definida para

J
lo—|l < o © que satisfaz o sequinte sistema

. <t> . (O> . /Ot e(DF(UO)ly)(t*s)ﬂ',T(uo, v (8) + p(v, (S>>>d5’

plp_) = / e(PF (o) ly)(=s) (mo + 7)1 (up, v—(s) + p(v_(s)))ds.

Se ¢ € S entdo a tunica solugdo de (3.12) com v(0) = ¢ existe parat >0 e

lo@®)] < 2Ke™*=u(0)]], t > 0.

Mais ainda, S, é sao tangente em zero a w_L*(S).

Teorema 3.4. Dados € tal que min(a_,a;) > € > 0, temos que ezxistem um 6 > 0 e

um conjunto

2K

denominado de variedade instdvel, onde q € uma funcao Lipschitiziana definida para

5
U= {so € L*(SY); o4l < == 0- + o = q(90+)} :

J
oLl < S € que satisfaz o sequinte sistema

0
q(py) = /e(DF(“OHY)(_S)(ﬂ_+7ro)r(u0,v+(s)++q(v+(5)))ds.
t
(1) = PTG (0) 4 [ PTOI g 0,5) + g (5))ds.
0

Se (B.U) vale e p € U, entdo a unica solu¢ao de (3.12) com v(0) = ¢ existe parat < 0
e

lo(®)]| < 2Ke“ = o(0)], t < 0.

Mais ainda, U € tangentes em zero a wyL*(S*).

3.2 Existéncia de Um Atrator Global.

Nesta secao, provaremos a existéncia de um conjunto compacto maximal invari-

ante A C L*(S") para o fluxo gerado por (3.6). Para tanto, seguiremos [6], [7] e [20].
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Lema 3.3. Suponha ki||.J|r2s1) < 1. Entao a bola de raio

_ 2V (ka1 + h)
1 — k|| J|| 2

¢ um conjunto absorvente para o fluzo de (3.6).

Prova. Pela Observacao 3.1, férmula de variacao de constantes, temos
t
u(w,t) = e Tug + / e~ % (fou)(w, s) + h]ds.
0
Dali,

d 2 = — U2w w u\w * u\w w
G [ 0w == [ .t [t 0l (utw.0) + .

Pela desigualdade Hélder, temos

[91 hu(w, t)dw = < Ju(- t)]| 2 (/S h2dw> ’

- hm”“('?t)HLQ?

e usando a desigualdade de Young, obtemos

[ w0 s G de < Jut ol ( [ 175 Gtutw)Pao)
< D )
< KTl O + Kol TNer VI, )

Segue entao que,

d
—luC 0l < =2lul, Ol + 281z lul OlZ +

dt

+ 2eoV2r Tl D)llse + 202 ul-, 1)

= 2lful, )31+ kil o) + 2l )2 (kav2r |l + h/2r)
ko /27| T || 11 + m/%]

= 2l Dllze | =1+l + =

Como kq||J||zr < 1, considere € = 1 — ky||J||;1 > 0. Entao quando tivermos

e ) > 22T Cll e + 1)
) = ; ’

76



teremos,

d €
G0l < 2l 1) (=e+3)
- _€||u('7t)||2L2‘

Consequentemente,

luC B2 < e *[lu(:,0)]lz2

e~ (LR ILOL gy (-, 0)| 2.
u

Procedendo como em [9], se assumirmos a hipdtese de f ser limitada, podemos

obter um resultado andlogo ao do Lema 3.3 sem supormos k1 ||J||z2(s1) < 1.

Lema 3.4. Suponha que f € globalmente Lipchitz e que exista uma constante M > 0
tal que |f(x)] < M, para todo x € R. Seja R = (||J||27M + h)\V/27, entdo, para
cada € > 0, a bola Bry. de centro na origem de L*(S') e raio R + € é um conjunto

absorvente para o fluzo gerado por (3.6).

Prova. Da férmula de variagdo de parametros (Observacao 3.1) com condigao inicial

ug(+,0) € L*(SY), temos
u(w,t) = e "u(w,0) + /Ot e[ % (fou)(w, s) + h]ds.
De onde segue que
lu(w, )] < e u(w,0)|+ /Ot e T % (f ou)(w, s) + h|ds.

t
< e Hu(w,0)] +/ e~ % (fou)(w, s)|ds + h.
0

Usando a hipétese de f ser limitada, temos

t
fulw,t)] < e ulw, 0)] + / eI T x (f o) (w, )| ds +
0

IN

¢
e u(w,0)] +/ e ||| M27ds + h.
0

IN

e u(w,0)| + || /|02 M + h.
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Desse modo
Ju(w, )|z < e Hlu(w,0)||z2 + (| [|o27 M + h)V27.

llull 2

Logo, tomando ¢ > In <T)? teremos que
[u(- t)ll2 < e+ R,

de onde segue que a bola de centro 0 e raio (||J]|c27M + h)v27 em Ly(S'), é um

conjunto absorvente para o fluxo gerado por (3.6).
[ |

Teorema 3.5. Eziste um atrator global A para o fluzo de T(t) gerado por (3.6) em
L*(SY), o qual estd contido em Br.(0) (ou B,(0)) .

Prova. Se u(w,t) é solucao de (3.6) com condigao inicial u(w, 0), temos, pela férmula

de variacao de constantes
t
u(w,t) = e u(w,0) + / ST * (f ou)(w,s) + hlds. (3.14)
0

Suponha u(-,0) € C, onde C' é um conjunto limitado em L?(S') contido em uma bola

de raio p. Considere também Ty (t)u(w,t) = e 'u(w,0) e

To(t)u(w,t) = /0 e’ J * (f ou)(w,s) + h]ds.

Teremos entao,
| T1(t)ul|zz — 0, quando t — oo,
uniformemente em u. Também de (3.14), temos |ju(-,t)||,2 < K, para t > 0, onde

K =max{p, R+ ¢,r}. Portanto, para t > 0 temos

QE%%%E) _ L;§4§%UX(fouXwﬁ)+th

= /t et % (f ou)(w, s)ds.
0

dai,
O (1 t
R Il i L O PR PN S
w 0
t
< / VTN T ki K + ko271 T |l oc)ds
0
< VT ki K + ka2 T ||oe.
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Segue que para t > 0 e para todo u € C, o valor de H%”LQ ¢ limitado por

uma constante que nao depende de t e nem de u. Entao para todo conjunto limitado
C C L*(S"), temos T5(t)C pertencente a uma bola no espaco de Sobolev W!2(S1). Do

Teorema de Compacidade de Rellich-Kondrachov (Teorema C.5), temos que

Un®e

>0
é relativamente compacto em L?(S!'). Portanto, a afirmagao do Teorema 3.5 segue

considerando A como o w-limite da bola Bg(0) (ou B,(0)).
|

Observacao 3.6. Seque da demostracao dos Teoremas 3.5 e 1.5, que para cada uy €

L2(SY), a érbita positiva comegando em vy dada por
7" (uo) = {T(H)uo, t > 0},

€ pré-compacta.

Observagao 3.7. Supondo a hipdtese de que ky||.J||p1s1y < 1, com ki > 1, temos
que a aplicagdo u — J * f(u) + h, u € L*(SY), é uma contracio. De fato, dados
uy,up € L*(S1), teremos
[ flur) +h = (T flug) + h)|| = ([T (f(ur) = f(u2))]]
< 2y 1f (ua) = f(u2)]l

Seque, do Teorema do Ponto Fizo de Contragoes, que existe tinico ponto firou € L*(S*)

tal que

J* f(u)+h =u,

1850 implica na existéncia uma unica solucao de equilibrio para a equacao de campos

neurais (3.6) quando ky[|J||p1s1y < 1.

3.3 Existéncia de Um Equilibrio Nao Trivial.

Iremos mostrar agora a existéncia de um equilibrio nao trivial para (3.6) quando

h = 0. Para tanto, serao necessarios os seguintes resultados.
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Proposigao 3.3. O funcional energia F : L*(S*) — R dado por

S(w)

~55) [ TS+ [ e = hstw) | du.

0

onde S(w) = f(u(w)), é um funcional de Lyapunov para o fluxo gerado por (3.6), o

qual € continuo em todo o espaco de fase L?(S*).
Prova. (Ver [6], pp. 5-7).

A Proposicao 3.1 e a Observacao 3.6 implicam que o fluxo gerado pela equacao
(3.6) tem a propriedade gradiente no sentido da Defini¢ao 1.10.

Necessitaremos agora da seguinte hipotese adicional sobre a fungao f

(h3) £(0) =0, |f(2)] < |z|, para todo z € S', e fof(b) f~r)dr < % para algum
beR.

Sejam u(z) = b, para todo z € S*, e f(u) = f(b) = a. Temos

ra=rw = [ b [ s [ ] w
_ /S :—%a/ J(ws""! adz+/f }dw,
= [ s+ [ o] do
e L[ o] a

& |J||L1 [ o) e

usando (h3) concluimos que

F(w) < F(0) = 0. (3.15)

Com a notagao das observacoes anteriores, temos o seguinte resultado

Teorema 3.6. A solugio de (3.6) com condigdo inicial uw = b, tende para uma solu¢ao

de equilibrio nao trivial.
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Prova. Dos Teoremas 3.5 e 1.5, temos que o w-limite da bola de centro em 0 e raio
R+eem L(S'), onde R = (||J||w27M + h)v/27, é um conjunto compacto invariante
maximal. Da observagao 3.6, segue que as orbitas positivas sao pré-compactas, o que
implica que {T'(t)u,t > 0} estd contido em um compacto.

Portanto, do Teorema 1.6 (Principio de Invariancia de La Salle), temos que T'(t)u
tende para uma solucao de equilibrio quando ¢ — oo.

Como o funcional de Liapunov F' é ndo-crescente ao longo das érbitas e F(u) <
F(0) , temos que a solu¢ao trivial u = 0 nao estd contida em w(@) pela relagao (3.15).
Portanto, exite uma solugao de equilibrio nao trivial para o fluxo gerado pela equagao

(3.6).

3.4 Exemplo

Nesta se¢do, consideramos os protétipos para f e J adaptados de [6] para ilustrar
os resultados das secoes anteriores para um caso particular de (3.1). Sejam f e J
funcoes dadas por f(z) = tanh(z) e J(z) = 3¢ /0= se |z| < 1 e J(x) = 0 se
|z| > 1.

Considerando J™ como a extensdo periddica de periodo 27 da restricdo de J ao
intervalo [, —7],7 > 1, podemos reescrever (3.1) no espaco Py, como

% = —u(x,t) + / 3w tanh(y)dy + h. (3.16)

-7

T
T

Definindo ¢ : R — S! por p(z) = €'7% e para u € Py, ,v : S — R por v(p(x)) = u(z)

e escrevemos J(p(z)) = Jr(x), ja vimos que a equacdo (3.16) é equivalente a

Ou(w, t)

T —u(w, t) + /sl 3J(wz"") tanh(u(2))dz + h, (3.17)

onde dz = Zdf, onde df denota a integracao com relagao ao comprimento de arco.
Devemos ainda verificar que as fungoes f e J verificam as hipé6teses (hl)-(h2).
De fato,

(I) f é evidentemente de classe C*®(R). f’(x) = sech?(z) também ¢é localmente

Lipschitz, basta ver que |f'(x) — f'(y)| < supee; |f"(c)l|z — y|, para algum intervalo
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compacto I C R. Como cosh(z) é limitado inferiormente por 1, temos que |f'(z)| < 1,

para todo x em R. Considerando k; = 1, teremos
0<|f'(x)] < ki, Vz € R.

(IT) Também vemos que f é uma fun¢ao nao-decrescente, tomando valores entre

—1e Shna =1, e que para 0 < s < Spax, temos

/5 <1—|—r>’
—In
0 1—1r

< | (%)
= In(2)
< 0Q.

Podemos entao afirmar a existéncia de variedades invariantes, como nos Teoremas
3.1 a 3.4, e de um congunto atrator compacto maximal global (dado pelo Teorema 3.5)
para (3.17).

Mais ainda, de (I) segue que

/(@) = f(y)| < max|f(e)llx =yl < |z —yl.

Em particular, como f(0) = 0, teremos

|f(@)] < [z,

Por 1ultimo, veja que

@1 1+ 1 1+a
—1 = — |In(1 — a? |
/02“<1—x)d”“" 2[“( C‘”“(l—a)]’

para a € [0,1). Escolhendo a suficientemente préximo de 0, obtemos,

“1 /1 2
/‘—m(—if>@g;3&mﬂ, (3.18)
AR g 2

ou seja, a hipdtese (h3) também é satisfeita para um valor de a escolhido conveniente-

mente.

Observagao 3.8. Se considerarmos no modelo (3.16) a constante h igual a 0, basta

escolher no Teorema 3.6 o sequinte valor

_ 1. (140,25
g=-In{—2"1).
2 \1-0,25
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que teremos a = 0,25, e tal valor torna a vdlida a relagao (3.18). Nesse caso, temos a

existéncia de uma solugdo de equilibrio ndo trivial para a equagao (3.17).

Observacao 3.9. Se naos tivéssemos tomado, por exemplo,

e /0% e |z| < 1,
J(z) =
0, se |z| > 1.
no protdtipo (3.16), nao poderiamos garantir a existéncia de uma solugao de equilibrio
ndo trivial, pois teriamos kyi||J|;r < 1 e, pela Observagdo 3.7, uw = 0 seria a unica
solucao de equilibrio para o modelo da campos neurais quando h = 0.
Uma condigao necessdria para que (3.17) admita uma solugao de equilibrio ndao

trivial nesse caso, € que ||J||r > 1. De fato, para que o protdtipo verifique a condi¢ao

(h3) devemos ter

1 1 1
H']”Ll 2 gh’l(l — CLZ) + aln (1 +a) ,VCL - (O, 1) (319)

Pode-se provar que o lado direito de (3.19) é limitado inferiormente por 1 quando

a€(0,1).
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Apeéendice A

Elementos de Calculo Diferencial

em Espacos de Banach

A.1 Derivada de Gateaux

Nesta secao abordaremos alguns conceitos de calculo em espacos de Banach. Para

tanto, seguiremos [9], [17] e [24].

Definicao A.1. Sejam X e Y espacos vetoriais. Considere um operador f: X — Y.

Dados x en em X, se

Df(x)(n) = tim L0 = /(@) (A1)

t—0t+ t
existe, dizemos que [ € Gateauz diferencidvel em x na direcio n, e Df(x)(n) € Y é

chamada a derivada de Gateaur de f em x na direcao 0.

Diz-se que f e Gateaux diferenciavel em x quando f é Gateaux diferenciavel para
toda diregao n € X.

Denotaremos por £[X,Y] o espaco dos operadores T : X — Y.

O operador Df(z) : X — Y que atribui para cada n € X o vetor Df(z)(n) € Y
¢ denominada derivada de Gateaux de f em z. O operador Df : X — L[X,Y] é
chamada a derivada de Gateaux de f. Iremos agora estudar algumas propriedades de

tais operadores.

84



Proposicao A.1. A derivada de Gateauz de f em x € um operador homogéneo.

Prova. Temos

D)) = i LD ZIE Ly iy,

t—0 to

e portanto, aD f(z)(n) = D f(z)(an).
|

O exemplo seguinte mostrard que a existéncia da derivada de Gateaux de um

dada funcao f nao implica na sua continuidade.

3
Exemplo A.4. Seja f: R? — R definida por f(z) = oo x #0e f(0) =0. Temos
T2

Df(())(n):hmlr?’"? } b

para todo n € R? \ {(1;,0)}. Podemos ver que, nesse caso, D f(0) existe mas f nao é

continua em 0.

A proposicao a seguir serd importante para trabalharmos com estimativas para

funcoes que possuem derivada de Gateaux.

Proposicao A.2. Sejam X um espago vetorial e Y um espago vetorial normado.
Considere um operador f : X — Y. Dados x,y € X, suponha f Gateaux diferencidvel
para cada ponto de {x +t(y — x);0 <t < 1} na dire¢io y—x. Entao para cada § € Y’

valem:

(@) o(f(y) = fly) = o(Df(x+0(y —))(y — x)), para algum 0 < 6 < 1;
(@) N f(y) = f(@)]| < supgeparl|Df (x4 0(y — x))(y — 2)]|.

Prova. Definindo g(t) = §(f(z+t(y—=)), temos que ¢'(t) = 0(D f(x+t(y—z))(y—x)).
Usando o Teorema do Valor Médio, 3 6, 1 < 6 < 1, tal que g(1) — ¢g(0) = ¢’(#). Temos

entao

0(f(y)) = 0(f(x)) = 0(Df(x +0(y — x))(y — x))-
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Da linearidade de  segue que

0(f(y) = f(x)) = 0(Df(x+0(y — x))(y — x)),

provando (7). Pelo Teorema de Hahn-Banach (ver Coroldrio C.2) existe § € Y tal que

1]/ =1 e o(f(y) — f(y) = I/ (y) — f(«)]|. Combinando com (i) temos

1f () = f@)l = o(Df(x+0(y —x))(y —x)
< ollDf(x + 6y — )y — )|
= D@ +0(y —x))(y — )|l

< sup [|Df(z+0(y — )y — o),

0<o<1

o que prova (ii).

A.2 Derivada de Fréchet

Tratamos nesta secao de um conceito de derivada em espacos de Banach um
pouco mais elaborado, a chamada derivada de Fréchet. Para isto, seguimos [24], [9] e

[17].

Definicao A.2. Considere f: X — Y, onde X eY sao espagos lineares normados.
Dado x € X, se existe um operador linear f'(x) € £]X,Y] tal que

o W@+ A2) = f(a) - /@) ()]

| Az||—0 | Azl

=0, Az e X, (A.2)

entao f € diferencidvel sequndo Fréchet e f'(x) € chamada de derivada de Fréchet de

femux.

Observe que a derivada de Fréchet é um operador linear continua, o que nao
ocorre necessariamente com a derivada de Gateaux D f(x).
A proxima proposicao mostrara que a existéncia da derivada de Fréchet para uma

funcao f implica na sua continuidade, o que nao era garantido no caso da derivada de
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Gateaux.

Proposicao A.3. Seja € > 0 dado. Se f: X =Y € Fréchet diferenidvel em x, entao

f € continua em x.

Prova. Observe que

If(z+ Az) = f(2)| = 1" (@)(Az)]| < [If(z+ Az) = f(z) — f/(x)(Az)]|
éllAz|],

IN

onde € é tal que € — 0 quando Az — 0. O que implica

1f(z+Az) = f(2)l < €llAz] +[1f (z)(Az)]]
< (E+ 1/ @)IDIA=].

Entao dado € > 0, considere § = , temos

e+ ()l
[f(z+Azx) = f(z)] <e
|

Observacao A.1. A existéncia da derivada de Fréchet implica na existéncia da deri-

vada de Gateauzr. Com efeito, se f'(x) existe, temos

|lf (2 + tAz) = f(z) = f'(x)(tAz)]|

=0.
J¢Aa]|—0 [tAz]]
Como t — 0 implica ||[tAz| — 0, temos que
_ _ /
o[£+ 180) = 1) = P | _
t—0 t
ou, se maneira equivalente,
Az) —
fim [| L A0 = T oy am|| = 0.
t—0 t

Portanto,
IDf(z)(Az) — f'(z)(Az)| = 0.

Logo, Df(x) = f'(x).
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Observacao A.2. Se f: X — Y € Fréchet diferencidvel, entao pela Proposicao 1.3
seque que

1f(y) = f@)]] < Sup IDf(x+0(y — )|y — .

Observacao A.3. A derivada de Fréchet é unica. De fato, suponha que fi(x) e
fa(x) sao duas derivadas de Fréchet para f em x, usando a desigualdade triangular e

a Observacao A.1., temos

1f1(z) = fa(0) || < [[f1(2) = Df ()| + 1D f(2) = fala)]]
Portanto,
If1(z) = fa(z) ]| = O,
ou seja, fr(x) = fa(z).

Proposigao A.4. Se Df(z) € um operador limitado, entao f'(x) existe se e somente

se, a convergéncia do limite em (A.2) é uniforme com respeito a todo n € X tal que

]l = 1.

Prova. De fato, pela Observacao A.1, se f'(x) existe ent@o esta sera igual a derivada

de Gateaux D f(z). Desse modo, segue que

i 105 1) = (@) = Df @)

lenl—0 [tn]l

o que implica,
| £ ) = f(@) = D) (en) H .
t—0 t

Sendo D f(x) um operador linear, resulta

lim

t—0

LI ZI  pptayin| | -

Portanto,

DF()(n) = lim L) = /(@)

t—0 t

Reciprocamente, suponha que a convergéncia em (A.2) é uniforme para todo 7

tal que ||n|| = 1. Entao temos

DF()(n) = lim L&) = /(@)

t—0 t

Y
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o que implica em

o ||+ tn) — () — Df()(tn) H _o.
t—0 t
Dali,
i W@+ tn) — fz) = Df(z) ()] _ 0
Jenll—0 £l ’
ou seja,
i @ +tn) = f@o) = Df@@) ] _

Jn]l—0 ]l
Como D f(z) é um operador linear limitado, temos que f'(x) e Df(z) = f'(x).

Proposicao A.5. Sejam X e Y espacos lineares normados. Considere f : X — Y
Gateauz difereniavel para todo x € X. Suponha Df : X — £[X,Y] e Df continuo em

x. Entdo f'(z) eziste e f'(x) e continua em x.

Prova. Usando o Coroldrio C.2 do Teorema de Hanh-Banach (vide apéndice C) e o

item (i) da Proposi¢ao 1.2 temos

1z +mn) = flx) = Df (@)l = o(f(z+n) = f(z) = Df(x)(n))
< |o(Df(x +0n)(n) — Df(x)(n))|

para algum 6 no intervalo (0,1). Dali,
1z +mn) = @) = Df (@)l < o[IDf(z +6n)(n) = Df(z)n)]
< [ Df(x+6n) = Df()lllnll

Da continuidade de D f em x, seque, para todo € > 0 que, ||Df(z+60n)—Df(z)||||n] <

ellnl]. Se ||n|| < r, para um dado r > 0, temos

1f (2 +n) = f(x) = Df (@) ()] < ellnl],

quando ||n|| < r. Logo

If(x+n) = f(z) = Df(x) ()|
7]

< €,

de onde segue que

i 1G4 1) = @) = D@

- 0.
Inl|—0 7]l
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Consequentemente,
f'(x) = Df(x).

Como Df continua em x, tem-se que f’ é continua em .

A.3 Convolucao de Funcoes

Estudaremos agora convolucao de fungoes e algumas de suas propriedades. Para
esta seqao, seguimos as referéncias: [9], [15] e [16].
Definicao A.3. Dadas duas funcoes mensurdveis f,qg : R™ — R. A convolugao de f

e g € a funcao f x g definida por

(fxg)(x) = . flz —y)g(y)dy,

para todo x tal que a integral exista.

Proposicao A.6. Assumindo que todas as integrais em questdo existam, tem-se:

(1) frg=gx*f;
(@) fr(g+h)=Ff*xg+fxh
(1ii) (f*xg)*xh=fx(gx*h).

Prova (Veja [9], p.20, Proposicao 1.10.)

[
. 1 1 dg . .. .
Teorema A.1. ( Veja [16], p. 342.) Se f € L'(R"), g € C'(R") e o © limitada
X
para todo i € N, entio f* g € C1(R") e 8%*9) =[x (aﬁg) ,Vi € N.
€T; €T;

Prova. Pela Proposicao A.6 tem-se

(4 9)@) = (95 @) = [ (o= o)fw)dy
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Como a funcao que associa x € R™ a g(x —y) f(y) é continua. Da regra de Leibniz

3@-
(ver [9]), segue que

I(f*g)

)f(y)dy

)
o (2)) e

Teorema A.2. (Desigualdade de Young Generalizada, [15]) Sejam X =R", C >0 e

seja K uma fun¢ao mensurdvel sobre X x X tal que

Sprex/ |K (z,y)|dy < C, supyex/ |K (z,y)|dx < C,
X X

Se feL’(X),1<p<oo,afuncao Tf definida por

= /XK(%y)f(y)dy

estd bem definida (a menos de um conjunto de medida nula), Tf € LP(X) e Tf <
Clif -

Prova. Sejam 1 < p < oo e g 0 expoente conjugado de p, ou seja, — + — = 1. Temos
p

ITf(z)] < /\Kwy y)|dy
_ /X K (2, )75 ()71 £ () )y

Da desigualdade Holder, segue que

O |K<x,y>|dy)1/q( / IK(x,y)||f(y)|pdy)1/p
< cl/q( / |K<x,y>||f<y>|pdy)l/p,

elevando ambos os membros a p, integrando e usando o Teorema de Fubini, tem-se
[irs@pas < o [ [ K o) Py
X x Jx
< o [ pwpay
b's
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De onde segue que

ITfII < Y2 £l = ClL A,

provando-se entao o caso 1 < p < oo. A demonstracao para o caso p = 1 é similar e

requer somente a hipétese [, |K(z,y)|dz < C, e o caso p = oo é trivial.

Teorema A.3. (Desigualdade de Young) Se f € L'(R") e g € LP(R"), com 1 < p < o0,
entdo f*xg e LP(R") e

1F* glly < W[ llllgllp-

Prova Tomando K(z,y) = f(x — y), temos

Ty(x) = /X F(@— p)gl)dy = (f % ) (@),

entao basta aplicar o Teorema 1.2.
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Apendice B
Os Espacos L?

Nesta se¢ao, faremos uma breve revisao de conceitos de teoria da Medida. Nesta

segao, serviram de base as referéncias [17] e [25].

Definicao B.1. Uma o-dlgebra no conjunto X ¢é uma familia 3 de subcinjuntos de

X que satisfaz as sequintes propriedades:

(a) 0,X € %;
(b) Se A€, entao A°:=X — A€l
(c) Se A, € ¥ para todo n € N, entdo U A, e X
n=1

O par (X,0) é chamado de espaco mensurdvel. Cada elemento da o-algebra é
chamado de conjunto mensurdvel.

Se F' é uma colecao de subconjuntos de X, entao a intersecao de todas as o-
algebras que contém F' é também uma o-algebras, que denotaremos por X(F).

Quando (X, 7) é um espago topoldgico, a o-dlgebra (1) é chamada de o-dlgebra

de Borel de X e sera denotada por B = B(X).

Definigao B.2. Seja (X, X) um espago mensurdvel. Uma fungio f : (X,X) — R €

mensurdvel se f~1(A) € X para todo boreliano A de R.

Observagao B.3. Pode-se mostrar que [ serd mensurdvel se, e somente se, f~1((—o0, a])

pertence a o-dlgebra de Borel de R. (veja [17], pag.362).
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Em um espago mensuravel (X, ) é possivel introduzir um conceito chamado de
medida, que é uma fungao definida em 32, tomando valores em R e que apresenta uma

série de propriedades definidas a seguir.

Definigao B.4. Uma medida no espago mensuravel (X,%) é uma fun¢ao p : ¥ —

[0,00] e que satisfaz as sequintes condigoes:

(a) u(0) = 0;

(b) Se (An)y2y € uma sequéncia de conjuntos disjuntos dois a dois de ¥, entdo

,U(U) = ZM(ATL)~

O termo (X, 3, ) é chamado de espago de medida.

Proposicao B.5. Seja (X, %, 1) um espago de medida. Entao:

(a) Se A,Be ¥ eAC B,entao u(A) < u(B);
(b) Se A,Be X,AC Bepu(A) <oo,entao u(B — A) = u(B) — p(A);

(c) Se A, € ¥ paratodon € Ne A} C Ay C -- - entao ,u(U A,) = lim p(Ay);

n=1
o0

(d) Se A,, € ¥ para todon € N;A; D Ay O - - - entdo ,u(ﬂ) = lim pu(A,).

n=1

(e) Se A,, € ¥ para todo n € N, entao M(U) < Zu(An).
=1 n=1

n

Sejam (X, ¥, u) um espaco de medida e 1 < p < oo. O conjunto de todas a

fungoes mensuraveis de X em R tais que

11l = ( / If!”du)p < oo,

serd denotado por L,(X, %, p).
Observe que, em geral, || - || ndo é uma norma em L, (X, X, i), pois podemos ter

| fll, =0 sem f ser identicamente nula.
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Se (X, %, p) é um espago de medida, podemos introduzir uma relagdo de equi-
valéncia dizendo que duas fungoes f, g : X — R sao equivalentes se existe um conjunto
A e X tal que p(A) =0e f(z) = g(z),Yx ¢ A, ou seja, se f = g u-quase sempre.

O conjunto quociente

LP(X>E7M) = {[f] : f € LP(X72>M)}7

com as operagoes [f]+[g] = [f+g] e ¢[f] = [cf], tornam L, (X, ¥, i) um espago vetorial.
Definindo ||[f]|, := || ]|, temos que (L,(X, X, w), ||.||,) é um espago vetorial normado.
Pode-se provar que na verdade (L,(X, %, 1), |.||,) ¢ um espago de Banach, como
veremos no préximo teorema.
Considere agora o espago L. (X, 3, 1) de todas as fungoes que sao limitadas p-

quase sempre. Se f € Loo(X, %, 1) e N € ¥ é um conjunto de medida nula, defini-se

S(N) = sup{|f(z)] : 7 ¢ N} e
1]l = inf {S;(N) : N € £ e u(N) = 0}.

Observe que novamente podemos ter ||f|l« = 0 sem que f seja identicamente nula.
Construindo classes de equivaléncia de maneira analoga ao caso em 1 < p < 0o, defini-
mos Lo (X, X, 1) como o conjunto das classes de equivaléncia de fungoes mensuraveis

f X — R que sao limitadas p-quase sempre. Se para [f| € Lo (X, X, 1) definirmos

I oo = M1 flloos

temos que (Loo(X, X, 1), || - ||oo) é um espago de Banach.

Teorema B.6. Se 1l <p < oo, entdo (L,(X,3, u),|.|l,) € um espago de Banach com

a norma

= ([ 15Pa) " se1<p< oo
I[f]lloc =1nf {S¢(N): N € ¥ e u(N) =0} sep= o0,

onde N € ¥ tem medida nula e S¢(N) =sup{|f(z)| : z ¢ N}

Prova. (Vide [17], pags. 10 e 11.)
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Teorema B.7.(Desigualdade Holder para integrais.) Sejam f € L,(X,X,u) e g €
Ly(X, %, ), entao fg € Li(X,%, ) e

1 glly < [/ 1lp - llgllq

Prova. O caso ||f], = 0 ou ||g|]|, = 0 é trivial. Considere || f]|, # 0 # ||gll,- Serd

mostrado primeiramente que para quaisquer a e b positivos, temos

T b
aa.bagng_ (B.1)
p q

Para tanto, considere para cada 0 < o < 1 a seguinte fungao:

fa:(0,00) — R

t — t*—at

Observe que f assume um maximo em ¢t = 1 e que portanto t* < at + (1 — «)
para todo ¢ > 0. Tomando t = § e o = 217 conclui-se (B.1). Para os casos em que a = 0

ou b =0, (B.1) também se verifica, basta tomar

()] lg(a)]
— b=
TR T Tl

Teorema B.8. (Desigualdade de Minkowski para integrais.) Sejam 1 < p < oo e
(X, X, 1) um espago e medida. Se f,g € L,(X, X, p) entdo f+g € Ly(X,2,u) e

1F+glle < 1 fllp+ llgllp- (B.2)

Prova. Veja que quando p =1 ou || f + g||, = 0, o resultado é claro. Podemos supor

entdo || f + g|l, # 0 e p > 1 para todo x € X, desse modo temos

[f(z) +g@)" < (If(@)]+19(=)])" < 2max{|f(z)].|g(z)|})"
= 2°(2max{|f(z)],|g(x)[})" < 2°(|f(2)[" + |9 (x)["),
de onde seque que f + g € L,(X, ¥, u). Iremos agora provar (B.2). Veja que
[f(z) +g(@)" = |f(@)+9(@)]|f(@)+ g(z)][p-
< [f(@) + 9@ (f ()] + ()
= |f@)]-[f(z) +g@)P~" +|g(@)| - |f(2) + g(x)["~",  (B.3)

8
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para todo x € X. Tomando ¢ > 1 tal que 1/p+1/q = 1 temos (p—1)g = p, e portanto
|f +g[P = |f +g|7 € Ly(X, %, 11). Usando a Desigualdade Hélder, temos

. r=1g P ;. (p—l)qd )q’
/lel If +g" " du < (/lel u) (/X|f+g| 1

. p—1 P ;. (p—1)q ‘
/Xlgl |f+gP " duy < (/Xlgl du) </X|f+g| du) :

somando as desigualdades acima e usando (B.3), tem-se

[ 1+ g < (/X|f+g|”du)2- [(/lelpd/z);+(/Xlg|pdu);],

e dividindo ambos os membros por

(/X |f+g|pdu);,

chega-se ao resultado.
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Apéndice C

Alguns Resultados de Analise

Funcional.

Exibiremos agora alguns resultados classicos de Andlise Funcional, e para isto

serviram como referéncias: [22],[17] , e [14].

C.1 Teorema do Ponto Fixo de Contragoes

Uma funcao f : M — N entre dois espagos métricos M é N é chamada contracao,
quando existe um numero real k, 0 < k < 1, tal que d(f(z), f(y)) < k- d(x,y) para
quaisquer x,y € M.

Toda contragao é uma aplicagao uniformemente continua. Um ponto x € M
chama-se ponto fixo de uma aplicagao f : M — M quando f(z) = z.

Dado f : M — M, escreveremos f2(x) = f(f(x)), f3(x) = f(f*(z)) e assim

sucessivamente.
Teorema C.1. Toda contracao f: M — M de um espaco métrico completo M , possui
wm inico ponto fivo. Dado qualquer ponto xg € M, a sequéncia f(xo),f(2o),....f x0),...

converge para o ponto fixo de f.

Prova. Tomando um zy € M arbitréario e escrevendo x,, = f"(xg).

Sera mostrado que (z,,) é uma sequéncia de Cauchy. De fato, temos d(f(z), f(y)) <
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kd(z,y) o que implica em d(zy, Tpy1) = d(f™ (o), f"(z1)) < k"d(x,21). Consequen-

temente,

IN

d(Tp, Tpip) d(x —n,Tpt1) + oo + A Tngp-1, Tntp) <

< (K" KT L d(ag, 7)) =

= K'(l=k+ - +k)dxz—02)<
kn
1—k

A

- d(zg, 7).

Quando n — 00,k™ tende para zero e em consequéncia, o diametro do conjunto
X, ={xn, xni1, ...} tende para zero e portanto (x,) é uma sequéncia de Cauchy. Como

M é completo, seque que existe x = limx,,,z € M. Temos entao

ou seja,r é ponto fixo de f. Resta mostrar que a unicidade. Observe que se f(z) = x
€ f(y) = y entao, d<$7y) = d(f(ﬁ(]),f(y)) <k- d(l’,y) e dal temos (k - ].)d([)’},y) = 0.

Como k — 1 < 0 devemos ter d(z,y) = 0, o que implica em x = y.

C.2 Teorema de Hahn-Banach

Teorema C.2. (Teorema de Hahn-Banach-caso real) Sejam E um espaco vetorial

sobre um corpo K=C ouR ep: E — R uma fungao que satisfaz
plazx) = |a|p(x) para todo a € Ke todo x € E, e

p(z+y) < p(z)+ ply) para quaisquer x,y € E

Sejam também G um subespago vetorial de E e p : G — R um funcional linear tal
que |(x)| < p(x) para todo x € G. Entdo existe um funcional linear  : E — R que
estende @, isto € §(x) = ¢(x) para todo v € G, e que satisfaz |p(z)| < p(x) para todo

r e F.

Prova. (Vide [17], pp. 58-59, Teorema 3.1.2).
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Corolario C.1. Seja G um subspaco de um espaco normado E sobre K = R ou C
e seja p : G — K um funcional linear continuo. Entdo existe um funcional linear

continuo @ : E — K cuja restri¢io a G coincide com ¢ e [|@|| = ||¢||.

Prova. Aplique o Teorema C.2. com p(z) = ||¢|| - ||]]-
|

Corolario C.2. Seja E um espaco normado. Para todo xq € E,xg # 0, existe um

funcional linear ¢ € E' tal que ||¢|| =1 e ||o(zo)|| = ||zo]|-

Prova. Aplique o Corolario C.1 para G = [xg] e p(azg) = al|zo]|.

C.3 Espacos de Sobolev W1!»

Abordaremos nesta segao alguns resultados de analise funcional em espacos de
Sobolev, desde das a defini¢oes basicas até o teorema de imersao compacta de Rellich-
Kondrachov. Para tanto, seguiremos [14].

Antes de definir propriamente os espacos de Sobolev, faz-se necessario enfraque-

cer a nocao de derivada parcial.

Observagao C.1. Denotaremos por C° o espago das funcoes ¢ : U — R infinita-
mente diferencidveis com suporte compacto contido em U. As fungoes ¢ € C° recebem

também o nome de funcgoes teste.

Observacao C.2. Denotaremos também por a = (o, g, ..., av,) como multiindice de
ordem |a| = ay + ... + a,, = k, de modo que, dada uma fungdo ¢ € C*(U) tem-se

o o

D=~ L
¢ ox{t  Ox!

¢

h

Defini¢ao C.1. Suponha u,v € L. e o um multi-indice. Dizemos que v e a o~

derivada parcial fraca de u e escrevemos Du = v se

/UuDagf)dx: (—1)""'/Uv¢dx,
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para todas as funcoes teste p € CX(U).

Fixe 1 < p < o0 e seja k um inteiro nao negativo. Iremos trabalhar agora certos
espacos de funcgoes, cujas derivadas fracas de varias ordens estao contidas em varios

espacos L.

Definigao C.2. O espaco de Sobolev WEP(U) consiste de todas a funcoes mensurdveis
u: U — R tais que para cada multi-indice o com |a| < k, D*u existe no sentido fraco

e pertence a Ly,.

Se p = 2, escreve-se também

HYU) =W"(U) (k=0,1,..).

Definigao C.3. Se uw € W*P(U), defini-se sua norma por

(Elagk = ]Do‘u|pdx); (1<p<o0)

Zm\gk esssupy |D%u| (p = 00)

HUHWM(U) =

Definicao C.4. O fecho do conjunto C°(U) em W*P(U) € denotado por WP (U)

Pode-se compreender o espago I/VéC P(U) como o conjunto das fungoes de Wk (U)

tais que ” D% = 0 em 0U”para todo |a| < k — 1. E costume também se escrever

H§(U) = Wy (U)

Teorema C.3. Para cada k =1,... e 1 < p < 00, 0 espago de Sobolev W*P(U) é um

espaco de Banach.

Prova. (Vide [14], pp. 262 e 263.)
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Nos préximos teoremas mostraremos que se uma fungdo u pertence a um espago

WhP(U) entao u pertence automaticamente a outros tipos de espagos de funcoes.

Definicao C.5. Se 1 < p < n, o conjugado Sobolev de p é

Observe que

Teorema C.4. (Inequacao Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Assuma 1 < p < n. existe

uma constante C', dependendo unicamente de p e n, tal que
[ull o (R") < C|| Dul| o)

para todo u € CHR™).

Prova. (Ver [14], p.277, Teorema 1).
|

A inequagao de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev mostrou que W'?(U) estd imerso

em LP (U) para 1 < p < n, p* = 2. O préximo teorema ira afirmar que de fato

n—p

WLP(U) estd compactamente imerso em Li(U) para 1 < q < p*.
Definicao C.6. Sejam X e Y espacos de Banach, X C Y. Dizemos que X estd
compactamente imerso em Y, e escrevemos
X CcCy,
se,

(1) |lully < C|lu|lx(u € X)para aguma constante C'

(17) cada sequéncia em X é pré-compacta em Y.
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Mais precisamente, a condi¢ao (74) implica que se uma sequéncia {u;},—, é uma
’ kSfk=1
~ . ~ A~ . o
sequéncia em X com supy [|ul|, < oo, entdo alguma subsequéncia {uy, }jfl C{ug}pe,

converge em Y para algum limite w:
hrn Hukj — UHY = 0.
j—00

Teorema C.5. (Teorema de Compacidade de Rellich-Kondrachov). Seja U um con-

junto aberto e limitado de R™ e OU é C*. Suponha 1 < p < n. Entdo
WP(U) cc LI(U)

Prova. (Veja [14], p.287-288, Teorema 1).

C.4 Operadores de Fredholm

Nesta secao, serao expostos alguns resultados sobre os chamados operadores de
Fredholm. Tais operadores tem forte relagao com a teoria espectral de operadores line-
ares compactos autoadjuntos em espacos de Banach, desse modo é necesséaria também
uma breve exposi¢ao sobre tais operadores. Para isso, serviram como referéncias: [1]

[17].

Dado um operador L : E — F, entre espacos vetoriais E e F', definimos seu

conticleo como sendo o espago quociente F'/ImL, que denotaremos por coKerL.

Definicao C.6. (Operador de Fredholm) Um operador linear L : E — F ¢é dito de

Fredholm se KerL e coKerL tem dimensao finita. Neste caso, seu indice € o inteiro
ind L = dim Ker L — dimcoKer L.

Observacao C.3. Se E e F tem dimensao finita entdo L serd necessdariamente de

Fredholm. De fato, pelo Teorema do Niucleo e Imagem, tem-se dim £ = dim KerL +
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dim ImL, e consequentemente;

ind L = dim Ker L —dimcoKer L
= dim FE —dimIm L — (dim F' — dimIm L)

= dim F — dim F.

Também ¢é facil ver que um isormofismo é um operador de Fredholm de indice 0.

Serda mostrado no restante desta secao que se K : E — E é um operador com-
pacto, entao I — K é um operador de Fredholm de indice 0, onde I é a identidade.

Antes precisamos definir com mais detalhes o que é um operador compacto entre

espacos de Banach.

Definicao C.7. Seja K : E — F um operador linear (nao necessariamente limitado),

onde E e F sao espacos de Banach. Dizemos que K é compacto se leva conjunto limi-

tados de E em conjuntos relativamente compacto de F, isto é, K(A) é compacto para

qualquer subconjunto limitado A

Teorema C.6. Se K : E — E ¢ um oprador compacto, entao I — K € um operador

de Fredholm e, além disso,
ind (I —K)=ind I =0
Prova. (Veja [1], p. 38, Teorema 2.3.11).
|

A seguir lembraremos o conceito de operador adjunto em espacos com produto

interno.

Definigao C.8. (Operador adjunto em espagos de Hilbert). Seja T': Hy — Hs um
operador limitado, onde Hy e Hy sao espacos de Hilbert. Entao operador T de T €

um operador T% : Hy — Hy tal que,
(Tx,y) = (x, T"y) ,Yor € H;,Vy € Hs.

Dado um espaco de Hilbert H, temos que um operador L : H — H sera dito ser

autoadjunto se (Lx,y) = (x, Ly) ,Vz,y € H.
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Iremos agora abordar algumas nocoes de teoria espectral para operadores auto-
adjuntos.

A seguir, L(F) denotard o conjunto dos operadores lineares limitados de E em E.

Definigao C.9. (Espectro de um operador) Seja L € L(E). Um valor regular de
L é um nimero A € K tal que o operador L — N\ € inversivel em L(E). O conjunto
de todos os valores requlares de L, denotado por p(L), é chamado de conjunto re-
solvente de L. Seu complementar o(E) = K — p(L), é chamado de espectro de L.
Dizemos que A é um valor espectral de L se A\ € o(L). Para A\ € p(L), o operador
R(A) = (L — M)t é chamado de resolvente de L.

Um autovalor de um operador L é um nimero A € p(L) tal que L — Al néo
¢ injetor, ou seja, se A é um autovalor de L, entao existe um elemento v € F ~
{0} tal que Lv = Av, denotaremos o conjunto dos autovalores de L por AV (L). O
vetor v é chamado de autovetor L correspondente ao autovalor A\. O auto-espaco
associado a um autovalor A de L é o subespaco vetorial gerado pelos autovetores de L
correspondentes aos autovalores de .

Se E tem dimensao finita, o espectro de um operador L € L(FE) é composto
pelos autovalores de L. Isso é consequéncia do fato de que todo operador linear em um
espaco normado de dimensao finita é inversivel se, e somente se, é injetor.

Em dimensao infinita podemos ter A € o(L) com L — AI injetor. Para ver isso,
considere o espago de Hilbert I? (espego das sequéncias (x,)7°; tais que Y. |x,|? é
convergente), e o operador shift & direita dado por T : [*> — 2, Tz = (0,1, &, ...) para
r=(£,). Vejaque 0 ¢ AV(L) e 0 € o(T) (Ker L={0} e Im L # [?).

Para operadores compactos entre espacgos de dimensao infinita, tem-se outro re-
sultado relacionando espectro e conjunto de autovalores. A seguir denotaremos por

K(E) o conjunto dos operadores compactos de E em E.

Teorema C.7. Seja L € K(E) com dim E = oco. Entao, 0 € (L), o(L) ~ {0} =
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AV (L) ~ {0} e uma das alternativas € verificada:

x o(L) = {0}, ou
x o(L)~ {0} ¢ finito, ou

* o(L) ~ {0} possui uma sequéncia convergindo para zero.

Prova. (Ver [17], p. 196-198, Teoremas 7.3.6 e 7.3.7.).
|

Para o caso em que um operador L € L(H) é autoadjunto, temos o seguinte

resultado.

Teorema C.8. Seja H um espaco de Hilbert. O espectro o(L) de um operador auto-
adjunto L € L(H) € real.
Prova. (Ver [17], p. 206, Teorema 7.5.3.)

[ |

Proposicao C.1. Sejam H um espaco de Hilbert e L € L(E) um operador compacto

e autoadjunto. Entao:

(a) o(L) # 0
(b) Se o(L) = {0} entao T'=0.

Prova. (Ver [17], p.207, Corolario 7.5.5).

C.5 Algumas Propriedades Espectrais

Antes enunciar um dos principais resultados desta secao, precisaremos de mais

alguns resultados sobre teoria espectral em espacos de Banach. Seguiremos para isso,

21].
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O resolvente Ry = (L — AI)~! é uma fungao analitica de A\ em uma vizinhanga
de cada ponto regular v.

Seja K a classe de todas as fungoes de varidveis complexas que sao analiticas
por partes sobre o espectro o(L). Isso significa que uma fungao ¢ pertence a K se

satisfaz as seguintes propriedades:

1) O dominio da definicdo Dy de ¢(A) consiste de um nimero finito de componentes
abertas cuja uniao contém o espectro o(L) de L, com cada componente contendo pelo
menos um ponto do espectro;

2) A fungado ¢(\) é holomorfa por partes, isto é, holomorfa em cada componente do

dominio de defini¢ao Dy.

Existe um isomorfismo algébrico, pelo principio de F.Riesz, entre a algebra K, e
uma certa algebra comutativa de operadores tais que a func¢do ¢(\) = A corresponde ao
operador L e ¢(A\) = 1/(\ — 2) (2 ¢ o(L)) corresponde ao resolvente R, = (L — zI)™'.

A partir disso, define-se para ¢p(\) € K,

o) = ——— [ G RN (1)

21 Jp,

A correspondéncia ¢(\) <> ¢(L) é claramente linear e a propriedade multiplicativa
segue tomando tomando ¢1(\)1, p2(N)] como Fi(A) e F»(\) na seguinte férmula

{_L/FA Fl(A)RAd)\} : {—QL /FA F2(>\)R)\d>\} = —% FL(N) R fo(A)dA,

2mi i T ),

onde F(\) e F5(\) operadores funcionais analiticos por partes no espectro o(L).

A correspondéncia A <+ L segue da relagao

1
—— [ AML=AD"'dr=1L,

27 Jp,

Considere agora um operador L cujo espectro forma um conjunto desconexo. Um
subconjunto fechado de o(L) cujo complementar em (L) é também fechado é chamado

de conjunto espectral . Suponha



onde os conjuntos ox(L) (k = 1,...,m) sdo conjuntos espectrais disjuntos. Podemos
assumir o contorno [, consistindo de partes disjuntas [, cada qual sendo o bordo de
um dominio Gy contendo o correspondente conjunto espectral oy (L).

Seja

1 para \ € Gk,
P(A) =
0 para A € G, j # k.

As fungoes ¢(A) (K =1,...,m) pertencem a K 4, e podemos, portanto, escrever

1 1
k= n(L) = —5 . PN RrdA = —o— . RydA, (C.2)
de onde seguem as relacoes
Pr(N)@;(A) = P (N); Z@(M =1
k=1

que estdo claramente satisfeita no dominio G = J;.; Gj. Também temos

PPy =0 (k#3j); PP=P; Y Po=1 (C.3)
k=1

Assim, os operadores P, formam uma decomposicao da identidade em uma soma
de projecoes.

Da férmula (C.2) segue que o operador P, comuta com L, ou seja, PyL = LP;
(k=1,2,...,m).

A comutatividade das relagoes (C.3) é equivalente a afirmagao de que cada su-
bespaco [ = Py é invariante sob a agao de L. (ver [21], pag. 20).

O espectro o(L|f) da restricao de L ao subespaco () coincide com o conjunto
espectral oy (L).

O subespaco 3 é a soma direta S + ... + 5,,, como segue da ultima relagao em
(C.3).

Denotaremos a seguir a projecao Py e o subespaco By = P de projecao espectral
e subespaco invariante, respectivamente, correspondentes ao conjunto espetral oy (L).

No caso em que o espectro do operador L nao intersecta o eixo imaginario,
o_(L) e o0,(L) denotardo conjuntos espectrais de L contidos no interior dos semi-

planos complexos esquerdo e direito respectivamente. Nessa situacao, escrevemos

o(L)=04(L)Uo_(L).
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As correspondentes projegoes espectrais serdo denotadas por P. = P_(L) e
P, = P,(L) e serao denominadas de projecao espectral positiva e negativa, respec-

tivamente.

Teorema C.9. Sejam H um espaco de Hilbert e L € L(H) um operador de Fredholm

auto-adjunto. Entao existe uma unica decomposicao
H =P, (L)® P_(L)® Fy(L),
tal que:

i. Py(L) =ker L

ii. Im L= P.(L)® P_(L),

iti. P.(L) e P_(L) sao subespagos fechados de H invariantes por L,
iv. Po(L), P_(L) e ker L sao dois a dois ortogonais e

v. L € positivo definido em P, (L) e negativo definido em P_(L).

Prova. (Ver [1], p. 71, Teorema 3.5.19 e p. 73, Proposi¢io 3.4.1).

Observagao C.4. Os operadores projecao sao dados por

1
P+(L) - —% . RAd)\
+
1
P_(L) = —2—m . RAd)\
1
PO(L) = —% FR)\d)\
0

onde Iy, (k= +4,—,0) é o contorno de um dominio Gy, contendo os correspondentes

conguntos espectrais (Ver [21], pp 15-21).
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