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Resumo

Mostramos, através da minimizacao de funcionais, a existéncia de trajetoérias hetero-
clinicas conectando equilibrios —1 e 1 para varias classes de problemas nao auténomos

de segunda ordem do tipo
Z(t) = a(t)V'(x(t)).
Consideramos para a funcao a os seguintes casos: constante, periodica, assintotica-

mente periodica ou coerciva. Além disso, tratamos de uma condicao especial para o

problema, a qual serd chamada de uma condicao de Rabinowitz.

Palavras-chave: Trajetorias Heteroclinicas, Minimizacao de Funcionais, Problemas

Nao-Autonomos de Segunda Ordem.



Abstract

We proof, using the minimization of functionals, the existence of heteroclinic trajecto-
ries conecting equilibria —1 and 1 for a few number of non-autonomous second order

problems like
B(t) = a(t)V'(x(1)).
We consider for the function a the following cases: constant, periodic, asymptotically

periodic or coercive. Besides that, we treat a special condition for the problem, and

we call it a Rabinowitz’s condition.

Keywords: Heteroclinics Trajectories, Minimization of Functionals, Second Order

Non-Autonomous Problems.
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Introducao

Ao considerarmos equacoes diferenciais do tipo

j:f(t7x)7 (1)

uma interessante questdo a ser investigada é a existéncia de trajetorias (ou oOrbitas)
que conectam equilibrios desta equacao: por equilibrio entendemos ser solugoes identi-
camente constantes de (1). Tais trajetorias (que sdo solugoes de (1)) sdo chamadas de
homoclinicas se descrevem um ’loop’ em um mesmo equilibrio (ou seja, tém "inicio" e
"fim" no mesmo ponto); caso a trajetoria conecte dois equilibrios distintos da equacao,
a chamamos de heteroclinica. Em outras palavras, sendo p e ¢ equilibrios de (1), dire-
mos que x é uma trajetéria homoclinica conectando p quando ocorre . Eimoox(t) =p; e
que é uma trajetoria heteroclinica conectando p e ¢ caso tg@w z(t)=pe tlgglo z(t) = q.

Definimos ainda um ciclo heteroclinico que consiste de varias orbitas heteroclinicas

z;(t) (j =1,...,n) tais que para equilibrios py, ..., p, tem-se
tllgloxj(t) = Pj+1 = tEI—Ilooxj+1(t)’ j = 17 ceey Ty

com Z,y1 = Ty € Ppr1 = p1. (vide Figura 1)

P2
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Figura 1: A esquerda um exemplo de trajetéria homoclinica; ao centro uma trajetoria

heteroclinica e a direita um ciclo heteroclinico.



Orbitas homoclinicas geralmente surgem ao considerarmos sistemas nos quais
existem apenas uma fase (ou um estado, excluindo-se da contagem o proprio estado de
equilibrio). J4 as orbitas heteroclinicas aparecem para sistemas que percorrem e variam
por diversos estados distintos, tendo a mudanca de um estado para o outro determinada
por uma dessas orbitas. Podemos dizer entao que as trajetorias heteroclinicas separam
fases distintas do problema. Temos ainda que para o caso particular no qual (1) é
autonoma, as trajetorias homoclinicas e heteroclinicas atuam no plano de fases como
separatrizes entre regioes nas quais as demais solucoes tém comportamentos distintos,
e isto nos ajuda a determinarmos o comportamento das solucoes em todo o plano.

E possivel encontrarmos grande aplicabilidade destas 6rbitas em Teoria da Bi-
furcacao e em Teoria do Caos, teorias estas onde, na verdade, as trajetorias tiveram o
seu surgimento (vide por exemplo as referéncias [7], [15], [17] e [18]). Mas podemos ir
além e destacarmos aplica¢oes & Quimica e & Biomatematica (vide [11] e [16]), além de
varios modelos fisicos nos quais esses tipos de solucoes também tém lugar garantido.

Nesse momento, com o intuito de estudarmos um caso particular da equagao (1),
iremos considerar f(t,z) = a(t)V'(x(t)), e estaremos interessados em garantirmos a
existéncia de solugoes heteroclinicas conectando os equilibrios —1 e 1 para o problema
nao-autonomo

i(t) =a®)V'(z(t)), VteR, (2)
x(t) > —1set - —oc0 e z(t) = 1set— oo, (3)
onde V : R — R é uma funcao satisfazendo as propriedades
(Vi) V € CX(R.R);
(Vo) V(t) >0,VteR e V(=1)=V(1)=0;
(V3) V(t) >0,Vte (—1,1);
(Va) V"(=1),V"(1) >0,
e a: R — R é uma funcao continua pertencente a uma das seguintes classes:

Classe 1: a é identicamente uma constante positiva;

Classe 2: a é uma funcao periddica continua com

inf a(t) = ap > 0;
teR



Classe 3: a é assintoticamente periodica, ou seja, existe uma funcao peridédica continua

ap : R — R tal que

la(t) —ap(t)] = 0 quando |[t| — oo

0< inﬂga(t) <a(t) <ap(t), Vt eR;
€

Classe 4: a é coerciva, isto é,

0< 7inﬂga(t) e a(t) — oo quando [t| = oo;
S

Classe 5: a € L>*(R) e

liminf a(t) = ax > infa(t) = a(0) > 0.
1|tr‘ri>10r<1>a() a >%2Ra() a(0) >

Esta tdltima classe de fungoes foi introduzida por Rabinowitz [20] ao estudar

existéncia de solucao para equacoes diferenciais parciais do tipo
—Au+Viex)u = f(u), z € RY,

onde € > 0 ¢ um parametro. De agora em diante, diremos que uma funcao

pertencente a essa classe cumpre a condicao de Rabinowitz.

Dentre os métodos utilizados para garantirmos existéncia de solucoes hetero-
clinicas, focaremos nos métodos variacionais, combinando ideias classicas da teoria de
equacoes diferenciais ordindrias com a moderna teoria de pontos criticos. Grande parte
da contribuicao nessas técnicas dar-se a Ambrosetti, Bolotin, Coti Zelati, Ekeland, Ra-
binowitz e Séré ([2], [4], [9], [10] e [19]). Nesse caminho, iremos considerar, associado
(R) — [0, oo] definido por

a equagao (2), o funcional J : H},

< /1
J(x) = / <§:c(t)2 + a(t)V(x(t))) dt, (4)
e 0 nosso objetivo serd o de minimiza-lo no conjunto

W={zeH, R) | z+1€ H(~0,0)ex—1¢€ H'(0,00)}, (5)

ganhando assim (como veremos ao longo dos estudos) solugoes para o problema (2)-(3).



Vale ressaltar de inicio algumas das dificuldades que encontraremos pelo cami-
nho: a primeira ¢ que o conjunto W nao ¢ Banach; na verdade, W nao chega a ser
espaco vetorial. Porém, ainda conseguiremos garantir a diferenciabilidade de J, re-
sultado essencial para podermos comprovar que pontos de minimo sao solucoes. A
segunda dificuldade é escolhermos sequéncias minimizantes de J em W que cumpram
adequadamente este papel, ou seja, sequéncias que nos deem uma menor quantidade
de energia acumulada. Com esse objetivo, grande parte do trabalho serd focado em
obtermos tais sequéncias.

Como panorama geral, o texto estard dividido da seguinte maneira: no Capitulo
1 trataremos de aspectos gerais do funcional .J, tais como garantirmos que ele é dife-
renciavel (apesar do espa¢o W nem sequer ser espago vetoriall) e que os pontos que o
minimizam sao, de fato, solucdes heteroclinicas para o problema. Além disso, trazemos
no Capitulo 2 a garantia de existéncia de solucao quando a funcao a for constante e,
posteriormente, periddica (classes 1 e 2, respectivamente). A principal referéncia no
estudos desses casos foi [5].

Dando continuidade, teremos no Capitulo 3 a garantia de existéncia de solucao
heteroclinica quando a for assintoticamente periddica (classe 3). Ainda neste capitulo,
trataremos do caso coercivo (classe 4) que, devido & implementacdo de uma imer-
sdo continua conveniente em H'(R) (e consequentemente de imersoes continuas em
H'(—00,0) e H'(0,00)), podera ser abordado como no caso anterior. Estes resultados
sao encontrados em [1].

No Capitulo 4 estudaremos o problema quando a cumprir & condicao de Rabi-
nowitz (classe 5). Porém, nesse momento serd necessario introduzirmos o funcional
Jo: HL (R) — [0, 00] dado por

loc

< /1
na) = [ (GH07+ v ete)) ©)
—0oQ
onde € > 0 ¢ um parametro. Neste caso, encontraremos solucao heteroclinica apenas
para e suficientemente pequeno. Também tivemos como principal referéncia [1].
Por fim, trazemos mais algumas classes de funcoes que foram investigadas e sabe-
se da existéncia de solucao heteroclinica para elas, citando suas respectivas referéncias.

No mais, contamos com um Apéndice elencando resultados classicos e que serao im-

prescindiveis para o entendimento das demonstragoes apresentadas aqui. Ainda em

9



Apéndice demonstramos propriedades complementares que nao foram resolvidas du-
rante o texto para nao desviarmos a atencao do leitor no que de fato era importante

naquele momento.
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Capitulo 1

O Funcional Associado ao Problema

Para os topicos que estabeleceremos neste primeiro capitulo ¢ necessario apenas
supormos que a funcao a : R — R seja continua e existam constantes ag, a; > 0 tais
que

ap < a(t) <ap, VteR. (1.1)

A apresentacao serd a mais geral possivel, e os resultados aqui demonstrados serao
pecas fundamentais para determinarmos a existéncia de solucoes heteroclinicas para
problemas de segunda ordem nao-auténomos. Mas colocarmos esta hipotese sobre a
pode causar, a principio, certo incomodo para os leitores que ja se preocupam em como
iremos lidar com o caso coercivo: no Capitulo 3 teremos o cuidado de fazer os ajustes
necessarios para tratarmos dessa classe de funcoes, e nao termos que apresentar novos
resultados ou adaptacoes demasiadamente trabalhosas.

Consideremos entao o problema de segunda ordem nao-auténomo como ja pro-
posto na introducao:

() = a(t)V'(z(t)), t € R, (1.2)
z(t) > —1lset— —o0 e z(t) = 1set— oo, (1.3)
onde V : R — R é uma funcao verificando
(V1) V € C*(R);

(Va) V() > 0,¥teR e V(—1)=V(l)=0;



(V) V() >0,¥t e (~1,1);
(Vi) V"(=1),V"(1) > 0.

Observemos inicialmente que V'(1) = V/(—1) = 0. De fato, suponha por con-
tradicao que ocorra V'(—1) # 0 ou V'(1) # 0 e, sem perda de generalidade, considere
V’(1) > 0. Entdo, pela continuidade de V' devem existir ¢ > 0 e 6 € (0,1) tais que
V'(t) > ¢ para todo t € (1 — 0,1+ ). Logo, se 1 —9 <ty <1 segue de (V3) que

1
—Vity) =V(1)—=V(ty) = /t V'(t)dt > (1 —tg) > 0,
0
donde V' (¢y) < 0, um absurdo. Analogamente podemos resolver todos os demais casos,
a saber V'(—=1) < 0, V/(=1) > 0 ou V(1) < 0. Dessa forma, garantimos V'(1) =
V'(—=1) = 0 e podemos concluir que —1 e 1 sdo equilibrios de (1.2) e, portanto, faz
sentido procurarmos por trajetorias heteroclinicas conectando-os.

Continuando a analisar a funcdo V teremos o seguinte. Por (V}), sabemos que
V”(1) > 0 e assim existe 71 € (0, 1) de tal forma que V' tem comportamento decrescente
em [1 — vy,1] e crescente em [1,1 4 ]. Além disso, V”(—1) > 0 implica que existe
72 € (0,1) tal que V' tem comportamento decrescente em [—1 — v, —1] e crescente em

[—1, =1 + 72]. Escolhendo

Yo = min{71>72} € (07 1)7 (1'4)
tem-se

21 < zgem [—1 =7y, —1] ou 21 < zpem [l —7,1] = V(z)>V(2)
21 <zgem [—1,—1+7] ou z1 <zmem [1,1+7] = V(1) <V(z).
Afirmamos agora que de (V;) — (V}), existem constantes C, Cy, 09 > 0, com C) < Cy,

tais que

Cit =12 <V({) < Co(t — 1) YVt e (1—0do,14 &)

Cilt + 1> < V(t) < Co(t +1)%, Vt € (=1 — 8y, —1+dp).

12



b 3b
Provemos este fato. Seja b = V”(1) > 0. Logo, 5 < V'(1) < 5 e assim, pela

continuidade de V" (ja que V & de classe C*(R)), deve existir d; > 0 satisfazendo

te(1—01,140) = g <V'(t) < %b (1.5)
Lembrando que V(1) = V’(1) = 0, temos:
i) Casot € (1,1+ ), entao de (1.5)
! ! !/ ! 1 3b
Vi(t)=V'(t) = V(1) = V(s)ds<5(t—1)
1
Além disso,
! 3 [ 3b
V@zﬂ%ﬂ—Vﬂ%z/lWde<— (s —1)ds =2t~ 17 (16)
1 1
ii) Casot € (1 —6y,1), entdo
' 3b
-V'@t)y=v'(1)=V'(t) = / V"(s)ds < 5(1 —t)
t
Ademais,
' b [ 3b )
—V(t)=V(1)=V(t)= [ V(s)ds> — (s—l)ds:—z(t—l) :
t t
donde
3b ,
V(t) gz(t—l) : (1.7)
Com isso, por (1.6) e (1.7), obtemos
3b ,
te(l—0,146) = V()< Z(t—l)

Analogamente, mostramos que
b 2
te(1—10,1+46) = Z(t_ 1)° < V(1),

e portanto

teﬂ—&ﬂ+&):—%%ﬁf§V@§

Seguindo o mesmo procedimento, dessa vez com ¢ = V" (—1), é possivel encontrarmos

09 > 0 tal que

te(=1=10,—-140) = E(H 1) <V(t) < %(H 1)%.



Agora, basta tomarmos

0o = min{él, 52} > 0, (18)

b 3b 3
C7 = min {4_1’ 2} e Uy = max {Z’ ZC}’ encontrando as constantes desejadas.

E possivel ainda encontrarmos C' > 0 e £ > 0 de tal forma que seja valida a seguinte

desigualdade para V"
V() <Cls—1], Vse[-1-¢1+¢. (L9)

De fato, pois notando que

/ "
lim Vi(s) = lim VZ(s)
s—1s5—1 s—1 1
— V(1)
> 0,

deve existir £&; > 0 de tal forma que para |s — 1| < & tem-se

Z/T(Sl) - V”(l)‘ <1.

Ou seja,

V'(s)| < Cyls—1], Vse[l—¢&,1+&],
onde C; =1+ V"(1).

Perceba agora que

%
WV
sﬁ\fls—l

donde existe & > 0 tal que
V()| <|s—1|, Vse[-1—¢&,—1+&)].
Tomando £ = min{&;, &}, consideremos o niimero

n:max{":—(sl)‘ | 56[—1+§,1—§]}.

Dai,
V()| <nls—1|, Vse[-1+&1—¢],

e escolhemos C' = max{1 + V"(1),n}, concluindo a afirmacao.

14



A partir desse momento faremos algumas modificagcoes na funcao V' a fim de
garantirmos para ela uma ’boa’ geometria fora do intervalo [—1,1]. O que queremos
dizer por boa geometria ¢ que V nao atinge nenhum minimo (V' (¢) = 0) fora de [—1, 1].
Vale ressaltar que essas modificacoes serao necessarias nesse momento para enunciar-
mos resultados gerais em R, mas que posteriormente veremos que nao serd importante
o comportamento de V em (—oo,—1) U (1,00), ja que as solu¢oes para o problema

(1.2)-(1.3) serdo fungoes x € H. (R) N C?*(R) com x(t) € (—1,1), para todo t € R.

loc

Para tanto, iremos considerar (e sempre preservar essa notagao)

gy — min{yo,ég}, (110)

onde 7y ¢ dada em (1.4) e define intervalos para crescimento e decrescimento de V' e g
é dado por (1.8) e garante limitagoes para V proximo aos pontos —1 e 1. Assim, g¢ é

tal que

21 < zgem [—1 —gp,—1] ou 2z <zpem [l —eg, 1] = V(z1) > V(29)

21 <zpem [—1,—1+¢] ou 23 <zgem [1,14+¢)] = V(z1) < V(z).

Além disso,

Ci(t =1 <V({) <Oyt — 1) VYte (1—eo1+¢) (1.11)

Cilt +1)2 < V() < Cy(t + 1) Vte (=1 —¢gg,—1+¢). (1.12)

Uma observacao importante: suponhamos ¢y de tal forma que

V(-14¢ey) =V(1—¢g) = ( min V(t)) . (1.13)

te[—1+¢e0,1—¢€0)

Esta hipotese serd apenas para melhorar a escrita e a compreensao dos resultados que
serao apresentados. No entanto, ela pode ser desconsiderada, isso por que nao é neces-
sario que tenhamos tanta simetria em relacao a funcao V. Mas ao descarta-la, teremos
que sempre lidar com intervalos da forma (—1+ &1,1 — &3), onde ¢; sera a constante
satisfazendo as condigoes quando os valores estiverem proximos a —1 e g5 a constante
satisfazendo as condigOes para valores na vizinhanca de 1. Entao, para evitar esse tipo

de situac@o, podemos optar apenas por (1.13).
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Consideremos entio uma nova funcio V € C?(R) satisfazendo as seguintes proprieda-

des:
(Vs) V() =V (t), Vt € [-1 —eg, 1 +&);

(Vo) V(t) >0, Vit € (—00,—1 —e9) U (L + g, 00);
(V2) V'(t)t >0, Vt € (—o0,—1) U (1, 00);

(Vs) V(t) — oo quando [t| — co.

De agora em diante consideraremos sempre a funcao V, porém ainda iremos
denoté-la por V. Note que de (V;) e (V), ocorre V(t) = 0 se, e somente se, t = £1; de
(V7) temos V decrescente em (—oo, —1) e crescente em (1,00); e de (V3) segue que V/

torna-se coerciva.

Como mencionado na Introdugao, iremos considerar o funcional J : H. (R) — [0, oc]

definido por

J(z) = /OO (%:t(t)Q +a(t)V(x(t))) dt,

o0

e 0 objetivo serd minimiza-lo no conjunto W C H}. (R) dado por

W={zeH, R) | z+1€ H(~0,0)ex—1¢€ H(0,00)}.

O motivo para considerarmos J e W é que, como veremos em breve, as fungoes v € W

que minimizam o funcional J serdo solucoes da equagao (1.2).

Discorremos nesse momento sobre propriedades e observacoes a respeito de J e W.

Inicialmente observamos que para quaisquer x € W, v € H'(R) e h € R, tem-se
xr+hveW. (1.14)

Além disso, podemos definir uma meétrica no conjunto W: ora, para quaisquer x,

z €W, tem-se x — z € H'(R), nos garantindo a boa definigao da seguinte fungao:

p:WxW — [0,00)

(x,2)  +— plz,2) = [z — 2[lmE)

E possivel provarmos que (W,p) &€ um espaco métrico completo, e a demonstracio

encontra-se na proposicao A.4, Apéndice A.
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Observe que se x € W, entdo J(x) < co. Com efeito, pois x € W implica x — 1 €
H'(0,00) e assim (z — 1) = & € L?(0,00). Logo,

1

5 /000 i(t)? dt < co. (1.15)

Temos ainda que x(f) — 1 quando ¢t — oo, donde deve existir R > 0 tal que se

t > R entao z(t) € (1 — &g, 1 4+ &9). Dai, por (1.11), pela continuidade de V' e por

r —1 € L?*(0,00), obtemos
/Ooo dOV(()dt < a /Ooo V(a(t)) dt

R 00
— a1/0 V(a:(t))dt—l—al/R V(x(t)) dt g

ay /R V(z(t))dt + a1 Cy /Oo (z(t) — 1)*dt

R

IN

< 0oQ.

Assim, por (1.15) e (1.16) concluimos que
o) 1 ' )
5:5(25) +a(t)V(x(t)) ) dt < oo.
0
De maneira analoga provamos que
0 /1
/ (59':(75)2 + a(t)V(a:(t))) dt < oo,

e portanto

J(x) < oo, VreW (1.17)

Recordando (1.14), mostraremos que o funcional J é "Géateaux-diferenciavel" em W

no sentido de que para z € W, v € HY(R) e h € R, existe o limite

lim J(x + hv) — J(x)

b h (1.18)

Definiremos entao a notacao

J'(z) v = lim J(z + hv) — J(x)
h—0 h

9

€ provaremos que

J(z) v= /00 [Z(t)0(t) + a(t)V (x(t) v(t)] dt, Yo € W ev € H(R). (1.19)

oo
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De fato, inicialmente note que

. /0 ) (%(;I; T o) (1)? - %i(t)Q) it —
Ora,

e (caso |h| < 1)

]
—~
4~
SN—
<
—~
4~
SN—
+
N —
>z
e
—~
~~
SN—
_w
A

& ()[[o(t)] + %Ihllb(lt)\2
< fe(@le()] + [o@)]*.

Por z € W, segue z — 1 € H'(0,00), donde © € L?(0,00). Sabemos ainda que

v € L*(0,00), ja que v € HY(R). Dai, pela desigualdade de Hélder, obtemos
/0 (e@lo@)] + [0@)*) dt - < (2] 220,00 0] £2(0,00) + 10117 20,00)
< oo,

mostrando que 20+02 € L'(0,00). Segue entdo do Teorema da Convergéncia Dominada
g 8

de Lebesgue que

lim E /0 N (%(m oy (8)? — %z(@?) dt} ~ lim Ooo (a’:(t)@(t) " %h@(t)?)

h—0 h—0
= / x(t)o(t) dt.
0
Analogamente,
lim |~ 0 1( +h)'(t)2—1'(t)2 dt| = O p(t)o(t) dt
noo | )\ T 2" I A\ At
e portanto

h—0 S 00

lim E / h <%(x—|—hv)’(t)2 - %x’(t)Q) dt] - /_ Tamed. (1.20)

Por z € W, segue z(t) — 1 quando t — oo. Entdo, para & > 0 escolhido como em

(1.9) deve existir 77 > 0 de modo que

() — 1] <

b [

. YViE>Ty.
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Sendo v € H'(R), existe T, > 0 tal que

e consideremos entao

T = max{Tl, TQ}

Dai, pelo Teorema do Valor Médio, segue que existe 7, € (0,1) de tal forma que
V() + ho@) = V@®)| V(@) + mho(t) o)
h i (1.21)
= [V'(a(t) + nho(t))|[v(D)].

Ora, considerando |h| < 1, tem-se para t > T,

|z(t) + ho(t)]

IN

()] + 7| h[[o(2)]

IN

|z(8)| + |v(?)]
¢ ¢ (1.22)

14242
+2—'—2

= 14,

IN

e assim por (1.9), (1.21) e lembrando que |a(t)| < ay para todo t € R, obtemos

() |LEQLEID = VEEN o Clafe) + mhot) — 1ju(e)

aC|(z(t) — 1) + mho(t)[|v(?)]
t) = Uo(t)] + a1 Clreho (t)[o(1)]
)

< a1 C|x(
() = o) + a: Clu ().

< aClx(t

Como z — 1 € H'(0,00) e v € H'(0,00), entdo mais uma vez pela desigualdade de

Holder, garantimos que a;C(x — 1)v + a;Cv? € L (T, 00). Como

(o) Ve 1) - Vi)

lim
h—0

: ) = atV aloete)

concluimos do teorema de Lebesgue que

lm [ <a(t)v<x<t> +holt)) = wx(’f))) dt — / TV (@)t dt.

h—0 Jop T

Podemos garantir entao

im [ (a(t)v(‘”<t)+h”<t>)_V(“”(t))) dt — /0 T OV )t dr. (1.23)

h—0 0




Em (1.9), podemos escolher ainda C' e ¢ satisfazendo
Vs <Cls+1], Vsel[-1-¢1+¢],

e com procedimento anédlogo ao utilizado ha pouco garantimos que

lim (a(t)v(x(t)””(t))_V(‘”(t))) dt — / dOV ()0t dt.  (1.24)

h—0 | _ h

o0 —00

Entéo, pelas equagoes (1.23) e (1.24), segue

lm [ (a(t)v(x(t) + holt)) - V($(t))) dt — / TV @) dt. (1.25)

h—0 | _ h

o o0

Logo, de (1.20) e (1.25) concluimos

li JE ) = J(@) _ / T et di + / T a0l dt,

h—0 h

—00 —0o0

e portanto escrevemos

J(@) v = /_ T E0() + eV @) dt, Yo e W, Yo e HY(R),

(e 9]

como queriamos demonstrar.

Perceba que devido a a(t) > ag > 0 e V(t) > 0 para todo t € R, segue
J(x) >0, VeeW,

nos mostrando que J é um funcional limitado inferiormente. Consideremos entao o
ndmero

B =inf{J(z) | v € W}. (1.26)

A primeira observacao a ser feita é que B é um nimero positivo, ou seja, temos B > 0.

Ora, consideremos

52

(7:111i1’1{a0v(S> | O<8§%} > 0.

Dai,

—_

v
$? < do (8), quando 0 < s < 3" (1.27)
o

Sendo x € W, podemos escolher nimeros r, s € R, com r < s, tais que z(r) = 0,

0<z(t) <



Com isso, por ser z € W, pela desigualdade de Holder e por (1.27) garantimos

1 2 2
vl x(s)* — z(r)

IA
DO

IA
N

IA IA
b
‘M/\/\/‘\
/\

IN
~—~
<
—~~
8
S—
SN—
—
~
[\o}
~—~
[\
<
—
8
SN—
SN—
—
~
[N}

donde
J@) > Y yeew
8v/2
Portanto,
B inf J(@)> YL =0
zeW 8\/§
ou seja,

como queriamos demonstrar.

Caso x € W seja tal que J(z) = B, ou seja, o infimo seja na verdade minimo e seja
atingido em W, entdao é possivel mostrarmos que J'(x) = 0. A partir disso, podemos
concluir que z é solu¢do do problema proposto (1.2)-(1.3). E isto o que faremos no
primeiro lema a ser demonstrado: garantir que pontos em W que minimizam o funcional

J sao, na verdade, solugoes para o problema.

Lema 1.1 Se x € W werifica J(x) = B, entao x é solug¢ao do problema (1.2)-(1.3) e,
além disso, x € C*(R) com x(t) € (—1,1) para todo t € R.

Prova. Mostraremos inicialmente que ocorre
J'(z) = 0.
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Temos para quaisquer h € R e v € H'(R) que z + hv € W. Dai, sendo J(z) = B,
segue que para toda funcao v € H'(R) é valido J(z + hv) > J(x). Assim, para h > 0,

temos
J(z + hv) — J(x) >0,
h 2
e passando ao limite com h — 0, entao
J'(x)-v>0, Yve H'(R). (1.28)

Com isso, também ¢ valido

J(x)-(—v) >0, Vve H'(R).

Como
T@)-v= [ GO+ atV (o) o)
obtemos
0<J(z)(—v)=~J(x)-v, Vve H(R),
ou seja,

J(r)-v<0, Yve H'(R). (1.29)
Logo, de (1.28) e (1.29), temos

J'(r)-v=0, Yve H(R),
e portanto

J'(z) = 0.
Agora mostraremos que x é de fato solu¢ao para o problema. Considerando v € C'°(R)
e «, f € R tais que supp v C [«, 8], vale
0 = J(z)-v
= /OO [@(t)0(t) + a(t)V'(z(t)) v(t)] dt



e segue do Lema de DuBois-Raymond (vide Lema A.1, Apéndice A) que
Z(t) = a(t)V'(z(t)), q.s. em R.

Como a expressao no lado direito da tltima igualdade é uma func¢ao continua, conclui-

mos que a igualdade ¢ valida em toda a reta, isto é,
(t) =a(t)V'(z(t)), VteR.

Ademais, de z € W, obtemos que x —1 € H'(0,00) e z+1 € H*(—00,0) e garantimos,
respectivamente, que z(t) — 1 quando ¢t — oo e 2(t) — —1 quando t — —oo. Portanto,

x & solucdo do problema (1.2)-(1.3).

Nos resta provar que a solucao z é de classe C? e toma valores no intervalo (—1,1).
Ora, como J(z) = B < 00, entao
[o¢]
/ @(t)? dt < oo,
—00
e dai z € L} (R). Por outro lado, para cada N > 0, temos pela continuidade de aV"’

que

/ i(t)? dt:/ [a(t)V'(z(t))]? dt < oo

N N

e assim © € L} _(R). Logo, & € H} (R). Entao, como (2/) =i € C(R) e z € H. (R),

loc loc

segue que z € C'(R) (vide [6], Observagao 6, p. 204) e portanto z € C*(R).

Por fim, provemos que x(t) € (—1,1) para todo ¢t € R. Suponha por absurdo que isso
nao ocorra, ou seja, que existe t; € R com x(t1) ¢ (—1,1). Podemos supor, sem perda
de generalidade, que z(t;) > 1. Como x € W, entdo z(t) — 1 quando t — oo e assim
deve existir £y € R tal que

x(ty) = r?ee%[{xx(t) > 1.

Sendo x € C*(R) e ty um ponto de méximo, segue que Z(tg) < 0. Além disso, pela
condicao (V7) temos V'(x(tp)) > 0, j& que z(ty) > 1. Com isso, e lembrando que

a(t) > 0 para todo t € R, temos
0> Z(tg) = a(to)V'(z(ty)) > 0,

um absurdo. Assim, z(¢) < 1 para todo t € R. De maneira aniloga resolvemos o caso

de existir to € R de tal forma que z(ty) < —1; garantimos entao z(¢) > —1 para todo
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t € R. Suponha que existe t3 € R tal que z(t3) = 1. Entdo, 1 = z(t3) = max x(t),
S
j& que ndo existe t € R com x(t) > 1. Logo, @(t3) = 0. Pelo teorema de existéncia e

unicidade, segue que o problema de valor inicial

tem solucao tunica, a saber u(t) = 1, para todo t € R. Isso nos daria entao x identica-
mente igual a 1 (pois z também é solugdo do PVI), uma contradi¢do, ja que t - —oo
implica x(t) — —1. Supondo a existéncia de ¢, € R tal que x(t4) = —1, concluimos de

maneira analoga. Portanto,
z(t) € (—1,1), VteR.

Veremos adiante que, parax € H}

be(R) sob a hipotese J(x) < oo, é possivel termos ideia

do seu comportamento com valores muito grandes de |t|. Vale notar que, a principio,

nao sabemos se a funcao x pertence ou nao a W.

Lema 1.2 Seja x € H}

loc

(R) tal que J(z) < co. Entao

x(t) > =1 ou x(t) = 1 quando t - —o0

e
z(t) = =1 ou xz(t) = 1 quando t — co.
Ademais,
r+1€ H (-00,0) ou x—1¢€ H'(—00,0)
e

r+1€ HY(0,00) ou z—1¢€ H(0,00).

Prova. Suponhamos, por contradicao, que o lema nao seja valido, ou seja, temos

x € H}

be(R) com J(z) < oo nao verificando os limites acima. Dai, existem > 0 e uma

sequéncia de nimeros reais (¢,) tais que |t,| = oo quando n — oo e

z(ty) € (oo, =1 —=n)U(=14+n,1—n)U(1+n,00). (1.30)
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Definamos o ntimero

d = inf{V(z) | ze(—oo,—l—g)u(—l—i—g,l—g)u(l—l—g,oo)}>O.

Iremos supor, sem perda de generalidade, que t, — ocoet, .1 > t,+1, paratodon € N.
Se para todo t € [t,, t,+1], tivermos z(t) € (—oo, =1 —-2)U(=1+2,1-2)U(1+1, 00),

entao

tn+1 15‘5@)2 vty & > tn+1 a(t)V(x(t)) dt
t7L 2 t7L
§ /tn+1 o ddt (1.31)

= Qq d.
Caso exista t* € [t,,t, +1] tal que z(t*) ¢ (—oo, -1 -2)U(-14+2,1-3)U(1+1,00),
segue de (1.30) que |x(t*) — x(t,)| > g Assim, pela desigualdade de Hélder, obtemos

< () — 2(ta)|

/t ’ i (t) dt

N3

< [ latorar
< ([ vora)”" ([ ra)”
= v ([ opa) N
< /t:*wfdt)l/z
([ aera)”
donde

Logo, em quaisquer dos casos, segue de (1.31) e (1.32) que

/t o (%g;«@)z + a(t)V(:B(t))) dt = min {%2 o d} Z 0 el

n

o J(x) > g { /:H (%:r(t)Q + a(t)V(x(t))> dt} o

contrariando o fato de que J(z) < co. Entao, z(t) — —1 ou z(t) — 1 quando t — oc.

Analogamente, porém desta vez considerando ¢, — —oo com t,,1 < t, — 1, segue que
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z(t) - —1 ou z(t) — 1 quando t — —oo, demonstrando a primeira parte do lema.

Suponhamos agora, sem perda de generalidade, que z(t) — 1 quando t — oo. Assim,
existe R > 0 tal que se t > R, entao z(t) € (1 —g¢, 1 + £9), onde gy foi dado em (1.10)
(p. 15). Entao, por (1.11) obtemos

/Oo(x<t)—1>2dt < /mcilV(x(t))dt

_ /: aé()téIV(:c(t)) dat

IN
)
=)
Q
T
e
=
S
—~
8
=
U
~~

VAN
)
(=]
Q
|\
8
o
~
S~—
=
8
—~
=
I~
~

VAN
)
o
0
g3
AN~/
DN | —
&.
=
e
+
Q
=
=~
8
=
N
oW
~

Portanto,
/0 (x(t) —1)*dt = /0 (x(t) —1)=dt +/R (x(t) — 1) dt < o0,

e garantimos que z — 1 € L?(0,00). Como J(x) < oo, temos

1

§A:WVﬁ§ﬂ@<w,

e assim © € L?(0,00). Dai, (r — 1) = & € L*(0,00), donde z — 1 € H'(0,00).
Argumentos anélogos podem ser usados para os casos x(t) — —1 quando t — oo,

z(t) — 1 quando t — —oo ou z(t) — —1 quando t — —o0. ||

A seguir traremos dois lemas sobre sequéncias no espago H'(—T,T), com T > 0:
o primeiro nos fornece algumas condicoes suficientes para garantirmos a limitacao de
sequéncias neste espaco; o segundo, tendo como base a reflexividade de H* (=T, T'), nos
garante que sequéncias limitadas possuem subsequéncia que converge uniformemente

e fraco.

Lema 1.3 Sejam A, T > 0. Temos que existe uma constante M = M(A,T) > 0 tal
que se x € H} (R) satisfaz J(x) < A, entdo ||| g1y < M.
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Prova. Observe inicialmente que

/T Bt)2dt < 2/T (%i(t)era(t)V(x(t))) dt

=T =T

A
)
—

8
N
|~
=-
=

(Y]
+
)
—~
=
<
—~
s
=
-
QL
~

IN
B
=

e dai

]| p2-rry < (2A)Y2.

Por outro lado, pela coercividade de V' (propriedade (V3)), existe ¢ > 0 tal que

Como

pois caso contrario teriamos por (1.34) que

T
A > t) t
t)———dt

_T a(
(

/T
[
/

V(x(t)d
A

ag T
- dt

v

a,
-T a

— 24,

A
0

um absurdo. Portanto, de fato existe t* € [T, T] cumprindo (1.35).

Agora, para todo s € [T, T, segue

2 (s)| = |=(t9)] < fa(s) — ()] =

)

max{s,t*}
/ (1) dt

min{s,t*}
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e assim, aplicando Hélder, e usando (1.33) e (1.35), obtemos

max{s,t*}
/ () dt

min{s,t*}
max{s,t*}
/ o(t)* dt

()] + /]s — 1] )
min{s,t*

max{s,t*} 1/2
c++/]s — t*| (/ x'(t)th)

min{s,t*}

T 1/2
c++/]s — t*| (/ i(t)? dt)

-T

c++/|s — t*] (2A)1/2

c+V2I'V2A =c+ 2V AT.

[z(s)] < =(#)] +

1/2

IN

IN

VAN

IN

IN

Logo,
”xHL“’(fT,T) S c+ 2V AT.
Por [T, T] ser um intervalo limitado, temos a imersao continua L> (=T, T) < L*(—T,T),
e com isso, existe uma constante C' > 0 tal que
HxHLQ(—T,T) S CH*%HLOQ(—T,T) S C(C + 2 V AT) (136)
Por fim, segue mais uma vez de (1.33) e de (1.36) que
2]l -1y = 2l 2-rmy + 2l 2oy < Cle+2VAT) + V24,

e basta escolhermos M = C(c+ 2V AT) + v2A, demonstrando assim o lema. ||

Lema 1.4 Seja T > 0. Se (z,) C H}

L (R) for uma sequéncia limitada em H (=T, T),

entao existem uma subsequéncia de (x,), que ainda denotaremos por ela propria, e

uma funcio v € HY (=T, T) tais que

x, — = uniformemente em [—T,T| e
T, =z em H (=T,T)

Prova. Como (z,) ¢ uma sequéncia limitada em H'(—T,T) e a imersao
H'(~T,T) = C(|-T,T])

é compacta (vide Teorema A.3, Apéndice A), devem existir uma subsequéncia de (x,,),
que ainda denotaremos por ela mesma, e uma fungao u € C([-7,T)) tais que x,, — u

em C([-T,T)), ou seja,
z, — u uniformemente em [—T,T].
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Por outro lado, sendo H!'(—T,T) um espago de Hilbert (e entdo um espago refle-
xivo), devem existir subsequéncia de (x,), ainda denotada por (z,), e uma fungao

v € H'(—T,T) satisfazendo
r, =v em H'(-T,T).

Provemos agora que v = v. Ora, como z, — v em H'(=T,T), entdo x, — v em
L*(=T,T). Dai, passando a uma subsequéncia se necesséario, z,, — v q.s. em [—T, T
(vide [3], pp. 69 e 75). Como a convergéncia x,, — u é uniforme em [—T,T], segue
que z, — u em todo ponto. Portanto, u = v e podemos escolher a funcao x pedida no
enunciado como sendo a u, demonstrando o lema. .

Observacao 1.1 Combinando os Lemas 1.3, 1./ e o processo diagonal descrito na
Proposigao A.5 (Apéndice A) garantimos que se A > 0 e (z,) C H}.(R) satisfazem

loc
J(x,) < A para todo n € N, entdo existem subsequéncia de (x,), denotada pela propria

(z,), e uma funcao v € H. (R) tais que para todo T > 0,

x, — = uniformemente em [—T,T]| e

1.37
T, =z em H' (=T,T) (1.37)

Para finalizarmos o primeiro capitulo faremos uma breve comparacao entre duas ma-
neiras de postarmos o problema e nos determos a procurar por solucoes heteroclinicas:
por um lado, citamos os artigos [1], [12], [13] e [21], nos quais os pesquisadores o pro-
poem da maneira ja tratada aqui. Alids, grande parte do que serd apresentado nos

capitulos seguintes sdo resultados que estdo em [1].

Por outro lado, destacamos que em [5] e [14] é considerado
B(t) = a(t)f(z(t), VieR,

onde a funcao f satisfaz

(f1) f(=1) = f(1) =0;

(f2) Existe uma primitiva F' € C' de f tal que F(—1) = F(1) = 0 e F(t) > 0 para
todo t € [—1,1].

Ademais, é feita uma modificacao em F' colocando
F(t)=0, Vte (—oo,—1]UJ[l,00).
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No entanto, dessa vez a tentativa ¢ a de minimizar o funcional J no conjunto
Y={reH. (R) | r(—00) = —1 e z(+00) = 1}.

Note que claramente W C Y. Mas podemos ir além disso: na verdade, W é um subcon-
junto proprio de ¥ e exibimos na Proposicao A.6, Apéndice A, um exemplo de funcao
pertencente a > mas que nao faz parte de W. Observe ainda que ao considerarmos o
problema nesse modelo, nao temos ideia de qual o comportamento de F' nas vizinhan-
cas de —1 e 1, implicando que boa parte dos resultados ja desenvolvidos nesse trabalho

deveriam ser adaptados e alguns outros descartados.
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Capitulo 2

Existéncia de Solucao para o caso

Peri6dico

Trataremos a partir desse momento dos procedimentos necessarios para podermos
resolver o problema (1.2)-(1.3) quando a fun¢do a for identicamente constante. Este
caso pode ser encontrado em [5] e escolheremos, sem perda de generalidade, a(t) = 1

para todo t € R. Entao, ficamos com o problema
2(t) =V'(z(t)), t e R, (2.1)
x(t) > —1set— —oc0 e z(t) = 1set— oo, (2.2)

e com o funcional associado

J(z) = / h (%j;(t)uwx(t))) dt.

—00

Observe inicialmente que neste caso o funcional J é invariante por translacao. Com
efeito, sejam wy, wy € W e considere wy uma translacao de w;, ou seja, que existe
7 € R tal que ws(t) = wy(t + 7) para todo t € R. Entao, pela mudanga de variaveis
£ =t+ T, tem-se

T(ws) — / h (%wg(t)Q—FV(wg(t))) it

- /_ Z (%wla + )%+ V(wn(t + T)>) dt (2.3)
_ / Z (%u‘u(&)? 4 v<w1<5>>) e



provando que J é invariante por translagao.

Dando continuidade, o proximo passo que tomaremos serd garantir a existéncia de uma
sequéncia minimizante para o funcional J e que, além disso, permaneca na vizinhanca
do valor 1 quando t — oo e na vizinhanca do valor —1 quando ¢ — —oo. Um fato
importante a ser destacado é que nao estaremos interessados apenas na existéncia de

tal sequéncia, mas também no método pelo qual ela sera obtida.

Lema 2.1 Para cada ¢ € (0,1), existem sequéncias (U,) C W, (s,),(t,) C R, com

Sp < tn, tais que
J(U,) — B quando n — oo,
U,(t) € [-1,—1+¢], YVt e (—o0,s,],
Un(t) € [1 —e,1], Vi€ [t,,o0),
Un(t) € [-14¢e,1—¢|, VtE sy, tnl,
Un(sn)==14¢e e U,(ty) =1—c¢,

(tn — Sn)nen limitada em R.

Prova. Como B = inf{J(z) | x € W}, existe (u,,) C W uma sequéncia minimizante
para J, isto é,

J(un) — B, quando n — oo. (2.4)

A vpriori, u, pode assumir qualquer valor real, porém é possivel obtermos uma nova

funcao v, € W que ainda é minimizante e, além disso, satisfaz
—1<u,(t) <1, VteR.

Isso pode ser feito da seguinte maneira: caso exista ¢ com u,(t) > 1, consideramos
v, (t) = 15 caso u,(t) < —1, colocamos v, (t) = —1; nos pontos onde —1 < u,(t) < 1,

nao fazemos nenhuma alteracao na u,. Formalmente, escrevemos
v, (t) = max{—1, min{u,(t),1}}.

Note que (v,) C W e que
—1<u,(t) <1, VteR.

Como V(—1) = V(1) =0, entao
J(vn) < J(up), YneN
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Figura 2.1: Grafico de u, Figura 2.2: Grafico de v,

Assim, por (2.4), temos lim J(v,) = B. Portanto, podemos assumir, sem perda de
n—oo

generalidade, que a propria sequéncia (u,,) satisfaz
—1<u,(t) <1, VteR.

Considerando € € (0,1), é possivel encontrarmos (pela propria geometria da w,, ja que
é continua e tlim up(t) = —1le tlim u,(t) = 1) um intervalo [s,,t,] tal que u,(s,) =
——00 —00

—1+e up(ty) =1—ce
—l4+e<u,(t)<1—g, VtE syt

Caso u,, tome valores maiores do que —1 + ¢ em (—00, s,,], entao escolhamos s/, < s,
de tal forma que u,(s)) = —1+¢ e —1 < wu,(t) < —1+ ¢ para todo t € (—o0, s)].
E caso u, tome valores menores do que 1 — ¢ em [t,, c0), escolhamos ¢, > t, tal que
up(th) =1—¢ el —¢e < u,(t) <1 paratodo t € [t o0). Na verdade, podemos
escolher s/ =min{s € R | u,(s) = —1+4+¢c} et =max{t € R | u,(t) =1—¢}. Com

as escolhas de s/, e ¢/, definimos uma nova funcao U, dada por:
Up(t — (s, — 5,,)) ,set<s,

UTL(t) = un(t) y S€ Sp S t S tn :
up(t+ (t, —t,)) , set>t,

Perceba que (U,) C W e que o grafico de U,, ¢, na verdade, o proprio grafico da funcao
Up, porém descartando as partes do grafico da u,, nos intervalos [s), s,] e [t,, )] (vide

Figuras 2.3 ¢ 2.4 ).
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Figura 2.3: Grafico de u, Figura 2.4: Gréafico de U,

Dessa forma, pelas mudangas de variaveis £ =t — (s, — s,) e n = t+ (t,, — t,,) obtemos,

respectivamente,

/_OO GUn(t)2 +V(Un(t))> dt = /_OO (%un(tf + v(un(t))) dt
< / OO Gun(t)2 +V(un(t))) dt
= /too (%un(t)z + V(un(t))) dt.

Logo,

J(U,) < J(u,), VneN,
donde, por (2.4), concluimos que

J(U,) — B, quando n — cc.

Ou seja, acabamos de mostrar que (U,,) é de fato uma sequéncia minimizante para .J
em W.

Por fim, iremos provar que (¢, — s, )nen € uma sequéncia limitada em R. Ora, temos

( min V(z))>0

z€[—1+4¢€,1—¢]
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e assim

J(U,) = / h <1Un<t)2+V(Un(t>>> dt

o \ 2
> /OOV(Un(t))dt

—00

> [vwma

> ( [min }V(z)) (tn — sn), VneN,
ze

—1+e,1—¢€
garante que (t, — S, )nen € limitada, uma vez que (J(U,)),en € convergente e portanto

limitada. .

Provemos agora a existéncia de solucao heteroclinica conectando os equilibrios —1 e 1

para o problema (2.1)-(2.2):

Teorema 2.1 Considere V' satisfazendo as condigoes (Vi) — (Vy). Entdo o problema
(2.1)-(2.2) tem uma solugio U € H} (R) N C?*(R). Além disso, U(t) € (—1,1) para
todo t € R.

Prova. Consideremos V' com as modificacoes tratadas no Capitulo 1, e portanto
satisfazendo as condigées (Vi) — (V5). Sendo ¢ € (0,1), tomemos (U,) C W, (s,),
(tn) CRe s}, et) dados pelo Lema 2.1, isto ¢,

J(U,) — B quando n — oo,
Un(t) € [-1,—1+¢], YVt e (—o0,sy),
Un(t) € [1 —g,1], VtE t,, ),
Un(t) € [-1+¢e,1—¢], Yt E€E [sy,tn],
Un(sp)=—14¢ e Uyt,) =1—¢,

(tn — Sn)nen limitada em R.

Colocando A = sup J(U,), teremos J(U,) < A, para todo n € N, e assim pela Obser-
neN

vacao 1.1 devem existir subsequéncia de (U,), ainda denotada por (U, ), e uma fungao

UeH}

loc

(R) tais que para todo T' > 0,

U, — U uniformemente em [-T,7T] e

(2.5)
U, — U em H'(-T,T)

35



Perceba que J(U) < B. De fato, para cada T' > 0, segue da convergéncia uniforme em

(2.5) que
T T

tim [ VUL(0)dt = / V(U (1)) dt. (2.6)

Por outro lado, da convergéncia fraca U, — U em H'(—T,T), tem-se U, — U em

L*(=T,T) e com isso |U||r2(_ry < liminf |U,| r2(_7.7), donde
n—oo

%/_jU(t)zdt < lllgg}f(/ U, ( dt)
_ ghggf[( [ oy dt)“: 27

1 .
= éliminf/ Un(t)? dt.

n—00 _T

2—2

Assim, de (2.6) e (2.7), concluimos

/T (%U(t)QvLV(U(t))) a < timinf [ (%Un(t)Q—l—V(Un(t))) dt

< liminf J(U,)

n—oo

= lim J(U,)

n—o0

= B.

Portanto, tomando o limite quando T — oo, temos
J(U) < B. (2.8)

Note agora que pela invariancia por translagdo do funcional J (processo descrito em
(2.3)), podemos escolher sempre s, = 0. Com efeito, pois poderiamos definir a fun¢ao
w, dada por w,(t) = U,(t + sn) e assim w,(0) = U,(s,) = =1+ ¢ e wy(tn, — sn) =
Un(tn — sp + s,) = Upn(tn) = 1 — . Além disso, J(w,) = J(U,). Escolheriamos entao

as novas sequéncias S, =0 e t, =t, — s, para todo n € N.

Com a escolha, para todo n € N, de s, = 0, garantimos que a sequéncia (s,,) é limitada.
Sendo (¢, — s,) também limitada, obtemos (¢,) limitada. Com isso, passando a uma
subsequéncia de (t,) se necessario, existe ¢ > 0 tal que t,, — t, quando n — co. Entao,

pela convergéncia uniforme em (2.5), obtemos

Ut)e[-1,—-1+¢], set € (—o0,0] e U(t)e[l—g1], sete[t,o00). (2.9)
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Veja que de (2.9) devemos ter ¢ > 0, pois caso contrario ocorreria —1+¢ = U(0) = 1—¢,
o que s0 vale se ¢ = 1, uma contradi¢ao com o fato de € € (0, 1). (Poderfamos também

ter argumentado que ¢ = 0 contraria a continuidade de U.)

Provemos que U € W, ou seja, que vale U +1 € H'(—00,0) e U — 1 € H'(0,00). Ora,
por (2.8), segue que J(U) < oco. Portanto, combinando o Lema 1.2 (p. 24) com as

expressoes em (2.9) obtemos
U(t) = —1, quandot— —oo e U(t) — 1, quandot— oo.
Ainda do Lema 1.2, temos
U+1€ H(—,0) e U—1¢€ H'(0,00)

e assim U € W. Logo, J(U) = B, donde pelo Lema 1.1 (p. 21) garantimos que U
satisfaz (2.1)-(2.2) e U € C*(R), com U(t) € (—1,1) para todo ¢t € R, como queriamos
demonstrar. ||

Finalizamos assim o tratamento para quando a funcao a for identicamente 1, mas
observe que para a(t) =1 > 0 para todo t € R todos os procedimentos sdo exatamente
analogos. Observe ainda que este é, naturalmente, o caso mais simples a se pensar com
o intuito de obtermos uma possivel solucao para o problema. A seguir abordaremos a
situacao com a periodica, e que ao ser resolvido, poderiamos utilizd-lo para obtermos
a solucao para o problema constante. No entanto, queremos destacar os métodos
utilizados e analisarmos cada situacao separadamente, percebendo a peculiaridade de

cada uma.

Passemos a resolver entao o problema quando a fun¢ao a pertencer a classe 2,
ou seja, iremos supor a uma funcao periodica, digamos 7-perioédica. Consideraremos
ainda 0 < ag < a(t) < aq, para todo t € R. Temos com isso o problema escrito na sua
forma genérica:

Z2(t) = a(t)V'(z(t)), t €R, (2.10)
x(t) > —1lset— —oc0 e z(t) = 1set— oc. (2.11)

O mesmo diremos para o funcional J que sera escrito como

J(z) = /_ h (%aa(t)ua(t)wx(t))) dt.

o0
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Sob esta hipotese de a ser uma fungao periddica faremos algumas mudancas conside-
raveis na demonstracao apresentada para o caso constante. Note inicialmente que o
funcional associado J nao é mais invariante por translacao, e foi este o fato que nos
possibilitou, no primeiro problema, escolhermos sempre s, = 0. Porém, ainda sera
possivel limitarmos (s,): pela periodicidade de a, mostraremos que é possivel tomar-
mos s, € [0, 7], para todo n € N. Como no resultado anterior, teremos de lidar com
sequéncias minimizantes e, se necessario, modifica-las a fim de obtermos novas sequén-

cias minimizantes mas que ‘cumpram’ este papel com mais eficiéncia.

O proximo lema estabelecerd, sob certas condi¢oes na geometria de uma funcao em
W, uma limitagao inferior (por um valor maior do que zero) para o funcional J. Na
verdade, conseguiremos essa limitacao para uma restricao do funcional & determinados

intervalos. De agora em diante faremos uso da notagao J, ;,) para representarmos

Ty () = /:2 (%m‘(t)Q +a(t)V(x(t))> dt,

onde t; <ty podem assumir quaisquer valores em R.

Lema 2.2 Sejam e € (0,1) e
Bgzmin{V(z) | 1—5§z§1—g ou —1+g§z§—1+5}.

Se x € W cumpre a propriedade de que existem ti,to, € R, com t; < tg, tais que
z(t;) =1-— g ex(ty) =1—¢ (oux(t)) =—14+ceax(ty) =—1+ g), entdo

Evaoﬁa
2V/2

. c . €
Prova. Consideremos inicialmente que 1 —e < z(t) <1 — 5 bara todo t € [ty,ts] (ou

to
J(x) > Ty 1) (7) = / 5

t1

(ljz(tﬁ + a(t)V(x(t))) dt >

1+ % < 2(t) < —1+ ¢ para todo ¢ € [t1,,]). Dai,

Toai@) = [ aV(ale) d

t1

> /t2 agV (z(t))dt

t1

> apBe(ts — t1),

ou seja,
J[tl,tz] (l’)

aoﬁe ‘
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Como

[2)
/ ()7 dt < 204, 0y (1),

t1

segue da desigualdade de Holder e de (2.12) que

= |z(ta) —2(tr)|

/t " i) dt
< / (1) de

< -t ( 02 at) v

S (tQ - t1)1/2 [2 J[tl,tz} (x)]l/Q

\/§ J[tl,tﬂ (33)

= \% aoﬁa

£
2

Assim

Ev &[)Ba
2v2

J(x) > Ty 1)) >

provando o lema para essa primeira condi¢ao.

£
Mas caso existam r, s € [ty, t5] tais que x(r) > 1 — 5 e z(s) < 1 — ¢, entdo escolhemos
€ £
ts,ts € [t1,1o] satisfazendo x(t3) = 1 — o1 x(ty) =1l—cel—e<uz(t) <1-— 5 para
todo t € [ts, t4]. Logo, pela primeira parte ja demonstrada, obtemos

€y a()ﬁs
22

e notando que Jy, 4,)(x) > Ji, 1, (), concluimos

J[t3,t4} (l’) >

€V aoﬁa

‘](I) > J[t17t2]<x> > 2\/§ )

como queriamos demonstrar. .

Usaremos os dois lemas seguintes para obtermos modifica¢oes (caso seja necessario)
de sequéncias minimizantes para o funcional J. Vale ressaltar que a modificacao sera
completamente diferente da apresentada na primeira parte do capitulo e que a nao
invariancia por translacio (a menos de translagoes especificas) de J é o ponto chave

para essas dificuldades.
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Lema 2.3 Sejam e € (0,1) e
Wiie ={u€ H (t,00) | u(t)=1—¢ e u—1€ H'(f,00)}.

Entao, considerando

Tty () = /1t h <1u(t>2 +a(t)V(u(t))) dt.

[\]

existe v € Wiy, tal que 1 —e <wv(t) <1 para todot >t e

z€[1—e,1]

2
J[g,oo)(v) < c + aq ( max V(z)) )

Prova. Basta considerarmos

l—e+e(t—1t) ,set<t<t+1
v(t) = :

1 ,set>t+1

Note que, na verdade, v é uma funcao poligonal composta por um segmento de reta

de inclinacao € para valores t < t < ¢ + 1 e pela funcao identicamente 1 para valores

t>t+1. .

Lema 2.4 Sejam e € (0,1) e

Wiipe = {u € Hp(—00,t) | u(t)=—1+4¢ e H'(—o0,t)}.

Entao, considerando

Jooiy() = / t_ (%um? + a<t>v<u<t>>) dt,

— 00

existe v € Wi_1.¢ tal que —1 < v(t) < —1-+¢ para todot <t e

2
J—ooii(v) < %—i— a ( max V(z)) .

z€[—1,—1+¢]
Prova. Basta considerarmos

—l+e+e(t—1t) ,set—1<t<t
-1 ,set<t—1 .

v(t) =

Demonstraremos nesse momento que para fungoes periodicas (ou seja, a perten-

cente & classe 2 de fungoes) existe solu¢ao heteroclinica para o problema (2.10)-(2.11).
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Em linhas gerais, a demonstracao segue os mesmos passos utilizados na prova do teo-
rema (2.1), porém a modifica¢gdo na sequéncia minimizante difere bastante da que foi
feita no primeiro caso. Mais uma vez a principal referéncia para esse teorema é [5].

Faremos uso da seguinte notacao: para cada ¢ € (0, 1), considere

= V .
He (ze[—l,—r{l—kaa}](u[l—a,l] (z))

Teorema 2.2 Considere V' satisfazendo as condigoes (Vi) — (Vi) e a uma fungao
T—periddica satisfazendo a(t) > ag > 0, para todo t € R. Entao, o problema (2.10)-
(2.11) tem uma solugao U € H. (R) N C*(R). Além disso, U(t) € (—1,1) para todo
teR.

Prova. Como no Teorema 2.1, considere a funcao V modificada e satisfazendo as

condigbes (V1) — (V3). Fixando € € (0, 1), escolha € > 0 de tal forma que € < S e

2
g? Evag B=
—bagu < O 2.13

Seja (u,) C W uma sequéncia minimizante para o funcional J. Como no Lema 2.1
(p. 32), podemos considerar —1 < w,(t) < 1, para todo ¢t € R. Além disso, é possivel

encontrarmos sequéncias (s,), (t,) C R tais que u,(s,) = —1+¢, u,(t,) =1 —ce
—1+e<u,(t)<1—g, VtE][sy,t,]

Caso exista t > t, com u,(t) < 1 — &, entao também devem existir ry,ry > t,, com
r1 < T, € tais que

up(r) =1—

DO |

Segue entao do Lema 2.2 que

J[tnvoo)<un) Z J[thtz}(un) Z (214)

Note que do Lema 2.3 deve existir v, € W;, 1. tal que 1 — e < v,(t) < 1 para todo
t>1, e
g2 &2
itn00) (Un) < 5 ta ( max V(Z)) < 5 T aupte,

Entao, por (2.13) e (2.14), concluimos

J[tn,oo)(vn> S _+alﬂe

EViao Pe (2.15)

A
=
8

=
N
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De maneira analoga, caso também exista ¢ < s, com u,(t) > —1 + &, segue do Lema
2.4 que ¢é possivel encontrarmos w, € Wy, 1. com —1 < w,(t) < —1 + ¢ para todo
t < s, satisfazendo

‘](*Ooysn](wn) S J(foo,sn](un) <216>
Sob tais hipdteses, definimos a fungao U, (vide Figuras 2.5 e 2.6) dada por
wy(t) ,se t<s,

Un(t) = un(t) ,se sp <t <ty -

v(t) ,se t>t,

Figura 2.5: Grafico de u, Figura 2.6: Grafico de U,

Assim, U,, € W. Ademais, de (2.15) e (2.16), temos

J(Un) = Jicoosal(Un) + Jis ) (Un) + it 00 (Un)
J(=o0,0] (Wn) + Jis, 01 (Un) + Tt 00) (V)
(0,50 (Un) + s 1] (tn) + ity 00 (tn)
J (),

IA

e portanto (U,) é uma sequéncia minimizante para o funcional J. Logo,

J(U,) — B quando n — oo,
Un(t) € [-1,—1+¢], Vte (—o0,s,),
Un(t) €[l —e,1], Vi€ [t,,0),
Up(t) € [-14+¢e,1—¢]|, YVt E€E[sp,tn],
Un(sp)==14+¢ e Uyt,) =1—g¢,

(tn, — Sn)nen limitada em R.
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Analogamente ao procedimento utilizado no Teorema 2.1, existem uma subsequéncia

de (U,), ainda denotada por (U,,), e uma fungao U € H}

loc

(R) tais que para todo T > 0,

U, — U uniformemente em [T, T

U, — U em H(~T,T) ’

J(U) < B.

Como a é uma fungio T—periddica, é possivel escolhermos s,, € [0, 7] para todo n € N.
De fato, seja k € Z tal que k7 < s, < (k+ 1)7, ou seja, 0 < s,, — k7 < 7. Considere a
sequéncia §,, = s, —k7 e a func¢do z,,(t) = U, (t+ k7). Entdo, z,(5,) = Upn(s,) = —1+-,

com 0 < §, < 7. Ademais, com a mudanca de variaveis £ = t + k7, obtemos

s = [ (Ga 07+ Vi) d
_ /_ Z (%Un(tjtlw)z+a(t)V(Un(t—|—kT))) it
= [ (Guer e v as
= |7 (G +aevien) de
- I,

mostrando que o funcional J é invariante por essa translacao especifica e que podemos
sempre tomar s, € [0, 7].

Com isso, temos que (s,) é uma sequéncia limitada e, consequentemente, (¢,) também
¢ uma sequéncia limitada. Entdo, passando a subsequéncias de (s,,) e (t,) se necessario,

existem 3, t € R de tal forma que
S, —5 e t, =t

De agora em diante, a demonstracao segue de maneira inteiramente anédloga a do

Teorema 2.1 para o caso constante.

Por outro lado, caso ndo existam ¢t > t,, com u,(t) < 1—¢&e s < s, com u,(s) > —14¢,

entao nao precisaremos fazer nenhuma modificacao em u,,, uma vez que garantimos

up(t) € [-1,-1+¢], Vt <s, (2.17)
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un(t) € [1—&,1], V>t (2.18)

ou seja, que u, permanece numa vizinhanca de 1 a partir de ¢, e numa vizinhanca de
—1 para valores menores do que s,. Se ocorrer apenas um dos casos (2.17) ou (2.18),
entao modificamos a fun¢do u, por w, ou v,, respectivamente, nos intervalos (—oo, s,

ou [t,,o0). Dai, a demonstragao segue analoga a que foi feita anteriormente. .

Assim finalizamos o segundo capitulo e com a garantia de existéncia de solugoes he-
teroclinicas conectando os equilibrios —1 e 1 para duas situagoes. Posteriormente tra-
taremos das classes de func¢oes assintoticamente periddicas e das coercivas, a primeira
tendo grande influéncia do resultado ja demonstrado para periodicidade e a segunda

fugindo das nossas hip6teses inicias nas quais a era sempre limitada.

44



Capitulo 3

Existéncia de Solucao para os casos

Assintoticamente Periddico e Coercivo

Este capitulo serd dedicado a garantirmos a existéncia de solu¢ao heteroclinica

para o problema

Z(t) = a(t)V'(z(t)), t € R, (3.1)
x(t) > —1set— —oc0 e z(t) = 1set— oo, (3.2)

nos casos em que a fungao a pertenga a uma das classes 3 ou 4, ou seja, a ¢ uma funcao
assintoticamente periddica ou a é coerciva, respectivamente. O primeiro comentério é
que novamente teremos de lidar com sequéncias minimizantes e, dependendo da neces-
sidade, modificé-las. Neste processo ganhamos sequéncias (s,), (t,) C R e mais uma
vez devemos mostrar que estas sao limitadas. No Capitulo 2, a saida encontrada para
limitarmos (s,) estava na periodicidade da funcdo a (note que quando ela era identica-
mente constante, particularmente era periddica). Porém, nos casos que serdo tratados
deste momento em diante nao serd mais possivel limitarmos (s,) tao imediatamente.
Vale lembrar que a limitacao de tal sequéncia é peca fundamental para a demonstra-
¢ao dos resultados principais garantindo existéncia de solucao heteroclinica. Entao,
mais uma vez, este serd um ponto importante de tratarmos nas demonstracoes, e que,
devido a peculiaridade de cada situagao, dedicaremos um esforco consideravel. Vale
lembrar que estaremos interessados também nos métodos utilizados para obtermos a

nova sequéncia minimizante, além, obviamente, das propriedades cumpridas por ela e



que estarao descritas no Lema 3.1.

Um outro ponto muito importante e que devemos ter bastante atencao é quando
formos tratar da coercividade da funcao a. A priori ndo sera mais possivel utilizarmos
os resultados do Capitulo 1, pois naquele momento eles foram apresentados sob a
hipotese de a ser limitada. Mas teremos como contornar esse problema, e a saida sera
a introducdo de imersoes continuas convenientes nos espagos H'(0,00) e H'(—00,0)
que nos ajudam, de certa forma, a ganhar essa limitacao desejada da funcao a. Estes
resultados podem ser encontrados no artigo [1].

Comecaremos entao trabalhando com as sequéncias minimizantes. Observe que
o proximo lema é basicamente o mesmo apresentado no primeiro capitulo (Lema 2.1),
entretanto, o método que utilizaremos aqui é diferente do considerado anteriormente,

e por isso a necessidade em demonstra-lo.

Lema 3.1 Seja g9 € (0,1) dado em (1.10) (p. 15). Entao, existem sequéncias (U,) C
W, (sn), (t,) CR, com s, < t,, tais que

J(U,) — B, quando n — oo,
Un(t) € [-1,—1+¢g], Vit € (—00,s,],
Un(t) € [1 —eo,1], Vit E [t,,0),
Un(t) € [-1+4+¢e9,1 — €], YVt E [sp,tn],
Un(sp) =—=14ey e U,(ty) =1—c¢p,

(tn — Sn)nen limitada em R.
Prova. De fato, sendo (u,) C W uma sequéncia minimizante para J, isto é,
J(u,) = B, quando n — oo,

sabemos que ¢é possivel considerarmos —1 < u,(t) < 1, para todo ¢t € R e encontrarmos

Sp < t, tais que u,(s,) = —1 + €, up(t,) =1 —¢g e
—1+eo <uy(t) <1—¢gp, VtE/sntnl,

com (t,—s,) uma sequéncia limitada em R. Consideremos inicialmente que nao existem
ry > t, e ry < s, de forma que u,(r;) < —1+4¢g e u,(ra) > 1 — . Entao modificamos

u, da seguinte maneira: definimos uma funcao U, de tal forma que se existe t > t,
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com u,(t) < 1 — &g, colocamos U,(t) = 1 — €g; se existe t < s, com u,(t) > —1 + &,

entdao U, (t) = —1 4 €o; em todos os demais pontos permanecemos com a uy,(t). Logo,

min{—1+eg,u,(t)} ,set<s,
Un(t) = Uy () cse s, <t<t, -

max{l —ep,un(t)} ,set>t,

Observe que (U,) C W. Além disso, se t > t,,, entdo U,(t) € [1 — e, 1]; se t < s,
segue U, (t) € [-1,—1 + o). Vide Figuras 3.1 e 3.2.

Figura 3.1: Grafico de u, Figura 3.2: Grafico de U,

Provemos que (U,,) é ainda uma sequéncia minimizante para J. Ora, pela hipotese
colocada inicialmente temos, para t > t,, que u,(t) € [—1 + g9,1]. Caso u,(t) €

[—1+ g9, 1 — &o], obtemos U, (t) =1 — ¢ e entao por (1.13) (p. 15)

V({U.(1) = V(I -e)
< V(un(t)).

Caso u,(t) € [1 — &g, 1], obtemos U, (t) = u,(t) e nada a fazer. Dai, em qualquer dos

/t T OV (UL (1) di < /t OV (un (1)) d.
De maneira analoga segue
/_ " OV (UL (1) dt < /_ " GOV (un (1) dt

e portanto

/ T OV (UL) dt < / T (O (un(8)) dt (3.3)

—00 —00
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ja que U, (t) = u,(t) para todo t € [s,,t,]. Por outro lado, nos intervalos nos quais
U,=—-14+¢cgoul, =1— ¢y teremos Un = 0, donde
o 1. ) o q . )
§Un(t) dt < §un(t) dt. (3.4)

Assim, de (3.3) e (3.4) concluimos
J(Up) < J(up), VneN,

comprovando que (U,,) é uma sequéncia minimizante para o funcional J. Ademais, U,
cumpre todas as demais propriedades pedidas no lema.
Supondo que existem valores r; > t,, e 19 < 8, tais que u,(r1) < —l+eg e uy(re) > 1—eg

usamos a modificacao como feita no Teorema 2.2 para o caso periddico. .

A partir de agora trataremos o problema para funcoes pertencentes a classe 3. Entao,
sendo a uma funcao assintoticamente periddica, existe uma funcao periddica continua

ap : R — R cumprindo

la(t) —ap(t)] = 0, quando |t| — oo

0<ag= %gﬂga(t) <a(t) <ap(t), VteR.

Ora, por ap ser continua, sabemos (vide Teorema 2.2) que deve existir solu¢do hetero-

clinica conectando os equilibrios —1 e 1 para o problema
Z(t) = ap(t)V'(z(t)), Vt R, (3.5)
x(t) > —1lset - —oc0 e z(t) = 1set— oc. (3.6)
(R) = [0, o]

Denotando esta solugdo por w, € W, temos Jp(wp) = Bp, onde Jp : H}.

é o funcional definido por

o0

To(z) = /_ h (%i(t)Q—i—ap(t)V(x(t))) it

Bp =inf {Jp(z) | v € W}.
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Note que B < Bp. Com efeito, pois como a(t) < ap(t) para todo t € R, segue

< Jp(wp)
= Bp.

Note ainda que todos os lemas e observagoes dos capitulos anteriores sao validos para

Jp (& Bp.

Garantiremos agora que de fato existe solucao heteroclinica conectando equilibrios —1
e 1 para classes de funcoes assintoticamente periddicas. Mais uma vez a demonstracao
seguird em linhas gerais as ji apresentadas, porém limitar a sequéncia (s,) serd uma
tarefa bem mais delicada do que nos primeiros casos.

Teorema 3.1 Assuma V satisfazendo (V1) — (Vy). Se a fun¢io a é assintoticamente

periddica, o problema (3.1)-(3.2) tem uma solugio U € H} _(R) N C?*(R). Ademais,

loc
U(t) € (—1,1) para todo t € R.

Prova. Considere V modificada e satisfazendo (V1) — (Vg). O nosso objetivo sera
mostrar que B é atingido em W e assim utilizarmos o Lema 1.1 (p. 21) que garante
que pontos que minimizam o funcional J sao na verdade solucoes heteroclinicas do
problema. Mas inicialmente consideremos wp € W solu¢ao do problema (3.5)-(3.6)

com Jp(wp) = Bp. Como B < Bp, existe § > 0 (fixe este niimero) de modo que
B+6 < Bp. (3.7)

Ora, lembrando que B > 0 (vide p. 21) e |a(t) — ap(t)] — 0 quando [t| — oo, deve
existir My = M;(d) > 0 cumprindo

5
it > M, = |alt) —ap(t)| < ‘ZU—B. (3.8)

Lembrando agora que

lim V(z)=0 e lim V(z)=0,

z——11 z—1—
é possivel encontrarmos v* € (0, 1) tal que

4]

el[-1,-1 TUll =951 = V)< ————.
zel-L-1+7]Ull =71 () < Te3r T

(3.9)
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Note que gy pode ser tomado tdo pequeno quanto se queira em (1.10) (p. 15), e entao o
escolheremos de tal forma que g < ~*. Apés isso aplicamos o Lema 3.1 e conseguimos

sequéncias (U,) C W, (s,), (t,) C R, com s, < t,, e tais que

J(U,) — B quando n — oo,
Un(t) € [-1, =1+ o], Vit € (—00,sy],
Un(t) € [1 —eo,1], YVt E€E [ty,o0),
Un(t) € [-14¢e0,1 —eg], Vit E [sp,1n],
Un(sn) = —1+4¢9 e Uy(t,) =1— ey,

(3.10)

(tn — Sn)nen limitada em R.
Denotando A = sup J(U,), teremos J(U,) < A, para todo n € N, e entdo, como
n
no Teorema 2.1, existem uma subsequéncia de (U,,), ainda denotada por (U,), e uma

funcao U € H}

loc

(R) tais que para cada T > 0

U, — U uniformemente em [-7,7T] e

(3.11)
U, — U em H'(-T,T)

Ademais,

J(U) < B. (3.12)
Lembre-se que nos casos constante e periodico foi possivel escolhermos (s,) de sorte
que esta fosse uma sequéncia limitada. No entanto, nesse momento nao serd mais
possivel tal escolha e entao devemos encontrar outra maneira de contornar a situacao

e garantirmos a sua limitacao.

Afirmacgao: A sequéncia (s,) é limitada em R.
Suponha por contradicao que isto nao ocorra. Ou seja, deve existir uma subsequéncia

de (s;), que ainda denotaremos por (s,), tal que
S, — 00 ou S, — —00, quandon — oo.

Ora, caso s,, — 00, entao da convergéncia uniforme em (3.11) e da segunda sentenca em
(3.10) segue que U(t) € [—1,—14¢g| para todo t € R. Se por acaso ocorrer s, — —o0,
entao perceba que também vale ¢, — —oo, ja que (¢, — s,) é uma sequéncia limitada.
Logo, da terceira sentenca em (3.10) concluimos U(t) € [1 — g, 1] para todo t € R e

podemos resumir tudo em
U(t) € [—1,—1 +€0} U [1 - 80,1], VteR.
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Com isso e por (3.9) (lembre-se que €y < 7*) tem-se

J

VIU{®)) < —————,

VteR. (3.13)

Note que

JU,) = /_ h <%Un(t)2+a(t)V(Un(t))) dt

o0

_ /°° <1Un(t)2+ap(t) V(Un(t))) dt+/oo (alt) — ap(t)) V(U (6)) dt

oo \2 oo

> Brt [ (alt) - ar(0) VI 0) e

o

~ Bt /| (@) =0 0) VUi + [ alt) = ape) Vit

[t|>M

Passemos a analisar, separadamente, cada uma das integrais anteriores. Por (3.8),

temos
ag 0
[l -aovema < [ Slvm)a
|t‘>M1 ‘t|>Ml
5
< 2 a(B)V (U (1)) dt
5 ), cov o)
5
< -
< 4BJ(Un)7
donde
limsup/ a(t) — ap(D)| V(UL dt < 2B = 2
n—oo \t|>M1 F " _4B 4

Por outro lado, segue da convergéncia uniforme em (3.11), da estimativa (3.13) e da

hipotese 0 < a(t) < ap(t) para todo t € R que

lim la(t) — ap(t)| V(UL (b)) dt = /n » la(t) — ap(t)] V(U(L)) dt

o

< —— a(t) —ap(t)|dt
< it ., la0 ot

o
_— a(t)| + |ap(t)|) dt
16M1HaPHoo <My (‘ ()‘ ‘ P( )D

o
_ ap(t)|+ |ap(t)|)dt
16M1HCLP||oo <M (‘ P( )| ‘ P( )D

0

T 2[lapl|oo dt
16M;[lap||s A<M1
)

1

IN

IN

IN

Councluimos entao
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limsup/_ la(t) — ap(t)| V(U,(t)) dt < limsup /|t|<M1 la(t) —ap(t)| V(U,(t)) dt +

n—00 00 n—00

+ lim sup /t|>M la(t) — ap(t)| V(Un(t)) dt

L0, 8 0
—4 4 2

Logo, deve existir nyg € N tal que

/_Oo la(t) — ap(t)| V(Upn(t)) dt < g, para n > nyg.
Como a(t) < ap(t) para todo t € R, obtemos |a(t) — ap(t)| = —(a(t) — ap(t)) e dai
/_OO (a(t) —ap(t)) V(U,(t))dt > —g, para n > ng.

[e.9]

Portanto, obtemos

o0

) = Bet [ (alt) - anlt) V(OL0) b
)
> Bp—i, para n > ng,

e assim, passando ao limite com n — oo, e lembrando que (U,,) é ainda uma sequéncia

minimizante para .J, temos

o
B > Bp—§
> Bp—,

um absurdo, pois ja sabemos de (3.7) que B + § < Bp. Com isso, garantimos que a

sequéncia (s,) deve ser limitada em R.

Temos entao que as sequéncias (s,) e (t, — s,) sao limitadas em R, e dai segue que (t,)
também é limitada. Como consequéncia, devem existir subsequéncias de (s,) e (t,),

que ainda denotaremos por (s,) e (t,), e nimeros 5, t € R tais que
S, —5 e t, —t
Pela convergéncia uniforme U,, — U, garantimos
Ut)e[-1,—-1+¢g] sete(—o0,5 e U(t)e[l—ep1] setelt,c0). (3.14)

Note que (3.12) implica J(U) < oo. Entao, do Lema 1.2 (p. 24) e de (3.14) concluimos

U(t) = —1, quandot— —oco e U(t) — 1, quandot— oc.
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Além disso, ainda do Lema 1.2, vale
U+1le H(-,0) e U-1¢€ H(0,00),

e portanto

UeW.
Com isso, J(U) > B, implicando J(U) = B. Assim, do Lema 1.1 (p. 21) obtemos que
U € C*R) e é solugiao do problema (3.1)-(3.2) com U(t) € (—1,1) para todo t € R,

como queriamos demonstrar. .

Consideremos nesse momento a : R — R uma funcao coerciva, ou seja,

0< 1itnﬂga(t) =aqy e a(t)—> oo quando [t| = 0. (3.15)
€

Vale ressaltar que nao ¢ mais possivel usarmos diretamente os resultados do Capi-
tulo 1, pois nossa funcao a nao é mais limitada. Para contornarmos esse problema

introduziremos os seguintes conjuntos:

H;(R)z{veﬂ ) | / dt<oo}

munido com a norma

o]l gy = (/OO o(t)2 dt + /Oo a(t)v(t)Zdt) v (3.16)

—00 o0

e
—{xe H. (R) | z+1€ H(~0,0) e x—lEH;(O,oo)},
onde
H;(—O0,0):{UEH —00,0) ]/ dt<oo}
e

H;(O,oo):{veHl(]oo | / dt<oo}
As normas dos espagos H}(—00,0) e H!(0,00) sdo definidas como em (3.16), porém

considerando-se os intervalos (—oo, 0] e [0, 00), respectivamente. Pela hipotese (3.15)

sabemos que ap > 0 e isso ird nos garantir que a imersao
1 1
H,(R) — H (R)
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é continua. Com efeito, sendo m = min{1, ag}, teremos para todo v € H}(R) que

ol = [ ords [ atera

—00 oo

> /OO @(t)th—i—/oo agu(t)? dt
> m (/OO o(t)? dt + /OO v(t)? dt)
= mHUH%ﬂ(R)a
donde
ol < <=lolm. Yo e Hi®), (317)

provando que a imersao H!(R) — H'(R) é continua. Analogamente provamos que as
imersoes

H}(—00,0) < H'(—00,0) e H(0,00) — H'(0,00)

também sao continuas.
Observe que W, C W e que vale
J(x) < oo, YxeW,
Além disso, sendo x € W,, segue que para quaisquer v € H}(R) e h € R tem-se
x4+ hv e W,

e considerando

B, =inf{J(x) | t € W,} >0

podemos provar, de maneira andloga ao Lema 1.1 (p. 21), que fun¢des x em W,
satisfazendo J(z) = B, sao, na verdade, solugbes heteroclinicas do problema proposto

com a funcao a sendo coerciva. Consequentemente teremos solucoes em W, ja que

W, Cc W.
Observe também que a conclusao do Lema 1.2 pode ser modificada para

r+1€H(~00,0) ou z—1¢€ H}(~00,0)

r+1€ HN0,00) ou x—1¢€ H0,00),
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1
caso x € Hj,,

(R) seja tal que J(z) < oc.

Temos ainda que todos os demais resultados do primeiro capitulo continuam validos
para essa situacao, devendo tomarmos apenas o cuidado de substituirmos o espaco H'!

por H}.

Passemos entao a demonstracao da existéncia de solugao heteroclinica conectando —1

a 1 para 0 caso coercivo.

Teorema 3.2 Suponha V' satisfazendo (V1)—(Vy). Se a func¢do a € coerciva, o problema
(3.1)-(3.2) tem uma solugao U € H. (R) N C%*(R). Ademais, U(t) € (—1,1) para todo
t eR.

Prova. Modifiquemos V' de modo a cumprir as propriedades (V;) — (V5). Agora, pelo
Lema 3.1 (p. 46) encontramos uma sequéncia (U,) C W, e sequéncias (s,), (t,) C R

verificando as seguintes condigoes:

J(U,) — B,, quando n — oo,
Un(t) € [-1, =1+ o], Vit € (—00,sy,],
Un(t) € [1 —eo,1], Vit E€E [t,,0),
Un(t) € [-14+e0,1 —eg], YVt E [sp,1n],
Un(sp) = =14y e Uylty) =1— ey,

(t, — Sn)nen limitada em R.

Sabemos ainda que existem uma subsequéncia de (U,,), que denotamos pela propria

(U,), e uma funcgao U € H}

loc

(R) tais que para todo T' > 0

U, — U uniformemente em [T, 7| e

(3.18)
U,—=Uem H(-T,T)

Além disso,

J(U) < B,. (3.19)

Afirmamos que a sequéncia (s,) mais uma vez ¢ limitada em R. Com efeito, suponha
por absurdo que isto nao ocorra. Dai, a sequéncia (s,) tem subsequéncia, que ainda

denotaremos por (s,), tal que

S, — 00 ou S, — —o00, quando n — oo.
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Supondo s, — oo e lembrando da limita¢ao da sequéncia (¢, — s,), garantimos que
também ocorre t,, — oo quando n — co. Analogamente, se s, — —oo entao t,, — —oo.
Com isso, definindo

A, = min a(t)

tE€(sn,tn]

segue da coercividade da fungao a que
A, — oo quando n — oo. (3.20)

Considere agora o niimero

Vo = ( min V(z)) > 0.
z€[—1+4€0/2 , 1—e0/2]
Perceba que caso t € [sp, t,] tem-se U,(t) € [-1 + €9, 1 — &¢] e assim

V(Un(t)) > Vo, VtE [sn,tn]

Logo,

Y,
T
o
[\
2
=
[\
+
S
=
=
=
—~
=
N————
IS
~

IV
S
=
=
X
—~
=
U
~

e passando ao limite com n — oo, obtemos da limitacao de (J(U,)) e do limite em
(3.20) que

tn — Sn — 0 quando n — oo. (3.21)

Por outro lado, sabemos que
tn .
/ Un(t)? dt < 2J(U,).

Como (U,) C H. (R), entao pela desigualdade de Holder segue

[Un(tn) — Un(sn)| < /" |Un(t)|dt

1/2

IN

Vi ([ o)
< V2t —s,) J(U)Y?, YneN.
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Assim, por (3.21) e pela limitagdo da sequéncia (J(U,,)) concluimos
|U,(tn) — Upn(sn)| — 0, quando n — oo.
No entanto, sempre é valido
|Un(tn) = Un(sn)| = |2 — 22|

que nao pode convergir para 0, uma vez que g < 1. Entao temos um absurdo e,

portanto, comprovamos que a sequéncia (s,) deve ser limitada.

Dai, mais uma vez obtemos que as sequéncias (s,) e (t,) sdo limitadas, donde devem

possuir subsequéncias, que ainda denotaremos por (s,) e (t,), e nimeros § e ¢ tais que
S$p —§ e t, =t quandon — oco. (3.22)

A demonstracao agora segue os mesmos passos das ja apresentadas neste capitulo e no
anterior, prestando bem atencao ao fato de que o minimo que estamos determinando
para o funcional J dessa vez ocorre no espaco W,, que por sua vez estd contido em
W. A modificagao do Lema 1.1 nos garante que estes pontos de minimo em W, sao de

fato solugoes heteroclinicas para o problema proposto e concluimos do Lema 1.2 que

U € C*R), com U(t) € (—1,1) para todo t € R. |

Fechamos, com este teorema, os resultados do Capitulo 3 e incluimos mais duas classes
de fungoes para problemas de segunda ordem nao-autdénomos nos quais sao possiveis
determinarmos a existéncia de solugoes heteroclinicas conectando os equilibrios —1 e

1.
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Capitulo 4

Existéncia de Solucao para a Condicao

de Rabinowitz

Neste quarto e tltimo capitulo garantiremos a existéncia de solucao heteroclinica

conectando os equilibrios —1 e 1 para o seguinte problema:
E(t) = a(et)V'(z(t)), VteR, (4.1)

z(t) > —1lset— —oo e z(t) > 1set— oo, (4.2)

onde € > 0 é um parametro e ¢ € L®(R) cumpre a condigdo de Rabinowitz

liminfa(t) = as > infa(t) = a(0) = ag > 0. (4.3)

|t]— 00 tER

Associado ao problema (4.1)-(4.2) teremos o funcional J, : H. (R) — [0, 00] definido

- J.(z) = / Z (%x’(t)Q +a(et)V(x(t))) dt.

Note que continua sendo valido J.(x) < oo para todo = € W; também vale

J!(z) v = /_OO [Z(t)0(t) + alet)V' (z(t) v(t)] dt, Vo € W e v € H'(R)

[e.e]

e os demais lemas e observagoes do Capitulo 1. Consideremos ainda os problemas
i(t) = agV'(z(t)), VteR, (4.4)

z(t) > —1lset— —o0 e z(t) > 1set— oo, (4.5)



i(t) = axV'(z(t)), VteR, (4.6)
z(t) > —1lset— —o0 e z(t) = 1set— oo, (4.7)

e os funcionais

Jo(z) = /_ h (%:’E(t)z—l—ao‘/(:ﬁ(t))) dt

o0

AJ@:i/m(%ﬂw2+amvu@»>dt

—0o0
No que segue denotaremos por By, B, € By, 0s nimeros reais
By = inf{Jy(x) | v € W},

B.=inf{J.(z) | x € W}

By =inf{J(x) | x € W}.

Pelo Teorema 2.1 (p. 35) sabemos que os problemas (4.4)-(4.5) e (4.6)-(4.7) possuem
solucao heteroclinica, a saber, wq , ws € W, respectivamente. Ademais, estas solucoes
satisfazem

Bo = Jo(wo) (& Boo = Joo(woo) (48)

Ainda em relagao as constantes By, B. € By, temos as seguintes relagoes:

Lema 4.1 Os nimeros By, B. e By verificam

By < By e hIIlBE = By.

e—0

Prova. Sejam wy , wo € W como em (4.8). Por a cumprir a condi¢do de Rabinowitz

(4.3), sabemos que é valido ap < as. Assim,
BO - JO(w()) S JO(woo) < Joo(woo) = Booa

provando a primeira parte do lema. Como ag = a(0) = 7%mﬂga(t) < a(et) para cada
S
e > 0, entao

Jo(w) < Je(w), YweW,
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e consequentemente

By < B, Ve>0.
Dai,

By < liminf B,.
e—0

Por outro lado, como wg € W,

B. < J.(wy) = / h (%wo(t)Q—i—a(et)V(wo(t))) dt.

—00

Note que (lembre-se que a fungao a é sempre continua)

lim a(et)V (wo(t)) = agV (wo(t)).

e—0

Além disso, sendo a(t) < |la||r~®) quase sempre em R, obtemos

alet)V (wo(t)) < llall eV (wo(®)), g s em R

(4.9)

(4.10)

(4.11)

Observe que ||a||pm®)V (wo(t)) € L*(R). De fato, pois como wy € W, tem-se wy — 1 €

H'(0,00) e entdao wy(t) — 1 quando t — oo e wy — 1 € L?(0,00). Logo, existe R > 0

tal que para todo t > R vale wy(t) € (1 — e, 1 +¢9) (para gq vide (1.10), p. 15). Com

isso,

/OOO lalle@V (wo(t)) dt - = lal| o) (/OR V(wo(t))cht+/00 V(wg(t))dt>

R

lall ey ( / "V () dt + o / )

< 0o0.

IA

Analogamente,

0
/ ||| oo )V (wo(t)) dt < oo

(wo(t) — 1)? dt)

e assim, ||a||pem®)V (wo(t)) € L'(R). Portanto, pelo limite (4.11) e pela dominagao de

a(et)V (wo(t)) por uma fungio integravel, segue do teorema da convergéncia dominada

de Lebesgue que

limo a(et)V(wp(t)) dt = / aoV (wo(t)) dt,
€E— — 00 — 00
e de (4.10) garantimos
< /1
limsup B, < / <—w0(t)2+ag‘/(w0(t))) dt

e—0 — 0 2

= Jo(’LUo)
- Bo.
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Portanto, por (4.9) e (4.12) temos

By

IN

liminf B,

e—0

IN

lim sup B,

e—0

B07

IN

implicando
lim B, = B,.
e—0

A seguir traremos mais um lema que sera crucial para a nossa abordagem na demons-
tracao do resultado principal, o Teorema 4.1. E possivel encontrarmos esse lema em
[21].

Lema 4.2 Sejam xg,z; € (—1,1) com g < x1, to <ty ex € H'(to,t1) com z(to) = xg

e x(t1) = 1. Entao,

/: (%i(t)Q + aooV(:E(t))) dt > /w;s(m) (%woo(t)Q + aooV(woo(t))) dt,  (4.13)

w3 (o)

onde wy, € W é a solugao heteroclinica do problema (4.6)-(4.7).

Prova. Observe inicialmente que para a integral no segundo membro fazer sentido
¢ necessario que tenhamos w., uma funcdo bijetiva da reta R no intervalo (—1,1).
De fato, o Teorema 2.1 (p. 35) nos garante w.(t) € (—1,1) para todo t € R e por
Weo € W concluimos que ela é sobrejetiva. Por outro lado, note agora que w., deve ser

uma funcao crescente, pois sendo solugao de (4.6) satisfaz
Woo(t) = as V' (weo(t)), VE ER.
Dai, multiplicando a tltima expressao por s (t), obtemos
oo (1) oo (1) = ooV (oo () tiss (1)

e integrando

1. 2
éwoo(t) = oo V (Wi (1)).

Como wu(t) € (—1,1) para todo t € R, segue V(wso(t)) > 0. Temos ainda as, > 0 e

com isso
Weo(t) = V2000V (Wo(t)) >0, VEER
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tas(t) = —\/2a0V (0o (1)) < 0, Yt € R.

Assim, concluimos que w,, é crescente ou decrescente e portanto injetiva. Mas por ela

- -1 -1
estar em W, devemos ter w., crescente, nos garantindo w__'(xg) < w' (z1).

Suponha agora, por contradi¢ao, que a desigualdade desejada (4.13) nao seja vélida.
Entao ocorre
tt /1 wa (z1) 1
/ <§x'(t)2+aoo\/(x(t))) dt < / (§wm(t)2+aoox/(woo<t))) gt (4.14)
to was' (x0)

Defina w; dada por

Weo(t),  set < w (o)
wi(t) = x(t —wi(zo) +to), sew(zo) <t <wi (o) + (t —to)
Woo (t + (W (1) —wt (o)) — (81 — to)), set > w (o) + (11 — to)
Perceba de inicio que a funcao w; é essencialmente a fun¢ao ws, modificada no intervalo
[w(xo) , w(xg) + (t; — to)] por uma translacao da z e transladada |(w!(z;) —
w ! (zg)) — (t; — to)| (para a esquerda ou direita, dependendo se este valor ¢ positivo
ou negativo, respectivamente) no intervalo [w!(z1),00). Assim, w; € W e por (4.14)

e pelas mudancas de variaveis

E=t—wy (z0) +to e n=t+ (wy (1) —wy (x)) — (tr — to)

obtemos

/wool(xo)Jr(tl—tO) (%wl(t)z +amv(w1(t») dt — ttl (%g‘;(t)Q +aOOV($(t))> dt

was (o)

Logo,
Joo(wl) < Joo(woo),

um absurdo ja que Jy(wWeo) = min{J(w) | w e W}, |
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Provemos neste momento o principal resultado do capitulo, estabelecendo a existéncia
de solucao heteroclinica conectando —1 e 1 para classes de fung¢oes cumprindo & condi-
cao de Rabinowitz. O ponto importante é que s6 iremos garantir existéncia de solugao
para valores suficientemente pequenos do parametro e.

Teorema 4.1 Suponha V satisfazendo (V1) — (Vy). Se a funcdo a cumpre o condigdo

de Rabinowitz, entao existe € > 0 tal que o problema (4.1)-(4.2) tem uma solucao
u € HL (R)NC*R) para todo € € [0,€*). Além disso, u(t) € (—1,1) para todo t € R.

loc

Prova. Comece modificando V' para que ela cumpra (V;) — (V3) e note que para
provarmos o teorema basta encontrarmos ¢* > 0 tal que B, é atingido em W para cada
e € [0,€%), jA que o Lema (1.1) (p. 21) garante que pontos que minimizam o funcional

J. sao, na verdade, solucoes para o problema.

Defina para cada 7 € (0,1) o numero real

A, = / S (%woo(t)eraooV(woo(t))) dt.

wgol(—l—i-ﬂ')
onde wy € W com wy(t) € (—1,1) para todo t € R e Jo(Ws) = Be. Como

lim we(t) =1 e lim wy(t) = —1, garantimos que
t—»00 t——o00
A, — B, quando 7 — 0.

Com isso, temos

(aoo — T) A; = By, quando 7 — 0.

aOO
(Mais geralmente, ¢, A; — By, sempre que ¢, — 1 quando 7 — 0). Como a cumpre a
condigao de Rabinowitz, entdo a., > ag, donde By < B, (vide Lema 4.1). Dai, para 7

suficientemente pequeno, vale

oo — T By + By
A > —— 4.15
(==7) - (4.15)
By + Bso
uma vez que % < By.
Por outro lado, sabemos ainda do Lema 4.1 que 1ir% B, = By e assim deve existir
e—
By + Bso
¢ = ¢*(1) > 0 de modo que ¢ € [0,€¢") implica % > B.. Logo, por (4.15)
obtemos
Goo — T .
B < < ) A;, Yee|0,€). (4.16)
(00
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Fixemos agora € € [0, €*) e consideremos (u,,) C W uma sequéncia minimizante para o

funcional J.. Recorde que é possivel tomarmos, para cada n € N,
—1<u,(t) <1, VteR.

Como nos argumentos utilizados no Teorema 2.1 (p. 35) para o caso constante (apenas
tendo o cuidado de acrescentar o termo a(et) as contas), segue que, ao denotarmos por
A = sup J(u,), devem existir uma subsequéncia de (u,), ainda denotada por (u,), e

neN
uma funcao u € H} (R) tais que para todo T > 0,

u, — u uniformemente em [—7,7T] e

(4.17)
U, — uem HY(=T,T)

Além disso,

Je(u) < B.. (4.18)

Particularmente, J.(u) < oo e segue do Lema 1.2 que

u(t) - —1 ou wu(t) — 1 quando t - —o0

u(t) - —1 ou wu(t) — 1 quando t — cc.

Afirmacao: Nao ocorre u(t) — —1 quando t — oo.

Com efeito, suponha por absurdo que na verdade ocorra u(t) — —1 quando t — oo e
escolha entao 77 > 0 suficientemente grande cumprindo u(T}) < —14+7 e a(et) > aoo—7T
em [T7,00) (se necessario, diminuimos 7 de forma que a,, — 7 > 0). Como w, — u
uniformemente no intervalo [—77, 7], tomamos n suficientemente grande de forma que
un(Th) < —1 4 7. Por isso, e também por u, € W, podemos encontrar «y, ) € R tais

que Ty < ag < 1 com uy(aq) = =1+ 7 e uy(B1) =1 —7. Ora, pelo Lema 4.2 (com
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to=ay, t1 =01, x0=—1+7ex; =1—7) conseguimos a desigualdade

T(up) = / N (1un(t)2+a(et)V(un(t))) dt
B1

U, (1) dt + / a(et)V (u,(t)) dt

aq

(V4
Q\

AV
P»—A
N = N = N
i~
S
S
~
SN—
(V)
QL
~
— +
—~
S
3
|
\]
SN—
o
<
—
e
3
—
~
SN—
SN—
QL
~

v

Assim, para qualquer € € [0, €"), temos por (4.16) e por (u,) ser minimizante que

B, = lim J.(u,)

n—00
Ao — T
Z ( p ) AT
Qoo
> Be7

uma contradi¢do. Portanto, u(t) — 1 quando ¢ — oo. Analogamente, u(t) — —1

quando t — —oc.

Levando em consideracao os limites estabelecidos no ultimo pardgrafo, e ainda pelo

Lema 1.2, concluimos
u+1¢€ H' (00,00 ¢ u—1¢€ H'0,00),
e entdo u € W, donde B, < J.(u). Logo, de (4.18)
Je(u) = Be. (4.19)

Portanto, u minimiza o funcional J,, e do Lema 1.1 (p. 21) u é solugdo do problema
(4.1)-(4.2) com u(t) € (—1,1) para todo t € R. Ademais, u € C*(R), como querfamos
demonstrar. .
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Temos assim a comprovacao de existéncia de solucao heteroclinica para mais uma
classe de fungoes. Aqui é importante ressaltarmos que a existéncia s6 é garantida para
valores suficientemente pequenos do parametro €. Uma outra observacao importante
é que poderiamos ter considerado desde o inicio do trabalho o funcional J,, pois basta
observarmos que J é, na verdade, o proprio funcional .J. para o caso particular de e = 1.

Dessa forma garantiriamos a existéncia de solugao heteroclinica da mesma maneira.
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Conclusao

Para concluirmos, traremos algumas observacoes e consideragoes acerca do pro-
blema que viemos trabalhando ao longo dos quatro capitulos do trabalho. A primeira
delas é que poderiamos ter considerado desde o inicio o funcional J., pois basta obser-
varmos que J é, na verdade, o proprio funcional J, para o caso particular de ¢ = 1.
Dessa forma garantiriamos a existéncia de solucao heteroclinica da mesma maneira.
Vale ressaltar ainda que, caso nao tivéssemos a funcao a limitada, deveriamos conside-
rar entao os conjuntos H!(R) e W, definidos como no Capitulo 3 para o caso coercivo
(p. 53). Mais uma vez, tomando os mesmo cuidados e fazendo os ajustes necessarios,
as demonstracoes seguiriam os mesmos passos.

Note também que ao escolhermos ¢y em (1.10) (p. 15) consideramos de certa
forma uma simetria que nao é necessario que a funcao V cumpra. Destacamos, mais
uma vez, que esta escolha foi apenas para facilitarmos nossa escrita e nao precisarmos
de tomar valores £; numa vizinhanca de —1 e 5 numa vizinhanca de 1. Portanto, nao
é preciso essa simetria em V. Mas ainda relacionado a V, lembre-se que, em todos
os casos abordados, fizemos modificacoes nela. Essa modificacao de V' foi de funda-
mental importancia no Lema 1.3 (p. 26), onde usamos o fato que V nao atingia mais
nenhum zero fora do intervalo [—1, 1] e sua nova coercividade. Se por acaso no enun-
ciado do lema tivéssemos suposto que x fosse tal que z(t) € (—1,1) para todo t € R,
nao precisariamos da modificacao. E note que temos exatamente uma funcao com essa

propriedade quando comprovamos que U € W e aplicamos o Lema 1.1.

Passemos agora para outras questoes. E possivel determinarmos a existéncia de

solucoes heteroclinicas para diversas outras classes de fungoes, como por exemplo em



[5] onde é considerado o caso de a ser uma fungao continua limitada e de existirem ay,
as > 0 verificando

a; <a(t)<ay, VteR

lim a(t) = as
[t|—o0

com a(t) < as em algum conjunto de medida nao-nula.
Em [14] é tomado como hipotese que existe ¢y de tal forma que a é crescente em

(—00, 1], a é decrescente em [tg, 00),

lim a(t)=1>0

[t| =00

lim [t|(I — a(t)) = 0.

[t| =00

Outro exemplo é abordado em [12], supondo existirem 0 < [ < L tais que

I<a(t)<L, VteR

lim a(t) = L,
[t| =00

com L/l adequadamente limitado por baixo.

Em [13] tem-se que a € L>(R,[0,00)) e existem [ > 0 e S < T tais que

a(t) =1 parat ¢ [S,T].

i
oo B / VoL

Tem-se ainda em [21] a hipétese de existirem [, [ > 0 verificando
lim a(t) =1 e [<a(t)<

onde . X
V:min{/ NGO dt,/ SV dt}
-1 &+
com
E=min{teR | t>-1eV'(t)=0} e & =max{teR |t<leV'(t)=0}.
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Estes sao alguns dentre varios problemas que foram abordados e que possuiram
0 mesmo objetivo em comum: determinar a existéncia de solugoes heteroclinicas. Note
que esse tipo de problema sofreu, ao longo dos anos, a influéncia e contribuicao de
renomados matematicos e que, ainda nos dias atuais, existem pesquisas sendo desen-
volvidas e cada vez mais um acervo literario sendo criado. Isto deixa claro, entao, que

trata-se de um espago aberto para novas investigacoes e descobertas...
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Apéndice A
Resultados Complementares

Neste apéndice traremos alguns resultados ja bastante conhecidos e nos quais nao
apresentaremos suas demonstragoes. Traremos ainda algumas propriedades e pontos
que nao foram demonstrados durante o texto para nao desviarmos a atencao do leitor
naquele momento.

Proposicdo A.1 (Desigualdade de Holder) Suponha f € LP ¢ g € L*, com 1 <

p < 00, onde

1 1
p D

Entao, fg € L' e cumprem

[ 1591 < 151l

Prova. Vide [6], Teorema 4.6, p. 92. .

Lema A.1 (DuBois-Raymond) Sejam Q C R um conjunto aberto e u € L}, .(Q)

loc

uma funcao tal que
/usz, VfelrQ).
Q

Entao, u =0 quase sempre em Q.

Prova. Vide [6], Corolario 2.24, p. 110. I

Teorema A.2 (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,) uma sequéncia

de fungoes integraveis que converge quase sempre para uma funcao real mensurdvel f.



Se eziste uma funcdo integrdvel g tal que | f,| < g para todo n € N, entdo f € integrdvel

[ ran=tin [ fan

Prova. Vide [3]|, Teorema 5.6, p. 44. .

e € valido

Teorema A.3 Seja I C R um intervalo. Entdo, existe uma constante C' (dependendo

apenas de |I| < o0) tal que
ull ooy < Cllullwremy, Yue W), V1<p<oo.

Em outras palavras, temos a imersio continua W'P(I) — L>(I) para todo 1 < p <
0.

Mais ainda, caso I seja limitado, entao

WP (I) < C(I) ¢ compacta V1 < p < oo

W) — LI(I) ¢ compacta V1 < q < co.

Prova. Vide [6], Teorema 8.8, p. 212. |

Passemos a segunda metade do Apéndice, apresentando entao complementos da

teoria que nao foram feitos durante o texto. Considerando o conjunto
W={zeH, R) | z+1€ H(~0,0)ex—1¢€ H'(0,00)},

temos que para quaisquer x, z € W vale x — z € H'(R), e portanto a boa defini¢gao da

funcao
p:WxW — [0,00)

(x,2)  +— plz,2) = [z — 2[lmE)

Proposicao A.4 (W, p) é um espago métrico completo.

Prova. E imediato vermos que p é uma métrica em W. Por outro lado, sejam xqg € W

fixado e (z,) C W uma sequéncia de Cauchy. Entao, dado £ > 0, existe ng € N tal que

m,n >ng = p(Tn, Tm) = |00 — Tmllmw) < €.
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Definindo y,, = z,, — o € H'(R), teremos

m,n>ng = ||[Yn = Ymllmr@® = |20 — 0 — T + 2ol @) = |20 — To|lmw) < €.

Logo, (y,) C H'(R) & de Cauchy e portanto convergente, ja que H'(R) é um espago
de Banach. Seja y € H'(R) o seu limite e considere x = y + o € W. Afirmamos que
x, — x em (W, p) quando n — oo. Com efeito, para n suficientemente grande, temos

de y, — y que

p(Tp, ) = [|2n — »’UHHl(R) = ||z — w0 + 20 — xHHl(R) = [|yn — ?JHHl(R) <ég,

donde z,, — x e portanto (W, p) é completo. .

Dando continuidade, descreveremos a seguir o processo diagonal que, em conjunto
com os Lemas 1.3 e 1.4, foi essencial na nossa abordagem para garantirmos existéncia
de solugao (lembre-se que a fungido obtida nesse processo era justamente a solugio

heteroclinica!).

Proposi¢ao A.5 (Processo Diagonal) Suponha (x,) C H}

be(R) uma sequéncia li-

mitada em H'(=T,T) para cada T > 0. Entdo, existem uma subsequéncia de (),

que ainda denotaremos por (z,), e uma funcio x € H} (R) tais que para todo T > 0,

T, — « uniformemente em [T, T| e
T, =z em H' (=T,T)

Prova. Para T = 1, segue do Lema 1.4 (p. 28) que existem um subconjunto infinito
N; C N e uma fungio y; € H'(—1,1) tais que

T, "'y, uniformemente em [—1,1] e
zn "y em HY(—1,1)

Agora, para T' = 2, mais uma vez do lema, existem um subconjunto infinito Ny C Ny

e uma fungao y, € H'(—2,2) tais que

neN .
T, — yp uniformemente em [—2,2] e

neN.

T, — yy em HY(—22)
Pela unicidade do limite devemos ter y»(t) = y;(t) para todo t € [—1,1].
Analogamente, para T' = k, existem um subconjunto infinito N, C N,_; C --- C Ne
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uma funcao y, € H'(—k, k) tais que
2, "5 yp, uniformemente em [—k, k] e
Tp "2y em HY(—k, k)

Além disso, yi(t) = yr_1(t) para todo t € [—(k — 1),k — 1]. Consideremos ainda que

cada N seja ordenado de maneira crescente.
Definamos agora x : R — R dada por
x(t) = yr(t), sete [k k|

Observe inicialmente que v € H}

ve(R). Ademais, sendo ny o k-ésimo elemento de Ny e

tomando N* = {ny,ng, -+ ,ng,- -}, obtemos n; < n;1, implicando que N* ¢ infinito.

Dado T > 0, escolhamos ky € N tal que T' < ky. Assim, para i > ko, temos n; € Ny, e

portanto
Tn " Yy, = « uniformemente em [—ko, ko] e
* )
T "Ry, = o em H'(—ko, ko)

donde, particularmente,

N* .
T, " x uniformemente em [T, 7] e

neN*
r, "= xem H (-T,T)
concluindo a demonstracao. .

Consideremos desta vez o conjunto
Y={zec H.(R) | 2(—0) =—1 e x(+o0) = 1}.

Naturalmente o conjunto W esta contido em ». Mostraremos, no entanto, que esta

inclusao é propria:
Proposicao A.6 Temos W C X.
1
Prova. De fato, fixe 0 < a < 5 e considere a funcao f, : R — R dada por
1
— ,set>1
ta

falt) =19 g(t) ,se0<t<1,
0 , et <0
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onde g é uma fungao de classe C*°(R) com g(0) =0, g(1) =1eg(t) > 0para0 <t < 1,
1

tal que a colagem com m seja C'. Com isso, f, € C'(R). Assim, f! € C(R), donde

fi e L7 (R). Além disso, como —2a + 1 > 0, entédo

loc
oo o q t(72a+1) o0
/ fa(t)2dt:/ —dt= ——| =00,
1 |t —2a+1],

e daf concluimos que f, ¢ L?(1,00). Consequentemente, f, ¢ L?(0,c0).
Defina agora a funcao u : R — R dada por

fat)+1 [ set>0

u(t) = :
fat)—=1 [ set <0

Como lim f,(t) =0, temos lim u(t) =1 e lim u(t) = —1, ou seja, u € X. Porém,
|t\—>oo t—o00 t——o0

u—1¢ H'0,00), jA que para t € [0,00) tem-se u(t) — 1 = f,(t) e sabemos que
fo & L?(0,00). Portanto, u ¢ W e provamos assim que W C 3. B
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