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Resumo

Neste trabalho consideramos um sistema de leis de conservagao proveniente da
modelagem matematica de um escoamento bifésico unidimensional num meio poroso,
preenchido de 6leo e 4gua com polimero dissolvido nela e levando em conta a adsorcao
de parte do polimero pela rocha. Usando a técnica das curvas de onda apresentamos
a construcao detalhada da solugao do problema de Riemann para dados iniciais arbi-
trarios no espaco de estados. Usamos a condi¢ao de entropia do perfil viscoso para as
ondas de choque com salto na concentracao do polimero e a condicao de Oleinik-Liu

para os choques com concentracao constante do polimero e salto na saturacao da agua.

Palavras chave: Leis de Conservacao. Problema de Riemann. Injecdo de Polimero.

Onda de Choque. Onda de Rarefacao.



Abstract

In this work we consider a system of conservation laws from the mathematical
modeling of a one-dimensional two-phase flow in porous media, filled with oil and wa-
ter with dissolved polymer in it and taking into account the adsorption of part of the
polymer by the rock. Using the wave curves technique, we present a detailed cons-
truction of the Riemann problem solution for arbitrary initial data on the state space.
We use the entropy condition of the viscous profile for the shock waves with jumps
in the polymer concentration and Oleynik-Liu condition for the shocks with constant

concentration of polymer and jumps on the water saturation.

Key words: Conservation laws. Riemann problem. Polymer injection. Shock wave.

Rarefaction wave.



Nomenclatura

I — intervalo [0, 1].

Q — espaco de estados.

P — densidade da agua.

Po — densidade do 6leo.

Pp — densidade do polimero.

p — densidade da fase aquosa.
[0) — porosidade da rocha.

v — vazao da fase aquosa.

vl —  vazdo total.

— viscosidade da fase aquosa.

— viscosidade do 6leo.

— pressao da fase aquosa.

— pressao da fase oleosa.

— pressao capilar.

— saturacao do Oleo.

— saturacao da fase aquosa.

— concentracao de polimero na fase aquosa.
funcao profundidade.

— permeabilidade absoluta.

— permeabilidade relativa da fase aquosa.
— permeabilidade relativa da fase oleosa.
— aceleracao da gravidade.

— fungao de fluxo.

— fungao de adsorgao.

— derivada da funcao adsorcao.

— razao de viscosidade da agua pelo 6leo.
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A® — velocidade caracteristica da familia s.

A€ — velocidade caracteristica da familia c.

e’ — campo caracteristico da familia s.

e — campo caracteristico da familia c.

C — curva de coincidéncia das velocidades caracteristicas.
z — curva de inflexao em relacao a familia s.

o — velocidade de choque.

o’ — velocidade de choque em relacao a familia s.
o° — velocidade de choque em relacao a familia c.
H(ul) — curva de Hugoniot por um estado u’.

R — onda de rarefagao da familia s.

Ss — onda de choque da familia s.

R, — onda de rarefacao da familia c.

S — onda de choque da familia c.

(RS), — onda composta da familia s.
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Introducao

Um reservatorio petrolifero, utilizando suas condi¢oes naturais (diferenca de pres-
sa0), tem seu fator de recuperacao entre 5% e 15% do 6leo existente [13], [18]. Devido
a queda da pressao o pocgo perde capacidade de producao e com isso é necessario um
método denominado secundario ou suplementar de recuperacao que consiste em inje-
cao de dgua. Através do poco injetor, a dgua é inserida fazendo com que a pressao
do reservatorio aumente e consequentemente o 6leo contido 14 seja deslocado para o
pogo produtor. No entanto, o 6leo é bem mais viscoso que a agua, com isso o0 per-
centual de 6leo recuperado ainda ¢ muito pequeno. Para a otimizacao da producao é
necessario o uso de técnicas de extracao mais elaboradas chamadas métodos avancados
ou terciarios. Estas técnicas avancadas devem ser desenvolvidas de forma que o custo
para a extracao seja o mais baixo possivel e os riscos para o meio ambiente e para
as pessoas envolvidas sejam também baixos. Um destes métodos avancados consiste
em injetar polimero na agua para que a diferenca da viscosidade da agua e do 6leo
diminua. Consideraremos uma situacao em que o reservatoério contenha agua e 6leo
(situacdo consequente do método secundario), seguida de inje¢ao de polimero diluido
na agua o qual parte dele pode ser absorvido pela rocha porosa [9].

O objetivo deste trabalho é abordar o problema de Riemann associado ao sistema
de leis de conservagao proveniente da modelagem do escoamento num meio poroso con-
sistindo de duas fases moveis, 6leo e 4gua sendo que a fase dgua consiste de componente
agua e de polimero injetado refletindo o problema fisico citado. Estaremos obtendo a
solucao global do problema de Riemann de um sistema de leis de conserva¢ao nao-
estritamente hiperbolico proveniente de um fenoémeno fisico pratico.

A deducao deste modelo matematico provém da lei de Conservagao de Massa para
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cada componente e da lei de Darcy para cada fase, [14]. No modelo matemético, os
fluidos e o material poroso sao incompressiveis e a vazao total, que é a soma das vazoes
da fase aquosa e da fase oleosa, nao muda quando o polimero é dissolvido na agua,
ou seja, a funcao de porosidade e as densidades de cada fase sao constantes, e a vazao
total permanece constante ao longo do tempo. Uma outra condicao, como veremos no
Capitulo 1, é que a pressao capilar entre as fases aquosa e oleosa é muito pequena e
por isso serda desprezada. A partir da lei de Conservacao de Massa dos componentes
e da lei de Darcy, seguida de uma mudanca de varidavel adequada, obtemos o seguinte

sistema de leis de conservacao na forma adimensional

0s 0. _,
ot ox (1)
d(sc+alc) O(cf(s,c)

o T e Y

onde (z,t) € RxRT, s = s (x,t) e c = c(x,t) sdo, respectivamente, a saturagao da fase
aquosa e a concentracdo do polimero dissolvido na fase aquosa, por isto (s,c¢) € I x I,
sendo I = [0, 1]. Em todo este trabalho, I sempre denotara o intervalo [0, 1]. O dominio
I x I & conhecido como espaco de estados e serd denotado simplesmente por 2. Detalhes
sobre as fungoes f: 2 > R e a: I — R serao descritos no Capitulo 2. Finalmente, o

sistema (1) juntamente com a condigdo inicial

(sL,cL), se x <0

(s,0) (#,0) =
(SR,CR) , sex >0,

(2)
onde os estados arbitrarios (s”, c%) e (s¥, ¢®) tem componentes constantes em I, cons-
titui o problema de Riemann que iremos abordar nesta dissertacao.

No Capitulo 1 iremos deduzir o Sistema (1) como discutido no paragrafo anterior.

No Capitulo 2 faremos uma andlise qualitativa do Problema (1)-(2). Veremos
que este ¢ um sistema nao-estritamente hiperbolico e que o subconjunto do espago
de estados (2 onde seus autovalores coincidem é o grafico de uma curva suave. Em
seguida obteremos as curvas integrais, e consequentemente as ondas de rarefacao as-
sociados ao Sistema (1). Por tltimo, vamos discutir as ondas do tipo choque obtendo
as chamadas Curvas de Hugoniot e analisando quais descontinuidades ao longo destas

curvas de Hugoniot representam choques admissiveis segundo a condicao de entropia



de viscosidade.

No Capitulo 3 sera feito a construgao da solu¢do do Problema de Riemann (1)-
(2). O capitulo sera introduzido com a defini¢ao de compatibilidade de velocidades de
onda. Na Secao 3.1 serao enunciados e demonstrados os lemas de compatibilidade. Na
Secao 3.2 sera feita a construcao da solucao do problema de Riemann proposto. Na
subsecao inicial serao feitas algumas definicoes importantes, uma delas ¢ a de grupo de
ondas. A construcao da solucao consiste de duas etapas, a primeira é obter a solugao
para o caso c” < c®. Para a solucao deste caso o espaco de estados €2 sera dividido em
regioes onde o estado u” serd fixado. Feito isto, fixado u”, o espaco de estados sofrera
uma nova divisao onde o estado u* também sera fixado. Tendo os dois estados fixados
comeca 0 processo de construcao da solugao do problema. A segunda etapa consiste em
obter a solucdo para o caso ¢ > c®. A metodologia usada sera diferente. Fixaremos
cl e cf e, feito isto, o intervalo I, para a saturacdo, serd dividido em subintervalos
onde o valor s sera fixado. Fixado s” o intervalo I sofrera uma nova divisao onde o
valor s também sera fixado. Tendo os dois valores s” e s? fixados comeca o processo
de construcao da solucao do problema.

No Capitulo 4 faremos as conclusoes finais e as perspectivas de trabalhos futuros.

No Apéndice A sera descrita toda a teoria necessaria para o desenvolvimento da
solucdo global do problema de Riemann (1)-(2).

No Apéndice B sera descrita a solucao do problema de Riemann para a equacao
de Buckley-Leverett.

No Apéndice C encontram-se todas as figuras referidas ao longo do trabalho.



Capitulo 1

Obtencao do Modelo

Na deducao do modelo matematico que molda o escoamento vamos considerar

algumas hipoteses simplificadoras.

e O meio poroso é homogéneo, os fluidos e o material poroso sao incompressiveis.

Isto significa que, a porosidade ¢ e as densidades p,,, p, € p, sa0 constantes.

e As substancias estdao entre um poco injetor e um produtor, sendo considerado en-
tao um escoamento unidimensional de um para o outro, sem fontes ou sumidouros

entre eles.

e A vazao total v7, que é a soma das vazdes da fase aquosa e fase oleosa, ndo muda
d li ¢ dissolvid : j lor v7 tant
quando o polimero é dissolvido na agua, ou seja, o valor v* permanece constante

ao longo do tempo.

e A viscosidade da agua é afetada pela concentracao de polimero, por isto a visco-

sidade da agua é dada como uma funcao da concentracao ¢ do polimero, isto é,

= p(c).

e A pressao capilar p. entre as fases é muito pequena, dessa forma ela seré despre-

zada nas equacoes.

Sejam s = s(x,t) a saturacao da fase aquosa, ¢ = c(z,t) a concentragdo do

polimero diluido na fase aquosa e v e v, a vazao da fase aquosa e da fase oleosa. Com
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as hipoteses citadas acima, a lei de conservacao de massa de cada componente torna-se

0 seguinte sistema

P
ot ox
0s ov
9 % — 1.1
d(sc+al(c) O(ve)
A TR

Vamos agora usar a lei de Darcy no Sistema (1.1). Esta lei para um fluxo bifésico

unidimensional para cada fase (4gua e 6leo) é expressa por

we (% _ 0P
N ox pgax ’

(1.2)
o = (9P OD
o 0] 8x pog a$ 9
em que A\ = %, Ao = %, D ¢é a funcao profundidade, p é a densidade da fase

aquosa, g ¢ a aceleracao da gravidade, p e p, sao as pressoes das fases aquosa e oleosa,
respectivamente, K ¢é a permeabilidade absoluta da rocha, k = k (s) e k, = k, (s) sdo as
permeabilidades relativas das fases aquosa e oleosa, e 1 = i (c) e p, sdo as viscosidades
da fase aquosa e da fase oleosa. Aqui u, seré constante.

Somando as duas primeiras equagoes de (1.1) e usando que s + s, = 1 obtemos

que
v+, 0
oxr
Por isto temos que a vazao total
vl =v 4+, (1.3)

é constante em x. Como a vazao total também ndao muda em fun¢do do tempo, por
hipotese, entdao v? é constante.

Multiplicando a primeira equacao de (1.2) por A, e a segunda por A temos,

dp oD

AoV = Ao <% — pg—a$> : (1.4)
Opo oD

)\Uo - )\)\o (0 - pog%) (15)
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Subtraindo (1.4) de (1.5) obtemos

B dp, Op oD
)\ov—)\vo—)\)\o((ax _8:1:) —(po—p)gax). (1.6)

Utilizando (1.3) na equagao (1.6) e como a pressao capilar é definida por p. = p, — p

obtemos a equagao

Op. oD >

Mo+ A)v— 2T = AN, (3m —(po — p) 9on (1.7)

Dividindo a equacao (1.7) por A\, + A e em seguida reorganizando os termos, obtemos

AN Op oD
T o _ o (& _ _ -
v f - ( )\+ )\0) (aw (pO p)gal') +U? (18)

a equacao

onde,

f:f(S,C):

Das expressoes de A e A\, segue que

f(s,¢) = r(e) = 1 (1.9)

A\, _ A(s,0) N\, (8) K k(s)k,(s)
A+ A A(s, )+ Ao (s) k(s) po+ p(c) ko (s)

A partir de agora vamos usar a hipotese de que a pressao capilar é muito pequena
e por isto vamos omiti-la da Equacao (1.8) e vamos também desconsiderar a gravidade.

Com isto a Equagao (1.8) fica reduzida a

vl f =, (1.10)
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Substituindo v dada em (1.10) na primeira e terceira equagoes de (1.1) e lem-

brando que v’ é constante obtemos

gs + vTa—f =0,
gt(sc%—aa(i)) d(fc) (1.11)
¢ T + o 5 =0.

Indicado por L o comprimento do meio poroso, entao a mudanca de coordenadas

- ol
e t=

xr
L oL’

T =

onde T e t sao, respectivamente, as variaveis adimensionais para o espaco e para o

tempo, transforma o Sistema (1.11) no sistema de duas leis de conservagao

OTE
(st ald) . B(cf (0.0) (112)
T e %

Para simplificar a notacao vamos voltar a usar simplesmente x e ¢, respectivamente, no
lugar de 7 e t. Logo, o Sistema (1.12) torna-se o Sistema (1) apresentado na introdugao.
Vamos considerar o modelo de Corey quadratico para as funcoes de permeabili-

dade relativas das fases como citado em [17] em que
k(s) =35> e ko(s)=(1—5)>. (1.13)
Além disto vamos considerar a razao da viscosidade da agua pelo 6leo da forma
r(c) = aq + aac, (1.14)

onde ay e ay sao constantes positivas.

Substituindo as expressoes de (1.13) em (1.9), a funcao de fluxo f é expressa por

82

s2+7(c) (1—5)2'

f(s,c)= (1.15)

Quanto a funcao a que representa a adsorcao do polimero pela rocha a mesma sera

discutida no Capitulo 2.
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Observe que, se ¢ é uma constante, entao o Sistema (1) é reduzido a equagdo de

Buckley-Leverett

ds  0f (s,c)
E—Fa—x—o, t>0, reR

com s = s(x,t) e a funcao de fluxo f (s, c).
No Anexo B recapitulamos como obter a solucdo do problema de Riemann para a

equacao de Buckley-Leverett que sera usada para a descricao da solucao do Problema

de Riemann (1)-(2).



Capitulo 2

Ondas Fundamentais e Condicoes de

Entropia

Neste capitulo vamos analisar algumas propriedades do Problema (1)-(2), tais
como: a sua hiperbolicidade, a existéncia de uma curva de coincidéncia dos autova-
lores, as ondas de rarefagdo, as solugdes descontinuas (ou ondas de choque, quando
admissiveis) e por ultimo aquelas solugoes descontinuas que satisfazem a condicdo de

entropia de viscosidade.

2.1 Propriedades das Funcoes de Fluxo e de Adsorcao

A fungao f: Q — R dada em (1.15) satisfaz as seguintes propriedades as quais

sao verificadas diretamente:
() £(0,¢)=0, f(le) =1, Ve e L;
.. Of .
(ii) 5 (s,c) >0,Vs € (0,1) e Ve € I, pois

9 (5.¢) = 2sr (c) (1 — s) -0

(247 (c) (1 - 9)%)°

(iii) % (s,c) <0,Vs € (0,1) e Ve € (0,1), pois

' (c)s? (1 — 3)2
(32 +7(c)(1— 5)2)2

of

— (s,¢) = —

< 0
Oc ’
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(iv) Para cada ¢ € I, o grafico da fungdo f(-,¢) tem um tnico ponto de inflexdo
2

(s', f (s",¢)) com s’ = s’ (c) € (0,1) tal que a—f(s,c) > 0 para s € (0,s') e

0s2
% (s,c) <0, para s € (s!,1). De fato,
% (5.0) = 2r (¢) [(r (c) + 1) (283 — 3s?) +r (c)]

(247 (c) (1 - $2)%)°

Para obtermos os pontos de inflexdo do grafico f para cada c fixo, analisaremos
2

a equagdo —= (s,¢) = 0. Com isso obtemos o polindémio em s

0s2

(r(e) +1) (25* = 3s%) +7(c) = 0.

Dividindo esta expressao por — (r (c¢) + 1) tem-se

—25% 4 3% — (ﬂ> = 0.

r(c)+1

Definimos a funcao polinomial P : R — R por
P(s) = —2s° + 35% — (ﬂ) .

r(c)+1

Sendo P uma funcgao polinomial do terceiro grau em s entao pelo Teorema Funda-
mental da Algebra, P possui trés raizes com pelo menos uma delas real. Sabendo

que

P
Cfl_s (5) = —65* + 6s,

entao os pontos criticos de P sao s = 0 e s = 1. Como se trata de uma funcao

polinomial do terceiro grau estes valores sao pontos de maximo ou minimo local

de P. Como

P(l):1—<rr&)>0

(c)+1

entao (0, P (0)) é ponto de minimo local e (1, P (1)) é ponto de méximo local.
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Entao, as trés raizes de P sao reais e distintas assim distribuidas, uma no intervalo
(—00,0), outra no intervalo (0, 1) e a outra em (1, +00). Portanto, para cada ¢ €
[0, 1] o grafico da funcéo f (-, c) possui um tnico ponto de inflexdo (s', f (s, ¢))

com s! no intervalo (0, 1).

Os poros do reservatorio adsorvem as particulas do polimero desde o inicio do
processo de injecao da substancia. Quanto maior a concentracao de polimero no reser-
vatorio, menor a capacidade da rocha porosa adsorver as particulas. Por isso, funcao
a: I — R, que modela a adsorcao do polimero pela rocha, é escolhida de tal forma a

satisfazer as seguintes propriedades:

(i) a(0)=0;

(i) h(c) = % (¢) >0, para c € (0,1);

2
(i) % (c) = % (c) < 0, para c € (0, 1).

Para efeito das figuras e possiveis contas explicitas vamos escolher a funcao a

generalizada, proposta em [9], como

_ pic
B2 + Bsc

a(c) (2.1)

onde (1, [y e B3 sao constantes positivas escolhidas convenientemente. Neste caso, a
fungao a (c) satisfaz as condigoes (i), (ii) e (iii).

Escolhendo os valores oy = 1,75 e ap = 0,425, a Figura C.1 mostra os gréaficos
da funcao f para dois valores de ¢, c =0,1¢e ¢ =0,9. Ja a Figura C.2 mostra o grafico

da funcao a, para 51 = 0,2, S5 =1 e 3 = 100.

2.2 Velocidades e Campos Caracteristicos

Vamos reescrever o Sistema (1) na forma matricial. Considere as seguintes fungoes

G, F : Q — R? definidas por

G (s,c) = (s,sc+alc)) e F(s,c)=(f(s,c),cf(s,c)). (2.2)
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Sendo u = (s, ¢), entdo o sistema (1) é escrito na forma

O1G ()] | 9[F (u)]

o . 0. (2.3)
Calculando as matrizes jacobianas temos
10 o o
dG (u) = e dF (u) = 8@ oe o |
¢ s+h(c) ca—ﬁ [+

d
onde h (c) = d_a (¢). Assim, dG (u) é inversivel porque s + h(c) > 0.
c

Para solugoes suaves o Problema de Riemann (1)-(2) pode ser escrito

ou ou

ul, se x <0 (24)
u(z,0) =
uft, se x>0,
onde u = (s, ¢),
of  9f
Aw) =[dG(w)] " dF (u)= | % : (2.5)
0 s—l—i(c)

ul = (s, cF) e uff = (5%, ).
Os autovalores da matriz A (u) sdo

A=)\ (s,0) = —f(s,c) e )\C:/\c(s,c):%.

Estes autovalores sao chamados de velocidades caracteristicas. Omitimos as varidveis
independentes (s, c) das velocidades caracteristicas para simplificar a notagao.

Como acabamos de ver, a matriz A (u) possui duas velocidades caracteristicas.
Cada uma delas determina a uma familia caracteristica i € {s, c}.

Uma interpretacao geométrica para A° e \° é que \° (s, ¢) representa a inclinagao
da reta tangente ao grafico da fungao f (-, ¢), para c fixo, no ponto (s, f (s, c)), enquanto
A° (s, ¢) representa a inclinacdo da reta secante pelos pontos (s, f (s,¢)) e (—h (c),0).

Sejam e® e e os autovetores correspondentes a A* e \°, respectivamente.

Para A* temos que e* = (1,0).
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Para A\ temos que e = (%,)\C — )\s), para s € (0,1). Para s = 1 temos que
e = (0,1). Para s = 0 a matriz (A — X°I;) é a matriz nula, (I; é a matriz identidade
de ordem 2). Dai, qualquer vetor de R? é autovetor de A\, em particular o vetor
¢¢ = (0,1). Resumindo, e = (0,1) para s =0e s =1 e ¢ = (%, \° — X*) para todo

s € (0,1). Estes autovetores sao chamados de campos caracteristicos.

2.3 Curva de Coincidéncia

Da interpretacao geométrica de \* e de \°, analisando a Figura C.3, podemos con-
cluir que existe uma curva onde os autovalores A* e \° coincidem. Com isso enunciamos
o seguinte lema.

Lema 2.1 Para cada ¢ € I firo, existe, no mdzimo, um ponto s = s (c) € I tal que
A® (sc,c) = \° (sc,c), isto €, tal que

of B f(sc,c)
75 590 = sC+h(c)

Demonstracao. A demonstracao é obtida facilmente por interpretacao geométrica. W

O Lema (2.1) exprime uma condigdo para que a reta tangente ao grafico de f
de inclinacao % (SC,C), pelo ponto (sc, f (sc,c)), seja coincidente com a reta cuja
inclinagao é f (50,0) / (so +h (c)), que passa pelos pontos (so,c) e (—h(c),0). Veja
a Figura C.3.

Veja a seguir que existe a coincidéncia para o nivel ¢ = 0. Fixe ¢y = 0. Calculando

explicitamente vemos que existe s§ = s¢ (0) tal que o Lema 2.1 é satisfeito.

Sabendo que

f(s5,0) =

(s§)" +au (1= s)°

e tomando a fungao de adsorgao na forma (2.1), temos
25§ ay (1 — SOC)

()" + o (1 - 57|

0
o (e5.0) =

h(O) = fi,
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com o7 e (31 constantes positivas. Para o ponto (SOC,O) a expressao do Lema (2.1) é

escrita na forma

2 (=) (5’ | |
[(500)2 +oq (11— Sgﬂz (5 1 B [(SOC)Q (- Sg)Q] (2.6)

Simplificando (2.6) obtemos

204 (1 — s§) sy

(58)2 +oq(1— 58)2 C(s§+ B

(2.7)

Utilizando o Maple para resolver (2.7) na variavel s§ obtemos os valores

-1 + \/04%5% + 20301 + oF + 200 01 — o + 20

C

s§ = ’
0 30&1 +1

s§ =0,

< ~ a1+ Vaif 4 20161 + af + 20181 — g — 2041.
0 30(1 +1

O valor s§ existe, desde que a?? + 20283, + a2 + 2018 — a; > 0.
A seguir, mostraremos que o conjunto de pontos (sc (c), 0)7 para cada c € I, é
uma curva suave contida no espaco de estados 2.

Definimos F : 2 — R por
F (s,¢) =N (s,¢) — A (s,¢) .
Entao, F ¢ uma funcao de classe C! e
F (s5,0) = 0.
Além disso,

OF ox ox O f (s+mg—f f x-x

ds  Os ds  0s2 (s + h)? C0s2 (s+h)

Dessa forma,

0

2
2 (55.0) = 2L (5.0) #0

0s

Isto ocorre porque s§ nao coincide com o ponto de inflexao s!, veja a Figura C.4.
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Entao, do Teorema da Funcao Implicita, existe uma vizinhanca V de (sg,()),
0 > 0, uma vizinhanca

Vs={cel0,1):0<c<d}

e uma ftnica fungao ¢ : Vs — R de classe C! tal que (p(c),c) € Ve F(p(c),c) =0

para todo ¢ € Vz. Além disso,

Fe
@' (c) = — 7 Ve e V.

Isto significa que para todo ¢ € V; existe s¢ € I tal que s = s%(c) com (2.1)

satisfeito. Como F, (SC (c) 70) #£0,V (sC (c) ,c), segue que Vs pode ser prolongada até

d = 1. Chamemos o conjunto C = Graf (¢) de Conjunto Coincidéncia, isto &,
C={(s,c)eQ:celes=3s"(c)} ={(s.c) €Q:N* =)}

A curva C divide o espaco de estados () em duas regides. Denotaremos estas

regioes por
Q={(5,00€Q:0<s<s(c)} e Qo={(s,0)€N:5“(c) <s<1}

ou

D ={(5,0) €Q: X< XN} e Qy={(s,¢) € Q: A >N}

Veja a Figura C.5.

2.4 Solucoes Continuas

O objetivo desta secao é determinar as curvas integrais dos campos caracteris-
ticos e® e e e as ondas de rarefagdo. Ja que a matriz (2.5) possui duas velocidades
caracteristicas A\° e \° entao existem duas possibilidades de ondas de rarefacao; uma re-
lacionada a familia s chamada de s—rarefacao, e a outra relacionada familia ¢ chamada
c—rarefacao.

A definicao de uma onda ¢—rarefacao e curva de i—rarefacdo encontram-se no

Apéndice A.
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2.4.1 Onda de Rarefacao na Saturacao da Fase Aquosa

Para A\* (s, ¢) = % (s,c) e e® = (1,0), as curvas integrais associadas sao retas horizon-
tais, isto é, ¢ é constante. Neste caso, para que haja uma onda s—rarefacao de (sL, cL)
para (SR, cR) & obrigatorio que ¢ e ¢ coincidam e que \* (s, cL) seja crescente quando
s varia de s para s®. Das propriedades (i)-(iv) da fungio de fluxo f e do seu grafico,
para cada valor de c fixo, temos que A°* (s, c”) é crescente de A* (s%, c*) para X* (s%, cF)
se 0 < st < st < 6! (CL) ou se s’ (CL) < sf < sh 1, pois para 0 < s < st (CL)
o grafico de f é concavo para baixo e para s¢ (CL) < s < 1 o grafico é concavo para
cima, Ver Figura C.4 substituindo (so, co) por (s*,c*).

A curva s—inflexdo (ou simplesmente curva de inflexao), denotada por Z, (nos

graficos feitos no Maple a curva de inflexao é denotada por J) é definida por VA®-e® = 0.

Apos alguns célculos, obtemos que
Z={(s,c) €Q:—-2s*+3s*—7(c) =0}, onde 7(c)= ASEE (2.8)

Lembramos que se (s”, c) e (s%,cf) estiverem em lados opostos da curva de
inflexdo, entdo ndo ¢ possivel obter uma onda s—rarefacao de (s*,c") para (s, c?)
porque a familia caracteristica s ndo é genuinamente nao-linear, isto é, o autovalor

A® (s, cL) nao é mono6tono em s. Veja a Figura C.6.

2.4.2 Onda de Rarefacao na Concentracao do Polimero

f(s,¢)
s+ h(c)
correspondente ¢ = (2L, ¢ — \*) para0 < s<lee® = (0,1) paras=0ous=1. Ha
de

Considere a velocidade caracteristica \° (s, c) = e seu campo caracteristico
trés casos a serem considerados: quando 0 < s < 1, s = 0 ou s = 1. Primeiramente,
vamos analisar o caso 0 < s < 1.

As curvas integrais do campo caracteristico e¢ satisfazem o sistema de EDO’s:

9s _ 0f
o8 e
9 _ e e
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Logo, para A\ # \° segue que

ds dc
= i 2.
df JO0c  Ae— X (2.9)
De (2.9) obtemos que
8f dc
==\ 2.10
e ds ’ (2.10)

Precisamos determinar como as curvas integrais ¢ = ¢ (s) se comportam no espago de

o dc .
estados (). Primeiramente, observe que como —f < 0 temos — > 0 na regiao €2y, da

oc ds
o C S dc 15 C S A 3 dc
Figura C.5, onde \° < \*, e que I < 0 na regiao €2 onde \° > \°. Além disto, 5 0
s s
na curva de coincidéncia C. Isto significa que, ao longo das curvas integrais, c(s) é
crescente na regiao )y e decrescente na regiao {25 com valor méximo sobre a curva de
coincidéncia. Dai, a concavidade da curva ¢ = ¢ (s) é voltada para baixo ao longo da

2
e Al . . , c
curva de coincidéncia C, isto &, < 0. Um outro fato a ser observado é que, para

ds?
todo s € I, a derivada d—g existe para todo s € I, isto é, nao existe reta tangente a
curva ¢ = ¢(s) onde esta seja perpendicular ao eixo s. Isto significa que, para cada s
existe uma tnica imagem c (s). Em outras palavras, o grafico da curva ¢ nao muda de
sentido em nenhum s € I. Veja a Figura C.7.

A equacao (2.10) permite obter a posigao relativa entre a curva de coincidéncia

C e a curva c—inflexdo definida no Apéndice A. Para isto derivemos a equagao (2.10)

na variavel s. Seja g (s) = X (s, c(s)). Entao,

O*f dc 8fal2 dg 0*f
ds0c ds * 9 dcds®  ds 02 (2.11)

onde,

dg _ (F+3a) s+h)—f(+3%)
ds (s +h)” '

o c
Dai, para (s,c(s)) ao longo da curva de coincidéncia C e como i 0, temos que
s

[ (s, e (5] s+ R (c ()] — f (5, (5))
(s + h{e(s)) .12)
N (s,0(5)) = X (s,¢(5))

- sthee)

g(s) =
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Portanto, a curva c—inflexao, definida no Apéndice A, coincide com a curva de coin-

cidéncia C das velocidades caracteristicas. Considerando (2.11) restrito a esta temos

que
of d>c  0*f
dcds?  0s?
20 B 2
e como — < 0 ao longo da curva de coincidéncia e como —— < 0, segue que —= < 0
ds? dc 0s?

ao longo da curva de coincidéncia C. Analisando o grafico de f (-, ¢), vemos que tal

curva de inflexao 7 esta a esquerda da curva de coincidéncia C como ilustrado na Figura

C.8.

A conclusdo até aqui é que se u” e u’® estiverem em regides distintas, um em

e o outro em )y, ndo é possivel obter uma onda c—rarefacao de u” para u* porque a
curva integral interceptara a curva de coincidéncia C e com isto A° nao serad crescente
de \° (uL) para \° (UR). Com isso s6 ird existir uma onda c—rarefacao de u” para u®
se ul e u® estiverem na mesma regidao €, ou . Veja a Figura C.7.

Vejamos o caso em que s = 1. Para este valor de s o autovetor associado a A° (1, ¢)

2

¢ ¢ = (0,1). Portanto, se s* =1 a curva integral por (s, c*) é a reta vertical s = 1.

Neste caso, para que haja uma onda de rarefacio de u” para u® é necessario que
1
X(l,¢) = ———
(L) 1+ h(c)

seja crescente de ¢ para ¢®. Como h (c) é uma fungio decrescente de c, entdao A\°(1,c)
¢ uma funcao crescente. Logo, para que exista tal onda c—rarefacao, é necessario que
cf > el

Por tltimo, vejamos o caso em que s = 0. Temos A\° = 0. Logo, se s* = 0 e
s = 0 teremos uma velocidade caracteristica A° identicamente nula para todo c entre
ct e cf. Observe que, ao longo da reta s = 0 a solucao do Problema de Riemann nao
faz nenhum sentido fisico ja que o reservatorio nao possui fase aquosa, por isso nao

pode haver concentragao do polimero em relacao a esta fase dentro do reservatorio.

Porém, do ponto de vista matematico, esta situacao é aceitavel.
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2.5 Solucoes Descontinuas

Nesta secao iremos considerar solu¢oes descontinuas do Sistema (1) e a condicao
de entropia adequada para a unicidade da solucao. Quando a solucao descontinua
é admissivel, segundo alguma condigao de entropia, elas sao chamadas de ondas de
choque. Queremos obter solugdes fracas descontinuas para os estados u” = (s, c*) e

uft = (s%, M) da forma

= (2.13)

<

—~

u&

~

N~—

I
~|8 I8

> 0,

onde u = (s,¢), e o é a velocidade de propagagio do choque sob a relagao de Rankine-

Hugoniot
o [G (") -G u")] =F W) —F (u"), (2.14)

em que G, F : Q — R? sdo as fungoes definidas em (2.2). Uma solugao do tipo choque

¢ uma descontinuidade da forma (2.13) que satisfaz alguma condigao de entropia.

Definicao 2.1 Fize um estado u® € Q. A curva de Hugoniot por u°, denotada por

H (u®), € o conjunto dos estados u € Q tais que exista o € R salisfazendo a equagdo

(2.14) para vt = u° e uf* = u.

Iremos considerar apenas as solugoes fisicamente relevantes do Problema de Rie-
mann (1)-(2). Para isto, iremos exigir que uma solugao descontinua satisfaga alguma
Condicao de Entropia. Naturalmente, por ser a mais conhecida, a primeira condicao de
entropia a ser testada é a condi¢cao de Laz. Porém, esta condicao nao sera util porque
o sistema nao é estritamente hiperbolico. A onda de choque possui duas familias, uma
relacionada a familia s e outra relacionada a familia ¢. Temos a onda de s—choque,

R ¢ a onda c—choque, quando ¢ # cf*. Para a onda s—choque, a con-

quando c* = ¢
digao de que iremos utilizar ¢ a Condi¢ao de Olenik-Liu [11], [12], [15] e para a onda
c—choque é a Condigao de Viscosidade [15]. Mais adiante veremos cada caso com mais
detalhes.

Vamos agora obter duas expressoes especificas para ¢ em funcao dos estados

(s¥,c¥) e (s",cf) fixados. Escrevendo a relacao de Rankine-Hugoniot (2.14) obtemos
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0 sistema

o (sR — SL) =f (sR,cR) —f (SL,CL) ,

R,.R R\ _ JL.L L\Y — Rf (R R _ .L L L (2.15)
a(sc +a(c) stc +a(c)) cf(s,c) cf(s,c).

Note que se ci = ¢! entdo a segunda equagao de (2.15) é multipla da primeira, com
isso o Sistema (2.15) torna-se a relagdo de Rankine-Hugoniot para o caso da equagao
de Buckley-Leverett. Dessa forma, a velocidade de choque em relacao a familia s é

definida por

o* (u",uf) = / (SL’CQ — fR(SR’CR). (2.16)

Antes de estudar estas ondas vamos obter algumas equagoes auxiliares. Vamos
nos restringir ao caso ¢ # c”. Substituindo f (s%,c®) da primeira equagio do Sistema

(2.15) na segunda equagao do mesmo sistema obtemos,
c? [a (SR — sL) + f (SL,CL)] —clf (SL,CL) =0 (SRCR +a (CR) —stet —a (cL)) .
Dai, apos algumas manipulagoes algébricas obtemos que

f(s" ") =0s"+o (a () —a <CL)) : (2.17)

cR — oL

Da expressao em (2.17) definimos convenientemente a seguinte fungio hy : I — R por

a(c) —a(c*)
hi () = e (2.18)
h (CL) , se c=ch.

Substituindo a funcdo hy em (2.17) aplicada no ponto ¢, obtemos

f (SL, CL)

= e (2.19)

Podemos também obter a velocidade ¢ por uma outra formula. Para isto, note

que

o (sR + hy, (CR)) =0 (sR — st st +ng (CR)) =0 (sR — SL) + o (sL + hy, (cR)) )
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Daf, da primeira equacao de (2.15) temos que
o (s®+hy () = £ (s ) — f(s", ") + o (5 + hp (). (2.20)
Aplicando a formula (2.19) na equagio (2.20) chegamos a equagio
o (% By (7)) = (s%.c) = f (55, c) + f (shoeh) = (7MY,

donde obtemos que

o f (SR, CR)

= T h (T (2.21)

As expressoes (2.19) e (2.21) definem a velocidade de choque ¢¢ da familia ¢, ou

seja,
L L R R
s¥ ¢ st e
Slshe) ( ) =0 (u",u") = Sse) ( ) : (2.22)
st + hp, (c®) s+ hy (cf)
Observe de (2.22) que, se 0° (u”, uf?) = 0 entdo devido a defini¢io da funcdo f
segue que s* = s = 0. Portanto, a solucdo para este caso j4 foi visto na secdo anterior

L

quando consideramos s* = s® = 0. Por isto consideremos entdo a partir daqui que

c° (uL, uR) > 0.

Como o espaco de estados  esta contido no R2, a curva de Hugoniot H (uL)
é composta por duas curvas suaves H' (uL) denominadas ¢—ramos de Hugoniot, com
i € {s,c}. O s—ramo H* (u") é definido pela reta ¢ = ¢ e 0 c—ramo H° (u*) obtido

por (2.22) com a eliminacéo do o (u”, u®) variando o estado u®’, ou seja,

HE (u) = {(s,c) eN: 7 (",c) = f(5,¢) } (2.23)

sl+hp(c) s+ hg(e)

Agora temos as ferramentas necessérias para caracterizarmos as ondas de choque

entre os estados u” e u®. Como ja comentamos anteriormente, ha duas possibilidades

L

para ondas de choque, a onda s—choque com ¢ = ¢ e a onda c—choque com ¢ # .
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2.5.1 Onda de Choque na Saturacao da Fase Aquosa

Seja ¢l = ¢f'. Nestas condigoes o Sistema (2.15) se reduz a equagao
(%) = f(sh ) =0 (s —s"). (2.24)

Observe que esta expressao (2.24) é a relagao de Rankine-Hugoniot para a equacgao de
Buckley-Leverett com a funcao de fluxo em s dada por f (s, cL). Desta forma as ondas

de s—choque sao as mesmas da equacao de Buckley-Leverett apresentadas no Apéndice

B.

2.5.2 Onda de Choque na Concentracao do Polimero

Como vimos, fixados u” = (s%,c%), uf = (s%,cf) com c* # ¢ a onda de c—choque

de (s, c") para (s¥, c®) tem o dado pela formula (2.22). Por questdo de praticidade,
para uma onda de c—choque, utilizaremos a condicao entropia de viscosidade como

discutido a seguir. Para isto, dado € > 0, considere a seguinte perturbacao do Sistema
(1):
ds Of (s,c 9?%s

L0 (s

ot or 8(9552’
d(sc+a(c)) N d(cf(s,c) 882 (sc+a (c))

ot oz 0x?

(2.25)

Suponha que o Sistema (2.25) possua uma solu¢do do tipo onda viajante da forma
u (§) = (s°(&),c° (£)), com £ = (x — ot) /e. Substituindo s° (§) e ¢ (£) no Sistema
(2.25) obtemos

ods®  1df (u®(§)) 1 d%s°

T +Ed—§_€<e_2d§2)’

_od(sE +a(e))  1d(Ef Q) _ (ldQ (s°c" +a (Cs))>
€ d¢ € dé — 2 de? '

Como ¢ > 0, eliminamos-o do sistema acima obtemos o sistema de EDO’s de segunda

ordem

A A (©) _ &
dé dé g2’
d(s°c +a(cf)  d(cf(w () & (s°c¢ +a ()

d —_
T T e T ag?

—0

(2.26)
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A condigao de viscosidade para o choque entre (sL, cL) e (SR, CR) com velocidade
o exige que o Sistema (2.26) tenha uma solugao (s° (), (€)) satisfazendo a condigao
de contorno
lim (5% (&), (€)) = (s".¢),

£ (2.27)
lim (s°(&),c"(§)) = (SR, cR) .

£—4o0

Integrando o Sistema (2.26) de —oo até & obtemos

[ Lt [ (s,
/5 d2 (sec;;—?a (Cs))dn _ /5 (—ad (sgc‘e;?a (cf)) " cl(csfc(i:;6 (77)))) dn.

—00 —0o0

Levando em conta a primeira condigdo de contorno para & — —oo em (2.27), apés a

realizacao da integracao obtemos o sistema de EDO’s de primeira ordem

CCZ;'; :fE—O'SE—(fL—O'SL),

d(s°c¢ +a(c))
dg

onde fL = f (st ,cl) e fo = f(s%,¢).

Para facilitar a analise vamos reescrever o Sistema (2.28) em termos da funcao

(2.28)

=Eff—o (s +a(F)) — (Fff—o (s +a(cF))),

de hy (c) definida em (2.18). Logo, o Sistema (2.28) é reescrito como

ds®

= f(s5,¢f) —o (554 hy (cf)),
itk dc>€ (5 + he () 2.29)
(s°+ h () —— =0 (¢ =) (hr (c®) = hp () .

Fazendo e — 0 espera-se que a solugao (s°, ¢°) de (2.29) satisfazendo a segunda condicao

de contorno em (2.27) convirja para a solu¢ao do problema de Riemann do Sistema (1)

R

dada pela onda de choque de u” para u® com velocidade o.

A partir daqui vamos omitir os expoentes ¢ de s° e ¢¢, reescrevendo o Sistema

(2.29) como

ds

— = f(s,¢)—o(s+hg(cF

e 00 e ) .
(s+h(c)) & =0 (c—c*) (he (") = hr () .
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Usando a condi¢do de contorno (2.27) vamos resolver o Sistema (2.30) a fim de

achar uma 6rbita saindo do estado (s, c") e chegando no estado (s%,c).

Caso ¢l < cfi.
Vamos fazer uma analise para o caso ¢ > cl. Para isso, vejamos o lema a seguir:

Lema 2.2 Considere o sistema (2.30). Se & > cl, entdo ndo é possivel obter uma

drbita do sistema (2.30) partindo de (s*,c") e chegando em (s%,c%).

Demonstragao. As expressoes (s+ h(c)) e o possuem sinais estritamente positivos.
Como a funcdo hy, é decrescente, entdo, para c estritamente entre c” e c?, as expressoes
(c — cL) e (hL (CR) — hr, (c)) possuem sinais opostos. Logo, da segunda equagao de

(2.30), temos que

d
=< 0, para centre c” e c. (2.31)

d§
J&, para c fora do intervalo [c¥, c®] temos

ey, (2.32)

dg
Além disto, obviamente temos que

dc
— =0, se c=c ou c=c"
dg
Portanto, se tivermos cf* > ¢, ndo é possivel obter uma orbita partindo de u” e
chegando em u! pois o fluxo em relagio ao eixo ¢ é decrescente entre os valores c& e
R

¢t como afirma (2.31). Isto significa que o campo de vetores da orbita possui derivada

em relacao a c negativa. [

Pelo Lema 2.2 nao é possivel obter uma solugao descontinua admissivel segundo

a condicao de entropia de viscosidade, quando c¢* < cF.

Caso ¢l > B,

Fixe ¢l > ¢ e considere a secante definida por (2.19). Esta secante intersecta a fungao
de fluxo f (s,cR) em dois pontos. Um destes pontos é denotado por uf® = (s]f,cR)

onde \* (s%,c) > o e o outro por uff = (s¥,c®) onde X* (s%,cF) < o.
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Os pontos uf e u® sao pontos de equilibrio do sistema de EDO’s (2.30). Veja a
Figura C.10.
Lema 2.3 Considere o ponto uf. Entao, de (2.19), existem dois valores para s,
denotados por s* e si, com st < st tais que,
N (st M) 2o e N (st ") <o (2.33)

Além disso, se as desigualdades de (2.33) sao estritas € possivel obter uma drbita do

sistema (2.50) partindo do ponto de equilibrio ut = (SE,CL) e chegando em uf e uma

drbita partindo de ut = (s%,c*) e chegando em u®?.

d
Demonstracao. Vamos agora fazer a analise do sinal de d—z em (2.30). Para qualquer

c® < e <t sejam s_ (c) e sy (c) os dois valores determinados pela relagao

fls-(e)e) _ _ [(54(9),0)
s_(0)+ hp (c®) 77 5,(0) + h (cR) (2.34)

com s_ () < s; (c). Sendo uy = (s4 (¢),¢) temos ulf = (s (c),cf). Veja a Figura

C.12. Da primeira equagao de (2.30) e de (2.34) concluimos que

ds ds

& (5 (0),0) = = (54 (c) ;) = 0.

dg dg
Para cada c fixo, em relacdo ao eixo s, nos intervalos 0 < s < s_ (¢) e 54 (¢) < s < 1,
as Orbitas possuem o mesmo sentido e no intervalo s_ (¢) < s < sy (¢) elas possuem
sentido oposto aos outros dois casos.

- . ds : o
Faremos agora uma anélise do sinal de —. Para isso, vamos reescrever a primeira

dg

equagao de (2.30) como mostra a seguir:

ds

— = (s P _fls9 —0
it = O+ @) (o ) (2:35)

Observe que, para 0 < s < s_(c) e sy (¢) < s < 1 a inclinagdo f (s,c) /(s + hy (cF))

é menor do que a inclinagao o. Logo,

d
—S<07 para 0<s<s_(c) e sy(c)<s<l. (2.36)

dg

Ja para s_(c) < s < s;(c) a inclinagdo f(s,c)/ (s+ hg (c®)) ¢ maior do que a
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inclinagao 0. Com isso,

ds
d_§ >0, para s_(c)<s<sy(c). (2.37)

Note que qualquer 6rbita que passa por um ponto (s_ (¢),¢), para algum c € (CR, cL),

satisfaz a seguinte condicao

lim (s(£),¢(&)) = (s= (c") . c")

E——o0

lim (s(&),c(§)) = (SR,CR) )

E—+o0
Ademais, qualquer orbita que passa por um ponto (sy (¢),c¢), para algum ¢ € ( R cL)

tem a seguinte propriedade

Jim (5(6).¢(9) = (+oc,")
Jim (5(9),(€) = ("¢

Portanto, concluimos que existe uma orbita do sistema (2.30) partindo de u” e chegando

em uff e uma orbita partindo de u* e chegando em uff. Veja a Figura C.13. |

Lema 2.4 Considere o ponto uft = (s}f,cR). Entao, de (2.19), existem dois valores

para s”, denotados por s* e si, com st < sJLr tais que, (2.83) € satisfeita. Além disso,

se as desigualdades de (2.33) sao estritas é possivel obter uma orbita do sistema (2.50)
partindo do ponto de equilibrio u* = (SI:,CL) e chegando em uf, no entanto, nao €

possivel obter uma drbita partindo do ponto ut = (s%,c*) e chegando em u'?.

R

emonstracao. nsiderando v, entao s™ = s_ (¢'*). mo n nterior, existem
D t Considerando u’, entao R). Como no caso anterior, existe

L

dois possiveis valores para s”, tais que (2.33) é satisfeita (ui e u” sao 0s mesmos pontos

do Lema 2.3). Veja a Figura C.11. Com os mesmos argumentos do caso anterior os

ds dc
sinais de — e — permanecem inalterados. Veja a Figura C.13. |

S
Portanto, dos Lemas 2.2 e 2.4 concluimos que existe uma orbita do sistema (2.30)

artindo de u” e chegando em u®. Porém. nao existe uma orbita partindo de u% e
g +

chegando em uf*. Veja a Figura C.13.

Proposigao 2.2 Considere o problema de Riemann (2.4) onde ut = ul e u® = uf.

Entao a onda de c—choque, seqgundo a condi¢ao de entropia de viscosidade, é admissivel.



32

Além disso, se uf* = uf, entdo a onda de c—choque também é admissivel sequndo a

mesma condi¢cao de entropia.

Proposigao 2.3 Condidere o problema de Riemann (2.4) onde u* = ui e ult = uf.
Entao a onda de c—choque, seqgundo a condi¢ao de entropia de viscosidade, é admissivel.

Porém, se uf* = u®f nao € possivel obter uma orbita partindo de u* para u®.

As demonstragoes das Proposigoes 2.2 e 2.3 seguem diretamente dos Lemas 2.3 e
2.4 respectivamente.

Um fato a ser observado ¢é a verificagao da condicao de entropia de Lax para os
estados u” e uf*. Para o sistema 2 x 2, a nomeclatura para possiveis ondas de choque

R

entre os estados u’ e u® sdo listadas na Tabela a seguir.

Tipo de choque Desigualdades Pontos de Equilibrio
do Sistema (1)

1 — choque de Lax | A' (uff) <o < A (u”) | u* : Repulsor
o < A2 (uff) u® : Sela

2 — choque de Lax | A* (uf) < o < A? (u) | u” : Sela

o>\ (uR) u®t : Atrator

Choque transicional | A' (u”) < o < A% (uF) | u” : Sela

A (uf?) <o < A% (uf?) | uf: Sela

Choque compressivo | A? (uff) < o < A (u”) | u* : Repulsor

u’t : Atrator

Para verificar a condicao de entropia de Lax faremos uma linearizacao do Sistema

(2.30). Para isso, considere

M (u) = min {\* (u) , A (u)},
M (u) = max {\* (u) , A (u)} .

Seu € Qq entdo A =X e A2 = )¢ Se u € Qy entao M = X\ e A2 = \°. Considere

P(s,c)=f(s,c) —0(3+hL (CR)),
Q(s,c) =0 (c—c") (hr (%) —hr(c)) (s+h ().
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Entdo o sistema (2.30) pode ser escrito na forma

ds
— =P(s,c
ae 59 (2.38)
d_é’ = Q (S’ C)
As derivadas parciais das funcoes P e () sao

oP af

%(Svc) = %(S,C) g,

oP af

%(570) = %(570),

% (s,¢) = —o(c—c") (hp (%) —hr(c)(s+h ()2, (2.39)

% (s,c) = o (hL (c®) = hp (c) = (¢ — c*) % ()] (s+h(c)™

— o (c—c") (he () = hy () (3+h(c))_2%(c).

Com isso, a linearizagao do sistema (2.38) em torno de uX = ul ou ul = u% &

Z—z = %—J: (sL,cL) (s — SL) + 88—]; (sL,cL) (c— CL)
de (2.40)

Q (SL,CL) + % (SL,CL) (S — SL) + % (SL,CL) (c - cL) )

d_£: Jdc

Aplicando o estado u” nas expressoes em (2.39) e em seguida substituindo em (2.40)

obtemos o sistema

Z_z - (% (s¥,c") = 0) (s —st) + % (¥, cb) (c — cb)
de _ (hL (") = h (CL)> . (2.41)

dé L+ I (cb)

Reescrevendo o sistema (2.41) em forma matricial obtemos

du I’
d_ﬁ_M(u U ),
onde
O (st,ct) — o O (s, cr)

Oc

M= . ] (hL (") = hy (&))

st + h(cF)
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Sejam 17, e 75 os autovalores da matriz M. Entao,

hy () — hy (%) |
()

0
nlzﬁ—i(sL,CL)—a e M=o

st + h(cF)

Sendo h;, uma fungao decrescente e ¢ > ¢ entdo hy, (c*) — hy, (c*) > 0, ou seja,

19 > 0.

—

. 0 . .
e Seja ul = uf. Como A* (ul) = (9_f (sb,ct) > o, entdo 1 > 0 e com isso temos
s

que, u” & um né6 improprio instavel (repulsor).

of

L L x
D5 (s+, c+) < o, entao n; < 0, consequentemente
ui ¢ um ponto de sela. Sejam v; e vy 0s respectivos autovetores de n; e 75. Com

of

isso, v; = (1,0) é a diregdo assintotica atratora e vy = (8_ (uk) o= X% (uh)
c

e Sejauf =uk. Como \* (u}) =

é a direcao repulsora.

Faremos agora a expansao em série de Taylor em torno dos pontos u’ e uf. Seja

u® = uf ou v = uf. Com 0s mesmos argumentos do caso anterior obtemos o sistema

de EDO’s lineares associados na forma matricial

du_

R
d_§ =N (u —u ) )
onde
0 0
o[ L)
0 —0 (cR — cL) % (CR) (s+h (c))_1

Sejam agora 1; e 19 os autovalores da matriz N. Entao,

af dh _
=5 (SR,CR) —0 e mp=-—0 (CR — CL) —ch (CR) (s+h(c)™".
dhp g L R x
Sendog(c )<Oec > ¢ entao ny < 0.

e Seja uff = uff. Como A* (ufl) = X% (s, cf) < o entdo g < 0. Isto significa que

R ; - fos 4
vl é um no6 improprio estével (atrator).

e Seja u®® = uf. Como N (uf) =\ (sl_?“,cR) > o0, entao 1; > 0, logo, temos que

uf* ¢ um ponto de sela. Sejam agora v; e v, 0s autovetores correspondentes a 7,
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e 1)y respectivamente. Entdo, v; = (1,0) é uma diregao assintotica repulsora e

vy = (% (uR) LT — N (uR)) atratora.

Portanto,

R

o se ul = u’ e uf = u’ entdo, entre estes estados, 1—choque de Lax é admissivel;

o seul = ui eult = uf entao, entre estes estados, é 2—choque de Lax ¢ admissivel;
o se ul =ul et = uf entao, entre estes estados, ¢ admissivel um choque com-

pressivel.



Capitulo 3

Solucao do Problema de Riemann

O objetivo deste capitulo é a construcao da solucao do Problema de Riemann
(1)-(2). Primeiramente, vamos denotar algebricamente o que ¢ uma onda que compoe

a solucao do problema, o que sao ondas compativeis, enunciar e demonstrar os lemas

de compatibilidade e em seguida construir a solucdo que depende dos estados u” e uf?

fixados em regides especificas do espaco de estados €).

Genericamente, considere o estado a esquerda u? = (SA, cA) e o estado a direita

uP? = (sP,cP). Seja X (u) com i € {s,c} os valores caracteristicos da matriz (2.5).

Se u = (s,c) é um estado sobre a curva integral do campo €' variando entre u? e u®

onde X (u) é crescente de A" (u®) para A’ (u?), entdo ha uma onda de i—rarefacdo
conectando u” a u®. O autovalor \’ (uA) é a velocidade inicial da onda i—rarefagao e
o autovalor \! (uB ) a velocidade final. Ver Figura A.1 no Apéndice A para os estados
ul e u®.

Seja ¢ a velocidade de propagacao de uma descontinuidade relacionada aos esta-

A

dos u e u® satisfazendo a relaciao de Hankine-Rugoniot. Se a solucao descontinua

<o

N

w0

@
|8

u”, se >0,

satisfaz alguma condigao de entropia, entao dizemos que ha uma onda de choque co-

nectando os estados u? e uB.

A partir de agora, quando nos referimos a uma c—onda estamos nos referindo
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a uma onda c—rarefacao ou uma onda c—choque. Quando nos referimos a s—onda,
estamos nos referindo a onda s—rarefacdo, s—choque ou s—composta (s—rarefagao
seguida de uma s—choque). A onda s—composta ¢ a mesma onda composta da solugao
do problema de Riemann para a equacao de Buckley-Leverett estudada no Apéndice
B. Quando ¢! = ¢? a s—onda se resume a solucio do problema de Riemann para a
equacao de Buckley-Leverett.

Da mesma forma que em [8] usamos

para denotar que o estado u? pode ser conectado a u” por uma i—onda, com i € {s, c}.

. - . b
Definicdo 3.1 Considere uma a—onda u* = u? e uma b—onda u® —> uP. Sendo
b

v§ a velocidade final da a—onda e v; a velocidade inicial da b—onda, entdio, dizemos

que estas ondas sao compativeis na solugao do problema de Riemann com estado a

esquerda u? e estado & direita uP se
v} < P, (3.1)

Observamos que se a onda a for um choque, entao v = vj =0 (uA, uB).
Uma solugdo do problema de Riemann (1)-(2) consiste de uma sequéncia de s-

ondas e c-ondas compativeis que conectam o estado a esquerda u” ao estado a direita

uft,

3.1 Compatibilidade de Velocidades de Ondas

Nesta secao serd demonstrada um lema auxiliar e os lemas que garantem a com-

patibilidade das ondas da solugao do problema de Riemann (1)-(2).

Lema 3.1 Suponha que as trés ondas a sequir
ub st s B E (3.2)
sejam compativeis. Entdo a ci-onda e co-onda sao c-ondas de rarefacao.

Demonstragao. Como as trés ondas sdo compativeis, entao, de (3.1) temos

s <o, (3.3)
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Sejam u? = (sA,c) eu” = (sB,c) para algum ce€ [ e

o (UA,UB> _ S (3A7C) —f (SB’C)'

A _ gB

Se os estados u” e u? sdo conectados por uma onda s—rarefacdo, entdo ocorre uma

das duas situagoes,
O<$A<SB<SI ou s'<s <3A<1.
Logo, para cada c fixo,
v <o (ut uP) < v} (3.4)

Se os estados u” e u? sdo conectados por uma onda s—choque, entdo, para cada c fixo,

v =o* (u?,uP) = V. (3.5)

7

A

Se os estados u” e u®? sdo conectados por uma onda s—composta, entdo, para cada c

fixo,
vf <o (uh uP) <A (e (uP)) = 0 (e (uP) ,uP) = v}, (3.6)

onde a funcao € estd definida no Apéndice B. Veja a Figura C.14. Da desigualdade
(3.4), (3.5) e da igualdade (3.6) temos

vf <o (u? uP) < V. (3.7)
A desigualdade (3.7), juntamente com a desigualdade (3.3) conclui-se que

Vi <o’ (u?, u?) < v, (3.8)

Como ¢ e ¢y sao conexoes relacionadas a familia ¢ e a velocidade de choque é dada

por (2.21), entao

c1 __ f(SA’C) e ,Ucz _ f(SB’C)

= 7 2= 7 3.9
vs s4 4+ hy (c) ’ sB + hy (c)’ (3.9)
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onde hy e hy sao varidveis que podem ser a funcdo h ou a funcao hy definidas no

capitulo anterior. Aplicando as expressoes de (3.9) em (3.8) obtemos,

f(s%¢) <o (uA uP) < f(s%.¢)

SA+h1<C)\ \SB—‘l_hQ(C).
Logo,

sB + hy (c) o 1 o s+ hy (c)

f(sPie) ot (utuf) = f(shc)

Multiplicando as desigualdades acima por f (SA, c) obtemos,

F(M6) (4 o) _ f (1,0

A
f(sB c) = o (ut, uB) S st h(e).

Subtraindo as desigualdades por s! temos,

fh0) (Pt hale) 4 f(sho)

X — 54 < h .
F(7.0 IR R
Logo, chegamos a desigualdade
G
hg (C) < W — S < hl (C) . (310)

Observe que, se s = 0, entdo, da desigualdade (3.10), temos hy < 0 < hy. Isto ndo é
verdade, pois as funcoes h; e hy sao positivas. Por isso tomamos s > 0.

Vamos analisar todos os possiveis casos para a cj-onda e para cp-onda.

(i) Suponha que a ¢;—onda e a co—onda sejam ambas ondas de c—choque. Entao,

No entanto, das desigualdades de (3.10) temos,

hg (C) < hl (C) ,

o que contradiz o fato de hy ser igual a hy. Logo, a ¢;—onda e a co—onda nao

podem ser ambas ondas de c—choque.
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(ii) Suponha que a ¢;—onda seja choque e a co—onda seja rarefagdo. Entdo,
hi(c)=hr(c), c#c* e ha(c)=h(c).

Neste caso, quando ¢ < c& entao hy < h, isto é, hy < ho, 0 que contradiz (3.10)
(Ver Figura C.15). Logo, a ¢;—onda nao pode ser choque e a ca—onda nao pode

ser onda de rarefacao, simutaneamente.

(iii) Suponha que a ¢;—onda seja rarefagao e a co—onda seja choque. Entao,
hi(c)=h(c) e hy(c)=hr(c), c#ch

Logo, para ¢ > ¢l temos h < hy, ou seja, hy < ha, o que contradiz (3.10) (Ver
Figura C.15). Dessa forma, nao é possivel a ¢;—onda ser rarefacdo e a co—onda

ser choque simutaneamente.

(iv) Suponha que a ¢;—onda e a c—onda sejam ambas ondas de c—rarefa¢do. Entao,
hy (¢) = he (c) = h(c).

Veja que, neste caso, a desigualdade (3.10) é satisfeita.

Como os demais casos foram descartados entao a tnica possibilidade para a ¢c;—onda e

a co—onda é serem ambas ondas de c—rarefacao. Isto conclui a demonstracao do Lema.

Do Lema 3.1 conclui-se que: se ¢ < ¢!, entdao, qualquer solucao do Problema
de Riemann (1)-(2) serd composta por s—ondas e por ondas c—rarefagao e se c& > cF,
entao, a solucao serd composta de s—ondas e por uma tunica onda c—choque. Isto
porque o Lema 3.1 garante a possibilidade de duas ondas c—rarefacao na solugao e
descarta o possibilidade de duas ondas c—choque.

A seguir veremos os lemas de compatibilidade de ondas para cada um dos casos
separadamente. Estes lemas sao fundamentais na construcao da solucao do problema

de Riemann.
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Caso ¢l < .

Considere um estado arbitrario u?> = (s?,¢) € Qy UC. Seja u' = (s' (u'),c) € Q UC

definido pela propriedade
u' e H (u¥) e of (ulu?) =X (uP). (3.11)

Analogamente, se u' = (s',c) € €, entdo considere u?> = (s?(u'),c) € Qy com a

mesma propriedade (3.11) trocando 2 por 1. Dizemos, neste caso, que u? é um estado

1 1 2

c—extensao de u' e vice-versa. Veja a Figura C.16. Neste caso, os estados u™ e u
possuem a mesma velocidade caracteristica em relacao a familia c.

Observe que, para todo estado u? € 2y U C existe um tnico estado extensao u'
correspondente. Porém, nem todo estado u! € €, existe um estado extensdao u? que
satisfaz (3.11).

Para o caso ¢ < ¢, a partir do Lema 3.1 foi observado que qualquer solucao do

problema de Riemann é composta de s—ondas e ondas c—rarefacao.

O lema a seguir determina em que condicoes os pares de ondas sao compativeis.

Lema 3.2 Suponha que c* < cft.

(i) As duas ondas
C S
ul uM uR
sdo compativeis se, e somente se, u™ € QUC e 0 < sft < 52 (uM), onde s* (uM)
¢ a c—extensao do estado uM.

(i1) As duas ondas

s c
UL UJ\/[ UR

sio compativeis se, e somente se, u™M € QUC e s* (uM) < s¥ <1, onde s* (u™)

¢ a c—extensio do estado uM.

Demonstragdo. (i) Como estas duas ondas sdo compativeis, entdo v§ < v;. Dai, sendo

A€ (uM) < v; ev] <A° (uM) temos que,
)\c (u]\/[) < )\s (’LLM) 7

isto &, uM € O, UC. Logo, as ondas sdo compativeis se, e somente se 0 < s < 52 (uM)

(71) Analogo ao caso (i). |
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O Lema 3.2 implica que: a sequéncia de ondas (3.2) é compativel se, e somente se,
ut € Q1 e uf € Qy com s? (u?) = 5P e st (uP) = s%, isto ¢, quando u” é c—extensdo

B

de u®B e uB é c—extensdo de u?.

Caso ¢l > B,

Fixe os valores c” e ¢! com c* > cf. Defina a funcio ¢ : Q@ — R por
f(s,c)
= 3.12
(10<S>C) S+hL(CR> ( )

Note que a expressao da funcao ¢ se assemelha a do valor carateristico \°. A diferenca
entre elas é que, no valor caracteristico \° temos a funcao h e na funcao ¢ temos a

funcao hj, aplicada no valor c®.

Introduziremos uma outra curva de coincidéncia (dependente de c* e ¢®) analoga
a curva de coincidéncia C. Vamos definir esta curva por
S={ueQ:pu)=X(u}. (3.13)

Para c* e c® fixos, a Figura C.17 ilustra a curva S no espaco de estados () para
' =0,7e cf =0,4. Veja que, por causa da semelhanca entre as expressoes \° e ¢ a
curva S se assemelha geometricamente a curva de coincidéncia C.

A demonstracao da existéncia da curva S é analoga a da curva de coincidéncia,
basta substituir a funcao h pelo valor hy, (cR) na demonstracao da existéncia da curva
C abordada no Capitulo 2. A curva S também divide o espaco de estados 2 em duas

regioes,
Ih={ueQ:pu) <X} e Io={ueQ:pu) >N (u}. (3.14)

Considere um estado arbitrario u? = (s?,¢) € I, US. Seja u! = (s' (u?),c) €

IT; U S definido pela propriedade
u' e H (u¥) e of (uhu?) = (uP). (3.15)

Analogamente, se u' = (s',¢) € II;, entao considere u? = (s*(u'),c) € Il com a

mesma propriedade (3.15) trocando 2 por 1. Dizemos neste caso que u? ¢ um estado
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p—extensdo de u' e vice-versa. Veja a Figura C.18.

Observe que, para todo estado u? € II, U S existe um finico estado ¢p—extensao
u! correspondente. Porém, nem todo estado u' € II; existe um estado p—extensao u?
que satisfaz (3.15).

O Lema a seguir nos mostrara em que condigoes os pares de ondas sao compativeis.

Lema 3.3 Suponha c* > cf.

(i) As duas ondas
ul M 5 R
sio compativeis se, e somente se, u™M € II;US e 0 < s® < 52 (uM), onde s* (uM)
¢ a p—extensio do estado uM.
(ii) As duas ondas
ul 2 M Sl

sdo compativeis se, e somente se, uM € II,US e s! (uM) < st <1, onde st (uM)

¢ a p—extensio do estado uM.

Demonstragdo. (i) Como as duas ondas sdo compativeis, entdo v$ < vf. Como
%) (uM) < vjc e vy <A\° (uM), entao
e (uM) <A (uM). (3.16)

Logo, u™ € II; US. Portanto, as ondas sdo compativeis se, e somente se, 0 < s¥ <
$ (uM).

(#) Anéalogo ao item (7). |

Na proxima secao faremos a construgao da solucao do problema de Riemann de
forma detalhada, também levando em consideracdo os dois casos acima: ¢’ < cft e

cl > ef.

3.2 Construcao da Solucao

Nesta se¢ao iremos construir a solu¢ao do Problema de Riemann (1)-(2) fixando

u” e uf' em regides especificas do espaco de estados ). Baseados no Lema 3.2 e no

Lema 3.3 sobre a compatibilidade de ondas e na solucao da equacao de Buckley-Leverett
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estudada no Apéndice B. Levaremos em conta a condicao de entropia de viscosidade
para as ondas c—choque estudada na Secao 2.5 e a condi¢ao de Oleinik-Liu para os

L < ¢, Para este caso, sera feita

s—choques. Primeiramente, estudaremos o caso ¢
uma divisdo do espaco de estados 2 em regides para o estado u”. Com o estado u” fixo
numa destas regioes, em seguida serd feita uma outra divisao de {2 em regides para o
estado u®. Uma vez descrita todas as possibilidades de solucoes para o caso ¢ < cf?
passaremos ao caso seguinte com c* > cft.

Para o caso cf* = ¢ a solucdo fica reduzida a solucao do problema de Riemann

para a equacao de Buckley-Leverett.

3.2.1 Notagoes Convenientes e mais Algumas Definicoes

Sejam u” e u? dois estados quaisquer e considere a notacdo como na Tabela 3.1
Familia \ Onda | Rarefagao | Choque | Composta
s—familia R S (RS),
c—familia R. S (RS),

Tabela 3.1: Notagoes

A

Quando uma onda conecta os estados u“ e u? por uma onda c—rarefacao usare-

mos a notacao

R
ut = B,

Quando conectado por uma onda s—rarefacao, c—choque ou s—choque usaremos a
notacio u? 22 uB, ut 2% uP ou ut 2% uB| respectivamente.

Um grupo de ondas conectando um estado u”* (a esquerda) a um estado u? (a
direita) ¢ uma sequéncia de ondas de choque e/ou de rarefa¢ao (de uma mesma familia
ou ndo) sem estados intermedidrios constantes.

Quando dois estados u“ e u? forem conectados por um grupo consistindo de mais
de uma onda, representaremos tal grupo de ondas entre parenteses. Por exemplo, se
tivermos uma composta do tipo onda s—choque seguida de uma onda c—rarefacao,

denotaremos o grupo por
(SsR¢)
ut " B

Quando tivermos um grupo de mais de uma onda associadas & mesma familia

[1Ph] [1%hi

caracteristica, “s” ou “c”, usaremos o indice s ou c¢ fora do parénteses, indicando
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apenas a familia. Por exemplo, a composta rarefacao-choque da familia s denotaremos
por

(RS)S
ut =y B,

Por ultimo, quando tivermos um grupo formado de uma onda seguida de duas
ondas da mesma familia distinta da primeira onda, por exemplo, uma onda c—rarefacao

seguida de uma s—composta (rarefagao-choque), denotaremos este grupo de ondas por

RC(RS)S
L (nans))

Para representacoes geométricas da solugao, usaremos as notagoes de acordo com

a Tabela 3.2.

ONDA GEOMETRIA
s—rarefacio | u? — uP
c—rarefacdo ut ——— uP

s—choque ut — — —uP
c—choque ut — — —uP
s—composta ut + + + P

Tabela 3.2: Notacoes geométricas

3.2.2 Solucao com Rarefacao na Concentracao do Polimero

Lembramos que, de acordo com o Lema 3.1 apenas ondas c—rarefagao aparecem na
solucdo do problema de Riemann quando ¢ < ¢f. E este caso que vamos tratar nesta
subsecao.

Introduziremos aqui as seguintes notagoes convenientes para a descri¢cao da solu-
cao do problema de Riemann para dados iniciais u” e uf arbitrarios, com ¢’ < cf.

Para fazer a divisao do espaco de estados () em regides para o estado u” e para o
estado u®, consideremos algumas curvas que definirao fronteiras ou partes de fronteiras
dessas regioes.

Considere a curva integral I' associado ao campo e por um estado u’. A parte
de I" na regiao €2, UC, em que A\° < \°, serd denominada de 'y e a parte de I' na regiao
Qy UC, em que A° > \°, serd denominada de T's.

Além de partes de curvas integrais, vamos considerar a s-curva de inflexao Z, a

curva de coincidéncia C (que coincide com a curva c—inflexao), as curvas de extensao
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das curvas integrais do campo e e as imagens inversas das curvas de extensao. Veja a
defini¢ao das curvas de extensdo [1], [3], [7] e das imagens inversas a seguir que estao
baseadas na fungao extensao € introduzida no Apéndice B e sua inversa.

Seja v uma curva qualquer no espaco de estados 2. Entao, a curva s—extensao

de v é definida por

es(y)={u=(s,¢) €Q:3Fu=(S,¢c) €ycoms#5eucHu

(3.17)
tal que o (u,a) = A* (u)}

e a curva c—extensao de ~ por

() ={u=_(s,0) €Q:Ju=(5,c) eycoms#5eucH(a)

(3.18)
tal que o® (u, ) = \°(u)}.

Considere novamente uma curva -y como no caso anterior. Entao, a curva s—extensao

inversa da curva 7y é definida por

et(y)={u=(s,) €Q:Fu=(5,c) Eycoms#35eucH(u)

(3.19)
tal que o (u,u) = A* (1)}
e a curva c—extensao inversa da curva v é definida por
el(y)={u=(s,¢) €Q:Fu=(5,c) Eycoms#35eucH() (3.20)

tal que o® (u,w) = \°(0)}.

Como exemplos, considere as curvas de extensao das fronteiras s = 0, s = 1,
como a seguir: €2 =, ({s =0}) e el =&, ({s = 1}), que de acordo com [2] e algumas
manipulacoes algébricas feita na propria definicao da curva de extensao, obtemos as

formulas explicitas

52:{u:(s,c)EQ:s(c)zl/\/l—i—l/r(c)} (3.21)

8;:{11:(8,0)69:8(6):1—1/\/1—1-7“(0)}. (3.22)

Na representagao geométrica, a curva de extensao e, (F{J) serd representada por
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uma curva pontilhada.

Usando as varias curvas que acabamos de definir, o espaco de estados (2 é dividido
em 6 regides para os estados u”. Poderiam ser mais regioes, mas para a redacio nao
ficar cansativa demais vamos considerar apenas 6 regides e fazer alguns comentarios

L

sobre perturbacdes de u*. Por sua vez, fixado u* em cada uma destas L—regides

devemos fazer uma nova divisao do espaco €2 para os estados u” de tal forma que ao
final tenhamos coberto todas as possibilidades para u” e u® no espaco de estados €2,
com c& < c®. Acompanhe a divisdo do espaco de estados  para o estado u* na Figura
C.19.

Sejam Z (1) e C(1) estados definidos pelas intersec¢oes da reta ¢ = 1 com as
curvas Z e C respectivamente. Agora, sejam I'T e I'S as partes das curvas integrais do
campo e que contém os estados Z (1) e C (1), respectivamente.

0

Para a construcao das L—regioes, considere as curvas I'7, Z, €%, C e I'S. Entao,

para os estados u”, o espaco de estados Q & dividido como ilustrado na Figura C.19.
e L; - Regido delimitada pelas retas c =0, c =1, s = 1 e pela curva I'S;

L, - Regido delimitada pela reta ¢ = 0 e pelas curvas C e I'S;

L3 - Regiao delimitada pelas retas ¢ = 0, ¢ = 1 e pelas curvas C e £°;

L4 - Regiao delimitada pelas retas ¢ = 0, ¢ = 1 e pelas curvas €° e Z;

Ls - Regiao delimitada pela reta ¢ = 0 e pelas curvas Z e [';

L - Regiao delimitada pelas retas c =0, ¢ = 1, s = 0 e pela curva I'7.

Passemos entao a considerar o estado & esquerda do problema de Riemann em
cada uma das regioes Ly, ---, Lg.

Frisamos que quando u” est4 na regiao Q, entdo para u® proximo de u” a primeira
onda da solugdo do problema de Riemann é uma s—onda (solugdo da equacao de

Buckley-Leverett), pois A* < A° na regiao 2.

Caso ul € I,

Fixe o estado u* € L;. Acompanhe a divisao das R—regioes na Figura C.20. Considere

a parte da curva integral por u” denotada por I'Y. Com isso vamos dividir o espago de
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estados () nas seguintes R—regides para os estados a direita u?, com ¢ < c®.

Ri; - Regido delimitada pelas retas ¢ = c&, ¢ =1, s = 1 e pela curva I'k;

L

R1y - Regido delimitada pelas retas ¢ = ¢, ¢ = 1 e pelas curvas I't e C;

L

Ry3 - Regiao delimitada pelas retas ¢ = ¢”, ¢ = 1 e pelas curvas C e Z;

L

Ry4 - Regiao delimitada pelas retas ¢ = c¢”, c =1, s = 0 e pela curva Z.

Fixando agora o estado uf* em cada regido definida acima, baseados nas ferra-

mentas citadas no inicio da Secao 3.2, apresentaremos a respectiva solucao do problema

de Riemann para o estado u” fixado. A Figura C.21 ilustra a solucao para u” fixo em

cada uma das R—regioes.

Seja uf* € Ry;.

M L

Seja uM o estado dado pela interseccio da reta ¢ = ¢ com a curva I'f. Logo,

uM = (sM ), com sv < s™ < 1. De acordo com o Lema B.4(iii), a s—onda

M

conectando u” & v é uma onda de choque. Como o* (u”,u™) < A¢ (uM), do

Lema 3.2, esta onda s—choque é compativel com a onda c—rarefaciao de u para

ult.

Assim, a solucao do problema de Riemann com u” € L; e u® € Ry; é dada pela

sequéncia

LN N (3.23)

Seja uf* € Rys.

M

' o estado dado pela interseccao da reta ¢ = ¢

Sejam u comacurval'feC (cf) =

(SC,CL) o estado de interseccao da reta ¢ = c* com a curva de coincidéncia

C M L

C. Logo, uM = (sM,cL), com s¢ < sM < sl Como uM esta a direita da

curva s—inflexao, de acordo com o Lema B.4(ii), a s—onda que conecta u” a u™
passa a ser uma onda de rarefacao no lugar do choque do caso anterior. Como
A® (uM) < A (uM), do Lema 3.2, esta onda s—choque ¢ compativel com a onda

c—rarefacio de uM para u'.
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Assim, a solucdo do problema de Riemann com u” € L; e uf* € Ry, é dada pela

sequéncia

ul foy M fey R, (3.24)

e Seja u® € Rys.

B com a curva de coincidéncia C.

Seja C (cR) o ponto de interseccao da reta ¢ = ¢
Seja I'S parte da curva integral do campo e¢ que contém o ponto C (CR). Defina
u™ pela intersec¢io desta curva I'§ com a reta ¢ = c*. Seja C (¢*) = (s, %)
o ponto de interseccao da reta ¢ = c¢* com a curva de coincidéncia C. Logo,
uM = (sM, c") estd na regido Rys e s© < sM < s Como A° e A* coincidem em
C (c®) e u® esta a direita da curva s—inflexdo temos um grupo de duas ondas de
rarefacdo conectando o estado u™ ao estado uf* (uma onda c—rarefacio de u a

C (c®) seguida de uma onda s—rarefacdo de C (c) a u®).

Assim, a solucao do problema de Riemann com u” € L; e u® € Ry3 é dada pela

sequéncia

b By M B R (3.25)

e Seja uf* € Ryy.

¢ <

Considere o estado C (cf), a parte da curva integral 'S e u = (s, ¢%) com s
sM < sl como no caso anterior. Como u” agora est4 além da curva s—inflexao Z,
a conexdo do estado C (c) para u” passa a ser uma onda s—composta rarefagio-
choque. Consequentemente, o grupo de ondas que conecta u a u® ganha uma

onda a mais.

Assim, a solucdo do problema de Riemann com u”* € L; e uf* € R4 ¢ dada pela

sequéncia

u” —>u — R (3.26)

Para u’ € L, da Figura C.19, veja o resumo da solucdo do problema de Riemann

na Tabela 3.3.



Solucao do Problema de Riemann para u” € L,
Estado u* | Solucao Referéncia
ult € Ry | ut Doy M Bey R (3.23)

uf € Ryy | ul Boy M L R (3.24)

uf € Ry | ul Lo M (Refie) R (3.25)

uf € Ry | ul Lo uM (RC(iS)S) uf? (3.26)

Tabela 3.3: Solucao para u” € L.

Caso u” € L,

20

Fixe o estado u” € L,. Acompanhe a divisao das R—regioes na Figura C.22. Considere

a parte da curva integral T'}. Seja u* = (s*,¢*) o estado definido pela intersecgao de

'Y com a curva de coincidéncia C. Com isso vamos dividir o espago de estados  nas

seguintes R—regioes, com ¢ < &,

e %5, - Regiao delimitada pelas retas ¢ = ¢

curva C;

Como a solugao para u

R

Ry3 - Regiao delimitada pelas retas ¢ = ¢

L

R

L

Rys - Regido delimitada pela reta ¢ = ¢, e pelas curvas I' e C;
, ¢ = c* e pelas curvas C e Z;
Ry, - Regido delimitada pelas retas ¢ = ¢, ¢ = ¢*, s = 0 e pela curva Z;
Ros - Regiao delimitada pelas retas ¢ = ¢*, ¢ = 1, e pelas curvas C e Z;

Ryg - Regiao delimitada pelas retas ¢ = c*, c =1, s = 0 e pela curva Z.

nas regioes Ry, --- , R4 do caso anterior, apresentaremos detalhes apenas para u

,c=1,5 =1, pela curva T'} e pela

nas regioes Ry, - -+ , Royq sdao andlogas as solugoes para

R

nas regioes Rys e Rag, embora, na Figura C.23 ilustramos a solucdo para u® fixo em

cada uma das seis regioes.

e Seja uf* € Rys.

Considere o estado C (CR) interseccao da reta ¢ = ¢

R

com a curva de coincidéncia

C. Seja I'S a parte da curva integral do campo e na regido Q, que contém o

estado C (CR). Defina u™ pela interseccao da reta reta ¢ = ¢

L

com a curva ['§.
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Logo, uM = (SM, cL) est na regido Ry e s¥ < sM < 1. Como os pontos C (CR)

e uM situam-se a direita da curva s—inflexdo Z segue que, do Lema B.4(ii), a

R

s—onda que conecta C (c®) a uf ¢ uma s—rarefacdo. Como C (cf) estd na curva

de coincidéncia temos novamente um grupo de duas rarefa¢oes (como nos casos

Riz e Ro3) conectando uM a uf.

Assim, a solucao do problema de Riemann com u” € Ly e u® € Ry5 é dada pela

sequéncia

L Sty BB (3.27)

Seja uf* € Rog.

Considere o estado C cR). Seja I'{" parte de curva integral do campo e° que
contém o estado C (). Defina u™ pela interseccio da reta ¢ = ¢ com a curva
I'Y. Logo, uM = (sM,cL) com s < sM < 1. A diferenca para o caso anterior é
que agora o estado u® esta & esquerda da curva s—inflexdo Z e assim, o grupo de

R

ondas que conecta C (cR) a u' é uma onda s—composta rarefacao-choque (como

nos casos Ry e Ryy).

Assim, a solucdo do problema de Riemann com u” € Ly e uft € Ry ¢ dada pela

sequéncia

u” = u — R (3.28)

Para u” € Ly, veja o resumo da solucao do problema de Riemann na Tabela 3.4.

Solucao do Problema de Riemann para u” € L,

Estado u” | Solucao Referéncia

uR € Ry | ul 22 uM oy R (3.23)

ult € Ryy | ul Loy M Loy R (3.24)

uR € Ry | ul Lo M (Relie) R (3.25)
R.(RS),

ul € Ryy | ul Lo M ( (—>) ) uft (3.26)

uR € Ryy | ul 22 uM (Relie) R (3.27)
R.(RS),

uf € Rog | ub =5 uM ( (—>) ) uft (3.28)

Tabela 3.4: Solucao para u” € L.
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Como dissemos antes, nestas duas primeiras L—regides temos que \° (uL) <
A¢ (uL), com isso, para u* proximo de u*, a primeira onda da solucdo do problema de
Riemann ¢é constituida de uma s—onda.

Quando o estado u” “cruza” a curva de coincidéncia ao ser deslocado da regido
Ly para a regiao Lz temos \° (uL) < A (uL), isto significa que, para u® proximo a
v, a primeira onda na solucao do problema de Riemann deve ser a onda c—rarefacao,

como afirma o Lema 3.1.

Caso u” € Ly

Considere a curva I'S e a curva c—extensdo &, (Fg) Estas duas curvas cruzam a regiao
L3 como mostra uma ampliagao da parte superior da regiao L3 na Figura C.24. Note

que a curva ['{ esta acima da curva &, (Fg)

L

Fixe u~ € L3 abaixo da curva e, (Fg) por ser mais genérico. Acompanhe a

divisao das R—regioes na Figura C.25. Considere a parte da curva integral I'l. Seja
ul = (s},¢}) o estado definido pela intersec¢io da parte da curva integral I'Y com a
curva de coincidéncia C. Considere a curva de extensao e, (Ff)

Sejam uj = (S;,CL) o estado definido pela interseccao de e. (Ff) com a reta
¢ = ct e I'; a parte da curva integral do campo e° que contém o estado u}, contida na
regido s, com ¢ > . Considere agora o estado uj = (s}, ¢;) definido pela intersec¢ao

L c=ctec=c; Com isso vamos

entre I'; e a curva C e por ultimo, as retas ¢ = ¢
dividir o espago de estados €2 nas seguintes R—regioes (com ¢ < ) como ilustrado

na Figura C.25.

e Rjs - Regido delimitada pelas curvas ' e e, (I'Y), e pela reta ¢ = c*;

e R3; - Regiao delimitada pelas curvas I'l e Z, e pelas retas ¢ = cF e ¢ = ¢;

e R33 - Regido delimitada pela curva Z e pelas retas ¢ = ¢, c = ¢} e s = 0;

o R34 - Regiao delimitada pela curva C com c] < ¢ < c; e pelas curvas e, (Fl) e
2

e Rj35 - Regiao delimitada pela curva I';, pela parte da curva de coincidéncia C com

L

csy<c<lepelasretasc=c", c=1es=1;
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Rs6 - Regiao delimitada pelas curvas C e Z, e pelas retas ¢ = ¢j e ¢ = ci;

Rs7 - Regiao delimitada pela curva 7 e pelas retas c = ¢, c = cj e s = 0

Rss - Regiao delimitada pelas curvas C e Z, e pelas retas c =cj e c = 1;

Rs9 - Regiao delimitada pela curva 7 e pelas retas c=c3, c=1e s = 0.

Fixando agora o estado u® em cada R—regiao que acabamos de definir, apresen-
taremos a respectiva solucao do problema de Riemann para u” fixado em Ls. A Figura

C.26 ilustra a solucdo para u® fixo em cada regido.

e Seja u® € Ra;.

N R

Seja u” o estado dado pela intersec¢io da reta ¢ = cff com a curva I'F. Logo,

N

ulV = (sN, cR) com sV < sf. Como u” e u® estao a direita da curva s—inflexao

T e sV < s entao, pelo Lema B.4(iii), a s—onda no nivel ¢ = ¢ que conecta

u™V a uf ¢ uma onda s—choque.

Assim, pelo Lema 3.2, a solucao do problema de Riemann com u” € L3 e u® € Ry,

¢ dada pela sequéncia
ul Loy N ey R, (3.29)

o Seja uf* € Rs.

N R

Seja u o estado dado pela interseccdo da reta ¢ = cff com a curva I'F. Logo,

u = (sV, ) com sV > s Como u” e ul estdo & direita da curva s—inflexao

T e sV > s entdo, pelo Lema B.4(ii), a s—onda de nivel ¢ = ¢ que conecta u®

R

a u' é uma onda s—rarefacao.

Assim, pelo Lema 3.2, a solucao do problema de Riemann com u”* € Ls e u? € Ry,

é dada pela sequéncia
ul Loy N Loy 4R, (3.30)

e Seja uf* € Rs3.

N R

Seja u” o estado dado pela intersecgio da reta ¢ = cf* com a curva I'F. Logo,

uV = (sV,cf) com sV < sf. A diferenca para o caso anterior é que agora o
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estado u® esta a esquerda da curva s—inflexdo Z e o estado v’V a direita. Logo,
pelo Lema B.4(i), o grupo de s—ondas no nivel ¢ = c® que conecta u” a u'
passa a ser uma onda s—composta do tipo rarefacao-choque em lugar da onda

s—rarefacao como na situacao anterior.

Assim, a solucdo do problema de Riemann com u” € Ls e uff € Rs3 ¢ dada pela

sequéncia

u” =5 ut — u (3.31)

Seja uf* € Rsy.

Seja uM = (sM,cM) o estado dado pela intersec¢ao da curva 'Y com a curva
ec (I'F). Defina agora o estado u" pela intersec¢ao da curva I'f' com a reta
c=cM. Logo, u™ = (sV,cM) com s < s e por defini¢do da curva de extensdo
Ee (Ff) temos que uM € H? (uN) e o’ (uN,uM) = )X (uN) Com isto, agora
temos um grupo de duas ondas conectando o estado u” ao estado v, formando

N M

uma onda c—rarefacao de u” para u” e uma onda s—choque de u" para u.

Assim, a solucdo do problema de Riemann com u”* € Ls e uf* € Rs, ¢ dada pela

sequéncia

L (Rcss) M Rc R‘ (332)

Seja uf* € Rs5.

M L

Seja uM o estado dado pela interseccao da reta ¢ = ¢ com a curva integral T'%.

Logo, uM = (SM,CL) com s < s™ < 1. O detalhe aqui é que, com relacio ao
caso de u* estar na regiao Rs, é que agora o estado u™ esta a direita da fronteira
ec (T'}) e assim ¢ tal que a onda s—choque conectando u* & u™ tem velocidade
inferior a \° (uM)

Assim, de acordo com o Lema 3.2, a solucao do problema de Riemann com

ul € Ly e uf* € Ry5 é dada pela sequéncia

ul oy M Loy R, (3.33)
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e Seja uf* € Rs.
Considere o estado C (CR) definido pela interseccao da reta ¢ = c® com a curva
de coincidéncia C. Seja I'S a parte da curva integral do campo e em €y que
contém o estado C (cff). Seja u™ = (s, cM) o estado dado pela interseccao da

N o estado dado pela intersecciao da curva

curva I'§ com a curva e, (Ff) Seja u
I'f com a reta ¢ = ™. Logo, v = (sV,cM) com sV < sM, com u™ € H (u)
e da defini¢do da curva c—extensdo e. (I'Y) segue que o* (uV,u™) = X (uV).
Como, em relacdo ao caso anterior, o estado uf* cruzou a curva de coincidéncia
C e esta a direita da curva s—inflexdo Z segue que o estado u™ é conectado ao
estado uf por uma onda composta formada por uma onda c—rarefacio de u™
a C (c™) seguida por uma onda s—rarefacdo de C (cf*) para u®. Portanto, neste

caso, temos dois grupos de ondas, com mais de uma onda cada um, conectando

o estado u” ao estado u®.

Assim, a solucao do problema de Riemann com u” € Ly e u® € R34 é dada pela

sequéncia

u— u T —ut (3.34)

e Seja uf* € Rs;.

Em relacdo ao caso anterior temos apenas que o estado uf cruzou para o lado
esquerdo da curva s—inflexdo Z. Dai, o estado u passa a ser conectado ao
estado uf por grupo de ondas formado por trés ondas: uma onda c—rarefacao
de u™ & C (c®), seguida por uma onda s—composta do tipo rarefa¢ao-choque de
C (c) para uf.

Assim, a solucdo do problema de Riemann com u”* € Ls e uff € Rs; ¢ dada pela

sequéncia

u == — (3.35)

e Seja uf* € Rsg.

Considere o estado C (CR) como nos dois casos anteriores. Seja 'S a parte da

curva integral do campo e que contém o estado C (c®). Defina u™ pela inter-
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L M L

seccdo da reta ¢ = ¢l com a curva I'S. Logo, uM = (s ,C ) com st < sM < 1.
Como X°(C (c®)) = A*(C (c™)) e u' estd entre a curva de coincidéncia C e a
curva s—inflexao Z temos novamente um grupo de duas rarefacoes conectando

uM A ult.

Assim, a solucdo do problema de Riemann com u” € Ls e uff € Rss ¢ dada pela

sequéncia

ub Sy M B R (3.36)

Seja uf* € Rsy.

Com relacio ao caso anterior, o estado uf cruzou para a esquerda da curva
s—inflexao Z e portanto o segundo grupo de ondas na solugao do Problema de
Riemann passa a ter trés ondas; uma onda c—rarefacio de u™ a C (c”), seguida

de uma onda s—composta rarefacao-choque de C (CR) para u'.

Assim, a solucdo do problema de Riemann com u* € Ls com u” abaixo da curva

¢ (Fg) e uf' € Rsg é dada pela sequéncia
ut =S utt — (3.37)

Veja a Tabela 3.5 para ver o resumo da solucao.

Solucao do Problema de Riemann para u” € Ly
Estado u” | Solucao Referéncia
uf € Ry | ul foy uV 2y R (3.29)
ul € Ry | ub Zo uN Loy R (3.30)
S
uf € Ry | ul Lo oW el (3.31)
uf € Ry, | ul B M Fey R (3.32)
uR € Rys | ul 22 yM Loy R (3.33)
uf € Rys | u” eSe) yp B (3.34)
5. ., (Re(RS),
uf € Ryy | ul (}g) uM ( — ) ull (3.35)
uf € Ryg | ul 2 uM (Refie) R (3.36)
R.(RS),
uf € Ryy | ul 2 uM ( — ) uf? (3.37)

Tabela 3.5: Solucao para u” € Ls.
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Transladando o estado u” na regido L3 no sentido crescente do eixo c, as regides
Rs1, -+, R3g também transladam no mesmo sentido. Quando u” ficar entre a curva
c—extensao &, (Fg) e a curva Ff mostradas na Figura C.24 as R—regioes Rsg, R3g €
parte das regioes Rsy, Rss, R3s e R37; desaparecem junto com o estado uj do espago
Q (ver Figura C.27). Quando o estado u” ficar entre a curva I'{ e a reta ¢ = 1 as
R—regioes Rss, R3¢ € parte das regioes Rsy,--- , R3; também desaparecem do espaco
Q) juntamente com o estado uj (ver Figura C.28).

Quando movemos o estado u” no sentido em que ele cruza a curva de extensdo

0
s9

£), uma nova curva surgird para influenciar na divisdo das R—regioes. A curva de
extensao inversa e ! (FIL) fara com que a R—regiao Rss do caso u” € L seja dividida
em duas novas regioes, uma delas com as mesmas propriedades da antiga R33 € a outra

com novas propriedades. Veremos os detalhes no caso a seguir.

Caso ut € L,

Lembramos que a regiao L, estd delimitada pelas retas ¢ = 0 e ¢ = 1, pela curva
s—inflexao Z e pela curva s—extensiao da fronteira s = 0, denotada por €. Reveja a
Figura C.19.

Acompanhe agora na Figura C.29. Considere a curva c—extensao inversa da
fronteira s = 1 denotada por ;' ({s = 1}) (esta curva nio intersecta a curva &2).
Tome o estado £, (1) obtido pela intersecgao da reta ¢ = 1 com a curva ;' ({s = 1}).
Seja I'{" parte da curva integral do campo e¢ que contém o estado £, (1), que esta
acima e a esquerda da curva ;! ({s = 1}).

Ainda com relagio a Figura C.29, considere o estado €2 (1) estado interseccao da
reta ¢ = 1 com a curva 2. Seja 'S a parte da curva integral do campo ¢ que contém
o estado €Y (1), que esta abaixo da curva e;! ({s = 1}). Considere também, como no
caso anterior, as curvas I'{ e a c—extensdo &, (Fg), que estao abaixo a curva I'Y.

Por fim, mais uma vez referindo-se a Figura C.29, fixe o estado u* € L, abaixo
da curva c—extensao e, (Fg) Acompanhe a divisao das R—regioes na Figura C.30.
Defina os estados u}, u} e u} como no caso u” € Lz. Considere a curva s—inflexdo Z,
parte da curva integral 'Y a curva de extensio inversa e * (Ff)7 a curva de extensao
ec (I') e a parte da curva integral I'; (ligando u} & u3).

Note que na Figura C.30 a extremidade superior da curva ;' (I'f') estd abaixo
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de ¢t a qual corresponde a extensao do estado intersecgao de ' com .
Vamos agora dividir o espaco de estados () nas seguintes R—regioes como mos-

trado na Figura C.30:

e Ry - Regido delimitada pela reta ¢ = c* e pelas curvas I'f e e, (I'f);

L

e Ry - Regido delimitada pelas retas ¢ = cl', ¢ = ¢} e pelas curvas 'l e Z;

e R43 - Regido delimitada pelas retas ¢ = c*

et ()

, c= ¢, s =0 e pelas curvas 7 e

e R4 - Regiao delimitada pela curva C com ¢} < ¢ < cj, e pelas curvas ¢, (FlL) e
I';

L

e Ry5 - Regiao delimitada pelas retas ¢ = ¢, ¢ = 1, s = 1 e pelas curvas C(com

c>ch)els;
e R4 - Regiao delimitada pelas retas ¢ = cj, ¢ = ¢} e pelas curvas C e Z;
e 147 - Regiao delimitada pelas retas ¢ = cj, ¢ = ¢j, s = 0 e pela curva Z;
e R4s - Regiao delimitada pelas retas ¢ = ¢, c = 1 e pelas curvas C e Z;
e R, - Regiao delimitada pelas retas ¢ = c3, c =1, s = 0 e pela curva Z;

L

e Ry - Regido delimitada pelas retas ¢ = c*, s = 0 e pela curva ¢, (FlL)

Comparado com o caso u” € Lg as regides Ry, - -- , Ry possuem as mesmas pro-
priedades do caso Rsi,- - , R3g, respectivamente. Logo, nas R—regioes R4y, -+ , Ry a
construcao da solucao do problema de Riemann ¢é similar aos das R—regioes Rsi, - - - , Rag.

A tnica diferenca ¢ que para v’ € L, apareceu a regido R,io adjacente a regido Rys

0

., s—extensao da fronteira

como consequéncia do estado u’ estar a esquerda da curva
s =0.

Assim, como ilustrado na Figura C.31, fixando u® na R-regido R4, pelo Lema
B.3(i) segue que a solugio do problema de Riemann para u’ € Ly, com ul abaixo da

curva &, (Fg) e uf* € Ry ¢ dada pela sequéncia

ul Hey M Doy R (3.38)
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Solucao do Problema de Riemann para u” € L,

Estado u* | Solucao Referéncia
ul € Ry | ul Bo uN B (3.29)

R Rs
uf € Ryy | vl =5 uN =5 ol

Re (RS),
uf e Ry | vl =0V S u

RCSS Rc
uf e Ry | u” (—>) uM =5

R

5. v R
ulf € Rys | ul 25 uM 25t

(
(
(
(
b B v BB p (3.
(
(
(
(

uf e Rye

R(:Ss RC(RS)S
ul € Ryr uL(—>)uM( — >uR

Ss (RCRQ)
uf € Ryg | ul == oM =57y

s, Re(RS),
uf* € Ryg uL—>uM( — )uR

R. Ss
u® € Ry | vl =5 uM 22

Tabela 3.6: Solucao para u” € Ly.

Veja a Tabela 3.6 para ver o resumo da solucao.

Assim como no caso u” € Ls, transladando o estado u’ na regidao L4 no sentido
crescente do eixo ¢, as regioes Ry, - - - , R410 também transladam no mesmo sentido.

Quando u® ficar entre a curva I'( e a curva c— extensao &, (I‘g) da Figura C.29
as R—regioes Rygs, R49 e parte das regioes R4y, Ry5, R4 € Ry7 desaparecem junto com
o estado u} do espago €2 (ver Figura C.32).

Quando o estado u” ficar entre as curvas I'( e I'; (Figura C.29) as R—regioes Ry,
Ry47 e parte das regioes Ry, - - - , Ry5 também desaparecem do espago {2 juntamente com
o estado u} (ver Figura C.33).

Quando o estado u” ficar entre as curvas I'f e ;! ({s =1}) (Figura C.29) a

fronteira direita da regiao Ry da Figura C.33 deixa de intersectar a fronteira s = 0,

0

pois a parte da curva integral T'Y ndo intersecta mais a curva 2. Neste caso, esta
fronteira se estende do nivel ¢ = ¢! até o nivel ¢ = 1.

Translade o estado u” novamente e fixe-o exatamente sobre a curva e, ! ({s = 1})
da Figura C.29. Considere a parte da curva integral I'F. Entdo, da definicdo desta
curva temos que o estado uj pertence a fronteira s = 1, com isso a parte da curva I’
é a propria fronteira s = 1. Logo, a R-regiao R45 deixard de existir. Da mesma forma
isto acontecera quando u” for transladado para cima da curva ;! ({s = 1}).

Por tltimo, quando o estado u” estiver acima da curva I'{’ a regido Ry, também
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desaparece. Isto ocorre porque a curva c—extensdao da parte da curva integral I'L, a
curva £, (FlL), nao estaré mais contida no espaco de estados €2. Isto conclui a construgao

L

da solucao para u” na regiao Ly.

L cruza a curva s—inflexdo Z, da regido L, para a regido

Quando o estado u
Ls, surgem duas novas R—regides para o estado u® para influenciar na construcio da
solu¢do do problema de Riemann. A curva de extensdo inversa ;' (I'f) influenciara
novamente no surgimento destas novas R—regioes. Veremos os detalhes no caso a

seguir.

Caso u” € L;

Considere as mesmas curvas iniciais do caso anterior. A curva I'{ estd abaixo e a
direita da curva I'Y. Veja a Figura C.34.

L ¢ Ls a esquerda da curva s—inflexao Z e abaixo da curva e, (Fg) da

Fixe u
Figura C.34. Acompanhe a divisao das R—regides na Figura C.35 e C.36. Defina
os estados uj, uj e u} como no caso u” € L3. Agora a parte da curva integral I'}
intersecta a curva s—inflexao Z fazendo com que novas R—regioes aparecam. Seja
ul = (s,¢;) o estado definido pela intersecgdo entre a parte da curva integral ' com

a curva s—inflexao Z. Com isso vamos dividir o espago de estados () nas seguintes

R—regioes:
e R - Regido delimitada pela reta ¢ = ¢ e pelas curvas I'F| ¢, (Ff) ec;! (Ff);
e Ry - Regido delimitada pelas curvas I'l e Z, e pela reta ¢ = ci;
e Rs3 - Regiao delimitada e pelas curvas Z e ;! (FlL), e pelas retas c =cj e s = 0;
e R;, - Regiao delimitada pelas curvas e, (FlL), I'S e C, com ¢} < ¢ < ci;

L

e Rs; - Regido delimitada pelas retas ¢ = c¢*, c =1, s = 1 e pelas curvas ['; e C,

com ¢] < ¢ < ¢3;
e R - Regiao delimitada pelas retas ¢ = cj, ¢ = ¢} e pelas curvas C e Z;
e Rs; - Regiao delimitada pelas retas ¢ = ¢}, ¢ = ¢;, s = 0 e pela curva Z;

® 55 - Regiao delimitada pelas retas ¢ = c;, c = 1 e pelas curvas C e Z;
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Rs9 - Regiao delimitada pelas retas ¢ = ¢35, c =1, s = 0 e pela curva Z;

L

Rs10 - Regiao delimitada pelas retas ¢ = c* e s = 0, pela curva ¢! (Ff), com

c}cjef‘f,comchcgcj;

Rs11 - Regido delimitada pela reta ¢ = c& e pelas curvas 't e Z, ambas com

ct < e < ¢ (ver Figura C.36);

Rs19 - Regiao delimitada pela reta ¢ = ¢ e pelas curvas Z e € (Ff), ambas com

ct < e < ¢ (ver Figura C.36).

As R—regioes Ryq, - - - , Rs10 herdam as propriedades das R—regides Ry, - - - , Ra10,
respectivamente. Logo, as solucoes do problema de Riemann para v nas R—regioes
Rs1, -+, Ry sdo analogas as solucdes para uf nas R—regides Ryj, - - , Rao, respecti-

vamente.

Faremos agora a construcido da solucao do problema de Riemann para uf nas

R—regioes Rs511 e Rs12. Acompanhe a Figura C.36.

e Seja u* € Ry;.

R

Sejam u™ = (s, c) o estado dado pela intersec¢do da reta ¢ = ¢ com a parte

da curva integral I'V e Z (cf) = (s%;,c®) o estado dado pela interseccao da reta

c = c com a curva s—inflexdo Z. Entdo, sM < sf' < s%,. Logo, pelo Lema

M R

B.2(ii), a s—onda que conecta u™ a u" é uma rarefagdo da familia s. Sabendo
que A° (u™) < A* (uM) entdo, pelo Lema 3.2, a onda c—rarefagdo de u” para

M

uM & compativel com a onda srarefacao de u para u®

, € assim, a solucao do

problema de Riemann para u” € Ls e u® € Ry, é dada pela sequéncia

ul Loy M Loy R, (3.39)

e Seja uf* € Rsio.

Sejam u™ e I(CR) = (sﬁ,cM) como no caso anterior. Seja M = (sﬁw,cR) 0

R com a curva de extensdo inversa

estado dado pela interseccao da reta ¢ = ¢
e;' (T}). Entdo, s§; < s < s5,. Logo, pelo Lema B.2(iii), a s—onda ¢ uma

composta da familia s (rarefacdo-choque). Como no caso anterior, pelo Lema
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3.2, temos novamente a compatibilidade entre a onda c—rarefacdo de u” para u™

e a s—composta de uM para uf*. Assim, a solucao do problema de Riemann para

ul € Ly e uf* € Rs19 é dada pela sequéncia

N S (3.40)

Veja a Tabela 3.7 para ver o resumo da solucao para u” € Ls e u® qualquer.

Solucao do Problema de Riemann para u" € Ls
Estado u® | Solucdo Referéncia
uf € Ry | ul Mo N oy R (3.29)
uf* € Rsy | ul LN N (3.30)
uf € Ryy | ul Hey N (—)>S ull (3.31)
uf € Rsy | u” (HeBe) gy Fey R (3.32)
uf € Res | ub 2 M Loy yR (3.33)
uf* € Rsg | ul BeS) v B R (3.34)
cPOs RC(RS)S
uf € Ryy | ut Uﬁ)) m — ) ult (3.35)
uF € Ryg | ul Zry M Bl R (3.36)
R.(RS),

uf € Ryg | u” i> uM ( — ) uf? (3.37)
uR € Rypo | ul Lo uM oy 4R (3.38)
ull € Rs1 ul —C> uM ﬁ) (339)
u® € Ryyo | U ey uM (R—S)>S ul (3.40)

Tabela 3.7: Solucdo para u” € Ls.

Assim como no caso em que o estado u” estava na regiao L, transladando-o na

regiao Ls no sentido crescente do eixo ¢, as R—regioes também transladam no mesmo

sentido. Quando u” ficar entre a curva c—extensdo . (I'§) e a curva I'{ da Figura C.34

as R—regioes Rsg, R59 e parte das regioes Rsy, Rs5, Rs6 € Rs7 desaparecem junto com

o estado uj do espago Q (ver Figura C.37).

Quando o estado u” ficar entre as curvas I'S e I'; da Figura C.34 as R—regides Rss,

Rs6 e parte das regides Ry, - - - , Rs5 também desaparecem do espaco €2 juntamente com

o estado u}. E quando o estado u” ficar entre as curvas ;! ({s = 1}) e I'¢ a fronteira

esquerda da regiao Rsjo atinge o nivel ¢ = 1 (ver Figura C.38).

De maneira analoga a regidao Rys, quando o estado u” estiver entre as curvas

e-1 ({s=1}) e I'¢ da Figura C.37 a regidao Rss desaparece do espaco de estados €.
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Por ultimo, de maneira analoga a regido Ry quando o estado u” estiver entre as

curvas 'Y e T'T da Figura C.37 a regido Rsy também desaparece do espago de estados

Q.

Caso u” € Lg

Lembremos que a fronteira entre as regides Ls e Lg é a parte da curva integral I'7 pelo
ponto Z (1) e a curva ¢! fica a esquerda da curva I'Y, como ilustra a Figura C.19.

Fixe entdo inicialmente u* € Lg com u” entre as curvas €! e I'7. Considere a parte

L

da curva integral I'Y com ¢ > ¢!. Logo, esta curva se estende do nivel ¢ = ¢ ao nivel ¢ =

1 interior & regiao Lg. Com isso temos as seguintes R—regioes. Acompanhe a divisao
das R—regides na Figura C.39. Embora varias regioes desaparecam, vamos manter
a notacao consistente com os casos anteriores para ficar mais facil de acompanhar e

comparar a construcao da solucao em cada caso.

e Rgio - Regido delimitada pelas retas ¢ = c*, s =0, ¢ = 1 e pela curva ['};

e Rg11 - Regido delimitada pela reta ¢ = ¢&, ¢ = 1 e pelas curvas I'F e Z;

e Rgi» - Regido delimitada pela reta ¢ = ¢, ¢ =1 e pelas curvas Z e e (T'});

L

e Rg - Regiao delimitada pelas retas ¢ = ¢, c =1, s = 1 e pela curva ¢;! (Ff)

Com relacio ao caso u” € Ls, as regioes analogas as regioes Rsy e Rs5 desaparecem
porque todos os estados da L—regiao Lg estao a esquerda da curva I'{ (definida no
caso ul € Ly).

Fixando agora o estado uf® em cada regido definida acima, apresentaremos a
respectiva solucdo do problema de Riemann para o estado u” fixado. A Figura C.39

ilustra a solucdo para u” fixo em cada uma das R—regioes.

e Seja u'* € Rgp.

Seja uM o estado dado pela intersec¢dao da reta ¢ = c® com a curva I'F. Logo,

M

uM = (M) com s < M. Como uM e uf estdo A esquerda da curva

R M R

s—inflexdo Z e s™ < s, entdo, pelo Lema B.2(i), a s—onda no nivel ¢ = ¢

M R

que conecta u™ a u' é uma onda s—choque.



64

Assim, pelo Lema 3.2, a solucao do problema de Riemann com u” € Lg e uft €

Rg19 € dada pela sequéncia

L Hep M Seg R (3.41)

Seja uf* € Rg11.

R com a curva I'F. Logo,

Seja uM o estado dado pela interseccdo da reta ¢ = ¢
uM = (sM,cF) com sM < s Como uM e uf estio a esquerda da curva
s—inflexao Z, entao, pelo Lema B.2(ii), a s—onda no nivel ¢ = ¢ que conecta

uM & uf ¢ uma onda s—rarefacio.

Assim, pelo Lema 3.2, a solucao do problema de Riemann com u” € Lg e uft €

Rg11 € dada pela sequéncia

Re. R
e T T (3.42)

Seja uf® € Rgia.

Seja uM o estado dado pela intersecgiao da reta ¢ = ¢® com a curva I'F. Logo,

uM = (sM,cf) com sM < s%. Como uM estd & esquerda da curva s—inflexdo 7

e u® estd entre as curvas Z e g;! (Ff), entdo, pelo Lema B.2(iii), a s—onda no

R

nivel ¢ = cf* que conecta ™ a u® é uma onda s—composta.

Assim, pelo Lema 3.2, a solucdo do problema de Riemann com u” € Lg e u't €

Rg12 € dada pela sequéncia

(3.43)

Seja uf* € Rg;.

M R

Seja uM o estado dado pela intersecgdao da reta ¢ = ¢® com a curva I'F. Logo,

uM = (sM,cf) com sM < s%. Como uM estd & esquerda da curva s—inflexdo 7
e u® a direita da curva ;! (Ff), entdo, pelo Lema B.2(iv), a s—onda no nivel

R

c = c® que conecta u™ & uf é uma onda s—choque.

Assim, pelo Lema 3.2, a solucdo do problema de Riemann com u” € Lg e u® € Rg
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é dada pela sequéncia

ul Loy M Sy R, (3.44)

Veja a Tabela 3.7 para ver o resumo da solucao.

Solucao do Problema de Riemann para u” € Lg
Estado u!* | Solucao Referéncia

u® € Rgo | v LN CN (3.41)

u® € Rgy1 | u LN N (3.42)

u® € Rga | u LN (R—S)f ul (3.43)

uf € Rgy | ul Zoy M By R (3.44)

Tabela 3.8: Solucao para u” € Lg.

Movendo o estado u” para a esquerda de tal forma a cruzar a curva ¢!, a R-regido
Rg1 desaparece do espago de estados 2. A Figura C.40 ilustra as regides e a solucao
desta situagao.

Concluimos aqui a construcao da solucao do problema de Riemann para dados

iniciais com ¢ < ¢,

3.2.3 Solucao com choque na Concentracao do Polimero

L

Consideremos o caso ¢’ > ¢ff. Aqui veremos uma outra metodologia. Devida a ex-

pressdo da velocidade de choque ¢ (u”,u®) dada em (2.19) (ou em (2.21)) depender

explicitamente de ¢ e ¢, ao invés de considerar L,—regides e para cada u” € L,

L

dividindo o espaco de estados € em R—regides, vamos fixar ¢ e ¢® arbitrariamente

com ¢ > cf. Fixado ¢ dividiremos o intervalo I = [0,1] em L—intervalos para a
coordenada s de u’; em seguida, fixado s em cada um dos L—intervalos, dividire-
mos novamente o intervalo I em R—intervalos para a coordenada s do estado uf.
Desta forma, cobriremos todo o espaco de estados 2 para os dados u” a esquerda e
uf® & direita com ¢ < cF, completando assim a solucdo do problema de Riemann para
quaisquer dados iniciais em ().

Considere 0 c—ramo da curva de Hugoniot H¢ (u") associado ao campo e por um

estado u®. A parte da curva H¢ (u") na regiao IT; US, em que ¢ < A%, serd denotada
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dor HS (u®) e a parte da curva H¢ (u®) na regiao II,US, em que ¢ > A%, sera denotada
por Hs (u?).

Defina a onda de Buckley-Leverett, denotada por (BL), como sendo a s—onda
R, S5 ou (RS),. Geometricamente, denotaremos a onda de Bukcley-Leverett por um
segmento de reta.

Para a construgao dos L—intervalos, considere a fun¢ao ¢ definida em (3.12) e
a curva de coincidéncia S definida em (3.13). Seja u* = (s*,c") o estado definido

L

pela interseccdo entre a reta ¢ = ¢~ e a curva de coincidéncia §. Com isso temos dois

intervalos para a coordenada s, [0, s*] e [s*,1].

O intervalo [0, s*] esta contido na regido II; US definida em (3.14), isto ¢, dado o
estado u” = (SL, CL), com 0 < s < 5%, vale a relacao % (uL) <\ (uL) Isto significa
que, para s® proximo a s’ a primeira onda na solucdo do problema de Riemann é uma

onda c—choque. Ja o intervalo [s*, 1], que esta contido na regiao Il U S, a primeira

L

onda é uma s—onda desde que s* e s® estejam proximos.

Considere o estado u; = (1, cL). Sejaul (up) = (s%, cL) € IT; o estado p—extensao

de u; tal que o° (u1,ul) = ¢ (u1) como definido em (3.15). Veja que o estado u; também

L

¢ p—extensao do estado uj (u'). Isto significa que, se sj > s”, entdo existe o estado

p—extensdo ul = (Sé’, cL) para ul no espaco de estados 2 tal que o* (u%, uL) = (uL)

Se st < sl entdo nao existe o estado uf no espago de estados Q. Com isso, podemos
dividir o intervalo [0, s*] em mais dois menores, [0, s}] e [s], s*]. A Figura C.41 ilustra
as duas situacoes.

Neste processo de construgao obtemos trés L—intervalos
IF=10,s1), Iy=/[s},s"] e Iy=(s%1].

Passaremos entdo a considerar o estado & esquerda u” do problema de Riemann

em cada um dos intervalos IF, IF e IF.

Caso s € I, isto &, 0 < s < si.

Acompanhe a construgao da solucao para si € IF pela Figura C.42. Fixe s* no

intervalo IF, isto &, 0 < s < sl. Seja uM = (SM, cR) o estado definido pela interseccao

R

da reta ¢ = ¢'* com a parte do c—ramo da curva de Hugoniot H{ (uL)
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Neste caso, o R—intervalo ¢ o proprio intervalo [.

Do estado u” para o estado u temos uma onda c—choque e do estado u?
para o estado u” temos uma onda de Buckley-Leverett. Entao, pelo Lema 3.3(i), esta
sequéncia de ondas é compativel.

Assim, a solucao do problema de Riemann é dada pela sequéncia

ub Sy M PR (3.45)

Fixando o estado coordenada s com s® < sM a onda de Buckley-Leverett é uma

onda s—choque. Seja u! = (s!, c®) o estado definido pela intersec¢io entre areta c = ¢

R
com a curva s—inflexdo Z. Fixando s com s < sf < s’ a onda de Buckley-Leverett
é uma onda s—rarefagdo. Suponha que a extensdo inversa da fungao definida em (B.9)
exista no espago de estados Q. Se a coordenada s” satisfizer s’ < s < e (s), entéo

a onda de Buckley-Leverett ¢ uma onda s—composta do tipo rarefacao-choque. Se

tivermos e~ 1 (sM) < s < 1, entdo a onda de Buckley-Leverett é uma onda s—choque.

*

Caso st € 1L, isto é, st < s < 5™

L L

Acompanhe a construgao da solugao para s* € IF pela Figura C.43. Fixe s* no

intervalo I3, isto ¢, s} < s* < s*. Seja ud (ub) = (s, ) a p—extensao de u tal que

o (uf,u”) = ¢ (u”) (veja novamente a Figura C.41) como definido em (3.15). Agora

seja uff = (sff,cf) o estado intersecqao entre a parte do c—ramo HS (u*) com a reta

c=cfeufl = (s§,cf) o estado intersecqdo entre a parte do c—ramo HS (uf) com a

reta ¢ = cf*. Neste caso temos dois R—intervalos
Iy =10,s3) e Ij=[s51].

o Seja st € IR isto ¢, 0 < s® < &,

Seja uff = (sf”, cR). Do estado u* para o estado uf* temos uma onda c—choque
e do estado uf® para o estado u” temos uma onda de Buckley-Leverett. Entdo,

pelo Lema 3.3(i), esta sequéncia de ondas é compativel.

Assim, como ilustrado na Figura C.43, a solucao do problema de Riemann para
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st e IF e s € I£ ¢ dada pela sequéncia
BL
TR uft BL) R, (3.46)

o Seja sft € IR isto ¢, skt < sfF < 1.

Neste caso, seja u™

o estado interseccao da parte do c—ramo da curva de Hu-
goniot ¢ (uf) com a reta ¢ = ¢*. Do estado u* para o estado u™ temos uma
onda de Buckley-Leverett, e do estado u™ para o estado u” temos uma onda
c—choque. Entao, pelo Lema 3.3, esta sequéncia de ondas é compativel. Assim,

como ilustrado na Figura C.43, a solu¢ao do problema de Riemann para s’ € I

e s € I} ¢ dada pela sequéncia

ub PH M ey R (3.47)

Analisando especificamente agora o caso s’ = sf. Da definigdo da funcao
¢ em (3.12) e do estado p—extensdo em (3.15) temos que u’, uft e ul! satisfazem a

regra do choque triplo [16], com
o (u*,uft) = o° (uff, uy) = o* (uf', ud) = o® (u",uf).

Além disto, temos que estes choques satisfazem a condicao de entropia de viscosidade,

sendo que o choque de u para ul' é supercompressivo. Assim, a solugiao do problema de

Riemann para u”, com s” no intervalo IZ e uf* = (s&, ¢®) pode ser escrita no espago de
estados de trés maneiras distintas, porém representando apenas uma solugao no espago
fisico xt, pois todas as trés velocidades dos choques sao iguais. As trés possibilidades

no espaco de estados sao:

(i) onda c—choque de u para uf’ seguida de uma onda s—choque de uf para ul;

(ii) onda s—choque de u para ul seguida de uma onda c—choque de u¥ para ul;

(iii) onda c—choque supercompressivo de ul para uf.
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Caso sl € IL, isto &, s* < s < 1.

Acompanhe a construgao da solugao para s* € I pelas Figuras C.44 e C.45. Fixe s”

no intervalo 7, isto ¢, s* < s* < 1. Sejam v = (s, cf) e v = (sV, ) estados
: 50 d _ C (% . _ R : M 11 N 11 D

intersecgdo do c—ramo H° (u*) com a reta ¢ = ¢ tais que v € II; e u” € Ily. Da
definicao da curva de coincidéncia S e da expressao da funcao ¢ temos a regra do

choque triplo com

Considere também o estado uj = (s%,cR) definido pela interseccao entre a curva

HS (uL) com a reta ¢ = c*. Com isso, temos 3 R—intervalos
I =10,s"), If=(s",s3) e I5i=(s31]. (3.48)

e Seja s € I isto é, 0 < sf < sV,

Os estados u* e u” estdo a direita da curva s—inflexdao e além disso, s* < s”.
Logo, a s—onda que conecta o estado u” a u* ¢ uma onda s—rarefacao. Temos
também uma onda c—choque de u* a v, com \* (u*) = ¢ (u*,u™). Logo, do

M & compativel. No

item (i) do Lema 3.3 temos que a sequéncia de ul até u
entanto, como A* (u*) = o (u*,u™) estas duas ondas formam apenas um grupo
de ondas do tipo s—rarefacao/c—choque. Do item (ii) do Lema 3.3 temos que o

M

c—choque de u* para u™ é compativel com a onda de Buckley-Leverett de u™

para qualquer u’ com 0 < st < sM,
Assim, como ilustrado na Figura C.44, a solucao do problema de Riemann para

st e If e s® € If ¢ dada pela sequéncia

iy (}ﬁi) oM (B;LQ ul (3.49)

A onda de Buckley-Leverett é determinada de acordo com a posicao entre s™ e

sf como no Apéndice B.

e Seja s € IR isto ¢, sV < s® < 3.

Acompanhe a constru¢do na Figura C.45. Seja agora u™ = (sM,s*) definido
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L

pela interseccao da curva H§ (uR) com a reta ¢ = c. Como sM

jab g

e st estdo

direita da curva de inflexdo e sM < s, entdo, a onda que conecta u* & uM é

uma onda s—rarefacdo. Pelo Lema 3.3(i) a sequéncia s—rarefaciao de u’ para u™

R

seguida de um c—choque de u™ para uf* ¢ compativel.

Assim, a solugao do problema de Riemann para si € I e sf € I ¢ dada pela

sequéncia

ul Loy M ey y R, (3.50)

e Seja s € I£ isto é, sj < s < 1.

Acompanhe a construcio na Figura C.45. Seja u™ como no caso anterior. Como

sM e st estao a direita da curva de inflexao e s < sM_ entdo, a onda que conecta

ul a uM ¢ uma onda s—choque. Pelo Lema 3.3(i) a sequéncia de ondas que

R

conecta u” & uf & compativel.

Assim, a solugao do problema de Riemann para si € I e s € I ¢ dada pela

sequéncia

L Ss M Sc R. (351)

Observacgao 3.1 Note que, para s a solugao do problema de Riemann consiste de

apenas de uma onda c—choque.

Por ultimo vamos considerar s® = 5. Como dito acima, da regra do choque
triplo temos que o¢(u*,u™) = o°(u*, u") = o*(uM,uV). Assim, no espaco de estados

N

Q2 ha duas maneiras de conectar u” a «’V; ambas iniciam-se por uma onda s—rarefacdo

conectando u” & u*, sendo que uma segue por uma onda c—choque de u* para u,

N

seguido de uma onda s—choque de u™ para u” e a outra segue diretamente de u* para

u pela onda c—choque. Porém, como todas as velocidades destes choques sdo iguais

ambas as maneiras levam a mesma solucao no espaco fisico xt que é grupo de ondas

formado por uma onda s—rarefacao de u” para u* seguida de um choque de u* para u",

N ¢ um choque supercompressivo caracterizado pela

sendo que o choque de u* para u
conexao de um repulsor & um atrator no plano de fases do sistema de EDOs imposto

pela condicao de entropia de viscosidade.
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Concluimos aqui a construcao da solucao do problema de Riemann para dados

R

iniciais com c¢* > ¢ e consequentemente para todos os estados u” e u* no espaco de

estados 2.

3.3 Exemplos

Através dos exemplos a seguir vamos ilustrar solugdes do Problema de Riemann
(1)-(2). Faremos um exemplo ilustrando o caso em que c* < ¢! e em seguida dois

exemplos envolvendo o caso c* > cf.

Exemplo 1 Considere o Problema de Riemann (1)-(2) onde a razao da viscosidade

da dgua pelo dleo € dada por
r(c) =0,18 40, 65c.

Com isso temos a funcao de fluxo

82

s,c) = . 3.52
fs:0) s2+ (0,18 +0,65¢) (1 — s)° (3:52)
Considere também a funcao de adsorcao
0,2c
= 3.53
Por iltimo, considere o estado & esquerda u” = <SL,CL) = (0,7,0,3) e o estado a

direita u = (5%, ") = (0,5;0,8).

Observe que ¢ < ¢f'. Com isso, a solucao do Exemplo 1 é obtida de acordo com
as L e R regioes.

Fazendo as contas no Maple concluimos que:

R

e O estado u encontra-se na regiao Ly e u® na regido Rys (veja a Figura C.23).

e O estado C (CR) = (sc, cc), obtido pela interseccao da curva de coincidéncia C

com a reta ¢ = c®, & dado por (0,672;0,8).

e O estado intermedidrio u™ = (s, s%), obtido pela interseccao da parte da curva

integral em 25 pelo estado C (CR), é dado por (0,774;0, 3).
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Com isso temos que a solucao do problema de Riemann do Exemplo 1 é dada pela
sequéncia

Ss (RcRS)
ul 25 M N R

Veja a representacao desta solugao no plano zt na Figura C.46. Veja também os perfis
da saturacao da agua e da concentracao do polimero, para t = 0, 3, nas Figuras C.47 e

C.48, respectivamente.

Exemplo 2 Considere o Problema de Riemann (1)-(2) com a mesma razao de visco-
sidades r(c) do Exemplo 1. Consequentemente, a fun¢io de fluro também ¢é dada
por (3.52). Considere também a funcao de adsor¢ao (3.53), o estado a esquerda
ul = (s*,cb) =(0,6;0,18) e o estado a direita u = (s¥, ) = (0,33;0,08).

Note que ¢ > ¢f'. Logo, a solucdo do problema de Riemann para o Exemplo 2
possui um choque na concentracao e é obtida de acordo com os L e R intervalos.

Fazendo as contas no Maple concluimos que:

L

O estado u*, obtido pela interseccao da reta ¢ = ¢

(0,5445; 0, 18).

com a curva S, é dado por

Para c& = 0,18 o valor s’ encontra-se no intervalo L.

Os estados u™

e u”, obtidos pela interseccao do c—ramo H¢(u*) com a reta

c=c", sao (0,39;0,08) e (0,65;0,08), respectivamente.
e Para c® = 0,08 o valor s encontra-se no intervalo I{*.

O estado u’ encontra-se & direita da curva de inflexdio Z, com isso a onda de
Buckley-Leverett ¢ um onda s—rarefacao. Logo, a solugao a solu¢ao do problema de

Riemann do Exemplo 2 é dada pela sequéncia

(RsSe) M R
ur uM L R

A Figura C.49 ilustra a solugao do Exemplo 2 no plano zt. Veja também os perfis
da saturacao da agua e da concentracao do polimero, para t = 0, 3, nas Figuras C.50 e
C.51, respectivamente.

No Exemplo 2, considere agora u? = v = (0,65;0,08). Com isso temos um

choque supercompressivo do entre os estados u* e u®. Neste caso, a solucdo & dada
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pela sequéncia

(RsSy)
T ST

Y

onde Sx denota o choque supercompressivo com velocidade 0X. Podemos também

representar a solucao pela sequéncia

RsScSs

ub B R

Pela regra do choque triplo os choques o° (u*,u™), o* (u™,u") e o™ (u*,u®) coinci-
dem. Logo, as duas sequéncias representam a mesma solu¢ao no plano xt ilustrada
na Figura C.52. Veja também os perfis da saturacao da agua e da concentragao do

polimero, para t = 0, 3, nas Figuras C.53 e C.54, respectivamente.



Capitulo 4

Conclusoes e Continuacoes do
Trabalho.

Vimos que solugao do problema de Riemann constitui-se genericamente em dois
tipos. Um deles em que a concentracao do polimero é alterada por uma onda de
rarefacao, quando o estado a esquerda possui concentracao de polimero inferior ao
estado a direita. O outro tipo, quando a concentracao a esquerda é maior do que a
concentracao a direita em que a concentracao do polimero muda apenas por um salto.

No primeiro caso construimos a solucao detalhadamente levando em consideracao
inclusive as possibilidades das ondas na saturacao da fase aquosa de acordo com a
solucao da Equacao de Buckley-Leverett.

No segundo caso, nos detalhamos apenas na andlise da sequencia de onda de
choque na concentragao do polimero. Matematicamente vimos a importancia da regra
do choque triplo e sua relagao com a condicao de entropia de viscosidade e com a
compatibilidade de velocidades de ondas.

Um proximo passo a ser dado é fazer comparacoes de solucoes para dados iniciais
com mesmos valores de saturacao, porém considerando valores da concentracao de
polimero diferentes, principalmente no estado a esquerda que representa o dado de
injecao.

Outro aspecto importante é também comparar solugoes com mesmos dados inici-

ais, porém levando em conta a adsorcao ou nao do polimero pela rocha e também para
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o modelo de injecao de dgua sem polimero.

Ainda como continuacao do trabalho, paralelamente as questoes acima, pode-
se também considerar o papel da injecao de polimero em escoamentos trifasicos, a
principio com as mesmas hipoteses simplificadoras deste trabalho e depois acrescentar

também os efeitos da gravidade e das pressoes capilares.



Apéndice A
Preliminares

Neste apéndice veremos alguns conceitos necessarios para a obtencao da solucao
global do Problema (1)-(2). Para um estudo mais aprofundado veja [15] e os anexos
de [1], [3], [7] e [8] entre outros. Aqui, faremos um estudo sobre as ondas de rarefacao

e as ondas choque em R".

A.1 Sistema de Leis de Conservacao no R"

Nesta secao vamos expor a teoria necessaria para o desenvolvimento e obtencao
da solucdo global do Problema (1)-(2).
Seja 2 = Oy x .-+ x Q, um subconjunto do R". Sejam F,G : 2 — R" com

(ZL’,t) € R x RJra u(xvt) = (ul (.I',t) y T, Un (fL‘,t)), sendo
Fu)=(fi(u),--, fu(u) e Gu)=I(91(u), - gn(u), (A.1)
onde os f;’s e g;’s sao fungoes de classe C* (Q;) parai € {1,--- ,n} com matriz jacobiana

dG inversivel para todo u € ().

Considere agora o seguinte sistema de n equagoes:

(0 0

prd (u) + %fl (u) =0
0 0
Do) + =0

N 0
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ou na forma vetorial

oG OF

— — =0. A2

2 )+ 2wy = 0 (A2
Sejam dF (u) e dG (u) as respectivas matrizes jacobianas de F' e G. Dessa forma

podemos definir a seguinte matriz
A(u) = [dG (u)}_1 dF (u) . (A.3)

Para solugoes suaves, o Sistema (A.2) pode ser escrito como

ou ou B

o AW =0 (A4)

A matriz A (u) possui n autovetores nos quais sdo chamados de wvelocidades
caracteristicas. Cada velocidade caracteristica determina uma familia caracteristica
ie{l,---,n}.

Definigao A.1 Sejam A (u), -+, A" (u) valores caracteristicos reais e distintos da
matriz (A.3). Quando \' (u) < --- < A" (u) para todo u € Q, dizemos que o Sis-

tema (A.2) € nao estritamente hiperbolico. Quando os valores caracteristicos sao reais

e possuem desigualdades estritas, entao o sistema € dito estritamente hiperbolico.

Para cada velocidade caracteristica temos um autovetor direito (coluna) corres-
pondente. Denotaremos os autovetores a direita por e!, - - - , " correspondendo respec-
tivamente as velocidades caracteristicas A',--- , \". Estes autovetores sao chamados
de campos caracteristicos.

O Sistema (A.2) com a condi¢ao valor inicial

ul, sex <0

u(x,0) = (A.5)
uf*, se x>0

¢ chamado de problema de Riemann. Esta condicdo possui um salto na origem onde u”

e u'* sdo estados distintos fixados a esquerda e a direita respectivamente. Geralmente,
as solucoes deste problema sao descontinuas e com isto teremos solucoes fracas u €

L},. (R x RT) que satisfazem

o0

/Ooo/_ooG(u(az,t»%—f(x,t>+F(u)g—i’(x,t)dxdt+/ G (u(2,0)) @ (,0) dx — 0,

—0Q0
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onde ® & uma funcdo suave de suporte compacto no semiplano fechado R x R+.

Seja u (z,t) uma solugdo do Problema de Riemann (A.2)-(A.5). Entdo, para
a > 0, u (ax,at) também é solucao. Isto significa que o Problema (A.2)-(A.5) independe
de escala, ou seja, a mudanca de coordenadas (x,t) — (ax,at), a > 0 nao altera o
sistema de equagoes e nem as condicoes iniciais. Com isso, a solu¢ao do problema de

Riemann depende apenas da razao z/t.

A.2 Solucoes Continuas

Seja & = x/t e suponha que u (z,t) = v (§) seja solugao classica do sistema (A.2).

Em funcdo de v (€), este sistema é escrito na forma

(dF (€) — £dG (&) (€) = 0, (A.6)

onde v’ (§) denota a derivada de v (§). Como dG (u) é invertivel multiplique (A.6) por
[dG (u)]". Usando a expressio (A.3) temos

[A(v(8)) — &L v (§) =0, (A7)

onde I; é a matriz identidade do R™. Da Equacao (A.7), se v/ (§) # 0, concluimos
que v’ é um campo caracteristico (a direita) da matriz A (u) associado a velocidade
caracteristica A (u) = €. Logo, as solugoes suaves do Sistema (A.2) estdo nas curvas

integrais dos campos caracteristicos de A (u) e com isso satisfazem o sistema de EDO’s,

V(§) =€ (v(E)), (A.8)

com a condigao
E=N(v(6). (A.9)
Definigao A.2 Sejam u® e u® o0s estados definidos na condigao inicial (A.5). Dizemos

L e ul estdo

que o estado u” é conectado ao estado uf por uma onda i—rarefacio se u
conectados pela mesma curva integral do i—ésimo campo caracteristico definido por

(A.8) onde (A.9) cresce com o pardmetro & ao longo da curva integral de u* para u®.
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A exigéncia de (A.9) ser crescente de ul para u® significa que no espaco zt, a
inclinagio £ = z/t deve ser estritamente crescente, em relagao ao eixo ¢, de £&' = X (uL)
para 8 = X (uR) de modo que as retas caracteristicas A’ (u (£)) cubram toda regidao
do plano zt, com ¢ > 0 entre as retas de inclina¢des A’ (u”) e A" (uff). Veja a Figura

Al

Defini¢ao A.3 Uma curva de rarefacao da familia i (ou i—rarefagcdo) por um estado
inicial u® € o conjunto de estados u € Q que podem ser conectados ao estado u®® por

uma onda i—rarefagao.

Sejam A uma velocidade caracteristica da matriz (A.3) e e seu campo caracteris-

tico correspondente. Uma onda de rarefagao de u” para u® (ou conectando u’ a u®)

é uma solucao continua de (A.2) da forma

u(z,t) =4 v, se X' (uF) <L <N (uf) (A.10)

onde v é a solucao do problema de valor inicial

ov ;
5 = ¢ (v)
v (0) = ul

tal que a velocidade caracteristica X’ (v) cresqa de A (u”) para A" (u?) quando v variar

de u® até u®. Veja a Figura A.1.

Definicao A.4 A familia caracteristica € dita genuinamente nao-linear na regiao D C
Q se

VA (u) e (u) # 0

em D. Neste caso podemos normalizar ' de tal forma que VX' (u) €' (u) = 1. Em outras
palavras, a i1—ésima velocidade caracteristica é uma funcao estritamente mondtona
sobre a curva integral relacionada ao campo de vetores e'’s associado, no subconjunto

D. Por outro lado, se V' (u) €' (u) = 0, diz-se que o campo € linearmente degenerado.

O Sistema (A.2) é genuinamente nao linear em D, se todos os seus campos ca-

racteristicos sao genuinamente nao lineares em D.
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Definicao A.5 O conjunto de inflexao associado a i1—ésima familia caracteristica é

formado pelos estados u € € tais que
VA" (u) e (u) = 0.

Ou seja, o conjunto de inflexao € formado pelos pontos criticos dos valores caracte-
risticos, restritos as curvas integrais dos respectivos campos caracteristicos dados pela
equagao (A.8).

Das definigoes (A.5)-(A.2) temos que os pontos num conjunto de inflexdo em geral

estao associados a pontos iniciais ou pontos finais de curvas de rarefacao.

A.3 Solucgoes Descontinuas

Nesta secao do Apéndice vamos caracterizar as solucoes descontinuas do Problema
de Riemann (A.2)-(A.5). Seja o € R tal que exista uma descontinuidade de u ao longo
da reta x = to.

R

Definigao A.6 Sejam u® e ult os estados definidos em (A.5). Chama-se relacio de

Rankine-Hugoniot, de velocidade o € R, a expressao
H (ub,0,u®) = F (uF) — F (u) — o [G (u®) — G (u")] = 0. (A1)

Quando precisamos citar os estados relacionados, digamos u” e u®, a velocidade o de

choque ¢ denotada por o (u*, u).

R variaveis. Agora substitua o

Considere u! fixo na equacdo (A.11) com o e u
por o* e u® por um estado arbitrario u € Q). Entdo teremos um sistema de n equacoes

algébricas e n + 1 incognitas o* e u dado por
H(u" 0% u) =F (u)— F (u") — 0" [G(u) — G (u")] = 0. (A.12)

Da mesma forma podemos fixar uff em (A.11) e variar os valores o* e u*. Com isso

obtemos o sistema

H(u,0",u") = F (u) = F (u) — 0" [G (u) — G (u)] =0. (A.13)

Definicao A.7 Fize um estado u® € Q. A curva de Hugoniot por u°, denotada por
H (u?), € o conjunto dos estados u € Q tais que exista o € R salisfazendo a equagdo

(A.12) para u* = u° ou a equagio (A.13) para u® = u°.
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Em [10], Lax provou que, para u numa vizinhanga de u", a curva de Hugoniot
H (u®) ¢ composta por n curvas suaves H'(u’) denominadas i—ramos de Hugoniot,
comi € {l,--- ,n}.

A solugao descontinua do problema de Riemann (A.2)-(A.5) com velocidade de

propagacao o é dada pela seguinte funcao

u”, se L <o

S
—
8
=

|

(A.14)

u, se ¥ >0,

onde ut e uf

sdo os estados definidos em (A.5). Veja a Figura A.2.

Mais adiante veremos critérios que determinam a unicidade (baseado em feno-
menos fisicos) deste tipo de solucao. Estes critérios sao conhecidos como Condigoes de
Entropia. Quando estas solucgoes satisfazem alguma condicao de entropia, isto é, elas

sao solucoes descontinuas admissiveis, estas solucoes passam a ser denominadas ondas

de choque.

Definicao A.8 Uma curva choque por um estado inicial u* é o conjunto de estados

u € Q que podem ser conectados ao estado u por uma onda choque.

A onda de choque possui n familias, cada uma relacionada a um i-ramo da curva

de Hugoniot. Chamemos a onda de choque relacionada a familia ¢ por onda ¢-choque.

A.4 Onda Composta

Quando o campo caracteristico é linearmente degenerado um outro tipo de onda
surge da combinagao de uma onda de rarefacao seguida de uma onda de choque. Cha-
maremos esta composicao de onda composta. Na realidade, s6 existem dois tipos de
onda, rarefacao e choque, porém, denominaremos a onda composta como uma terceira

onda.

Definicao A.9 Uma curva composta por um estado inicial u”, associado ao i—ésimo
campo caracteristico, ou i—composta, € o conjunto de estados u de € tais que ezista
um estado u* € Q de maneira que u* seja conectdvel a u'* por uma onda i—rarefacio,

e que u seja conectdvel a u* por uma onda i—choque de velocidade o = X (u*).



82

A solucao do problema de Riemann por uma onda composta rarefagao-choque é

dada por

u(z,t) =4 v, se X' (ub) < £ <N (u") (A.15)

onde v é a solucao do problema de valor inicial

ov :
5 = ¢ (v)
v (0) = ut

tal que o valor caracteristico (ou autovalor) X’ (v) cres¢a de A (u”) para X’ (u*) quando
v variar de ul até u* e X\ (u*) é a velocidade de propagacao do choque que conecta u*
a u®. Veja a representacdo xt na Figura A.3.

As ondas do tipo choque e composta nao possuem unicidade. Por isso, devemos

impor condicoes de unicidade que serao vistas na Secao a seguir.

A.5 Condicoes de Entropia

Para que a onda do tipo choque de velocidade o, entre dois estados s” e st

fixados, seja admissivel na solucao ela deve satisfazer alguma condicao extra, chamada
de condicao de entropia. Esta condicao estabelece uma tnica solucao descontinua na

qual esta solucao possua significado fisico. Iremos citar apenas algumas.

Condicao de Entropia de Lax

A fim de obter admissibilidade de solugoes descontinuas para sistemas de leis de con-
servacao estritamente hiperbolicos com campos caracteristicos genuinamente nao line-
ares, [10] Lax estabeleceu critérios utilizando comparacoes (desigualdades) envolvendo
os campos caracteristicos e a velocidade de propagacao.

R

Uma onda de choque entre os estados u”* e u*, com velocidade de propagacao

o, ¢ uma solucao admissivel segundo a condicao de entropia de Lax se estes estados
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satisfazem as desigualdades
N (E) <o < N (W), N () < o < A (uF). (A.16)

A condigdo de entropia de Lax [10] para a onda i—choque esta associada a i—ésima
familia caracteristica, no sentido que as retas caracteristicas associadas a esta familia se
encontram ao longo da reta de descontinuidade x = ot provenientes de lados distintos
desta.

Veja a seguir o caso particular para um sistema de leis de conservagao 2 x 2.

1-Choque de Lax

M (wf) <o <At (W), o< (uf). (A.17)
2-Choque de Lax

A (W) <o <A (W), A (uF) <o (A.18)

Para campos linearmente degenerados, a condicao de entropia de Lax nao é sufici-
ente para obtermos uma solugao adequada do problema de Riemann. Veja um exemplo
em [6]. Por isso precisamos utilizar outras condi¢oes de entropia. A seguir, veremos a

condi¢ao de Oleinik-Liu [11], [12] e [15].

Condigao de Entropia de Oleinik-Liu

Com o mesmo objetivo de Lax, O. A. Oleinik e Tai-Ping Liu, desenvolveram uma
outra condicao de entropia para obter solucoes descontinuas admissiveis. Ao contrério
de Lax, a condi¢ao de Entropia de Oleinik-Liu visa em obter admissibilidade de solugoes
descontinuas para sistemas de leis de conservagao nao estritamente hiperbolicos com
campos caracteristicos linearmente degenerados,

A condicao de Entropia de Oleinik-Liu foi desenvolvido primeiramente por Oleinik
para o caso da reta real [15] e posteriormente, para o R? por Tai-Ping Liu [11] em
1974. No ano seguinte Tai-Ping Liu desenvolveu a condi¢ao para todo o R™ [12].

Defina a funcao velocidade o : 2 x Q2 — R tal que

o (ur,u2) [G (u1) — G (ug)] = F (uy) — F (uz), (A.19)
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em que I’ e G s@o as aplicagoes definidas em (A.1). Uma onda de choque satisfaz a

condicao de entropia de Oleinik-Liu se as desigualdades
o (u, uL) <o (uR,uL) <o (u,uR) , (A.20)

parau € H (uL) sao satisfeitas.
No caso da reta real, ao contrario da condicao de entropia de Lax, a condicao de
entropia de Oleinik-Liu nos da a possibilidade de analisar o caso em que a funcao de

fluxo nao seja convexa (f” pode trocar de sinal).

Condicao de Entropia de Viscosidade

Dado ¢ > 0, considere a perturbagao (equacao parabolica) do sistema (A.2)

oG OF 0*G
En (u) + e (u) = € om (u). (A.21)

Suponha que o sistema (A.21) possua solugdo do tipo onda viajante da forma

v(€) = (ur (&), - ,vn(§)), com & = (x — ot) /e. Substituindo v (§) na equagao (A.21)

obtemos
odG 1dF 1 &*G
IR @)+t 0 ©) ¢ (35 0©). (A22)
Considere o sistema (A.22) satisfazendo as condi¢oes de contorno
5liI_n v (&) = ut, (A.23)
e
fEI—Poo v (&) = u®. (A.24)
Simplificando o Sistema (A.22) temos
dG dr d*G
U (v(§) + s (v (&) = el (v (8))- (A.25)

Integrando o Sistema (A.25) em ¢ e levando em consideracao a condigao de contorno
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(A.23) obtemos

13 2 3 £
/m%wm)dn:/_wfl—iw(n))dn—a/_w%<v<n>>dn.

Resolvendo as integrais obtemos o seguinte sistema de EDO’s
dG L L L
d_ﬁ(v) =F(v)—F(u") =0 (G(v) -G (u") =H (u" o0). (A.26)
Observe que o estado u’ & ponto singular do sistema (A.26). Da relagio de Rankine-
Hugoniot H (u*,0,u®) = 0 temos que o estado u também ¢ ponto singular deste
sistema. Além disso, todos os pontos singulares do sistema (A.26) estao sobre a curva
de Hugoniot tanto pelo estado u* quanto pelo estado u”.
Definicdo A.10 Uma onda de choque do problema (A.2)-(A.5) com velocidade de pro-
pagacio o conectando os estados u” e u* é admissivel, sequndo a condicio de entropia

de viscosidade, se existir uma oJrbita do sistema de equacoes diferenciais ordindrias
(A.26) de tal forma que as condigoes (A.23) e (A.24) sejam satisfeitas.

Para obter mais detalhes sobre a Condicao de Entropia de viscosidade consulte

[5].
Observe que as condicoes de entropia de Oleinik-Liu e a de viscosidade nao estao

relacionados com as familias caracteristicas, portanto, estas condicoes sao apropriadas

para serem utilizadas em sistemas de leis de conservacao nao estritamente hiperbolicos.

A.6 Figuras do Apéndice A
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Figura A.1: Onda de Rarefacio no plano xt para os estados s” e s%

Figura A.2: Onda de Choque no plano zt para os estados s” e s®. Descontinuidade
em § = 0.
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Figura A.3: Onda composta rarefacio-choque para os estados s” e s. Descontinuidade
em o*.



Apéndice B

A Equacao de Buckley-Leverett

B.1 Solucao da Equacao de Buckley-Leverett

Neste apéndice, focaremos na equacao de Bukcley-Leverett. Um passo funda-
mental para a obtencdo da solugao global do Problema de Riemann (1)-(2) é conhecer
a solucao do problema de Riemann para o caso da equagao de Buckley-Leverett. Uti-
lizaremos ondas de rarefagdo, ondas de choque ou a composta (rarefacao-choque) para
a obtencao desta solucao.

Considere a equagao

ds  Of (s)

=0, t>0 R B.1

onde s = s (z,t), com fun¢ao de fluxo f é definida por

82

32+r(1—s)27

f(s) =

na qual r = pu/p, onde p e p, sao as viscosidades da fase aquosa e do 6leo, respectiva-
mente. O problema de Riemann consiste da Equacao (B.1) juntamente com a condigao

inicial

s(x,0) = (B.2)

R

em que s” e s s3o valores distintos.
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A solugdo do Problema de Riemann (B.1)-(B.2) é composta por dois tipos de
ondas elementares: rarefacao, choque e também por uma onda composta rarefagao-
choque. Estas ondas sdo obtidas de acordo com os valores dos estados s” e s fixados.

Onda de rarefacio - E uma solucdo continua de classe C' em setores do plano zt.
Para que exista solugdo tipo onda de rarefacido é necessario que f’(s) seja crescente

de f'(s") para f’(s") quando s varia continuamente de s” para s*.

Portanto para
st < s® ¢ necessario que f”(s) > 0 e se s > s® o contrario. A solugao do problema

de Riemann (B.1)-(B.2) tipo onda de rarefagao é dada por

sty se 2 < f'(sh)
s(z,t)=q [f17(5) se f1(s") <5 < f (") (B-3)

st se > f (SR) )

onde [f'] ! & a funcéo inversa da derivada da funcio f Veja a ilustracio de uma solugio
por rarefacao no plano xt na Figura B.1.
Onda de Chogque - E uma solugdo do Problema de Riemann (B.1)-(B.2) descon-

tinua ao longo da reta ¥ = o, onde o ¢ obtida pela relagao de Rankine-Hugoniot

<o

> 0.

»
—
8

~
~

I

+ |8 I8
—_
vs)

IS
~—

A Figura B.2 ilustra uma solucao do tipo choque no plano xt.

Para que a onda do tipo choque de velocidade o, entre dois estados s” e s fixa-
dos, seja admissivel na solucao ela deve satisfazer alguma condi¢ao extra, chamada de
condicao de entropia. Vamos citar duas delas, pois as usaremos com muita frequéncia.
Outras condigoes de entropia podem ser encontradas em [15]. Uma delas é a Condi¢do

Oleinik-Liu. Esta condicao é dada pelas desigualdades

wgggw, Vs entre st e st (B.5)
5—8 §—S§

Esta condicao constitui em comparar a inclinagao o da secante ao grafico de f pelos
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pontos (sL, f (SL)) e (sR, f (sR)) com as inclinagoes das retas secantes que contém
os pontos (s¥, f (s%)) e (s, f(s)) com a inclinacdo (devem ser menores ou igual a
inclinagao o) e com as inclinagoes das secantes que contém os pontos (SL,f (sL)) e
(s, f(s)) (devem ser maiores ou igual a inclina¢do o). Uma outra condi¢ao de entropia

classica para equacoes escalares é a Condicao de Lazx, dada por
(%) <o<f(s"). (B.6)

Esta condicao compara as inclinacoes das retas tangentes ao grafico de f nos pontos
(s, f (s™)) e (s¥, f (s*)) com a inclina¢io o da reta secante por estes mesmos pontos.
No caso em que o gréfico f é convexo (f” > 0) as duas condigoes sao equivalentes. No
entanto se o grafico de f nao for convexo, que é o caso de Buckley-Leverett, isto nao é
verdade.

Para as ondas de choque, vamos usar a condicao de entropia de Oleinik-Liu, sendo
que para choques envolvendo dados iniciais (sL, cL) e (SR, cR) ambos em setores onde
o grafico de f seja concavo para cima ou para baixo ela se reduz a condicao de entropia
Lax.

A condigao de entropia de Oleinik-Liu também coincide com a condigao de visco-
sidade, pois ela, a condicao de Oleinik-Liu, afirma que a reta secante de inclinacao o,

L

nao pode cruzar o grafico de f para s entre s* e s significando assim que nao existe

ponto singular da EDO, que define a condicao de viscosidade, entre s e sf. Assim,
obrigatoriamente, deve haver uma 6rbita ligando st & s%.

Onda composta (rarefacio-choque) - E uma solucdo por uma onda de rarefaciio
seguida por choque cobrindo todo um setor do plano xt sem estados constantes entre as
duas ondas. Para isto teremos que ter um estado s* entre s” e s tal que o Problema de
Riemann com dados s* para x < 0 e s* para > 0 tenha solucao por uma rarefacao e o
Problema de Riemann com dados s* para < 0 e s® para > 0 tenha uma solucio por
choque com velocidade o* sendo que obrigatoriamente o* = f’ (s*). O ponto (s, f (s*))
é conhecido como ponto de Welge [4]. No ponto de Welge a reta tangente ao grafico
de f coincide com a reta pelos pontos (s*, f (s*)) e (s7, f (s7)).

Sendo assim, a solucao do problema de Riemann por uma onda composta rarefagao-
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choque é dada por

sty se < f/(sh)
s(z,t)=q [f171(2), se f'(s5) <2 < f/(s%) (B.7)

st se 2> f'(s%).

Veja uma representagao no plano xt na Figura B.3.

Passemos a descrever a solucdo do problema de Riemann. Seja s’ o ponto de
inflexdao do grafico da funcao f. Como dito anteriormente, a solu¢ao depende dos
estados s” e s® fixados. Portanto vamos considerar todos os casos possiveis para s’ e

sf. Para tal introduziremos a funcio extensio a seguir.

Seja @' : [0,s") x (s!,1] — R definida por
D' (s51,80) = (51— 82) f' (52) + [ (52) = [ (s1)

Considere o par de pontos (0, s§) tal que s = 1/v/1 + r—1 & ponto de Welge relacionado

a s = 0. Por definicao de ponto de Welge concluimos que
@' (0,s5) = 0.

Como a funcao f é de classe C? entao ®' é de classe C'. Além disso, como s; < sy

temos
1
o (s1052) = (51— 32) " (52) > 0
e
1
2 (v = (52— f' (1),

Do Teorema da Funcao Implicita, existem d;,ds > 0, uma vizinhanca

V(o,sg) =Vs, x V5, CIxI (B.8)

de (0, s3), e uma tnica fungdo e, : Vs, — Vs, onde

Vs, ={s1:0<s1 <0} e Vi, ={s2:0< 52 <o}

tal que (s1,e1(s1)) € V<0756> e @ (51,21 (s1)) = 0 para todo s; € Vs,. Além disso, ; é
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de classe C'! e

dEl . (1);1
d51 N (I); ’

Para o ponto (s1,e(s1)) temos f'(s1) < f'(¢(s1)). Veja a Figura B.4. Com isso,

isto é, a funcao £, é decrescente. Além disso, o dominio da funcao £; pode ser estendido
para [0, s) e a imagem para (s, 1].

Seja 2 : (s',1] x [0,s') — R definida por
®? (s1,82) = (51— 52) [ (s2) + [ (52) = [ (s1).-

Considere o par de pontos (1, s7) tal que s7 = 1—1/+/1 + r é ponto de Welge relacionado

a s = 1. Da definicdo de ponto de Welge concluimos que
% (1,s}) = 0.

De forma aniloga ao caso da funcao ®!, existe uma tinica funcio e, : (sl, 1] —
[0, s7) de classe C'' decrescente tal que ®2 (s1,e5(s1)) = 0 para todo s; € (s',1].

Defina a funcao extensao € : I — I da seguinte forma

g1 (s), ses<s!
e(s) =1 sl ses=s! (B.9)

g2 (s), se s> sl

Das propriedades das funcoes e, €5 a funcao ¢ é continua. Além disso ¢ € injetiva,
estritamente decrescente e tem imagem [e (1),e(0)] C I.

Da forma que a funcao extensao foi definida os valores do conjunto imagem, a
menos de € (51 ), determinam pontos de Welge onde a reta tangente ao grafico de f pelo
ponto (e (s), f (¢ (s))) coincide com a reta secante que passa pelo ponto (e (s), f (¢ (s)))
e pelo ponto (s, f (s)).

A partir de agora vamos obter a solu¢cao do problema de Riemann para a equacao

de Buckley-Leverett. Como dito anteriormente, as ondas de choque devem satisfazer
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a condicao de entropia de Oleinik-Liu. No total, serao 14 casos a serem considerados.
A metodologia é dividir o intervalo I em subintervalos disjuntos para os estados s* e
para cada s’ fixado, dividir (novamente) o intervalo I em subintervalos disjuntos para
os estados s, de tal forma a considerar todos os possiveis pares (s%, s%).

Para s, considere os subintervalos [0, (1)), [e(1),s'], [s',£(0)]e (¢(0),1]. As
divisoes de I para s’ dependem de s* fixado.

A seguir, enunciaremos as solug¢oes do problema de Riemann para a equacao de

Buckley-Leverett em forma de lemas.
Lema B.1 Seja s' fizo em [0, (1)).

(i) Se st > 0 e s® € [O,SL), entao a solucao do Problema de Riemann para a

equacdo de Buckley-Leverett é uma onda de choque (Veja a Figura B.5);
(ii) Para s € ( L sl} a solu¢do € uma onda de rarefacio (Veja a Figura B.6);

(iii) Para s® (31 1| a solugao é uma onda composta formada de uma rarefagao

ligando s* a ¢ (SR) e um choque de ¢ (SR) para s®. Veja a Figura B.7.

Lema B.2 Seja s” fizo no intervalo [ (1), s'].

(i) Para s™ e [0, sL) a solucao do Problema de Riemann para a equacao de Buckley-

Leverett é uma onda de choque (Veja a Figura B.8);

(it) Se s < s' e s € (sh,s!], entdo a solu¢io é uma onda de rarefagao (Veja a
Figura B.9);

(iti) Se s* < s’ esl e (s!,e! (s¥)), entio a solugio € uma onda composta formada
de uma rarefacio ligando s* a e (SR) e um choque de ¢ (SR) para s® (Veja a
Figura B.10);

(iv) Para s € [e71 (s¥) 1] a solugio é uma onda de choque (Veja a Figura B.11).

Lema B.3 Seja s” fizo no intervalo [s',e(0)].

(i) Para s® € [0,6’1 (SL)] a solucao do Problema de Riemann para a equacgao de
Buckley-Leverett € uma onda de choque (Veja a Figura B.12);

(ii) Se st > sl e st € (5’1 (SL) 731), entao a solu¢ao € uma onda composta formada
de uma rarefacdo ligando s* a ¢ (SR) e um choque de € (SR) para st (Veja a
Figura B.13);
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(iii) Se st > sl e s® € [SI,SL), entdo a solucdo € uma onda de rarefacio. (Veja a
Figura B.14);

(iv) Para s® € (sL, 1} a solugdo € do tipo choque (Veja a Figura B.15).

Lema B.4 Seja s* firo no intervalo (¢ (0),1].

(i) Para s® [0, sI) a solucao do Problema de Riemann para a equacao de Buckley-
Leverett é uma onda composta formada de uma rarefacdo ligando s¥ & (SR) e

um choque de (SR) para st (Veja a Figura B.16);
(ii) Para st € [SI, sL) a solu¢ao € uma onda de rarefacao (Veja a Figura B.17;

(iti) Se s* <1 es® e (s" 1], entao a solugdo é uma onda de choque (Veja a Figura
B.18).

A demonstragao dos lemas seguem do processo de construcao da solucao.

B.2 Figuras do Apéndice B

Os graficos a seguir foram construidos com ajuda do software Geogebra. Para a

construcdo das figuras a seguir utilizamos a fun¢ao de fluxo f (s) = 5%/ [s* 4+ 0,6 (1 — 5)2] .

A
t

7 =16

Figura B.1: Onda de Rarefacdo no plano wt para os estados s* e s%
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L

Figura B.2: Onda de Choque no plano zt para os estados s e s. Descontinuidade

em%:a

Figura B.3: Onda composta rarefacao-choque para os estados s” e s. Descontinuidade
em o*.
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Figura B.4: f(s) < f (e (s)).

fls) 1

Figura B.5: s* € (0, (1)) e s € [0, s).
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Figura B.6: s" € (0,2 (1)) e s™ € (s%, s7].

Figura B.7: s € [0, (1)) e s € (s',1].
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2

Figura B.8: s* € [e(1),s'] e s® € [0,s%).

)

f(s)}

1..

Figura B.9: s* € [e(1),s') e s® € (s, s].
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Figura B.10: s € [e(1),s") e s € (s',e7! (s)].

Figura B.11: s € [e(1),s) e s e (e7! (s¥),1].
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f(s) ]

Figura B.12: s € [s/,(0)] e s € [0,e7" (s7)].

Figura B.13: s” € [s/,£(0)] e s € [e7! (sF), sT).
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£(0)

Figura B.14: s” € [s',£(0)] e s € [s!,s%).

Figura B.15: st € [s/,2(0)] e s® € (s%,1].
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Figura B.16: s € [¢(0),1] e s € [0, s7).

g(1

Figura B.17: s € [¢(0),1] e s® € [s!,s%).
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Figura B.18: s € [¢(0),1] e s™ € (s*,1].



Apéndice C

Figuras

A
f('a C)
14
0 1 s
Figura C.1: Esta Figura foi desenhada no Geogebra para os valores a; = 1,75 e

ag = 0,425 na funcdo de fluxo (1.15). A figura ilustra que a fungao de fluxo f cresce
em relacao a s e decresce em relacao a c¢. Neste caso ¢y = 0,1 < ¢y =0,9.
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a(c)
0.002

0 0.2 ¢

Figura C.2: Gréafico da fungiao adsorgao (2.1) para as constantes f; = 0,2, o = 1 e
B3 = 100. Os eixos nao estao na mesma escala para que o grafico seja bem visualizado.
Como esperado, o grafico da funcao de adsor¢do a possui a concavidade voltada para
baixo.

f(-,C)

—h(c) 0 s¢ 1 5

Figura C.3: A funcao de fluxo (1.15) foi esbogada para ¢ fixo valendo 0,9 e para as
constantes ay = 1,75 e ap = 0,425. Na pratica a distancia entre os pontos (—h (c),0)
e (0,0) é muito pequena, por isso este valor foi aumentado para ilustrar melhor a ideia
desejada. Veja que s© (c) existe.
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Y

—h(co) 0O

Figura C.4: Esta figura ilustra uma situagao em que s’ # s§.

&

1
Q
1
0.8
0.6
c
0.4
0.2
QZ
0 T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura C.5: Curva de Coincidéncia C. Figura feita no software Maple. Para a cons-
trucao da Figura foram utilizadas as constantes a; = 0,18 e ap = 0,65 na fungao de
fluxo (1.15) e 1 = 0,2, By = 1 e 3 = 0,5 na fungao de adsor¢ao (2.1).
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Figura C.6: Curvas de s—rarefacao

0.8+

0.6

0.4

0 0.2 04 0.6 0.8 1

Figura C.7: Curva integral do campo caracteristico e® e curva de coincidéncia C. Funcao
de fluxo (1.15) com as constantes oy = 0,2 e ay = 5. Fungao de adsorc¢ao (2.1) com as
constantes 1 = 0,2, fo =1 e 3 =5.



108

0.8

0.6

0.4+

0.2

Figura C.8: Posicao realistica entre a curva s—inflexao Z e a curva de coincidéncia C.
Funcao de fluxo (1.15) com as constantes a; = 0,18 e ay = 0,65. Funcao de adsorgao
(2.1) com as constantes 31 = 0,2, B =1e f3=0,5.

0.8+

0.6+

0.4+

=

[

Figura C.9: Curvas de c—rarefacdo para 0 < s < 1. Fungdo de fluxo (1.15) com as
constantes oy = 0,2 e ag = 5. Fungao de adsor¢ao (2.1) com as constantes 3; = 0,2,
62 =1le 53 = 5.
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)/ (s™ 4+ hy (7)) tal que A* (uf) < o
< st

L
+

Y

f(s®
st <s

a0 o =
L
€ sy.

éncia de s

Figura C.11: Reta de inclinag

mostrando a equival
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_/

—hL(CR)

Figura C.12: Reta de 1nc11na(;a0 o= f(s%c")/(s®+hp () tal que A (uff) < o
mostrando a equivaléncia de s e sk s_ (¢) < sy (c) < s
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Figura C.13: Ampliagao do campo de vetores ilustrando a condigao de entropia de vis-

cosidade para uma onda de c—choque. Choque (uf;ul_?‘) com conexao repulsor/sela

(choque de Lax). Choque (uf;uf) com conexao repulsor/atrator (choque super-

compressivo, nao de Lax). Choque (ui,uf) com conexao sela/atrator (choque de

Lax). Vale a regra do choque triplo [16] o¢ (uX,uf?) = o° (u%,uf) = o° (ub,ut) =
o (uft,uf).
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0.16
0.14+

0.12 4

fungao h,

Figura C.15: Comparando as funcoes h e h; quando ¢ = 0, 02.



113

f(s,0) 4

Y

—h(c)

Figura C.16: c—extensdo dos estados u' = (s',c) e u* = (s2, ¢) por A\°.

S

Figura C.17: Curva S para c* = 0.7 e cf = 0.4.
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A
f(s;c)
1 —
g
—hi(c®) s! 2 1 s

Figura C.18: p—extensio do estado u! = (s',¢) e u? = (52, ¢) por o com c* e ¢ fixos.

g 0 5
r g & C r¢
2

Figura C.19: Regides para o estado u”, com ¢ < c%.
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11

Figura C.20: Regices do estado u®, para u’ fixado na regido L.

R
u

Attt

Figura C.21: Solu¢do do problema de Riemann para u” € L.
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Figura C.22: Regides para o estado uf* quando u” € Lo.

+++++ A+
R

Figura C.23: Solucdo do problema de Riemann para u” € L.

116
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Figura C.24: Ampliacdo da parte superior da regiao L3 mmostrando as posigoes rela-
tivas das curvas I'( e e, (Fg)

39

%
3 -
* 37

Figura C.25: Regides para o estado uf* quando o estado u* € L.
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Figura C.26: Solucdo do problema de Riemann para u’ € Ls estiver abaixo da curva

ec (T5).

Figura C.27: Regides para o estado u* quando o estado u” € Lj estiver entre as curvas

ec (I§) e I'§.
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Ry ~
L Ry / R, /éR313R35
C L u*
u 2
ry
g C

Figura C.28: Regides para o estado u” quando o estado u” € Lj estiver acima da curva
¢

Figura C.29: Ampliacao da parte superior da regiao L, mostrando as posicoes relativas
das curvas e, (I'S), I'f, T, e,* ({s = 1}) e T'{.

C
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g C
Ry R ,
. us
C
3 R
CI*{> 47
Ra\ Ry
L
c X
e'(r))

Figura C.30: Regides para o estado v quando o estado u” € L, estiver abaixo da
curva €. (Fg)

g C
ES
C* u3
3
*
C
1
e e
R R
u u
L
C
-1
e!(I7)

Figura C.31: Solucao do problema de Riemann para uf € Ry.
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Figura C.32: Regioes para o estado uf* quando o estado u” € L, estiver entre as curvas
r§) er¢

Figura C.33: Regides para o estado u® quando o estado u” € L, estiver entre as curvas
5 e I¢.
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Figura C.34: Ampliacao da parte inferior da regiao Ls mostrando as posigoes relativas
das curvas e, (I'§), IS, T, e.' ({s = 1}) e T'{.

g

C
c* R59 /R58 A/”s*
I
R R
o 57 / 56 /
1
R k]

Figura C.35: Regides para o estado v quando o estado u’ € Ls estiver abaixo da
curva €. (Fg)
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Figura C.36: Ampliacdo da parte inferior da Figura C.35 junto com a solucao do

problema de Riemann para u” € Ls e u

R

g

nas regioes Rs11 € Rsio.

/ Rss
R

Figura C.37: Regides para o estado u* quando o estado u” € Lj estiver entre as curvas

ec (I§) e Y.
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Figura C.38: Regioes para o estado u* quando o estado u” € Lj estiver entre as curvas
Ifee ({s=1})

610 611 612 R61

R R R R
u u u u

Figura C.39: Regioes para o estado u* quando o estado u’ € Lg a direita da curva &!
junto com a solucao do problema de Riemann.
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R R
610 612
MM
R S T
u u
CL
L
u

Figura C.40: Regides para o estado uf* quando o estado u” € Lg & esquerda da curva
el junto com a solugao do problema de Riemann.

f(s,ch)

2 o (ub,uy)

Figura C.41: Divisao dos subintervalos [0,s]), [s1,s%], (s*,1] e a existéncia da ¢-

extensao ul de u”.



e'](sM)
+++++++++ZF+++ AZF
u

Figura C.42: Solucao do problema de Riemann para s € Ir e s® € 1

—

\
\
\
\
|
\
\
\
\
R R ‘r

Figura C.43: Solucao do problema de Riemann para s* € IF
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Figura C.44: Solugdo do problema de Riemann para s’ € I¥ e s® € .

Figura C.45: Solugdo do problema de Riemann para s € I¥ e s® € I} ou s € IE.
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Figura C.46: Solucao do problema de Riemann do Exemplo 1 no plano xt.

0.2

Figura C.47: Perfil de saturacao da dgua o caso do Exemplo 1, com ¢t = 0, 3.

1 T2 x3

N

o x 02 X
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Roa x,
X

3 X
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0.8
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0.81

0.6

0.4

0.2

0 0.2 xﬂ4 0.4 0.6 0.8 1
2 %3 X

Figura C.48: Perfil de concentracao do polimero do Exemplo 1, com ¢t = 0, 3.

X (uh)

N (u") = X(u") = X (u)

2 A (uh)

I e
u 7 M A° ‘U,R
~u (uf)
T t=0.3
7 | 1
z 1 |
1 1 1
(i I
| | | |
| | | |
+ 4
1 T2 T3 T4 xr

Figura C.49: Solucao do problema de Riemann do Exemplo 2 no plano xt.
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Figura C.50: Perfil de saturacao da dgua o caso do Exemplo 2, com ¢t = 0, 3.

0.81

0.6

0.4+

0.2

Figura C.51: Perfil de concentracao do polimero do Exemplo 2, com ¢t = 0, 3.
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X (uh)
)\b(u*> _ O’U(u*,uM> _
UL pe O‘S(”U,M., uR) _ O‘X(u*, ’LLR)
7
9 l/ t = 07 3
Z
ZT
Z [ [
1 1
+ + >
I ) T

Figura C.52: Solucao do problema de Riemann do Exemplo 2 no plano xt para
ut = (0,6;0,18) e uf* = (0,65;0,08) ilustrando um grupo de ondas formado por
uma s—rarefacdo e de um c—choque supercompressivo.

0.2

0 0.2 % 0.4 %2 0.6 0.8 1
X

Figura C.53: Perfil de saturacao da &gua o caso do Exemplo 2, com t = 0,3, para
ul = (0,6;0,18) e uf = (0,65;0,08).
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0.8

0.6

0.4+

0.2

Figura C.54: Perfil de concentracao do polimero do Exemplo 2, com ¢t = 0,3, para
ul = (0,6;0,18) e uf* = (0,65;0,08).
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