Resumo

O estudo do comportamento assintotico de sistemas dissipativos é um campo de
pesquisa em Equacoes Diferenciais Parciais-EDP. Existem na literatura vérias técnicas
para abordar o comportamento assintético. Contudo, o objetivo deste trabalho é apli-
car a técnica devido ao resultado obtido por Gearhart (ver Z. Liu e S. Zheng [21]) que

consiste em explorar as propriedades dissipativas do semigrupo associado ao sistema.

Palavras Chave: Sistemas dissipativos, comportamento assintético, Teorema de Ge-

arhart.



Abstract

The study of the asymptotic behavior of dissipative systems is an important part
of the research of Partial Differential Equations-PDE. Consequently, there are various
methods to analize this one. The objective of this work is to apply the a result due
to Gearhart (see Z. and S. Liu Zheng [21]) which consits in to explore the dissipation

properties of the semigroups associated to dissipative systems.

Keywords: dissipative systems; asymptotic behavior; Theorem Gearhart.
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Notacao

Para um operador A : X — Y, temos as seguintes notacoes:
e D(A) é o dominio do operador A, que é um subespaco de X;
e /m(A) é a imagem do operador A, que é um subespago de Y;
e G(A) ={(w,Aw) € X x Y;w € D(A)} grafico de A;
e X* é o espaco dual de X;
o L(X)={L:X — X; Lélinearelimitado};
e R(\; A): operador resolvente de A associado a A;
e D(A) = X : D(A) é denso em X;
e () : aberto limitado em R¥;
e D(Q) : espago das fungoes teste;

e D'(Q)={T:D(Q) — R; T éuma distribuicio}

I': curva do plano complexo.



Introducao

O estudo do comportamento assintotico de sistemas dissipativos é um ramo de
pesquisa em Equacoes Diferenciais Parciais - EDP. Nesse sentido, algumas técnicas
analiticas para obter o decaimento foram utilizadas por varios autores.

Nosso trabalho deteve-se ao método introduzido na literatura por Gearhart (ver
Z. Liu e S. Zheng [21]), o qual consiste em explorar as propriedades dissipativas do
semigrupo associado ao sistema. Nosso objetivo principal é apresentar de forma dida-
tica os Teoremas de Huang e Gearhart, aplicando o Teorema de Gearhart a sistemas
dissipativos.

A presente dissertacao esta dividida em trés capitulos. No primeiro capitulo,
apresentamos conceitos e defini¢oes sobre a teoria de semigrupos, bem como, mostramos
a existéncia e unicidade de solugdo por meio da referida teoria, a qual teve inicio em
meados da década de 40, com os trabalhos de K. Yosida e E. Hille. Vale ressaltar que,
diversos outros mateméticos contribuiram para a consolidagao desta teoria, dentre eles,
destacamos Lumer e Phillips.

No segundo capitulo, enunciamos e mostramos a equivaléncia entre os Teoremas
de Huang e Gearhart, os quais nos dao as condicoes necessarias e suficientes para um Cy-
semigrupo de contragoes ser exponencialmente estavel. Neste capitulo, demonstramos
também o teorema de Gearhat, que foi apresentado em etapas.

No terceiro e dltimo capitulo, utilizamos o método descrito por Gearhart, aplicando-
o ao estudo de sistemas dissipativos, a exemplo dos sistemas, Elastico, Termoelastico
e Viscoelastico. Neste tltimo, utilizamos a combinacao do argumento de contradi¢ao
com a técnica de multiplicadores, (ver Komornik [9]).

No final, apresentamos os Apéndices, que trazem resultados complementares, que



reforcam o entendimento da teoria apresentada.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

O objetivo desta se¢do é resumir a Teoria de Semigrupo e enunciar e¢/ou demons-

trar os principais resultados utilizados neste trabalho.

1.1 Cy-Semigrupos

Defini¢ao 1.1 Seja X um espag¢o de Banach. Uma familia {S(t)}i>0 de operadores
lineares limitados de X, isto €, S(t) € L(X), ¥Vt > 0, é um semigrupo de operadores

lineares limitados de X se
(1) S(0)=I, onde I é o operador identidade em L(X);
(i) S(t+s)=S(t)S(s), ¥, s > 0.

Definigao 1.2 Dizemos que o semigrupo {S(t)}>0 € de classe Cj, ou fortemente

continuo se,
lim ||[(S(t) — I)z|| =0 para cada x € X.

t—0t

Definicao 1.3 Dizemos que o semigrupo {S(t)}+>0 € uniformemente continuo se
li S(t)—1I||=0.
T [1S(0) — 1|

Observacao 1.4 Denotaremos simplesmente por Cy-semigrupo, um semigrupo, S(t),

t > 0, fortemente continuo.

Lema 1.1 Seja {S(t)}+>0 um Co-semigrupo em X, onde X € um espago de Banach.
Entao, existem constantes M > 1 e § > 0 tais que, para 0 < t <9,

1S@ < M.
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Demonstracao: Suponha por absurdo que, dado 6 > 0 e n € N existe t5, com
0 <ts <o tal que
1S(ts)]| > n.

1
Tome 6 = —, temos que existe uma sequéncia {t¢,} tal que ¢, — 0 quando n — 400 e
n
|S(t,)]| — +oo quando n — 400,
isto é, a sequéncia
{IIS(t)||} é ilimitada. (1.1)

Como [|S(t,)||t>0 & um Cy-semigrupo, segue pela Definicdo 1.2 que,

S(tn)umu, para cada u € X,

logo,

IS (tn)u|| —=||lu||, paracada u € X.

n—-+00
Donde segue que, {||S(¢,)u||} é uma sequéncia limitada para cada u € X. Pelo o Teo-
rema (B.6) de Banach-Steinhaus, concluimos que {||S(¢,,)]|} é limitada, o que contradiz

(1.1). Portanto verifica-se o resultado. n

Teorema 1.5 Seja {S(t)}i>0 um Co-semigrupo em X, sendo X um espago de Banach.
Entao, existem M > 1 e w > 0 tais que

1S()]| < Me, paratodo t > 0.
Demonstracao: Pelo Lema 1.1 existem M > 1 e > 0 tais que, para 0 <t <
1S < M.
Sendo a exponencial ¢ uma funcao crescente, temos que, para todo w > 0
I1S@)|| < Met, Vte0,0]. (1.2)
Agora, para t > § considere w = § ! log M. Note que,
w=0"logM >0, pois M > 1.

Dai, sendo ¢t > § pelo Algoritmo de Euclides, existem n € N e 0 < n < J tal que

t = nd + n. Logo, pela propriedade de semigrupo, obtemos

S(t) = S(nd +n) = 5(nd)S(n) = (5(6))"5(1n).
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Pelo Principio de inducdo, mostra-se que: S(nd) = (S(9))". Logo, passando a norma

em X, temos
SO = 11(5()" S < NSNS < [[SOI ISl < M™M,
o que implica
S]] < M"™M. (1.3)

Como consideramos w = § 1 log M temos dw = 65~ log M e multiplicando a igualdade

resultante por n, temos

now = nlog M = log M™,

portanto,

wt =w(nd +n) = néw + wn > ndw = log M".
Aplicando a exponencial na desigualdade acima, obtemos
et > el Mt = gt > (1.4)
De (1.3) e (1.4), obtemos
S| < M, Vvt >4, (1.5)

Portanto, de (1.2) e (1.5) temos
IS < Me*', Vi >0.

n
Corolario 1.6 Se {S(t)}i>0 € um Cy-semigrupo entdo, para cada w € X a aplicagdao

S:[0,00) — L(X)
t — Sit): X —X

u— S(t)u.

€ continua. Isto €, para u € X

S(-)u € C([0,00); X).
Demonstracao: Ver Pazy [14]. u

Defini¢ao 1.7 Dizemos que um Cy-semigrupo {S(t)}i>o € uniformemente limitado
quando [|S(t)|]| < M e se ||S(t)]| < 1, dizemos que {S(t)}+>0 ¢ um semigrupo de

contragao.
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Lema 1.2 Para cadaue X eh >0

Demonstragao: Note que

gH%lH%ﬂﬂu—S@@dr.

H%lmﬁﬁmm—swu

Sendo S(-)u continua, pelo Teorema (B.7), obtemos

H% /tt+h S(r)udr — S(t)ul| < %/tHh |S(T)u — S(t)ul dr

e, para todo € > 0 existe 6 = h > 0 tal que
HS(T)U — S(t)uH <€, sempre que |7 —t| < h.

Assim, tomando h suficientemente pequeno, temos

1 t+h 1 t+h
H—/ S(r)yudr — S(t)u|| < —/ |S(T)u — S(t)u|| dr
h J; h J;
1 t+h 1 t+h
< E/t edr = Ee/t dr =
1
= EEh = ¢

Consequentemente,

1 t+h
E/ S(T)udr — S(t)u quando h — 07,
0

Defini¢ao 1.8 Seja {S(t)}t>0
semigrupo ¢é um operador linear A : D(A) — X, definido em

um Cy-semigrupo em X. O gerador infinitesimal do

t—0t

D(A) = {u € X; lim M e:cz'ste}

onde (s
Ay = iy DB
t—0+

, u e D(A).

Teorema 1.9 Seja {S(t) }1>0 um Cy-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Entao,

(i) Para cada u € X, f(f S(t)udr € D(A) e

A([summ>:5@u—w
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(ii) Para cada v € D(A),
Sty — S(s)u = / S(r)A(u) dr — / AS(7)(u) dr.

Demonstracao: Ver Pazy [14]. n

Proposicao 1.10 Um operador fechado com dominio denso é o gerador infinitesimal

de, no mdximo, um Cy-semigrupo.

Demonstracao: Ver Gomes [6]. n

Teorema 1.11 Se A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo entao, A é um

operador linear fechado e D(A) = X.

Demonstracao: Ver Pazy [14]. n

Teorema 1.12 Sejam {Sl(t)}t>0 e {Sz(t)}t>0 dois Cy-semigrupos com o mesmo ge-
rador infinitesimal A, entao {S1(t)} e {Sa2(t)} sdo idénticos.

Demonstracao: Ver Pazy [14]. n

Teorema 1.13 Seja {S(t)}i>0 um Co-semigrupo. Se A € o seu gerador infinitesimal
de {S(t) }1>0 e u € D(A). Entao,

S()u € C ([0, 00): D(A)) N C ([0, 50): X)

Demonstracao: Dado u € D(A) arbitrariamente, segue pela defini¢do de gerador que

S(h)u —u

h — Au quando h — 07

h h
Logo,
S(t)u € D(A) com S(t)Au = AS(t)u. (1.6)
Mas,
AS(t)u = lim S(h)S(t)u = S(t)u = lim St hu=SMu _ ﬂS(t)u. (1.7)

h—0+ h h—0+ h Cdt
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Agora temos que mostrar que a derivada a esquerda de S(t)u existe e é igual a

AS(t)u. Note que, para h € [0, ]

S(t —h) (M) _ S(t=h)S(h)u—S(t—h)u _
h h
S(tyu — S(t — h)u
h Y

o que implica,

S(t)u— St —h)u
h

— S(t)Au = S(t - h) (%) — S(t)Au.

Somando e subtraindo S(t — h)Au no lado direito da igualdade acima, obtemos

S(t — h) (W - Au) +(S(t— h) — S(t)) Au. (1.8)

Como,

HS(t —h) (% - Au) H < ||S(t —h)| H% — Au

e u € D(A), segue da limitacao de S(t — h), que

HS(t —h) (% - Au)

— 0 (1.9)

h—0t

Por outro lado, da continuidade forte de S(-)u, temos por (1.8) que

1(S(t — h) — S(t)) Au —=0.. (1.10)

h—0t

Por, (1.8), (1.9) e (1.10) obtemos

S(t)yu — S(t — h)u
isto ¢, a derivada & esquerda de S(t)u
d-
ES(t)u = S(t)Au. (1.11)

Segue de (1.6), (1.7) e (1.11) que

d

a(S(t)u) = S(t)Au = AS(t)u.

Pelo Corolario (1.6), temos

d
—(S()u) = 5()Au € C ([0, 00); X)),
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dai,

S(Ju € C* ([0, 00); X).
Ja vimos que, S(-)u € D(A) quando v € D(A). Assim, considerando D(A) com a
norma do gréifico dada por
ol = Nl + 140

temos que

S(-)u e C ([0, 00); D(A)), (1.12)

pois, dado ¢ € [0,00) e {t,} C [0,00) com
tn —==t em [0, 00),

n n—oo

obtemos,

1S(tn)u = SE)ull pay = [1S(tn)u = SE)ullx + [|ASEn)u — ASE)ul| -

Pelo Corolario 1.6, resulta

|S(t)u — S(t)ul 5550
e, portanto,
|AS(tn)u — AS(t)ul| = ||S(t,)Au — S(t) Aul| 7550
Logo,
1S(t)u = S@)ul| 54y im0

o que mostra (1.12). Portanto,

S()u € ¢ ([0, 00); X) N C ([0, 00); D(A))

Vamos considerar agora, o seguinte Problema de Valor Inicial (PVI):

—u(t) = Au(t), t>0
() = Au(t) -
u(0) = up.
Como consequéncia do Teorema 1.13 e usando o resultado a seguir, mostraremos a

ezisténcia e unicidade de solu¢do cldssica para o PVI (1.13). Antes, porém, temos a

seguinte definicao:
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Definicao 1.14 Dizemos que uma fungio u € X € solugdo cldssica de (1.13) quando
u € C' ([0, 00); X) N C ([0, 00); D(A))
e u verifica (1.13).

Corolario 1.15 Se A ¢ o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo {S(t)} entao para

todo ug € D(A),

>0’

¢ a unica solugio do PVI (1.13).

Demonstracao: Seja u(t) = S(t)ug, para cada ug € D(A), dai,

%u(t) = %(S(t)uo) = AS(t)uo, Yug € D(A)

logo, segue do Teorema 1.13 que u(t) = S(t)ug é solucao de (1.13).
A seguir, mostraremos que tal funcdo é a tnica solucdo. De fato, suponha que

w(t) é solugao do PVI (1.13). Defina,

Mostraremos que

iv(s) = %(S(t — s)w(s)) = —AS(t — s)w(s) + AS(t — s)w(s) = 0. (1.14)

De onde concluimos que v é constante. Agora, note que

v(t) =St —t)w(t) = S0)w(t) = w(t)

0(0) = S(t — 0)w(0) = S(H)w(0) = S(t)uo,

pois, w é solu¢do do PVI (1.13). Sendo v constante, concluimos que
w(t) = S(t)ug = u(t).

Na sequéncia, justificamos a igualdade em (1.14).

Observe que,

% o(s) = lim vis+h) —vls) S(t—(s+h)w(s+h)—S(t—s)w(s)
ds h—0 h h—0 h .
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S(t—s—hw(s+h)—S{t—s)w(s+h)+S{t—s)w(s+h)—S({t—s)w(s)

50 h
isto &,
%v(s) _ }ngl% [S(t—s—h)—S(t—s)]w(s —|—hh) +S(t—s)[w(s+h)— w(s)]' (1.15)

Agora, observe que:

o e St =) [wls + h) —w(s)]
(i) Jimy h

= AS(t — s)w(s).

Com efeito,
. S(t—s)[w(s+ h) — w(s)] B . w(s+h)—w(s)\
o 0 = st (J M) <

= S(t— s)diw(s) = S(t — s)Aw(s),

S

o que implica

. St —s)[w(s+h) —w(s)]

h—0 h

= S(t —s)Aw(s) = AS(t — s)w(s).

[S(t—s—h)—S(t—s)]w(s+h)

(ii) ]lg% h = —AS(t — s)w(s).

De fato,

. [S(t—s—h)—S(t—s)]w(s+h) i [S(t—s—h)—S({t—s—h+h)]w(s+h)
h—0 h h—0 h )

Pela propriedade de semigrupo, obtemos

L[S s =) = S —s)]w(s+h) St —s = W)[T = S(h)]w(s +b)
h—0 h h—0 h '
Logo,
- [S(t—s— ) —i(t—s)]w(sm) s h (S(h;l— 1) (s 4 1)



Note que,

S(t—s—h) <S(h2_ I) w(s+ h) — AS(t — s)w(s)

S(t—s—h) (S(h I) (s +h) — t—s—h)<5<h)_l>w(s)

+

+||S(t—s—h) (S ) S(t — s — h)Aw(s)

Afirmacgao 1: quando h — 0 temos:
1. Ny — 0
2. Ny — 0;
3. N3 — 0.

Prova de (1): Sendo S(t — s — -) limitado, temos

S(t—s—h) <S(h2_ I) (w(s + h) — w(s))

(S(hz— ](w(s +h) — w(S))>

logo, somando e subtraindo S(h)w'(s) e w'(s) obtemos

Ny = <

X

&1

X

N, < ¢

+ HS(h)w’(s —

+

de onde segue

N < cflw'(s) —




Pela diferenciabilidade de w e continuidade de S(-)w'(s), verifica-se (1).

Prova de (2): Como S(-) é limitado, existe ¢; > 0 tal que

(SH=1) wio) - Aty

Ny < ¢

Logo, passando ao limite, pela definicao de gerador obtemos
h)—1
(%) w(s) — Aw(s),

de onde segue que, w(s) € D(A) e Ny — 0.

Prova de (3): Segue da continuidade forte da fungao
S(t—s—-)Aw(s).
Portanto, de acordo com a Afirmacao 1,

S(t—s—h) (%) w(s+h) — AS(t — s)w(s)

—_—
h—0

De (1.16) e (1.17) verifica-se (ii).
Por (1.15) e por (i) (ii), (1.14) esta provado.

1.2 Teorema de Hille-Yosida

18

(1.17)

Definicao 1.16 Seja A um operador em um espaco de Banach X. Denominaremos o

conjunto resolvente p(A), de A por
p(A) ={AeC; (M —A)™ € L(X)},

onde
L(X)={L:X — X; élinear e continuo}.

Definicao 1.17 Denominaremos de espectro de A o conjunto
o(A) = C\p(A).

Observacao 1.18 Representamos a familia R(\; A) por

R\ A) ={(M — A7 X e p(A) e (M — A~ limitado},

onde, R(\; A) = (M — A)~! é dito o operador resolvente de A associado a \, sendo

A real ou complexo.
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Teorema 1.19 Se A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes {S(t)},
t >0, entdo (M — A) € invertivel para todo A > 0 e

(M — A)~! = R(); A).

Ademais, para cada A > 0
I(AT = A)7H <

> =

Demonstracao: Ver Pazy |14]. n

Definigao 1.20 Seja {S(t)}i>0 um Cy-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Pondo
Ag =1, A; = A e supondo que Ay_1 esteja definido, vamos definir Ay por

D(Ak) = {x € D(Akfl) . Ak,1$ € D(A)},
Aka: = A(Ak,1$), Vr € D(Ak)

Proposicao 1.21 Seja {S(t)}i>0 um Co-semigrupo e A o seu gerador infinitesimal.
Se D(Ay) € o dominio do operador Ay, entéo ND(Ag), Yk € denso em X.

Demonstracao: Ver Pazy [14]. n

Teorema 1.22 (Hille-Yosida) Um operador linear A, sobre um espaco de Banach

X, € um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracoes se, e somente se,

(i) A éfechadoe D(A) = X;
ii) O conjunto resolvente p(A) contém R* e para todo A > 0, temos
(ii) \ p

1AM —A) 7| <

> =

Demonstracao: Ver Pazy [14]. n

1.3 Teorema de Lumer-Phillips
Nesta secao, vamos enunciar e demonstrar o importante resultado devido a Lumer-
Phillips.

Defini¢ao 1.23 Seja X um espaco de Banach, X* o dual de X e (-,-) a dualidade
entre X e X*. Para cada v € X, definimos

J(@) ={2" € X" (2, 2") = [l2]* = ||l="||}.

Pelo Teorema de Hanh-Banach, J(z) # 0, Vo € X.
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Definicao 1.24 Uma aplicacao dualidade ¢ uma aplicacao j : X — X* tal que
j(z) € J(x), Vo € X, além disso

l7(2) ] = =[]
Defini¢ao 1.25 Dizemos que o operador A : D(A) C X — X ¢ maximal se
Im(I+A) =X,
isto €, para toda f € X, existe u € D(A) tal que (I + A)u = f.

Definigao 1.26 Dizemos que o operador linear A : D(A) C X — X ¢ dissipativo

se, para alguma aplicacao dualidade, j
Re(Ax, j(z)) <0, Vax € D(A).

Se, além disso, existir A > 0, tal que Im(AN—A) = X, entdo dizemos que A é maximal

dissipativo ou m-dissipativo.
Proposicao 1.27 Se A ¢ dissipativo, entao

1A — A)z|| > Mz]l, YA >0eVae D(A). (1.18)

Demonstracao: Ver Gomes [6] ]
Proposicao 1.28 Se A é m-dissipativo e Im(Al — A) = X, A\g > 0, entdo:

(i) Ao € p(A) e A € fechado;

(ii) (0,00) C p(A);

(iii) Im(M — A) = X, VA > 0.

Demonstracao: Ver Gomes [6]. n

Observacao 1.29 Se X ¢ um espaco de Hilbert, entdo dizemos que A : D(A) C X —

X € dissipativo se

Re(Ax, z) <0, Vx € D(A).

Lema 1.3 Seja B : X — X um operador linear e continuo com inversa continua.

Seja S € L(X) tal que
1
IS < 5=
1B~

Entao, B+ S € um operador linear continuo e invertivel.

Demonstragao: Vamos mostrar que B + S é bijetora.
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(i) B+ S é sobrejetora. Com efeito, tomemos w € X e denotemos por P a aplicagdo
P(v) = B'w — B~'Sw.
Pelas hipoteses, P é um operador linear e limitado. Por outro lado,
|P(v) — P(u)]| = ||B™'w— B 'Sv— (B 'w— B 'Su)

= || - B 'Sv+ B 'Sul|

= |- (B_lsv — B_ISU)”

= [|[B7'Sv— B 'Su|

— IB(Sv - Su)

< 1B )S0 - Su|

< IBISI o - ul

< afo—ul, (119)

onde o < 1. Pelo Teorema do ponto fixo!, segue que existe um tnico ponto z satisfa-

zendo
P(z) ==z
Isto é,
P(z) =B 'w— B 'Sz = z.
Dat,

Portanto, para cada w € X existe uma tnica solucao z do problema
(B+5)(z) =w.
Logo, B + S é sobrejetora.

(i) B+ S é injetora. De fato, se (B + 5)(z) = 0 entao

Ver Apéndice B.
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(B+S)(z)=B(x)+S(x)=0 = B(x)=-S(x) = z = B 'S(z).

Tomando a norma de x, temos

IB=ES(@) < 1B[1S()]

]

IN

IB7HISHl < all]l,
ou seja,
|z < aflz|| implica « > 1.

Como a < 1, a desigualdade acima s6 é satisfeita se x = 0. Logo, B + S é injetora
e portanto, bijetora. Desde que B + S é continuo, pelo Teorema do Gréfico Fechado,

(ver, Teorema B.5) temos que a inversa do operador B+.S é também continuo. [ ]

Observacao 1.30 Escrevemos A € G(M,w) para indicar que o operador A, € o gera-

dor infinitesimal do Cy-semigrupo {S(t) }i>o0 tal que
1S < Me**, M >1ew>0.

Em particular, tomando M =1 e w = 0, temos que, A € G(1,0) denota que A gera o

Co-semigrupo de contragoes.

Teorema 1.31 (Lumer-Phillips) A € G(1,0) se, e somente se, A é m-dissipativo e

densamente definido.

Demonstracao: Se A € GG(1,0) entao, pelo Teorema 1.22 de Hille-Yosida, A é fechado,
densamente definido e (0,00) C p(A), de onde Im(A — A) = X, YA > 0. Além disto,

para cada aplicagao dualidade, j, tem-se
Re(S(t)z, j(z)) < [(St)z, j@)| < 1Sz [li(@)] <
==l
< SOl - =l < fl]?
pois, por hipotese, {S(t)} é um Cy-semigrupo de contracdo. Portanto,
Re(S(t)x — =, j(x)) = Re(S(t)z, j(z)) — [lz]* <0,

donde, dividindo por t e passando ao limite quando ¢ — 0, obtemos

Re(Ax,j(z)) <0, Yax e D(A).



23

Logo, A é dissipativo. Dai e, por ser Im(Al — A) = X, concluimos que, A é m-
dissipativo.
Por outro lado, se A é m-dissipativo, entdo, pela Proposicao 1.28, A é fechado,

(0,00) C p(A) e, por (1.18)

[l = [[(AL = A)(A = A) "] > AJ[(A = A) 'z

ou seja,
I(M — A) 'z < (;)qu, VaeeXeVA>o.
Logo,
|R(X; A)|| < % VA>0
e, portanto, pelo Teorema 1.22, A € G(1,0). [ ]

Proposicao 1.32 (Liu-Zheng) Seja A : D(A) C H — H um operador linear e
D(A) = H, onde H é um espago de Hilbert. Se A € dissipativo e 0 € p(A) entio A é

o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracao de H.
Demonstracao: Sendo 0 € p(A) entdo (0/ — A) é invertivel e limitado. Logo,
A7l e L(H).

Dai, vamos mostrar que, para todo A € R;

(a) M —A=AMNA"! — 1) ¢é invertivel,
desde que,
(b) 0< A< 1A gty
De fato, como A é invertivel, pelo Lema 1.3, tomando B = —] e S = AA™!, para

1
A < m, temos que (AA™! — I) & invertivel. E, como a composi¢ao de operadores

invertiveis é invertivel, a partir de (a) tem-se (Al — A) invertivel. Usando a Série de

[e.e]
Neumann para operadores ZTj = se ||T]] <1, segue que
=0

= I-T
M—-A" = [AQA -D]Y = QA -D7tAT =
1
_ -1 -1 _ -1 _ -1 _
= A7')0ATT =T A 0ATTD
1
_ g1 _
= 4 (I —\A-Y)

= —ATDY (AATYY, se 0 < [[]AATY| g < 1.
=0

(1.20)
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Dai,
IAT=A)71 = =AY (A
=0
< AT (AT
=0
< AT AT
=0
< AT IOATIP, se 0 < AT <1
=0
< 0oQ.
Portanto,
(M — A" € L(H) desde que 0< [[MA7Y] < 1.
Note que,
1
0< DA <1 & 0< |47 < o para A # 0.

Assim, se A > 0 tem-se
0<MNAY <1l & 0o<A< A
No caso em que A € R*, terfamos

0<|N <A (1.21)

Deste modo, como D(A) = H, A é dissipativo e (A —A) ¢é bijetivo sob a condigao (1.21),
entao pelo Teorema de Lumer-Phillips, A é o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo de

contracao. [

Teorema 1.33 Seja X um espaco normado completo e A um operador fechado nao
limitado e sobrejetor de X. Se o dominio de A tem imersao compacta em X, entiao a

wmversa de A € um operador compacto.

Demonstracao: Seja A: D(A) C X — X. A inversa de A esta definida em todo X,

com valores em D(A), isto é,
A7 X — D(A).

Como a imersao i4

ZAD(A) — X
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é compacta, temos que a aplicagao
AilZAiloiAiX—>X

é compacta, o que demonstra o teorema. [ |

1.4 Semigrupo Analitico

Nesta secao, apresentamos o conceito de semigrupo analitico e também veremos
as suas principais propriedades.

No que segue, denotaremos por A(«) o setor do plano complexo definido por

Aa)={z€C: 240, largz| <a, 0 <a < m}.

Definicao 1.34 Seja S : A(a) U{0} — L(X), onde 0 < o < 7/2. Dizemos que uma
familia de operadores lineares limitados {S(2)}.cauqoy em L(X) € uwm semigrupo

analitico de classe Cy em A(«), se:
(1) S(0)=1;
(i) S(z1 4 22) = S(21) 0 S(22), Vz1, 22 € Ala);
(iii) il_I)I(I)S(Z).CE =z, VeeX, zeAla—e¢), 0<e<
(iv) S € analitico no setor A(a). Isto €, para cada zy € A(a) o limite

o 5(2) = S(0)

Z—20 z — ZO
existe em L(X).
Observacao 1.35 Todo Cy-semigrupo analitico restrito ao eixo real nao-negativo é,

claramente, um Cy-semigrupo diferencidvel que satisfaz uma condicao adicional que

serd estudada a sequir.

Teorema 1.36 Seja A: D(A) C X — X o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo
{S(t)}1>0. Este semigrupo admite uma extensio analitica, de classe Cy, em um setor
A(«), para algum o tal que 0 < a < g se, e somente se, {S(t)} é um semigrupo

diferencidvel e satisfaz a condi¢ao

[tAS(H)| <N, 0<t<1. (1.22)

Demonstracao: Ver Gomes [6] n
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Corolario 1.37 Se S é um Cy-semigrupo diferencidvel, e

limsup t||AS(t)|| < e !,

t—0t

entao A € um operador linear limitado e S admite uma extensao analitica em todo o

plano complexo.

Demonstragao: Ver Gomes [6] n

Observacao 1.38 Como consequéncia deste coroldrio, resulta que, se o gerador infi-

nitesimal, A, de um semigrupo analitico de classe Cy € nao limitado, entdo

1
limsup t||AS(t)] > -.
t—0t €
Definigao 1.39 Seja A um operador linear de X. Dizemos que A € de classe (6, M),
onde g <O <meM>0, e escrevemos A € (0, M) quando

(i) A é fechado e densamente definido em X;
(i) A(0) C p(A);

fiii) | RO, A)| < 2

Seja A um operador linear em (6, M), e > 0 tal que 0 < € < 2¢ < 0 — g el

YA€ A0).

a curva do plano complexo composta dos arcos re’®=9 e re=9-9 1 < r < 0o e dos
segmentos que ligam os pontos e'?=9) ¢ e~ a0 ponto (1,0), orientada de —ooe 0=
para +ooe'®=9, com A, = {re’® 9 : re[l,00)} e A, = {re” 9 r e [1,00)}.

Por (ii) da Definicao (1.39), a funcao
e R(N\ A) : p(A) — L(X),

co1m

ze€ Na)={2€C; z#0, |argz|<a,a:9—g—2e},

toma seus valores em £(X) e é continua sobre I'. Logo, se I, = {A € ['; |A\| <r; r > 1},

a integral

ST(z):/ RN A) N, 2z € Ala),

T

pertence a £(X). Além disto, como 2 +e < arghz < 2 —e, Ne T, [\ > 1e z € A(a),
por (4i7) da Defini¢do (1.39) a estimativa
M

R A)]| = ][R A)| < e

, A= 1,
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e 1. 0-E

.

B (g

.4
7 N=rel(8-€)
v

mostra que, para cada z € A(a), a integral de Dunford-Taylor

S(z) = —— /F MR, A) d, (1.23)

271
converge absolutamente e, assim, define um operador linear limitado, S(z) em X.
Vamos mostrar que S é um semigrupo analitico de classe Cy. Para tanto, estu-

damos os lemas a seguir.

Lema 1.4 Se z € A(«) entdo:

Az
(i) / /e dz=0, Y\ situado & direita de T
r AN —A

e)xz
(ii) / d\ = 2mi;
r A
(iii) / M d\ = 0;
r

() [ RO A5 =0

w [ () B= [eor( Do) B odee= =
T\ AF I SR\ FIRAF E

Demonstracgio: (i) Sejam A, = re'®=9 e X, = re="=9) para cada r > 1. Portanto,

A € ), sdo os extremos do arco I', = {\ € T; [A| < r}.
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/» 'B-E

-,

/ e
Cr | Ci If/H TP
'. '.

01

Seja C,., r > 1, o arco de circunferéncia de centro na origem, raio r, situado a

Az
esquerda de I' e de extremos A, e \,.. Uma vez que, a funcao ﬁ é analitica sobre
I' e na regiao situada a esquerda de I', pelo Teorema de Cauchy, tem-se
6)\2 6)\z 6)\Z
,—dA—/ ,—d>\+/ —d\A=0. (1.24)
/Frucr (A =X) r, (A= A) o, (A= A)

Mas, de A € C,, escrevemos \ na forma polar: A = re'?, onde 0—e < ¢ < 2m—0+e,
donde, tomando z = pe®, || < a, temos
2m—0+¢€
/ ez q )| :/ P stV doo. (1.25)
. 0—e

Considerando 2 +€ < 1)+ ¢ < 3T —e. Obtemos, cos(¢) + ¢) < cos(3 +¢€). Donde segue,

2m—0+-€ 2m—0+-€
/ erpcos(ap—i—zp)r dQD < / erpcos(g—&—e)r d‘ﬂ
0 0

—€

2w —0+€
_ 67~pcos(2—‘,-e)7n/ d(,O
0

—€

—€

= 2re"PGH)(r — 0 4 ). (1.26)
Passando ao limite em (1.26) quando r — 0o, obtemos

2?2 (r — 9 4 €) — 0. (1.27)
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Dai, de (1.25), (1.26) e (1.27) tem-se

/ e d\| — 0, quando r — oo. (1.28)

Como m, = inf{|\" — A|; A € C,}, temos que m, — oo, quando r — oo, por (1.28)

/ 6/\z d/\‘ /
; <
o A=A c,

e)\Z
AN — A

1
\ N < = [ ean =
m, C,

1
= —/ e |dN| — 0
Cr

my

quando r — co. Dai e, passando ao limite em (1.24), quando r — oo, obtemos

e)\z
©_a
/F A=A

(77) Pela Formula de Cauchy, tem-se

Az
0z 1 e

1 = e = —_—
2mi Jr,ue, A

dA.

Mas, de A € C,, segue que |A\| =r > 1. Assim, por (1.28), obtemos

Az
5ol
T A C"'

quando r — oo. Dalf,

1 e/\z 1 6/\z e/\z
1=— d\ = — dA dA
27 Jrooen A omi ( / T /C X )

de onde, passando ao limite, quando » — oo, obtemos

1 Az 1 Az
1:lim—/e = — [ S_an
Iy

r—o0 2770 AT 2w Jr A

e)\Z
d\ = 27i.
L5

é analitica em todo o plano complexo temos, pelo Teorema de

/ e dX = 0.
I, UC,
Mas, por (1.28), temos

/eAsz‘g/ ]eAZHd)\\:/ e )| — 0,
i Cr Cr

6/\Z

A

1
ld\| = —/ eRe*Z|dAyg/ R )| — 0,
rJe, Cr

Portanto,

(iii) Como e*?

Cauchy:
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quando r — oo. Logo,

0:/ eAZd)\:/ eAZd)mL/ M d.
FTUCT ™ T

Dai, passando ao limite, quando r — oo, temos

0= lim M d\ = / e d).
T T

T—00

o que prova (7).

(iv) A funcao R()/‘\;A) ¢, pela condicao (i7) da Defini¢do (1.39), analitica na regiao

do plano complexo situada a direita e sobre I'.

1 Dr
Y ,/, -H“‘-\\
A Ir ™
r
w1 D b
hj {“‘“xl ri“ -\\‘1 |I
i |
?‘. (I/ > /I ."II
T )
e £
hr P ¥ '/ /'j
.'c = /'f /'..
i b T
A

Logo, se D, é o arco da circunferéncia de centro na origem, raio r > 1, situado a

direita de I' e de extremos A, e ., entdo, pelo Teorema de Cauchy,
d\

/ RO A2 = 0.
I'»UDy A

Mas, orientando D, de A, para \,, temos, por (iii) da Definicao (1.39),

d\ d\
)\A— < R\ A)—| = R\ A) |||~
] < f o] - f oo
M 1 M 1
< / 2 = | =
b, Al (Al DTT
B M/“ dA[ oMo
6’+6ng T2 —0+€ 4
2M (6 —
_ Migg g BMOZI

r r
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Logo,
dA dA\ d\
/ RO\;A)T :O:/ R(A;A)T +/ R()\;A)T,
IUD; Iy D

de onde, passando ao limite, obtemos

0= lim R(/\;A)@ = /R()\; A)@
rooo o, N )

0 que prova (iv).

(v) Se r = |z| > 1, a curva |z|[" é a unido do arco |z|I; com as duas semiretas
I'\I'|.;. Os extremos do arco |z|I'; sdo os pontos A, e XM que sao justamente os extremos
do arco I';|. Dai, para |z| > 1, I'|;) U |2|I'; é um contorno simples e fechado mas, como
a funcdo e R ( A 'A) é analitica no interior e sobre o contorno, temos, do Teorema de

m7
A d\
/ MR <—; A) — = 0.
I|z|U|z|Ty 2| 2]

Cauchy,

._ 4r
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Assim,

/ MR (i;A) - MR (i;A) @ +/ R (A;A> ar_
|2|T |2| 2| 2|1 |2| | I\T|2| 2| |2|
d

= /e*gR (A;A
r ||

ou seja, (v) esta provada para r = |z| > 1.
Agora, se |z| < 1 entdo, |z|I'=T\I' U \z\Fﬁ, 'y ]z\Fﬁ é um contorno simples
e fechado e a funcdo e’ R <%, A) ‘71| ¢ analitica no interior e sobre ele. Logo, por um

argumento analogo ao caso |z| > 1, o item (v) continua valida quando |z| < 1, z € A(«).

Para |z| = 1, (v) é trivial. u

21T

1 %
FATa N\
ke
2| oy

s-/ g
~

Lema 1.5 Seja I a curva do plano complezo definida por
I'={\NeC; N =X+6, Ael, §>0},

com a orienta¢do induzida pela de U'. Entao, Vz € A(a) :
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(i) / M R(N A)dN = / M R(\; A)d;
r r

Az
(ii) / ; 5y d\ = 27i e, V¥ ) situado & esquerda de I
AT

Demonstracao: Os pontos \,, \, e o arco I, foram definidos no Lema anterior. Seja
F/r o arco de I de extremos \, + 0 e \, + 0, L, o segmento de reta de extremos A, e
A\, + 6, L, o segmento de extremos N e +deA, ocontorno ', UL, U F; U L,. Pelo

Teorema de Cauchy, temos:
/ eMR(\; A)d\ =0,
A'r

pois, por (i7) da Definigdo (1.39), a fungdo e**R(\; A) ¢ analitica a direita de T' e sobre
I'. Mas, para um raio r suficientemente grande, temos que, Re(\,. + ) < 0 e, sendo
assim, [A| > |\, + ], VX € L,.

Iustracdo da curva I induzida pela curva T.

A"
\\\ N, -
5, LT
\\ l...‘
r - ]
-)\I‘ \,\ Lr }kr +0= ?'k
i \I7
I\
\
\
S|
e
’/ l
I
pd
,/
}-».r / ; .
ST Ar+d=N

ij/

///

Além disso, para 7 suficientemente grande, tem-se argAz > 5 + 5,V XA € L,.

Assim, para r suficientemente grande temos |A| > |\, +J| e ReAz <0 V X € L,, donde
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por (iii) da Definicao (1.39),

[e*R(X; A)|| = !€AZ|HR XA = MR A =
M M
= R(X A , VAEL,.
Re)\zH ( )H — ‘)\l ’)\r‘i‘é' T
I’ I
\\ \\\,
?\r\\._//l_{f_zf\ Ar+d=AT
5 \e
/7T \
s \ \
vy \ A\
."'J -"ll \\ \\
{1 L e
il S
1y L //
. | J(,/ Jlu"r/
."|l !
/
. / ,.f'/
\\\\\\ Jf. J."J
. \\.‘?C ?{ -’fll
RIS 5';';--:.___ /
K’.- \"—““-_—:firﬂ‘w N
foL
."llll .l'lllll

Dai, orientando L, de A, para A\, + 9, segue que

\ Ar+0 N Ar+0 M
‘/ eZR(A;A)dAH < / e R(X; A) ||dA</A mdA:

T T

)\7«-1—6 5
— 1.29
|\ +5]/ |A + 4| ( )

Passando ao limite em (1.29) quando r — oo, obtemos

lim

Y
r—00

Az
R\ AdM|| < 1i
/Le (X 4) H A ]

pois, 0 é uma constate. Logo,

lim [ e™R(\; A)d\ = 0.

7—00 LT‘

De modo analogo, orientando L, de X, para A, + 4, temos

lim [ e™R(\ A)d\ =0,

r—00 Zr
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Dai,
0 = lim [ e¥R(\ A)d\
r—00 Ay

= lim [ e¥R(\;A)d\+ lim [ eR(\ A)d)

/
T—00 F'r T—00 Fr

= / e R(\; A)d\ + / e R(\; A)d,
T

F/

o que implica,

/ e R(\; A)d\ = — / MR\ A)d\ = / e R(\; A)d.
r r _

Como, pelo Teorema B.13
/ M R(\; A)d\ = / e R(\; A)d.
-1’ r
Temos portanto,

/ e R(A\; A)d\ = / e R(\; A)dA.
I

F/
(17) Seja r sufucientemente grande para que \ esteja situado no interior da curva

fechada I‘; UL UC, UL, = A;.

A \T}
Cr I,r/
{
|II ] e P -
\ R’
\\
\\., __.-’f
_ S 3 R
A o [ Mes
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Az
e ’ . /
Como Y é analitica sobre I e na regiao situada a esquerda de I', segue que,
e’\/z /
v é analitica no interior e sobre A'. Dai, pela Formula de Cauchy, temos
6)\/,2 , N
——d\ = 2mie’, 1.30

mas, se 1, = inf{|\" — A|; \" € L, }, entdo

<
Ly

1 4 / 1 / /
—/ ‘e““d)\\:—/ e 2| dN | — 0,
Hr Jr, Hr JL,

quando r — oo, pois, u, — 00, quando r — oo e para r suficientemente grande,

)\/
e z

d\
A |dX\ |

IN

obteremos Re\'z < 0, Y\ € L". Logo,

/

Az
e, analogamente,
e)‘lz /
lim d\x = 0. (1.32)

: —
o0 Jz N — A

Além disto, por (1.28) tem-se, para m, = inf{|\" — A|; \" € C,}

)\/z
e /
£
\/C:r )\ - >\

quando r — oo. Dai e de (1.30) a (1.32), vem

my

1 o
g—/ e Z1dN | — 0,

/ /

Az Az

Jim 2miet® = lim | ) =l )
Portanto,
eA/z , \
d\ = 2mie™”.
/F/ Y wie
n
Teorema 1.40 Seja A € (0, M). Entdo, para cada € > 0 tal que 2¢ < 0 — g, Aé

o gerador infinitesimal da restricao a RT, de um semigrupo analitico de classe Cy no

setor A(0 — 5 — 2¢) e uniformemente limitado nesse setor.
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Demonstracao: Mostraremos que a funcao
S Ala) U{0} — L(X)

dada por S(0) =1 e

S(z) = —— / RO AN, 2 € Ala), a=0- 2 (1.33)
r

2mi
¢ um semigrupo analitico de classe Cp, uniformemente limitado no setor A(§ — 5 — 2¢)

e A é o gerador infinitesimal da restricao de S a R™.
T

Por (i) do Lema (1.5), temos que, V w € A(«a) com a = 6 — 5 2¢
1 N ’ ’
=— YR(A;A)dN . 1.34
S(w) = 5 [, RO A (1.34)
Logo, para z, w € A(a),
1 )\ 1 A/ ’ /
= — RN A)dN - | — v A
S(z)S(w) 2mi /- e R(A\; A)dA (27”_ /r’ e "R(N; )d)\)

/

L Az )\/'w . X /
= o L L e RO ARG

— (2 ]‘)2 // 6)\2+)\lw <R(A’ Ai/_ ‘F;(A 7A)> d)\/d)\,
T rJr’ -

pois, S(w) tem a forma explicita em (1.34) e R(\, A)—R(N, A) = (A =A\)R(\, A)R(\', A)
& a Identidade do Resolvente, com A, A" € p(A). Como I esta a esquerdade I e X' € I

segue, por (i) do Lema (1.4) e por (ii) do Lema (1.5),

/

e)\z 6)\w
/)\_)\d/\—() e /)\_Ad/\—Qme

respectivamente. Assim,

Az+>\ wR )\ A Az+>\/wR )\/;A ,
SRSW) = G //( N . X—(/\ )>‘“ A
- / 2 R(\; A) / N / VRN A)dN | dA
—oeme o \© T LT NS € ’

]_ )\ )\ / 6)\2 / A/ ! ’
- FR(A A2 Nd\ — _ YR(N:A)dN d) ) .
(Mz(/Fe eyemiemyin- [ [ R

Dai, usando o Teorema de Fubini, temos que

1 . Az w . _/ Nw ’ / BAZ / _
—(27Ti)2(27r2/re ROy A)iA— [ "R 4) )\_)\dA ) =

70

= i AR A)dN = S(z +w), V2, we Aa).

21t Jr



Portanto,

38

S(z)S(w) = S(z+w), Vz,we Ala).

Agora, fazendo em (1.33) a mudanca de variaveis \' = |z|\, com z € A(a), a

curva [ transforma-se na curva |z|[" e por (v) do Lema (1.4)

S(z)

= L /\ER()‘ A)Q:
21 Jr 2|’ 2|

1 / N d\ ,
= -— / e* R ( A) onde £ = Z = giane(a), (1.35)
I

211

KN 2]

Como A € (0, M), por (iii) da Definigdo (1.39), temos

IS

IN

IN

IN

IN

(-2
o L () il < e e ()

i/eReA'£M|Z| jax] M Re)\§|d)‘ |

27 N |z| 27 I\
M 6Re/\'5|d): | i M eReA’&’ >: |
21 Jr, N 2m Jo, |\
% 1 / |d)\ | % > ercos(goJrargz)@
27T ry @RE)‘ '3 |A/‘ T 1 T
% 1. ‘d)\ | + % /OO ercos(%-%)ﬂ
2 r r
M / M [ .
e |d)\ ‘ + _/ 6TCOS(§+€)C[T
271-7"0 1’\1 T 1
My(e) < 00, Vze€ Ala), (1.37)

onde 7o = inf{|A\|; A € I'1}, isto &, o semigrupo S ¢ uniformente limitado em A(«).

Seja z € A(a), |z] < 1. Para cada © € D(A) temos por (1.33), por (ii) do

1

Lema (1.4) e por R(A\;A) = (A\I — A)" que

S(z)—=x

L[ R A)zdn — - P

omi J. O AT i Jr >\ v

1 AR(NA) — 1

— [ e [R(NA) — A }g;dA / {&} z dA
2mi Jp 2w A

1 X A)A 1 dX

— eAzde/\ = — [ MR\ A)Ar =

2mi Jp A 2w Jr A
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MI|A
Como, a norma do integrando é limitada por ||L|2I”, com Relz < 0. Temos, pelo
Teorema da Convergéncia Dominada e por (iv) do Lema (1.4),
lim(S(z)z —z) = lim = e’\zR()\z)R()\ A) Az A
z—0 2—0 271 A
1 d\ 1 d\
27T7/ lei%e R(A ) . A 21 FR()\ ) o A
= —,Ax/R()\;A) A _ 0, paracadaz € D(A).
21 r A

=0
Mas, por hipotese, D(A) = X e, por (1.37), ||S(2)]| < My(e), ¥V z € A(a). Logo,

lim S(2)z = x,

z—0

para cada z € X e z € A(a), demonstrando que S(z) é fortemente continua.

Vamos motrar que S é analitica em A(«). Com efeito, jA vimos que a integral em
(1.23) converge. Agora, mostraremos que a convergéncia ¢ uniforme em A(a). Fazendo
a mudanga de variaveis p = |z|\, considerando a condigao (v) do Lema (1.4) e pondo

&= ‘ £ temos para r > 1.

1 Az 1 dlu
S(z) 27”,/Fe R(A; A)dA 57 |z|F€ ‘R (|z| A) ]

(- (a5 )
2mi Jr 2l ) |zl 2mi \ U, 127/ =l I, 2l ) |2l

Logo, se i1 = pe'¥ entao,
H “”%(“)d“ g e ()
o 2|’ || 21 Jor, |z] |z

Re ,u{d‘lu’ M 6p cos(p+arg z)@
\[, | — r p

M M “ n
/ epcos Z+e) dp — " lim 6pv:os(a—l—e)dp

T a—0 r

eacos( €)—rcos(5 +e)
= — hm ( )
T a—oo cos(§ +€)

M . 1 1 1 0
= — lim — . — . = ().
T a—oo \ e? cos( 3 +e) e’ cos(5+e) COS(% + 6)

converge uniformemente em A(a) quando a — oco. Logo,

IN

IN

i, MR\ A)d\ — S(2)

27 Jr,
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uniformemente em A(«), quando 7 — oo. Como I' é uma curva simples, A(«) é um
setor do plano complexo com e** R(\; A) continua, para z € A(a) e A € ' e, é também
analitica em A(«), para cada A € I'. Temos, pelo Teorema (B.15) que (1.33) pode ser

diferenciada sob o sinal de integracao, isto ¢,

s o
= | —eV¥R(\; A)d\
dz" F@zne R(x;A)

e, portanto,
S(z) = — / MR A)dN; 2 € Aa), a=60— 2 — 2
2w Jp 2
é analitica em A(a).
Resta mostrar que A é o gerador infinitesimal do semigrupo S : Rt — L(X).
Com efeito, seja © € D(A). De R(\; A)(M — A) = I e do Lema (1.4)-(di7), segue

d 1 1
—S(2)r = — [ AR\ Azd\ = — [ ¥ (R AA+ ) xd) =
dz 2wt Jr T Jr

— L(/ M R(\; A)Axd)\wL/e)‘zxd)\) = S(z)Ax,
21 r r

=0
isto é,
d

—5(2)r = S(x)Av, Vo € D(A). (1.38)

Tendo em vista (1.38), tem-se
h
S(h)x —x = / S(t)Axdt, x € D(A).
0

Supondo que B é o gerador infinitesimal do semigrupo S : RT — £(X), temos

_ h
Bx = lim Stz —w = lim 1/ S(t)Az dt = S(0)Azx = Az,
0

h—0+ h h—0t+

de onde segue que, x € D(B) e, consequentemente, D(A) C D(B) e B |pay= A. Por

outro lado, sendo = € D(B) e considerando

y=R(1)(I — B)x € D(A)

(I-Ay = (I-A)(RQ1)I-B)z)=
= (I-A{I-A)"(I-B)r=(~-DB)a
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Dai, obtemos que
y—Ay=x—-—Bxr = y— By=x— Br =
= (I-B)y+ (I —-B)(—x)=0
= (I-B)(y—=xz)=0.
Como ja vimos, para A = 1 o operador (I — B) ¢ invertivel, logo, (I — B) é bijetor e,

consequentemente, injetivo. Entdo, (y —z) € Ker (I — B) = y = x. Sendo assim,

x € D(A) e, isto implica, D(B) C D(A). Portanto, D(A) = D(B) implica A=B. =

Corolario 1.41 Seja A € (0; M). A extensao S, analitica em A(a), a = 0 — g — 2¢,
do semigrupo gerado por A, satisfaz as condicoes:

(i) Para todo n > 1, S(2)x pertence ao dominio de A", Vx € X e Vz € A(«);

(ii) Para todo n > 1 existe M, (¢€), constante que s6 depende de €, tal que

Jans))| < 229 v e Ao,

ol
(iii) ||A[S(t) — S(9)]|| < Ma(e) - (t—s)/st, 0<s<t.
Demonstracao: Ver Gomes [6]. n

Teorema 1.42 Seja S um Cy-semigrupo analitico e uniformemente limitado em um
setor A(a), 0 < a < 5 e A o gerador infinitesimal de sua restrigio a RY. Entao,

Ve > 0 existem constantes 6. e M, positivas tais que A — el € (0., M.).

Demonstracao: Ver Gomes [6] n



Capitulo 2

O Teorema de Gearhart

2.1 Teorema de Gearhart

Nesta secao, enunciaremos e mostraremos a equivaléncia entre dois resultados, de-
vidos a Huang [7] e a Gearhart [20] respectivamente. Os quais, referem-se as condi¢oes
necessarias e suficientes para um Cpy-semigrupo de contraces ser exponencialmente

estavel, em um espaco de Hilbert.

Definigao 2.1 Seja {S(t)}i>0 um Co-semigrupo em um espaco de Hilbert H. Dizemos
que S(t), t > 0, é exponencialmente estavel, se

1S@)|| < Me™, Vt >0, M>1e w>0.

Teorema 2.2 (Huang) Seja S(t) = e, t > 0, um Cy-semigrupo em um espago de

Hilbert H. Entao, S(t) é exponencialmente estdvel se, e somente se

sup{ReX; A€ o(A)} <0 (2.1)
e
sup ||(AM — A)7Y| < oo, (2.2)
ReA>0

Alternativamente, temos o seguinte teorema devido a Gearhart.

Teorema 2.3 (Gearhart) Seja S(t) = e, t > 0, um Cy-semigrupo de contragoes

e
em um espaco de Hilbert H. Entdo, S(t) é exponencialmente estdvel se, e somente se

{i; B e R} C p(A) (2:3)
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limsup ||(i8] — A) Y| < oco. (2.4)

|8]—=o0

No que segue, faremos a prova da equivaléncia destes dois resultados sob a con-
digao que {S()}+>0 seja um Cy-semigrupo de contagdes em H.
Demonstracao: (2.1) = (2.3) Por hipotese, tem-se que existe v € R, com v < 0, tal
que

{ReX; A€ o(A)} <y<0

Logo, se A € o(A) entdo ReA < v < 0. Assim, para z = if§ resulta que Rez = 0.
Portanto, z € p(A).
(2.2) = (2.4) Por hipotese, tem-se que existe M € R, M > 0, tal que

M — A <M, VA=a+i3, Re>0.

Assim,
18I — A)7H < M, VB ER,
0 que implica (2.4).

Agora, mostraremos que o Teorema (2.3) implica o Teorema (2.2). Faremos isto,

provando que (2.3) = (2.2) e (2.4) = (2.1).
(2.3) = (2.2) Suponha que A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de

contracoes, isto é,

le]) < 1.

Dai, pelo Corolario 1.22, temos (0,00) C p(A) e, se ReA > 0 entao
A — A1 < 1.

Como L£(X) é um espaco vetorial, obtemos

B 1
I(AT = A) 7 < o

Assim, para todo §y < 0 quando || > |dp| temos

1 1
M-—A <= < — 2.5
IO =47 < < o (2.5)



44
e, quando |A| < [do| temos

1 1
A=A < = < oo
5l = T

Mas, por hipotese,
{18; B € R} C p(A).

Logo, para todo A = i3 tem-se Re(\) = 0. Portanto,

sup ||[(M — A)7| < oo
ReA>0

(2.4) = (2.1) No que segue, provamos que existe og < 0 com |og| suficientemente

pequeno tal que

g(A) C{A\; ReX <oy} (2.6)

De fato, considere A\ = a + bi, com a, b € R e observe que

M—-A = (a+b)[—A = al+ bl — A
= a(bil — AN (bil — A) +bil — A
= (a(bil — A)~"+1)(bil — A). (2.7)

Segue-se de (2.4) que bil — A ¢é invertivel. Assim, quando |a| for suficientemente
pequeno, pelo Lema 1.3, temos que o operador (a(bi] — A+ ]) ¢ invertivel. De
onde, para A = a + bi tem-se A\l — A invertivel, por ser uma composicao de operadores
invertiveis.

Como, por hipotese,

limsup ||(i8] — A)7Y|| < oco. (2.8)

8]—00

entdo, existe o9 < 0 com |op| suficientemente pequeno, tal que
g(A) C{X\; ReX <oy <0} (2.9)

Dalf,
{Red; Aeo(A)} <0

e, portanto,

sup{ReX; A € 0(A)} < 0.
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Provando (2.1). n
No que segue, daremos a prova do principal resultado deste trabalho, o Teorema

de Gearhart.

Demonstragao: Mostraremos que as condicoes (2.3) e (2.4) do Teorema 2.3 sao sufi-

cientes para a estabilidade exponencial do semigrupo de contracoes,
S(t) =eM talque || <1, Vt>0.

Desenvolveremos a prova em 6 etapas.

Etapa 1: A € p(S(t)) implica ||S(t)|| < [A], Vt > 0.

De fato, definimos S := S(t) = e, V¢t > 0 e A € p(S). Entao,

1

(i) (M —8)~t = A‘lm.

E pela série de Neumann em espacos de Banach,

- 1
ZT” = , se |7 < 1,
— (I-T)
obtemos de (i) que
(M =8) " =27 (ATIS)Y, se A8 < 1.
7=0

Donde segue
|/\|HSH <1 = |IS|| <N, Vt>0.
Etapa 2: [[S(0)[| > [A| = a(S()) C Bysq(0) = { € G[A[ < [[S@)]}-
Com efeito, pela etapa anterior, vimos que A € p(S(¢)) implica ||S(¢)|| < |A|
Portanto, se ||S(t)|| > |A| implica que A & p(S(t)) e, por definicdo, A € o(S(t)). Isto é,

AL <ISEI = A€ Bysw(0)

e, portanto,

a(S(t)) c{A e G A < IS@)[}

Etapa 3: se 1 € p(e?) entao
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(i) {2min; n € Z} C p(A);
(ii) sup||(2minl — A)7!|| = M < oo.
nez
De fato, se 1 € p(eA), considere a sucessao de operadores (T},),cz, onde para cada

n € Z definimos
e ;
T,x = (I — eA)f / eAse 2™ ds, Yo € Hen € Z.
0

Note que T, esta bem definido, para cada n € Z, uma vez que, (I — eA)_l é invertivel,
linear, limitado e a integral ¢ finita.
Como o operador A comuta com e e com (A — A)~L. Entdo, V 2 € D(A),

tem-se
(27rin] — A)Tnx = T, (27?2'71] — A)x.

Dali,

1

T.(2minl — A)z = (I— eA)_l eA=2mnDs (Ominl — A)z ds

1

= (I- eA)_l (2mind — A)eA=2mnDs g g

S— S—

1
= —(I- eA)l/ (A — 2minI)eA=2min)sy 4s
0

— I Ayl ' d (A—2minl)s d
= —( — € ) ; %6 T das.

Pelo Teorema Fundamental do Calculo para operadores, obtemos
—(I - eA)fl (eA_2m"x —Iz) = (I- eA)fl (Iz — eA_QM”a:)
= (I—eA)_l(]— eA)x = x,
pois,
e = efem?mn = e (cos(—2mn) + isen(—2mn)) = e, Vn € Z.

Logo,
(2minl — A)T,x = x.
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Donde, conclui-se que, (2minl — A) é invertivel, para cadan € Z e (2minl — A)~' = T,,.

Assim,
|@2mind — A)7H| = T, = H(J—GA)*/OIe(A—sz)s ds
< =) [ e as
< =ty [ [errmemen]as
< =) sup e < ek = 1 <

0<s<1

o que verifica (ii). Sendo assim, como consequéncia imediata, obtemos
{2min; n€Z} C p(A),
verificando (i).

1
Etapa 4: Sejapu>0e L, ={\€C; e =pu}. Se z € ;Ll entdo z € p(A).

1
Seze;themosz:?ECee%zl,V)\on—bi;a,bERet>O.Ent€Lo,
atbi a4 b; b b
et —etet

= et (cosg + isen;) =1.

b
Em particular, se % =0e i 2mn, Yn € Z et > 0 tem-se a = 0 e b = 27nt. Dali,

z = 2mni. Segue de (i) da Etapa 3 que, z = 27ni € p(A). Logo,
1
De (2.10) e (ii) da Etapa 3, obtemos

sup [|(AT = A)Y) < k.

/\G%L1

Etapa 5: de um modo geral, se e € p(e??) entdo

((2”7”@ 4 a)] _ A) e,

(eI — eAt)_l €L(H) = e (- e(A’aI)t)_l € L(H)=

Se e € p(e?') entdo

= (I—e“D" ¢ £(H) =
Etapa3—(1)
= 1€ p(eAeDty =

= 2mni € p((A—al)t).

(2.10)

(2.11)
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Mas, isto implica que
-1 2mn -1
(27rm'[ - ((A- a[)t)) eL(H) = t! ((Tz + a) I— A) € L(H)=
2mn !
= TZ +al|l—A S ;C(H)7

como queriamos.

Observe que, denotando (2% 4+ a) = X e = e tem-se,

pe p(e) = %Lu Cp(A) e sup [[(AM—A)7"| <k (2.12)

Xelr,

Etapa: 6 Para todo t > 0 tem-se que o raio espectral

Rp(e™) = lim [||le®||]" < 1.

§—00

Das hipoteses do teorema e usando (2.10), temos
supH(uI - A)*lH < M, onde B:={if; € Re HezB” ~ 1},
neB

Sendo S(t) = e um Cy-semigrupo de contracao, ||S(t)| < 1, segue da Etapa 2 que o
espectro

o(e?) € Bi0] :={A e C; |\ < 1}

Por (2.12), tem-se e € p(e?), onde u € iR. Em particular, e € p(et), V0 € R.

Logo, existe § = 2km, k € Z tal que € = 1, donde segue que, 1 € p(e?t). Ora, sendo
o(e™) C Bi[0] e 1€ p(et)

entao

o(e™) c Bi(0) ={\€C; |\ <1} (2.13)
Como, os conjuntos o(e?) e p(e?) sio disjuntos e p(e4?) ¢ aberto, concluimos que
o(e?) ¢ fechado (2.14)

implicando por (2.13) e (2.14) que o(e?’) é um conjunto compacto. Logo,

supo(e?’) < 1.
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Por defini¢do, o raio espectral é dado por Rp(e?t) = sup |A|. Por outro lado, pela

AEo(eAt)
Formula de Gelfand!, para todo ¢ > 0 temos

Ri(e™) = kli_{nooHGAtkH%'

Fazendo t - k = s, obtemos k = ; Dai,

-

Rg(e™) = lim HeAS
00

7 = lim |:||6AS
S—00

17t
s}<1.

1
* < 1, segue que

Por fim, sendo lim HeAs
S§—>r 00

In lim HeAS g <Inl.

5§—00

De onde temos, pela continuidade da funcao logartmo, que

lim lnHeAS E <0,
S5—00
o que implica,
_Infle]
lim —— < 0.
5—00 S
o i ofle] -
Isto é, sliglo . = —~, com v > 0. Logo, por definicao, dado ¢ > 0, 3 sq > 0 tal

que, se s > Sy entao

Inf|e]
5 +yl <e€
De onde segue,
Inf|e]
—e—7 < . <e—v

Em particular, se € = % > ( tem-se

In||eAs v vs

M S —5 = lnHeAsH S —7
Portanto,

e < e,

como querfamos provar. |

Ver Rivera |15]



Capitulo 3
Aplicacoes

Neste capitulo, estudaremos existéncia e unicidade de solugao e estabilidade ex-
ponencial do semigrupo associado a modelos dissipativos. Para tal estudo, utilizaremos
o método via semigrupo, enfatizando na terceira e tiltima aplicacao, a combinagao do

argumento de contradi¢do com a técnica de multiplicadores como feito em [9].

3.1 Sistema Elastico

Estudaremos a equacao da onda com condicao de fronteira de Dirichlet nula. A

qual é conhecida na literatura como "Equacao do Telegrafo".

( 0%u .
w(:c,t)—Au—i—aut:O, em Qx (0,00); >0
u(z,t) =0 em I' x (0,00); (3.1)
u(z,0) = up(x) em Q;
ou
\ a(ﬂc,O) = uy(z) em Q.

3.1.1 Existéncia e Unicidade de Solucgao
Formulacao Abstratado Problema

No que segue, transformaremos o Problema (3.1) em um sistema abstrato de

primeira ordem.
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Defina v = u;. Dai, vy = uyy = Au — av. Assim, podemos escrever

Uy v 0 1 U
Uy Au — av Al —al v
Considerando,
U Ug 0 1
U= 3 Uo = 3 A=
v Uy Al —al

e, a partir dai, reescrevemos a equagao em (3.1) como

- av
dt (3.2)

Escolha do espagco H

Fazendo o produto interno de (3.1); com u; € L*(f2), sendo 2 um aberto limitado

do RY, temos

(Utt, ut) — (AU, U,t) + Oé(ut, Ut) = 0 =
1d
Sgplul — (Buw) + aful* = 0.
o que implica
1d

——|w? — /Au(x,t)ut(:n,t)dx + alw* = 0.
0

Aplicando o Teorema de Green e lembrando que u se anula na fronteira de €2, obtemos

sl + [ Vu.0Vue e + aluf = o
Dai,
%%M% —|—%%|VU|§ = —aful;
de onde segue,
% (31908 + J8) = —alu 3)
Definindo
E(t) = %IWI%%IUI; (3.4)

d
—E(t) = —aluy5.

tem-se de (3.3
em-se de (3.3) que, o
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Segue de (3.4) e de (3.1)2 que o espago H é dado por

H = H}(Q) x L*(Q)

()

Considere o produto interno em H

((2(0)), = o ot 609

e observe que Hu”2 e ‘Vu‘Q sao equivalentes, pois
H§ () L2(Q) ’ ’

COII a norma

2
= W“|i2(g) + |v|i2(9)' (3.5)
H

H\“H\i;g(m = ‘v“‘;(n) < }VU‘iQ(Q) + Mi?(m = Hu”z{é(ﬂ)
e, por outro lado, pela desigualdade de Poincaré,

HUHZ(}(Q) = ‘V“‘i2(9)+‘“‘i2(9) < ‘V“|i2(9)+c‘v“‘i2(ﬂ)

= (1+0) |v“|i2(9) = (1+0) H|U|Hifé(§2)
Logo,
H|U|H23(Q) = HUHZ(%(Q) < (1 +C)H|U|H23(Q)

ou, equivalentemente, existem constantes C e Cy tais que
C < 2 <C 2

De (3.7) resulta que, a norma (3.5) provém do produto interno (3.6), uma vez

que, satisfaz a lei do paralelogramo.

U1l U2
De fato, sejam ( ), ( > € H=H}Q) x L*(Q). Dai,

U1 U2
U1l U9
+
U1 Vo

2
2

= ‘V(Ul -+ UQ) 1o
H

_'_
Q)

V1 + V2 2(0)

2
B U1+U2
% v + v2

= ’VU1+VU2|12(Q) + ‘U1+U2}iz(ﬂ)

W“l};(m + 2(Vuy, Vug) + |V“2‘2Lz(9)

- ’Ulﬁz?(g) + 2(vi,v) + |U2|i2(9) (3.8)
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e
? 2 2 2
u u Uy —u
(-G ()t

U1 (%) H V1 — Uy H L2(Q) 2()
= ‘Vul_vu2|2m(9) + ‘Ul_w‘i?(n)
= ‘Vu1|;(m - 2(VU1,VU2) + |VU2‘QLQ(Q) +
+ ’U1’i2(ﬂ) — 2(vi,v2) + |U2|i2(9)' (3.9)

Somando (3.8) e (3.9) obtemos

(o))

2 2

()-(),

= 2‘v“1|i2(9) + 2‘7’1@2(9) + 2‘Vu2li2(ﬂ) + 2‘7)2@2(9) =

H

= 2<’VU1EQ(Q) + }Ul‘;(g) + WW’Z?(Q) + "‘J?EQ(Q)) =
2 2
()LL) o
U1 V2 H

_|_
H & um espago de Hilbert com a norma (3.5)

H

u'ﬂ . . . ~
Seja < ) uma sequéncia de Cauchy em H. O que implica, (Vun) e (vn) sao
Up,

sequéncias de Cauchy em L*(Q) e, desde que, L?(Q) é um espago completo, obtemos

Vu, — 2 € L*(Q) e v, = u,, — v € L*(Q). (3.11)

Agora, usando a equivaléncia das normas em (3.7), segue que (u,)nen € de Cauchy
em H}(Q). Logo,
U, —u  em L*(Q)
Vu, — z em L*(Q).

De u, — u em L*(Q), resulta que, u, — u em D'(Q) e, de Vu, — 2z em L*(Q),

obtemos Vu,, — z em D'(2), portanto,

Vu, — Vu em D'(Q) (3.12)

Vu, — 2z em D'(Q). (3.13)
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Pela unicidade do limite em D'(£2), temos que z = Vu. De onde segue que, Vu € L*(Q).

Como u = 0 em T', obtemos u € H} () e, portanto

(un)—»(u>anH:HmeL%m

Un v

mostrando que, H é um espaco de Hilbert.

Escolha do dominio D(A) do operador A

Para a escolha de D(A), A deve ser um operador fechado e densamente definido.

No calculo da energia, devemos ter a derivada fraca de v bem definida, isto &,

v € H}(Q). Contudo, sendo u; € L*(Q2), obtemos Au — av € L*(Q).

u v
(1)) =
v Au — av
e, portanto, escolhemos

- {() e o] )

3.1.2 Caracterizacao explicita de D(A)

Assim,

u
Seja, ( ) € D(A). Note que, para o calculo da energia, devemos integrar Au - u;
v

e, como u; € L*(Q), é suficiente que Au € L*(Q2). Entao, u € H?*(Q) e, desde que,
u € H} () resulta que
u € Hy(2) N H?(RQ).
Além disso, v € H} (). Portanto,
u
( ) e (HAQ) N H2(Q)) x HA(Q).
v
Logo,
D(A) C (Hy(Q) N H*(Q)) x Hy(). (3.14)

Por outro lado, seja

<Z>euﬁmwuﬂmnxﬂam.



Como

we HYQ)NHXQ) C HY(Q) e  HYQ) C LA(Q),

temos,

(yemarszm o of[*])-(,, ) en

Logo, u € D(A) o que implica
(Hy() N H*()) x Hy(Q) C D(A).
Portanto, de (3.14) e (3.16) obtemos
D(A) = (Hy(Q) N H*(Q)) x Hy(%).
Afirmacao 3.1 Seja A: D(A) C H — H um operador linear:

(i) A € densamente definido;

(ii) A € um operador fechado.

Demonstracao: (i) A partir de (3.15) segue que

Hg (2)

gy nm@ Y =iy e m@ " = 12(9).
Dat,
pA" = mo o™ < o Y =
HE(Q)xL2?(Q)

= (Hy(Q) N H(Q) x Hg(Q) =
= Hy(Q) x L*(Q) = H.

Unp,

(i1) Seja z, = < ) € D(A) C H tal que

() (") o

Un,

Entao,

(20, A(zn)) — (7, w) em H x H, onde z= < :j ) € D(A).

%)

(3.15)

(3.16)
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Vamos mostrar que, o grafico G(A) de A é um conjunto fechado. Para isto, basta

provar que w = A(z).

(51 Un U1
Considere w = ( ) Como A(z,) = —w = ( ) em H e
vy Au,, — av, U1

Up, U
Zn=< )—>< ):zemH.
Up, v

Desde que, v, — u; em H}(Q), temos que, v, — u; em L*(Q). Mas, v, — v em L*(Q).
Logo, pela unicidade do limite em L?*(€2), obtemos, v = u;.

Agora, como u,, — u em H}(Q) entdo u, — u em D'(Q) e, consequentemente,
Au, — Au em D'(Q).

Uma vez que, Au, —av, — v; em L*(Q) implica que Au,, — av,, — v em D'(Q).

Sendo D'(2) um espago vetorial e aw, — av em D'(2), temos que
Au, — av, — Au —av em D'(Q).
Logo, pela unicidade do limite em D'(£2),
v; = Au — av.

Portanto,

Teorema 3.2 O operador A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contra-

coes em H.
- u 0 1
Demonstragao: Para U = ( > e A= temos,
v Al —al
v U
R (OV 1 00)
Au — av v

= (Vu, VU)H(%(Q) + ((Au— av),v)LQ(Q) —
= (Vu, Vv) + (Au, v) — a(v, v) -

= (Vu, Vo) + / Au(z, v(z, t)de — a | |v(z,t)|*dx.
Q Q
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Usando o Teorema de Green e lembrando que v = u; = 0 na fronteira de €2, temos

que o lado direito da igualdade acima é igual a:
(Vu, Vo) —/QVu(x, t)Vo(z, t)de — oz/g|v(x,t)|2dx =
= —a/Q lo(x, t)Pde < 0. (3.17)
Mostrando que A é dissipativo.

Agora, provaremos que 0 € p(A). Para isto, seja F' = ( d ) € H=H}Q) x

g
u
L?(92) entdo, existe uma tnica U = ( ) € D(A) tal que
v
— AU = F. (3.18)
_ f
Com efeito, —AU = F = =
—Au+ av g
Assim,
—v = = v = —feHQ
f f e (o) 10
—Au+av = g
Substituindo, (3.19); em (3.19); obtemos —Au = af + g, dai
—Au = af+g em = QO x (0, ©
f+g Q (0, o0) (3.20)

u = 0 em I' x (0,00).
Desde que, f € Hj () e g € L*(Q) segue que af + g € L*(Q). Aplicando o Teo-
rema (A.18) temos que existe uma unica solu¢do fraca do Problema (3.20) tal que
u € HY Q)N H?(Q). Dai e, de (3.19); segue que v € H}(2), uma vez que, f € H ().

Assim, (3.18) possui uma tnica solugao,
(u, v)" € (Hy(Q) N H*(Q)) x Hy(Q).

Ou seja,

H!U:(U>ED(A) tal que (0-1—A)U = F.
v

De onde temos que 0 € p(A).

Como D(A) = H, A é dissipativo e 0 € p(A), pela Proposi¢ao 1.32, A é o gerador

infinitesimal de um Cj-semigrupo de contragoes. [ ]
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Do Corolario 1.15, obtemos que U(t) = S(¢t)U(0) é a tnica solu¢do do pro-
blema (3.2) e,
U € C ([0, 00); D(A)) N C* ([0, o0); H),

isto implica,

Y e (0, c0); (HIQ) N HAQ)) x HA(Q)) N C ([0, 00); HA(Q) x LA(S)),
isto é,
u e C ([0, 00); (Hy () N H?*(Q))) NC* ([0, 00); Hy(Q)) ;
u; € C' ([0, 00); L*(Q)) = u € C* ([0, 00); L*(Q)).
Dai, temos

u e C([0,00); Hy(Q)NH*(Q))NC' ([0, 00); Hy(Q)) NC* ([0, 00); L*(Q)) .

3.1.3 Decaimento Exponencial

Teorema 3.3 O Cy-semigrupo de contragies {e}io gerado pelo operador linear ili-

mitado A, definido por
1
a-( Y (3.21)
Al —al

satisfaz
e sy < Me™, Y120 com M>1 e w>0, (3.22)

Demonstracao: Sendo H = H}(Q) x H2(Q) e D(A) = (H}(Q) N H2(Q)) x H}(Q),
pela Proposicao 1.32, vimos que, A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de
contracdao. Sendo assim, para garantirmos que (3.22) é satisfeita, pelo Teorema de

Gearhart, é suficiente mostrar que

{iB; B eR} C p(A) (3.23)
e
li|gllsup 168 — A) |2y < oo (3.24)

E, isto sera feito por contradigdo, negando (3.23) e (3.24).
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Primeiramente, note que, da Proposigao 1.32, se 0 € p(A) entédo
il — A= A(iBA™' — I) & invertivel, V3 € R,

desde que

0<if] = 18] < ||A~ (3.25)

1
} } L(H)
Ademais, a aplicacao

B [|GBT = A) 7| o

¢ continua no intervalo J := (—”A’lH_l, 1H > ja que (i8I — A)_l é linear e
limitado, V3 € J.
Agora, suponha que (3.23) ndo ocorre. Entao, (i1 — A) ndo é invertivel para

f € R. Logo, (3.25) nao ocorre. Assim, existe v € R com
|47 < Il < oo,

tal que
{85 18] < 1} € p(A), (3.26)

sup{ || (i8I — A) H 18] < |7} = oo. (3.27)

De (3.27) sendo 8 € (—|y/, |7]) C R, existe uma sequéncia (8,)nen C R com
B € (=7l, I71), V n € N tal que 8, — v quando n — oo e, existe também, uma

sequéncia de fungoes vetoriais complexas (W), )nen, com W, € H tal que

-1

W]
Logo,
[(iBud — A) " Wo| > n||Wa||, ¥neN. (3.28)

Como A é o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo, pelo o Teorema de Lumer-Phillips,
A é m — dissipativo em H. Uma vez que, (Wn)neN C H, existe uma tnica sequéncia

u
(Un)neN C D(A) tal que U,, = ( " ) com norma unitaria em H, isto é,

Un,

HU"HZ - ]Vun\;(m, +|Un|%2(§)) =1 (3.29)
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tal que
(iB — A)U, = W,, VneN. (3.30)

Dai, e de (3.28) temos U,, = (if3,] — A)_IWn e

. -1
sl =AWl el
W [(i8a = A) Un |
Ou seja,
. 1
[(i8.7 = AV < U], com 0]l = 1. (331)
Passando ao limite em (3.31) quando n — oo, obtemos
| (i8] — A)U,||,, — 0. (3.32)
Logo,
()]~
15n0n Au,, — av, I
e, portanto
iBotty, — Up ot () em H}(92) quando n — oo (3:33)
iByv, — Au, + auv, ot ) em L3(Q2) quando n — oo. .

Tomando o produto escalar de U,, com (zﬂnl — A) U, em H, tem-se

((zﬂnl—A)Un, Un) = (iBuUn, Un),, — (AUn, Uy), =

H
_ Un, Unp
= 'nUmUn - )
16( )H ([Aun—avn] |:Un:|)H

= B U5 = [(Vuw, Vou) o + (Auy = avy, v,) ]
= EBHHURHZ—/Vuann—/(Aun—avn)vn
Q Q

= vy~ [ Va7, -

— /Aunvn + /a!vnlidx
0 0

Usando o Teorema de Green e o fato de u = 0 em I', obtemos

(3.34)

((iﬁnI—A)Un, Un) = iBa||U.[, + a/ (02 da.
H Q
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Dai,
Re <(z’ﬁnl — A)U,, Un> = ava|%.
H

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, e usando o fato que D(A) — H e ||U,| = 1,

obtemos
afva]}s < ‘((iﬁnI—A)Un, Un)
H

< @Bl = AU [Vl

< [@BT = A kl|Tnl|

< k||(i8.I — A)U,|| — 0 por (3.32)
portanto,

v, — 0 forte em L*(Q). (3.35)

Dai e, de (3.33)2 obtém-se que
Au, — 0 forte em L*(€2). (3.36)

Como

u, € Hy(Q) N H*(Q)

temos, pela equivaléncia das normas, que

’Vun‘LQ(Q) < |Aun Yu, € HY(Q) N H*(Q).

’LQ(Q)’

Entdo, de (3.36) seque que
u, — 0 forte em H} (). (3.37)

De (3.35) — (3.37) resulta que

Unp
U, = ( ) — 0 forte em H}(Q) x L*(9).
v

n

Logo,

U, + ‘U"‘;(Q) — 0,

2 2
g Wun|L2(Q)

o que contradiz (3.29). Portanto, (3.23) é verdade.
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Para mostrarmos (3.24), suponha por contradigdo que

limsup ||(Al — A)7'||,, = o0, onde A =if. (3.38)
[A| =00

Dai, existe uma sequéncia de fung¢oes complexas (W,,)nen com W, € H para cada

n € N, tal que

Donde,
[l = A)7 W[ = n[ W

¥V neN. (3.39)

H?
Desde que A é m-dissipativo em H, para toda sequéncia (W,,),en C H € (Ay)nen,

existe uma tunica sequéncia (Uy,)nen C D(A) com HUnHH =1, tal que
(M =AU, = W,, VneN.

Dai, e de (3.39) resulta

[ = Wall, el
Wl [ESEITA
Ou seja,
[nl = AV < 10| (3.10)
Definindo
Zy = (Ad — AU, (3.41)
temos de (3.40) e de ||U,|| = 1, que
12l < ol = =
Logo,
|1 Za],; ©2 0 em H, quando n — cc. (3.42)

Tomando o produto escalar de U,, com Z, em H, resulta que

(Uns Z0),0 = (Uny Ml — AU,
= )\n(Una Un)H - (AUTm Un)H
= /\HHUNHZ + O““ﬂﬁ?(g)'

(3.43)
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Dai, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e do fato que D(A) — H e que ||U,| =1,

obtemos
Re(Uy, Z) = O[|U”EQ(Q) < |<Zn7 Un)|
C.S.
< N Zull 1Tl
< N Zully CllTal ey
= C||Z.|| —o. (3.44)
v, — 0 forte em L*(92). (3.45)
1
A partir de (3.41) e considerando Z, = ( ZZ ), obtemos
Z?’l
()= ) - (2)
AnUn, Au,, — av, 22 .
O que implica,
Ay, — Up = 2!
(3.46)
AU — Au, + av, = 22
De (3.45) e (3.46)2 temos
Au, — 0 forte em L*(Q). (3.47)

Dai, pela equivaléncia das normas, temos que, para todo u, € Hj(f2),
u, — 0 forte em H} (). (3.48)

Logo, de (3.45) e (3.48), obtemos

Up,
U, = ( ) — 0 forte em H = H}(Q) x L*(Q). (3.49)
Un,
2
Mas, isto ¢ um absurdo, pois, contradiz o fato de ’ U,|| = 1. De onde temos que,
H

(3.24) é verdade.
Portanto, verificadas as condigoes (3.23) e (3.24), do Teorema de Gearhart, obte-

mos que (3.22) é satisfeita. u
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Provaremos a estabilidade exponencial do semigrupo associado ao sistema ter-

moelastico unidimensional linear.

Consideremos uma barra de comprimento [ com

densidade unitaria. Denotaremos por u o deslocamento transversal e por 6 a diferenca

de temperatura entre uma barra e o meio ambiente. As equacoes descritas no sistema

abaixo sao ditas equacao do momento e equacao da energia, respectivamente.

( U (2, t) — Ugy + b, =0  em
0 — O0pr +auy =0 em
u(0,t) = u(l, t) =0 para
0(0,t) =6(l,t) =0 para
u(z,0) = up(x) em
ur(z,0) = uy(2) em
0(x,0) = Oy(x) em

(0, 1) x (0,00), a >0,
(0, 1) x (0, 00),
t >0,

t>0, (3.50)

(0, 1),
(07 l)’
0, 1).

A fim de encontrarmos existéncia e unicidade de solu¢ao para o problema (3.50)

via semigrupo, transformaremos o modelo acima em um Problema Abstrato linear.

3.2.1 Existéncia e Unicidade

de Solucao

Formulacao Abstrata do Problema

u
Seja v = u;. Assim, v; = uy = Uz, — ab,. Dai, sendo U(t) = | v | entdo
0
Uy v v
d U = = 0 = 0 =
dt - (o - Ugy — AUy - Ugy — AUy -
Qt 9:5:5 — QUygy — AUy + er
0 I 0 U
= (*)az 0 —a(-)s v
0 —a()e (e 0

Considere,
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0 1 0 U Ug
A= ()xw 0 _a()x 3 U= v ) U = Uy
0 —a()e  (ae 0 to

A partir dai, temos que o Problema (3.50) é equivalente ao problema

Yy~ av
dt (3.51)

Escolha do espaco H
Fazendo o produto interno de (3.50); com u; € L*(0,1), com (0,1) C R temos
(use, ur) — (Uaes ue) + (aby, ug) = 0.
Admitindo regularidade para refazer os célculos, obtemos
(a0, ur) = —(0, atyy).
Sendo assim,
1d, 2 :
5@‘“1:‘-[/2(07” — /0 Uge (T, t) ug(, t)dx — (0,auy) = 0.
Aplicando o Teorema de Green e por (3.50)3, obtemos
1d, 2 :
§E}ut|L2(0,l) +/0 U (2, )y (z, t)dx — (0, Opp — 0;,) = 0.

Logo,
1d,
§E‘ut|m(o,l) + (tUgs Uat)r2000) — (02, 0) + (0, 6;) = 0,

o que implica

1d 1d 1d
§d_t}v‘i2(07l) + éa}uxﬁ?(&l) + 5%‘962(0@ = (Qxxa 0)
e, isto implica
d 1 1 1
(Gl a0+ 510100 + 510200) = 1020 (3.52)

Definindo

B(t) = 5o (3.53)

2 1, 2 1, 2
‘LQ(O,I) + §‘U‘L2(0J) + §|9‘L2(O,l)’
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d 2
tem-se de (3.52) que, EE@) = _}Qwh?(o,n'

De (3.53) e de (3.50)3 tem-se que o espago H onde a energia esta definida é:
H = Hy(0,1) x L*(0, 1) x L*(0, 1)

com a norma

2
u
v = |uw@2(o,z) + ’U’;(o,z) + |9}i2<o,1)- (3.54)
0 H

Considerando o produto interno usual em H

<(u17 V1, el)t ) (u27 V2, 92)t>H = (u:vla uxQ)LQ(O,l) + (Ula UQ)LQ(O,Z) + (917 92)L2(0,l) (355)

2 2 2 ~ . .
e como HuHHg(o,z) e H’u‘”Hé(O,l) = ’uI‘LQ(OJ) sao equivalentes, logo, existem constantes

C e C tais que
2
L2(0,1

2
L2(0))"

C’u“" ) S HuHi{g(O,l) < 5‘%} (3.56)

Usando a equivaléncia em (3.56) segue que, a norma em (3.54) é proveniente do produto

interno (3.55), ja que, satisfaz a lei do paralelogramo.

U1 U2
Com efeito, sejam | v, |, | v, | € H = Hy(0,1) x L*(0,1) x L*(0,1).
91 ‘92
Logo,
2 2
Uy Us uy + U
2
U1 + Vg = V1 + Vg = ’<u1 + UQ)I‘LQ(O,Z) +
61 92 H 61 + 92 H
2 2
+ |U1 + UZ{LQ(O,Z) + |91 + 92‘L2(0,l)
_ 2 2 01 + 6,
= Jui + u2f’3‘L2(0,l) + [ + UZ‘H(OJ) + 61 + 2}LQ(OJ)

|U1x}2 + 2(ulx> sz) + |U2x}2 +

+ ol + 200 0) + oo+
+ 0]+ 2(61,62) + |65 (3.57)
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Por outro lado,

2 2
U1 U2 U — U2
2
V1 - Vo - V1 — V2 = |(U1 - U’Q)x‘LQ(OJ) +
0 0 0, — 0
1 2 H 1 2 "

+ |Ul - “2|i2(o,z) + |91 - 92’;(071)

= |ui, — Uzz‘iz(o,l) + | — 02‘;(0,1) +]600 — 92‘12(0,0
= |U11|2 — 2(w1g, u2g) + |U2m}2 +

+ o] =201, 0) + Jwa]” +

+ 6]t - 2(61,65) + |65 (3.58)

’ 2

De (3.57) e (3.58), obtemos

2 2
Uy Uz Uy Uz
V1 + V2 + U1 - (%) -
0 0 0 0
1 2 " 1 2 "

— 2|U1x|2 + 2‘“21“2 + 2‘1)1‘2 -+ 2|U2|2 + 2}91}2 + 2‘92‘2

= 2(fusel* [on]* 00+ e o] + J6])

(751 (75
= 2 (] + V2
91 02

Vamos mostrar que H munido da norma (3.54) ¢ um espaco de Hilbert.
un

De fato, seja | v, | € H uma sequéncia de Cauchy em H. Logo, (um), (vn) e (6n)

On
sao sequéncias de Cauchy em L?(0, [). Como L?(0, [) ¢ um espago vetorial normado

completo, tem-se

Upe —> 2 em  L*(0,1);
Vp = U —> v em  L*(0,1); (3.59)

0, — 0 em L2(0,1).

Da equivaléncia das normas em (3.56), obtemos que (u,)nen ¢ de Cauchy em H}(0,1).
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Logo,

u, — u em L*(0,]) = u, — u em D'(0,])

Upe — 2 em  L*(0,1),
o que implica

Upz —> Uy em D'(0,1)

Une —> 2z em D'(0,1).

Pela unicidade do limite em D'(0, 1), tem-se z = u,. Logo, u € H}(0,1) e, portanto

U, U
v, | — | v | em H=H;(0,1) x L*(0,1) x L*(0,1).
0, 0

Portanto, H é um espaco de Hilbert.

Escolha do dominio D(A) do operador A

Devemos escolher D(A) de tal modo que, A seja fechado e densamente definido.
Note que, para o célculo da energia, v = wu; deve possuir a derivada fraca v, bem
definida e, por (3.50)3, v € H}(0,1). Dai, v, € L*(0,1) e, consequentemente, av, €
L*(0,1), a € R.

Além disso, também devemos integrar ., - u; e af, - u;. Como u; € L?(0,1), é
suficiente que ., 0, € L?(0,1) e, sendo L*(0, 1) um espaco vetorial, u,,—ab, € L*(0,1).
Por um raciocinio andlogo, temos que —av, + 6,, € L?(0,1) pois, para o calculo da
energia o produto interno (6,,,0) € L?(0,1) deve estd bem definido, o qual, representa

a dissipacao de energia da onda. Sendo assim, obtemos

Uu v
A v = | wy,—ab, | €H=H0,1)xL*0,1) x L*(0,1).

0 —QUz + exm
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Dai,
u u
D(A) = v | €H A v ceH
0 0

3.2.2 Caracterizagao explicita de D(A)

u
Seja | v | € D(A). Como, do calculo da energia, u,, € L*(0,1) entao u € H?(0,1).

0
Desde que, u € HJ(0,1) implica que v € Hg(0,1) N H(0,1). Além disso, v € H(0,1).

Por outro lado, temos que 6 "se anula na fronteirae possui derivada fraca bem definida,

isto ¢, 0, 0, € L*(0,1). Dai, 6 € H}(0,1) N H?(0,1). Portanto,

v | e (H&(O,l) ﬂHQ(O,Z)> x HY(0,1) % (H&(O,l) OH2(O,Z)>. (3.60)
0

Por outro lado, dado

u
v | € (Hg(o,o mH?(o,Z)) x HY(0,1) % <H01(0,l) mH?(o,Z)),
0
desde que,
Hy(0,1) N H?*(0,1) € Hy(0,1) e Hy(0,1) = L*(0,1),
tem-se
u u v
v GD(A): v € H, Upy — Ay € H
0 0 —av,; + 0:5:6
Portanto,

D(A) = (Hg(o, 1) N H2(0, 1)) x HL(0,1) % (Hg(o, 1) N H2(0, 1)>.

No que segue, temos o seguinte resultado:
Afirmacgao 3.4 Seja A: D(A) C H — H um operador linear. Entdo:

(1) A é densamente definido em H;



(2) A € um operador fechado.

Demonstragao: (1) A é densamente definido em H. Com efeito, como

1 2
OO _ o, mon”

HY(0,1) N H2(0,1) = L*(0,1)

70

e
a0, N H20,0)" Y = 12(0,1).
Tem-se,
DA = mMONnwO.n " < W xmo.nn o)
= HN0,1) x L*(0,1) x L*(0,1) = H. (3.61)

(2) A: D(A) C H — H é um operador fechado.

Vamos mostrar que o grafico de A, definido por
G(A) ={(z,A(z)) e Hx H; z € D(A)}

é um subconjunto fechado de H x H.

Up
Seja z, = | v, | € D(A) C H. Logo,
On
[ Uy, 0 1 0 Up,
Alzn) = A | o, = | (e 0 —a()s v | =
0, 0 —al) Om ) |6
Un
= Up ww — OOp 2 e f.
— QU g + O oo
Entao,
u
(2n, A(2,)) — (7, w) em H x H, com z = | v | € D(A).
0

Mostraremos que A(z) = w.
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Uy
Considere entao, w = | € H. Como,
6
Un, Uy
A(Zn) - Un,zx aenx —w= 0
—aUp gy + Op oo 01
e
Up u
o=\ v, | — | v | =zem H
0, 0
temos que,

v, —>u; em Hi(0,1) = v, — u; em L*(0,1)

v, — v em L*0,1),
logo, pela unicidade do limite em L?(0,1) tem-se v = u;. Além disso,

v, — vem D'(0,l) = wv,, — v, em D'(0,]) =

= av,, — av, em D'(0,1).
Agora, sendo
u, — wem H3(0,1) = wu, — uem D'(0,l) =
= Upzr — Uy em D'(0,1).
Por fim,
0, — 0 em L*(0,1) = 6, — 0 em D'(0,1),
donde segue,
Ope — 0, em D'(0,1)
Opzw — 0 em D'(0,1),
respectivamente. Assim, desde que D’(0,[) é um espago vetorial, obtemos que

Upgz — Wpy — Uyy — aby em D'(0,1) (3.62)

Opww — QUpy — Opp —av, em D'(0,1).
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Por outro lado,

Up gy — A0p o — v em L*(0,1)

Onze — AUnp — 01 em L*(0,1),
o que implica

Upzz — 0y — v1 em D'(0,1) (3.63)
Opzw — QUpy — 61 em D'(0,1).
Pela unicidade do limite em D’(0,1), segue-se a partir de (3.62); e (3.63)1, (3.62)y

e (3.63)q, que

Ugy — a0, =1 € O — av, = 04

respectivamente. Portanto,

Uy v u
w=| v | =| Up—al, |=A v = A(2)
0, —avy + 0,z 0

Teorema 3.5 O operador A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contra-
coes S(t) =eM, t >0 em H.

Demonstracado: Pela afirmacao (3.4) temos que D(A) = H. Devemos mostrar que
0 1 0
A ¢é dissipativo e que 0 € p(A). De fato, sejam A = [ (.),, 0 —a(), | €

0 _a(')x ()xoc
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u
U= v . Dai,
0
0 I 0 u u
(AU’ U)H = ( )xac 0 —CL( )a: v ) v
0~ e J\o) \0)),
v u
= Ugpy — Ay ; v =
—av, + 0., 0
H
= (u:w vﬂC)LQ(O,l) + ((uazw - a’gaﬁ)’v) L2(0,l) _I_ (<_avx + 9$CIZ)76) L2(0,l) =
! l ! I I
= / Uy Uy +/ UgpV — / (aly)v — / (av,)0 +/ 0,.0.
0 0 0 0 0
Lembrando que v = 0 na fronteira e f(f (av,)d = — f(f (ab)v, obtemos
I I l
(AU, V), = _/ (af,)o +/ (a0,)0 _/ 0, <.
0 0 0
Ou seja,

!
Re(AU, U),, = —/ 6.|* <o.
0
De onde conclui-se que A é dissipativo.
Seja F'= (f, g, h)' € H. considere a equagio
— AU = F,
isto &,
—v = f =v=-—f€H0,I)
—Uge +ab, = g € L*0,])
avy — 0y = h = —0,, = h—av, € L*(0,1).
Substituindo (3.65); em (3.65)3, obtemos

_ex:c =h+ afxa

dai
—0e = ¢ em (0,1) x(0,T), com ¢ =h+af, € L*(0,1)
6 =0 t>0

(3.64)

(3.65)

(3.66)
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Portanto, pelo Teorema (A.18), existe uma tnica 6 € Hg(0,1) N H?(0,1) solugao
fraca de (3.66).
De (3.65)3, tem-se

~Upy = g—ab, =1 em (0,1) x (0,T) com v € L*(0,1)
u = 0 t > 0.

(3.67)

Aplicando o Teorema (A.18) de regularidade de equagoes elipticas, temos que, existe

uma tnica v € H}(0,1) N H%(0,1) solugao fraca de (3.67). Assim,

NU=| v | €D(A) = (Hy(0,) nH*(0,1)) x Hy(0,1) x (Hy(0,1) N H*(0,1))
6

solucdo de (3.64). Além disso, D(A) < H entao, de (3.64), |U||g < k||F||g com k >0
independente de U. De onde concluimos que 0 € p(A). Dai e, da Afirmagao (3.4), con-
cluimos pela Proposicao 1.32 que, A é o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo de con-

tracao. ]

Agora, pelo Corolario 1.15, U(t) = Uy, é a tinica solucdo que satisfaz o pro-
blema (3.51) e
U € C ([0, 00); D(A) NC ([0, 00); H).

3.2.3 Decaimento Exponencial

Teorema 3.6 O Cy-semigrupo de contacio {e'}i>o gerado pelo operador linear nao-
limitado A, definido por

0 I 0
A= (e 0 —al()
0 _a(')w ()mz

€ exponencialmente estdvel, isto €, existem duas constantes M e w tais que
el < Me ™, ¥t >0, M>1 ¢ w>0. (3.68)
Demonstragao: Pelo Teorema 3.5 vimos que A é o gerador do Cy-semigrupo {e?} >

de contragao. Devemos mostrar a estabilidade exponencial do semigrupo associado

ao sistema de evolugao (3.50). Para isso, usaremos o Teorema de Gearhart. Assim,
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sendo 0 € p(A) e A invertivel, usando o Lema 1.3 temos que, para todo A € C com

0 <M < [][A7Y™! o operador
M—A=AMNAT =) (3.69)

é invertivel, uma vez que, tomando B = —I e S = AA™!, obtemos (AA~! —1T) invertivel.
Donde, consequentemente, a composicao de operadores invertiveis é invertivel.

Sendo assim, suponha que a hipotese (2.3) do Teorema de Gearhart ndo ocorre.
Entao, (Al — A) para A = i, 8 € R, nao ¢ invertivel, ja que, |\| < ||A~!||~! nao ocorre.
1 H -1

Dai, existe v € R com ||A~ < |y] < oo tal que

{iB; 18] < |vI} € p(A) (3.70)

sup{[| i8I — A 18] < |} = . (3.71)

De (3.71) tem-se que, existe uma sequéncia (5,)nen, 5, € R com |3,] < |v| tal
que 3, — 7 e, uma sequéncia de fun¢oes vetoriais complexas (W, ),en, W, € H tal

que
~1

(@51 - 4)
g

Wa

Logo,
(i = A)Wo|| > nl| W,

|, VneN. (3.72)

Como A é o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo de contragao, pelo Teorema de

Lumer-Phillips, segue que, A é m-dissipativo em H. Assim, para (W, ),en C H existe

U,
(Un)nen C D(A), U, = | v, |,com norma unitaria, isto é,
Oy,
”U”Hil = ’um|i2(o,z) + }Un‘iz(()’l) + ’9”|i2(0,l) =1 (3.73)

tal que
(zﬂnl — A)Un =W,, VYneN.

Dai e, de (3.72) tem-se U, = (iﬁnl — A)_lwn e, portanto,

1(@8.1 =AWl [

; >n, VYn e N.
W] (@8] — A)U,||



Ou seja,
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[EREA S A (3.74)

Passando ao limite em (3.74) quando n — oo, obtemos

| (i8] — A)U,||,, — O, (3.75)
logo,
iBovn | = | Unze — abpa — 0, quando n — oo
Zﬁnen Hn,a:a: - avn,x
e, portanto,
Bty — vy o o em H(0,1) com n — oo,
iBnVn — Unge + aOng 7% 0 em L?(0,1) com n — oo, (3.76)

forte

iBnbn — Onaw + avy, — 0 em L?*(0,1) com n — oo.

Tomando o produto escalar de U,, com (iﬁnl — A) U, em H, obtemos

((@Bud = A)Un, Un)yy = (BaUn, Un) y = (AUn, Un)

Un

= 2
- ZﬁnHUn”H - Un, zx

en,x:r -

Un,
- afen,az ) Un
Uy ,

- EﬁnH(Jn”Z - [(un,myvn,:p) + ((un,xx - aen,:p)a Un)} -

- ((en,x:p - avn,x), en)
EﬁnHUnHiI - (un,xavn,x)

- (un,:c:(nvn) +

+ (aen,xu Un) - (Qn,mxa 071) + (afvn,;m en)

= EﬁnH(]n”Z - (un,m7vn,:p) + (un,xy Un,r) +

+ (aen,xa Un) + (en,xa en,:p) + (@/Un,:m en)

= 5ﬁnH(]n”i( + ‘envw‘iQ(O,l) + (aen,xavn) + (avn,xa en)

= EﬁnH(]’n”i{ + ’6”@‘?2(0,0 + (aen,xyvn) - (CLUn, en,x)

= BallUnlly + [0l

e assim, a parte real ¢ dada por Re((iﬁnl — A) Uy, Un)

- }9"@ ’i?(o,zy



Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

(Onlre0y = Re((iBul = AU, U,) <
< [((#Bud = A)Un, Un)|; <
< @Bl = AU U] =

Assim,

0,, — 0 forte em Hy(0,1)

Usando a desigualdade de Poincaré, tem-se

< |Ona V0, € H}(0,1), n € N.

‘en‘;(o,z) |i2(o,z)>

Donde, obtemos

0,, — 0 forte em LZ(0,1).

A partir de (3.79) e (3.76)5 tem-se
O vw — AUy, — O forte em L*(0,1).
Integrando (3.80) de 0 & x, obtemos

T d
/ — (0 — av,)dz — 0,
0 dz

pelo Teorema Fundamental do Calculo

On,o(2) = 0,,5(0) — a(vy(z) — v,(0)) — 0O forte em L*(0,1).

O que implica por (3.78) que
0,,2(0) + av,(x) — 0 forte em L*(0,1).
Desde que,
HUanH = ‘“WEZ(O,Z) + |”n‘iz(o,z) + ‘Hn‘iz(o,l) =1
entao ‘unx

2
|L2(0,l)

‘iﬁnu,w — Uzl — 0 em L*(0,1), n — oc.

| (i — A)U,||,, — 0, por (3.75).

< 1, para todo n € N. Por outro lado, de (3.76); temos

77

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)

(3.82)
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Logo,

‘Un,:c }LQ(OJ) = ‘Un,x - Z/Bnun,x + iﬂnun,x‘Lz(OJ) <
< ’iﬂnun,x - Un,ac|L2(07l) + |Bn‘ {u”’x‘L%O,Z) <k, (383)

Vn € N, ja que (5,)nen € uma sequéncia limitada.

A partir disto e de (3.80) temos

‘Hn,a:m ‘LQ(O,I) = ‘gn,a}x — QUp g + AUn g ‘Lz (0,0)

S lgn,mz - avn,x ) + ‘avn,z

}LQ(O,Z ‘L2(0,l)

== len,zx - av”’x}LQ(O,l) + ’aH/Un,:L"’LQ(O,l)

< |bnwe — avna )+ lal -k <k, (3.84)

}LQ(O,Z

desde que |9n,m — QUp — 0 por (3.80).

‘LQ(O,l)
Portanto, de (3.83) e (3.84) obtemos, |9nm’ ¢ uniformemente limitada com res-
peito a n.

Pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg e por (3.84), segue que

%
C1 |0n,$x ‘LZ(O,l) ’971,45 ‘LQ(O,I) +c2 ’8”795 }LQ(O,Z)

[0z (0] < ||

IA

< ekl colfc] ooy pOr ()
= sl + 2l gy — 0. pOr (3.77). (3.85)
A partir de (3.81) e (3.85) segue que
v, — 0 forte em 1%(0,1). (3.86)

Tomando o produto interno de (3.76)s com wu,, em L?(0,1) e denotando

Z.5712)71 — Unpzx + aen,a: = fn

obtemos

(fm u")LQ(O,Z) = (iﬁnvn — Up,zx + aen,ma un) L2(0,1)
= (iByvn, u")L?(o,l) — (Un,zas u")L2(0,l) + (afnz, un) 120"

Como, pelo Teorema de Green (unm, un) = —(un@, un@)LQ(O’l), obtemos

L2(0,0)
’un,x ‘12(071) = (_iﬁnvnv un) L2(0,1) + (_aen,m un) L2(0,1) + (fna un)LQ(OJ)
< ‘_Zﬂn“n‘ﬂ(o,l)|“n|L2(o,Z) + }_aew‘m(w) ‘U"‘LQ(OJ) + |f"‘L2(O,l)|u”|L2(0,l)

’5H|R‘”n’L2(0,z)|“n|L2(o,1) + |a||Q”vz‘L2(0,l)’u”|L2(0,l) + |f”|L2(0,l)|u”‘L2(0,l)
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e pela desigualdade de Poincaré, existe uma constante c tal que

‘u”ﬂf|L2(o,Z) < (lﬁnHU”’m(o,l) + |a|’0”1$}L2(0,l) + ‘fn}LQ(O,l)) ‘u”’LQ(O,l)

IA

(‘5”HU"’L2(OJ) + ‘a"en’w}m(o,n + ‘fn}m(o,n)c‘um|L2(o,l)'
De onde temos
}u"vfﬂ‘m(o,l) < ¢([8a] ‘U"‘LQ(O,I) + ‘a"en»wh?(o,n + ‘fn|L2(0,1))' (3.87)

Logo, de (3.76)2, (3.78) e (3.86) segue que

fn—> 0 (forte) em L?(0, 1), quando n — oo;
0. —> 0 (forte) em L*(0, 1), quando n — oo; (3.88)

v, — 0 (forte) em L%*(0, 1), quando n — oo,

respectivamente.

Como f, — v, ¥n € N e, substituindo (3.88) em (3.87), obtemos que
U, — 0 forte em L*(0,1), quando n — oo. (3.89)
De (3.79), (3.86) e (3.89) segue que
HUHHZ = ‘um’i?(o,l) + |U”‘L2(O,l) + ‘9”‘1:2(0,1) — 0, quando n — oo.
Por outro lado, HUnH = 1, que é uma contradigao. Portanto,
R = {iB; B €R} Cp(A).
Agora suponha, por contradi¢do, que (2.4) ndo é verdadeiro. Logo,
limsup ||(i81 — A) 7} = co.

|8]—o0

Entdo, existe uma sequéncia 3,, com |f,] — 400 e uma sequéncia de fungoes

vetoriais complexas (V,,)neny em H tal que

donde seque que

1G@8nT = A)7Va| = nf|Va]) (3.90)
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Uma vez que, A é o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo de contracao, pelo

Teorema de Lumer-Phillips, resulta que A é m-dissipativo em H. Dai, para toda

sequéncia (V;,),en C H, existe uma tnica sequéncia (Uy,),en C D(A), com ||U, ||z =1

tal que
(1] — A)U, =V,, ¥neN.

Dai e, de (3.90) tem-se

|8 = A7Vl o]
= — >n.
IVall (@8] = AU
Isto é, ||UnH > nH(iBnI — A)UnH. Denotando,
Ly = (zﬂnl — A) U,
e substituindo-o em (3.91), obtemos
1
2] < 2.
Uma vez que HUnH =1, obtemos,
HZ"HH — 0, quando n — oo.
De onde segue
iBptin Un,
iBovn | = | Ungx — aOna — 0, quando n — o0
Zﬁnen en,a:ac - avn,;v
e, portanto
Bty — Uy e em H}(0,1) com n — oo
iBnUn — Upagw + abps Lot 0 em L?(0,1), com n — oo

iBn0n — Onuw + U, e em L?(0,1), com n — oo.

(3.91)

(3.92)

(3.93)

(3.94)
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Tomando o produto escalar de U, com Z, em H, resulta que

(Un7 Zn)H = (Una Zﬂnun)H - (Una AUn)H =

Un, Un
= 2
= Z/B’n,H U’I’L”H - Un ) ummx — a/en,a: =
‘971 en,:c:r; - avn,x

H

= EﬁnHunHi{ - [(un,wa Un,m) + (un,mxa Un)_(aen,xa Un) + (en,xm7 Qn) - (avn,ma en)]

= Bu||U|[, + (aBr s v0) — (B, 0n) + (a0, 60,) =
= Bl Ul = (Brse b) =
= Bl Ul + 0l
logo,
Re(Un, Zy),y = |9n7x\;(07l).

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

’Q"’Iﬁﬁ(o,l) - Re(UmZ”)HS

< U Z0) | < 10|20l <
< k|| Z,||,, — 0, por (3.93). (3.95)
Portanto,
0,, — 0 forte em Hy(0,1) (3.96)
e, pela desigualdade de Poincaré
0] 2200) < Ol r20ry ¥0n € Hy(0,0), n €N,
obtemos
0,, — 0 forte em L?(0,1). (3.97)

Note que, a prova desta etapa ¢ mais delicada, em relacao a etapa anterior, pois,

fn — o0, n € N. Sendo assim, dividindo (3.94)3 por /3, # 0 obtemos

B B B
donde por (3.97) temos que

0 av 0 —av r
zﬁn n,TT n,x Zen _ Iz 7T fo—tf 0 em L2<O, l)

Hn,:ca: — QUp gz forte

3 == 0 em L*(0,1). (3.98)



Dividindo (3.94); por 3, obtemos

. (Y forte
iy, — — — 0

g = 0 em H,(0,1)

entao,
Un,z forte

Bn

VU g —
donde resulta
Un,e = iﬁnun@a n € N.

Substituindo (3.100) em (3.98) decorre que

en,x:p

5 — AU, 4 T () em L*(0,1).
Desde que,
HU HH ‘U"I|L2 0l)+|U”‘L2 0,0) +‘9 ’LQ (0,0)

podemos afirmar que |unm < 1. Dai e por (3.101), obtemos

‘LQ(O,l)

Qn,xx On,x:c . .
—— = 1AUp p + 1QUR 4 <
Bn 5n L2(0,l)
Onza au + }iau ‘
— ﬁ n,xr n,r LQ(O,l)
n L2(0,0)
ou seja,
gm é uniformemente limitada.
n

Tomando o produto interno de (3.101) com w,,, em L?(0,1) tem-se

en,xx . o en,:ﬂm . 2
Y Zaun,x; U/n,m - 9 un,x - Za‘un,z }LQ(O n:
ﬁn L2(0,1) ﬁn

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que

0 , 0 .
Re (% - Za'un,aza Un, S % - Zaun,a:y un,m S
n n
< en,:m: . <
= 5 - Zaun,x |un,x‘L2(07l) =
" L2(0,0)
) .
S nIr T,
6”1 L2(0,0)

obtemos por (3.102) que

Bn

0 em L*(0,1), quando n — oo,

=1,

§|a"1§00a

en,zm . 2 forte
( ,un,x) - za’un@‘ﬂ(o’l) — 0 em L*(0,1).
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(3.99)

(3.100)

(3.101)

(3.102)

-1 — 0 por (3.101),



0
Integrando <%,unm) por partes, temos
n

<0n,zx )
— o Unz -
6” L2(0,1)

Dividindo (3.94), por 3, obtém-se
. Un, zx
i, — ——

B

donde, por (3.95) tem-se
1, —

e, usando o fato de que ‘vn <

|2
L2(0,)

Un,zx

Bn

Un,zx

desde que, por (3.104), 3

— 1,

Un,

n

Assim, segue-se a partir de (3.95) e da desigualdade de Cauchy-Schwarz, que

(52me)
— > Unax =
Bn L2(0,0)

!
i/ Oz (X, ) U (2, t)d
671 0

1
—Up o (2,1)0p (2, ) —
3 (2, )00 (2, 1)

1

—/ O,z (2, 1)Uy 30 (2, ) d

ﬁn 0

Un o (1,1)0,,.(1, 1) B Un,2(0,1)0,, (0, 1) B
Bn Bn

()
Bn’ n,xr |-

enm orte
aﬁ—’ %0 em L*(0,1),

un7xa; forte

== 0 em L*(0,1)

B
1, deduzimos que
U 4 .
g:x — 1y, + 10,
U . .
DT v, |+ |wn’ <1,
Bn
— 0. Logo,
L2(0,1)

é uniformemente limitada.

(9%% M)
Bn /1200

U
< ' (977, T ﬂ
< B, )
'U/n,$l’
< |9n,x‘L2(0,l) W L2(0,1)

< |Opa| -1 —0.
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(3.103)

(3.104)
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Isto é,
071 x
( , Up, m) — 0. (3.105)
P’ L2(0,0)
Dai, pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, temos que
< 01’— Onz|iaoy T Co—F—=
H \V |/Bn| L>(0,]) V |/Bn ‘ ’LQ(OJ) V |6n|
= () O,z + Co——=
ﬂn ’ }L2(0,l) 2 ‘6 ‘5
< G Colbnsl oy + Co :B”r| — 0, (3.106)
b n 2

uma vez que, |0, .| — 0 e 8, — oo quando n — oo.

Também temos,

1
Unp,z |Un, 22| 2 3 |Un |
S Cl 7 ‘un,ml 2 + 02 7
‘ V ’ﬁn’ L*=(0,) V |5n| 200 V ‘5n|
un,:vx |un,$|
— Cl Bn |un7w‘L2(0,l) | n|§
i unz
< O 1ung 200 +C’2‘ 1| <C, (3.107)

| n‘z

com C' uma constante positiva independente de n. Entao, verifica-se a apartir de

(3.106) e (3.107) que

un,aren,ar un,xen,x - un,xen,x
Bn B B Loo(0,1) é+% Lo (0,0)
sl
 VIBVI6]
< ||u”vl’HL°°(0,l) Hen,IHLw(oJ) 0
VB V16l
Dai e, por (3.105) obtemos de (3.103) que
en xrx f07't6 2
P () em L2(0,1). (3.108)
B
Logo, substituindo (3.108) em (3.102) resulta que
2
|tne| 2y — 0. (3.109)
Agora, substituindo (3.109) em (3.99) decorre que
Un,z forte 2
— 0 em L°(0,1), quando n — oo. (3.110)

Bn



Como por (3.95), |6, — 0 temos de (3.94),

|L2(0,l)

1BnVn — Uz 1o () em L*(0,1).

Fazendo o produto interno de (3.111) com v,, em L?(0,1), obtemos

(Zﬁnvn — Un,zz) Un>L2 l = (iﬁnvn; Un) - (un,x:pa Un)
(0,0)

Green

=

por (3.111). Dividindo o resultado por 3,, implica que

: 2 Un,x 0
Z‘Un|L2(O,l) + Un,z, E . — U.

Note que,

Un,x
B

— 0,
L2(0,0)

Un,z
Un,z —> < gl
‘ ( B L2(0.0)

por, (3.109) e (3.110), respectivamente. Dai e, por (3.112), obtemos que
forte )
v, — 0 em L*(0,1).
Logo, de (3.113), (3.109) e (3.97) temos
HUHHH = ’u”v$|L2(O,Z) + ‘U”‘H(O,l) + ’9”|L2(0,Z) — 0,

o que contradiz o fato de que HUnH = 1. Sendo assim,

limsup ||(i8] — A)7Y| < oo

8|00

e, portanto, o semigrupo {e4};> é exponencialmente estével.

3.3 Sistema Viscoelastico

iﬁnlvn|i2(0,l) + (un,xa Unvx)LQ(O,l) —0
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(3.111)

(3.112)

(3.113)

Primeiramente, consideramos o movimento transversal de uma corda eléstica,

com comprimento finito 7, o qual denotamos por u(z, t), com z € (0, ), o deslocamento

horizontal da corda em cada instante ¢ > 0. Agora, vamos assumir que a corda esté

presa em ambas extremidades, x = 0 e x = 7. Entao, temos as seguintes condicoes de

contorno:

u(0,t) =0, wu(m, t)=0.
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Agora, note que na equagao uy — Uy, + u; = 0, a dissipagao esta distribuida uniforme-
mente em toda a corda. No entanto, é desejavel, na pratica, considerar o problema com
dissipacao localmente distribuida. Mais precisamente, nesta secao, consideraremos o

seguinte modelo com dissipagao localmente distribuida:

Ut — Uge + a(x)uy, =0 (z,t) € (0, m) x (0, 00),
u(0,t) = u(m, t) =0 t>0,

(3.114)
U(ZE,O) = UO(:E) x € [07 7T],
ut(xvo) = ul(x) S [07 W]a
onde a(r) é uma fungao dada tal que a € W'*°(0,7), a(z) > 0 em [0, 7] e
ap = / a(x)dx > 0. (3.115)
0

Isto significa que a(z) pode se anular em alguns pontos do intervalo [0, 7], mas a me-

dida do seu suporte é positiva.

3.3.1 Existéncia e Unicidade de Solucao

Formulacao Abstrata do Problema

Considere v = u;. Dai, vy = uy = Uz — a(x)uy. Sendo assim, escrevendo U(t) =

u(t)

v(t)

, temos

podemos reescrever o problema (3.114) como um problema de valor inicial de 1* ordem:

d

e (3.116)



Escolha do Espaco H
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Nao obstante, estamos interessados em provar que A é o gerador infinitesimal de

um Cy- semigrupo de contragao. Mas primeiramente, fagamos o seguinte: tomando o

produto interno de (3.114); com u; € L?*(0,7) e fazendo integracao por partes, temos

(g, w) — (Uga, uy) + (a(x)uy, uy) = 0,
o que implica
1d 2 ™ ™ )
§£|ut’L2(o,w> +/0 “w“wytdﬂﬂr/o a(x)|u|*dx = 0,
de onde segue,

1d, o /ﬁ 2
57 1Y + Ug,ty Ug + a(x)|v]“dr = 0.
2 dt| |L2<o,7r> (vt >L2(0,7r) ; (z)|v]

Dalf,
1d, 2 1d 2 T 2
311 )+ 5 el = = [ al@)fofds
e, portanto,
d (1 2 1, 2 T 2
dt (5’“$‘L2(0,n) + §’U’L2(O,ﬂ)> - _/0 a(x)‘v‘ﬂ(o,ﬂ)dx' (3.117)
Definindo
1 2 1, 2
E(t) = §|u‘r‘L2(0,ﬂ-) + §|U|L2(O,ﬂ*) (3.118)
obtemos de (3.117) e (3.118) que
d T 2
S B = - /O @)ooy
A partir de (3.118) e de (3.114), temos o seguinte espago
H = Hy(0, ) x L*(0, m)
equipado com o produto interno
(U1, Uz)H = (UlaryuQa:)LQ(O,ﬂ) + (Uh UQ)L2(0,7r) (3~119)
U1l U2
onde U; = , Uy = em H. No que segue, a norma em H é dada por
U1 Vo
2
u 2 2
|| ; = }“wh?(o,w) + ‘U‘B(Oﬂr)’ (3.120)
H
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Ademais, a norma usual Hquq&(O,ﬂ) = ‘ux‘;(o,w) + |u‘22(0m) e a norma |||U|Hi{5(o,7r) —
!ux’iz([)’ﬂ) sao equivalentes em H} (0, 7). De fato,
H|“|H§13(o,7r) = ‘ur‘;(o,w) < ‘um‘i2(0,7r) + |u‘iz(0,7r) = H“HZ&(O,W)’
por outro lado,
||uHi16(0,7r) = |“x’i2(o,ﬂ) + ‘u|2L2(0,7r) < |“x’i2(o,w) + C‘ux|i2(07r) =
= (1+ C)‘“w};(oﬂr)'
Logo,
H‘“H‘if&(o,n) < ||uHilé(0,7r) < 5”’“”&3(0@‘

Mais precisamente, existem constantes ¢ e ¢y tais que

el < Iy < el (3121

Segue de (3.121) que a norma em (3.120) é proveniente do produto interno (3.119),

j& que satisfaz a lei do paralelogramo:

2 2 2 2
Uy U2 Uy U2 Uy U2
+ + - =2 +
U1 Vo u (%] V2 I (%] I Vo H
com,
Uy U2
Uy = . Uy = eH
U1 Vg

H é um Espaco de Hilbert com a Norma (3.120)

Para verificarmos que H é um espaco de Hilbert na norma mencionada, proce-

. ~ . , . . un
demos como nas aplicacoes anteriores. Isto é, tomando arbitrariamente e H

Un

uma sequéncia de Cauchy em H, temos que, (u, ) e (v,,) sdo sequéncias de Cauchy em

L?(0,7). Como L?(0,7) é um espago de Banach, existem w e v em L?*(0,7) tais que
Upe — w em L*(0,7) e v, =u,; —> v em L*(0,7). (3.122)
Usando a equivaléncia das normas em (3.121), obtemos

< ealu,

HuHi{é(O,w) ’L2(0,7r)
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obtemos que (u,) é uma sequéncia de Cauchy em H}(0,7). Logo, (u,) ¢ de Cauchy

em L*(0,7) e

u, —u em L2*(0,7);
(3.123)
Upz —> w em L2*(0,7),

o que implica,

Upy —> Uy, em D'(0, m)
(3.124)
Upe —> w em D'(0,7).

Pela unicidade do limite em D'(0,7), w = u,. Portanto, u € H}(0,7) e, consequente-

mente,

U, U
— em H = H}(0,7) x L*(0,7).
Un v

Portanto, H é um espaco de Hilbert.

Escolha do dominio D(A) do operador A.

Devemos mostrar que o operador A é fechado e densamente definido.

No que segue, v = u; € H}(0,7), ja que, para o célculo da energia é necesséario que
v tenha derivada fraca v, = u;, bem definida e, u; = 0 na fronteira. Temos também
que integrar u,,u; e como u; = v € L*(0,7), é suficiente que u,, € L*(0,7). Sendo

L?(0,7) um espago vetorial, obtemos que
Upe — a(z)v € L*(0,7),

de onde segue,

u u
D(A) = €eH; A eH
v v
u
Para a forma explicita de D(A), tome arbitrariamente € D(A). Como
v

Uy, existe e u,, € L?(0,7) entdo u € H?*(0,7) e, desde que, u € Hy(0,7) obtemos

u € HY0,7) N H?(0,7). Além disso, v € H(0,7), o que implica
€ (Hy(0,m) N H?*(0,7)) x Hy(0,)

e, portanto
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(i) D(A) C (H(0,7) N H2(0,7)) x H(0, ).

Por outro lado, seja
€ (Hy(0,m) N H?*(0,m)) x Hy.

Como,
Hy(0,m) N H*(0,7) — Hy(0,7m) e Hy — L*(0,7)
obtemos,

€ Hy(0,m) x L*(0,7) = H

v
e, observe que
u v
A = € Hy(0,7) x L*(0,7) = H.
v Uz — a(x)V
u
Isto é, € D(A) implicando (ii) (Hg(0,7) N H*(0,7)) x Hy(0,m) C D(A).
v
Portanto,
D(A) = (Hy(0,m) N H*(0,7)) x Hy(0,7). (3.125)

4.1.) A é um operador densamente definido em H. De fato,

HL (0,7 —————12(0,7)

como HE(0, 7)1 H2(0,7) "™ = H1(0,7) ¢ HI(0,7)" "™ = L2(0,7), temos,

1 T 2 T
DAY = HO,mnH0,7) "« HI0, )" " =

H(0,m)x L2(0,m)

— (H(0,m) N H2(0,7)) x H(0,) _

= Hy(0,7) x L*(0,7) = H.
Portanto, A é denso em H.
4.2.) A: D(A) C H — H é um operador fechado.

Mostraremos que o grafico G(A) ¢ um subconjunto fechado de H.

Unp

Seja U,, = € D(A) C H tal que
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Entao,
(Un, AU,) — (U, Z) em H x H,
u
com U = € D(A). Devemos mostrar que A(U) = Z.
v
Uy
Seja Z = € H. Sabemos que,
U1

Un, Uy
AU,) = — =7 em H
Up g — a(T)Vy, v
Uy u
U, = — =U em H.
Up v

Dai, v, — u; em H}(0,7) o que implica v, — u; em L?(0,m). Por outro lado,

v, — v em L?(0,7) donde segue, pela unicidade do limite em L?(0,7) que v = u;.
Agora, desde que, u, — u em H}(0,7) implica que u, — w em D'(0, ),

o que implica, Uy ze — Uy em D'(0,7). Como v, — v em L?*(0,7) temos que

a(z)v, — a(x)v em L?(0,7) o que implica a(x)v, — a(z)v em D'(0, 7). Logo,
Upzz — a(T)Vy — Ugy — a(z)v em D'(0,7). (3.126)

Por outro lado,

Up oz — a(T)V, — v; em L*(0,7)

e, consequentemente,
Up.zz — a(2)v, —> vy em D'(0,7). (3.127)

De (3.126) e (3.127) obtemos u,, — a(z)v = v;. Portanto,
Z = = =A = A(U).

Teorema 3.7 O operador A definido por

A 0 1

gera um Cy-semigrupo S(t) = e, t > 0 de contracoes em um espaco de Hilbert H.
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Demonstracao: Ja vimos que D(A) é denso em H. Portanto, pela Proposi¢ao 1.32,

de Liu-Zheng, é suficiente mostrar que 0 € p(A) e que A é dissipativo.

Dado A = ! € D(A) e AU = ! temos
v Uzz — a(X)V
u v
(U7 AU)H - ’
v Uzz — a(X)V

= (um Uz)LQ(OJ) + (U7 Ugzr — a(%)'U)LQ(O’ﬂ_)
T s T Green
= / Uy VpdT +/ Uy VAT —/ a(x)|v]Pde =
0 0 0
= —/‘M@wfga (3.128)
0

Isto é, A é dissipativo. Portanto, resta provar que 0 € p(A).

Para qualquer F' = / € H, considere a equacao
g
AU =F
o que implica
v f
Uze — a(x)V g 7
isto é,
v = f€H0,n)
Upe — a(z)v = g€ L*0,7). (3.129)

Substituindo (3.129); em (3.129), obtemos

Upe = af + g € L*(0, 7). (3.130)
Portanto, pelo Teorema (A.18), (3.130) possui uma tnica solugao fraca

u € Hy(0,7) N H?*(0, 7).
Assim, existe uma tnica

U= ") eDn)=(H0,7)n H0,7)) x H(0,7)
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que satisfaz AU = F e, como D(A) — H entdo ||U||g < k|| F||g com k > 0 indepen-
dente de U. Logo, 0 € p(A). Portanto, A é o gerador infinitesimal do Cyp-semigrupo de
contragoes {e!}i>o. n

Obtemos pelo Corolario 1.15, que U(t) = U, ¢ solucdo tnica do Problema

Ug
(3.116), onde Uy = e
Uy

U e C ([0, 00); D(A)) NCL([0, 00); H).

3.3.2 Decaimento Exponencial

Teorema 3.8 O Cy-semigrupo de contracio S(t) = {e*}i>o gerado pelo operador
linear nao-limitado
. ( 0 I >
(Do —alz)]
satisfaz
leM|| < Me™", Vt>0, M >1ew>0. (3.131)

Demonstragao: Pelo Teorema 2.3 de Gearhart, é suficiente verificarmos que as con-
digdes (2.3) e (2.4) sdo satisfeitas.

Suponha, por contradi¢do, que (2.3) nao é verdade, entdo existe § € R, § # 0
tal que i € o(A). Como H é um espaco de Hilbert e A é um operador fechado, nao-
limitado e sobrejetor em H e, desde que, D(A) < H é uma imersao compacta em H,
pelo Teorema (1.33), A~! ¢ um operador compacto, i3 é um autovalor de A. Dai, existe

uma fungao vetorial
U= € D(A), comHUHHzl
tal que AU = iU. Sendo assim,
e ! (Y (3.132)

isto é,

(3.133)
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Tomando o produto interno de (3.133) com U = ! em H, obtemos
v
OWU—AULU> — (80, V), - (AU, U)
H

I
<.
=S
S
o
|
VRS
<
8
8
! N~
2
8
S
N~
/N
S I
~__—

= T~ (s 0]y (e = ata)o), )

Green

- 2 "
~ MWWH+/‘M@MWW
0
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

/Wa(x)|v|2dx = Re(ifU — AU, U) < |(iBU — AU, U)|
0

C.S.
=~
<

n

Jisv - U], 0], = o,

por (3.132)

desde que ||U||H = 1. Logo,
Re(ifU — AU,U),, = /07r a(z)|v|*dr = 0. (3.134)
Segue-se a partir da seguinte estimativa
@l = [ lat@plds = [ jata)Ploas
< [ lall=la(@livfda
= |la||r= /07r a(x)|v]Pdr = 0, (3.135)

que

a(zr)v =0, Y € [0, 7). (3.136)
Por (3.133); temos v = ifu. Substituindo em (3.133), e usando (3.136), tem-se
iB(iBu) — Upe + a(z)v =0 = —B*u — Uy, = 0.
Desde que, u satisfaz a condicao de fronteira de Dirichlet, escrevemos

_uzx_52u = O

u(z,t) = 0, t>0,

(3.137)
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de onde, deve existir um inteiro n € N tal que 8 = n. Dai, por regularidade eliptica,

(ver Brézis [3]) existe uma tunica
u = csennx em H)(0,7) x L*(0,7)

solugdo fraca de (3.137), para alguma constante ¢ # 0.

Portanto, segue-se de (3.133); e de (3.136) que
0=a(z)v = a(x)ifu = icna(zx)sennz, Yz € [0, 7). (3.138)

Note que, sennx = 0 apenas para x =0 e x = m. Sendo n € N e ¢ # 0 temos que
(3.138) ocorre se, a(x) =0, Vo € [0,7]. Mas, isto contradiz as hipoteses em a(x), uma
vez que, a(z) > 0 em [0, 7] e a medida do seu suporte ser positiva. Portanto, (2.3) se
verifica.

Agora, suponha que (2.4) ndo ocorre. Temos que,

limsup ||(i81 — A)_IH = 00.
|B]—00
Entao, existe uma sequéncia (3, )nen, com f, — 0o e uma sequéncia de fungoes vetoriais

complexas (V,)nen C H tal que

: _ A1
H(Zwllvf\l\) Vol s men g, em
niH
Dai, segue que
|(iBnd — A)'Va|| = n||Va]|- (3.139)

Como A é o gerador infinitesimal do Cyp-semigrupo de contracio S(t) = e, t > 0.
Entao, pelo Teorema de Lumer-Phillips, A é maximal dissipativo, de onde segue a
sobrejetividade do operador (i3,I — A) para algum n € N.

Sendo assim, de i3, € p(A), para toda sequéncia (V,,),en C H existe uma unica

sequéncia (Uy,)nen € D(A), com HUnH =1 tal que
(il — AU, = Vi, ¥n € N.

Isto é,

U, = (iB, — A)'V,.

Dafi e, de (3.139) temos
|Un]| = nl| (@I — A)TL.
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Seja F,, = (i8,1 — A)U,. Substituindo-o na desigualdade acima, obtemos
1
20 < 2o onde o = 1.

logo,
HF"H — 0, quando n — oo. (3.140)

Fazendo o produto interno de U,, com F},, temos que

Uy Fo)y = (Un, iBU, — AU, =
= allonlfy + [ a0l
Donde,
Re(U F2) = [ alolondo.
0
Agora, usando a estimativa (3.135) e a desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue

la@oal < ] / " (@) va
= |la|| < Re(Un, F)

< lall g (@, B
< all e lTall 10l — 0 por (3.140).
Logo,
a(x)v, — 0 forte em L*(0,7). (3.141)
Por outro lado, escrevendo F,, = " | e a partir de (3.140) temos
9n
fn = iBau, — v, — 0 forteem Hy(0,7),
Gn = 1BnUp — Uge + a(x)v, —> 0 forte em L*(0,7). (3.142)

De onde podemos deduzir, substituindo (3.142); em (3.142), que
— By — Ungw = Gn + 1B fr — a(z)v,. (3.143)

Seja q(x) uma funcao real de classe C'. Tomando o produto interno de (3.143) com

q(7)un em L?(0,7) e integrando por partes, obtemos:
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—=B2q(x)|unl? /5 + [y @:Balunl*dz
5 +
_Q(x)|un,x|2 /6 + fo7r qx|un,a:|2d$
5 )

(i) - (ﬁiuna () upz) = (Unga, Q(T)Une) =

(ii) (9ns @(2)une) + (iBnfn, @(T)tn ) — (a(T)vn, @(T)Un) = (Gn, ¢(@)Un)
- (Zﬁn(an)xaun)

Prova: (i)

(i.1) Da primeira parcela do lado esquerdo de (i), temos,

d
_(ﬁzunv q(x)un,x) = _%(/Biuna Q(l‘)un) + (ﬁzun,m C](IL‘)U,n) + (67%“717 Qqun) =

= Bl 5+ [ B s + (B ) =
0
= a5+ Bawlun /g~ [ Bl
0

- / Biq(m)un Up, AT + (ﬁiun, Qlin)-
0

(i.2) Da segunda parcela do lado esquerdo de (i), temos

d

_(un,azza Q(x)un,x) = _%(un,m7 Q(x)un,x> + (un,xa qgrun,m) + (un,an Q(x>un,xx) =

- _Q(x)|un,z|2 + (un,ma qgfun,x) + / Q(x)un,mm un,xdx =
0
= _q(x)|un,x’2 + (un,xa q:run,:p) + Q(x)’un,x‘

- / qaﬁ‘un,gc|2da7 - / Q('r)un,x un,mcd-r~
0 0

Somando (i.1) e (i.2) resulta que
_<6¢2Lum Q(x)un,x) - (un,mn Q(x)un,z> = - 62Q(x)un un,zdx
0

- / Q(x)un,x un,mcdx~

0

Note que,
(i.3) Temos,

- / Bq(@)inunpdr = —Fa(@)lunl® /5 + / 4o2 |t 2 +
0 0
+ /ng(x)ununxdx
0
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Adicionando — foﬂ qu(x)un Uy zdxr a ambos os membros da igualdade, obtemos

- / B0t ol = —B2q()|un? /5 + / 152 unPdz,
0 0

o que implica,

(@)|unl*/T + Jy taBhlunl*dz
5 .

s A2
—/ B2q() Uy Up pdr = Fud
0

(i.4) Agora como

- / 1@ tung tnmedt = —q(0)|unal/5 + / Golttnal?d +
0 0
+ / q(2) U 2 Up g d.
0

Adicionando — fo7r q()Up z Up zodr a ambos os membros da igualdade, temos

_2/ Q(x)un,x un,xxdx = _q<x>’un,x|2/g +/ qgv‘un,z|2dx7
0 0

sendo assim,

(x)|un,w|2/8 + fo7T q$|Un7:v|2dm
2

_/ Q(x)un,x un,xmdx - 4
0

de onde verifica-se (i).
Prova: (ii)

(ii.1) Trabalhando com a segunda parcela de (ii), segue que

(ii.2) (a(z)vy, g(z)un,) = 0.
Somando (ii.1), (ii.2) ao produto escalar (g,,q(z)u,z) ¢ usando o fato de u(m,t) =

0, Vt > 0 obtemos

(gn’ q(x)u"»m) - (Zﬂn<fn,xQ(x) + fn%:)a un) =
= (gn,q(x)un,x) - (Z/Bn(an)x,Un)7



o que verifica (ii).

Somando (i) e (ii) resulta que

/07r G ([tnal® + Brlunl?)dz — () |tn e (m)[* + ¢(0) [un. (0)* =
= 2(gn7 Q(x)un,x) - Q(iﬁn(an)xa Un)

Desde que,

10l = ltmal 20,y + [0nl 220y = 1

< 1, donde deduzimos que

2
temos que |un7z‘L2(0 )

12(9n - 4(@)uno) | < 2|90 2o 0@t 2o ) =

= Z}QH‘LQ(O,W) ‘Q(x) ‘ }un,:p‘Lg(OJ) — 0 por (3142)2

Por sua vez, de |vn < 1, temos

‘L2(O,7r)
[Buttn] = [iBattn] a(g zy = [1Buttn = 0+ 0a g 1y <

< ‘Zﬁnun - 'Un}L?(o,w) T ’UnlLZ(OJT) =L

pois, por (3.142),

. ¢
frae = 1Bnlng — Vn o Torte ) em L*(0,7),

de onde, pela desigualdade de Poincaré, existe uma constante ¢ talque

|fn|L2(077r) = C‘fn’I‘LQ(O,W)’ an S H&(O,TF)

e, consequentemente,

frn =18ty — vy, Tore () em L*(0, 7).

Logo,
Bauy, & uniformemente limitada em L*(0, 7).

Dai, note que

< | (fae  iBntin) | + | (frwa(@) , iBuun)|
| fatla||iBntin| + | fr.0(2)]||iBnua]

= |fallas[iBurtn] + [l a(@)||iBartn| — 0.

A

IN
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(3.144)

(3.145)

(3.146)
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Entdo, por (3.145) e (3.146) o lado direito de (3.144) converge para zero. Tomando

q(z) = x, 1 — z, respectivamente, deduzimos a partir de (3.144) que

/ 1 (el + Blun?)dz — Tl o(m)2 40 [una(O) =
0

= 2(gn, Ung) = 2(iBu(fa)e s un)  (3.147)

[ a4 B Pie) (L= Dl + 1 O =
0
= 2(gn,(1—x)un7x)—

— 2(iBu(fa(1 — 2))s , ). (3.148)

Adicionando (3.147) a (3.148) e lembrando que o lado direito das respectivas equagoes

acima, convergem para zero, temos
~ [t () [* + |1t 0 (0) ] — 0.
Sendo HUn”H = 1. Entao,
U (7)) — 1 € |ty (0)]* — 1.
Agora, tome q(z) = [ a(s)ds em (3.144). Dai, obtemos
/7r a(x)(]un,x|2 + 5§\un\2)dx — /7r a(s)ds|tp, .(m)|* — 0,
0 0
o que implica,
(aﬁnun, ﬂnun) + (aun@,un@) — /7r a(s)ds = ag > 0. (3.149)
0

No que segue, provaremos que isso é uma contradi¢do. Com efeito, vimos a partir

da equacao (3.142); e da desigualdade de Poincaré que
fn — 0 forte em L*(0,7).

Ademais,

af, =iaB,u, — av, o7 () em L*(0, ),

logo, por (3.141), iafB,u, e () em L?(0,7). De onde segue-se que o primeiro termo

do lado esquerdo de (3.149) converge para zero. Portanto, resta provar que o segundo
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termo do lado esquerdo de (3.149) também converge para zero. Tomando o produto

interno de (3.142), com au, e, integrando por partes, obtemos
i(avn,ﬁnun) + (aunw 7Un,w) + ((wn, aun) — 0. (3.150)

Dai, a partir de (3.142); e de (3.141) o primeiro termo & esquerda de (3.150) converge
para zero. Dividindo (3.142); por §,, temos que

v
Ju = iUy — — 1o () em H3(0,7)
BTL 677,
o que implica,
n . Un :
In = iun — — 50 em L*(0,7)
/Bn /BTL
e, consequentemente,
afn . AUy, forte 2
—— =iau, — — — 0 em L°(0, 7).
Bn Bn
Logo,
forte

au, — 0 em L*(0, 7).
Sendo assim, o terceiro termo a esquerda de (3.150) também converge para zero,
resultando na convergéncia do segundo termo a esquerda de (3.150) para zero, o que
contradiz (3.149). Entao,

limsupH(zﬂI — A)_lH < 00.

[B]—00

Portanto, o semigrupo {eAt} é exponencialmente estavel. [ ]

>0



Apéndice A

Espagos LP()) e W"P(Q)

Neste capitulo, enunciaremos alguns resultados classicos envolvendo os espagos de
fungoes LP(Q2) e W™P(Q). Mas, antes, apresentamos algumas nogoes sobre Derivada

Fraca.

A.1 Derivada Fraca

Em 1936, S. Sobolev introduziu o conceito de Derivada Fraca com o intuito de
sanar a necessidade existente em muitos problemas descritos pelas Equagoes Diferenci-
ais Parciais que possuem como dados iniciais fung¢oes que nao sao regulares o suficiente
para possuirem derivadas no sentido classico. Para o entendimento deste conceito,
vejamos o seguite:

Uma n-upla de inteiros ndo negativos a = (aq, s, ..., q,) é denominada multi-
indice e sua ordem é definida por || = a3 + ag + ... + a,. Representamos por D* o

operador derivagao de ordem |«/, isto é,

|ot]
L1052 . oo
Se a = (0,0,...,0) definimos D% como o operador identidade.

Definicao A.1 Sejam ) um subconjunto aberto do R™ e f : Q@ — R wuma funcdo
continua. Definimos o suporte de f, e denotamos por supp(f), como sendo o fecho
em 0 do conjunto {x € Q; f(x) # 0}. Se este conjunto for um compacto do R"™, entdo

dizemos que [ possui suporte compacto.
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Denotaremos por C§°(2) o espago vetorial, com as operagoes usuais, das fun¢oes infi-

nitamente diferencidveis e com suporte compacto.

Definicao A.2 Seja Q um aberto do R"™. Uma sequéncia (pn,)nen em C§°(Q2) converge

para @ em C§°(QY), quando existe um compacto K C § tal que:

i) supp(p), supp(pn) C K, ¥n € N.
it) Para todo multi-indice o € N", tem-se D*(p,, — ¢) — 0 uniformemente em K.

O espago C§°(Q2), munido dessa nog¢io de convergéncia, é chamado de Espago
das Funcoes Teste sobre 2 e é representado por D(S2).

Definicao A.3 Uma distribuicao sobre um aberto 2 C R™ € um funcional linear
T :D(2) = R continuo no sentido da convergéncia em D(), isto ¢,
i) T(ap + b)) = aT(p) + bT(¢V),Ya,b € R e Vp, v € D(Q);
1) Se p, converge para @ em D(Q), entdao T'(¢,) converge para T(p) em R.
O espago das distribuigoes sobre ) € denotado por D'(Q).

Se T € D(R), representamos o valor da distribuicdo 7" em ¢ por (T, ¢). Com

isso, dizemos que
T, — T em D'(Q),
quando,

(T, ¢y = (T, p) em R Vp € D(Q).

1
loc

Denotaremos por L; .(2) o espaco das (classes de) funges u : 2 — R tais que

|u| é integravel no sentido de Lebesgue sobre cada compacto K C €.

Exemplo A.4 (Distribui¢ao) Seja u € L}, .(Q). O funcional T, : D(Q) — R, defi-

loc

nido por
(Tug) = [ uleota)da
Q
€ uma distribuicao.
Sejam u, v definidos num aberto 2 C R"”, cuja fronteira I' é regular. Supondo que

u e v possuem derivadas parciais continuas em €2 = QUI'. Se u ou v se anula sobre I,

obtemos da formula de Green que

Au(m)%(m)dx: —/Qv(x);)—;(x)dx
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Essa expressao motivou a definicao de derivada fraca dada por Sobolev: Uma funcao

u € Lj,.(Q2) ¢ derivavel no sentido fraco em (2, quando existe uma fungao v € L, (Q)

loc

tal que
0
/ u(:v)—@(:z:)dx = — / v(x)p(x)d.
Q O Q
para todo ¢ € D(2).
Apesar da introducao desse conceito ter sido considerada de extrema importancia
na evolucao das Equacgoes Diferenciais Parciais, ocorria ainda que: nem toda funcao de

Ll

loe(£2) possui derivada nesse sentido. Dai, com o objetivo de sanar este problema, em

1945, Laurent Schwartz introduziu a nocao de derivada no sentido das distribuicoes.

Definicao A.5 Seja T uma distribuicao sobre Q e o um multi-indice. A derivada
DT de ordem |a| de T é um funcional DT : D(Q2) — R definido por

(DT, @) = (=1)"(T, D%p).
Além disso, DT é uma distribuicao sobre €.

Observacao A.6 Decorre da definicao acima que uma distribuicao tem deriwadas de

todas as ordens.

A.2 Espacgos LP()

Seja © um aberto de R™. Denotamos por LP(£2), 1 < p < 00, 0 espago das (classes
de) fungoes reais f definidas em 2 cuja p-ésima poténcia é integravel no sentido de
Lebesgue e por L>(£2) denotamos o conjuntos das (classes de) fun¢bes mensuréveis e

essencialmente limitadas em Q. O espago LP(§2) munido da norma,

1
1l = £l = ( / \f\pdx) s 1< p< oo
Q

1£llz<@) = I flloo = suD e55] f ()

é um espaco de Banach.
No caso p = 2, o espago L*(Q) é um espago de Hilbert com o produto interno

dado por

(fyg):/ﬂf(x)g(x)dx.
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Por L?

1e(82), 1 < p < 0o, denotamos o espago das (classes de) fungoes reais defi-

nidas em (), cuja p-ésima poténcia é integravel a Lebesgue sobre qualquer subconjunto

o0

compacto do R" contido em 2 e por L5,

(Q) o espaco das (classes de) fun¢bes men-
suraveis e essencialmente limitadas em qualquer subconjunto compacto do R™ contido
em ().

A seguir apresentaremos alguns resultados relacionados aos Espagos LF(€2).

Proposicao A.7 (Desigualdade de Young) Sejam 1 < p,q < oo tal que %—i—% =1

ea,b>0. Entao
al?  be
ab < — + —.
p q

Demonstragao: Ver prova em [11]. n

Proposicao A.8 (Desigualdade de Minkowski) Sejam1 <p<ooe f,g € LF(Q),

entao
1f+glly < I fllp + lgllp-

Demonstragao: Ver prova em [11]. n

Proposicao A.9 (Desigualdade de Hdélder) Sejam uw € LP(Q2) e v € LI(Q)), com
1<pqg< oo e%—l—%:l. Entio uwv € LY(Q) e

[uvlly < Jlullpllvlly-

Demonstragao: Ver prova em [11]. u
Corolario A.10 (Desigualdade de Holder Generalizada) Sejam uy,us, ..., uy
fungaoes reais, tais que u; € LPI(Q), 1 <p; parai=1,...,k, e ainda, Zle }% = % <1.

Entao, u = ujuy ... up € LP(Q2) e
lullp < llwallp llusllp, - - 1l

Definicao A.11 Sejam X e Y espacos de Banach, com X C Y. Sejai : X — Y
a injecao canonica de X em Y, que a cada elemento v € X fazemos corresponder
i(x) = x como um elemento de Y. Dizemos que a imersao é continua quando existe

uma constante C' > 0, tal que
|lz||lx < Cllz|ly, Vo e X.

onde ||.||x e |||y denotam as normas de X eY, respectivamente.
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Dizemos que a imersao é compacta quando a imagem de subespacos limitados de X
por ¢ sao relativamente compactos em Y.

Denotamos as imersoes continua e compacta de X em Y, respectivamente, por
C
X=Y e X<=Y

Sabendo disso, vale:

e Se () é limitado e 1 < p < g < 0o entao

LU(Q) < LP().

A.3 Espacos de Sobolev

Seja €2 um aberto limitado do R". Para um numero inteiro m > 0, 1 < p <
oo, representamos por W™P({2) o espago vetorial de todas as func¢oes u pertencentes
a LP(Q2), tais que para todo |a| < m, temos que a derivada de u no sentido das
distribui¢oes D*u, pertence a LP(€Q)) (ver [21]). Entdo, temos que, W™P(Q) é um

espaco de Banach com a norma

||U||€Vm.,p(g) = Z /Q ||D°‘u||12p(ﬂ) , quando 1 < p < 0o

laj<m

||| wm.oe ) = Z | D%u|| oo (), quando p = oo.

la|<m
Observagao A.12 Para p = 2, representamos W™2(Q) por H™(SY), por apresentar

estrutura Hilbertiana.

Proposicao A.13 O espaco H™(S2) munido do produto interno

(1, 0) i) = > (D%, D) 20y

la|<m

€ um espaco de Hilbert.

Demonstragao: Ver prova em [12]. u
O fecho de C{°(Q) em H™(Q2) é denotado por HJ*(2) e por H () o dual
topologico de H* ().

No que segue listamos algumas propriedades importantes dos Espacos de Sobolev.
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Teorema A.14 Sejam j e m inteiros quaisquer satisfazendo 0 < 7 < m, e seja 1 <

q,pgoo,erER,%gagltalque

Entao,

(i)

(i)

Para qualquer w € W™P(R™) N LY(R"), existe uma constante positiva C' depen-

dendo apenas de n, m, j, q, p, e a tal que temos a sequinte desigualdade:

| D, < C|D™ul?[ul}~ (A.1)

com a sequinte excecao: se 1 <p <ooem—j— % € um inteiro nao-negativo,

entdo (A.1) € satisfeita somente para = < a < 1.

Para qualquer u € W™P(Q) N L1(2) onde  é um abeto limitado com fronteira
suave, existem duas constantes positivas Cy, Cy tal que temos a sequinte desi-

gualdade:
| D7ulp0 < Co D™l glulyg" + Calulg (A.2)

com a mesma excecao da condicao anterior.
Em particular, para qualquer w € W™P(Q)NLY(Q), a constante Cy em (A.2) pode

ser nula.

Teorema A.15 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q C R™ um aberto limitado e

u € H}(Q). Entao, existe uma constante positiva C' dependendo apenas de Q2 e n tal

que

HUHLQ(Q) S CHVUH(LQ(Q))n, Vu - H&(Q)

Corolario A.16 Em HJ'(Q2), com Q nas condi¢oes do Teorema (A.15), as normas

[ullm ) e

3 /Q|D"‘u2>; (A.3)

laj<m

HUHH(S”(Q) = | Vull(z2 @) = (

sao0 equivalentes.

A prova deste resultado pode ser vista pelo leitor em [12].

Problema de Dirichlet Homogéneo

—Au+u = f, em()
u=0, em I =090Q.
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Definigdo A.17 Uma solugao classica de (A.4) é uma funcio u € C*(Q) que verifica
(A.4). Uma solugao fraca de (A.4) é uma fungio u € HY(Q) que verifica

/Vqu—l—/uv:/fv, Vo e Hy(9Q).
Q Q Q

Temos o seguinte resultado de regularidade para o problema de Derichlet.

Teorema A.18 (Teorema de Regularidade) Seja Q C RY um aberto de classe C?
com fronteira limitada. Seja f € L*(Q) e seja u € H} () que verifica

/Vqu—i—/uvz/fv Vo e Hy ().
Q Q Q

Entao, u € H*(Q) e
[ullr2i) < cllf]l2;
onde ¢ é uma constante que s¢ depende de Q. Além disso, se Q € de classe C™2 e

f e H™(Q) entao

u€ H™?2(Q) com |ul

ami2) < || fllam @),

em particular, se m > % entao u € C?(Q). Por diltimo, se Q ¢ de classe C* e se

feC>®(Q), entao u € C*(9).

Demonstragao: Ver Brézis [3]. n



Apéndice B

Mais alguns resultados

Nesta segao, veremos alguns resultados utilizados no decorrer deste trabalho.
Sejam X e Y sdo espagos de Banach sobre os reais (ou complexos). Denotamos
por L(X,Y) a familia de operadores lineares limitados, isto é, a familia dos operadores

lineares A : X — Y tais que

[A[l = sup [[Aul] < +oo.
Jul<1

Definicao B.1 Um operador linear A : D(A) C X — Y ¢ dito limitado se eziste

ema constante ¢ > 0, tal que

|Aully < cllullx. ¥ue D(A).

Caso nao exista tal constante, A é dito um operador ilimitado, isto é, se existe uma
sequéncia (u,) C D(A) tal que
|| Au |y

— +00 quando n — 4o0.
[[n || x

No caso em que Y = X escrevemos simplesmente, £(X) em vez de L(X, X).

Temos que, para a norma em L£(X) sao validas as seguintes igualdades:

|Al| = sup ||Aul| = sup ||Au|| = inf{c > 0; [|Au| < ¢||lu||, Yu € X}.

[[ull<1 [[ul|=1

Definicao B.2 (Aplicacao aberta) Sejam X e Y espacos métricos e

A:DA CX =Y
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uma aplicacao dada. Entdo, A diz-se uma aplicacdo aberta se para cada conjunto aberto

em D(A) a imagem é um conjunto aberto em Y.

Observacao B.3 Quando uma aplicagio A : D(A) C X — Y nao é sobrejetiva é

preciso distinguir entre a aplicacao ser aberta do seu dominio
(a) em Y
(b) sobre a sua imagem Im(A) = A(D(A)).
(b) & mais fraco que (a), pois, se X C Y a aplicacao
A: X —>XCY,; u— Au:=u
é aberta se, e s6 se, X ¢ um aberto de Y. Enquanto que a aplicagao
A: X -5 Im(A) =X, u— Au:=u

é aberta em qualquer caso.
Recordamos que uma aplicacdo A : X — Y diz-se continua se a pré-imagem de
qualquer aberto em Y é um aberto em X. Isto nao implica que A seja uma aplicacao

aberta. Por exemplo, a aplicagao
sen(-) : R — R, t — sent

é continua mas nao é aberta, pois, a imagem de (0,27) é [—1, 1].

Teorema B.4 (Aplicagao aberta) Sejam X, Y espacos de Banach e A € L(X,Y)

um operador dado. Entao, A é uma aplicacao aberta.

Demonstracao: Ver Kreyszig [10]. |

O operador linear A ¢ dito densamente definido se D(A) = X. O operador
linear A é dito fechado se o gréfico de A, dado por

G(A) ={(u,Au) e X xY; ue D(A)}

¢ um subespaco fechado de X x Y.
Se A & um operador fechado podemos considerar D(A) com a norma do grafico
| - l[p(ay dada por

[ull peay = llullx + [|Aully-



111

Teorema B.5 (Teorema do Grafico Fechado) Sejam (X, | - ||x) e (Y,] - |ly) dois
espacos de Banach. Seja A : X — Y um operador linear. Suponha que o grdfico de
A, G(A), € fechado em X x Y. Entao, A é continuo.

Demonstragao: Ver Kreyszig [10]. |

Teorema B.6 (Banach-Steinhaus) Sejam E e F dois espacos de Banach. Seja

{T\}rer uma familia de operadores lineares limitados de E em F. Suponha que
sup | Thz| < 400, Vz € E.
Ael

Entao,

sup || Th]| < 4o0.
Aer

Demonstracao: Ver Brézis [3]. [

A seguir enunciaremos alguns resultados sobre Integracao de Func¢oes Vetoriais.

Teorema B.7 Seja f : [a,b] — X continua. Entdo:

(i) Se k é uma constante,

/abkf(t)dt_k/abf(t)dt;

b b b
ﬁﬁ/ﬁ+m®ﬁ=/f@ﬁ+/g@%

(11i) Se a < c <b entao,

[ = [“swas [ sa

[ rwai] < [Cnsonae

[fﬂﬂ“Hﬁggﬂfwwb—@.

(iv)

(v)

Demonstragao: Ver Gomes [6] ]

Teorema B.8 (Teorema Fundamental do Calculo) Se F' ¢ diferencidvel em [a, b]
e F'(t) = f(t), t € [a,b], entdo

b
/ f(r)dr = F(b) — F(a).
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Definicao B.9 Seja f : (a, b)) — X uma fungao e X um espaco de Banach, com X

real ou complexo. Diz-se que f é diferenciavel no ponto ty € (a, b) quando, o limite

f{t) = f(to)

t—to t—ty

existe em X. O qual, € dito derivada de f no ponto ty.

Ademais, diz-se que f é diferenciavel em Q C (a, b) se f for diferenciavel em todo

ponto de €.

Definicao B.10 Diz-se que um semigrupo {S(t)}, de classe Cy, com gerador infinite-
simal A, € diferenciavel para t >ty > 0 se S(t)X C D(A), Vt > to. Diz-se que S(t)
¢ diferenciavel se S(t) ¢ diferencidvel para t > 0.

Teorema B.11 Seja S(t) um semigrupo diferencidvel para t >ty e S™(t) o operador
linear definido por S™(t) = A™MS(t), A=1,n=0,1,.... Entdo:

(i) O operador S™(t) tem as sequintes propriedades:
a) Vt > (n+ 1)ty e todo s tal que t —tg > s > nty, tem-se
Sz =St —5)SM(s)z, Vee X, n=0,1,...;
b) S™(t) ¢ limitado para todo t > nty, n =0, 1,...;
¢) s0(t) = [as (1)]" =[50 (L), ve>nte,n=1,...;
(ii) Yx € X a aplicacdo S(t)x é n vezes continuamente diferencidvel em todo t > nt

e

d”
dtn

S(t)r = S(”)(t)x, n=1,...;
(i) S™ ¢ uma aplicacdo continua na topologia uniforme de L(X) em todo t > (n +
1)1?07 n:O, 1,...;

(iv) A aplicagio S é n vezes diferencidvel na topologia uniforme de L(X) em todo
t>(n+1tye

Demonstracao: Ver Gomes [6]. n
No que segue, vamos considerar o teorema de Cauchy, que apresentamos sob as

seguintes formulacoes equivalentes:



113

Teorema B.12 Seja f uma funcdo analitica numa regido simplesmente conexa R.

Entao,
]{ f(z)dz=0
c

para todo contorno fechado C' contido em R.

Teorema B.13 Seja f uma funcao analitica numa regiao simplesmente conera R.
Entao, a integral de f ao longo de um contorno ligando zy a z sd depende destes

pontos, e nao do contorno de integracao.

Demonstragao: a prova da equivaléncia dos Teoremas (B.12) e (B.13) pode ser vista

em Rudin [17]. u

Teorema B.14 (Féormula Integral de Cauchy) Se f ¢ uma funcao analitica no

wnterior e sobre um contorno simples e fechado, C, e & € um ponto do interior de C,

o =L [ 1wy,

M Jow — €&

n ! f
f )(f)z;—m/cﬁdw, n=1,..

Teorema B.15 Seja C' um contorno simples z(t) = z(t) +iy(t), a < t < h, onde x(t)

entao

e y(t) tém derivada continua em (a,h) e G uma regigo do plano complexo. Seja f(z,w)
uma fungao continua para z € G e w € C e analitica em G para cada w € C. Entao,

a funcao

F(z):/cf(z,w)dw

d"F / of
= dw
dzn o 02"

A prova destes dois resultados ‘pode ser vista em Rudin [17]

¢ analitica em G e

Teorema B.16 (Identidade do Resolvente) Seja X um espaco de Banach e A um
operador fechado em X. Entao, para u, A € p(A) tem-se que

R(A; A) = R(ps A) = (1 — A R(A; A)R(p; A),

e R(u; A) comuta com R(\; A).

Demonstracao: Ver Gomes [6]. ]
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Teorema B.17 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,)

uma sequéncia de fungoes mensurdveis com

|fu(z)] < g(x) ¢tp. emR

onde g € uma func¢ao integrdvel e

lim f,(z)= f(x) q¢t.p. emR.

n—y+o00
Entao,

5 [
Demonstragao: Ver Bartle [2]. n

Teorema B.18 (Teorema do Ponto Fixo de Banach) Sejam (X, d) um espaco

métrico completo e F': X — X uma contracao, isto €,
d(F(z), F(y)) < kd(z,y) 0<k <1

FEntao, existe um unico ponto fizo p, por F, isto é, F(p) = p.

Demonstragdo: Ver Sotomayor [19)]. ]

Teorema B.19 (Férmula de Green) Seja Q) um aberto limitado reqular do RN . Se

u,v € HY(Q), para 1 < j < n temos que

/ua—x]dx— /8—%vdx+/uvl/jda

onde v = (1,1, ...,V,) denota o vetor unitdrio normal a T.
E, seu € H*(Q) ev e HY(Q), entdo

/Vqudx: —/Aud:v—l—/@vdx.
Q Q r Ov

Demonstragao: Veja a prova em [4] [
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