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Resumo

Seja A uma &lgebra associativa sobre um corpo de caracteristica zero e (¢,(A))n>1 a
sequéncia de codimensoes de A. Neste trabalho estudaremos o comportamento assin-
totico de tal sequéncia com base em um artigo de A. Giambruno e M. Zaicev. Neste
artigo, utilizando-se de métodos da Teoria de Young e da Teoria das Representagoes,
os autores provaram que se A é finitamente gerada, entao o seu PI-expoente, definido
por exp(A) = lim,, o, ¥/c,(A), existe e &€ um niamero inteiro. Para tanto, primeiro é
demonstrada a validade do resultado para algebras de dimensao finita, e dai, por um
resultado de A. Kemer, ¢ possivel estender o resultado para algebras finitamente gera-
das. Como parte do estudo de PI-expoente, apresentaremos uma caracterizagao para
algebras simples: A é central simples sobre I se, e somente se, exp(A) = dim .A. Ainda
estudaremos neste trabalho algumas condigoes necessarias e suficientes para garantir

que a sequéncia de codimensoes de A seja polinomialmente limitada.

Palavras-chave: Algebras associativas, PI-algebra, PI-expoente, Crescimento, Co-

dimensoes, Diagramas de Young.



Abstract

Let A an associative algebra over a field of characteristic zero and (c,(A)),>1 the
sequence of codimensions of A. In this work we will study the asymptotic behavior of
such sequence based on a paper of A. Giambruno and M. Zaicev. In this paper, using
methods of the Young’s Theory and the Representations’ Theory, the authors proved
that if A is finitely generated, then its PI-exponent, which is defined as exp(A) =
lim,, oo /¢n(A), exists and is an integer. For this purpose, first, it is shown the
validity of the result for algebras of finite dimensional, and hence, by a result of A.
Kemer, it is possible to extend the result to finitely generated algebras. As part of
the study of Pl-exponent, we will present a characterization for simple algebras: A is
central simple over K if and only if exp(A) = dim A. In addition, we will study also
some necessary and sufficient conditions to ensure that the sequence of codimensions

of A is polynomially bounded.

Keywords: Associative algebras, Pl-algebra, Pl-exponent, Growth, Codimension,

Young’s diagram.
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Introducao

Sejam K um corpo e K(X) a algebra associativa livre gerada livremente pelo
conjunto enumeravel de variaveis X = {x1,xs,...} sobre K. Se A é uma PI-algebra
associativa sobre IC, entao o conjunto das identidades polinomiais de A, denotado por
Id(A), é um T-ideal de K(X). E um fato bem conhecido que, em caracteristica zero,
toda identidade polinomial é equivalente a um ntmero finito de identidades multiline-
ares, e dai Id(A) é totalmente determinado por seus polinémios multilineares. Sendo
assim, considerando KC(A) = K(X)/Id(A) a algebra livre de posto enumeravel na va-

riedade gerada por A e P, o espaco vetorial de todos os polinémios multilineares nas

variaveis xq,...,T,, temos que um importante invariante é fornecida pelas dimensoes

cn(A) dos S,-modulos P, /(P, N Id(A)), ou seja,

P
n>1

Cn(.A) = dimKWHd(.A)’ = 1,

que ¢ definido como sendo a n-ésima codimensao de A.

O primeiro resultado acerca do comportamento da sequéncia de codimensoes de
uma algebra foi obtido por Regev em [R], o qual afirma que a sequéncia de codimen-
soes de toda PI-algebra associativa A é exponencialmente limitada, isto é, existem
constantes C,a > 0 satisfazendo ¢, (A) < Ca", para todo n > 1.

Dada uma PI-algebra associativa A, para n > 1, definimos o n-ésimo cocarac-
ter de A como sendo o S,-caracter de P,(A) = P,/P,NId(A), e o denotamos por
Xn(A). Kemer em [K3| mostrou que se A é uma algebra associativa sobre um corpo de
caracteristica zero com crescimento polinomial das codimensoes, entao pode-se descre-
ver o crescimento das codimensoes de A em linguagem da sequéncia dos cocaracteres

de A. Ainda em |[K3], Kemer mostrou que para toda PI-algebra A, ou A tem cresci-

Antonio M. D. Franga Outubro de 2014 PPGMat — UFCG



12 Introducao

mento polinomial das codimensées, ou ¢, (A) > 2", para n suficientemente grande (ver
também Teorema 4 da referéncia [GMZ]). Ja em [K1], Kemer provou que se ¢,(A) é
polinomialmente limitada, entdao existe uma certa subalgebra B de dimensao finita tal
que Id(A) = Id(B).

Muitas linhas de estudo surgiram a partir dai e o comportamento assintotico da
sequéncia de codimensoes tem sido computado para algumas algebras em caracteristica
Zero.

Seja A uma PI-algebra associativa. Como existem constantes C, a > 0 tais
que ¢,(A) < Ca™, para todo n € N, a sequéncia ( cn(./él)>n>1 ¢ limitada e as-
sim podemos definir exp(A) = liminf, o {/cn(A), eTp(A) = limsup,, ., {/c.(A)
e exp(A) = exp(A) = exp(A) caso ocorra a igualdade, o qual chamaremos de PI-
expoente de A. Assim, o Pl-expoente de A é exatamente o limite lim,,_,, m,
quando este limite existe.

Na década de 1980 Amitsur conjecturou que para toda PI-algebra associativa A
o Pl-expoente existe e € um nimero inteiro. No final da década de 1990, A. Giambruno
e M. Zaicev, em [GZ]| e em [GZ1]|, deram uma resposta positiva para esta questao, no
caso do corpo base ser de caracteristica zero.

Quando se tem uma PI-algebra nao necessariamente associativa, também existe
a ideia de sequéncia de codimensoes e consequentemente se pode perguntar sobre a
existéncia e o que pode ser o Pl-expoente. Giambruno, Mishchenko e Zaicev prova-
ram que para todo namero real a > 1 existe alguma algebra A (ndo-associativa) tal
que exp(A) = a. Os mesmos autores também provaram que se A é uma &algebra de
dimensao 2, entao ¢,(A) < n + 1, para todo n € N, ou exp(A) = 2. Estes e outros
resultados acerca de PI-expoente podem ser encontrados na referéncia [GMZ].

Giambruno, Regev e Zaicev mostraram em [GRZ1]| que existe, e é um inteiro, o
expoente de toda algebra de Lie de dimensao finita sobre um corpo de caracteristica
zero cujo radical solivel ¢ nilpotente.

Dessa forma, o PI-expoente de uma &lgebra, quando existir, serd um niimero real
nao negativo, podendo ser inteiro ou nao.

Neste trabalho de dissertacao, estudaremos, como fizeram Giambruno e Zaicev
em |GZ], o PI-expoente de uma algebra associativa finitamente gerada. Temos ainda

que o caso geral para algebras associativas foi resolvido pouco tempo depois em [GZ1],

Antonio M. D. Franga Outubro de 2014 PPGMat — UFCG



Introducao 13

também por Giambruno e Zaicev. O principal ponto deste trabalho é determinar uma
limitagao para ¢, (A) sob a forma Cin"d" < ¢,(A) < Cyn"d", para algumas constantes
C1,Cs,1m1,79,d > 0, onde A é uma algebra associativa finitamente gerada. Com esse
resultado em maos, responderemos outra pergunta: como caracterizar uma algebra
central simples em termos do comportamento das codimensoes?

Outro ponto que atacaremos nesse trabalho ¢ apresentar uma caracterizagao para
algebras com crescimento polinomial das codimensoes. Os resultados aqui apresenta-
dos podem ser encontrados em [GZ3|. Uma condi¢do necessaria e suficiente para que
uma algebra A de dimensao finita sobre um corpo K de caracteristica zero tenha cres-
cimento polinomial das codimensoes é que possamos escrever A = @, A;, onde A,
¢ uma, K-algebra tal que A; = B; + J;, com B; = K e J; é um ideal nilpotente de A;;
Ao, Jiy ..., Jm sdo ideais nilpotentes a direita de A e A;4; = {0} e B; Ay = {0} para
quaisquer 7,5 € {1,...,m} distintos. Pode-se provar, e faremos isso no decorrer deste
trabalho, que sendo A uma algebra de dimensao finita cuja sequéncia de codimensoes
é polinomialmente limitada, podemos escrever x,(A) = > ., maxx, com my = 0 se
|A| = A1 > ¢, onde J é o radical de Jacobson de A, J9 = {0}, e A = (A1, Ag,...). Vale
a reciproca.

Este trabalho esta estruturado em quatro capitulos, de modo a facilitar o en-
tendimento dos topicos abordados. No Capitulo 1 apresentaremos as nocoes basicas
de algebras sobre um corpo, médulos sobre algebras e representacoes de grupos, bem
como os principais resultados. Também faremos um breve estudo sobre o radical de
Jacobson e sobre semissimplicidade. Por fim, faremos uma introducao as Identidades
Polinomiasis.

Ja no Capitulo 2 faremos um estudo da teoria classica das representacoes do
grupo simétrico S,, através da teoria das tabelas de Young. Tal teoria tem papel
fundamental no estudo de PI-Teoria. Falaremos das relacoes existentes entre as .S,,-
representacoes irredutiveis e as Tabelas de Young, e também apresentares resultados
referentes & acao natural do S,, sobre os polinémios multilineares de grau n.

No Capitulo 3 trabalharemos no sentido de mostrar que o PI-expoente de toda

algebra associativa finitamente gerada sobre um corpo de caracteristica zero sempre

Antonio M. D. Franga Outubro de 2014 PPGMat — UFCG



14 Introducao

existe e ¢ um inteiro. Para tanto, exibiremos uma limitacao do tipo
Cind" < cp,(A) < Cyn™d",

onde Cy,ry,Cy,r9,d > 0 sao constantes e dimA < oo, e depois estenderemos o resul-
tado para algebras finitamente geradas fazendo-se utilizar um dos teoremas de Kemer.
Concluiremos o capitulo computando o expoente de algumas algebras.

Por fim, no Capitulo 4, exibiremos caracterizacoes de &lgebras que possuem
crescimento polinomial das codimensoes. Nosso objetivo é analisar em quais situagoes

a sequéncia de codimensoes de uma certa classe de algebras é polinomialmente limitada.

Campina Grande, 17 de Outubro de 2014

Antonio Marcos Duarte de Franca

Antonio M. D. Franga Outubro de 2014 PPGMat — UFCG



Capitulo 1

Identidades Polinomiais e PI-Algebras

Para um melhor desenvolvimento dos contetidos a serem abordados nos préximos
capitulos, apresentaremos neste primeiro capitulo notacoes, defini¢oes e principais re-
sultados concernentes ao estudo de PI-Teoria. Em todo este capitulo, K denotard um
corpo, char IC a caracteristica de I e, a menos de mencionado o contrario, K serd o
corpo base de todos os espacos vetoriais e algebras aqui apresentados.

Primeiro, introduziremos a nocao de dlgebra sobre K. Posteriormente, falaremos
de maodulos sobre dlgebras e representacoes de grupos. Um breve estudo do Radical de
Jacobson de uma algebra sera feito, e por fim, trataremos de expor alguns dos principais
resultados pertinentes as Identidades Polinomiais.

Toda teoria desenvolvida aqui neste capitulo podera ser encontrada nas referéncias

[CRY, [GZ2], [H], [H1], [HK], [L].

1.1 K-Algebras

Iniciaremos com um breve estudo sobre K-dlgebras.

Definicao 1.1.1 Seja A um espago vetorial. Dizemos que um par (A, *) € uma K-

[

dlgebra (ou dlgebra sobre KC) se “¢” é uma operacao bilinear em A, ou seja,

x: A X A— A satisfaz:
i)ax(b+c)=axb+axc;

ii) (a+b)xc=axc+bxc;

Antonio M. D. Franga Outubro de 2014 PPGMat — UFCG



16 1. Identidades Polinomiais e P/-Algebras

iii) (Aa) xb=ax (\b) = Aax*b),

para quaisquer a,b,c € A e X € K.

Na definicao acima, “x” é dita multiplicacao ou produto, e por simplicidade, deno-
taremos o produto a*b por ab, para dados a,b € A. Dessa forma, escreveremos simples-
mente A ao invés de (A, *), deixando subentendida a operagdo produto, assim como
diremos “algebra”’ ao invés de “/C-algebra”. Definimos o produto ajasasz como sendo
(a1az)as e, indutivamente, o produto ajas - - - a,_ja, como sendo (aas - - - a,_1)a,, para
a; € A. Diremos que um subconjunto g de A é uma base da algebra se é uma base
do espaco vetorial A, e definimos a dimensado de A como sendo a dimensao de A como

espaco vetorial.
Definigao 1.1.2 Seja A uma dlgebra. Dizemos que A é:
i) Associativa se (ab)c = a(bc), para quaisquer a,b,c € K;
ii) Comutativa (ou abeliana) se ab = ba, para quaisquer a,b € K;

iii) Unitaria (ou com unidade) se existe um elemento em A, denotado por 14, tal

que al 4 = 1 4a = a, para todo a € K;
iv) uma algebra de Lie se A satisfaz:

1) a* = aa = 0 (anticomutatividade);

2) (ab)c + (bc)a + (ca)b =0 (identidade de Jacobi),

para quaisquer a,b,c € A.

Para facilitar a notagao, escreveremos 1 em vez de 14, caso A seja unitaria e
nao se tenha confusao com a unidade do corpo base K. Neste caso, identificamos
naturalmente o elemento A1 de A com A, para todo A € K, e consequentemente, o
conjunto {A1 : A € K} com K. Note que a condigdo 1) do item iv) da definicdo acima
nos diz que xy = —yx, para quaisquer x,y € A.

A proposicao a seguir nos dara algumas propriedades das algebras, cujas demons-

tragoes serao omitidas por se tratarem de imediatas consequéncias da definicao.

Proposicao 1.1.3 Seja A uma K-dlgebra. Tomando a,b,c € A e \,v € K, temos

que:

Antonio M. D. Franga Outubro de 2014 PPGMat — UFCG



1.1. K-Algebras 17

a) 0a = a0 = 0;

b) (Aa)(7b) = (Xvy)ab;

¢) (—a)b = a(—b) = —ab e (—a)(—b) = ab;

d) a(b—c) = ab— ac e (a— b)c = ac — be;

e) Se A possui unidade, entio (—1)a = a(—1) = —a e (—1)(—a) = a;

f) Se A=0 e A possuir unidade, entao 1 = 0.

Daremos agora alguns exemplos de algebras.

Exemplo 1.1.4 Podemos naturalmente ver K como uma dlgebra sobre qualquer sub-
corpo de IKC. Em outras palavras, seja K uma extensao do corpo F. Temos que IC €
uma F-dlgebra, na qual o produto é dado pelo produto do corpo K. Note que IKC € uma

dlgebra associativa, comutativa e com unidade.

Exemplo 1.1.5 Considere o espacgo vetorial M,(K) de todas as matrizes n X n com
entradas em K, onde n € N. Munido do produto usual de matrizes, M,(KC) é uma
K-dlgebra associativa com unidade de dimensdao n® . E importante destacar em M, (K)
as matrizes unitdrias F;;, para 1 < 1,5 < n, onde E;; € dada pela matriz cuja inica
entrada nao nula € 1 na i-ésima linha e j-ésima coluna. Nao € dificil verificar que
{E;; € M,,(K) :1<4,5 <n} € uma base para M, (K).

Mais geralmente, se A é uma dlgebra, consideremos o espago vetorial M,(A) de
todas as matrizes n x n com entradas em K. O produto de matrizes em M, (A) é
andlogo ao produto de matrizes com entradas em A. Temos entao uma estrutura de
dlgebra em M, (A).

Observe que, a menos que n =1 e A seja comutativa, M,(A) ndo é comutativa.
De fato, suponha por simplicidade que A € unitdria e tomemos Eyq, E1o € M, (A), para
n > 2. Temos que F11F1s = Fi9 # 0= ExEq;.

Exemplo 1.1.6 Sejam V um espaco vetorial e L(V) o espago vetorial dos operadores
lineares sobre V. Temos que L(V), munido da composicdo de funcoées, € uma dlgebra
associativa com unidade, chamada de dlgebra dos operadores lineares sobre V. SeT, S €

L(V), vamos denotar T o S simplesmente por TS.

Exemplo 1.1.7 Seja V um espaco vetorial com base {e1,es,e3,...}. Definimos a dl-
gebra de Grassmann (ou dlgebra exterior) de V, denotada por E(V) (ou simplesmente

por E), como sendo a dlgebra com base

{1761‘161‘2"'6% ‘21<22<<Zk,]€21}
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18 1. Identidades Polinomiais e P/-Algebras

e cujo produto é definido pelas relagoes €2 =0 e e;e; = —eje;, para quaisquer i,j € N.

Destacamos em E os subespacos vetoriais Ey e Ey, gerados pelos conjuntos
{1,ei,€i, €, | mépar} e {eyei,---e, | kéimpar},

respectivamente. Note que E = Ey @ E; como espaco vetorial.

Observe que a condi¢io e;e; = —eje; nos permite fazer (e;, ---€;,)(ej, ---€j,) =
(—=1)™*(ej, €5 ) (€, - - €5,), para quaisquer m,k € N, e assim podemos concluir que
axr = xa para quaisquer a € Fy e x € E, e bc = —cb, para quaisquer b,c € Ej.
Observa-se facilmente que se char IC = 2, entao E é uma dlgebra comutativa.

Tomando agora E' como sendo a dlgebra com base
{eieiy €01 <idp < -+ <iig, k> 1}

e com o produto definido acima, temos que E' nao tem unidade e € chamada de dlgebra

exterior sem unidade.

Exemplo 1.1.8 Seja R um anel (com unidade) simples, ou seja, {0} e R sao os
unicos ideais bilaterais de R. Sendo Z(R) = {x € R | za = ax,Ya € R} o centro de
R, ndo é dificil verificar que Z(R) € um corpo, e assim R tem uma estrutura natural
de espago vetorial sobre Z(R). Este espago vetorial, munido do produto do anel R, é

entdo uma Z(R)-dlgebra.
Exemplo 1.1.9 Seja A uma dlgebra e consideremos o espaco vetorial
KeA={(\a)| e K,ae A},

cuja adi¢ao € dada por (A a) + (7,b) = (A + 7v,a + b) e multiplicacio por escalar é
dada por v(\,a) = (YA, va), para quaisquer A,y € K e a,b € A. Definindo em K & A
o produto (A, a)(y,b) = (Ay, Ab + va + ab), temos que K & A é uma K-dlgebra com
unidade (que € o elemento (1,0)). Observe que K ® A é associativa (respectivamente,
comutativa) se, e somente se, A € associativa (respectivamente, comutativa). Esta

construcao € chamada de adjuncao formal da unidade a A.

Exemplo 1.1.10 Sejam A e B duas K-dlgebras. O produto direto de A por B € defi-
nido como sendo a dlgebra A x B = {(a,b) | a € A,b € B} cujas operacées de soma,
produto por escalar e multiplicacao sao definidas coordenada a coordenada. De forma
andloga, sendo {A;}icr, uma familia de K-dlgebras indexadas por I, = {1,2,...,n},
definimos o produto direto das dlgebras Ai, As,..., A, como sendo a dlgebra

Al x Ay x -+ x A, cujas operagoes sao coordenada a coordenada.

Vejamos agora a construcao da dlgebra de grupo KG, para um dado grupo G.

Considere todas as somas formais

Zozgg, ay € K,

geG
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1.1. K-Algebras 19

onde o conjunto {g € G;ay # 0} € finito e Zagg = Zﬁgg se, e somente se, ay = f3,
geG geG
para todo g € G. Denotemos por KG o conjunto de todas as somas formais acima

definidas.
Definimos em G as operagoes de soma, produto por escalar e produto pelas

regras

Zagg + Zﬁgg = Z(ag + Bg)gy
)\Zagg = Z(Aag)g, AeEK

(Z %g) (Z mh) = > (ayBu)gh.

geG heG g,heG

onde o produto gh acima, g, h € GG, é dado pela operacao de G.

Com essas definicoes, é facil verificar que KG é uma K-algebra, chamada de
dlgebra de grupo de G sobre K, sendo G uma base de KG. Note que KG é associativa
e unitaria, onde sua unidade é dada por 1xlg, € que é comutativa se, e somente se, G
¢ um grupo abeliano.

Dadas uma algebra A e subespacos vetoriais V e W de A, definimos o espaco pro-
duto VW como sendo o subespaco vetorial de A gerado pelo conjunto

{zy |z € V,y € W}. Note que VIV nao ¢ necessariamente uma algebra.

Definigcao 1.1.11 Seja A uma dlgebra. Dizemos que:
i) A possui divisores de zero se existe a € A—{0} tal que ab =0 ou ba = 0, para
algum b € A —{0}. Neste caso, dizemos que a é um divisor de zero em A;

i) a € A é um elemento idempotente se a* = a;

No caso em que A € associativa:

iii) um elemento a € A € nilpotente se existe n € N tal que a" = 0. O menor n

que satisfaz a™ = 0 é chamado de indice de nilpoténcia e a;
iv) A ¢ uma algebra nil se todo elemento de A € nilpotente.

v) A é uma algebra nilpotente se eriste n € N tal que A" = {0}, isto ¢,
ai - apyr = 0 para quaisquer ay, ..., an41 € A. O menor n satisfazendo A"t =
{0} é chamado de indice de nilpoténcia de A.
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20 1. Identidades Polinomiais e P/-Algebras

Observe que, necessariamente, se a € A — {0,1} é um elemento idempotente,
entao a ¢ um divisor de zero em A. Note também que se A é nilpotente, entao A é
ainda nil. Claramente, nenhuma algebra unitéria pode ser nil.

E facil verificar que A nao possui divisores de zero se, e somente se, valem as leis

do cancelamento (para o produto), isto é, dados a,b,c € A, com a # 0,
ab=ac=0b=c e ba =ca=0b=c.

Seja agora A uma algebra associativa com unidade. Dizemos que a € A — {0} é

um elemento inversivel de A existe a™! € A, chamado de inverso (multiplicativo), tal

1 1

que aa~" = a a = 1. Nao é dificil verificar que se a é inversivel, entao seu inverso
¢ unico, e que o conjunto U(A) = {a € A | a é inversivel}, munido da multiplicacao
de A, é um grupo, chamado de grupo multiplicativo de A. Note que se a € U(A) e
A € K — {0}, entao Aa € U(A).

Definicao 1.1.12 Seja A uma dlgebra associativa com unidade. Dizemos que A é

uma algebra com divisao se U(A) = A — {0}.

Exemplo 1.1.13 Sendo n € N, temos que U(M,(K)) = {X € M,(K);det(X) # 0}.
Note que se n = 1, entao M,(K) é uma dlgebra com divisdo. Usualmente denotamos
U(M,(K)) por GL,(K) e o chamamos de grupo linear de grau n de K.

Sendo A associativa e a,b € A, definimos o comutador [a, b] e 0 produto de Jordan

a o b, respectivamente, como sendo
1
[a,b] = ab— ba e aob:E(ab—i—ba),

onde neste tltimo caso, char K # 2. Definimos ainda o comutador de comprimento n
como sendo [ay,ag,...,a,_1,a,] = [[a1,as,...,a,_1],a,], com ay,...,a, € A. Obser-
vando que [ab,c|] = alb,c| + [a, c]b, para quaisquer a,b,c € A, por indu¢do, pode-se
mostrar que

n
[a1as -+ @, 0] = a1+ a;[ag, blagy - - an.
=1

Definimos ainda o comutador de A, denotado por [A, A], como sendo o subespagco
vetorial de A gerado pelo conjunto {[a,b] | a,b € A}. Nao é dificil ver que A é
comutativa se, e somente se, [A, A] = {0}.

Um resultado basico, o qual também omitiremos a demonstracao, é dado pela

proposicao a seguir.
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Proposicao 1.1.14 Sejam A uma dlgebra e S um subconjunto gerador de A (como
espaco vetorial). Entdo A é:

a) associativa se, e somente se, (uv)w = u(vw), para quaisquer u,v,w € S;
b) comutativa se, e somente se, uv = vu, para quaisquer u,v € S;

c) unitdria se, e somente se, se existe 1 € A tal que lu = ul = v, para todo u € S;

Definicao 1.1.15 Seja A uma dlgebra. Dizemos que:

i) Um subespago vetorial B de A é uma subalgebra de A se B € multiplicativamente

fechado, isto €, biby € B para quaisquer by, by € B;

ii) Um subespago vetorial I de A é um ideal & esquerda (respectivamente, a direita)
de A se xa € I (respectivamente, ax € I) para quaisquer a € I e v € A. No
caso em que ax,ra € I, para quaisquer a € I e x € A, diremos que I € um ideal
(bilateral) de A.

Exemplo 1.1.16 Sendo A uma dlgebra, temos que {0} e A sao ideais de A, chamados

ideais triviais de A. Note que todo ideal de A € por si sd uma subdlgebra de A.

Exemplo 1.1.17 Considere X = {x1,x9,23,...} um conjunto infinito e enumerdvel.
Os elementos x; € X sao chamados de variaveis (ou indeterminadas). Uma palavra
em X € uma sequéncia x;,x;, - x;,, com k € Ny = NU{0} e 4y,49,...,0, € N. A
palavra x;, - - - x;, tal que s = 0 serd a palavra vazia e denotada por 1. Seja U o conjunto
de todas as palavras em X, e Uy = U \ {1}. Considere um produto em U como sendo

a justaposicao de palavras, isto €,
(milmiz o 'xik)(lesz o '$j1> = LiyLig ** Ly Ljy Ly =+~ Ty

Para i1,19, ...,y J1,J2, - - -5 J1 € N Esta operacao € associativa e tem um elemento
neutro, a palavra vazia. O produto de um escalar € K por uma palavra x; x;, - - - x;,
de U, isto é, Bx;, i, -, , serd chamado de mondmio. Diremos que dois mondmios
BXi Tig + +* iy, € YT}, T4, -+ - T4, SG0 tguais se B =y, k=1¢et, =j, parar =1,... k.
Andlogo para Uy, observando apenas que em Uy nao possui elemento neutro para jus-
taposicao.

Denotamos por K(X) o K-espaco vetorial gerado pelos elementos de U. Dessa
forma, K(X) € formado por todas as somas formais finitas Z(i) a;w;, onde a; € K e
w; € U. Nao é dificil ver que KC(X), munido da multiplica¢ao induzida pela justaposi¢ao
de palavras, ¢ uma K-dlgebra associativa e unitdaria, mas nao comutativa. Observe que
0 subespaco de KC(X) gerado por Uy, o qual denotaremos por Ko(X), € uma subdlgebra
(nao unitdria) de K(X). Note que K(X) = Ko(X) & (1). Os elementos de K{(X) sao
chamados de polinémios.
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22 1. Identidades Polinomiais e P/-Algebras

Se f € K(X), escreveremos f = f(x1,22,...,2,) = >, \jw; para indicar que
1, %o, ..., T, € X 8G0 as unicas varidveis que aparecem em f, onde \; € K e w; € S
sao palavras que dependem de x1,xo, ..., T,.

Caso X = {w1,...,x,} e oy = xj25, 1,5 € {1,2,...,n}, denotamos (X)) por

Klz1,...,x,] ou K[X], e podemos escrever

l ln
Klzi,...,x,] = { Z g, oy, €KL, € No} ,

l17-~'7ln

0 qual chamamos de dlgebra dos polinomios em n varidveis (comutativas), onde Ny =

NuU{0}.

Exemplo 1.1.18 Sendo A uma dlgebra, definimos como sendo o centro da algebra

A o subconjunto de A
Z(A)={a € Al ax = za,Vr € A}.

Nao é dificil mostrar que Z(A) é um subespaco vetorial de A. Caso a dlgebra A seja

associativa, temos
(ab)x = a(bz) = a(xb) = (ax)b = (xa)b = x(ab),

para quaisquer a,b € Z(A) e x € A, e assim, Z(A) ¢ uma subdlgebra de A. E um fato
conhecido que, para todo n € N, Z (M,(K)) = {Mpxn; A € K}, onde I,,x,, é a matriz
identidade de M, ().

Exemplo 1.1.19 Considere a dlgebra das matrizes My(R). Sendo B o subespago veto-
rial de My(R) gerado pelas matrizes F1o e Fao, verifica-se que B é um ideal & esquerda

de My(R), mas nao a direita.

Definicao 1.1.20 Sejam A uma dlgebra associativa e S um subconjunto nao vazio de
A. Definimos:

i) a subalgebra gerada por S, denotada por K(S), como sendo a interse¢ao de

todas as subdlgebras de A que contém S (e 1, no caso de A ser unitdria);

ii) o ideal gerado por S como sendo a interse¢io de todos os ideais de A que

contém S.

Nao é dificil mostrar que K(S) coincide com o subespago de A gerado pelo con-
junto {syse---s, | r € Nys; € S} (caso A ndo seja unitaria), ou com o gerado pelo
conjunto {1, sy1s9--- s, | r € N, s; € S} (caso A possua unidade). Analogamente, o ideal
de A gerado por S coincide com o subespaco de A gerado por {asb | a,b € A,s € S}.

Dizemos que uma algebra A é finitamente gerada se existir um subconjunto S C A

tal que KC(S) = A.
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Defini¢ao 1.1.21 Dizemos que uma dlgebra A € simples se seus tinicos ideais (bila-

terais) sao os triviais e A? # 0.

Um resultado de facil demonstracao é que “sendo A uma dlgebra unitdria simples,
seu centro € um corpo”. Outro resultado de facil verificacao é que a dlgebra das matrizes
M, (K) é simples.

Vamos agora definir dlgebra quociente. Sejam A uma algebra e I um ideal de A.
Consideremos o espaco vetorial quociente A/I = {a + I;a € A}. Denotamos por @
o elemento a + I de A, para cada a € A. Definimos uma operagao produto em A/[

como

A/l x A/l — A/l
@0b) > a-b=ab
E facil verificar que este produto é bem definido e que A/I, munido de tal (além, é
claro, das operagoes que possui como espago vetorial), é uma algebra sobre K, chamada

de dlgebra quociente de A por I.

Definigao 1.1.22 Sejam A e B duas K-dlgebras. Dizemos que uma transformagao
linear ¢ : A — B é um homomorfismo de algebras se p(ab) = p(a)p(b) para
quaisquer a,b € A.

Seja ¢ : A — B um homomorfismo de algebras. Dizemos que ¢ é um mono-
morfismo se é injetivo, e que é um epimorfismo se é sobrejetivo. Caso ¢ seja bijetivo,
dizemos que é um isomorfismo. Neste caso, dizemos que A e B sao isomorfas e de-
notamos por A ~ B. No caso em que A = B, diremos que ¢ é um endomorfismo de
A. Além disso, sendo ¢ um endomorfismo e um isomorfismo, o qual chamaremos um
automorfismo de A.

Sendo ¢ : A — B um homomorfismo, dizemos que o conjunto ker(¢) = {a € A |
(a) = 0} é o nicleo de ¢, e o conjunto Im(p) = {¢(a) € B| a € A} é a imagem de .
Nao é dificil verificar que ker(¢) é um ideal de A e que Im(p) é uma subéalgebra de B.
Também nao é dificil mostrar que ¢ um isomorfismo de algebras a aplicacao

p: A/ker(p) — Im(yp)
@ B@=el)
Exemplo 1.1.23 Seja A um dlgebra unitdria. Consideremos a aplicagdo
v: K — A
A — Ay
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Temos que ¥ € um monomorfismo de K em A e assim K € isomorfo a Im(y) =
{Alg; A € K}. Logo, € dbvio que Im(v)) é um corpo. Dai, podemos identificar natural-
mente IC com {\1 4\ € K}.

Exemplo 1.1.24 Sejam A uma dlgebra e I um ideal de A. A Aplicagao

T A — A/l
a — a-+1

¢ um homomorfismo sobrejetor de dlgebras, chamado de projegcao candnica.
Teorema 1.1.25 Seja A uma dlgebra associativa e unitdria. Sao equivalentes:

a) A € isomorfo a um produto direto Ay x Ay X --- X A, de dlgebras associativas

com unidade (nao triviais);
b) Exitem ideais (bilaterais nao triviais) Iy, I, ..., I, de A tais que

A=LD LD - @ Iy;

¢) Erxistem elementos ey, es,...,e, € Z(A) (n > 2) tais que e;e; = 0, para i # j,
e1tet-te,=leer=e, k=1,2,...,n.

Demonstracao: Ver [CR], capitulo IV, se¢ao 25, pagina 165. |

Vamos definir o produto tensorial entre duas élgebras. Sejam A e B duas algebras
sobre K. Como feito na construcao da algebra de grupo, olhando A e B como espacos
vetoriais, considere o K-espago vetorial IC(AXx B) com base A x B, munido das operagoes

de soma e de multiplicacao por escalar dadas por

Zass—l—ZﬂSs:Z(ozs—l—ﬂs)s e )\Zass:Z()\as)s, se Ax B, eKk.

Considere agora o subespaco U de (A x B) gerado pelos elementos do tipo

(a+ay,b) — (a,b) — (a1,b)
(a,b+b1) — (a,b) — (a,by)
(Aa,b) — A(a,b)

(a, Ab) — A(a,b)

coma,a; € A, b,by € Be A € K. Definimos o produto tensorial de A e B, denotado por
Ax B

A & B (ou simplesmente por A ® B), como sendo o espaco vetorial quociente
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Dado (a,b) € A x B, vamos denotar por a ® b o elemento (a,b) € A ® B.
Chamaremos os elementos da forma a ® b de tensores. Temos entdao que o conjunto

S={a®b|ae Abec B} éum conjunto gerador de A ® B. Note que

(a4+a))@b=a®b+a; @D
a®@b+b)=a®@b+a®b
(Aa) @b = Aa®b)
a® (Ab) = Ma ®b)

para a,a; € A, b,b; € Be A € K. Dessa forma, vé-se que os elementos de A ® B sao
da forma > (a; ® b;), com a; € Ae b; € B.

Considere agora a aplicacao produto x : S x S — S dada por
(a®b)x(c®d) — ac® bd,

para quaisquer a,c € A e b,d € B. Nao é dificil ver que “star” é bem definida. Temos
que A ® B, munido da multiplicacdo induzida por *, ¢ uma algebra sobre I, chamada
de produto tensorial das dlgebras A e B.

O teorema a seguir refere-se a Propriedade Universal do Produto Tensorial e nos
dard uma ferramenta para construcao de produtos tensoriais entre algebras.
Teorema 1.1.26 Sejam V, W e U K-espacos vetoriais. Para toda aplicacdo bilinear

0 : VxW — U, existe uma tnica aplicagao linear g : VW — U, tal que (v @w) =
o(v,w) para quaisquer v €V ew € W.

Demonstracao: Ver [CR|, Teorema 12.3, pagina 61. |

A proposicao a seguir traz um resultado acerca do centro de um produto tensorial

entre algebras unitéarias .

Proposigao 1.1.27 Sejam A e B duas K-dlgebras unitdrias.

a) Se S = {a; | i € I} e R = {b; | j € J} sao subconjuntos LI de A e B,
respectivamente, entdo S ® R ={a; ®b; |i € I,j € J} € um subconjunto LI de
A® B;

b) Sejam S ={a; | i €I} e R={b; | i € I} subconjuntos de A — {0} e B — {0},
respectivamente. Se S ou R for LI, entio S @ R = {a; ® b; | i € I} € um
subconjunto LI de A ® B;
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¢) Z(A® B) = Z(A) ® Z(B).

Demonstracao: a) Tomemos \;; € KC, com i € [ e j € J, tais que

> ) Nilai@by) =0.

iel jeJ
Fixados ig € I e jy € J, tomemos uma aplicacao bilinear ¢ : A x B — K que satisfaca
©(a,, b)) =1 e p(a;,b;) =0se (i,7) # (o, jo). Pelo Teorema 1.1.26, temos que existe
uma transformagao linear ¥ : A®@ B — K tal que p(a;, @ bj,) =1 e P(a; ® b;) =0 se
(1,7) # (io, jo). Dessa forma, temos que

0=9p (Z > Aglae bj)> =Y ) NiBlas ©b5) = Nigjo-
iel jeJ iel jeJ

Como ¢ € [ e j € J foram tomados arbitrariamente, segue-se o resultado.

b) Sem perda de generalidade, suponhamos que S seja LI, e tomemos  uma base
do subespacgo vetorial de B gerado por R. Para cada ¢ € I, considere o subespaco
Z; de A ® B gerado pelo conjunto {a; ® b;b € B}. Pelo item anterior, temos que
{a; @ b;i € I,b € f} & um subconjunto LI de A® B, e assim {Z;};c; € uma familia de
subespacos independentes de A ® B, isto &, Z; N (ZjeL#i Zj> = {0}, para todo i € I.

Observe que os elementos de Z; sao da forma Zaeﬁ A @A = a; @ 5 Ay, € assim

aef

temos que a; @ b; € Z; — {0}, para cada i € I. Dessa forma, concluimos que S ® R é
LI

¢) De fato, ¢ facil ver que Z(A) ® Z(B) C Z(A ® B). Por outro lado, tomemos
a € Z(A® B). Temos que existem ay,...,a, € A nao nulos e by,...,b, € B linear-
mente independentes tais que a = > | a; ® b;. Tomando a € A qualquer, temos que

(a® 1p)a = a(a® 1p). Dai, temos > aq; @ b; =Y, a;a ® b;. Logo,

n n
0= Z(aai —a;a) @ b; = Z[a, a;| ®b;.
i=1 i=1
Pelo item b) desta proposi¢ao, concluimos que [a,a;] = 0, para todo ¢ = 1,...,n, e

portanto, a; € Z(A),i=1,...,n. Dessa forma, a € Z(A) ® B. Por sua vez, podemos
tomar al,...,al, € Z(A) linearmente independentes e b, ..., b € Bnao nulos tais que

a =" a,®b,. Tomando b € B arbitrario, temos (14®b)a = a(14®b), e dai segue-se

=1 "

que > " al @ [b,b)] =0, donde, by,...,b, € Z(B). Segue-se entdao o € Z(A) @ Z(B),

=1 "1

donde concluimos que Z(A® B) C Z(A) ® Z(B), e assim o resultado segue. |
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Proposicao 1.1.28 Sejam A e B dlgebras sobre KC, com B unitdria. Se A = A; ® As,
onde Ay e Ay sdo subdlgebras de A, entao

A@cB=T &1,

onde T; =2 A; @k B, parai=1,2.

Demonstragao: Ver [Rot|, Teorema 8.87, pagina 584, e utilizar o Teorema 1.1.26. B

1.2 A-Mobdulos e Representacoes de Grupos

Nesta secao, trataremos de apresentar os principais resultados relativos aos md-
dulos sobre dlgebras e representacoes de grupos, assim como a relacao entre eles. Aqui,

todas as algebras serao unitarias e associativas.

Definicao 1.2.1 Seja A uma dlgebra e M um espaco vetorial. Diremos que M é um

A-moédulo a esquerda (ou mddulo a esquerda sobre A) se estd munido de um produto

AxM — M

(a,m) +—— a-m
que satisfaca:
i) (a1 4+ az) -m = (a1 -m)+ (ag - m),
i) a-(my+my) = (a-my)+ (a-ms),
iii) (Aa)-m=a-(Am) = A a-m),
) ay - (ay-m) = (a1az) - m,
v) 14-m=m,
para quaisquer a,ai,as € A, m,my,mes € M e X € K.
Observe que os itens i), i) e i7) da definicdo acima nos dizem que o produto “-”
é uma aplicacao bilinear.

Exemplo 1.2.2 Sendo A uma dlgebra qualquer, podemos naturalmente olhar A como
uma A-modulo a esquerda, cujo produto é a multiplicacao de A. Mais geralmente, se
tomarmos B uma subdlgebra (unitdria) de A, temos que A é um mddulo & esquerda
sobre B, cujo produto € dado pela restricao da multiplicacio de A a B x A. Vamos
denotar este B-mddulo por gA.
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Exemplo 1.2.3 Sejam V um espaco vetorial e L(V') a dlgebra dos operadores lineares

de V. Considere o produto

LV)xV — V
(T,v) +— Tw=T(v)

Y

que € bem definido. Temos que V, munido deste produto, é um L(V)-mddulo a es-

querda.

Exemplo 1.2.4 Sejam G um grupo, M um espago vetorial e p : G — GL(M) um

homomorfismo de grupos, com ¢(g) = ¢,. Considere a aplicagdo

KG x M — M
(deG Agg,v) deG Agpg(v)

Temos que M, munido deste produto, é um KG-mddulo (& esquerda,).

Exemplo 1.2.5 Sejam M, (K) a dlgebra de maltrizes n x n sobre K e K" o espago

vetorial das n-uplas em K. Considere o produto

M, (K) x K™ — K
((aij)n,()\l,...,)\n)) > (Zalj/\j,...72anj)\j> ’
j=1 j=1
aip - Qip
onde (a), = | + . € M,(K). Temos que K", munido deste produto, é
Ap1 -+ Gpn

um M, (KC)-mddulo.

Analogamente, define-se A-mddulo & direita (ou modulo a direita sobre A), bas-

tando considerar o produto

MxA — M
(m,a) — m-a

satisfazendo:
i) m- (a1 +az) = (m-a1) + (m- a),
i) (my+ms)-a=(my-a)+(ms-a),
i) m - (Aa) = (Am) -a = A(m - a),

iv) (m-ay)-ax=m- (a1az),
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v) m-1y=m,

para quaisquer a,ai,as € A, m,my,my € M e X € K.

E importante observar que existe uma diferenca mais do que sutil entre A-modulos
a esquerda e A-mddulos & direita, onde geralmente nao é possivel simplesmente mudar
o escalar de um lado para o outro. Observe que as condicoes a; - (ag - m) = (a1az) - m
(para A-modulo a esquerda) e (m - ay) - az = m - (a1a2) (para A-modulo a direita)

apresentam uma real diferenca quando, por exemplo, A é ndo comutativa.

Definig¢ao 1.2.6 Sejam A uma dlgebra e M um A-mddulo. Dizemos que:

i) Um subespago vetorial N de M ¢ um submoédulo (ou A-submddulo) de M se
a-n € N, para quaisquer a € A en € N.

ii) Um submddulo N # {0} de M € minimal se ndo existe submddulo Ny néao nulo
de M tal que N1 C N.

iii) N € um submddulo maximal de M se N # M e se nao existe submddulo Ny de
M tal que N C Ny C M.

iv) M # {0} é um A-mddulo irredutivel (ou simples) se seus unicos submddulos
sao {0} e M.

Exemplo 1.2.7 Seja A uma dlgebra e consideremos o A-mddulo 4 A. Temos que o0s
submddulos de 4 A sao eratamente os ideais a esquerda da dlgebra A. Sendo M um A-
mddulo e m € M, entdo o conjunto A-m = {a-m;a € A} é um submddulo de M. Caso
M seja um A-mddulo irredutivel, temos que A-m = M para qualquer m € M — {0}.
Reciprocamente, se A-m = M para qualquer m € M — {0}, entao M é um A-mddulo

irredutivel.

Exemplo 1.2.8 Sendo M um A-mddulo, temos que os seus submddulos minimais sao
exatamente aqueles que sao A-modulos irredutiveis. Caso M tenha dimensdao finita,
como espaco vetorial, entao temos que M possui necessariamente algum submodulo

mainimal.

Exemplo 1.2.9 Sendo V um espago vetorial, temos que V é um L(V)-mddulo irre-
dutivel. De fato, considere W um submddulo nao nulo de V.. Tomemos w € W — {0}
ev € V qualquer. Temos que existe uma transformacgao linear T € L(V) tal que
T(w)=wv, e dai temos v =T(w) =T -w €W, e assimVC W, donde W = V.
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Definiremos agora mddulo quociente. Sejam M um A-moédulo e N um submoédulo
de M. Olhando N como um subespaco vetorial do espaco M, consideremos o espaco
vetorial quociente M /N que é o conjunto de todas as classes laterais de N em M, isto
&, M/N ={m+ N |me& M} ={m | m e M}. Considere agora a aplicagdo produto

de um elemento de A por um elemento de M/N dada da seguinte forma

Ax M/N —s M/N

(a,@) +— a-m

Mostra-se facilmente que tais operagoes sao bem definidas. Nao é dificil ver que M /N,

munido de tal produto, é um A-modulo, chamado de mddulo quociente de M por N.
E interessante observar que N é um submodulo maximal de M se, e somente

se, M/N é um modulo irredutivel. Como justificativa, observe que os submddulos de

M/N sao da forma M;/N, onde M; é um submoédulo de M tal que N C M.

Definicao 1.2.10 Sejam A uma dlgebra, My e My A-mddulos. Dizemos que uma

transformacao linear ¢ : My — My € um homomorfismo de A-moédulos se

pla-m)=a-p(m),
para quaisquer a € A e m € M.

Exemplo 1.2.11 Sejam A uma dlgebra e M um A-mddulo. Fizado m € M, considere
a aplicacao
T A.A — M
a + T(@)=a-m

Temos que T € um homomorfismo de A-mddulos.

Exemplo 1.2.12 Sejam M um A-mddulo, N1 e Ny submddulos de M tais que M =
N1 @ N,. Temos que as projecoes

T e M — M Ty : M — N,

m=n;+ny —> m(m)=mn m=n;+ny +—> ma(m)=ny

onde ny € Ny e ny € Ny, sao homomorfismos de A-mddulos.

Exemplo 1.2.13 Sejamn M um A-modulo e N um submddulo de M. Considere a
aplicacao
v: M — M/N
m +— (m)=m=m+N

Temos que Y é um homomorfismos de A-maddulos.
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Nao é dificil verificar que se ¢ : M; — M, é um homomorfismo de A-mddulos,
entao seu nicleo ker(¢) = {m € M;;o(m) = 0} é um submddulo de M; e sua imagem

Im(p) = {p(m) € Ma;m € My} ¢ um submodulo de M.

Exemplo 1.2.14 Tomemos M e M; A-mddulos tais que existe um homomorfismo

© : M — M, sobrejetivo. Nao é dificil mostrar que
P M/ker(p) — M,
m — p(m) = ¢(m)

¢ um isomorfismo de A-mddulos. Ademais, se yp : M — N é um homomorfismo de

A-mddulos, entao M /ker(¢y) = Im(2)).

Seja M um A-moédulo. Chamamos de endomorfismo do A-mddulo M um ho-
momorfismo (de A-modulos) de M em M. Vamos denotar por End (M) o conjunto
de todos os endomorfismos do A-modulo M. Observando que Endys(M) C L(M),
nao é dificil verificar que End4(M) é uma subélgebra de L(M) (ver Exemplo 1.1.6).

Considere a aplicagao
v: A —  L(M)

Y

a — pla) =g,

onde p,(m) = a - m, para qualquer m € M. Temos que se T' € End4(M), entdo
(T oa)(m) = T(pa(m)) =T(a-m)
= a-T(m) = @a(T(m))

= (paoT)(m),
para quaisquer a € A e m € M. Isso significa que
End (M) =A{T € LIM)|T o p, = p,0T,Va € A}.

Proposigao 1.2.15 (Lema de Schur) Seja M um A-mddulo irredutivel. Temos en-

tao que Endy (M) é uma dlgebra com divisdo.

Demonstracao: Seja T' € Endy(M) — {0}. Temos que ker(7) # M e Im(T) #
{0}. Como Ker(T) e Im(T') sao submodulos de M, e este é irredutivel, devemos ter
Ker(T) = {0} e Im(T) = M. Logo, T & inversivel como transformacao linear. Nao é

dificil ver que T—! € End4(M). Portanto, segue-se o resultado. |
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Proposicao 1.2.16 Sejam M um A-mddulo de dimensdo finita (como espago vetorial)
e N1, Na, ..., N, submddulos minimais de M. Se J C Ny + Ny + -+ N, € um
submddulo (nao trivial) minimal de M, entio J = N; (como A-mddulos), para algum
ie{1,2,...,r}.

Demonstragao: Suponhamos sem perda de generalidade que Ny N (Ny+ -+ N,) #
{0}. Como N; é minimal, devemos ter Ny C Ny + N3 + --- + N,, e assim
Ny +No+Ns+---+ N, = Ny+ N3g+--- 4+ N,. Logo, podemos supor que a soma
N1+ Ny +---+ N, é direta.

Dado z € J, existem tnicos x1 € Ny,...,x, € N, taisque r = x1+---+z,. Para
cada j = 1,...,r, considere o homomorfismo de A-mo6dulos
Ty J — N;

T
x:in — m(z) =x;
i=1

Como J # {0}, deve existir um j, € {1,...,r} tal que m;, # 0, e assim, pela mini-
malidade de J, temos que ker(w;,) = {0}, donde concluimos que J = Im(7;,) (como
A-modulos). Mas como N, também é minimal, devemos ter Im(rj,) = N;,. Portanto,

Tj, ¢ um isomorfismo de A-mddulos. [

O resultado abaixo diz respeito a unicidade da decomposicao em submoddulos

irredutiveis de um A-modulo.

Proposicao 1.2.17 Seja M um A-mddulo de dimensao finita (como espago vetorial).
Se existem Wi, Wy, ..., W, e N1, N, ..., Ny submddulos minimais (nao triviais) de M
tais que M =W, @Wo B --- W, =N, BNy D --- P Ng, entdo r = s e existe uma
permutacao {j1, g2, ..., 3r} de {1,2,... 1} tal que

Wy 2 N, W, = N,

oy

Demonstracao: Ver [CR|, Teorema 14.5, pagina 83. |

Comecaremos agora um breve estudo sobre representacoes de grupos. Nesta secao,
G denotard um grupo finito, salvo mengao contraria. Recordamos que GL(M) denota
o grupo de todos os operadores lineares invertiveis do espaco vetorial M e GL,(K)

refere-se ao grupo multiplicativo de todas as matrizes invertiveis n x n sobre K.
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Definicao 1.2.18 Sejam G um grupo e M um espacgo vetorial. Uma representacao
de G com espaco representacao M é um homomorfismo de grupos
v: G — GL(M)
g — e9) =9,
Duas representacoes ¢ e @' de G com espagos M e M', respectivamente, sao ditas
equivalentes se existe um K-isomorfismo ¢ : M — M' tal que pg3p = Py, para todo

g € G, isto ¢, pg(m) = Py (m) para todo m € M e g € G. A dimensao dimx M de
M sobre K € chamada o grau de .

Por simplicidade, diremos apenas “p é uma representacao de G em M” ao in-
vés de “p é uma representacao de GG com espago representacao M”. Quando se tem
dimge M = n < oo, para algum n € N, sabe-se que GL(M) = GL,(K). Neste caso, uma
representacao ¢ de G em M pode ser vista como um homomorfismo ¢ : G — G L, (K).
Observe que se n = 1, como GL(K) = K*, onde £* é o grupo multiplicativo do corpo
IC, podemos considerar ¢ como um homomorfismo ¢ : G — K*.

Exemplo 1.2.19 Sejam G um grupo e M um espaco vetorial qualquer. O homomor-
fismo
v: G — GL(M)
g +— () =Idy

¢ uma representacao de G em M, chamada de representagao trivial.

Exemplo 1.2.20 Sejam ¢ : G — GL(M) uma representagao de G em M e H um
subgrupo de G. Temos que a restricao de ¥ a H € ainda um homomorfismo de grupos.

Logo, a aplicacao
vyg: H —> GL(M)

h — Yu(h) =14(h)

€ uma representacao de H em M. Ademais, 1 e Yy tém o mesmo grau.

Exemplo 1.2.21 Seja Co, o grupo ciclico infinito. Sendo g € Cy tal que Co = (g),

definimos
p: Cp — GL,y(R)
RN go(g”)z(l n), n € 2.
0 1

Temos que ¢ € uma representacao de grauw 2 de Co, em GL,(R).

Exemplo 1.2.22 Tomemos S, o grupo simétrico de grau n, n € N. Considere a
aplicagao
0. S, — R*
o +— 0(o)=(-1)""
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onde (—1)7 = sign(o) € o sinal da permutacio o € S,. Temos que 0 € uma repre-
sentacdo de S, em R*. Note que 0(c) € Cy = {—1,1}, para qualquer o € S,. Tal

representacao € chamada de representacao sinal de S,,.

Definigao 1.2.23 Sejam G um grupo, M um espago vetorial e ¢ : G — GL(M)
uma representacao de G. Dizemos que um subespaco W de M € p-invariante se
0 (W) C W para todo g € G. Se existe algum subespago nao nulo W e-invariante de
M, tal que W # M, dizemos que p é uma representacao redutivel. Caso contrdrio,

dizemos que p € uma representacao irredutivel.

Observe que os subespagos triviais {0} e M de M sao p-invariantes. Dessa forma,
afirmar que ¢ é irredutivel, ¢ o mesmo que dizer que os Gnicos subespacos p-invariantes
de M sao os triviais.

Sendo W um subespaco g-invariante de M e g € G, temos que a restricao de ¢,

a W é pode ser definida por

oglw: W — %74

w o pglw(w) = py(w)

Como ¢ (W) C W e ¢,-1(W) C W, e do fato de que ¢, -1 = gp;l, segue-se que
©,(W) = W. Ademais, ¢, ¢ injetora. Dessa forma, temos que ¢4l € GL(W). Isso

motiva a seguinte definicao:

Defini¢ao 1.2.24 Sejam ¢ : G — GL(M) uma representacao de G em M e W um
subespaco p-invariante de M. Definimos a sub-representacao py como sendo a
representacao de G
ow: G — GL(W)
g — owlg)=wylw

A sub-representacao pw € ainda chamada de restricao de ¢ a .

Exemplo 1.2.25 Toda representacao de grau 1 € irredutivel. Sendo G um grupo finito
de ordem > 2, entdo temos que toda representagao de G de grau maior ou igual o |G| é
redutivel. De fato, seja ¢ : G — GL(M) uma representacio de G, com dim M > |G|.
Tomemos vy € M —{0} e considere subespago W = (p4(vo) | g € G) de M. Temos que
W é um subespago nao nulo g-invariante de M, com dim W < |G|. Observando que,
para cada v € M\ {0}, W, = (3_ . 04(v)) € um subespago p-invariante de M, com
dim M, = 1 < |G| < dim M, devemos ter 3 g = 0, e dai, o conjunto {@,4(vo) |
g € G} € linearmente dependente. Logo, dimW < |G|, e assim dimW < dim M.

Portanto, ¢ € redutivel.
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Exemplo 1.2.26 A representacao

o (gn) _ 1 n\, néeN,,
7 0 1

A
¢ redutivel. Com efeito, basta observar que o subespaco W = {(()) | A e R} de
M1 (R) satisfaz (x)(W) C W para todo x € Cx.

Exemplo 1.2.27 Tomemos um K-espaco vetorial M de dimensio n € N, n > 2.
Fizemos uma base 5 = {v1,va,...,v,} de M. Para cada o € S, consideremos a
transformagao linear T, : M — M que satisfaz T,(v;) = Vo), © = 1,2,...,n. Temos
que a representa¢ao
¢: S, — GL(M)
o — ¢lo)=1T1,

¢ redutivel. De fato, observe que os subespagos Wi = (vy + vy + -+ +v,) € W =
{1+ Xvg + -+ oy | A+ A+ -+ N\, =0} de M sdo ¢-invariantes. Note que
ow, € obviamente irredutivel, pois tém grau 1. Por sua vez, nao € dificil mostrar que

a sub-representacao ¢, € irredutivel quando char IC = 0.

Proposicao 1.2.28 Sejam ¢ : G — GL(M) e ¢ : G — GL(N) representagioes de G

equivalentes. Entao p € irredutivel se, e somente se, 1 € irredutivel.

Demonstracao: Considere T': M — N um isomorfismo de espacos vetoriais tal que
Ty, = 1,1, para todo g € G. Primeiramente, suponhamos que ¢ ¢ irredutivel. Agora,
por contradicao, suponhamos que N; ¢ um subespaco nao trivial y-invariante de .
Considere o subespago M; = T—'(N;) de M. Note que M; & nao trivial. Para todo
g € G, temos que

pg(M1) = (T T)(My) = (T ) (T(My)) = (T 4g)(N1) € T (Ny) = My,

e dai M; é subespaco g-invariante de M. Contradi¢ao! Portanto, ¢ é irredutivel.

Analogamente, demonstra-se que vale a reciproca. |

Exemplo 1.2.29 Considere as representacoes do grupo S, em K* dadas por

s: S, — K* 0. S, — K*
o — C(O’):l o — 9(0):(—1)07

que sao as representacoes trivial e sinal, respectivamente, de S,. FE fdcil ver que ¢ e 0

nao serao equivalentes em hipdtese de char KC #£ 2.
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Definicao 1.2.30 Sejam G um grupo e ¢ : G — GL(M) uma representacao de G.
Dizemos que ¢ é completamente redutivel (ou semissimples) se existem sub-
espacos Wi, Wa, ... . W, p-invariantes de M tais que M = Wy & Wo d --- B W, e

OWys PWas - - - » PW,, SG0 irredutivess.

Observe que toda representacao irredutivel é completamente redutivel.

Exemplo 1.2.31 Sejam IC um corpo de caracteristica 2 e G = Zo um grupo. Sendo
T: K* — K?
(z,y) — T(z,y)=(z+y,y)
uma transformacao linear, temos que
v: G — GL(K?)
g — vlg)=T
é uma representacio de G, pois char K = 2. Uma vez que W = ((1,0)) é o unico

subespaco V-invariante de K2, temos que 1 nao é completamente redutivel.

Teorema 1.2.32 (Maschke) Seja G um grupo finito tal que sua ordem nao é divisivel
por charKC. Se ¢ : G — GL(M) ¢é uma representag¢io de grau finito e W € um
subespaco p-invariante de M, entao existe um subespaco Wy w-invariante de M tal

que M =W @& W,. Ademais, ¢ € completamente redutivel.

Demonstracao: Ver [CR|, Teorema 10.8, pagina 41. |

O teorema anterior nos diz que se ¢ : G — GL(M) ¢ uma representacao de
G, com M um espacgo vetorial de dimensao finita e G um grupo de ordem finita tal
que char K { |G|, entdo M = Wy & Wy & --- & W, onde W; é p-invariante e a sub-
representacao gy, € irredutivel, para i =1,2,...,n.

Tomemos um KG-médulo M. Considere, para cada g € GG, a aplicagao
g M — M
v py(®) =g-v
Note que, dados g, h € G, tem-se @y, = @, 0 . Observe ainda que ¢ = Idy;, onde 1
é o elemento neutro de G, e assim @ -1 0 9, = g 0 @ -1 = Idy. Logo, ¢, € GL(M).
Nao ¢ dificil ver que a aplicacao
v: G — GL(M)

g — ¢(g9) = ¢,
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é uma representacao de G em M. Sendo W um submoédulo de M, temos que g-w € W,
para quaisquer g € G ew € W. Dessa forma, temos que W é um subespaco p-invariante
de M.

Por outro lado, sejam M um espaco vetorial e ¢ : G — GL(M) uma representagao
de G em M. Considere o XG-modulo definido no Exemplo 1.2.4. Tomando W um
subespago p-invariante de M, temos que g - w = p,(w) € W, para quaisquer g € G e
w € W. Lembrando que G é um conjunto gerador (como espaco vetorial) da algebra
de grupo KG, dado A € G arbitrério, segue-se que A - w € W para qualquer w € W.
Dessa forma, temos que W é um submodulo do KG-modulo M.

Portanto, podemos concluir que existe um correspondéncia biunivoca entre as
representacoes de G e os respectivos KG-modulos.

Finalizaremos esta se¢ao com alguns resultados que envolvem as representacoes
de um grupo G e os KG-modulos.

Proposicao 1.2.33 Sejam ¢ : G — GL(M) e : G — GL(N) representagoes de G.
Temos entao que:
a) @ e sao equivalentes se, e somente se, 0s seus respectivos KG-mddulos M e N
sao isomorfos;

b) ¢ € irredutivel se, e somente se, o respectivo KG-mddulo M € irredutivel.

Demonstragao: a) Suponha que ¢ e ¢ sdo equivalentes. Tomemos T : M — N um
isomorfismo linear tal que T'p, = 1,1, para todo g € G. Considerando os KG-modulos

M e N correspondentes, respectivamente, a ¢ e 1, temos

T(g-v) = T(pg(v)) = g(T(v)) = g-T(v)

para quaisquer ¢ € G e v € M. Como T é linear e G é um conjunto gerador de
KG, temos que T'(A-v) = A - T(v), para quaisquer A € KG e v € M. Logo, T é um
homomorfismo de KG-modulos. Sendo T’ bijetora, temos que M e N sao isomorfos
como KG-modulos.

Por outro lado, suponhamos que M e N sao KG-moédulos isomorfos. Seja
F : M — N um isomorfismo de KG-moddulos. Temos que F' é uma transformacao
linear bijetora que satisfaz F'(A-v) = X - F'(v) para quaisquer A\ € G e v € M. Dessa

forma, temos

(Fipg)(v) = Flpg(v) = Fg-v) = g F(v) = 1y (F(v)) = (¢ F)(v),
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para quaisquer g € G e v € M. Logo, Fp, = ¢,F, para qualquer g € G, e portanto,
@ e 1) sao equivalentes.
b) Pelo que vimos anteriormente, os submodulos do KG-modulo M sao exata-

mente os subespacos p-invariantes de M, e vice-versa. Dai, segue-se o resultado. W

A partir da proposicao anterior, podemos reformular o Teorema de Maschke

(Teorema 1.2.32) em termos de submodulos. Segue abaixo tal reformulagao.

Teorema 1.2.34 (Maschke reformulado) Sejam G um grupo finito e M um KG-
mddulo de dimensdo finita (como espaco vetorial). Se W é um submddulo de M e
char K 1 |G|, entdo existe um submddulo Wy de M tal que M = W & W;. Ademais,
existem N1, No, ..., N, submddulos minimais de M tais gque M = N1 ® Ny P --- B N,.

Demonstracao: Basta combinar a demonstracao da Proposi¢ao 1.2.33 e o Teorema

de Maschke. [}

Pela Proposicao 1.2.17, temos que a decomposicao de M garantida no teorema
anterior é tinica, a menos de isomorfismo.

Consideremos G um grupo finito cuja ordem nao é multiplo de char IC. Nestas
condigoes, temos que toda representacao de grau finito de GG é completamente redutivel
(Teorema de Maschke). Para cada g € G, considere a aplicac¢ao linear p : KG — KG
que satisfaz p,(a) = ga, para todo o € KG. Note que p, € GL(KG). Considere agora
a aplicagao p dada por

p: G — GL(KG)
g — plg)=ps
que é uma representacao de (G, chamada de representacao regular a esquerda de G.
Temos que p é injetiva e é a representacao correspondente ao X G-modulo xoKG. Note
que os subespacos p-invariantes de KG sao exatamente os ideais a esquerda de KG.
Dessa forma, segue-se do Teorema de Maschke que se W é um ideal a esquerda de KG,
entao existe um ideal & esquerda W7 de KG tal que KG = W & Wh.

Observando que N é um ideal minimal & esquerda de G se, e somente se, a sub-

representacao py € irredutivel, temos que podemos escrever KG como uma soma direta

de um nimero finito de ideais minimais & esquerda de LG (Teorema de Maschke).
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Teorema 1.2.35 Seja G um grupo finito cuja ordem nao é divisivel por char IC. En-
tao todo KG-mdodulo irredutivel € isomorfo a algum ideal minimal & esquerda de KG.
Em outras palavras, toda representacao irredutivel de G € equivalente a uma sub-

representacao da representacao reqular a esquerda de G.

Demonstracao: Ver [CR|, Teorema 25.10, pagina 166. |

Nas condicoes do teorema acima, e tomando uma decomposicao de KG tal qual
a que é garantida pelo Teorema 1.2.34, segue da Proposi¢ao 1.2.16 que o niimero de
representacoes irredutiveis de G ¢ finito, a menos de equivaléncia. Pode-se mostrar que
o nimero de representagoes irredutiveis de G é menor ou igual ao niimero de classes

de conjugacao distintas de G (ver [CRJ], Observacao 27.25, pagina 188).

Teorema 1.2.36 Seja G um grupo finito, tal que char IC 1 |G|. Sendo r o nimero de
representacoes irredutiveis de G, a menos de equivaléncia, considere Iy, I, ..., I, ideais

minimais 4 esquerda de G, dois a dois nao isomorfos (como KG-mddulos). Entao
Ji = LKG é um bilateral de KG, parai=1,2,...,r. Ademais,

KG=4® )& @ J.

Demonstracao: Ver [CR|, Teorema 25.15, pagina 168. |

Uma importante ferramenta em Teoria das representacoes é fornecida pela Teoria
dos Caracteres. Aqui, a aplicagao tr : L(M) — K é a funcdo traco em L£(M), onde M

¢ um espaco vetorial de dimensao finita.

Definicao 1.2.37 Seja ¢ : G — GL(M) uma representacio de G de grau finito.

Definimos o caracter de ¢ como sendo a aplica¢ao
Xe: G — K
9 > Xelg) = tr(eg)

Dizemos que x, € um caracter irredutivel se ¢ for uma representacao irredutivel de

G. Ademais, dim M = degy, € chamado o grau do caracter x,.

No caso de um representagao ¢ : G — GL,(K), definimos o caracter de ¢ de
forma analoga, observando apenas que x,(g) € o traco da matriz ¢,, g € G.

Sendo ¢ : G — GL(M) e ¢ : G — GL(N) representacoes equivalentes de G,

ambas de graus finitos, tomemos 7" : M — N um isomorfismo linear tal que T'p, = 9,71,

g € G. Temos dai que

X@(g) = tr(gog) = tr(Tilng) = tr(¢g) = X4(9),
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para todo g € G. Logo, X, = Xy-
Tomando ¢ : G — GL(M) uma representacao de G de grau finito e x seu caracter,

temos que se g, g1 € G sdo conjugados, isto ¢, g = h~'g,h para algum h € G, entao

X(9) = tr(pg) = tr(en-1gn) = tr(en-1909n) = tr(pe) = x(91)-
Note que x,(1) = tr(Idy) = dim M, onde 1 é o elemento neutro de G.

Exemplo 1.2.38 Sendo ¢ : G — GL(M) uma representacdo trivial de grau finito de
G, isto é, <(g) = Idy, para todo g € G, temos que x.(g) = dimM, para todo g € G.
Agora, seja p: G — K* uma representacao de G. Note que p tem grau 1. Entdo

para todo g € G. Logo, x, = p.

Exemplo 1.2.39 Seja M um espaco vetorial real de dimensao finita n. Considere a
representacao de G
¢: S, — GL(M)
o — ¢lo)=1T1,

definida no Fzemplo 1.2.27. Seja ro = #{i | 0(i) =4,i = 1,2,...,n}, onde 0 € S,
isto €, v, € 0 numero de pontos fizados por o € S,,. Sendo x : S, — R o caracter de

¢, nao é dificil ver que x(o) =r,.

Sob hipotese de GG ser um grupo finito e sendo a caracteristica de K igual a zero,

entao vale o Teorema de Maschke, e com isso, temos os resultados a seguir.

Teorema 1.2.40 Todo caracter de G pode ser escrito como soma de caracteres irre-
dutiveis de G.

Demonstragao: Ver [JL|, Proposicao 13.18, pagina 127. |

Uma outra demonstragao do teorema acima pode ser encontrada em [S|, Propo-

sicao 2, pagina 11.

Teorema 1.2.41 Duas representacoes de graus finitos de G com o mesmo caracter

sao equivalentes.

Demonstracao: Ver |[JL|, Teorema 14.21, pagina 143. |

Ver também [B], Teorema 7.4, pagina 79, ou [S|, Corolario 2, pagina 16.

Antonio M. D. Franga Outubro de 2014 PPGMat — UFCG



1.3. Radical de Jacobson e Semissimplicidade 41

Note que do teorema acima podemos concluir que existe uma correspondéncia
biunivoca entre as representacoes irredutiveis de grau finito de um grupo finito G e os
caracteres irredutiveis de representacoes de G. Consequentemente, existe uma corres-

pondéncia biunivoca entre os KG-modulos irredutiveis e os G-caracteres irredutiveis.

1.3 Radical de Jacobson e Semissimplicidade

Nesta secao apresentaremos os principais resultados pertinentes ao Radical de
Jacobson de uma algebra e a semissimplicidade. As principais referéncias indicadas
para esta secdo sao [H| e [Fe|, nas quais o leitor podera encontrar demonstragoes e
maiores detalhes. Em toda esta secao, toda algebra apresentada serd sempre uma
algebra associativa de dimensao finita sobre um corpo de caracteristica zero.

Seja A uma K-dlgebra. Sabe-se que se I e J sdo ideais (bilaterais) nilpotentes
de A, entao I + J é um ideal (bilateral) nilpotente de A (ver [Fe|, Lema 16.1, pagina
48). Assim, sendo N um ideal nilpotente de A de dimensao maxima, segue que N deve

conter todos os ideais nilpotentes de A, e dai IV & o maior ideal nilpotente de A.

Definicao 1.3.1 Dada uma K-dlgebra A, definimos o Radical de Jacobson de A,

denotado por J(A), como sendo o maior ideal (bilateral) nilpotente de A.

Observe entao que J(A) contém todos os ideais nilpotentes de A.

Proposicao 1.3.2 Seja A uma dlgebra. Todo ideal nil & esquerda (ou a direita) de A
estd contido em J(A).

Demonstragao: Ver [Fe|, Teorema 16.2, pagina 50. |

O seguinte resultado diz respeito ao quociente de uma algebra A por seu radical

de Jacobson J(A).

Teorema 1.3.3 Considere a dlgebra quociente A/J(A). Temos que

J(A)J(A)) = {0}.

Demonstracgao: Ver [H|, Teorema 1.2.4, pagina 15. |

O teorema acima motiva a seguinte definicao, que relaciona o conceito de radical

de Jacobson ao importante conceito de semissimplicidade.
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Definicao 1.3.4 Seja A uma dlgebra e J o radical de Jacobson de A. Dizemos que A
¢ uma algebra semissimples se J = {0}.

Sendo assim, temos do Teorema 1.3.3 que A/J(A) é uma algebra semissimples,
seja qual for a algebra A. Note que toda algebra simples é ainda semissimples, uma,
vez que A? é um ideal bilateral ndo nulo de A e assim A% = A, donde A nao pode ser

nilpotente e portanto J(A) deve ser nulo.

Observagao 1.1 Sabe-se que toda dlgebra semissimples (e consequentemente toda dl-
gebra simples) possui unidade (ver [Fe], Coroldrio 2, pigina 59).
O teorema a seguir traz um resultado importante sobre algebras simples. Tal

resultado é conhecido como Teorema de Wedderburn-Artin.

Teorema 1.3.5 (Wedderburn-Artin) Seja A uma K-dlgebra simples. Entio A =
M, (D), para alguma K-dlgebra com divisao D, n > 1. Ademais, n € unico, assim
como D, a menos de isomorfismo. Reciprocamente, para toda dlgebra com divisao D,

M, (D) é uma dlgebra simples.

Demonstragao: Ver [Fe|, Teorema 24.1, pagina 65. |

E um fato bem conhecido que se K é um corpo algebricamente fechado e D é
uma fC-dlgebra com divisao (de dimensao finita), entdao D = K (para mais detalhes,

ver [H|, Lema 2.1.5, pagina 50). Assim, o seguinte resultado segue imediatamente.

Teorema 1.3.6 Sendo K um corpo algebricamente fechado e A uma dlgebra simples

de dimensao finita sobre KC, entao A = M, (K), para algum n € N.

Proposigao 1.3.7 Seja A uma dlgebra semissimples. Entao A é a soma direta de um

numero finito de ideais minimais de A, isto é,
A=LoL® - ® 1L,

onde I, Iy, ..., I, sao ideais minimais de A.

Demonstracao: Ver |Rot|, Corolario 8.44, pagina 554. |

Teorema 1.3.8 (Wedderburn-Artin IT) Toda K-dlgebra semissimples A € isomorfa

a um produto direto
Mm(Dl) X an(D2) X X MnT(Dr)a

onde D1, Ds, ..., D, sao K-dlgebras com divisdo, e 0s niumeros inteiros r,ny, na, ..., Ny,

assim como as dlgebras D;, sao unicamente determinados por A.
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Demonstracao: Ver |Fe|, Teorema 25.1, pagina 69. |

Note que se r = 1 no teorema acima, entao teremos o Teorema 1.3.5.
Sendo A uma algebra semissimples sobre um corpo algebricamente fechado IC,

temos dos Teoremas 1.3.8 e 1.3.6 que
A= Mnl(K) X MTLQ(}C) XX Mnr(IC)7

onde r,nq,ng,...,Nn, sao inteiros.
Um importante resultado é o Teorema de Wedderburn-Malcev, que traz uma de-
composicao de uma algebra pertencente a uma certa classe de algebras em termos do

radical de Jacobson da algebra e de uma subalgebra semissimples.

Teorema 1.3.9 (Wedderburn-Malcev) Sejam A uma dlgebra de dimensdo finita
sobre um corpo IC, de caracteristica zero. FEntao existe uma subdlgebra semissimples

mazimal B tal que

A=DB+J.

Ademais, se B e B’ sao subdlgebras tais que A = B+ J = B’ + J, entdo existe x € J
tal que B'= (1+z)B(1 +z)~ "

Demonstracao: Ver [CR|, Teorema 72.19, pagina 491. |

Concluiremos esta secao com a ideia de extensao do corpo base de uma algebra
e com dois resultados que relacionam esta ideia com radical de Jacobson e semissim-
plicidade.

Sendo F um corpo de extensao de K, considere a F-algebra dada por A = AR, F,
cujo produto por escalar é dado por Ma ® b) = a ® Ab, para quaisquer a € A e
M\, b € F. Dizemos que A é obtida de A por extensio de escalares. Vale ressaltar que

dim}-(.A Rx .7:) = dimy A.

Teorema 1.3.10 Suponha A uma dlgebra sobre K, char K = 0, e K C F uma extensao
algébrica de corpos. Considerando a F-dlgebra A = Ak F, tem-se

J(A) = J(A) @k F.

Demonstracao: Ver [Ro|, Teorema 2.5.36, pagina 192. |
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Definigcao 1.3.11 Dada uma dlgebra A sobre um corpo K, dizemos que A € central
sobre IC se Z(A) = K. Dizemos ainda que A € central simples sobre IC se € simples e

central sobre K.

Quando nao houver confusao com respeito ao corpo base da algebra em questao,
omitiremos “sobre K7 dizendo apenas que “A é central simples”.

Proposicao 1.3.12 Seja F = K o fecho algébrico do corpo K. Se A ¢ uma K-dlgebra

central simples de dimensao finita, entao A @k F € uma F-dlgebra central simples.

Demonstracao: Ver [Fe|, Lema 29.1, pagina 78. |

Lema 1.3.13 Sendo A uma K-dlgebra, temos que
M, (A) = M,(K) ® A.

Ademais, M,(K) @ M, (K) = M,,,,(K).
Demonstracao: Ver |J2|, Proposicoes 4.9 e 4.10, paginas 216-217. |

Sendo F D K é uma extensao finita de corpos, com char IC = 0, entao F é uma
IC-algebra e
ForK = EBE (como K-algebras)

i=1
para algum s € N, e K; = K, parai = 1,...,n. De fato, como F estende K, temos que
F & uma K-algebra simples. Logo, segue do Teorema 1.3.10 que F @k K é semissimples
sobre K. Pelo Teorema de Wedderburn-Artin I e por K ser algebricamente fechado,
temos que

F o K =M, (K)x - x M, (K),

para algum s € N. Mas observe que F ®x K e abeliano. Logo, ny = --- =n, =1 e
com isso M, (K) 2 K, parai=1,...,s.

A seguir apresentaremos um resultado basico pertinente as algebras simples.

Teorema 1.3.14 Seja A uma K-dlgebra simples de dimensao finita, com char IC = 0.
Considere F = K o fecho algébrico de K. Entdo

Ak FE=B @& - & B,

onde By, ..., B, sao F-dlgebras centrais simples, tais que B; = B;, para ¢ # j.
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Demonstracao: Como A é uma algebra simples de dimensao finita sobre K, segue do
Teorema de Wedderburn-Artin que existem m € N e D uma K-algebra com divisao de
dimensao finita tais que A = M,,(D). Pelo Lema 1.3.13, A = M,,(K) ®x D.

Considere o produto tensorial A®x K =2 (M,,(K) ®x D) ®x K. Podemos assumir
que F = Z(D) C K, uma vez que F D K é uma extensio finita (e portanto algébrica)
de corpos. Temos que D é uma F-algebra central simples. Segue da Proposi¢ao 1.3.12
que D ®r K é uma K-algebra central simples. Dessa forma, segue do Teorema 1.3.6
que D @5 K = M;(K), para algum [ € N.

Observe que F é uma K-algebra de dimensao finita. Da observacao feita acima,
temos que F @k K = b K, para algum s € N. Temos entdo que

DexK=(DerF)@x K= Der (F®cK)

S

<er (F) =D (0or ) =D

n=1
= @ (Mi(K) @x K) .
n=1
Logo, usando o Lema 1.3.13 temos

A @k K = My(K) @x (D &k K)

>~ M, (K) ®x (EB (Mi(K) @x K))

n=1
s

~ (D (Mn(K) @ Mi(K)) @k K)

= é (Mmz(/C) Rx K) .

Como M,,;(K) é uma K-algebra central simples, segue da Proposi¢ao 1.3.12 que B =
M, (K) ®x K é uma K-algebra central simples. Portanto,

Ak K=B @ - @ B,

onde B; = B, parai=1,...,s. |

1.4 Identidades Polinomiais

Nesta secao serao dadas defini¢oes e exemplos pertinentes & PI-Teoria. Iniciare-

mos com a definicao de dlgebra livre.
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Definicao 1.4.1 Sejam ¢ uma classe de dlgebras e A € ( uma dlgebra gerada por um
conjunto X. A dlgebra A é chamada de algebra livre na classe C, livremente gerada
pelo conjunto X, se para toda dlgebra B € (, qualquer aplicagio ¢ : X — B pode ser
estendida para um unico homomorfismo ® : A — B. A cardinalidade | X| do conjunto
X € chamado de posto de A.

Exemplo 1.4.2 A dlgebra K(X), com X = {x1,2,...}, € livre na classe de todas as
dlgebras associativas unitdrias. De fato, tomemos uma dlgebra B associativa e unitdria
qualquer, e considere uma aplica¢ao ¢ de X em B. Sendo ¢(z;) = a;, i = 1,2,...,

considere a aplicagio ¢' que satisfaz x;, -+ x;, v~ a; ---a;,, para todo s € Z,. Note

s

que ¢’ estende ¢ e que

Q'@ @i, @y, Ty,) = @y @A

T

= @iy - i) (g, - w5,),

para quaisquer r,s € Z,. Como K(X) é gerado (como espago vetorial) pelas palavras
em X, seque-se que existe uma transformagao linear ® : K(X) — B que estende ¢'.
Dessa forma, nao é dificil ver que ® € um homomorfismo de dlgebras que estende
¢. A partir da aplicagao ® introduzimos a notacao f(ay,...,as), onde f € K(X) e
ai,...,as € B, que nada mais é do que a imagem de f por ®. Agora, se considerarmos
a subdlgebra KCo(X) de K(X), temos que esta é livre na classe de todas as dlgebras
associativas. Sendo X um conjunto enumerdvel de varidveis comutativas, temos que

K[X] € livre na classe de todas as dlgebras associativas unitdrias, livremente gerada

por X.

o o~ . d BN . ~
Definicao 1.4.3 Seja f = f(x1,22,...,25) = Y i, w; um polinémio ndo nulo de
K(X), onde w; = Nxyy iy - x;, € um mondmio com varidveis em {xy, o, ..., T},
i1 =1,...,d. Definimos o grau:

i) de r; em w;, o qual denotaremos por deg.,(w;), como sendo o mimero de ocor-

réncias de T; em w;;

ii) de w;, i = 1,2,...,d, denotado por deg(w;), como sendo o nimero total de va-
ridveis que aparecem no monoémio w;, inclusive contabilizando as multiplicidades

de cada varidvel;

iii) de f como sendo o maior grau dentre os graus de seus mondmios, que denota-
remos por deg(f), isto €, deg(f) = max{deg(w;) | i =1,2,...,d};

i) de x; em f como sendo o inteiro max{deg,(w;) |i=1,2,...,d}, e o denotare-

mos por deg,,(f).

Antonio M. D. Franga Outubro de 2014 PPGMat — UFCG



1.4. Identidades Polinomiais 47

Sendo um polinémio f = f(x1,z9,...,25) em K(X) tal que k = deg(w,) =
d

deg(wy) = -+ = deg(wg), onde f(z1,22,...,25) = Y i, w;, diremos que f é um
polindmio homogéneo de grau k. Caso deg,,(wi) = deg,,(w2) = -+ = degy, (wq),
para algum ¢ € {1,2,..., s}, diremos que f & um polinémio homogéneo em z;. Se f for

homogéneo em todas a suas variaveis, entao diremos que f é polindmio multi-homogéneo
de multigrau (kq, ko, ..., ks), onde k; = deg,, (wy), i =1,2,...,s.
Exemplo 1.4.4 Considere o polinémio
fzy,20) = [29 25) = 23wy — 2923

em K{x1,x2). Temos que f é um polindmio multi-homogéneo de multigrau (3,1). Con-
sidere agora o polindmio

9(y1, Y2, Ys) = Ysyaystrysya + 41ysysY3 — Yooy
pertencente a K(y1,ys,ys). Note que g é um polindmio homogéneo de grau 6, e mais,
¢ multi-homogéneo de multigrau (1,2,3).

Dizemos que um polinémio f = f(x1,xe,...,2s) € K(X) é linear na variavel z;
se f é homogéneo em z; e deg,,(f) = 1. No caso em que f é linear em todas as suas
variaveis (ou ainda, f ¢ um polinémio multi-homogéneo de multigrau (1,1,...,1)),
dizemos que f é um polindmio multilinear.

Proposicao 1.4.5 Seja f = f(x1,x2,...,25) um polinémio em K(X) que € linear na

varidavel x;, para algum i =1,...,s. Entao

t t
f(xh s 751717172)\1'3/3'7%%17 s e 71.8) = ZA]f(xlv e 7xi717yj7xi+17 e 7:68)7
j=1

j=1
onde \j € K eyr,...,yr € X. Ademais, sendo f um polinémio multilinear, temos que
t ts t ts
f(z AitYits - -+ Z NisYis) = Z i1 - - Z Nigs(Yir1s - -+ Yigs)-
i=1 i=1 i1=1 is=1
Demonstragao: Ver [Rol|, Observagao 1.1.30, pagina 08. |

Definiremos agora o que vem a ser uma identidade polinomial.

Definicao 1.4.6 Sejam A uma dlgebra e f = f(x1, 29, ..., 15) € K(X) um polindmio.

Dizemos que f ¢ identidade polinomial de A se
flay,ag,...,a5) =0, Vai,as,...,as € A

Neste caso, diremos que [ = 0 é uma identidade de A, ou ainda, A satisfaz a identidade

f=0.
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Vale observar que f = 0 ¢é identidade de A se, e somente se, f pertence aos
nticleos de todos os homomorfismos de K(X) em A.

Denotaremos por Id(.A) o conjunto de todas as identidades polinomiais da algebra
A, isto é, Id(A) = {f € K(X) | f =0 em A}. Observando que o polinémio nulo f =0
¢ identidade polinomial de qualquer algebra A (chamado assim de identidade trivial),

temos a seguinte definicao.

Definigcao 1.4.7 Se A € uma dlgebra satisfazendo uma identidade nao trivial f = 0,
ou seja, Id(A) # {0}, dizemos que A é uma PI-algebra.

Definicao 1.4.8 Dizemos que duas dlgebras A e B sao PI-equivalentes se [d(A) =
1d(B).

Exemplo 1.4.9 Sendo A uma dlgebra comutativa, temos que A satisfaz a identidade

f(z1,29) = [x1,22] =0, € assim toda dlgebra comutativa é uma PI-dlgebra.

Exemplo 1.4.10 Sendo A uma dlgebra nil de indice limitado, temos que A € uma PI-
dlgebra. De fato, temos que exite r € Z tal que a” = 0 para qualquer a € A. Tomando

", temos que f = 0 em A, visto que f(a) = a" = 0, para

o polinémio f(x) = x
qualquer a € A. Considere agora N' como sendo uma dlgebra nilpotente, cujo indice
de nilpoténcia é s. Logo, N*™' = {0}, e dai o polinomio g = g(x1,To,...,Tsp1) =

11T xe1 =0 em N. Portanto, toda dlgebra nilpotente é uma PI-dlgebra.

Exemplo 1.4.11 Considere a dlgebra de Grassmann definida no Exemplo 1.1.7. Te-
mos que E é uma Pl-dlgebra. De fato, observando que [E,E] C Ey = Z(E), onde
E = Ey @ E1, temos que o polinémio f = f(xy, 9, x3) = [11, 29, 3] € uma identidade

polinomial para E.

Proposicao 1.4.12 Seja K um corpo de caracteristica zero e A uma K-dlgebra. Se

KK C F € uma extensao de corpos, entao

1d(A) C Td(A &x F).

Demonstragao: Ver [GZ2|, Lema 1.4.2, pagina 10. |

Definicao 1.4.13 Seja f = f(x1, ..., %0, Y1, .., Yr) um polindmio linear nas varidveis
x1,...,T,. Dizemos que f ¢ alternante nas varidveis x1,...,x, se o polinomio [ se

anula quando substituimos x; por x;, para quaisquer i,j € {1,...,n} distintos.

Antonio M. D. Franga Outubro de 2014 PPGMat — UFCG



1.4. Identidades Polinomiais 49

Note que, pela linearidade de f nas variaveis zq,...,x,, se f for um polinémio
alternante nas variaveis x1, . . ., z,, entdo para todo o € S,, (onde .S,, é o grupo simétrico

de grau n) temos que

f(mo(lb <oy To(n), Y1, - - - 7yt) = <_1)Uf($17 s Ty Yy e 7yt)-

Para os detalhes, ver [Rol|, Coroléario 1.2.6, pagina 11.

Caso f seja alternante em todas as suas varidveis, diremos que f € alternante.
Vale observar que se f(z1,...,x,) é alternante em algum subconjunto {z; ...,z }
de {z1,...,z,}, entdo & alternante em todo subconjunto de {z;,,...,2; }. Uma pro-

priedade béasica de polinomios alternantes em algum conjunto de variaveis é dado a

seguir.
Proposicao 1.4.14 Seja f = f(x1,...,Tn, Y1, ..., Y:) um polindmio alternante nas
varidveis Tq,...,r, e A uma dlgebra sobre K. Se ai,...,a, € A sao linearmente

dependentes sobre IC, entao f(ay,...,an,b1,...,b;) =0, para quaisquer by, ... by € A.

Demonstragao: Ver [GZ2|, Proposi¢ao 1.5.2, pagina 12. |

Definicao 1.4.15 Definimos o polinébmio Standard de grau n como sendo o polind-
mio
Stp(x1,x9, ..., Ty,) = Z (=1)7To)To(2) " To(n)-
UES’n
Note que St,(z1,...,x,) é um polindmio multilinear e alternante. A proposi¢ao

a seguir nos traz duas propriedades importantes a respeito de polinémios alternantes.

Proposicao 1.4.16 Seja A uma dlgebra sobre K. Entao temos:
a) Se f(x1,...,x,) € um polindmio multilinear alternante de grau n, entdo
f=aSt,(x1,...,z,),
para algum o € K.

b) Se dimg A =m < oo, entio A satisfaz a identidade Standard de grau m+1, isto
€, Styi1 =0 em A.

Demonstracao: a) Ver [Rol], Observagao 1.2.15, pagina 13.
b) Ver |GZ2|, Teorema 1.5.8, pagina 14. |
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Pela proposicao anterior, temos que as matrizes de M, (K) satisfazem a identidade
Standard de grau n? + 1. O Teorema de Amitsur-Levitzki nos d4 um valor bastante

inferior com relagao a condigao n? + 1, como podemos ver abaixo.

Teorema 1.4.17 (Amitsur-Levitzki) A dlgebra de matrizes M, (K) satisfaz a iden-
tidade Standard St,, = 0.

Demonstracao: Ver |[GZ2|, Teorema 1.7.7, pagina 18. |

Agora, tomemos f € Id(A). Temos entdo que gfh € Id(A), para quaisquer
g,h € K(X). Logo, observando que Id(.A) ¢ um subespago de K(X) Id(A), temos que
Id(A) é um ideal (bilateral) de C(X). Além disso, nao ¢ dificil ver que Id(.A) é inva-
riante por endomorfismos de K(X). Com efeito, tomemos f(z1,zs,...,x5) € 1d(A),
91,92,---,9s € K(X), com ¢g; = gi(x15,...,2Tki), € ¥ € Ende(K(X)) satisfazendo

(i) = gi(T14y - .., Thyi). Assim, temos que

77D(f<171, L2y .- 7m5)) = f(qu)(xl)v ¢($2)7 s 7¢($9)>
= f(gl(xlla e 71’511),92(1’127 e 71'522), e ,gs(xls, e 7xkss))-
Observando agora que g;(aq,as,...,ar,) € A para quaisquer ay,as,...,ar, € A, po-

demos concluir que ¥(f) = 0 em A. Portanto, ¥(Id(A)) C Id(A), para qualquer
Y € Endi(IC(X)). Isso motiva a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.4.18 Seja I um ideal de K(X). Dizemos que I é um T-ideal de K(X)
se (I) C I, para todo ¢ € K(X).

Dessa forma, segue-se diretamente da defini¢ao e do que foi feito acima que Id(.A)
¢ um T-ideal de IC(X), qualquer que seja a algebra A. Temos ainda que, sendo B
subalgebra da algebra A, Id(A) C Id(B).

Proposigao 1.4.19 Sendo I um T-ideal de K(X), temos entio que I = Id(K(X)/I).

Demonstragao: Primeiramente, tomemos f = f(x1,2s,...,25) € I. Sejam

gt+1,go+1,...,9;+ 1€ K(X)/I quaisquer. Temos que

f(gl+[7g2+17"'7g5+[>:f(g17g27"'7g8>+[:[:67

visto que f(g1,92,-..,9s) € I, pois I é invariante por endomorfismos de IC(X). Logo,
feld(K(X)/I), e comisso I C Id(K(X)/I).
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Por outro lado, tomemos f = f(z1,29,...,25) € Id(K(X)/I). Uma vez que

T1,T2,...,%5 € K(X)/I, temos que

0= f(@1, 72, ..., T5) = f(x1,29,. .., 25),

e portanto f € I, donde concluimos que Id(C(X)/I) C I.
Portanto, I = Id(KC(X)/I). |

Definicao 1.4.20 Dado um subconjunto S de K(X), definimos o T-ideal gerado por
S, denotado por (S)r, como sendo o subespaco vetorial de K(X) gerado pelo conjunto

{hip(fhe | f € End(K(X)), h1,hy € K(X)}.

Vale observar que (S)7 pode ser visto como a intersecao de todos os T-ideais de
K(X) que contém S. Sendo S um conjunto gerador de Id(A) para uma certa algebra

A, dizemos que S é uma base de identidades de A.

Exemplo 1.4.21 Seja A uma dlgebra comutativa e unitdria. Temos que Id(A) =

([21, 22])7-

Exemplo 1.4.22 Seja E a dlgebra de Grassmann de dimensao infinita sobre IC, com
char K = 0. Entao temos que Id(F) = ([x1,x2, x3])7. Para a demonstracao, ver [D],
Teorema 5.1.2, pagina 50, ou ver [KR], Coroldrio do Teorema 4.1, pdgina 437.

Definicao 1.4.23 Dois conjuntos de polinomios S e S1 sao ditos equivalentes se eles

geram o mesmo T-ideal, isto €, (S)r = (S1)r.

Relembremos que se Id(A) = Id(B), para dadas PI-algebras A e B, entao A e

B sao ditas PI-equivalentes.

Proposicao 1.4.24 Se char K = 0, entdao todo polinémio nao nulo f € K(X) € equi-

valente a um congunto finito de polindmios multilineares.
Demonstracao: Ver |D|, Proposi¢ao 4.2.3, pagina 39. |

Podemos reescrever o resultado anterior em termos de 7T-ideais.

Corolario 1.4.25 Se char K = 0, entdo todo T-ideal é gerado (como T-ideal) por seus

polindmios multilineares.
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Demonstracao: Ver [GZ2|, Corolario 1.3.9, pagina 09. |

Do corolario acima, temos que se A é uma PI-algebra e char K = 0, entao é

suficiente estudar as identidades multilineares de A.

Teorema 1.4.26 (Kemer) Seja A uma PI-dlgebra associativa finitamente gerada so-
bre um corpo infinito K. Entao existe uma K-dlgebra C de dimensao finita tal que A e

C sao PI-equivalentes.
Demonstracao: Ver [K2|, Teorema 1, pagina 91. |

Foi visto que uma algebra qualquer determina um 7T-ideal de K(X). Reciproca-
mente, muitas algebras podem corresponder ao mesmo T-ideal de K(X). Isso motiva

a definicao de Variedades de Algebras, dada a seguir.

Definigao 1.4.27 Dado um conjunto nao vazio S C K(X), a classe de todas as dlge-
bras A tal que f =0 em A, para todo f € S, é chamada de variedade determinada
por S, a qual denotaremos por V = V(S).

Note que se V é uma variedade determinada pelo conjunto S C K(X) e (S)r
é o T-ideal gerado por S, entdao V(S) = V((S)r) e (S)r = [ 4ep [d(A). Neste caso,
escreveremos (S)r = Id(V).

Suponhamos V uma variedade e A uma K-algebra tal que Id(A) = Id(V). Dize-
mos neste caso que V é a variedade gerada por A e escreveremos V = var(A).

O teorema a seguir, conhecido como Teorema de Birkhoff, traz uma caracterizacao

das propriedades que determinam as variedades.

Teorema 1.4.28 (Birkhoff) Uma classe V (ndo vazia) de dlgebras é uma variedade

se, e somente se, satisfaz:
a) Se A€V ep:B— A éum monomorfismo, entio B € V;
b) Se A€V eyp: A— B é um epimorfismo, entao B € V;

c) Se {A,} er € uma familia de dlgebras e A, € V, para todo v € T, entao
H’yeF AV eV

Demonstracao: Ver [GZ2|, Teorema 1.2.3, pagina 04. |
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No resultado abaixo, as dlgebras de Grassmann tém posto enumeravel sobre um
corpo de caracteristica zero. Diremos que uma algebra A é uma superdlgebra se existi-
rem Aj e A; subespacos de A tais que A = Ay A e A, A; C A, 0,5 ={0,1}. Sendo
E = Ey ® E; a algebra de Grassmann e A = Ay ¢ A; uma superédlgebra, definimos a

envoltoria de Grassmann de A como sendo a algebra

E(A) = (A ® Ey) & (A, @ Ey).

Teorema 1.4.29 (Kemer) Em caracteristica zero, toda variedade (nao trivial) de
dalgebras é gerada pela envoltoria de Grassmann de alguma superdlgebra de dimensao
finita. Se uma variedade nao contém nenhuma dlgebra de Grassmann, entao ela é

gerada por alguma dlgebra de dimensao finita.

Demonstragao: Ver [K1], Teorema 2.3, pagina 64. |
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Capitulo 2

Sn-Representacoes

Neste capitulo apresentaremos um pouco da teoria classica das representacoes
do grupo simétrico S,, através das teoria da tabelas de Young. Tal teoria tem pa-
pel fundamental no estudo de PI-Teoria. Iniciaremos com um breve estudo das S,,-
Representacoes e suas relacoes com as Tabelas de Young. Posteriormente, falaremos
sobre as S,-acoes em polindmios multilineares, as quais fornecem uma ferramenta bas-
tante 1til no estudo de PI-Teoria. Por fim, na tdltima secao, serao dados alguns resul-
tados que envolvem polinémios multilineares obtidos a partir de um elemento especifico
de K5, através das tabelas de Young.

Toda a teoria apresentada aqui podera ser encontrada nas referéncias |GZ2|, |Jal,

[JK], |[Rob]. Em todo este capitulo, IC serd um corpo de caracteristica zero.

2.1 S,-Representacoes e Tabelas de Young

Nesta secao descreveremos alguns pontos da teoria das representagoes do grupo
simétrico S,, n > 1, sobre um corpo de caracteristica zero. Descreveremos também
alguns resultados importantes da teoria de Young e sua estreita relacao com as S,-

representacgoes irredutiveis. Iniciaremos com a definicao de parti¢cao de n.

Definicao 2.1.1 Seja n > 1 um inteiro. Uma particao \ de n é uma sequéncia de
inteiros X = (A,...,\) tal que \y > -+ > X\, > 0 e Y. A\ = n. Neste caso,

escrevemos A\ n ou |A| = n.
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Para uma particao A - n tal que \; = -+ = A\, = k, escrevemos A = (k") em vez
de A= (k,..., k) en = kr. Dadas duas partigdes A = (A1,..., ) e p= (p1,..., 1us) de
n, dizemos que A > 1 se A\, > ug para k = min{i € N | \; # p;} (ordem lexicografica).
Logo, temos uma relagao de ordem no conjunto das particoes de n.

E um fato bem conhecido que as distintas classes de conjugacio de S, estdo em
correspondéncia biunivoca com as particoes de n. De fato, se o € S, entao podemos
decompor ¢ como produto de ciclos disjuntos. Seja o = (iy---i,)--- (j1---Js) uma
decomposicao em ciclos disjuntos de o, onde r + --- + s = n. Dai, dado qualquer

permutacao 8 € S, temos que

Bof~t = (B(ir) -~ B(ir) - (B(1) -~ BUS)). (2.1)

Como os cilos acima sao disjuntos, podemos assumir sem perda de generalidade que
r > ... >s. Note que podemos associar ¢ a uma particdo A = (r,...,s) de n. Segue
de (2.1) que duas permutagoes de S, sdo conjugadas se, e somente se, determinam a
mesma particao de n. Para mais detalhes, ver [J3|, paginas 74-75.

Dados ¢ : G — GL(M) uma representacao de grau finito, onde M é um espaco
vetorial de dimensdo finita, e x, 0 seu caracter, temos que X,(g9) = Xx,(h), desde
que g,h € G sejam conjugados um do outro, e assim X, ¢ constante nas classes de
conjugacao de G, isto &, x,, € uma funcao de classes de GG. Temos ainda que o nimero de
caracteres irredutiveis de um grupo finito G ¢é igual ao ntimero de classes de conjugacao
de G (ver |[JL|, Teorema 15.3, pagina 152). Dessa forma, os caracteres irredutiveis de
Sn. (que estao em correspondéncia biunivoca com os S,-modulos irredutiveis) estao em
correspondéncia 1 — 1 com as particoes de n. Dai, denotaremos por y, o S,-caracter
irredutivel (e por M) o S,,-modulo irredutivel) correspondente a A = n, e por dy = xa(1)
o grau de .

Proposicao 2.1.2 Seja n > 1. Existe uma correspondéncia biunivoca entre os S, -

caracteres irredutiveis e as particoes de n. Sejam {xx | A n} o conjunto de todos os

caracteres irredutiveis de S, e dy = x\(1) o grau de x», para A = n. Entédo

KS, =PI =P M, (K),

AFn AFn

onde I = exKS, eex =) g Xa(0)o € a unidade de I.

Demonstragao: Ver [GZ2|, Proposicao 2.2.2, pagina 47. |
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Definicao 2.1.3 Sendo A = (A1,..., \.) b n, definimos o diagrama de Young as-

sociado a X como sendo o subconjunto de 7, X 7 definido como

Dy=A{(,j) €eZxZ|i=1,...,r,7=1,...,\}.

Uma notacao bastante utilizada para denotar um diagrama de Young D), de uma
particao A de n consiste em distribuir n caixas em r linhas de modo que na i-ésima
linha haja A; colunas. Associamos cada caixa a um par (i,j) € Dy tal que a primeira
coordenada i (o indice da linha) aumenta de cima para baixo e a segunda coordenada
J (o indice da coluna) aumenta da esquerda para direita. Por exemplo, o diagrama

D43,1) € representado por

D(4,3,1) =

Para a particao A - n, denotaremos por X a particao conjugada de A, que é dada
por X' = (\},..., ), onde \|,...,\, sdo os comprimentos das colunas de D). Por
exemplo, sendo A = (4,3, 1) uma particao de 8, temos que X' = (3,2,2,1).

Definicao 2.1.4 Seja A - n uma particao. Definimos uma tabela de Young T do

diagrama Dy como sendo um preenchimento das caizas de Dy com os inteiros 1,...,n.

Diremos que Ty é uma tabela da forma A.

Exemplo 2.1.5 Considere o diagrama de Young dado por

Dya3) =

Temos que a tabela

[\
N
—_

4]

Tz =

¢ uma tabela de Younyg.

Definicao 2.1.6 Uma tabela T da forma \ é dita standard se os inteiros em cada
linha e em cada coluna de T\ aumentam da esquerda para a direita e de cima para

baizo, respectivamente.

Exemplo 2.1.7 A tabela

11214
s =| 3216
18]
€ standard. Jd a tabela
7. | 1]4]3]
(371) - 2

nao € standard.
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Existe uma estreita relacao entre o nimero de tabelas standards da forma A e o

grau do S,,-caracter irredutivel .

Teorema 2.1.8 Dada uma particio \ = n, o numero de tabelas standards da forma A

€ igual a dy, o grau de xx, 0 Sp-caracter irredutivel correspondente a .

Demonstracao: Ver |B|, Teorema 4.6, pagina 114. [

Apresentaremos aqui uma férmula para determinar o grau d, do caracter irredu-
tivel x.

Dado um diagrama D), A\ F n, identificamos uma caixa de D, com o par cor-
respondente (7,j). Por exemplo, a quarta caixa da terceira linha corresponde ao par

(3,4).

Defini¢ao 2.1.9 Para toda caiza (i,j) € Dy, definimos o gancho de (i,j) como sendo
o niimero hij = A\j + X; —i—j+1, onde N = (X}, ..., \,) € a particio conjugada de .
Note que h;; conta o namero de caixas que estdo a direita e abaixo de (3,7),

incluindo a propria caixa (i, j).

Teorema 2.1.10 (Férmula do Gancho) Sendo A\ - n, temos que

n!

Y
117
i?j

onde o par (i,j) percorre todos os elementos de D.

dy =

Demonstracao: Ver [JK], Teorema 2.3.21, pagina 56. |

Descreveremos agora o conjunto de todos os ideais minimais a esquerda de K.5,,.
Dada uma tabela T\ da forma A, para A F n, denotaremos por Ty = D)(a;;), onde a;;

¢ o inteiro que preenche a caixa (i, j).

Definicao 2.1.11 Seja A = (A, ..., \,) b n. Definimos o estabilizador de linhas

de T\ como sendo

Ry, = Sy, (11, ..., a1n) X -+ X Sy (Ap1, ... ap,.)  (produto direto interno),
onde Sy, (a;1,...,a;,) denota o subgrupo de S, que age nos inteiros a,...,a;,,
deizando os demais fizos. Observe que Sy, (an, ..., a;x,) = Sy,
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Assim, Rp, € o subgrupo de S,, composto por todas as permutagoes que estabili-
zam as linhas de T).

Analogamente, definimos estabilizador de colunas de T\ no que segue.

Definicao 2.1.12 Seja A = (A1,...,\) F n e considere a sua parti¢io conjugada

N = (N,...,A)). Definimos o estabilizador de colunas de T} como sendo

Cr, = Sy (@11, -+, ax1) X -+ X Sy (@i, .- axy,)  (produto direto interno).

Por isso, Cp, é o subgrupo de S, constituido de todas as permutacoes que esta-

bilizam as colunas de T}.

Definicao 2.1.13 Para uma dada tabela Ty, A Fn, definimos

O'ERTA
TGCT)\

Dizemos que um elemento e € KG é idempotente essencial se existe algum v € IC,
v # 0, tal que €2 = ve. Dizemos que um elemento idempotente é minimal se o ideal
gerado por ele for minimal.

n!
Fixada A F n, pode-se mostrar que e% = aer,, onde a = 7= H hi; ¢é
A G)eDs
um inteiro nao nulo (ver [B], Teorema 3.1, pagina 109), isto é, er, ¢ um elemento

idempotente essencial.

Proposicao 2.1.14 Sejam o € S,,, A e ju particoes de n, Dy e D, diagramas de Young

e T\ e T}, suas respectivas tabelas de Young. Entdo lemos:
a) Eziste v € K satisfazendo er,aep, = verp,;

b) Se A > p, entio er,aeq, = 0.
Demonstracao: Ver [J2|, Capitulo 5, Se¢ao 4, paginas 265-269. |

Temos abaixo um importante resultado a respeito de er,.

Proposicao 2.1.15 Para toda tabela de Young T\ da forma X\ = n, o elemento ep, é
um idempotente essencial minimal de IKCS,, e KSyer, € um ideal minimal & esquerda de
ICS,, com caracter xx. As tabelas de Young T\ e T sao da mesma forma se, e somente

se, er, e ery geram representagoes equivalentes em KCS,,.
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Demonstragao: Ver [B|, Teorema 3.1, pagina 109, para a primeira parte, e Teorema

3.2, pagina 110, para a segunda parte. |

A proposicao acima nos diz que se duas tabelas T\ e 7% sao da mesma forma
A, entao KSyer, = KSpery como S,-modulos, ao passo que se Ty e Ty sdao de formas
diferentes, entao K.S,er, 2 ICSneT;.

Temos que as tabelas standards aparecem quando se quer encontrar uma decom-
posicao de I, (ver Proposi¢ao 2.1.2) como soma direta de ideais minimais & esquerda
de ICS,,. Esta decomposicao é dada em funcao dos idempotentes essenciais resultantes

das tabelas standard da forma A. Isto é expressado no seguinte resultado.

Proposicao 2.1.16 Se T},...,Ty

I, o ideal (bilateral) minimal de KCS,, correspondente a A, tem a decomposi¢cao

. sao todas as tabelas standards da forma X, entao

dy
I, = P KSuer,.
=1

Demonstracao: Ver [GZ2], Proposicao 2.2.14, pagina 49. [

Relembrando que KS,, = @, [, (ver Proposi¢do 2.1.2), onde I, ¢ o ideal (bila-

teral) de KCS,, correspondente a pu, pela proposigao anterior, temos que

KS.= €5 KSuer,.

puEn
Ty standard

Agora, observando que S, pode ser imerso em 5,1, bastando ver S, como um
subgrupo de 5,11 formado de todas as permutacoes que fixam o inteiro n+ 1, daremos
um resultado que da uma decomposicao em irredutiveis de todo S,,-moédulo induzido
em Sp.1.

Sejam H um subgrupo do grupo G' e M um G-moédulo. Relembramos que pode-
mos considerar, por restricao, M como um H-moédulo, e o denotaremos por M | H,
chamando-o de mddulo induzido em H. Reciprocamente, sendo M um H-moédulo, o
espaco vetorial LG @y M tem uma estrutura natural de G-mo6dulo. Denotaremos tal
modulo por M 1 G e o chamaremos de G-mddulo induzido por M.

No teorema abaixo, denotaremos por M), o S,-mddulo irredutivel correspondente

a particao A de n.
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Teorema 2.1.17 (Branching) Sendo o grupo S, imerso em S,.1 como o subgrupo

de Sp11 que fixa o inteiro n + 1, temos:

a) Se A n, entao
My 1 Spp = Z M,,

HENT
onde A\T é o conjunto de todas as particoes de n + 1 cujo diagrama é obtido de

D, adicionando-se uma caiza;

b) Se ptn+1, entao
M, LS, = Y M,

AEQT
onde 1~ € o conjunto de todas as particoes de n cujo diagrama é obtido de D,

retirando-se uma caiza.
Demonstracao: Ver [JK]|, Teorema 2.4.3, pagina 59. |

Vale observar que se v = (71,...,7:) F n, entdo
’y+ :{'y”l—n—f—l | ,VH— = (717'-'a7i—177i+1a7’i+17"')7i: 1a"'7T+1}
onde 7(T+1)+ = (717 cee Uy ]-)a e

’y_ :{’yl_ l_n_1|’yl_ :(717"'771’—1772'_]wfyi-i-la"')ai:17"'ar_1}'

2.2 S,-acao em polindmios multilineares

Nesta secao introduziremos uma acao do grupo simétrico .S,, no espaco dos po-
linébmios multilineares em n variaveis fixas. Tal acao ¢ uma das principais ferramentas
para demonstrar alguns importantes resultados da PI-Teoria. Iniciaremos com um

resultado acerca de S,,-modulos irredutiveis.

Proposicao 2.2.1 Seja M um S,,-mddulo a esquerda irredutivel com caracter x(M) =
Xx, para algum A = n. Entao existem algum f € M e alguma tabela de Young T)
da forma A tais que M € gerado como S,-mddulo por um elemento da forma er, f.
Ademais, para toda tabela de Young Ty da forma A, existe f' € M tal que M =
KSner; ['.

Demonstragao: Ver [GZ2|, Lema 2.4.1, pagina 52. |
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A proposigao anterior diz que dada uma parti¢ao v = n e uma tabela de Young 7',
da forma ~, todo S,,-médulo irredutivel M, com caracter x(M) = x, pode ser gerado
por um elemento do tipo ez, f, para algum f € M.

Considere agora, fixado n > 1, o subespaco vetorial P, de K(X) gerado pelo
conjunto {Zy1)Te(2)*** Tom) | 0 € Sy }. Logo, se f € P,, entdo podemos escrever

f= Z AoTo(1)To(2) " Tam), O € K.
o€Sy
Nao é dificil ver que P, contém todos os polinomios (de grau n) multilineares nas
variaveis xi, o, ..., x, da algebra livre K(X), e por isso P, é chamado de espago dos
polindomios multilineares de grau n. Observe que dim P, = n!, uma vez que o conjunto
{Zoq)  To@m) | 0 € S,} € uma base do espaco P,.

Definimos a aplicagao ¢ : £S,, — P, como sendo a que satisfaz

¥ (Z a00> = Z AoZ5(1)Lo(2) " " Ta(n), Oo e K.

ogESh ogESh
Note que ¢ é um isomorfismo linear. Assim, quando nao houver confusao, pode-
mos usar a mesma notagao para um elemento f € S, e para sua imagem por ¢ em
P,. Observe que S, age em P, da seguinte forma: se 0 € S, e f(x1,...,2,) € Py,

entao
Uf<x17 cee 7$n) = f(:[:a'(l)7 <. 7x0'(n))7

ou seja, o age em f permutando suas varidveis conforme o. Esta acao faz de P, um
S,-modulo a esquerda.

Como os T-ideais sao invariantes por endomorfismos, pode-se ver que sao ainda
invariantes por permutacoes de variaveis, e dai, sendo A uma PI-algebra associativa,
temos que of € P, N Id(A), para quaisquer o € S, e f € P, N Id(A). Logo, obtemos

P,
que P, NId(A) é um S,-submoédulo de P,. Dai, o quociente P, (A) = PN ]nd(A)

tem

uma estrutura de S,-modulo a esquerda.

Definicao 2.2.2 Para n > 1, definimos o n-ésimo cocaracter de uma PI-dlgebra
P,

~ PN Id(AY

associativa A como sendo o Sy,-caracter de P,(.A) e o denotamos por

Nos proximos capitulos, iremos estudar o comportamento assintotico da sequéncia

de codimensoes (¢, (A))n>1, onde ¢, (A) = xn(A)(1), para toda PI-algebra A.
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Pelo Teorema 1.2.40, podemos decompor o n-ésimo cocaracter de A em irreduti-
veis, e dai podemos escrever

Xn(A) = Zmuxu )

ukEn

onde x, € o S,-caracter irredutivel associado & parti¢ao pu de n e m, > 0 é a corres-
pondente multiplicidade.
O teorema a seguir nos dara uma ferramenta para computar o n-ésimo cocaracter

de uma PI-algebra A.

Teorema 2.2.3 Seja A uma PI-dlgebra com n-ésimo cocaracter x,(A) = an MuXp
(como descrito acima). Para cada particio p = n, a multiplicidade m,, € igual a zero
se, e somente se, a dlgebra A satisfaz a identidade er, f = 0, para toda tabela T, da

forma p e todo polinomio f = f(x1,...,2,) € Py.

Demonstragao: Ver [GZ2|, Teorema 2.4.5, pagina 55. |

Lembremos que, pela Proposicao 1.4.24, em caracteristica zero, toda identidade
polinomial nao nula é equivalente a um conjunto finito de identidades multilineares. No
proximo resultado, descreveremos a estrutura do espaco das identidades multilineares

em termos de .S,-acoes.

Teorema 2.2.4 Seja f € P, um polinomio multilinear qualquer. Entao exristem um
conjunto finito de polinémios g1, ...,qg. € P, e particoes A,..., A\, den, r > 1, tais
que
KSnf = KSner, g1 + -+ + KSper,, gy

Demonstracao: Tomemos f € P, qualquer. Escrevendo M = KS,f, segue do
Teorema 1.2.34 que podemos escrever M = M, ®---® M,, onde M; é um S,-submddulo
irredutivel de M. Note que M C P,. Pela Proposicao 2.2.1, existem ¢g; € My,..., g, €
M, e tabelas de Young T),,...,T),, onde T), é da forma \; - n, tais que M; =
KSper, g1, -, M, = KSyer, gr. Portanto, KS, f = KSper, g1+ -+ KSper, g. B

2.3 Alguns Outros Resultados

Nesta secao, daremos alguns resultados tteis acerca de polinémios multilineares
do tipo er, f, onde A = n e T\ é uma tabela de Young da forma A, além de outros

resultados mais gerais da Teoria de Young.
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Proposicao 2.3.1 Sejam H um subgrupo de Cr,, N subgrupo de Rp,, M um S,-

modulo e ep,u # 0 para algum w € M. Entao:

<Z(—1)”J> er,u#0 e (Z a) Z (=1)"7 | eryu # 0.

ceH ogeN TGCTA
Demonstragao: Ver [GZ2|, Lema 2.5.1 e Lema 2.5.2, pagina 57. |
Definicao 2.3.2 Dado um polinémio multilinear f = f(z1,...,2,), dizemos que f

corresponde a tabela Ty se f = ep, fo para algum polinomio fo € P,, onde T\ é uma

tabela de Young associada a particao A+ n.

Proposicao 2.3.3 Sendo f = f(z1,...,2,) € P, — {0} um polinémio correspondente

a tabela Ty, para algum X+ n, temos entao que ICS,, f é um S, -maodulo irredutivel.

Demonstracao: Seja fy € P, tal que f = er, fo. Defina a aplicagao
w: KSyer, — KS,f
a — p(a)=a- fo

Temos que ¢ é um homomorfismo sobrejetivo de S,,-moédulos. Como KS,er, é irre-
dutivel (Proposicao 2.1.15) e Kery # KSyer,, visto que p(er,) = f # 0, temos que

Kerp = {0} e assim ¢ é um isomorfismo. Portanto, ICS,, f & irredutivel. |

Agora, tomemos inteiros d,[,t > 0. Definimos a parti¢ao

hd L t) = (+t,... . +t1,....0).
-

Observe que o diagrama associado a particao h(d,l,t) é o gancho da forma

%l%
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Também definimos o gancho infinito como segue:

H(d,l) = [ J{d =\ de, ) Fn| A <13

n>1

Entao, H(d,l) pode ser visto como o conjunto de todos os diagramas contidos no

diagrama dado pela seguinte figura

O inteiro d é chamado de mao do gancho e | é o pé do gancho. Dizemos que uma
parti¢do A pertence ao gancho H(d, 1), e denotamos por A € H(d, 1), se o correspondente
diagrama de Young D, estéa contido em H(d,1). Analogamente, se M é um S,-mo6dulo
com caracter x(M) = >, mux\, entdo escrevemos x(M) C H(d,l) se A € H(d,)
para toda particao A - n tal que my # 0.

Observe que h(s,0,n) = (n,...,n,0,...,0) = (n°), e dai o conjunto
—_——— ——

S n

H(S,O,n) = {)\l_n’ D, C Dh(s,O,n)}
={A=0A,.., \)Fn|r<s}

é formado por todas as particoes de n que pertencem ao gancho infinito H(s,0) (faixa
de altura s). Temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.3.4 Seja A uma dlgebra associativa. Se dim A = s < 0o, entdo

Xn(A) = Z MAX -

AEH (5,0;n)

Demonstracao: Ver [GRZ], Lema 3.4, pagina 1939. |

Agora, considere a estrutura do polinémio multilinear correspondente & tabela de
Young T3, onde A € H(d,l), o gancho infinito. O teorema a seguir nos d4 uma uma

ferramenta para construir polin6mios simétricos ou alternantes.
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Teorema 2.3.5 Sejam A\ uma particao de n, T\ uma tabela de Young da forma A

e f = erng, onde g = g(x1,...,2,) € P, é um polindomio multilinear nas varidveis
T1,...,T,. Se X € H(d,l), entdo existe uma decomposi¢io de X,, = {x1,...,x,} em
uma untao disjunta
X, =X U---UXpUY,U---UYy (2.2)

com d < d, ' <1 eum polinémio multilinear f' = f'(x1,...,x,) tal que

- f" € simétrico em cada conjunto de varidveis X;, i =1,...,d’;

- f' € alternante em cada conjunto de varidveis Y;, j =1,...,U;

- KS,f =KS,f;

- os inteiros &' U | Xq|, ..., | X, |Yal, ..., |Yr| sd@o unicamente determinados por A

e nao dependem da escolha da tabela T);

- a decomposicao (2.2) é unicamente determinada por Ty e nao depende de g.

Demonstragao: Ver [GZ2|, Lema 2.5.6, pagina 60. |

Tomemos agora duas particoes A = (Aq,...,\) Fnep= (u,...,us) - m.
Dizemos que A > pser > se \; > u; para todo i = 1,2,...,s. Note que A > u se,
e somente se, D, C D,. E importante observar que na pagina 56 apresentamos uma
relacao de ordem no conjunto das particoes de um mesmo niimero inteiro, ji esta tltima
defini¢do (que nao chega a ser uma relagdo de ordem) traz uma forma de comparar

particoes de ntimeros inteiros distintos.
Proposicao 2.3.6 Se AF-n, uFm sao tais que p < X\, comn —m < ¢, entdo

d, < dy < n°d,,.
Demonstragao: Pela formula do gancho (Teorema 2.1.10), temos que

| m!
dy=— g =
I w o I

(4,4)€Dx (4,J)€Dy
onde hf‘j e hfj sao os ganchos de (4, j) dos diagramas D) e D,,, respectivamente. Como

hy > [T j)ep, hij- Note que n! =

€D, ""ig

p < X edal Dy O D,, temos que H(m’)er

n(n—1)---(m-+ 1)m! <n"™ml e dai, por hipotese, n! < n°m!. Temos entao

g n! < n! < nm) ¢
A = ~ ~ =N 1
A
IT » 11 » 11 #
(4,9)€Dx (4,4)€EDy (1,3)€Dy
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e assim, provamos a segunda inequagao.

Por outro lado, para demonstrar a inequacao d, < d, utilizaremos o Teorema
Branching (Teorema 2.1.17). Sem perda de generalidade, podemos supor que n = m+1.
Assim, p € A7, ou ainda, A € put. Temos que A\ = m + 1, e assim, pelo Teorema

Branching,

My | Sn Y My,

WeENT
como S,,-moédulos. Sendo x) o caracter correspondente a M) | S,,, segue-se que
I~
X\ — X'
WENT

mas como dy = dim M, = dim(M, | S,) = xA(1), temos que dy = > ,.\_d, > d,,.

wex
Portanto, d,, < dy < n‘d,. [ |

O resultado a seguir também podera ser encontrado em [R1], Casos Especiais 4.5,
Caso 1, pagina 134.
Dadas duas funcoes f(n) e g(n) de um argumento real n, dizemos que f(n) e

f(n)

g(n) assintoticamente iguais, e denotamos por f(n) = g(n), se lim ﬁ = 1.
n—o0 g n

Proposicao 2.3.7 Para algumas constantes C,r > 0, temos a sequinte inequa¢ao
> du<Cn(d+D)"
ukn

peEH (D)

Ademais, para algumas constantes a,b, temos a sequinte igualdade assintdtica

dh(d,l,k) = anb(d+l)",

n—oo

onde h(d,l, k) F n.

Demonstracao: Ver [GZ2|, Lema 6.2.5, pagina 148. |

Observe que se A € H(d,0) e A - n, entao A € H(d,0;n). Por outro lado, dado
A € H(d,0;n), temos que A € H(d,0) e A - n. Temos entdo o seguinte corolario da

proposicao anterior.

Corolario 2.3.8 FEuxistem constantes C,r > 0 tais que

Z dy < Cn'"d"™.

AEH(d,0;n)
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Demonstracao: Pela Proposicao 2.3.7,

Z d>\ = Z d)\ < Cnrdn,

A€H(d,0;n) N /}}—(V(Li 0)
€ )

para algumas constantes C,r > 0. |
Por fim, encerraremos este capitulo com um importante resultado acerca do cres-
cimento das multiplicidades m,’s que aparecem na decomposicao x,(A) = D\, MaXa,

onde x,(A) é o n-ésimo cocaracter da KC-algebra A. Uma outra demonstracao desse

teorema podera ser encontrada em [GZ2|, Lema 4.9.2, pagina 116.

Teorema 2.3.9 Seja A uma dlgebra sobre um corpo de caracteristica zero, cujo coca-
racter é dado por x,(A) =3, maxr. Entao a multiplicidade my é polinomialmente

limitada, para cada A+ n, isto €, existem constantes a, k > 0 tais que
mx S anka

para quaisquer n € N e A\ Fn.

Demonstracao: Ver [BR|, Teorema 16, pagina 566. |
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Capitulo 3

PI-Expoente de Algebras

Neste capitulo apresentaremos a definicao de codimensoes de uma dlgebra, que
sera denotada por ¢,(A), da qual se deriva o conceito de PI-expoente de uma dlgebra.
O principal objetivo deste capitulo é demonstrar a existéncia do PI-expoente para toda
algebra associativa finitamente gerada, e que este é um inteiro (ndo negativo). A chave
para tal resultado é encontrar uma limitagao do tipo C1n"d" < ¢,(A) < Cyen™d", onde
Ch,7r1,C,19,d > 0 sao constantes e A é uma algebra associativa de dimensao finita
sobre um corpo de caracteristica zero, e utilizar um teorema de Kemer (ver Teorema
1.4.26) para estender o resultado para algebras finitamente geradas. Por fim, na tltima
secao, daremos algumas consequéncias importantes de o PI-expoente existir e ser um
inteiro, como por exemplo, que uma algebra é central simples sempre que seu PI-
expoente for igual a sua dimensao. Vale a reciproca. Todos os principais resultados aqui
apresentados podem ser encontrados na referéncia [GZ|. Alguns resultados oriundos
do estudo da analise real serao admitidos sem a devida comprovacao, mas que podem
ser encontrados em [Li|.

Em todo este capitulo K denotara sempre um corpo de caracteristica zero e serao

consideradas apenas algebras associativas finitamente geradas sobre K.

3.1 Codimensoes de uma Algebra

Sejam A uma PI-algebra sobre K e IC(X) a algebra associativa livre de posto

enumeravel, com X = {1, x9,...}. Dizemos que um subespago vetorial de IC(X) é
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70 3. PI-Expoente de Algebras

um T'-espago se ¢ um subespago invariante por todos os endomorfismos de K£(X). Pelo
Corolario 1.4.25, Id(A) é gerado por seus polinémios multilineares. Dai, segue-se que

Id(A) é gerado (como T-espago) pelo subespago
(PLNId(A) @ (PoNId(A) @@ (P,NIdA) @ ---

na algebra K(X).
Nesta se¢ao, daremos alguns resultados a respeito das dimensoes de P, N Id(.A)

em relacao a P,. Iniciaremos com a definicao formal de codimensdao de um dlgebra A.

Definigcao 3.1.1 Seja A uma dlgebra. O nimero inteiro

P

¢ chamado de n-ésima codimensao da dlgebra A. A sequéncia (¢,,(A))nen € chamada

de sequéncia de codimensoes de A.

Note que dim(P, NId(A)) = n!—¢,(A). Dessa forma, se ¢,(A) < n!, para algum
n > 1, entao A é uma Pl-algebra.

Se V é uma variedade de algebras e A é tal que V = var(A), definimos ¢,(V) =
cn(A).

Exemplo 3.1.2 Seja N uma dlgebra nilpotente tal que N™ = {0}. Logo, P, C Id(N)

para todo n > m. Assim, c,(N) =0 para qualquer n > m.

Exemplo 3.1.3 Sendo A uma dlgebra comutativa, temos entio que c,(A) < 1, para
todo n € N. Com efeito, pelo FExemplo 1.4.21, Id(A) = ([x1,z2])r. Segue dai que
r;x; = x;xi(mod P, NId(A)), i,j =1,2,...,n. Logo, para toda o € S, temos

To(1)To(2) " To(n) = T1T2 " xn(mod P, N Id(.A))
Tomando f(x1,72,...,%0) = Y cg AoTo(1)To(2) Tom) € Pn, A\s € K, temos que
f(x1, 20, .., 20) = Ax122 - - 2 (mod P, N Id(A)),

para algum \ € K. Dessa forma, P,(A) = (T1T3 - Tp), isto €, T - T, gera Py(A).
Portanto, c,(A) < 1.

Note que se A for unitdria, entdo c,(A) = 1, visto que, x1,xs,...,z, ¢ Id(A).

Proposicao 3.1.4 Sendo E a K-dlgebra de Grassmann de dimensao infinita (como

espago vetorial). Entao
cn(B) =271

para todon =1,2,....
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Demonstragao: Ver [KR|, Corolario do Teorema 3.1, pagina 436. |

O resultado acima pode ser encontrado também em [D], Teorema 5.1.2, pagina
50, e ainda em |GZ2|, Teorema 4.1.8, pagina 90.

an a
Considere UT,(K) = R = M5(K) | ai1, a1, a9 € K p a algebra das

0 929
matrizes 2 x 2 triangulares superiores sobre K. Temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.1.5 Em caracteristica zero, o T-ideal das identidades de UTy(K) € ge-
rado pelo polindmio

[ZL'l, ZEQ][QZg, ZL‘4].

Ademais,
cn(UTy(K)) = 2" Hn —2) + 2,

para todon =1,2,3---.
Demonstragao: Ver [GZ2|, Teorema 4.1.5, pagina 88. |

Ainda é possivel encontrar a primeira parte da proposi¢ao acima em |M|, Propo-
sicao 3, pagina 243.

A seguir, daremos uma condicao que nos garantird a igualdade de T-ideais de
identidades de algebras, além de mostrar que a aplica¢do A — ¢,(A), onde A é uma

PI-algebra, inverte ordem.

Proposicao 3.1.6 Sejam A e B duas PI-dlgebras sobre o mesmo corpo K. Entdo

temos:

a) Se Id(A) C Id(B), entio c,(B) < ¢c,(A), para todon > 1;

b) Se Id(A) C 1d(B) e ¢, (A) = ¢,(B), para todo n > 1, entao Id(A) = 1d(B).
Demonstracao: a) Primeiramente, temos que P, N Id(A) C P, N Id(B), para todo

n > 1. Logo, dim(P, N Id(A)) < dim((P, N Id(B)), n > 1. Dessa forma, para todo

n > 1, temos que
cn(A) =n! —dim(P, N Id(A)) > n! — dim(P, N Id(B)) = c,(B).

b) Temos que P,NId(A) C P,NId(B), para todon > 1. Do fato de ¢,(A) = ¢,(B)
segue que dim(P,NId(A)) = dim(P,NId(B)). Logo, P,NId(A) = P,NId(B), para todo
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n > 1. Como char K = 0, temos que Id(A) e Id(B) sao gerados por seus polindomios
multilineares, e daf segue-se que Id(A) = Id(B). |

Agora, apresentaremos um resultado que afirma que podemos “estender” o corpo
base de uma algebra A e mesmo assim nem as codimensoes e nem o0s cocaracteres
de A se alteram. Segue da Proposicio 1.4.12 que a algebra A = A ®x F, vista como
IC-algebra, satisfaz todas as identidades de Id(.A), isto &, Id(A) C Id(A®xF). Isto sig-
nifica que podemos considerar identidades de A com coeficientes em F. Denotemos por
¢l (A) a n-ésima codimensdo, olhando A como F-élgebra. Sejam x,,(A) = >, maxa

e Xn(A) = D25, Mm% xa 0 n-ésimo cocaracter de A e o n-ésimo cocaracter de A, res-

pectivamente.

Teorema 3.1.7 Seja A uma dlgebra sobre um corpo K e K C F uma extensdo de

corpos. Temos entao

Cn]:(jl) = cn(A),

para todo n = 1,2,.... Ademais, m{ = my, para qualquer X - n.
Demonstracao: Ver [GZ2|, Teorema 4.1.9, pagina 93. |

Segue do teorema acima que podemos assumir (em caracteristica zero), sempre
que quisermos, C como um corpo algebricamente fechado. Vale observar também que
a decomposicao do n-ésimo cocaracter de A em componentes irredutiveis nao se altera
quando “estendemos” o corpo base, isto é, x,(A) = xn(A ®x F), para todon > 1 e
K C F uma extensao de corpos.

Enunciaremos agora um resultado que garante que a sequéncia de codimensoes
de toda PI-algebra é exponencialmente limitada. Tal resultado serve como ferramenta

para mostrar que o produto tensorial de Pl-algebras é ainda uma PI-algebra.

Teorema 3.1.8 Seja A uma Pl-dlgebra satisfazendo uma identidade de grau d > 1.
Entao
cn(A) < (d—1)*",

para todo n € N,

Demonstragao: Ver |D|, Teorema 8.1.7, pagina 111. |
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Teorema 3.1.9 Sejam A e B duas PI-dlgebras sobre o corpo K. Entao

cn(A® B) <c,(A)ec,(B), n>1.
Demonstracao: Ver [GZ2|, Teorema 4.2.5, pagina 96. |

E imediato dos Teoremas 3.1.8 e 3.1.9 o resultado a seguir.

Teorema 3.1.10 O produto tensorial A @ B de duas PI-dlgebras é também uma PI-

dlgebra.

Demonstracao: Ver |[R|, Teorema 5.1, pagina 151. |

3.2 PI-Expoentes

Nesta secao, definiremos o PI-expoente de uma algebra. Também enunciaremos
alguns resultados preliminares acerca de PI-expoente.

Sejam A uma PI-algebra sobre o corpo K, e (¢,(A))n>1 a sequéncia de codimen-
soes de A.

Caso A seja nilpotente, segue do Exemplo 3.1.2 que existe um ny € N tal que

cn(A) = 0 para todo n > ng. Caso contrario, se A nao for nilpotente, entao
xy-x, & Td(A)

seja qual for n > 1, e assim, ¢,(A) # 0 para todo n > 1. Pelo Teorema 3.1.8, ¢,(A) é

exponencialmente limitada, ou seja, deve existir uma constante a > 0 tal que
1 <cu(A) <a”,

e dai a sequéncia das n-ésimas raizes (” cn(.A)> é limitada, tanto superiormente
n>1

quanto inferiormente.

Definicao 3.2.1 Seja A uma PI-dlgebra. Definimos:

i) o expoente inferior de A como sendo o limite

exp(A) = liminf {/c,(A) ;

n—oo
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ii) o expoente superior de A como sendo o limite

exp(A) = limsup V/c,(A) ;

n—oo

iii) o expoente (ou PI-expoente) de A como sendo o limite

exp(A) = lim Ve (A)

n—oo

desde que se tenha exp(A) = eTp(A).

No caso em que V = var(A) é uma variedade de algebras, onde A é uma PI-
algebra, escrevemos exp(V) = exp(A) e chamaremos exp(V) o expoente da variedade
V.

Veremos agora que uma limitagao superior do crescimento das codimensoes de

uma algebra A pode ser dada em termos da dimensao desta algebra.

Teorema 3.2.2 Seja A uma dlgebra de dimensao finita, com dim A = d. Entao
cn(A) <d™ .

Demonstracao: Ver [BD], Proposigao 2.3, pagina 19. |

Uma consequéncia imediata do teorema acima pode ser vista no corolério a seguir.

Corolario 3.2.3 Se dim A = d ¢ finita, entao exp(A) <d .
Demonstracao: Pelo Teorema 3.2.2, temos que ¢, (A) < d", para todo n > 1. Logo,

ezp(A) = limsup /¢, (A) <limsup Vd» =d |

n—oo n—o0

e portanto exp(A) < d. |

Observe que o corolario anterior n6és da uma boa estimativa para o expoente

superior de A.

3.3 Existéncia de um PI/-Expoente

Nesta secao, apresentaremos o principal objetivo de estudo deste trabalho, o qual
pode ser encontrado no artigo |GZ]. Aqui, A sera sempre uma PI-algebra associativa

finitamente gerada sobre o corpo K de caracteristica zero. Vamos mostrar a existéncia
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de um PI-expoente de A. No artigo [GZ1], tal resultado é estendido para toda algebra
associativa.

Dados os ntimeros naturais d, k, t, considere x{, e ,xé, Y1, -, Y, com 1 < 5 <k,
como sendo varidveis distintas. Definimos Qg4) como sendo o conjunto de todos os

polinémios multilineares

f=floy,... ok ok a2k gy,
onde t = 1,2,..., tal que f ¢ alternante em cada conjunto de variaveis {z7, ... ,xfi},
paratodo j =1,2,... k. Dizemos que f € Qg ¢ um polinémio (k; d)-multi-alternante.

O lema a seguir nos dard uma limitagao superior para a n-ésima codimensao de
uma 4algebra de dimensao finita que satisfaca uma certa classe de identidades polino-
miais.

Lema 3.3.1 Seja A uma dlgebra de dimensao finita satisfazendo todas as identidades

f =0, f € Quuig para algum k > 0 e algum d > 0. Entio c,(A) < Cn"d" para

algumas constantes C,r > 0.

Demonstracao: Seja dim A = s. Pela Proposi¢ao 2.3.4, segue-se que
en(A) = dim x,(A) = Z mady
AEH(s,0;n)
onde m, é a multiplicidade de y, em x,(A). Pelo Teorema 2.3.9, existem constan-

tes a,k; > 0 tais que para todo n > 1 e A € H(s,0;n) tem-se my < an™

, e dai
cn(A) < an® Z/\GH(S 0;n) dy. Pelo Corolério 2.3.8, existem constantes C1, ks > 0 tais
que ZAGH(S,om) dy < Cin*2s". Logo,

cn(A) < an¥ E dy < anfCinf2s™ = aCyn*1t2sm,
AEH (5,0;n)

Portanto, ¢, (A) < CnFs", para algumas constantes C, k > 0. Dessa forma, para o caso
em que s < d temos o resultado procurado.

Suponhamos agora d < s. Seja A uma particdo de n e suponhamos que D,
contém um (d + 1) x k retangulo (com d + 1 linhas e k colunas). Para toda tabela
T\, o polinémio er, (z) é uma combinacao linear de polindmios alternantes em pelo
menos k conjuntos, onde cada conjunto contém ao menos d + 1 varidveis, logo, f é

uma combinacao linear de polindmios alternantes em k£ conjuntos que contém d + 1

Antonio M. D. Franca Outubro de 2014 PPGMat - UFCG



76 3. PI-Expoente de Algebras

varidveis cada, e assim, er, (z) € Qqy14. Aplicando-se a hipotese, temos que todo S,,-
modulo irredutivel S, er, correspondente a A esté contido em P,NId(.A), e assim, pelo
Teorema 2.2.3, temos que my = 0 se D) contém um (d+1) x k retangulo. Portanto, para
completar a demonstragao deste lema, é suficiente mostrar que £ =), . dy < Cn'd",
para algumas constantes C,r > 0, onde T é o conjunto de todas as particdes de
H(s,0;n) cujos diagramas nao contém um (d + 1) x k retangulo. Esta soma consiste

de duas partes £ = E;| + Es, onde

E, = Z dy e k= Z dy

A€EH(d,0;n) d ;\L(E)?)“<
< <s

com h()\) sendo a altura de A. Segue do Corolario 2.3.8 que E; < Cin"d", para
convenientes constantes Cy,r; > 0.

Para o segundo somando FEs,, tomemos A € T, com d < h()\) < s. Sendo \ =
(A, -3 A, Ags1, - - -), considere a particio A* = (A1,...,Ag). Temos que A\* < X e
dai Dy C D). Logo, pela Proposicio 2.3.6, segue-se que dy < n" *’ldy.. Como
n — [N < h(\)(k —1) (pois \; < k, para i > d + 1), segue que dy < n"ME=1q,,

Vejamos abaixo a figura de um gancho que contém Dy e Dy«.

n -

Considere o conjunto 7" = {A\* | A € T, d < h(\) < s}. Uma estimativa
para o ntimero de particoes p* de n tais que p* € T, com d < h(p*) < s, e que
determinam uma mesma particdo \* € T*, é que esse nimero nao supera n® (isto é,

#{pr € T | (ph) = X} < n), uma vez que Aj,..., N\, < n. Desde que s > h(\),

Antonio M. D. Franca Outubro de 2014 PPGMat - UFCG



3.3. Existéncia de um PI/-Expoente 77

segue-se que

By= Y dy< Y o =p®D Ny (3.1)

\ET AET AET
d<h(\)<s d<h(\)<s d<h(N)<s

< ns(kfl) Z nsd/\* :nsk Z dy-

A*eT* A*eT*

Além disso, dada particao \* € T™ podemos associd-la a uma particdo py- €

H(d,0;n) tal que \* < py-. Observe que o niimero de parti¢oes de T* nio supera n,

uma vez que os elementos de T™ sao particoes que tem altura exatamente d. Logo,

desde que a Proposi¢ao 2.3.6 garante que dy- < d,,,,, temos que
dodv<nt Y d, . (3.2)
A*eT™ neH(d,0;m)
Logo, segue das desigualdades (3.1) e (3.2) que
E, < nskz Z dy < nsk-‘rd Z du _ nsk-l—dEl
AxeT™ nweH(d,05n)

Portanto,

E=FE +E, < E +n*ME = (14+n*)E,
< (1 + nsk+d)c¢1nr1dn

< 2nsk+dclnr1 A" = 201n5k+d+1‘1 d".

Tomando agora C' = 2C e r = sk + d + r1, temos que
E < Cn"d".
Dessa forma, concluimos a demonstracao do lema. |

Assumiremos agora que A é uma &algebra de dimensao finita sobre um corpo K
de caracteristica zero e algebricamente fechado. Seja J = J(A) o radical de Jacobson
de A. Pelo Teorema de Wedderburn-Malcev (Teorema 1.3.9), existe uma subélgebra
semissimples B de A tal que A = B+.J e BNJ = {0}. Sendo B semissimples, podemos

tomar By, ..., B, subélgebras simples de B tais que

B=B & --®B,
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Como dim A < oo, segue da definicao de radical de Jacobson que J é nilpotente.

No caso em que A = J, temos que A é nilpotente, e dai existe k£ € N tal que
AF £ {0} e A¥ = {0}. Logo, ¢,n(A) = 0 para todo m > k.

Assumiremos a partir de agora que A # J. Assim, podemos escrever A = B+ J,
com B # {0} nas condi¢des acima.

Considere todos os produtos nao nulos do tipo

C1JCoJ - -+ JC_1 JCy, # {0}, (3.3)
onde k = 1,2,..., e Cy,...,C sao subdlgebras duas a duas distintas do conjunto
{Bi,...,B,}. Definimos entdo d = d(A) como sendo a maior dimensao de uma subal-

gebra C; + - - - + Cy, satisfazendo (3.3). Em outros termos,
d = max{dim(C; +--- +Cx) | C1, ..., Cy, satisfazem (3.3)}. (3.4)

Observe que d > max{dimc B; | i = 1,2,...,n}. Desde que K é algebricamente
fechado e dim A < oo, pelo Teorema 1.3.6, podemos encontrar ntimeros dy, ...,d, € N
tais que C; & My, (K), i =1,2,...k, edai dimC, =d? ed = d? + - - - + d3.

O resultado a seguir mostra que nao é necessario requerer que as algebras C;’s

que determinam d = d(A) sejam tomadas duas a duas distintas.

Lema 3.3.2 Suponhamos que A, As, ..., A, sejam subdlgebras simples do conjunto
{Bi,Bs, ..., B}, nao necessariamente distintas entre si, tais que
AT AsT -+ T A 1T Ay # {0}, (3.5)

Entao dim(A; + -+ + A,,) < d.

Demonstracao: Observando que se j € {1,...,n}, entdo JB;J C J, pois J é um
ideal bilateral de A, temos que JA;J C J (pois J é ideal), para todo i = 1,...,m,
uma vez que A; € {By,...,B,}. Logo, caso A; = A, em (3.5), para i < j, temos que
{O} 7£ AlJAQJ <. JA“].AZ_HJ .- J.Aj_lejJAj+1J' .- JAm_lj.Am
C ATAT - TA T A1 T - T Ay An.
Além disso, temos que A1 + Ay +---+ A, = A + Ao+ + A+ A+ -+ A,

visto que A; + A; = A;. Dessa forma, podemos tomar subédlgebras A;,,...,A; em

{A1,..., A} duas a duas distintas tais que

{0} £ Ay T AT -+ J A1 J Ay C Ay JALT -+ J A JA,;
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eA +---+A,=A4A, + -+ A,. Portanto,
[ |

Mostraremos agora que um polindmio multilinear alternante num conjunto de
variaveis Y, com |Y| > d, se anulara se substituirmos suas varidveis alternantes por

elementos da subalgebra semissimples B e suas outras variaveis por elementos quaisquer

de A.

Lema 3.3.3 Seja f = f(x1,...,Zas1,Y1,---,Y) um polindémio multilinear que é alter-
nante nas varidveis Ty, ...,Tqr1, €t > 0. Se substituirmos x1,...,x441 por elementos
da subdlgebra semissimples B e vy, ...,y; por elementos arbitrdrios de A, entdo o valor

de f serd zero.

Demonstracao: Como f é multilinear, basta mostrar que o resultado vale para uma
base de A. Fixe alguma base de A como sendo a uniao de bases de By, ..., B, e J. Como
B; é um ideal bilateral de B, para ¢ =1,2,...n, temos que B;B; ={0}, j =1,2,...,n
e i # j, desde que B, N B; = {0}. Dessa forma, se substituirmos todas as variaveis de f
por elementos basicos correspondentes a parte semissimples B, entdo o valor de f seréd
zero, a menos que tais elementos pertencam a mesma componente simples B; de B, para
algum i = 1,2, ..., n. Observe ainda que d+1 > max{dimg B; | i = 1,2,...n} e assim,
por f ser alternante nas variaveis zi,...,xq41, entdo f = 0 (ver Proposicdo 1.4.14),
caso sejam substituidas as variaveis de f por elementos de uma mesma componente
simples de B. Assim sendo, s6 serd possivel encontrar um valor nao nulo para f se ao
menos uma das variaveis de f for substituida por algum elemento de J e se as variaveis
alternadas x1,...,r4y1 forem substituidas por elementos bésicos nao todos de uma

mesma componente simples de B.

Dessa forma, tomemos os distintos elementos basicos a; € Ay, ..., aq11 € Agya,
onde A;,..., A;11 sdo componentes simples pertencentes ao conjunto {Bi,...,B,},
nao necessariamente duas a duas distintas. Fazendo x; = q;, paratodoi=1,...,d+1,

desde que B;B; = {0}, para i # j, segue-se que os monoémios de f avaliados nos a;’s

e em outros elementos de A (sempre com pelo menos um elemento de J) estdo em
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subespacos dos seguintes tipos:

A JALT - JA;, JA
JALJA,T - JA

JAG AT - JA,, A,

im ?

JA; T A JALT - JA JA T (3.6)

Tm—1 Tm—1

onde A;,,..., A

sao subalgebras duas a duas distintas do conjunto {A,..., A1}

im

Observe ainda que
A, + A, ++ A=A + A+ -+ Az,

pois A; + A; = A; se A, = A,. Logo, desde que o conjunto {ay,...,a4s+1} € LI, por
hipotese de construcgao, segue do fato que dim({a;)) = 1, para todoi =1,2,...,d+ 1,

onde (a;) é o subespaco de A; gerado por a;, que

dim(A;, + Ay, + -+ A, ) =dim(Ay + Ay + -+ - + Agyq)
> dim({a1) + - + (aat1))

> dim({a)) + - - - + dim({ag41)) = d + 1.

Mas, pelo Lema 3.3.2, devemos ter que os produtos em (3.6) sdo iguais a zero.
Portanto, f se anula em todas as possibilidades existentes, e com isso temos o

resultado. [ |

Uma importante consequéncia do Lema 3.3.3 é a seguinte.

Lema 3.3.4 Sejam A uma dlgebra descrita acima e J? = {0}, para algum q > 0.
Entao, para todo f € Qui14, [ =0 € uma identidade para A.

Demonstracao: Tomando um polinémio f € Q441 4, temos que f contém ¢ conjuntos
de variaveis alternantes, onde cada conjunto consiste de d + 1 varidveis. Pelo Lema
3.3.3, se avaliarmos f em A de forma que pelo menos um desses conjuntos de variaveis
alternantes seja substituido por elementos da subalgebra semissimples B, entao o valor
de f serd zero.

Por outro lado, suponha que em cada conjunto de variaveis alternantes, pelo
menos uma variavel seja substituida por algum elemento de J. Como J é um ideal
bilateral de A, entdao em cada monoémio de f teremos pelo menos ¢ elementos de J.

Portanto, como J9 = {0}, devemos ter f =0 em A. [ |
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O teorema dado a seguir nos fornecerd uma ferramenta bésica para determinar
uma melhor limitacao inferior para as codimensoes de uma algebra A. Antes, daremos

a definicao de polindmio central para uma algebra.

Definigao 3.3.5 Seja A uma K-dlgebra cujo centro Z(A) é nao trivial, isto é, Z(A) #
{0}. Dizemos que um polinémio f = f(x1,...,x,) € K(X) ¢ um polinémio central

para A se satisfaz as sequintes condicoes:
i) para quaisquer aq,...,a, € A, f(ai,...,a,) € Z(A);

i) f ¢ Id(A);

iii) £(0,...,0) =0, ou seja, o termo constante de f € nulo.

Observe que se f = f(x1,...,2,) € K(X) é um polinémio central para A entao
o polinémio
g= g(xh <oy T,y anrl) = [f(l'l? s 7xn)7 xn+1]

¢ uma identidade polinomial de A.

Teorema 3.3.6 Considere M,(K) a dlgebra das matrizes n x n sobre um corpo K de

caracteristica zero. Entao o polindomio definido por

Lo(z;y) =f(x1, ., Tp2, Y1, - - s Yn2)
= Z (—1)UTxa(1)yr(1)$a(2)l’a(3)Ia(4)yT(2)yT(3)yr(4)J3a(5) T

o,7€S, 2

Lo Yr() T Yr9) T To(n2—2n+2) " LTo(n2)Yr(n2—2n+2) * " Yr(n2)

¢ central para M, (K).
Demonstracao: Ver [F|, Teorema 16, pagina 106. |

Uma outra demonstracao podera ser encontrada em [GZ2|, Teorema 5.7.4, pagina
134. Note que o polindémio L, (z;y) é multilinear e alternante em cada conjunto de
variaveis {z1, ..., T2} e {y1, ..., Yn2 }.

Dadas uma particao p de algum inteiro positivo m e uma tabela de Young 7,

consideremos os elementos

Cr, = Z (—1)70 e Ry = Z T
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da algebra de grupo KS,,. Temos que C7, e Ry, sao os estabilizadores de colunas e de
linhas (definidos no Capitulo 2) da tabela T),, respectivamente.
Considere agora a particdo A = (2”2) referente ao diagrama retangular n? x 2,

representado pela figura

e considere também uma tabela de Young 7T} da forma A, na qual a primeira coluna

corresponde aos x;’s e a segunda corresponde aos y;’s. Nao ¢é dificil ver que

Ln(z;y) = UT)\ (L1911 T2T 3T 4Y2Y3Ys - - - T(n—1)241 """ Tp2Y(n—1)241 """ UYn2).
Demostraremos agora o principal resultado desse trabalho de dissertacao.

Teorema 3.3.7 Seja A uma dlgebra de dimensao finita sobre um corpo K de caracte-

ristica zero. Entao, para alguns inteiros positivos ay, as, 1,79 € d, temos que
an"d" < c,(A) < agn™d",

para n suficientemente grande.

Demonstracao: Pelo Teorema 3.1.7, podemos assumir que K é um corpo algebrica-
mente fechado. Seja d = d(.A) o inteiro definido em (3.4). Os Lemas 3.3.1 e 3.3.4 nos
garantem que existem inteiros positivos C,r tais que ¢,(A) < Cn"d". Vamos a partir
de agora trabalhar para demonstrar a existéncia de uma similar limitacao inferior.

Consideremos uma familia de K-subalgebras simples Cy, . .., C; de B satisfazendo
(3.3), onde A = B+ J(A) é a decomposicao dada pelo Teorema de Wedderburn-Malcev,
tais que dim(Cy 4 - - -+ Cy) = d. Para cadai = 1,...,k, desde que K é algebricamente
fechado, e A tem dimensao finita, segue do Teorema 1.3.6 que C; é isomorfo a algebra
de matrizes Mp,(K), para algum D; € N. Note que dimC; = D? e C; é unitaria, para
todoi=1,..., k. Escrevamos dimC; = d;, i = 1,...,k, e dai d; = D?.

Para cada ¢ = 1,...,k, considere f;(x1,...,%4,,%1,...,Ya;) O polindmio central
para A determinado no Teorema 3.3.6. Relembramos que f; é alternante em cada con-

junto de variaveis {x1,..., x4} € {y1,..., 94, }, separadamente, além de ser multilinear.
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Desde que f; é central para C;, temos que existem elementos af, ..., a} ,bi,..., b €C;
tais que
filal, .. al by, b)) =1,
onde 1; é a unidade da algebra C;. De fato, tomemos A{,..., A} | B},..., B} € Mp,(K)
tais que
Fi(AL AL Bl Bi)=Mp, £0 |
para algum A € K — {0}, onde Ip. é a matriz unitaria de Mp.(K). Logo, segue do fato

de f; ser multilinear que

~1 i i i i i \—1p (A i i i
f1(>\ A17A27’ dl7B177Bd1>_>\ fZ(Alaa dl’B17’Bdl)
_ )1 _
— A\, = I,
Agora, tomando-se af,a}--- ,a} b}, ... by em C; como sendo os elementos (via iso-
morfismo de algebras) AT A}, AL, ..., A} B, ..., B}, respectivamente, temos que

i i i\
Definimos o polindémio

hm($1, s T2 YL, - 7Z/m2) = 1Y T2T3T4Y2Y3Y4 * ** T (m—1)241 """ Tm2Y(m—1)2+1 """ Ym?2

Para inteiros positivos ¢, j, k, [, considere

1 1 .2 2 J J
Tpyeo oy Ty Thse s gy v ey Ty ey Ty,

(3 (3

1 1,2 2 J J
yla'"7ydi7y17"'7ydi7'"7y17"'7ydl-

Ry ey Rk e Uty ..., UL

varidveis distintas. Observe que, para todo t > 1,

fl(x%ﬂ s 7*%(111-72/%7 s 7ycllz) o fl<x§7 s 7$tdi7yia s 7ydi) =

:UTMi (hdi(x%,...,x}ji;y%,...,yéi)---hdi(xtl,...,a:tdi;yf,...,yfii)),

onde T},, ¢ uma conveniente tabela da forma y; = (2t%), ou seja, D,, é um retangulo

de d; linhas e 2¢ colunas.
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Agora, para todo ¢t > 1, considere o polinémio

gy :gt(a:%,...,xclll,y%,...,y}ll,x%,...,xil,yf,...,yﬁl,
xﬁk,...,xfii,yﬁk,...,yfi’z,zl,...,zk,ul,...,uk_l)
:fd1<x%,---7l’ill,y%7--~,y0111)"'fd1(1’§,---,«ftdl,yiy---,y;)leul
fa, (1 xfi;rl,y'i“,...,yfl;rl)~--fdQ(w%t,...,xﬁi,y%t,...,ysz)@ug
fdg(a:%t“,... 2t+1,yft+1,...,y32+1) - fs (3, ... sz,yl,...,ygz)z;;u;z,
fdk71<x§k_2)t+17"'7y¢(ii 12t+1> fdk 1( _— 7"'7y((iii11)t>zkfluk71
fdk (wgkil)wrlv ce 7yz(i],zil)t+1> fdk (331 ye >y§z)zk

Denote por g;, t > 1, a soma alternada

E: Z (_1)0171 Z (_1)Ut7't g

01,T1ESg ot,Tt€Sg
L k—1)t+i k—1)t+i
onde o; age nas varidveis @, ... af it alt § i ..,x((ik o 1 age
P S 7 t+1i t+i (k—l)t+z (k—)t+i .
nas variaveis yl,...,ydl,y1 ooy Yy s Yl , i , 1 =1 ,t. Temos

que o conjunto das variaveis xf e o conjunto das variaveis yf em g; estao divididos em
2t conjuntos distintos com d = dy + - - - + di varidveis alternantes em cada conjunto.
Dessa forma, observe que o grau total de g; é igual a 2dt+2k—1. Simplesmente falando,

g; pode ser construido de uma tabela obtida através do empilhamento das tabelas de

Young 7},,,...,T},, colando-se uma sobre a outra nesta ordem.
Pela definicao das subalgebras Cy, ..., C, segue-se que existem rq,...,rx_1 € J,

c1 €Cy,...,c, €Cp tais que

C171CaTg - - - T—1Ck 7’£ 0.

Dessa forma, tomemos 21 = ¢, ..., 2, = Cpy, U1 =11, ..., Up—1 = Tk—1 €
G-Dt+1 _  (G-1t+2 _ R
Z; = ==L = a0
G-Dt+1 _ (G-1)t+2 gt g
i =Y = Yy =b;

ondet>1,7=1,....ki=1,...,d;. Comoal,b,c; €CjeC;C;, = {0}, para j; # jo,
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temos o seguinte valor para g;:

\(fl(a%, coag by b)) (filag, - ag,, b b)) ar
t—t;ﬂrmos

\(fQ(af, coag by b)) e (falad, . ad, b ,ng))JCQTQ
tft;"rmos

Ck_lTk_lgfk(alf, N ,b’;k)) s (fk(a’f, PN ’bgk))lck =
tft;rrmos
= (fl(ai cees bclll))tclﬁ(ﬁ(@%» e 7532))t027“2 s Ck—lrk—l(fk(alfa cee bgk))tck =

= 1t1017“11t2027”2 s T,,C_ll}ick = (1101)7’1(1202)7“2 e rk_l(lkck) =

=1 CaTg - - - Tp—1C 7’é 0

Dessa forma, g; nao é uma identidade polinomial de A. Além disso, para todo s > 1,
se wy, ..., Ws Sa0 novas variaveis, entao segue que o polindmio g;wy - - - ws nao é uma
identidade para A. Para provar isto, basta substituir os w;’s por 1, e assim Gywy, - - - w;

assumird o valor ciricore - - rp_1¢p 1+ -+ 1p = c1ricore - - - rp_1Ck, uma vez que ¢ € Cp,
——

s termos
e 1, é a unidade de Cy.

Para todo N > 2d, considere o espaco dos polinémios multilineares de grau N,
que é denotado por Py = Py(x1,...,xy). Dividindo N — 2k 4+ 1 por 2d, desde que
k < d, podemos escrever N = 2td + 2k — 1 + s, para algum inteiro £ > 1 e algum
0<s<2d—-1.

Fixemos n = 2td. Note entao que o polindbmio

W=G;(T1, .., Tn, Tty e oy Tpg2k—1)Tnsok - TN € Py

nao pertence ao Id(A), o T-ideal das identidades polinomiais de A.

Observando que N > 2td = n, entao podemos olhar S,, como um subgrupo de Sy,
visto que .S, estd imerso em Sy, bastando perceber que uma permutacao o € S,, C Sy
é tal que deixa fixo os elementos n+1, ..., N. Sendo assim, como Py é um Sy-mobdulo,

podemos olhar Py como um S,,-médulo.

P,
Seja M o S,-mo6dulo de Py(A) N

= Py 1d(A) gerado por w = w+ (PyNId(A)),

ou seja,

_ KSyw+ (Py N 1d(A))

M = KS,w
K5 Py N 1d(A)
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Note que M # {0}, pois w € Py(A) — {0}.

Vamos mostrar que a dimensao de M é maior ou igual a C'n"d", para algumas
constantes C,r > 0.

Baseado no comentério feito logo apds a Proposicao 2.1.16, podemos concluir que

existem particoes Ai, \g, ..., A, de n e tabelas de Young T),,T),,...,T),, tais que
M =KS,w = ICSneTAl (w) ® ICSneTA2 (W) © --- & KSper, (W), (3.7)

com er, (W) # 0 em Py(A), ou seja, er, (w) ¢ Id(A).

Suponhamos agora que para alguma A € {A1, Ao, ..., A\, }, a altura A(T)) de T)
¢ maior que d e o seu diagrama correspondente D, contém ao menos ¢ caixas abaixo
das d primeiras linhas, onde J¢ = {0}. Desde que er, = Rp,Cr, é um elemento
essencialmente idempotente (isto ¢, €3, = yer,, v € K — {0}), temos que Cr,er, # 0.

Dai, a identidade eq, (w) = 0 é equivalente a identidade
w' = Crpep, (w) = 0.
De fato, é imediato que w" € (er, (w))r. Por outro lado,
er,(w) =~""eq, (w) =7 'Ry, (Cryen, (w)) =7 'Rp,w' € (w')r.

Portanto, (w')r = (er, (w))7.

Necessitamos avaliar w’ em A. Visto que er, (w) é um polindémio multilinear em
T1,..., 7y, temos que w' é combinagdo linear de polinomios do tipo Cr, (7, -+ - iy ).
Dessa forma, para provar que w’ = 0 é uma identidade em A, é suficiente mostrar
que f = Cp, (1 ---7y) se anula em A. Observando que as s primeiras colunas de A
possuem mais que d caixas, considere \' = (d+71,...,d+rs, N, |,...,A,) como sendo
a parti¢ao conjugada de A\. Aqui, ri +---+7rs >qe N ,..., A, <d.

Desde que, para cada i = 1,...,s, f é alternante em um conjunto de d + r;
varidveis, pelo Lema 3.3.3, se substituirmos d + 1 dessas variaveis por elementos da
subélgebra semissimples B, entao teremos f = 0. Portanto, temos que substituir
nesse conjunto, ao menos, r; elementos de J, para ¢ = 1,...,s. Entao, fazendo essas
substituicoes, teremos em cada monoémio de f pelo menos r| 4 --- 4+ ry > ¢ elementos

de J. Desde que J é um ideal bilateral de A e J¢ = {0}, obteremos que f se anula em

A. De toda forma, w’ = 0 em A e assim er, (w) € Id(A), contradizendo assim (3.7).
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Logo, para toda A € {A1, Ao, ..., A}, temos h(D)) < d ou h(D),) > d e D, tém até
q — 1 caixas abaixo das d primeiras linhas.

Suponhamos agora que o comprimento [(Ty) = A; de T é maior que 2t. Ob-
serve que, pela definicdo de w, todas as varidveis xy, ..., x, em o(w) podem ainda ser
separadas em 2t conjuntos de d varidveis alternantes (cada um), para todo o € S,,.
Como R_TA = R_TA’y, para qualquer v € Rp,, temos que a agao de R_R d4 uma sime-
trizacao em pelo menos 2t 4+ 1 variaveis, que ainda sao alternantes em 2¢ conjuntos
separados. Existem entao duas varidveis que pertencem a um desses 2t conjuntos de
varidveis alternantes e tais que a transposigao v; delas pertence a Ry, . Logo, devemos

ter Ry, o(w) = 0, visto que

(Rr,m)o(w)) = Ro(w) e Ry (no(w)) = —Rro(w),

acarretando que Ry, o(w) = —Ry, o(w), donde Ry, o(w) = 0. Dessa forma, como o é

arbitraria, temos que

€T, (w) = RTx CTA (w)

= Y (-1)"Rpo(w)

O’ECTA

= > (-10=0.

O'GCT)\

Portanto, observe que deve existir um submoédulo irredutivel de M isomorfo a KS,er,
com [(T)) < 2t. Neste caso, devemos ter no minimo d linhas em D), com até 2¢ caixas
em cada, uma vez que n = 2td. Além disso, h(D,) < d ou h(D,) > d e D, tem até
q — 1 caixas abaixo da d-ésima linha. No primeiro caso devemos ter A = ((2t)%); no

segundo, sendo A = (A1, ..., A\g, Ags1, - - ), devemos ter
2% —q+1< N\ <2t

Assim fica garantido que Dy contém o retangulo D, = D(g_q41)9) € portanto
dy > d, (ver Proposicao 2.3.6). Pela Proposicao 2.3.7, d, n’fooC(n — dgq + d)"d" v,
para algumas constantes C,r > 0, desde que u - d(2t —q+ 1) =n —dg+ d.

Observando que d — gd é constante, tomemos C; = Cd*%. Temos C; > 0 e

C(n—dq+d) d"—1+ = Cy (n—qd+d)"d". Ademais, lim w

n—00 n

=1 e dai temos
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Ci(n —qd+d)"d” = Cin"d". Assim d, = Cyn"d". Logo, para n suficientemente

n—o0 n—oo
dy

Cl n’dn

grande, > 1/2 e, consequentemente,

dimM >dy > d, > Cyn"d",

onde Cg = 01/2
Lembrando que N =2td +2k —1+s,ondet e Ne 0 <s<2d—1,en = 2td,
temos que n = N —2k — s+ 1 e que n — oo quando N — oo. Ademais, como

—s>1—2d, temos —2k — s+ 1> 2 —2d — 2k e assim
Cond" = Co(N — 2k — 5+ 1)"dV 75 > Co(N — 2k — 5+ 1)7aV 272728,

Logo, Con"d™ > C3(N —2k—s+1)"d"Y, onde C3 = Cyd*> 2?72k, Como N —n = 1—2k—s
¢ uma constante, segue que C5(N — 2k — s 4+ 1)'dV = C3N"dY, e assim, para N
n—oo

suficientemente grande, temos
C3(N — 2k — s+ 1)"d™ > C,N"d"
onde Cy = C3/2, e assim
Cn(A) > dim M > Con"d" > C,N"dY

Portanto, concluimos a demonstragao do Teorema.

Agora daremos alguns resultados significativos a respeito do Pl-expoente de A.

Corolario 3.3.8 Seja A uma dlgebra de dimensao finita sobre um corpo K de carac-
teristica zero. Entao exp(A) existe e é um inteiro. Ademais, se K € algebricamente
fechado, entio exp(A) = dimg G, para alguma apropriada subdlgebra G semissimples

de A.

Demonstracao: Pelo Teorema 3.3.7, existem inteiros positivos aq, as, 71,79 € d tais
que

and" < ¢, (A) < agn™d". (3.8)

Calculando-se os expoentes inferior e superior de A, segue-se das desigualdades em

(3.8) que

@(A) = lim inf {/ Cn(A) > nh_}rg() W ainrdr > dnh_{go {l/a_l{l/nﬁ =d

n—oo
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erp(A) = limsup /¢, (A) < nh_}r{)lo Yagnrzdr < dnh—{{olo Yag/nrz = d

n—o0
Logo, exp(A) < d < exp(A), e portanto eTp(A) = exp(A), donde concluimos que
exp(A) existe e é igual a d, ou seja, exp(A) = d.

Suponhamos agora que K é um corpo algebricamente fechado. Pelo Teorema
de Wedderburn-Malcev (Teorema 1.3.9), temos que existem K-subélgebras simples

By, ..., B, de A de forma que
A=Bi @ @ By) + J(A).
Como K é algebricamente fechado, existem iy, ...4,, € {1,...,k} tais que
d=d(A) =dimg(B;, +---+B;,,).

Considere G = B;, + --- + B;, . Temos que G é uma K-subalgebra de A. Como
B, N B; = {0}, para todo i # j, e B; é simples, i = 1,...,k, temos que G é uma
subalgebra semissimples de A.

Por fim, note que exp(A) = d = dimg G. [

Pelo Teorema 1.4.26, dada uma PI-algebra A associativa e finitamente gerada
sobre um corpo infinito I, podemos encontrar uma KC-algebra C de dimensao finita tal

que Id(A) = Id(C). Isso serve de motivagdo para o resultado a seguir.

Corolario 3.3.9 Se A é uma PI-dlgebra finitamente gerada sobre K, com char K = 0,

entdo exp(A) existe e é um inteiro.

Demonstracao: Como charkC = 0, temos que K é um corpo infinito, e assim estamos
nas condicoes do Teorema 1.4.26, donde podemos tomar uma K-algebra C de dimensao
finita tal que A e C sdo Pl-equivalentes. Logo, ¢,(A) = ¢,(C), para todo n > 0. Segue
do Corolario 3.3.8 que exp(C) existe e é um inteiro. Como

exp(A) = lim {/c,(A) = lim {/c¢,(C) = exp(C),

n—oo n—oo

concluimos que exp(A) existe e é um inteiro. |
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3.4 Computando o P/-Expoente de algumas Algebras

Nesta tltima secao serao trabalhadas mais algumas consequéncias do Teorema
3.3.7. Serao feitas caracterizacoes dos Pl-expoentes de algebras simples, semissimples,
nao simples e centrais simples.

Antes de enunciarmos a proxima consequéncia do Teorema 3.3.7 relembraremos
a definicdo de dlgebra central simples. Recordemos que Z(A) refere-se ao centro da
algebra A. Dada uma algebra A sobre um corpo K, dizemos que A é central simples
se é simples e Z(A) = K.

E um fato bem conhecido que a &lgebra M, (K) das matrizes n x n é uma algebra
simples e que seu centro é composto pelas matrizes multiplo-escalares da matriz iden-
tidade, isto &, Z(M,(K)) = {\l,, | A € K}, onde I,, ¢ a matriz identidade de M, (K).
Dessa forma, M, (K) é uma algebra central simples.

O resultado abaixo determina o valor de exzp(.A) em termos da dimensao de uma

subalgebra simples de A, quando A é uma &algebra semissimples de dimensao finita.

Corolario 3.4.1 Seja A uma dlgebra semissimples de dimensao finita sobre um corpo

KC de caracteristica zero. Seja A = @Ai a decomposicao de A em soma direta de
i=1
subdlgebras simples. Entao exp(A) = max;{dimyza,) A;}.

Demonstracao: Seja K o fecho algébrico de K. Segue da Proposicao 1.1.28 que

Ak K = (@AL> ®ICK2®(~A1'®ICK)‘
i=1 i=1

Fixado 7, segue do Teorema 1.3.14 que

AoxK2B @ - @B,

onde B, . .. , Bis; sao KC-algebras simples, duas a duas isomorfas (e portanto de mesma
dimensdo). Como K ¢ algebricamente fechado, todas sdo dlgebras de matrizes sobre K
e portanto sao centrais simples.

Agora, vamos mostrar que s; = [Z(A;) : K]. Observe que By; é central, para todo
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7=1,...,s;. Logo, temos que

dimg Z(Bjy @ - -+ @ Bi,) = dimg Z(Byy) + - - - + dimg Z(Bys,)

= dimg K + - + dimg K (3.9)
si—t;;mos

=14 +1=s.
——

s;i—termos

Por outro lado, temos

= dimg Z(By @ -+ @ Bys,).

Segue-se de (3.9) e de (refeq7.1) que [Z(A;) : K| = s;.
Como J(A) = {0} e B;jBy. = {0}, i # [ ou j # k, temos que

exp(A) = d(A) = H}E}X{dim]c B} = mzax{dim;c Bii},

uma vez que dimg B;; = - - - = dimy B, .
Dessa forma, como
= dimE(B_ﬂ DD @) =5 dimEB_,-l

devemos ter exp(A) = max;{dimg B;1 } = max;{dimz(4,) A;}. |

No Corolario 3.4.2 abaixo, daremos uma condicao necessaria e suficiente que

determina se uma &lgebra A é ou nao central simples.

Corolario 3.4.2 Seja A uma K-dlgebra de dimensao finita, com char KC = 0. Entdo:
a) Se A nao é simples, entao exp(A) < dimg A — 1;
b) Se A é simples, entao exp(A) = dimza) A;
c) A € central simples sobre K se, e somente se,

exp(A) = dimy A.

Antonio M. D. Franca Outubro de 2014 PPGMat - UFCG



92 3. PI-Expoente de Algebras

Demonstragao: a) Seja B = B; @ - -- @& B, uma subalgebra semissimples de A tal que
A =B+ J, onde J é o radical de Jacobson de A. Note que se B = {0}, isto é, A = J,
entao ¢,(A) = 0, para n suficientemente grande. Logo, exp(A) = 0 < dimye A — 1.
Suponhamos r > 1. Caso J = {0}, devemos ter A = B, e assim, A é semis-
simples, com r > 1, pois A é nao simples. Segue do Corolario 3.4.1 que exp(A) =
max;{dimzg,) Bi}. Seja ip € {1,...,7} tal que exp(A) = dimgg, ) Bi,. Como r > 1,

devemos ter que A # B,,, e com isso, desde que K C Z(B;,), temos que
exp(A) = dimg, ) Bi, < dimg B;, < dimg A.

Nesse caso, exp(A) < dimg A — 1.
Considere agora o caso em que J # {0}. Temos entdao que dimg B < dimy A,

pois A # B. Como d = d(A) < dimg B, temos que
exp(A) = d < dimg B < dimg A.

Também neste caso, temos que exp(A) < dimg A — 1.

Portanto, vale a desigualdade exp(A) < dimg A — 1, seja qual for a KC-algebra A
de dimensao finita nao simples, com char C =0 .

b) Suponha que A seja uma algebra simples, donde é ainda uma algebra semis-

simples, com uma tnica componente B;. Segue-se Corolario 3.4.1 que
exp(.A) = dimZ(A) A.

¢) Suponha primeiro que A é uma algebra central simples sobre K. Logo, Z(A) =

IC, e dai, pelo ja demonstrado item (b) deste corolario, temos que
exp(A) = dimg4) A = dimy A.

Por outro lado, suponhamos que exp(A) = dimg A. Logo, exp(A) > dimyg A — 1,
e assim, pelo item (a) deste corolario, devemos ter que A é uma algebra simples, e com
isso A é unitéaria (ver Observacao 1.1).

Sendo A uma &lgebra unitaria simples, temos que K C Z(A) é uma extensao de

corpos. Pelo item (b) deste corolario, temos
dimz 4y A = exp(A) = dimy A.

Dessa forma, como dimy4) A = dimg A e K C Z(A), segue-se que K = Z(A) e

portanto A é uma &algebra central simples. |
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Capitulo 4

Algebras com Crescimento Polinomial

das Codimensoes

Neste capitulo daremos duas caracterizagoes de algebras que possuem crescimento
polinomial das codimensoes. Este capitulo tem embasamento na referéncia [GZ3].
Aqui, K denotara um corpo de caracteristica zero.

Seja A uma éalgebra associativa. Mostraremos que A tem crescimento polinomial
das codimensoes se, e somente se, toda algebra B de dimensao finita Pl-equivalente a
A tem uma decomposi¢ao em subdlgebras que satisfazem duas convenientes condigoes.
Ainda, apresentaremos outra condi¢cdo necesséria e suficiente para que as codimensoes

¢n(A) sejam polinomialmente limitadas.

4.1 Preliminares

Nesta secao relembraremos alguns resultados que serao utilizados no decorrer
deste capitulo. Tais resultados podem ser encontrados nas Se¢oes 1.1 e 1.4 do Capitulo
1, e na Secao 3.1 do Capitulo 3. Todas as algebras de Grassmann abaixo tém posto

enumeravel.

Lema 4.1.1 Seja E a dlgebra de Grassmann de dimensdo infinita (como espaco veto-
rial) sobre K. Entao, para todo n € N, ¢,(F) = 2" 1.

Lema 4.1.2 Toda variedade V (ndo trivial) de dlgebras é gerada pela envoltiria de

Grassmann de alguma superdlgebra de dimensdo finita. Se a variedade V nao contém
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nenhuma dlgebra de Grassmann, entao ela é gerada por alguma dlgebra de dimensao
finita.

Lema 4.1.3 Para toda dlgebra associativa e unitdria A sao equivalentes:

a) A= A x Ay x -+ X A, onde Ay,--- | A, sao dlgebras associativas com unidade
nao nulas;
b) Exitem ideais (bilaterais nao triviais) Iy, I, ..., I, de A tais que

A=6LS LD @Iy

c) Ezxistem elementos ey, es,...,e, € Z(A) (n > 2) tais que e;e; = 0, para i # j,

e1t+et - te,=leer=e, k=1,2,...,n.

4.2 Algebras com Crescimento Polinomial das Codi-

mensoes

Nesta secao daremos duas condicoes necessarias e suficientes para que a sequéncia
de codimensoes de uma &algebra seja polinomialmente limitada.

O resultado a seguir é devido a Kemer.
Teorema 4.2.1 Seja A uma PI-dlgebra. Se tivermos c,(A) < an', para toda n € N

e algumas constantes a,t > 0, entao existe uma dlgebra B de dimensao finita tal que

1d(A) = 1d(B).

Demonstracao: Seja E uma algebra de Grassmann de posto enumeravel sobre um

corpo K. Pelo Lema 4.1.1, temos que c,(F) = 27!, para todo n € N. Dai, para

n—1

todo n suficientemente grande, ¢,(A) < ¢,(F), uma vez que lim = oo. Logo,

n—oo ant

Id(A) ¢ Id(E), e assim E ¢ var(A), onde var(A) é a variedade gerada por A.
Concluimos que var(A) ndo contém nenhuma algebra de Grassmann, uma vez que E
foi tomada arbitrariamente de posto enumerével, e o ideal de identidades de qualquer
algebra de Grassmann de dimensao finita contém Id(E). Sendo V = wvar(A), temos

que Id(A) = Id(V). Dessa forma, segue do Lema 4.1.2 que existe uma algebra B de
dimensao finita tal que Id(B) = Id(V) = Id(A). |

Relembrando que a n-ésima codimensao de A nao se altera caso “estendamos”
o corpo base I (ver Teorema 3.1.7), podemos assumir, ao estudar as propriedades de

¢n(A), que K é um corpo algebricamente fechado.
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Teorema 4.2.2 Seja A uma dlgebra de dimensao finita sobre um corpo algebricamente
fechado K. Entao a sequéncia de codimensoes (¢,(A))n>1 de A € polinomialmente

limitada se, e somente se,

a) A=Ay ® A @& - & A, (como espago vetorial), onde, para i = 1,...,m,
A; = B; + J; € uma K-subdlgebra de A, B; = I, J; um ideal nilpotente de A; e

Ao, J1, ..., I SG0 ideais nilpotentes a direita de A;

b) para todos i,k € {1,...,m}, i # k, temos que A; A, = {0} e B;Ag = {0}.

Demonstragao: Suponhamos primeiro que ¢,(A) é polinomialmente limitada. Seja
A = B+ J a decomposicao de A garantida pelo Teorema de Wedderburn-Malcev, onde
B & uma subalgebra semissimples de A e J = J(A) é o radical de Jacobson. Escreva
B=DB & - -®B,, comBy,...B, ilgebras simples. Desde que ¢,(.A) é polinomialmente
limitada e, pelo Teorema 3.3.7, podemos encontrar inteiros positivos ay, as, 71,72 € d
(onde d = d(A) é o inteiro definido em (3.4)), tais que a;n™d" < ¢,(A) < agn™d", para
n suficientemente grande, devemos ter d = 1, uma vez que a;n™d" < ¢, (A) < en', para
alguns ¢, t > 0, e lim an’d”

n—oo cn

i # k,edimgB;=1paraj=1,...,m.

= 00, caso d > 1. Logo, B;JB, = {0}, para quaisquer

Sendo semissimples de dimensao finita, temos que B ¢é unitaria, e dai segue-se do
Lema 4.1.3 que existem ey, es, ..., e, € Z(B) tais que e;e; =0se i # j, e; + e+ -+ +
em=1lgeel=¢ parak=12...,m.

Note que B; =2 IC, para ¢ =1,...,m, uma vez que Ke; C B e dimxe B; = 1. Como
B; & simples (além de ser um ideal de B), temos que B; = ¢;,8, para todo i = 1,...,m.
Assim, e, B, 1=1,...,m.

Para todo i = 1,...,m, defina J; = ¢;J ¢ Jo = {x € J | Bx = {0}}. Observe
que x € Jy se, e somente se, 1zx = 0. Note que Jy, J1, ..., J, sao ideais nilpotentes a

direita de A. Temos
A=Bi+ 1)@ @ By + Jm) & Jo.

De fato, fagamos A" = (B; + J1) & -+ @® (B, + Ju) @ Jo. E claro que A" C A,

Reciprocamente, tomemos a € J qualquer. Vamos mostrar que a € 1zJ+.J,. Tomando
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=" ex; € B qualquer, temos que

z(a — 1lga) = Z eix; (a — Z eja>

Logo, a — 1ga € Jy, e assim a € 1gJ + Jy. Dessa forma, concluimos que J = 15J + Jo,
uma vez que é imediato 1zJ + Jy € J. Observando que 1z = e; +e3 + - + €,
concluimos que J C Jy +---+ J,, + Jy e assim A = A’

Tomemos A; = B; + J;, com i = 1,...,m, e Ay = Jy. Observe que A; é uma

subalgebra de A, 1 =1,2,...,m. Logo, temos que

Observe que J; ¢ um ideal (bilateral) nilpotente de A;, visto que e¢; € Z(B) e J é um
ideal nilpotente de A. Como e;e; = 0 para quaisquer ¢ # j em {1,...,m}, temos que

BB, = {0} e J;Jp = {0}, uma vez que e;Jep C B;JB; = {0}, donde segue que
AzAk = (Bl + Jl)(Bk + Jk) =B, J, + JZBk,

e por B;Jy = BiexJ C B;BpJ = {0} e J;Br C B;JB;, = {0}, temos que A; A, = {0}.
Portanto, concluimos a primeira implicacgao.

Por outro lado, seja A uma algebra satisfazendo (a) e (b). Tomando J = Ay +
Ji+ -+ Jn, segue de (a) e (b) que J é um ideal bilateral de A. Como cada J; é
nilpotente, devemos ter J; + - -+ + J,,, nilpotente, uma vez que J;J, = {0}. Ademais,
sendo Ay e Jy + -+ + J,, nilpotentes e (J; + -+ + J)Ag = {0} (pois B, Ay = {0}),
podemos concluir que J é nilpotente. Como B; 2 Ke A= A = B1®--- B, D J,
devemos ter J = J(A).
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Considere agora todos os produtos da forma B,;JB;, com @ # j. Temos que

BiJB; = BiAB; + Y BiJB

=1

= B,(J:B;) = {0},

desde que B; Ay = {0}, A;A; = {0}, para quaisquer ¢,j € {1,...,m} distintos.
Portanto, pela definigdo de d = d(A) dada em (3.4), no Capitulo 3, segue-se
que d = max;{dimB;} = 1, e assim, pelo Teorema 3.3.7, concluimos que c,(A) é

polinomialmente limitada. |

Segue do teorema acima e do Teorema 3.3.7 que se A é uma algebra de dimensao
finita tal que exp(A) = 1, entdo A tem crescimento polinomial das codimensoes, uma
vez que exp(A) = d = d(A). Uma outra consequéncia imediata do teorema acima ¢é a
seguinte.

Corolario 4.2.3 Seja A uma dlgebra de dimensao finita sobre um corpo algebrica-
mente fechado K satisfazendo as condigoes (a) e (b) do Teorema 4.2.2. Sejam J o
radical de Jacobson de A e, para todoi=1,...,m, C; = A; & Ay. Entao

Id(A) = Id(Cy) N ---N1d(Cp,) N Id(J]).

Demonstragao: Suponhamos que possamos tomar f € (-, Id(C;))NId(.J) de forma
que f ¢ Id(A). Desde que char £ = 0, podemos assumir que f é multilinear, e assim
tomemos r1,...,rs € AgUA; U---UA, tais que f(ry,...,rs) # 0.

Sery,...,rs € J,entdo f ¢ Id(J), o que é contradigdo. Com isso, podemos tomar
io € {1,...,s} tal que r;, ¢ J. Pela linearidade de f, podemos assumir que r;, € By,
para algum k € {1,...,s}. Recordemos que B Ay = {0}, J; é um ideal a direita de
A e AjA, = {0}, para quaisquer [,k € {1,...,m} distintos. Ademais, ApA; C Ay e
A Ay = J; Ay C J; C A, paratodoi=1,...,m.

Como f = f(x1,...,zs) é multilinear, podemos escrever f = Z Aoo(1) " To(s)s

UESS
com )\, € K. Fixando o € S, arbitrario, considere o produto

To(t) " Ta(=1)TigTa(j+1) " Ta(s)s
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com ig = o(j). Se supusermos que algum r; ¢ Ap U Ay, com i € {1,...,s} e i # iy,

entao To(1)***To(j—1) OU To(j41) -+ " To(s) PErtence a
AiU-- - UA,  UA 1 U---UA,.

Como r;, € By, C Ay, temos que To(l) " Ta(io) " " To(s) = 0, qualquer que seja o € S, e
assim

flry,...,rs) =0.

Contradicao! Portanto, ry,..., 71, ig+1,- -, s € Ar U Ag. Dessa forma, f ¢ Id(Cy).
Contradigao! Portanto, concluimos que f ¢ Id(A), e garantimos a igualdade procu-

rada. [ |

Uma pergunta que fica sobre o teorema acima é: o que podemos dizer se o corpo
KC nao é algebricamente fechado?

Para responder tal pergunta, tomemos inicialmente uma algebra A de dimensao
finita sobre um corpo K. Escrevemos A = B+ J, com B=B; & ---® B,, uma algebra
semissimples. Sendo K o fecho algébrico de K, escrevemos A = A ®x K, e dai, pelo

Teorema 1.3.10, temos que J(A) = J(A) @k K. Segue disso que
AZB & & B, +J(A),

onde B;, = B; ®x K ¢ uma algebra semissimples.

Pelo Teorema 1.3.14 e pelo que foi feito na demonstracao do Corolario 3.4.1,
temos que B; = Ciy @ - -- @ Ciy,, onde t; = dimg Z(B;) e Ciyp = --- = Cy, sdo algebras
centrais simples sobre K.

No caso em que ¢, (A) = ¢,(A) é polinomialmente limitada, pelo Teorema 3.3.7,
temos que Cy = K, para quaisquer 4, k, e CipJ(A)Cps = {0} se (i, k) # (r,s). Obser-
vando que dimy B; = dimg B; = Z§:1 dimg C;; = t;, temos que B; = Z(B;) é um corpo,
sendo uma extensao de grau t; de K. Desde que char K =0 e K C B; é uma extensao
algébrica, temos entao que tal extensao é simples, e dai podemos escrever B; = K(a;),

para algum a; € B;. Portanto, nés mostramos que se I é um corpo qualquer e A é

uma K-algebra com crescimento polinomial das codimensoes, entao

A= K(ar1) ® - @ K(an) + J(A), (4.1)
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com K(a;)J(A)K(ar) = {0}, para quaisquer 4,5 € {1,...,m} distintos.

Daremos agora uma caracterizacao para o crescimento polinomial das codimen-
soes de uma algebra em funcao da sequéncia de cocaracteres.

No que segue, para A - n, também escreveremos |[A\| = n. Note que se A =
(A1, A2, ...), entdo |A\| — Ay denota o numero de caixas abaixo da primeira linha do

diagrama de A.

Teorema 4.2.4 Seja A uma dlgebra de dimensao finita sobre um corpo K. FEntao

(cn(A))n>1 € polinomialmente limitada se, e somente se,

Xn(A) = Z MAXA

AEn
[Al=X1<q

onde J(A)? = {0}.

Demonstragao: Lembremos que a decomposicao de x,,(A) em componentes irreduti-
veis ndo se altera quando “estendemos” o corpo base (ver Teorema 3.1.7). Além disso,
como J(A®x K)! = J(A) @ K, para todo inteiro [ > 0, temos que J(A®x K)? = {0},
uma vez que J(A)? = {0}. Sendo assim, podemos assumir, sem perda de generalidade,
que K é um corpo algebricamente fechado.

Primeiramente, suponhamos que x,(A) = >, maxy, com my = 0 sempre
que |[A| — A1 > ¢. Pelo Teorema 2.3.9, as multiplicidades m,’s sdo polinomialmente
limitadas, ou seja, podemos tomar C,t > 0 constantes tais que m, < Cn', para

qualquer A F n. Dai, segue-se que

Cn<./4): Z mAd,\gCnt Z d)\. (42)
An An
IAl=A1<q [Al=A1<q
Para cada A = (A, Ag,...) F n, com |A| — A\ < ¢, considere \* = (A1) F .
Observe que \* < A, seja qual for A = n. Como n — |[A\*| = |A\| — A1 < ¢, segue do
Teorema 2.3.6 que

dy < nidy. = n?, (4.3)

uma vez que A\* é uma particao de um sé termo e assim seu diagrama possui apenas uma
linha, admitindo portanto uma tnica tabela standard, e dai dy~ = 1. Uma estimativa

para o nimero de partigoes de A F n tais que |\ — A\; < ¢ é que esse nimero nao
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supera n?. Para ver isto, basta observar que se |A\| — A\; < ¢, entdo D) tem no maximo
q linhas, com cada uma delas contendo um nimero de caixas menor ou igual a n.

Dessa forma, temos de (4.2) e de (4.3) que

AFn
[Al—A1<q
< Cn! g n? = Cnttd g 1
AEn n
|Al-A1<q |Al-A1<q

< Cnttin? = On't™,

onde C,t + 2¢q > 0 sdo constantes, e portanto a sequéncia (c,(A)),>1 das codimensoes
de A é polinomialmente limitada.

Por outro lado, suponhamos que as codimensdes de A sao polinomialmente li-
mitadas. Seja A F n tal que |A| — Ay > ¢ e suponhamos, por contradi¢cdo, que
my # 0. Pelo Teorema 2.2.3, podemos tomar alguma tabela T\ e algum h € P,
tais que ep, h ¢ Id(A). Seja X = (\],...,\}) a particao conjugada de A\, com ¢ = ;.
Observe que er,h = Ry, (Cr h) e assim Cr h ¢ Id(A). Observe também que Cr,h é
uma combinagao linear de polindémios f = GTA (i, -+ x;,), sendo cada um alternante
em t conjuntos disjuntos entre si com A, ..., A} variaveis, respectivamente. Chegaremos
a uma contradicao se provarmos que cada polindémio f se anula em A.

Fixemos uma base de A que seja a uniao de bases de By, ..., B,, e J, respecti-
vamente, onde A = B; & --- ® B, + J é a decomposi¢ao garantida pelo Teorema de
Wedderburn-Malcev (Teorema 1.3.9). Desde que, pelo Teorema 4.2.2, BB, = {0} =
B;J By, para quaisquer i,k € {1,...,m} distintos, para termos um valor nao nulo de
f, precisamos substituir todas as variaveis de f por elementos de J e de uma mesma
componente simples, digamos B;. Também, desde que dim B; = 1, poderemos no ma-
ximo substituir um elemento de B; em cada um dos conjuntos alternantes. Dai, como
o numero de conjunto alternantes é t = \{, entao podemos no maximo substituir as
variaveis de f por t elementos de B;. Segue-se que para termos um valor nao nulo de
f, devemos substituir as variaveis de f por ao menos || —t = |A\| — A\; > ¢ elementos

de J. Mas, desde que J? = {0}, esta substitui¢ao anularia f, e com isso temos uma
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contradi¢ao, provando assim que my = 0 se |A| — \; > ¢, e portanto

XolA) = > man .
'_

AEn
[Al=A1<q

concluindo a demonstracao do teorema. ]

O teorema anterior diz que A tem crescimento polinomial das codimensoes se, e
somente se, todos os caracteres irredutiveis que aparecem com multiplicidade nao nula
em x,(A) tem diagrama associado com no maximo ¢ — 1 caixas abaixo da primeira
linha, onde J9 = {0}.

Dessa forma, concluimos que se A é uma PI-algebra com crescimento polinomial
das codimensoes, entao existe uma élgebra B de dimensao finita, com Id(A) = Id(B),
tal que B possui uma decomposi¢do semelhante a (4.1) e o n-ésimo cocaracter de B
tem uma decomposicao como a dada no Teorema 4.2.4. Observe que vale a reciproca,

uma vez que teremos ¢,(A) = ¢,(B), para todo n > 1.
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