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Resumo

Com uma aplicacao adequada do conhecido principio do méaximo generalizado de
Omori-Yau, obtemos resultados de rigidez com relacao a hipersuperficies imersas com-
pletas com curvatura média delimitada no espago hiperboélico H* ™ (n+1)-dimensional.
Em nossa abordagem exploramos a existéncia de uma dualidade natural entre H* ™! e
a metade H"! do espaco de Sitter ST, cujo modelo é chamado de steady state space.

Palavras-chave: Espaco hiperbodlico, hipersuperficies completas, curvatura mé-

dia, aplicacao de Gauss.
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Abstract

As a suitable application of the well known generalized maximum principle of
Omori-Yau, we obtain rigidity results concerning to a complete hypersurface immersed
with bounded mean curvature in the (n + 1)-dimensional hyperbolic space H"™!. In
our approach, we explore the existence of a natural duality between H"*! and the half
H"+1 of the de Sitter space ST, which models the so-called steady state space.

Keywords: Hyperbolic Space, complete hypersurfaces, mean curvature, Gauss

map.
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Introducao

Nesta dissertacao estudaremos hipersuperficies nao-compactas completas, com
curvatura média limitada, imersas no espaco hiperbolico (n + 1)-dimensional H"*!.
Antes de falarmos um pouco mais sobre o nosso trabalho, apresentamos um breve
resumo dos principais resultados relacionados ao nosso tema.

Em [3], L. J. Alias e M. Dajczer estudaram superficies completas imersas em H?,
contidas entre duas horoesferas, obtendo um resultado tipo Bernstein para o caso de
curvatura média constante —1 < H < 1.

Depois, H. F. de Lima e A. Caminha estudaram em [6] graficos verticais comple-
tos de curvatura média constante em H"". Sob restricao apropriada no crescimento
da funcao altura, eles obtiveram condi¢oes necessarias para a existéncia de tal gra-
fico. Além disso, para superficies completas de curvatura Gaussiana nao negativa, eles
obtiveram um teorema tipo Bernstein em H?.

Mais recentemente, aplicando a técnica de S.T. Yau [17], H. F. de Lima em
conjunto com F. E. C. Camargo e A. Caminha [5] também obtiveram resultados tipo
Bernstein em H"!,

Neste trabalho, sob uma restricao apropriada no angulo normal da hipersuperfi-
cie (isto é, o dngulo entre a aplicacdo de Gauss da hipersuperficie e o campo vetorial
unitario que determina a folheagao 1-codimensional de H"** por horoesferas), obtemos
teoremas de rigidez com relagao a uma hipersuperficie completa imersa com curvatura
média limitada em H"™!. Em nossa abordagem, exploramos a existéncia de uma dua-
lidade natural entre as geometrias de H"*! e a metade H"™! do espaco de Sitter S"*!,
cujo modelo é chamado steady state space.

Mais precisamente, mostramos o seguinte (cf. Teorema 3.2; ver também os Co-



Introducao 7

rolarios 3.3 e 3.4):

Seja ¢ : X" — H"M wuma hipersuperficie completa, com sequnda forma
fundamental A limitada. Suponha que a curvatura média H de X™ € tal
que 0 < H < 1. Se X" estd abaizo de uma horoesfera de H" ' e o dngulo
normal 0 satisfaz cos@ > supy, H, entao X" € uma horoesfera e a imagem

da sua aplicacdo de Gauss € exatamente um hiperplano de H™*!.

Queremos salientar que nossa restricao ao angulo normal da hipersuperficie é
motivada por uma estimativa do gradiente devido & R. Lopez e S. Montiel [10] (para
mais detalhes veja Observagao 2).

Além disso, através da aplica¢ao de um resultado cléassico devido & A. Hiber [9]
relacionado a superficies parabolicas, provamos também o seguinte resultado (cf. Teo-

rema 3.7):

Seja 1 : ¥? — H? uma hipersuperficie completa com curvatura Gaussiana
nao-negativa e curvatura média 0 < H < 1. Se o dngulo normal 6 de X2
satisfaz cos§ > H, entio X? ¢ uma horoesfera e a imagem da aplicacio de

Gauss € exatamente um plano de H3.

Este trabalho é baseado no artigo [7], publicado em 2013 por H. F. de Lima, e
apresenta-se com a seguinte organizacao. No Capitulo 1 estabelecemos as notagoes e
fatos preliminares que serao utilizados no decorrer do texto. No Capitulo 2 fazemos
um estudo da teoria de hipersuperficies Riemannianas imersas em ambientes Rieman-
nianos ou Lorentzianos. Destacamos a Segao 2.4, onde usamos o Proposicao 2.11 e a
Observacao 1 para construir campos conformes fechados nos espacos Steady State H"*!
e hiperbolico H™*!. Este capitulo finaliza com uma secao cujo objetivo ¢ estabelecer
uma férmula para o Laplaciano da func¢ao altura da hipersuperficie orientada completa
¥ X" — R x ¢ M"™ imersa em um produto warped Riemanniano R x ; M. Finalmente,

no Capitulo 3 enunciamos e mostramos os resultados principais deste trabalho.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo temos como objetivo estabelecer as notacoes que serao utilizadas
nos demais capitulos deste trabalho, bem como os fatos basicos da teoria de imersoes
isométricas dos quais faremos uso posteriormente. Para maiores detalhes, indicamos
como referéncias [8] e [15].

Iniciamos com uma exposic¢ao sobre formas bilineares simétricas e produto escalar
num espaco vetorial de dimensao finita; logo ap6s, definimos o que é uma variedade
semi-Riemanniana e, entao, apresentamos os conceitos de conexao e curvatura.

No que segue, V sempre denotara um espago vetorial real de dimensao finita.
Uma forma bilinear simétrica b sobre V é uma funcao bilinear b : ¥V x V — R tais que

b(v, w) = b(w,v) para quaisquer v, w € V

1.1 Espacos munidos com um produto escalar

Uma forma bilinear simétrica b sobre V é dita
(a) positiva definida, se b(v,v) > 0 para todo v € V \ {0}.
(b) negativa definida, se b(v,v) < 0 para todo v € V \ {0}.
(¢) nao-degenerada, se b(v,v) = 0 para todo w € V implica em v = 0.

Se b ¢ uma forma bilinear simétrica sobre }V e WW é um subespago de V, entao a

restrigao by« 1 W x W — R é uma forma bilinear simétrica sobre W. Definimos o
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indice de b como a maior dimensdo de um subespago W de V tal que b|yyxy € negativa

definida.

Definicao 1.1. Um produto escalar sobre um espaco vetorial real de dimensao finita
V € uma forma bilinear simétrica b : V xV — R que € nao-degenerada. Diremos que V
€ um espaco com produto escalar se ele € munido com um produto escalar, e definimos

o indice de YV como sendo o indice de seu produto escalar.

Se V é um espago com produto escalar b e YW é um subespaco de V), dizemos que
W & nao-degenerado se a restrigao blyyxy : W x W — R for ndo-degenerada. Definimos

o complemento ortogonal W+ de W em V por
Wt ={veV; bv,w) =0 para todo w € W}.
No seguinte resultado colecionamos alguns fatos relevantes sobre espagos vetorias
munidos com um produto escalar (cf. [15], Lemas 2.19, 2.22 e 2.23).

Lema 1.1. Sejam V um espag¢o com produto escalar b e W um subespago de V. Entao

(a) b € nao-degenerada se, e somente se, sua matriz com respeito a uma (e entio a
toda) base de V for invertivel;

(b) se W € nao-degenerado entio dim(W)+dim(W+) = dim(V) e WHL =W;

(¢) W € ndo-degenerado se, e somente se, V = W & WL, Em particular, W ¢é

nao-degenerado se e s6 se W for néao-degenerado.

No que segue, supomos que V é um espago com produto escalar b = (,). Em

relagao a (, ), dizemos que v € V \ {0} &:
(1) tipo-tempo, quando (v,v) < 0;

(1) tipo-luz, quando (v,v) = 0;

(i) tipo-espago, quando (v, v) > 0.

Analogamente, define-se o que significa para um subespago nao-degenerado W
de V ser tipo-tempo, tipo-luz ou tipo-espago. Se v € V \ {0} nao for tipo-luz, define-se
o sinal €, € {—1,1} de v por
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A normade v €V é |v] = \/e,(v,v), e v é unitdrio se [v] = 1. E bem conhecido
em Algebra Linear que todo espaco vetorial real ¥ munido com um produto escalar
(,) admite uma base ortonormal. Assim, se {ej,...,e,} é uma tal base, teremos que

(i, €j) = €0;;, onde ¢ denota o sinal de e; e

1, sei=3

0 , sei# 7.

(5,'3' =

Nesse contexto, é possivel estabelecer o seguinte resultado (cf. [15], Lemas 2.25 e

2.26).

Lema 1.2. Sejam V um espago com produto escalar (,) e {e1,...,e,} uma base orto-
normal de V. Entao
n
(a) todo v € V admite uma unica representacdo da forma v = Zei@, ei)e;;
i=1

(b) o numero de elementos com sinais negativos em (€1, ...€,) € igual ao indice de

V.

1.2 Variedades semi-Riemannianas

Voltando nossa atencao a partir de agora as variedades diferenciaveis, passamos a
estabelecer a nocao de métrica, bem como algumas das suas principais consequéncias,

que serao importantes para entender nosso cenario de trabalho.

1.2.1 Meétricas semi-Reimannianas e a conexao de Levi-Civita

. ~ . —=—n+1 R . .. L. . .
Definicao 1.2. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma métrica semi-Riema-
. —n+1l A . . —n+1
nniana em M € uma correspondéncia que associa, a cada p € M, um produto
escalar (,), no espago tangente T,M, com indice constante v (isto €, cada T,M tem
indice v), e que € diferencidvel no sequinte sentido: se xi,...,Tn,11 SGo as fungoes

. ——n+1 . ~
coordenadas de um sistema de coordenadas de M, definido em um aberto U, entao
as fungoes

0

0
p'—><a_33ip’3_%‘p>p

sao diferencidveis em U, para cada i,j € {1,...,n+ 1}. Uma variedade semi-Riema-
. ) —nt1 —mtl : : > ;

nniana € um par (M (,)), onde M~ é uma variedade diferencidvel e (,) € uma
L .- . w5 nt1

métrica semi-Riemanniana em M~ .




Capitulo 1. Variedades semi-Riemannianas 11

D . . +1
No que segue, por simplificacdo de notagao, escreveremos M para o par

n+1 . 1 , 5+l . .
,{,)). Quando o indice v de (,) é zero, M~ & simplesmente uma variedade

(7
Riemanniana. Por outro lado, quando v = 1, M ¢ denominada uma variedade
Lorentziana.

Exemplo 1. Para cada nimero inteiro v € {0,...,n + 1}, seja R*™ o espago R™*

munido com o produto escalar

n+l—v n+1
(v,w) = g V;W; — g vW;,
i=1 i=n—v+1
onde v = (V1,...,Up41) € W = (Wy,...,Ws11). Do item (b) do Lema 1.2 obtemos que

(,) tem indice v. Neste contexto, R"™ é chamado espago semi-Euclidiano de indice v
e de dimensio (n+1). Quando v = 0, R™™ torna-se simplesmente o espago Euclidiano
R™ 1. Quandon > 1, RT™ € chamado espago de Lorentz-Minkowski e € frequentemente
denotado por L.

Denotemos, a partir de agora, por X(M) como sendo o conjunto dos campos de
vetores de classe C em M e por C®(M) o anel das funcdes reais de classe C™
definidas em 3",

Dados X,Y € X(M), nosso objetivo é agora definir um outro campo de vetores
que seja a derivada de Y na direcao de X. Ha um caminho natural para fazer isso em
R+

n+1
0

Definigao 1.3. Sejam xy,...,7n41 as coordenadas em R™™. Se X e Y = E Y;—a
€T
i=1

sao campos de vetores em R™1 o campo de vetores

n+1 a
DxY = ;X(m)axi

€ chamado derivada covariante de W com rela¢ao a 'V .

Uma vez que esta tltima definigao utiliza as coordenadas de R"*1 nao é 6bvio
como estendé-lo a uma variedade semi-Riemanniana arbitraria. Comegamos, portanto,
axiomatizando suas propriedades.

.~ ~ - . . .. S+l
Definicao 1.4. Uma conexdo afim ¥V em uma variedade diferencidvel M € uma

aplica¢ao B o o o
V: X(M)xX(M) — X(M)
(X,Y) = VxY

tal que
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(i) VixsgnZ = fVxZ +gVvZ,
(ii) Vx(Y +2)=VxY +VxZ,
(1) Vx(fY)=fVxY +X(f)Y,
para quaisquer X,Y,Z € X(M) e todos f,g € C®(M). O campo VxY ¢é chamado

derivada covariante de Y na direcio X com rela¢io a V.

Uma conexao afim esta diretamente ligada a métrica, desde que acrescentemos
uma compatibilidade com a métrica e outra propriedade relacionada ao colchete de
Lie. Mais precisamente temos o seguinte

Proposigao 1.5 (Levi-Civita). Dada uma variedade semi-Riemanniana Mnﬂ, existe

wma unica conexdo afim V, chamada conexio de Levi-Civita, verificando

(i) [X,Y] =VxY —VyX (V ¢ simétrica ),

(1) X(Y,Z) = (VxY,Z)+{Y,NVxZ) ( V é compativel com a métrica ),
para quaisquer X,Y,Z € X(M). A conexdo de Levi-Civita é caracterizada pela sequinte
equacao

2AVxY,Z) = XY, Z)+Y(Z X)— Z(X,Y)
_<X> [KZ]>+<Ya [ZvX]>+<Z7 [XvYDa (1'1)

chamada formula de Koszul.

Demonstracao. A formula de Koszul mostra que V é unicamente determinada pela
métrica (,). Assim, caso exista, ela serd unica. Para mostrar a existéncia, defina V
por (1.1). E imediato verificar V que ¢ uma conexao afim, ¢ simétrica e compativel

com a métrica. O

1.2.2 Alguns operadores diferenciaveis

A seguir, estenderemos os conceitos de gradiente, divergente, Hessiano e Laplaci-
. . . . ——n+1 . . ~
ano para uma variedade semi-Riemanniana M . Para isso, precisamos da nogao de

referencial ortonormal.

Definicao 1.6. Para um conjunto aberto U de uma variedade semi-Riemanniana
—n+1 . ~ . P

M, dizemos que uma cole¢ao de campos vetorias {eq,...,e,r1} em U é chamado
um referencial ortonormal em U quando (e;,e;) = €;0;; em todo ponto de U e todos

i,j €{1,...,n+ 1}, onde ¢; denota o sinal de e;.
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A £ 3 : —n+1
Se U é o dominio de um sistema de coordenada em M | com campos coorde-

0 0
nados {—, ey —}, entao é imediato verificar que a aplicacao do processo de
T 0T 41
ortogonalizacao de Gramm-Schmidt a tais campos nos fornece um referencial ortonor-
mal em U.
Definicao 1.7. O gradiente de uma funcio f € C=(M), o qual denotaremos por V f,

€ um campo vetorial metricamente equivalente a diferencial df .

Assim, (Vf, X) = df(X) = X(f) para todo X € X(M). Em termos de um
referencial ortonormal {ej,...,e,.1} temos

n+1

V=) eelfe
i=1

onde e;(f) = (Vf, e;).

Definigao 1.8. Dado um campo vetorial X € X(M) definimos a divergéncia de X

como a fun¢ao divX : M S R dada por

divX = tr{Y(p) > VyX(p)}, pe M.

Em um referencial ortonormal {ey, ..., e,1} podemos escrever

n+1
divX = Z €(Ve, X, €;).

i=1

Definicao 1.9. O Hessiano de uma funcio f € C®(M), denotado por Hessf, ¢

definido como sendo a aplicagio C>(M)-bilinear Hess : X(M) x X(M) — C=(M)
dada por
(Hessf)(X,Y) = (Vx(V{),Y).

O préximo resultado, nos fornece algumas propriedades do Hessiano de uma fun-
Gao.
Proposicao 1.10. Para toda f € C(M) e quaisquer X,Y € X(M) temos
(a) (Hessf)(X,Y) = X(Y(f)) = (VxY)f,
(b) (Hessf)(X,Y) = (Hessf)(Y, X).
Demonstracdo. Para o item (a), como (Vf,Y) =Y (f) entdo

X(Y(f) = X{VLY)=(Vx(V)),Y)+ (V[ ,VxY)
= (Hessf)(X,Y)+ (VxY)f.
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Agora para o item (b), lembremos que o colchete dos campos X e Y ¢é definido
por

[(X,Y](f) = X(Y(f)) = Y (X)),
mas por outro lado, da simetria da conexéo de Levi-Civita V temos

(X, Y(f) = (VxY)f = (VyX) [

Logo, do item (a),

(Hessf)(X,Y) — (Hessf)(Y, X) = X(Y(f)) —Y(X(f))
—{(VxY)f = (VyX)f} = 0.

]

Definicao 1.11. Seja M uma variedade semi-Riemanniana. O operador Lapla-
ciano A 1 C®(M) — C>®(M) de M e definido por Af = tr(Hessf), para toda
feC>(M).

Observemos que o Laplaciano também pode ser visto como um divergente, espe-

cificamente, com ajuda de um rererencial ortonormal {ey, ..., e,.1}, temos
n+1 n+1 o o
Af = Zei(HeSSf)(eia €i) = Z€i<v6i(vf)7 ei) = div(Vf). (1.2)

Proposicao 1.12. Sejam X,Y € X(M), f,g € C®°(M) e ¢ : R — R uma funcdo
diferencidvel. Entao

(i) div(X +Y) =divX +divY,
(i1) div(fX) = fdivX + (Vf, X),
(i11) A(fg) = gAf + fAg+2(Vf,Vg),
(i) Algo f) =& ()Af+¢"(NIVfP.
Demonstragio.

(1) Seja {eq,...,ens1} um referencial ortonormal. Logo,

n+1 n+1
div(X +Y) = > (Ve (X +Y),e) = Y e(Ve X+ V.Y, e)
nJ_rl n+1 -
= Y a(VeX e)+ Y 6(VeYie) = divX +divY.

=1 =1



Capitulo 1. Variedades semi-Riemannianas 15

(73) Além disso,

n+1 n+1

diV(fX> = Z€i<v6i(fX)7€i> = Z€i<ei<f>X+fvei(X)vei>

! n+1 n:_:;
= <Xaz€i€i<f)ei>_'_fzei(v@i(x):ei) = (X, Vf) + fdivX.

(77i) Por outro lado, dos itens anteriores e de (1.2),

A(fg) = div(V(fg)) = div(¢Vf+ fVyg)
= div(gVf) +div(fVg) = gAf+ fAg+2(Vf Vg).

(7v) Finalmente,

Alpof) = div(V(pof)) =
= ¢(Ndiv(Vf) +(V(¢
(¢

div(¢'(f)V )
(f
= F(divAS + (¢ ()))VS

NV 1)
V).

1.2.3 Geodésicas e a aplicacao exponencial

. =it : . ) ——n+1 .
Sejam M uma variedade semi-Riemanniana e a: I — M~ uma curva dife-
renciavel definida em um intervalo aberto I C R. Dizemos que Z é um campo vetorial
ao longo de a se a correspondéncia I >t — Z(t) € Ty M ¢é diferenciavel. O conjunto

de todos os campos vetorias ao longo de « sera denotado por X(«).

Proposicao 1.13. Se Z € X(«a), entdo existe uma unica fungio Z — Z' € X(«a)
satisfazendo:
(i) (aZy +bZy) = aZi + bZ} para todos a,b € R;

dh
(13) (hZ) = EZ + hZ' para qualquer h € C>=(I);

(iii) (V]a)' (t) = Vary(V) para todo t € I e qualquer V € X(M);
d
(iv) %(ZbZZ) = (21, Z2) + (Z1, Z3), para quaisquer Z1, Zy € X(a)

A prova da Proposicao 1.13 tem como chave utilizar um sistema de coordenadas

—n—+1 , . , . =
X1,...,%,y1 para M . Apos alguns calculos, é possivel obter a expressao

n+1

dZ' .
> o, +ZZ (1.3)
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obtendo deste modo a unicidade. Para a existéncia, basta definirmos Z’' de acordo
com (1.3). Através de calculos diretos, mostramos que as quatro propriedades sao
satisfeitas localmente, e pela unicidade, obtemos a independéncia do sistema de coor-

denadas.

Definicao 1.14. Uma curva o : [ — M 6 dita geodésica se (o) = 0.

Da equagao (1.3) obtemos que (/)" = 0 equivale a

d2(xk ) ntl . d(z;oa)d(zjoa)
T—'_ijzlrij(a) dt a0 kedloontl) (14)

onde x1q, ..., x, 1 € um sistema de coordenadas de M e Ffj sao os simbolos de Chris-
toffel associados a conexao V. Em (1.4) temos um sistema de n+1 equagdes diferenciais
ordinérias de segunda ordem, o que nos fornece alguns resultados de existéncia e uni-
cidade, como os seguintes.

Proposigcao 1.15. Se o, : [ — M sdo geodésicas tais que o/(a) = ('(a), para

algum ponto a € I, entao o = .
Proposicao 1.16. Dado v € TPM, existe uma unica geodésica o, tal que

(1) o, (0) =v;

v
(i7) an, € mazximal, i.e., tem dominio maximal.

Definigao 1.17. Seja v € U C T,M tal que a geodésica o, ¢ definida ao menos em
[0,1]. A funcao
exp,: U — m
voexp,(v) = ay(1)

€ chamada aplicacao exponencial.

A prova do proximo resultado é uma aplicagao direta do Teorema da Funcao

Inversa (cf. [8], Proposicao 2.9).

Proposicao 1.18. Para cada p € Mnﬂ, existe uma vizinhanca Uy C TpM na qual

. . .. —n—+1
exp, € um difeomorfismo sobre uma vizinhanga V, em M~ .

O proximo resultado garante localmente a existenténcia de uma referencial orto-
normal cujas derivadas covarientes num ponto é zero, o qual serd usado no proximo
capitulo para obter formulas para poder estabelecer e mostrar os resultados principais

deste trabalho.
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Lema 1.3 (Referencial Geodésico). Sejam M "™ uma variedade semi-Riemanniana
. . o . —n+1 . .

de dimensao n + 1 e indice v. Entao, para cada p € M , existe um referencial

ortonormal {ey, ..., e,41} ao redor de uma vizinhanga de p satisfazendo V.,e;(p) = 0.

Este referencial serd dito geodésico.

Demonstragio. Seja Bs(0) C T,M tal que exp, : Bs(0) — exp,(B5(0)) ¢ um difeomor-
fismo. Defina ¢ = exp,o.J, onde J : Bs(0) C R — B;(0) C T,M ¢ uma isometria.

Sejam v € T,M com exp,(tv) = a,(t) ¢ v = """ a;e;, para uma base ortonormal
{e1,...,ent1} de T,M. Note que
zi(ay(t)) = (J7iltv) = t(J)i(v) = tas,
onde J(ay, ..., an1) = S ae. Assim, v = o/ (0) = S0 aia%i . € deste modo
n+1
ej = ai , fornecendo-nos que o referencial {%} é ortonormal em p. Substituindo
ilo )iz

zi(a,(t)) = ta; em (1.4) obtemos

n+1

D Th(aw(t)aa; =0, ke {l,..,n+1}.

ij=1

Sendo a;, a; arbitrérios, Ffj (p) = 0 e o rusultado segue. ]

No caso de variedades Riemannianas, temos o seguinte conceito de completitude.

Definicao 1.19. Uma variedade Riemanniana M e (geodesicamente) completa se
para todo p € Mnﬂ, a aplicagao exponencial, exp,, estd definida para todo v € TPM,
i.€., se toda geodésica comegando em p estd definida para todos os valores do pardmetro
teR.

1.2.4 Curvatura

As propriedades da conexao de Levi-Civita V de uma variedade semi-Riemanniana

R— 1 .
at garantem o seguinte resultado.

Proposigao 1.20 (|15], Lema 3.35). Se M ¢ uma variedade semi-Riemanniana

com conexio de Levi-Civita V, entio a aplicacio R : X(M)? — X(M), dada para
XY, Z € X(M) por

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ+ Vx| Z, (1.5)
¢ C>(M)-trilinear, sendo denominada o tensor de curvatura de M

Sempre que p € M e v,w E TpM gerarem um subespaco de dimensao 2 nao-
degenerado de T, M, segue do item (a) do Lema 1.1 que (v, v){w, w) — (v, w)? # 0. Faz

sentido, portanto, a seguinte
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.~ | , . . —n+1
Definicao 1.21. Sejam M wma variedade semi-Riemanniana, p € M eo c

TPM um subespacgo de 2-dimensional nao-degenerado de TPM. O numero

(R(v, w)v, w)

K(o) = <v,v><w,;u> — (v, w)?

. . . . . —n—+1
independe da base escolhida {v,w} de o, e € denominado curvatura seccional de M

em p, sequndo o.

. . . . —n+1 .

Uma variedade semi-Riemanniana M tem curvatura seccional constante em
p € M se os nimeros K (o) da defini¢ao acima independerem do subespago 2-dimensional
nao-degenerado o C T),M considerado.

Aproximando subespacos 2-dimensionais degenerados de T),M através de subes-

. . . ~ —n+1

pacos 2-dimensionais nao-degenerados, pode-se mostrar que o fato de M ter curva-
tura seccional constante determina seu tensor curvatura R. Mais precisamente (cf. [15],

L. —n+1 . . ~
Corolario 3.43), se M tiver curvatura seccional constante ¢, entao

RX,Y)Z = c{(X,2)Y — (Y, Z)X}, (1.6)

para todos X,Y,Z € X(M).

Definicao 1.22. Sejam M wma variedade semi-Riemanniana, p um ponto de M”H,

{e1,...,ent1} um referencial ortonormal definido em uma vizinhanga de p e €; o sinal
de e;. A aplicagio C*(M)-bilinear Ric : X(M) x X(M) — C*(M), definida em p por

n+1
Ric(X,Y)(p) = Y &(R(X, €)Y, e5)(p), (1.7)
i=1
€ chamada curvatura de Ricci de WH.

E imedito verificar que Ric ndo depende do referencial ortonormal escolhido.

Definicao 1.23. Diremos que a curvatura de Ricct de uma variedade semi- Riemanniana
M ¢ limitada inferiormente se existe k € R tal que Ric(X, X) > w(X, X) para qual-
quer X € X(M).

1.3 Orientacao temporal
Agora, sejam )V um espago com produto escalar (,) de indice 1 e

T ={ueV; (uu) <0}
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o conjunto de todos os vetores tipo tempo de V. Para cada u € T, definimos o cone
tipo-tempo de V contendo u por C(u) ={v € T ; (u,v) < 0}.
No seguinte resultado colecionamos alguns fatos sobre cones tipo-tempo (cf. Lema

5.26 e Proposigao 5.30 de [15]).
Lema 1.4. Nas notagoes acima, se v,w € T, entao

(a) o subespago {v}+ € tipo-espago e V = span{v} @ span{v}*. Assim, T € a unido
disjunta de C(v) e C(—v);

(b) (desigualdade de Cauchy-Schwarz) |(v,w)| > |v||w|, com igualdade se e sé se v

e w forem colineares;

() se v € C(u) para algum u € T, entdo w € C(u) < (v,w) < 0. Portanto,
weC(v) & vellw) & Cv)=C(w).

Para o que segue precisaremos também da seguinte

s . —ntl . .
Definicao 1.24. Uma variedade de Lorentz M e temporalmente orientavel se existir
L . ——n+1 . —
uma aplicagao T que associa a cada p € M um cone tipo-tempo 1, em T,M, a qual
€ suave no sequinte sentido: para cada p € M existe uma vizinhanga aberta U de p

e um campo V € X(U) tais que V(q) € 7, para todo g € U.

O resultado a seguir torna operacional a defini¢ao anterior.

Proposigao 1.25 ([15], Lema 5.32). Uma variedade de Lorentz M € temporalmente

orientdvel se, e somente se, existir um campo vetorial tipo-tempo V € X(M).

Sempre que uma variedade de Lorentz M for temporalmente orientavel, a
escolha de uma aplicacao 7 como na Definicao 1.24, ou de um campo vetorial tipo-
tempo V € X(M) a ela correspondente, serd denominada uma orientacdo temporal
para M

Seja 7 uma orientagao temporal para M ey e X(M). Se Y(q) € 7, (res-
pectivamente, —Y(¢) € 7,) para todo g € M, dizemos que Y aponta para o futuro
(respectivamente, aponta para o passado). Sendo V € X(M) uma orientacdo tempo-
ral para WH, segue do item (¢) do Lema 1.4 que um campo vetorial tipo-tempo Y’

—n+1 .
sobre M aponta para o futuro (respectivamente, para o passado) se, e somente se,

(Y,V) <0 (respectivamente, (Y, V) > 0).



Capitulo 2

Imersoes 1sométricas

Neste capitulo consideramos a seguinte situacao. Seja xz : M™ — M uma imer-
sao de uma variedade diferenciavel M™ em uma variedade semi-Riemanniana Mnﬂ,
isto é dx,, : T,M — T, M é injetiva para todo p € M". A métrica semi-Riemanniana
de MHH induz de maneira natural uma métrica semi-Riemanniana em M™: se vy, vy €
T,M, definimos (vi,vs), = (dxp(v1),dwy(v2))e(p). Nesse contexto, x : M™ — Vi
passa a ser uma imersao isométrica de M" em M. Neste capitulo, o objetivo prin-

o1 g ~ . —n+1
cipal é estudar as relagoes entre as geometrias de M"™ e M

2.1 A segunda forma fundamental

. ——n+1 . -~ . L. . . .
Sejax : M™ — M uma imersao isométrica de uma variedade Riemanniana n-
dimensional e orientada M"™ em uma variedade semi-Riemanniana (n + 1)-dimensional
—n+1 , . —n+1 . . . ,
M de indice v € {0,1}. Quando v =0, M serd sempre assumida orientéavel, e
~ ——n+l1 . . . .
se v =1entao M serd sempre uma variedade de Lorentz temporalmente orientavel.
. L. . . n oo n —n+1 . .
Ainda no caso v = 1, se a métrica induzida em M" via x : M™ — M for Riemanni-
~ . , . L. . —n—+1
ana, entao dizemos que M™ é uma hipersuperficie tipo-espago de M. Em qualquer
caso, existe um campo de vetores normais unitarios N globalmente definido em M™.
Seja ey = (N, N) o sinal de N. Assim, ey = 1 ou ey = —1, dependendo de v = 0 ou
v = 1, respectivamente.

Denotemos por V e V as conecoes de Levi-Civita de M™ e Mnﬂ, respectivamente.
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A segunda forma fundamental de x : M™ — M ¢ dada por

IT: X(M") x X(M™) — X(M™)*
(X,Y) = I(X,Y) = (VxY)*t,

e sua formula de Gauss por

VxY =VxY +11(X,Y), VX,Y € X(M"), (2.1)

onde VxY = (VxY)T. Como N é campo normal unitario, II(X,Y) = BN, para algum
e C®(M™). Veja que (II(X,Y),N) = 3(N,N) = Sey. Assim,

1

(X,Y) = — (II(X,Y),N)N, ¥YX,Y € X(M"), (2.2)
€N
e (2.1) pode ser escrito como
= 1
VxY = VxY + — (II(X,Y), N)N, VXY €X(M"). (2.3)
N

Por outro lado, (V,Y) = 0 para todo Y € X(M™), implica que

0=X(N,Y)=(VxN,Y)+ (N, VxY) = (VxN,Y) + (N, VxY + II(X,Y))
= (VxN,Y) + (N,II(X,Y)),

para todo Y € X(M"), onde na peniltima igualdade foi usado (2.1). Assim, obtemos

a equacao de Weingarten de x : M™ — MHH, dada por
(VxN,Y) = —(N,II(X,Y)), VX,Y € X(M"). (2.4)

O operador de forma A : X(M") — X(M™) e o vetor curvatura média H €

X(M™)t de x : M™ — WH, na direcdo do campo normal unitario N, sdo definidos

por
(A(X),Y) = (I(X,Y),N), VXY € X(M"), (2.5)
H=HN, (2.6)

respectivamente, onde
H= %N tr(A) € C™(M") (2.7)

, ~ .- —n+1
é a funcao curvatura média de x : M™ — M~ .
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Logo, de (2.5) e (2.3) obtemos que a formula de Gauss de z : M"™ — M dada

em (2.1), pode ser escrita como

_ 1
VxY = VxY + — (A(X),Y)N, VX,Y € X(M"). (2.8)

EN

Agora, de (2.4) e (2.5) obtemos
(VxN,Y) = —(A(X),Y), VX,Y € X(M"™). (2.9)
Dai, A(X) = —(VxN)T, para todo X € X(M™). Mas, observando que
0= X(N,N)=2(VxN,N),

para todo X € X(M"), pois (N,N) = ey, obtemos VxN = (VxN)'. Assim, o
operador de forma de z : M" — M ¢ dado por
A(X)=—-VxN, VX cX(Mm). (2.10)

Proposicao 2.1. Seja x : M™ — M wma imersio isométrica de uma variedade
Riemanniana M™ em uma variedade semi-Riemanniana M de indice v € {0,1}.
Seja também N o seu campo de vetores normais unitdarios e A : X(M™) — X(M") o
seu correspondente operador de forma. Se R e R denotam os tensores de curvatura de

M"™ e MHH, respectivamente, entao
(a) (Equagao de Gauss)

R(X,Y)Z = (R(X,V)Z)'
ten {{AX), 2)A(Y) — (A(Y), 2YA(X)},  (2.11)

(b) (Equagao de Codazzi)
RX.YIN)T = —~(VxA)(Y)+ (VyA)(X), (212)
para quaisquer XY, Z € X(M™).

Demonstracao.

(a) De (2.8),
VxY =VxY +eny (AX),Y)N, VX,Y € X(M"). (2.13)
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Logo, de (1.5) e (2.13) obtemos

(RX,Y)Z,W) = (VwVxZ, W)= (VxVyZ, W)+ (Vixy)Z,W)
= (VyVxZ W)+ ex(Vy({A(X), Z)N, W)
—(VxVyZ, W) — en(Vx(A(Y), Z)N, W)
(Vixy1Z, W) + en(A([X, Y], 2)) (N, W)
v
= (VyVxZ W)+ en(AY),VxZ) (N, W)
v
+en(Vy(A(X), Z)N, W)
—(VxVyZ W)
ten(A(X), Vy Z) (N, W)

0

_€N<vX <A(Y)7 Z>Na W>
+HVixyZ, W)
= (R(X,Y)Z,W)

+en (Y(A(X),Z) (N, W) +(A(X), Z){(VyN, W>)

para todos X,Y, Z, W € X(M™). Agora, de (2.9),
(R(X,Y)Z. W) = (R(X,Y)Z, W)
—en(A(X), Z)A(Y), W)
+en(A(Y), Z){A(X), W)
= (R(X,Y)Z — en {{A(X), Z)A(Y)
+ (A(Y), 2)(A(X)}, W),

e a equagao (2.11) fica estabelecida.
(b) Por outro lado, de (2.2) e (2.5) segue que
II(X,Y) =eny(A(X),Y)N, VX, Y € X(M"). (2.14)

Logo, de (1.5), (2.1) e (2.14),
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RX,Y)Z,N) = ((R( > +(R(X,Y)2)",N) ) = (X, Y)Z)",N)

)Z)",
= ((VyVXZ) (VXVYZ) +(V[XY]Z) N)
— (VyVx2) + (VII(X, 2)) "
— (VxVy2)" = (VxIL(Y, ))L+II X,Y], Z),N)
= (I(Y,VxZ)+ (VYIIXZ))
~II(X,VyZ) — (VxII(Y, Z)) +1I([X,Y], Z), N)
= (II(Y,VxZ),N)+ (VyII(X, Z), N)
—(II(X,VyZ),N) — (VxII(Y, Z),N)
+(II([X,Y], Z), N)
= en(AY),VxZ) w +en(Vy{A(X), Z)N, N)
_€N<A(X)uVYZ>M+€N<6X<A(Y)7Z>N7N>

€N

+5N<A([X7 YD72> <N7 N>

+en | Y{A(X), Z)) (N, N) +{A(X), Z) (Vy N, N)

—ex | X(A(Y), 2)) (N, N) +(A(Y), Z) (VxN. N)

= (A(Y),VxZ) — (A(X),VyZ) + (A([X,Y]), Z)
+(VyA(X), Z
—(VxA(Y),Z

= ({VyAX) - A(VyX)} —{VxA{Y) - A(VxY)}, Z)

= (VyA)(X) = (VxA)(Y), Z),

para todos X,Y,Z € X(M™). Assim,
(VyA)X) = (VxA)(Y), Z) = (R(X,Y)Z,N) = —(R(X,Y)N, Z),

e a equagao (2.12) também fica estabelecida.
[

Em particular, quando a variedade ambiente tem curvatura seccional constante,

da Proposi¢ao 2.1 podemos obter o seguinte resultado.
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Corolario 2.2. Seja ©z : M" — M:H uma imersao isométrica de uma variedade
Riemanniana M" em uma variedade semi-Riemanniana Mnﬂ, de indice v € {0,1}
e curvatura seccional constante c. Seja também N o seu campo de vetores normais
unitdrios e A : X(M"™) — X(M™) o seu correspondente operador de forma. Se R
denota o tensor de curvatura de M"™ entao

(a) (Equagao de Gauss)

(RX,Y)Z,W) = (X, 2)(Y, W) = (¥, Z)(X, W)}
+en {{A(X), 2)(A(Y), W)
—(A(Y), Z)(A(X), W)}, (2.15)

(b) (Equagao de Codazzi)

(VxA)Y) = (VyA)(X), (2.16)

para quaisquer X, Y, 7 € X(M™).

~ w5+l . . ~
Demonstragao. Como M, ~ possui curvatura seccional constante ¢, entao seu tensor

curvatura R é dado por

R(X.Y)Z =c{(X,2)Y — (Y, Z)X}, VX,Y,Z € X(M™), (2.17)

como foi estabelecido em (1.6). Substituindo (2.17) em (2.11) obtemos (2.15). Além
disso, de (2.12),

(—(VxA)Y)+ (VyA)(X),N) =(R(X,Y)Z,N) =0, VX,Y € X(M"),

pois de (2.17) segue que R(X,Y)Z € X(M™). Agora, (2.16) segue diretamente. O

, L - . ——n+1
Além da curvatura média H, uma outra curvatura associada a z : M"™ — M

é a sequnda curvatura média Hs, definida por

255
Hy=—"— 2.18
T an—1) (2.18)
onde
Sy = kik;
i<j
é a segunda fungao simétrica elementar dos autovetores k1, ..., k, do operador de forma

A X(M") — X(M™). A seguir estabelecemos uma rela¢do muito util entre a norma

do operador de forma A e Hs.
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. —n+1 . ~ . L, . . .
Lema 2.1. Sejam = : M" — M uma imersao isométrica de uma variedade Rie-
. . . . . —n+1 . .
manniana M" em uma variedade semi-Riemanniana M de indice v € {0,1} e A

seu correspondente operador de forma. Entdao

|A]? = n®H? — n(n — 1)H,, (2.19)
onde H e Hy sao a curvatura média e seqgunda curvatura média de M™, respectivamente.
Demonstragao. De (2.18), podemos observar que

A]? = n?H? - 255,

ou seja, a equagao (2.19) pode ser visualisada, en func¢ao dos autovalores kq, ..., k, de
A, como
n n 2 n
SR = (Z k) “9S kiky (2.20)
i=1 i=1 i<j

A demonstragao de (2.20) sera feita por indugao. Para n = 2 temos que a equagao

(2.20) é satisfeita. Agora, suponhamos que (2.20) é valida para n € N. Dali,

n+1 2 n 2
i=1 i=1
n 2 n
= (Zlﬁ) +2(Zki>k’n+1 + ko
i=1 =1

Substituindo a hipétese de inducao na igualdade acima, obtemos

n+1 2 n n
(Zk) = Zkf+22kikj+2<2ki>kn+l—i—kiﬂ
i=1 i=1

1<j i+1
n+1
2
= g k; 42 g kik;,
i=1 1<i<j<n+1
ficando assim mostrado o resultado. O

2.2 Os espacos de Sitter, Hipebélico e Steady State

Consideremos o espago de Lorenzt-Minkowski "2 com n > 0 (vide Exemplo 1),

a saber, o espaco R""2 munido com o produto escalar

n+1

(an> = E ViW; — Un42Wn42,
i=1

onde v = (v1,...,Vp42) € W = (Wy,...,Whia). No que segue, para cada § € {—1,1},

consideremos o seguinte subconjunto

M = {peL"*?; (p,p) =3} (2.21)
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Proposicao 2.3. M?“ ¢ uma subvariedade (n+ 1)-dimensional de "™, cujo espago
tangente em cada ponto p € Mg‘“ ¢ o conjunto de todos os vetores de "2 que sdo

ortogonais a p. Além disso, M"T' tem indice zero e M[]"™ tem indice 1.

Demonstracao. Basta mostrar que 0 é um valor regular da funcao
G : L2 —» R
p = Glp) = (pp),
pois Mt = G~1({§}). Para isso, sejam p € L"*2 v € T,(L"*2) e considere uma

curva a : (—¢,¢) — L™ tal que a(0) = p e /(0) = v. Logo,

(grad G(p),v) = dGy(v) = %(Goa)(t)
d

= Zalt),a()

t=0

t=0

Como (,) é nao-degenerado e v € T,(L"*?) é arbitrario,
grad G(p) = 2p, Vp € L™ (2.22)

Observemos que grad G(p) = 0 se, e somente se, p = 0. Porém, isso nao acontece
para os pontos que pertencem a MQH. Assim, ¢ é valor regular de G e, portanto,

M ¢ subvariedade de L"*2, cuja dimensdo é
dim(M}*) = dim(L"*?) — dim(R) = n + 1.
Além disso,
T,(M7) = ker{ dG, : T,(L"*?*) - R}, Vpe M}t (2.23)
Agora, observando de (2.22) que
veker{dG,} & 0=dG,(v) & 0= (gradG(p),v) = (2p,v),
entao obtemos de (2.23) que
T,M2) = {0 € L™, {p,v) =0}, Vp € M3, (224)

como desejado.
Por outro lado, se w € T,(M%™) N Span{grad G(p)} entdo de (2.22) e (2.24)
obtemos respectivamente que (w,p) =0 e w = [ grad G(p), para algum § € R. Dali,

0 = (w,p) = B(grad G(p),p) = 25(p,p) = 2.
Isso implica que 8 = 0, pois d # 0. Logo, w =0 e

T,(Mj*") N Span{grad G(p)} = {0}.
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Assim,
T,(L""?) = T,(M5*") @ Span{grad G(p)}, Vp € M. (2.25)

Como (p,p) =0 € {—1,1} e grad G(p) = 2p entao Span{grad G(p)} tem indice
v igual a 1 ou 0, dependendo se 6 = 1 ou 6 = —1, respectivamente. Em particular,

Span{grad G(p)} é nao-degenerado. Segue que,
Span{grad G(p)}* = T(M}*)
também é nao-degenerado. Logo, de (2.25) segue que

1 = ind(T,(L""?)) = ind(T,(M}*")) + ind(Span{grad G(p)})
= ind(T,(M?™)) + v, (2.26)

para todo p € M}*'. Portanto, de (2.26) podemos concluir que ind(M"{') = 0 e
ind(M?) = 1.

No espaco de Lorentz-Minkowski L"*2 podemos obter um modelo para o espaco

hiperbolico H™ ! que sera bastante apropriado aos nossos propoésitos. Especificamente,

H""' = {peL"?; (p,p)=—1, ppy2>1},

ou seja, H"*' = {p € M"T'; p,4o > 1}. Assim, da Proposicdo 2.3 obtemos que H"*!
¢ uma subvariedade Riemanniana (n + 1)-dimensional de L"*2 cujo espago tangente

em cada ponto p € S" ¢ dado por

T,(H™) = {v e L™ (p,v) =0}, (2.27)

Figura 2.1: Espaco Hiperbdlico
Por outro lado, o espago de Sitter é denotado e definido por

Sttt ={pel"™; (pp) =1},
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isto &, "™ = M7*!. Logo, usamos novamente a Proposicao 2.3 para obter que S7!
¢ uma subvariedade de Lorentz (n + 1)-dimensional de L"*2, cujo espago tangente em

cada ponto p € ST ¢ dado por

TS = {v € L™ (p,0) = 0}, (2.28)

n+l
Sy

Figura 2.2: Espaco de Sitter

Ao longo desta secao, usaremos M?H para denotar indistintamente ou o espaco
hiperboélico H" ™! ou o espaco de Sitter S de acordo com § = —1 ou § = 1, respecti-
vamente.

Consideremos agora a aplicagao inclusao ¢ : M3 < L2 De (2.22) e (2.25)

obtemos que a correspondéncia

_ 4G 2
M 5 p s N, = 224G0) P _ (2.29)

T lerad GO epz)] L

define um campo normal unitario globalmente definido em M?H. Assim, a aplicagao

N : M} — M definida por (2.29) é chamada aplicagdo de Gauss de v : MFT —
Lrt2,
Sejam VY e V, respectivamente, as conexoes de Levi-Civita de L2 e MSLH. A

sequnda forma fundamental de v : M} — L2 é dada por

I (M) < XM — XM+
(X,Y) = IMX)Y) = (V&Y)h
e sua formula de Gauss por
VY = VY +1I1(X,Y), VX,V € X(MP), (2.30)

onde VY = (V4Y)T.
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Sendo N um campo normal unitario em M} *! entdo I1(X,Y) = BN, para alguma

fungio B8 € C®(M™). Veja que (II(X,Y), N) = AN, N ) = B5. Assim,

M(X,Y) =

(TI(X,Y),N)N, ¥X,Y € XM,

S| =

e (2.30) pode ser escrito como

—_

VLY = VY + 5 (TII(X,Y),N)N, VX, Y € X(M}*h). (2.31)

Por outro lado, (N, X) = 0 para todo Y € X(M%"), implica que

0=X(NY) = (VEN,Y)+(N,ViY)

para todo Y € X(M?*"), onde na pentiltima igualdade foi usado (2.30). Assim, obte-

mos a equagao de Weingarten de ¢ : Mg“rl — "2, dada por

(VEN,Y) = —(N,I[(X,Y)), VX,V € X(M}th). (2.32)

O operador de forma A : X(M}t) — X(M$™) e o vetor curvatura média H €

XMPHL de v : MGt — L"*2 na dire¢do do campo normal unitario N, sao definidos

por
(A(X),Y) = (TI(X,Y),N), ¥X,Y € XM+, (2.33)
H=HN, (2.34)

respectivamente, onde
H= - 0 Ttr (A) € C°(ME (2.35)

é a curvatura média de ¢ : MIJH! — Ln+2,
Logo, de (2.33) e (2.31) obtemos que a formula de Gauss de ¢ : M3 — L2,

dada em (2.30), pode ser escrita como
— 1 —
VY =VxY + 3 (AX),Y)N, VX, Y € X(Mjth). (2.36)
Agora, de (2.32) e (2.33) obtemos

(VA N,Y) = —(A(X),Y), VX,Y € Xx(M}).
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Dai, A(X) = —(V4&N)T, para todo X € X(M}*!). Mais observando que
0= X(N, W) = 2(V,N, W),

para todo X € X(M}™), pois (N,N) = §, obtemos VYN = (V& N)'. Assim, o

operador de forma de ¢ : M}*! < L"*2 ¢ dado por
AX) = -VEN, VX e XMy, (2.37)

Para obter uma expressdo mais explicita de A, substituimos (2.29) em (2.37),
obtendo
A(w) = —=VIN = —-V)p = —v, VYveT,(Mi),
ou ainda,
AX) = -X, VX ex(Myh. (2.38)

Se R? e R denotam os tensores de curvatura de L"*2 e Mg“, respectivamente,

entdo a equagio de Gauss de ¢ : M3 — "2 ¢ dada por

RX,Y)Z = (RYX,Y)2)T
+0 (A(X), 2)A(Y) — 0 (A(Y), 2) A(X),

para todos X,Y, 7 € %(Mg’“). Sendo os coeficientes da métrica do espaco L"*2

constantes entdo o tensor curvatura R° é identicamente nulo. Logo,

R(X,Y)Z =6 (A(X), Z)A(Y) — § (A(Y), Z)A(X), (2.39)

para todos X, Y, Z € X(M}th).
Com toda essa discussao, estamos em condigoes de estabelecer e mostrar o se-

guinte resultado.
Proposicao 2.4. Com a métrica induzida de 1.""2,

(a) STH! tem curvatura seccional constante igual a 1 e curvatura média, na diregdo

do campo normal unitdrio N definido em (2.29), igual a —1.

(b) H™ tem curvatura seccional constante igual a —1 e curvatura média, na dire¢io

do campo normal unitdrio N definido em (2.29), igual a 1.
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Demonstragao. De (2.39) e (2.38) segue que

R(X.Y)Z =6 {(X,2)Y — (Y, Z)X},

para todos X,Y, Z € X(M}*!). Assim, M?H tem curvatura seccional constante igual
ad.
Por outro lado, observando de (2.38) que A = —Idx(Mngl), obtemos

tr(A) = —(n+1).

Logo, de (2.34), H= —dN. Assim, a curvatura média H de M}*! na dire¢io de

N ¢é constante igual a —d. O

Agora, seja a € L™\ {0} um vetor fixo tal que (a,a) =0 e {(a,e,,2) > 0, onde

ens2 = (0,...,0,1) € L"*2. Entdo a regido aberta do espaco de Sitter S7*! dada por,
W ={peST™; (p,a) >0},

é chamada Steady State space.

Figura 2.3: Steady State Space

Observe que H"! é estendivel, uma vez que H"*! é isométrica a um aberto de
S"*1 e por isso é ndo-completo. A sua fronteira, como um subconjunto de S}t é a

hipersuperficie nula
{peSi™;(pa)=0},

cuja topologia ¢ equivalente a de R x S,
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2.3 Hipersuperficies totalmente umbilicas

Definigao 2.5. Seja z : M™ — M uma imersio isométrica de uma variedade
Riemanniana M™ em uma variedade semi-Riemanniana M de indice v € {0,1}.
Seja também N o seu campo de vetores normais unitdrios e A : X(M™) — X(M™)
o seu correspondente operador de forma. Um ponto p € M"™ é chamado umbilico se
existe A(p) € R tal que A, = X(p)Idp,a. Dizemos que x : M™ — M € totalmente
umbilica se todos os pontos de M™ sao umbilicos, isto €, se existe A € C*°(M) tal que

A = Md ().

Em cada p € M", temos que A, : T,M — T,M & um operador auto-adjunto.
Logo, A, é diagonalizavel. Em particular, existe uma base ortonormal {es,...,e,} de

T,M tal que a matriz associada a A, é diagonal.

Definicao 2.6. A aplicacao auto-adjunta
¢, = A, — XNp)ldp,a : TpM — T,M,

onde \(p) € o unico nimero real tal que tr(®,) =0, é chamado operador sem trago de
x: M™ — ML

Observemos de (2.7) que

(@) =0 & 0=t(4) ~mAp) & Alp) = - r(A) = — H(p).

EN
Assim, x : M™ — M™! ¢ totalmente umbilica se uma (e portanto totas) das

seguintes afirmacoes ¢é vélida em cada ponto p € M™:

D, =0 < P,e), Vie{l,...,n}, & Z|(I>p(e,~)|2:(),
i=1

n

<~ Z<®P(ei)7 (I)P(ei» =0, < Z(q)?)(el)7 €i> =0,

=1

& tr(Pr) =0.

2
P
Em geral,

n n

(@) = ) (DP(er), i) = ) (B(er), B(er)) = Z [@(es)[* >0,

i=1 i=1
onde {ey,...,e,} é qualquer referencial ortonormal local de (M™). Assim, obtemos o

seguinte
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Proposigao 2.7. tr(®?) > 0, e a igualdade acontece se, e somente se, x : M™ — M"™ !

€ totalmente umbilica.

Observando que

H 2
tr(®%) = tr((A——Idx(Mn)> )
€N

2H
= tr(A%) — =— tr(4) + H*tr (Idxarm))
EN

(
= tr(A?) — 2nH? + nH?
(

= tr(4%) —nH?,

entao a ultima proposicao pode ser escrito da seguinte forma.

Proposigao 2.8. tr(A?)—nH? > 0, e a igualdade acontece se, e somente se, x : M™ —

M"Y ¢ totalmente umbilica.

2.3.1 Hipersuperficies tipo-espago totalmente umbilicas em S}

Nosso objetivo agora ¢é estudar alguns exemplos de hipersuperficies tipo-espaco
totalmente umbilicas no espaco de-Sitter S7*!.
Para isso, fixemos um vetor a € L"*? e denotemos ¢ = {a,a) € {—1,0,1}.

Observemos que, quando 6 = 1 em (2.25),
Ry & T (RY™) = T,(S™) & Span{p}, Vp € S (2.40)
Logo, existem a*(p) € T,(S7™) e B(p) € R de forma que a € L"2 pode ser
escrito como a = a*(p) + B(p)p. Mas como

(a,p) = (a*(p),p) +B(p) {p,p) = B(p)
N—— N~~~

0 1

entao
a=a*(p) + (a,p)p. (2.41)

Agora, consideremos a fungao

fo: Sl R
(2.42)
p = fulp) = (pa)

e, dado 7 € R, consideremos

M=) ={pe St (pa)y =71
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Em primeiro lugar, tentemos determinar para que valores de 7 o conjunto Mg
¢ uma hipersuperficie tipo-espaco de S}, Para isso, usaremos que se Vf,(p) # 0 e
(Vfa(p), Vfa(p)) < 0 em todo p € fi'({7}) entdo M7 ¢é uma hipersuperficie tipo-
espago.

Sejam p € ST v € T,(STH!) e considere uma curva a : (—¢,e) — SP™ tal que

a(0) =p e o/(0) = v. Logo, de (2.41),

(Vip)v) = dU(0) = (o)
d / _
= L) = @O = @)

= <v,a*(p)>+<a,p>@ = (a"(p),v).

Como v € T,(S7™!) é arbitrario e (,) é nao-degenerado, Vf,(p) = a*(p), para
todo p € ST, Em particular, se p € £, 1({7}) entdo de (2.41) e (2.42) obtemos

Vf.p)=a—1p. (2.43)

Assim, M7 serd uma hipersuperficie tipo-espago de S"*! quando

0 > <Vfa(p)avfa(p)> = <a—7‘p,a—7‘p>

= c—1° (2.44)

ou equivalentemente, quando 72 > c.

2

Para o que segue, a desigualdade 7° > ¢ serd considerada sempre valida. De-

notemos por ¢ : M?_ — SPt! a imersdo isométrica de M"_ em Si! e, seguindo a

c,T
mesma notacio da tltima secdo, seja ¢ : ST < L"*? a aplicacdo inclusdo de ST em

"2, As conexdes de Levi-Civita de M?_, ST*! e "2 serdo denotadas por V, V e

c,7)

VY, respectivamente. Observemos de (2.43) e (2.29) que as correspondentes aplicagoes

de Gauss de ¢ : M2 — ST e STH! — L™ sdo dadas por

N : Mp = H™

o Vfa(p) . a—17p <245>
A T

Nt oo 21
p +— N(z) = p,
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respectivamente. De (2.56) e (2.45) podemos observar que
(N,N) = -1 (2.47)

Denotemos por A : X (M2 ) — X (M2) e A: X (S{™) — X (S{*') os opera-
dores de forma de ¢ : M — SI™" na diregao de N e ¢ : S{*' < L™ na diregao do

campo N, respectivamente. De (2.38),

Procuremos agora uma expressao explicita para A.

De (2.8) obtemos que a formula de Gauss para ¢ : M2, — S{™" ¢ dada por
VxY =VxY — (A(X),Y)N, VX,Y € X(M,). (2.49)
Da formula de Gauss para ¢ : S < L2 dada em (2.36), obtemos

VLYY = VxY + (AX),Y)p
= VxY — (A(X),Y)N — (X,Y)p, VXY € X(M],), (2.50)

onde na ultima igualdade foi usado (2.49) e (2.48). De (2.10),
A(X)=-VxN, VX € X(M). (2.51)
Mas como N é um campo vetorial tangente a S, entdo de (2.50) obtemos

VN = VN - (A(X),N)N — (X,N)p = VxN, VX € Z(M").
v

Assim, (2.51) fica da forma
AX) =-VEN, VX € Xx(M)). (2.52)

Substituindo (2.45) em (2.64),

1 0
AX) = —\/72:_Cvx(a—7p)
T T
= Vip = —— X, VX € X(M"). 2.53

Portanto, podemos concluir de todo nosso estudo que ¢ : M7 — St com

72 > ¢, ¢ uma hipersuperficie tipo-espaco totalmente umbilica, com curvatura média

H constante igual a
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Passamos agora a fazer um estudo dos valores de 7 e

H? =

2

T —C

em fungao de ¢ = (a,a) € {—1,0,1}.

(4)

Se ¢ = 0 (o que corresponde a um corte de ST por um plano degenerado de
L"*2) entao 72 > 0. Segue que 7 € R\ {0} e H?> = 1. Tomemos por exemplo
a=(0,...,0,1,1) € L"™2. Entao um ponto em My, ={pe€ ST (p,a) =7}

verifica
PRt P D = 1
Pn+1 — Pn+2 = T.
Como
L=pi+ - +po—Pors = Pasi—DPors
= (Pn+1 — Pnt2) (Png1 + Pns2)
= T(pn—i—l +pn+2)7
entao

PiA-+ph = 1= (phy —DPoss)

= 1=7@nt1+Pns2) > 1 -1 =0,
ou seja, p3 + -+ -+ p2 € [0, +00). Logo, podemos identificar My, com R".

Se ¢ = 1 (o0 que corresponde a um corte de S por um plano tipo-tempo de L"+2)

2
entdao 72 > 1. Segue que T € (—oo, —1) U (1,+00) e H? = 27- € (1, 400).
7_ —_—

Por exemplo, se consideramos a = (1,0, ...,0) € L"™ entdo qualquer ponto em

M: = {peStt'; (p,a) = 7} satisfaz

p%‘i‘"""pgwrl_p?wrz = 1,

P = T

Logo,

2

Pyt APy~ Ppy = 172 < 0.

Assim, podemos identificar M7 com H"(v/72 — 1) C L"*!.



Capitulo 2. Hipersuperficies totalmente umbilicas 38

(4ii) Se ¢ = —1 (o que corresponde a um corte de S por um plano tipo-espago
2
-
de L"*?) entao 72 > —1. Neste caso, 7 € R e H? = 777 € [0,1). Por
T
exemplo, se escolhemos a = (0,...,0,1) € L""2 entao um ponto p € ML, =

{p € St (p,a) = 7} verifica
pi+ -+ +p721+1 _p721+2 = 1,
Pny2 = —T.
Logo,
P+ dphy, = 1+77
Assim, podemos identificar MZT com Sn(m) C R

Pode ser mostrado que tais hipersuperficies sao essencialmente as tinicas hipersu-

perficies tipo-espaco totalmente umbilicas de S"™ como afirma o seguinte resultado.

Proposicao 2.9 ([1], Teorema 1.5.1). Seja x : M™ — ST, n > 2, uma hipersuperficie
tipo-espaco conexa e totalmente umbilica. Entao

(a) sua curvatura média H é constante.
(b1) Se H? € [0,1) entdo existem a € L™ e 7 € R tais que (a,a) = —1 e

oM™ S {peSi™; (pa) =7} =5 (VI+ 7).

Figura 2.4: Ttem (b;): Esferas geodésicas
(by) Se H? =1 entio existem a € L"™ e 7 € R\ {0} tais que {a,a) =0 ¢

z(M™) C {peSi*; (pa) =7} =R"

(b3) Se H? € (1,+00) entdo existem a € L"™ e 7 € (—oo0,—1) U (1,+00) tais que
(a,ay =1 e

o(M") C{peSit; (pa)=7}=H" <m>
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Figura 2.5: Item (by): Hiperplanos

Figura 2.6: Item (b3): Hiperbolicos

2.3.2 Hipersuperficies totalmente umbilicas em H"*!

Aqui fazemos um estudo anélogo ao da tultima subsecao para determinar algumas
hipersuperficies totalmente umbilicas no espaco hiperbolico H™*!.

Fixemos um vetor a € L"*? e seja ¢ = (a,a) € {—1,0,1}. Considermos a fungao

go @ H"!' — R
(2.54)

p = gup) = (pa)

Usando a relagao
L™ = T,(L"?) = T,(H"*") ® Span{p}, Vp € H"*,
obtida de (2.25) fazendo § = —1, podemos estabelecer que
Vga(p) = a+ (p,a)p, VpeH".

Em particular, para p € N, = g, ' ({0}) = {p € H**'; (p,a) = o}, onde ¢ € R,
temos

Vgu(lp) =a+ op. (2.55)
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Logo, N/ sera uma hipersuperficie orientada de H**!' quando
? c,0

0 < (Vga(p);Vaalp)) = (a+op,a+op)

= (a,a)+20(a,p) +0° (p.p)
—— ~—— \/1_/
c 0 —

= ¢+ 0% (2.56)

ou equivalentemente, quando ¢? > —c.
No que segue, ¢* > —c sempre sera valida. Seja ¢ : N, — H""! a imersao
isométrica de N7 em H"™' e  : H""! — L"?2 a aplicacao inclusao de H"™' em
c,0

R7*2. Denotemos as conexdes de Levi-Civita de A%, H** e L"*2 por V, V e V°,

c,0’
respectivamente. Observemos de (2.55) e (2.29) que as correspondentes aplicagoes de

Gauss de ¢ : N.» — H* ¢ ¢ : HM! — "2 sdao dadas por
QO C’g p

. n+1
N : N2 — Sf

Vgu(p) _ a+op (2.57)
p = N(p) = o) _ -
Vaa(p)l /o +c
e
N - Hrtl s HrtH!
- (2.58)
p = N(x) = p,
respectivamente. De (2.56) e (2.45) podemos observar que
(N,N) =1 (2.59)

Denotemos por A4 : X (M%) — X (V) e A: X (H™™) — X (H"™) os operadores

de forma de ¢ : N, — H"*! na diregao de N e ¢ : H** < L"** na dire¢ao do campo

N, respectivamente. De (2.38),
A= —Idggm. (2.60)

Procuremos agora uma expressao explicita para A.

De (2.8) obtemos que a formula de Gauss para ¢ : /\/'cf‘g — H™*! ¢ dada por
VxY =VxY — (A(X),Y)N, VXY € X(N). (2.61)
Da formula de Gauss para ¢ : H"*! < L""2 dada em (2.36), obtemos

VLY = VxY + (A(X),Y)p
= VxYV 4+ (AX),Y)N+(X,Y)p, VXY € X(N). (2.62)
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onde na ultima igualdade foi usado (2.61) e (2.60). De (2.10),
A(X)=-VxN, VX € X(N). (2.63)
Mas como N é um campo vetorial tangente a H"™! entdo de (2.62) obtemos

VKN = VxN+ (AX),N)N+(X,N)p = VxN, VX € X(N).
0 0

Assim, (2.63) fica da forma
A(X)=-VEN, VX € X(N). (2.64)

Substituindo (2.57) em (2.64),

1
AX) = ————=V%(a+
(X) P x(a+op)
- 2 Vp = ——2 X, VX eXWN) (2.65)

X
/02 +c /02 +c
Portanto, podemos concluir que ¢ : ./\/ng — H"*!, com ¢? > —c, é uma hipersu-

perficie totalmente umbilica, com curvatura média H constante igual a

1 —0

Vete

Passamos agora a fazer um estudo dos valores de o e

em funcao de ¢ = (a,a) € {—1,0,1}.

(i) Se ¢ = 0 (o que corresponde a um corte de H"' por um plano degenerado)
entdao ¢? > 0. Segue que p € R\ {0} e H*> = 1. Tomemos por exemplo a =
(0,...,0,1,1) € L™, Logo, um ponto em N, = {p € H"*'; (p,a) = o0}

verifica

p%+"'+p%+1_pi+2 = —1,

Pnt1 = Pnt2 = O

Como
—1=pi+- +pi+1 —pi+2 > p721+1 _p721+2

= (Pnt1 — Pnt2) (Dnt1 + Dny2)

= 0(Pn41 + Dn+2),
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entao

p1—|—"'+p721 = —-1— (pi+1—Pi+2)

= —1—=0Pns1+pPns2) > —1+1 =0,

ou seja, p? + -+ + p2 € [0,4+00). Logo, podemos identificar /\/'cflg com R", e
neste caso, dentro da nomenclatura que existe na literatura, ./\foLQ correspondem

as chamadas horoesferas de H" !,

(i7) Se ¢ = 1 (o que corresponde a um corte de H"™ por um plano tipo-tempo de

2
L"*2) entao ¢*> > —1. Segue que 9 € R e H? = 2Q+ € [0,1). Por exemplo,
0
se consideramos a = (1,0,...,0) € L"** entao qualquer ponto em N, = {p €
H"!; (p,a) = o} satisfaz
p% + "'+p$z+1 _p?1+2 = -1,
= o
Logo,
Pyt AP~ P = —1=0" < 0.

Assim, podemos identificar N, com H"(y/¢? + 1) C L™,

(ii7) Se ¢ = —1 (o que corresponde a um corte de H"™ por um plano tipo-espago de
2

L") entao o* > 1. Neste caso, T € (—o0, 1)U(1, +00) e H? = 29 T € (1,400).
Q JE—

Por exemplo, se escolhemos a = (0,...,0,1) € L™ entdo um ponto em N*, =

{peH"™; (p,a) = o} verifica

p%+"'+pi+1_pi+2 = -1,
Pny2 = —0-

Logo,
pit At = —l+o® > 0

Assim, podemos identificar N/, com S"(y/¢? — 1) C R"*1.

De forma similar ao que acontece na Proposicao 2.9, pode ser mostrado que
tais hipersuperficies sao as tinicas hipersuperficies totalmente umbilicas de H"*!, como

estabelece o seguinte resultado.
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Proposigao 2.10. Seja x : M™ — H"™, n > 2, uma hipersuperficie orientada, conexa

e totalmente umbilica. Entao
(a) sua curvatura média H é constante.

(b1) Se H? € (1,400) entdo existem a € L"™ e g € R tais que {a,a) = —1 ¢

o(M™) C{peH""; (pa) =0} =" (\/92—1>-

Figura 2.7: Item (b;): Esferas geodésicas
(bg) Se H> =1 entdo existem a € L™ e g € R\ {0} tais que {(a,a) =0 e

o(M") C{peH""; (p,a) =0} =R".

Figura 2.8: Item (by): Horoesferas

(b3) Se H? € [0,1) entdo existem a € L"*? e o € R tais que {(a,a) =1 e

o(M™) C{peH"™; (pa) =0} =H" <\/Q2+1>-

Figura 2.9: Item (b3): Hiperesferas
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2.4 Variedades semi-Riemannianas munidas com um

campo conforme

. =—mn+l . . . . L. . . .
Seja M uma variedade semi-Riemanniana, com métrica semi-Riemanniana (, )

e conexao de Levi-Civita V. Dizemos que V € X(M) é conforme quando

Lv(,) = 2¢(,) (2.66)

para alguma funcdo ¢» € C*=(M), onde £ denota a derivada de Lie na métrica de M
A fungdo ¢ ¢é chamada fator conforme de V. Desde que Ly (X) = [V, X] para todo
X € X(M), podemos obter de (2.66) que V € X(M) é conforme se, e somente se,

(VxV,Y) +(X,VyV) =2p(X,Y), (2.67)

para quaisquer X,Y € X(M). Em particular, V' é campo vetorial de Killing se, e s6
se, 1y = 0. Um caso particular interessante de um campo vetorial conforme V' é dado

quando

VxV =pX (2.68)

para todo X € X(M). Neste caso dizemos que V é fechado.

Uma classe particular de variedades semi-Riemannianas ¢ dada pelas variedades
Lorentzianas conformemente estaciondrias, a saber, aquelas variedade Lorentzianas
que possuim um campo vetorial conforme tipo-tempo globalmente definido.

O resultado que enunciaremos agora é devido a S. Montiel (cf. Proposi¢ao 1
de [13]). Nele percebemos o quanto a presenga de um campo conforme e fechado influi
na geometria de uma variedade. Em termos mais precisos, temos o seguinte

Proposicao 2.11. Seja M uma variedade de Lorentz munido de um campo de

vetores tipo-tempo conforme fechado V € X(M) de fator conforme . Entdo
(a) A distribuicao n-dimensional V* definida em M por
p—=VE(p)={weT,M; (V(p),w) =0}

determina uma folheacao tipo-espaco de codimensao 1, a qual € orientada por V.
Além disso, as fungoes (V, V), divV e V() sao constantes em cada folha coneza
de V.
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(b) O campo unitdrio tipo-tempo v = ‘—“f| em M satisfaz
(i) V,v = 0;
(i1) Vxv = %X, se (X,v) =0;

e, portanto, o fluxo do campo v é um fluxo geodésico normalizado tipo-tempo o
qual leva homoteticamente folhas de V+ em folhas de V*, sendo cada folha de
VL totalmente umbilica com curvatura média constante H = —ﬁ%.

- —n+1 | . . . .
Observagao 1. No caso em que M € uma variedade Riemanniana munida com um

campo conforme fechado e nao-trivial V', é possivel mostrar que o conjunto
—n+1
Z(V)={peM ;V(p)=0}

¢ discreto em M. Assim, os itens (a) e (b) da Proposi¢ao 2.11 continuam vdlidos

quando consideramos o campo v = |—“f| definido no conjunto M = ! \ Z(V) (cf.

Proposi¢ao 1 de [12]).

O seguinte resultado fornece um campo tipo-tempo conforme e fechado no espago

Steady State.

Proposicao 2.12. O campo de vetores
K=a—(p,ap (2.69)

definido em H"™' = {p € S{*: (p,a) > 0} € um campo tipo-tempo conforme e
fechado, onde a € L™\ {0} € tal que (a,a) =0 e {(a,e,12) > 0.

Demonstragao. Primeiramente observemos que
(K(p),p) = {a — (a,p)p,p) = (a,p) — (a,p) {p,p) =0,
1

para todo p € H" . Logo K € X(H""!). Para verificar que ¢ tipo-tempo, note que

(K(p),K(p)) = (a—(p,a)p,a—(p,a)m)
= (a,a)—2(a,{p,a)p) + (p,a)’ (p,p) = —(p,a)’ < 0,
—— N

0 1

para todo p € H" L, pois (p,a) > 0.
Por outro lado, sendo H"*! uma regiao aberta de S"*!, entao de (2.36) e (2.38)

obtemos que a formula de Gauss de H"*! é dada por

VoW = VW — (V, W),
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para todos V,W € X(H"!), onde V° e V sdo as conexdes de Levi-Civita de H"*! e
L2 respectivamente. Dai,

VvK = Vi(a—(p,a)p)+(V,a—(p,a)p)p
= Vya—Vy({(p,a)p) +(V.a)p—(p,a) (V.p) z
= —(p,ayVyp—Vp,a)p+ (V,a)p— (p,a) (V.p)x

+ (Via)p—(p.a)(Vip)x
= —(p,a)V—=(V,a)p,p)p—(a,V+(V,p)p)p
+ (Via)p—(p.a)(Vip)p
= —paV—(V.a)(p.p)p—(a,V)p—(a,(V,p)p) p
+ (Via)p—(p,a) (V.p)z
)

entdao para todo W € X(H"™!), temos

(VvIC, W) = (=(p,a)V = (V,a)p—(V,p) (a,p) p — (p,a) (V,p) p, W)
= (={pa)V.W).
Como W € X(H""!) foi escolhido arbitrariamente, segue que
VvK =~ (p,a) V.
Portanto, K é um campo conforme e fechado com fator conforme — (p, a) . ]

Observacao 2.1. Podemos concluir das Propoisgoes 2.12 e 2.11 que a distribucao

n-dimensional de campos ortogonais
K ={WeX(H"); (W.K) =0},

associado ao campo vetorial IC definido em (2.69), determina uma folheagao tipo-espago
1-codimensional em H" ™. Além disso, pode ser mostrado ([13], Secao 4)que as folhas

sao justamente hiperplanos da forma
Ly={peS™; (p,a) =0}, 0€(0,+00),

que sao hipersuperficies totalmente umbilicas de H"", isométricas ao espago Eucli-
diano R™, e possuem curvatura média constante igual a um com respeito ao campo

normal unitdrio .

No(P) = PR € L,.
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Seguindo as mesmas ideias da prova da Proposi¢ao 2.12, podemos construir um

campo conforme fechado no espaco hiperbdlico, como estabelece o seguinte resultado.

Proposicao 2.13. O campo de vetores
K =a+(p,a)p (2.70)

definido em H'™ = {p € L™2; (p,p) = —1, pays > 1} € um campo conforme
fechado, onde a € L™\ {0} € tal que (a,a) =0 e {(a,e,12) > 0.

Observacao 2.2. Da Propoiscao 2.13 e da Observagao 1 podemos concluir que a dis-

tribucao n-dimensional de campos ortogonais
K+ ={W e X(H""); (W, K) =0},

associado ao campo vetorial K definido em (2.70), determina uma folheagao 1-codimensional

em H""! cujas folhas sao justamente ([12], Segcao 4) as horoesferas
Ly={peH""; (pa) =7}, 7€(0,+00).
Cada uma dessas folhas sao orientadas pelo campo normal unitdrio
& (p) = —g —pE€H™, pelL, (2.71)

e, com essa escolha de orientacao, as folhas tém curvatura média contante igual a um.

2.4.1 Produtos warped semi-Riemannianos

Apresentaremos nesta se¢gao uma classe particular de variedades semi-Riemannianas
naturalmente munidas com um campo vetorial conforme. Para isto, sejam M"™ uma
variedade Riemanniana conexa e orientada, I C R um intervalo abertoe f: 1 — R

~ . . . —n+1 n
uma funcao suave e positiva. Considere a variedade produto M =1 x M™ e deno-
temos por m; e my; as projecoes canodnicas sobre os fatores I e M", respectivamente.

—n+1 . L.
Em M definimos a métrica

(v, )y = e((m1).v, (m1)sw) + (f o 71) (p)*((7ar)v, (Tar)sw),

+1 . — . .
paratodop € M e para quaisquer v, w € T,M, onde € & o sinal de 9/0t. A variedade
semi-Riemanniana assim obtida é chamada produto warped semi-Riemanniano e sera

representada por

n—+

M =elx; M
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E possivel mostrar que o campo vetorial

0
V=(fom)g,

¢ conforme fechado, com fator conforme 1 = f o m;, onde ' denota a derivacdo com
respeito a t € I. As folhas fornecidas pela Proposigao 2.11 sao da forma {to} x F",

ty € I, sdo orientadas pelo campo normal unitério d/9t e possuim curvatura média

constante
(t
o _.f &)
f(to)
M
F_l
M
TN
o {
I to
Figura 2.10: Produto warped semi-Riemanniano
uando € = —1, a variedade M obtida pela construcao anterior é denominada,
¢

de acordo com a nomenclatura introduzida por L.J. Alias, A. Romero e M. Sénchez
em [2], um espago-tempo de Robertson- Walker Generalizado (GRW).
Fechamos esta secao descrevendo alguns modelos de produtos warped para os

espacos de Sitter, Steady State e hiperbdlico.

Exemplo 2. Pode ser mostrado que o espaco de Sitter S admite o modelo GRW
S?+1 =-R X cosh ¢ Sn7

onde S™ € a esfera unitdria n-dimensional no espaco Euclidiano. Assim, o campo
vetorial V. = (senh t)0/0t € conforme fechado tipo-tempo, fornece uma folhagio de
S por hipersuperficies totalmente umbilicas da forma {ty} x S™, com {to} x R", cada

uma delas orientadas por 0/0t e com curvatura média contante H = tanh(t).
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Exemplo 3. O espago Steady State H™™* também admite um modelo GRW, a saber,
HH = —R x. R

Logo, o campo vetorial conforme fechado e tipo-tempo V- = (e')0/dt fornece uma folhe-
agdo de H™ por hipersuperficies tipo-espago da forma {ty} x R, to € R, orientadas

por 0/0t, cada uma delas com curvatura média constante H = 1.

Exemplo 4. O espaco hiperbélico H™' admite o sequinte modelo de produto warped
H"t =R x. R",

cujas folhas determinadas pelo campo vetorial conforme fechado V- = (e')0/dt sao

hipersuperficies da forma {to} x R", to € R, cada uma delas com curvatura média

constante H = 1, sempre que sejam orientadas por —0/0t.

2.4.2 O Laplaciano da funcao altura

Sejam [ X M™ um produto warped Riemanniano e ¢ : X" — I Xy M™ uma
hipersuperficie. Definimos a funcdo altura de ¥" com respeito ao campo de vetores
unitario 0/0t como sendo a fungao h : ¥ — R, definida por h(t,z) = (7o) (t, x) = t.

Mr
——nt1

M

i

h=1

7 |sn il (

1 afat to

Figura 2.11: Funcao altura de X"

O seguinte resultado fornece uma expressao para o Laplaciano de h, expressao
que, no proximo capitulo, sera crucial para obter os principais resultados deste trabalho.

Lema 2.2. Seja v : X" — I x ¢ M™ uma hipersuperficie imersa em um produto warped
Riemanniano I x;y M"™, com N sendo a aplicagio de Gauss. Entao, denotando por
h =mro a funcao altura de X", temos:

0

Ah = (Inf)'(h) {n — |AK*} + nH <N, %> ;

onde H € a curvatura média de X" com relacao a N.
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Demonstra¢ao. Tomando X € X(X) e sabendo que
o\ 0
X =X" X, — ) =—
- < ’ 8t> ot

onde X* = (my)(X), temos

(Vh.X) = X(0) = X (00 + (X, 57) 0 = (X, 7).
0 1
Segue que,
) )

onde W7 denota a projecdo de um campo W € X(I x; M") ao longo de X"

Seja p € X" e considere v € T,X. Logo, existe w € T,(I xy M") tangente as
folhas de I x s M™ tal que v = w + <v, %> %. Pelos itens (i) e (i7) da Proposigao 2.11,
temos

= 0 _ 0 ,
V%a:O e Vw&:(lnf)w.
Logo,
— 0 — 0
Vogi T Verlod) 251
— 0 — 0
= Veai TV aar
, 0\= 0
= (lnf)w+<v,&>vaata
0
= (In f)w. (2.73)

Por outro lado, da formula de Gauss de ¥", dada na equagao (2.1), a derivada

covariante de Vh com relacao a v é dada por
V,Vh =V, Vh— (Av,Vh) N, (2.74)

onde A é o operador de forma. Substituindo (2.72) e (2.73) em (2.74) e lembrando que
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Av = =V, N (vide equagio(2.10)), temos

a (% - <N, %> N) — (Ao, Vh) N

= ﬁag W (< §t>N) — (Av,Vh) N

= (Inf)w <<N %» N — <N, %>VUN — (Av,Vh) N
:<mﬁ%—<3gJ;DT>N

— AV N ——
Vh

_ <N,m%> N — <N, %>vvjv— (Av, Vh) N
gt ——

—Av

<

V,Vh =

(i
= (Inf)w+ (Av,Vh) N — (In f)(N,w)N + <N, %> Av

— (Av,Vh) N
= () (0= (Vo)) + (N ) o 275)

onde na quarta igualdade usamos o seguinte argumento

(1) = (1o ) ()
= (e () )+ () - (e (3) )

Lembrando que

entdo de (2.75) obtemos
mﬁhzzmﬁY@—<m%>%f<Nm—<u%>§>N>
+< i>m)
- ot (v (o) - () )
+< i>m)
= (Inf) (v — (v, Vh) % + (v, V) <N, %> N)

+ <N, %> Av, (2.77)
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onde na ultima igualdade usamos um argumento similar ao da equagdo (2.76) para
justificar que <U, %> = (v, Vh). De (2.72) podemos observar que

0 0
<N 8t> N =4~ Vh (2.78)
Substituindo (2.78) em (2.78),
V.Vh = (Inf) U—(UVh)g—i-(vvm 2—Vh
R ot ot

0
+<N at>AU

= (Inf) <v — (v, Vh) % + (v, Vh) % — (v, Vh) Vh)

0
+< 0t>Av

0
= (Inf)(v—{(v,Vh)Vh)+ <N, §> Av. (2.79)
Agora, fixando uma base ortonormal {e, ..., e, } em T,% temos, de (1.2) e (2.79),

que

n

Ah = Y (V.Vh,e)
=1

= Y <(ln f)(e; — (ei, VR) VR) + <N, %> Ae;, ei>

i=1

= (mf)’{i@i,e» i@l,w ) (Vh, ez} Z< >Aei,ei>

i=1 i=1 =1
- S N - 7 N—— e’
n |Vh|? tr(A)
= (Inf) {n—|Vh*} +tr(A) (N 9
~—— "ot
nH

= (Inf) {n—]Vh\}+nH< (‘ft>

onde na ultima igualdade segue de (2.7). O
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Resultados Principais

No que segue, denotaremos por

®: RxaR" = {pel™; (p,p)=—1, por2 >0} (3.1)

a isometria entre os modelos warped e quadrico do espaco hiperbolico H™™! (veja [3]),
que faz corresponder (de forma biunivoca) folhas do modelo warped, orientadas pelo
campo vetorial —0/0t, em horoesferas do modelo quéadrico. Seja £ o campo vetorial

no modelo quadrico de H"™! dedinido por

0
-, [ =
§a(q) ( 51

Nesse contexto, a aplicagao de Gauss N de uma hipersuperficie ¢ : 3" — R x«R"

) , ¢ € R x R™ (32)
q

pode ser considerada como

En - an-i-l

p = —D(N,).

Definigao 3.1. Dada uma hipersuperficie X" imersa em H"™ = R x . R™ cuja apli-

0
— )<
<N, 8t> <0,

definimos o dngulo normal 6 de X como sendo a func¢ao suave 0 : X" — [O, %] dada

0§0050:—<N 2>§1.

cacio de Gauss N satisfaz

por

"ot
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Hr+!

a/ot R

H =R x,. R»

~b.(N,)

Figura 3.1: Isometria entre os modelos warped e quadrico em H e a aplicagao de Gauss

em H

Para mostrar um dos resultados principais deste trabalho, precisamos do seguinte
principio de maximo generalizado, obtido por H. Omori e S. T. Yau (cf. [14], [16]), cuja

demonstragao pode ser encontrada em [4].

Lema 3.1. Seja X" uma variedade Riemanniana completa n-dimensional cuja curva-
tura de Ricci € limitada inferiormente e u : X" — R uma fun¢do suave que € limitada

superiormente em X", Entao existe uma sequéncia de pontos {px} em X" tal que

k—o0

lim u(py) =supu, lim [Vu(pg)|=0 e lim Au(pg) <O0.
) k—o0 k—oo

Teorema 3.2. Seja 1) : ¥ — H"™ uma hipersuperficie completa, com sequnda forma
fundamental A limitada. Suponha que a curvatura média H de X" € tal que 0 <
H < 1. Se ¥" estd abaizo de uma horoesfera de H™™' e o dngulo normal 0 satisfaz
cosf > supy, H, entdao X" € uma horoesfera e a imagem da sua aplica¢ao de Gauss €

exatamente um hiperplano de H™ .

Demonstracao. Consideremos o modelo warped R x. R™ para o espaco hiperbdlico
H"*! e, como indicado (3.1), denotemos por ® a isometria entre R x . R™ e o modelo
quadrico de H™*!,

Da equagao de Guass de X", dada em (2.15), e de (1.7) obtemos que a curvatura
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A RBn
N
4
a/ot
/ yn
afot R
H*t! =R x. R"

Figura 3.2: Angulo normal 6 de ©"

de Ricci de X", que seré denotada por Ricy, satisfaz

Rics (X, X) = ) (R(X, &)X, e;)

i=1
n

= Z(_<X7X><ei>ei>+<ei7X><X’ei>
CLAX, X (Aes ) — (Aes, X)AX, 1))

= —n{X, X) + (X, X) + (AX, X)tr(A) = > (e;, AX)(AX, ¢;)
i=1
= —n(X,X)+ (X, X)+nH(AX, X) — (AX, AX), (3.3)
para todo X € X(X), onde foi considerado um referencial ortonormal {ej,...,e,}

definido em uma vizinhancga de algum ponto de ¥". Observando que

—(AX, X) < [(AX, X)| < |A||X]?
(AX, AX) = (A’X, X) < (42X, X)| < |AP|XP?

entao de (3.3),

Ricy(X, X) > —n(X,X)— (X, X) —nH|A||X]* - |4%]|X|?
= {-n+1-nH|A| - |47} (X, X) (3.4)
para qualquer X € X(3). Como por hipoteses H e A sao limitadas, de (3.4) obtemos
que existe k£ € R tal que Ricg(X, X) > (X, X), para todo X € X(X). Assim, Ricy é

limitado inferiormente.

Por outro lado, fazendo f(t) = e no Lema 2.2 obtemos

B 2 o\ _ AN 2
Ah =n— |Vh| +nH<N’8t>_n<1+H<N’8t>> |Vh|”, (3.5)

onde h = mg|gn : X" — R é a fungdo altura. Como X" esta abaixo de uma horoesfera
de H"*! entdo, considerando o modelo warped de H"!, obtemos que h ¢ limitada

superiormente.



Capitulo 3. 56

Assim, o Lema 3.1 nos garante que existe uma sequéncia {pk}keN em X" tal que

lim h(pg) = suph lim |Vh(pr) =0, lim Ah(pg) <O0. (3.6)
k——+o0 k——+o0

k—4o00

Logo de (3.6) e (3.5), como as funcdes H e (N, £) sdo limitadas, podemos obter

uma subsequéncia {pkj}jeN de {pr} ey tal que

0> lm Ah (pk):n(1+ lim H(pk)<N,%>(pkj)). (3.7)

j—+oo Jj——+oo

Observemos que a definigao de angulo normal nos garante que

<N §t> -t

0> lim Ah(pk) (1— lim H(}D;€ )) >0,

Jj——+oo Jj—+oo

Assim, de (3.7) obtemos

onde na ultima desigualdade segue da hipotese 0 < H < 1. Segue que

lim H(pk)zl,

Jj—+o0o

e consequentemente, supy, H = 1.

Por hipoétese, cos > supy, H. Mas como cosf < 1 e supy, H = 1 entao cosf =1
em X". Logo, N esta na mesma diregdo de —0/0t. Mas como N ¢ —0/0t sdo unitarios,
N = —0/0t. Portanto, X" = {to} x R", para algum ¢, € R, o que corresponde a uma
horoesfera no modelo quadrico de H"**.

Além disso, com relagao a imagem da aplicagao de Gauss N(X"), de (3.2) e (2.71)

@0 = (o.(-55] ).) = (-Gma)
= (200 + 700) = (@G0 =,

podemos afirmar que

para algum ntimero real positivo 7. Portanto, concluimos que N (") é exatamente um
hiperplano de H"*. O

Observagao 2. A nossa hipdtese sobre o dngulo normal no Teorema 3.2 € inspirada
na sequinte situacao: seja 1 : X" — R X R™ uma tmersao de uma variedade compacta
X" com fronteira convexa 0% contida numa folha {to} x R", ty € R. Seja

Ly={pcH"""; (pa) =7}, 7€ (0,+00)
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a horoesfera que corresponde a {to} x R"™ via isometria . Suponha que 1 tem curvatura
média constante 0 < H < 1. Pela estimativa do gradiente, obtida por S. Montiel em

[11], de acordo com a orientagao N de X" que estamos considerando, temos
<®*(Np)aa'> Z TH(p)a p € Zn

Consequentemente, supondo que X" estd abaixo da horoesfera L., concluimos
de (3.2) e (2.71) que o dngulo normal 0 de X" satisfaz

wi) = (5. 2])

pv%

= <<I>*(Np), o, (—%

v

para todo p € ¥™.

Corolario 3.3. Seja ¢ : " — H""' wma hipersuperficie completa, com segqunda
curvatura média Ho limitada inferiormente. Suponha que a curvatura média H de 3"
étal que 0 < H < 1. Se X" estd abaizo de uma horoesfera de H' e o dngulo normal 0
satisfaz cos @ > supy, H, entao X" € uma horoesfera e a imagem da aplicacao de Gauss

¢ exatamente uma hiperplano de H"'.

Demonstragdo. Do Lemma 2.1, |A|?> = n?H? — n(n — 1)H,. Como, por hipotese, Ho
é limitada inferiormente e 0 < H < 1, concluimos que A é limitado, e assim, estamos

nas condi¢oes do Teorema 3.2, donde segue o resultado. m

Corolério 3.4. Seja ¢ : X" — H""! wuma hipersuperficie completa, com a sequnda
forma fundamental A limitada. Suponha que a curvatura média H de X" € tal que
0 < H L 1. Se X esta abaizo de uma horoesfera L, e a imagem da aplicagao de
Gauss N(X™) estd contida na fronteira do dominio interior limitada por um hiperplano
L, de H"™, com 2 > supy H, entdo X" € uma horoesfera e a imagem da aplicagdo de

Gauss € exatamente um hiperplano de H" 1.

Demonstragao. Temos que (®(p),a) < 7 e (P.(N,),a) = o para cada p € X", pois L"
estd abaixo de L, e N(X") esta contida na fronteira do dominio interior limitada por
um hiperplano £, de H"*!, respectivamente. Logo, de (3.8),

1 1
_(®,(N,),d) > = (®.(N,),a) =
T (a2 1 (0.(%).0)

para todo p € ¥". Como, ainda por hipétese, £ > supy, H, segue que cost > supy, H,

cosf(p) =

)

REES

donde recaimos nas condigoes do Teorema 3.2, concluindo assim o resultado. [
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Para estabelecer nosso proximo resultado, precisamos da seguinte nocao.

Definigao 3.5. Seja M? uma superficie Riemanniana. Uma fun¢ao f € C®(M) é
dita subharmonica se Af > 0. Além disso, dizemos que M?* € parabdlica se M?* nao é

compacta e toda funcio subharmonica negativa € constante em M?.
O seguinte resultado fornece condicoes suficientes para que uma superficie Rie-
manniana seja parabdlica.

Proposicao 3.6. (A. Hiber [9]) Toda superficie Riemanniana completa nao-compacta

e com curvatura Gaussiana nao-negativa € parabolica.

Agora, podemos estabelecer outro dos resultados principais deste trabalho.

Teorema 3.7. Seja ¢ : X2 — H? uma hipersuperficie completa com curvatura Gaus-
siana nao-negativa e curvatura média 0 < H < 1. Se o dngulo normal 0 de X? satisfaz
cosf > H, entao Y2 € uma horoesfera e a imagem da aplicacio de Gauss € exatamente

um plano de H?3.

Demonstracao. Inicialmente, identifiquemos folhas de R x. R™ com suas correspon-
dentes horoesferas via a isometria ®, definida em (3.1).
Fazendo n = 2 e em (3.5),

Ah = (2 —|Vh[) +2H <N, %> . (3.9)

Agora, do item (iv) da Proposigao 1.12,
Ae™" = e |Vh|* — e A,
e substituindo (3.9) na igualdade acima, obtemos
Ae™™ = e|Vh|* —e AR

v/ [2 — |Vh|* +2H ( N, %>]

= 2eM|VA]? =27 —2e"H <N, %>

= 27" (|Vh|2 ~1-H <N, %>> : (3.10)
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Por outro lado, de (2.72) obtemos

o' o7
h? = h.Vh) = { = =
|Vh| (Vh,Vh) <8t’t>
0 B, B,
— N, VN, — — (N =N
"ot/ ot <t> >

o 0 d\’ )
= <E,§>—<N,a> =1—cos“0, (3.11)

jé que cosf = — (N, 2. Logo, substituindo (3.11) em (3.10), obtemos

9
70t

Ae™t = 27" (|Vh\2—1—H<N,2>)
ot

= 2¢7"(1—cos?0 — 1+ Hcosb)
= 2¢ "(H cosf — cos®0)
= 2e"cosO(H — cosb).

h e cos 6 sao funcdes positivas. Além disso, por hipétese cos§ >

Sabemos que a e~
H, implicando que

Ae " <.

Assim, a funcdo —e™" é subharménica e negativa em X2. Logo, da Proposicao 3.6
obtemos que h é constante em 2. Segue que Y2 ¢ uma horoesfera de H? e a aplicacao

imagem de Gauss Lorentz N(X") ¢ exatamente um plano de H3. O
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