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Resumo

A descoberta da entropia fol unpulsionada da necessidade do desenvolvimento
de tecnologia para a expansio industrial acorrida no sécuto XVIII, sendo tratada como
uma medida termodinamica. Desde entao seu conceito ganhou forca e passou a ser
estendido para outras arcas. Fol importante para o melhoramento dos meios de co-
nunicagao, sendo usada taimbém nos estudos de fendmenos financeiros, econdmicos e
sociais, entre outros. Apesar disso, a grandeza ainda ¢ mal compreendida ¢ pouco ex-
plorada. Até mesmo os livros didaticos de Fisica basica do ensino superior a tratam e
maneira superficial, nio atentando para os seus diversos significados. Diante disso, este
trabatho tem como objetivo apresentar algumas dessas interpretagies, proporcionando
asstm uin wethor entendimento desse conceito e uma melhor percepgao da importancia
dessa grandeza., Veremos a entropia do ponto de vista da termodinfimica, no qual ela
nos dar o sentido em que uma transformagao pode ocorrer, ou se ela vai ocorrer, do
ponto de vista de mecanica estatistica, onde sera feita uma conexao entre os micro-
estados ¢ os macroestados de um sistema. E por fim, do ponto de vista de teoria da
informagao, em que a mesma serd relacionada com a informagao de um sistemna.

Palavras-Chave: Entropia. Termodinidmica. Mecinica estatistica. Teoria da

informagao.



Abstract

The discovery of entropy was driven of need to develop of technology for in-
dustrial expansion, being treated as a thermodynamic measure, since then its concept
gained momenturn and began to be extended to other areas, it was important for the
itnprovement of means of communication, being also used in studies in financial, eco-
nomic and soctal phenomena, among others. Nevertheless, the greatness is still poorly
understood and little explored. Even the basic physics textbooks in higher education
the treat superficially, disregarding its various meanings. Thus, this work aims to pre-
sent some of these interpretations, thereby providing a better understanding of this
concept and better perception of the importance of this magnitude. We will see en-
tropy the point of view of thermodynamics, in which it give us the direction in which
a transformation may occur, or if it will occur, from the point of view of statistical
mechanics, where a connection between microstates and macroestados made if sys-
tem and finally, from the viewpoint of information theory, as it will be related to the
information system.

Keywords: Entropy. Thermodynamics. Statistical mechanics. Information the-

ory.
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Capitulo 1

Introducao

A entropia é uma grandeza fisica que surgiu da necessidade da quantificacio das
teorias de Carnot! sobre as maquinas térmicas, esse apanhado teérico viria a dar origem
a0 segundo principio da termodinamica. Nessc contexto a grandeza € tratada como
medida do grau de irreversibilidade de nm sisterna. Doravante, os estudos sobre a en-
tropia foram aprofundados e seus conceitos expandidos, Como a termodindmica ¢ uma
teoria macroscopica que estuda sistemas formados por um grande ntimero de agentes
microscdpicos, se fez necessario uma relacio entre esses dois nivets, dai foi desenvolvida
wna nova teoria, a mecanica estatistica(STARIOLO. 2014). Essa teoria por sua veg,
através de uma conexdo entre a entropia e o nitmero de microestados acessiveis de um
sistema, estabelece essa relacho, de modo que agora a entropia serd tratada como uma
medida de desordem do sistema. De fato a grandeza nao é exclusivamente usada pela
termodinmica, ela é muito importante também para as telecomunicagdes. Através da
teoria da informagao é possivel prever a capacidade dos canais de transmissio, ou scja,
foram apresentados métodos que melhoram a compressio, transmissao e armazena-
mento dos dados a serem enviados. Agora a entropia passa a ser vista como a incerteza
entre os momentos anterior e posterior ao recebitnento de uma mensagem (SIMOES,
1990}. Alem disso, através dessa grandeza podemos estudar fendmenos econdomicos,
financeiros e sociais.

Apesar da entropia estd inserida em diversas areas de conhecimento, seu con-
cetto fisico ainda é mal entendido e pouco explorado. A maioria dos livros didaticos,

tanto do ensino médio guanto do ensino superior, apresentam um conceito muito ti-

!Nicolas Léonard Sadi Carnot (1796 - 1832), foi um fisico, matematico e engenheiro francés, ficou
conhecido por desenvolver o modelo de maquinas reversiveis e por dar inicio aos estudo sobre o Segundo
Principio da Termodinamica.
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mido, mostrando a mesma como mais uma grandeza da termodinamica necessaria para
resolugao de problemas, nao dando enfoque ao seu significado fisico (SANTOS, 2009).
Diante dessa situacio esse trabalho foi desenvolvido. Nele a entropia sera apresentada
através de trés pontos de vista, sao eles: Termodinamica, mecanica estatistica e teo-
ria da informacao. A ideia ¢ que com isso possamos entender a entropia como uma
grandeza que mede irreversibilidade, desordem e incerteza.

No Capitulo 2 a entropia sera apresentada do ponto de vista da Termodinamica.
Durante a primeira revolugao industrial, ocorrida no século XVIII, era necessario que
as maquinas térmicas operassem com maior eficiéncia, devido ao grande aumento da
indistria, principalmente a téxtil. Baseado nessa necessidade o cientista francés Sadi
Carnot propos uma maquina de maximo rendimento que viria a ser denominada mé-
quina de Carnot, essa por sua vez, teria funcionamento baseado no ciclo de Carnot,
apresentado pelo mesmo. Embasado por esses estudos, o cientista langou mao de um
teorema que viria a ser o alicerce para o desenvolvimento do segundo principio da ter-
modinmica. Apesar de suas contribuicoes fundamentais, Carnot nao deu a sua teoria
fundamento matematico, isso ficou por conta de Clausius? que quantificou o principio
e apresentou a entropia como grandeza termodinamica. Essa grandeza é tratada, nesse
contexto, como a medida do grau de irreversibilidade de um sistema. Nessa conjuntura
esta inserido o principio de aumento da entropia, ele mostra que a variagio da mesma
nao sera menor do que zero e, se considerarmos processos reais, que sao irreversiveis,
podemos afirmar que a grandeza assumira valores sempre maiores que zero. Veremos
ainda que a entropia tem um ponto maximo. Ao considerarmos dois corpos em contato
térmico, sera mostrado que a entropia desse sistema serda maxima quando os mesmos
entrarem em equilibrio térmico.

No Capitulo 3 a entropia sera apresentada do ponto de vista de mecanica esta-
tistica, essa por sua vez surgiu da necessidade da conexao entre os niveis macroscopicos
e microscopicos de um sistema. A conexao foi estabelecida através da relacao entre a
entropia, grandeza macroscopica, e o niamero de microestados acessiveis de um sis-

tema, grandeza microscopica, proposta por Boltzmann®. Nesse contexto a entropia é

?Rudolf Julius Emanuel Clausius (1822 - 1888) foi um fisico e matematico alemao, é considerado
um dos fundadores da termodinamica, tendo papel essencial na confirmagio das teorias de Carnot.
Mas, seu trabaltho principal foi o desenvolvimento matemadtico da segunda lei e a apresentacao da
grandeza entropia.

#Ludwig Eduard Boltzmann (1844 - 1906) foi um fisico austriaco que ficou conhecido por ser
trabalho na mecinica estatistica, sendo considerado um de seus criadores.
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tratada como uma grandeza que mede o grau de desordem de um sistema. Veremos
ainda que o acesso a esse nimero de microestados acessiveis ¢ dado através da teoria
dos ensembles. Vamos estudar os ensembles microcandnico, candnico, das pressoes e
grande canonico. No ensemble microcanonico trataremos de sistemas isolados, sem
nenhuma interagao externa, ou seja, esse sistema nao trocaria energia nem particulas
e, seu volume é mantido constante. No ensemble canonico descreveremos sistemas que
nao estao isolados, mas em contato térmico com um reservatorio, nesse caso o volume
e 0 nitmero de particulas permanecem constante, havendo apenas troca de calor. Ja
no ensemble das pressoes o sistema estard em contato com um reservatorio térmico e
de volume. E, no ensemble grande canonico, esse contato sera com um reservatorio de
calor e de particulas.

No Capitulo 4 a entropia sera apresentada do ponto de vista de teoria da infor-
macao. Essa teoria surgin da necessidade do aperfeicoamento do enviou de informagao.
Suas bases foram desenvolvidas por Claude Shannon?, ele apresentou um conceito fun-
damental denominado "entropia de uma fonte de informagao", a grandeza passa entao a
ser vista como uma medida da incerteza, ou seja, mede a variagao da falta de informacao
entre 0 momento anterior e posterior ao recebimento da informacao. Assim, poderemos
verificar uma informacao enviada a um receptor através dessa medida. Neste capitulo
faremos também uma relagao entre a teoria da informacao e a mecanica estatistica,
através da entropia apresentada por Shannon podemos fazer a dedugao dos ensembles,

a0 mesmo tempo, através dos ensembles podemos chegar até essa entropia.

4Clande Elwood Shannon (1916 - 2001), foi um matematico e criptografo estadunidense, é tido
com peca fundamental para o desenvolvimento da teoria da informagao, uma vez que foi ele quem deu
o pontapé inicial para o desenvolvimento da teoria com seus estudos sobre entropia da informacao.
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Capitulo 2

Entropia do ponto de vista da
Termodinamica

Maquinas térmicas siao dispositivos capazes de transformar energia térmica em
energia recanica. O primeiro dispositivo similar de que se teve noticia foi desenvolvido
por Heron de Alexandrial, no século 1 D.C, a Eolipeta, era basicamente uma esfera oca
de metal cheia de agua, sua parte interior & ligada ao meio externo atraves de tubos
curvados, ao ser aquecido, o vapor de dgua sai por meio desses tnbos e faz a esfera girar.
Ou seja. seu funcionamento é baseado na pressao do ar em seu interior(SANTQOS, 2009).

Mais tarde, Thomas Saverv? no ano de 1968, desenvolven nm dispositivo capaz
de usar vapor para bombear agua, ele seria supostamente usado para retirar agua
das minas de carvio, mas o cientista nao obteve éxito. Baseado e seus trabalhos,
Thomas Newcomen® desenvolven em 1712, uma maquina capaz de fazer esse trabalho,
além disso, a aprimorou para outros fins(SCHULZ, 2009).

Somente no inicio do século XVIII foi que as maquinas térmicas ganharam des-
tague no cenario industrial, isso por que James Watt? aprimorou a maquina de Newco-
men introduzindo o conceito de motor térmico. Consistia em dois reservatorios, sendo
um {rio ¢ um guente, esse principio apresentava uma maior eficiéncia, isso contribuin

diretamente para o desenvolvimento da primeira revolugao industrial.

'"Heron de Alexandria foi um sabio matemdtico e mecinico grego, existem divergéncias sobre a
época de sua existéncia, mas acredita-se que foi no século T d.C. & mais conhecido pela férmula
matematica que desenvolveu para o cilculo da area do tridgngulo. Mas, desenvolveu também muitos
dispositivos que funcionavam & base da pressao.

2Thomas Savery (1650 - 1715} foi um estudioso da mecinica, matemitica c filosofia natural, teve
destaque no desenvolvimento de maquinas a vapor.

¥Thomas Newcomen (1663 - 1729) foi um invetor inglés que ficou conhecido por aprimorar as
maquinas a vapor para bombear agua, adequando-as para outros fins.

4James Watt (1736 - 1819} foi um matemaitico e engenheiro escocés que se destacou por aprimorar
as maquinas térmica, introduzindo o conceito inicial de motor térmico.
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Apesar da maquina de Watt apresentar uma eficiéncia melhor do que as outras
desenvolvidas até entao, durante a revoluigao industrial se fez necessario o desenvolvi-
mento de uma maquina gue proporcionasse uma producao mais eficaz, uma vez que
as industrias precisavam cada dia mais aumentar suas produgoes, principalmente a
indastria téxtil. Dai, o ciéntista francés Sadi Carnot, influenciado pelo seu pai, sentiu-
se interessado em estudar as maquinas a vapor, identificando todo o seu principio de
funcionamento(PALAVRA; CASTRO, 1988). Com esses estudo, Carnot propés uma
maquina de maximo rendimento, hoje conhecida como mdguina de Carnot.

Os estudos de Carnot tiveram participacao direta no desenvolvimento do se-
gundo principio da termodinamica, baseado em sua obra, a escala de temperatura
absoluta foi desenvolvida por Kelvin® e hoje é utilizada no meio cientifico. Ja Clausius
resolveu quantificar o que seria o segundo principio da termodinamica, introduzindo
assim o conceito de entropia.

Como a entropia surgiu dessa quantizacao, ha uma dificuldade em explicar seu
conceito fisico, uma vez que ela foi desenvolvida através de uma operacao matematica.
A entropia ¢ uma grandeza de estado e esta associada a um estado de equilibrio termo-
dinamico de um sistema. Vale ressaltar ainda, que para um sistema isolado a entropia
nunca descresce, quando estamos tratando de um processo reversivel ela permanece
constante e, quando lidamos com um processo irreversivel ela sempre serd crescente.
Assim, podemos concluir que quanto maior for a irreversibilidade do processo, maior
serd a quantidade de entropia gerada no universo.

Dessa forma, veremos que a entropia do ponto de vista de maquinas térmicas é

tratada como uma grandeza que verifica a irreversibilidade dos processos fisicos.

2.1 O ciclo de Carnot

Qualquer maquina térmica resulta de um fluxo de calor entre uma fonte quente
e uma fonte fria, esse fluxo por sua vez, resulta numa producao de trabalho mecanico.
Mas, para que essa maquina térmica tenha um maximo rendimento, é preciso que ela
opere em um processo ciclico reversivel. E, para que esse processo ocorra, ¢ necessario

que toda a variagao de temperatura seja devido a variagao de volume, e nao ao fluxo de

SWilliam Thomson (1824 - 1907), mais conhecido como Lorde Kelvin, foi um fisico e matematico
irlandés, ficou conhecido por seus estudos na eletricidade e termodinamica, apresentando anélises
mateméticas sobre as mesmas.

OTECA,

.

S —

\UFCG/R/I |



calor existente devido as diferencas de temperatura dos reservatorios{ NUSSENZVEIG,
2002). Vale destacar que para que isso acontega € pecessario que as maquinas térmicas
emitam e absorvarn calor durante variactes lentas de volume, mantendo assim a tem-

peratura interna o mais uniforme possivel.

Esse processo ocorre conforme o ciclo proposto pelo proprio Carnot, represen-
tado na Figura (2.1), denominado Ciclo de Carnot, operando entre wina fonte quente

T, e uma fonte fria T). E dividhdo em quatro etapas:

a) Na primeira etapa, ¢ atingido o equilibrio térmico entre o dispositivo e a fonte
quente 77, fazendo comn que absorva uma quantidade de calor Qq, resultando em

uImna expansac isotérmica;

b) A segunda etapa consiste numa expansao adiabatica, o dispositivo é agora isolado
de qualquer perturbagéo térmica, e sofre wmin resfriamento da temperatura T, até

a temperatura Ts;

¢} Na terceira etapa, o dispositivo val ser colocado em contato com a fonte fria
T,, fornecendo-a uma quantidade de calor (s, sofrendo assim, uma compressiao

isotérmica;

d) Na altima etapa, temos uma compressao adiabatica, onde dispositivo é nova-
mente isolado de qualquer perturbagio térmica, e sofre compressao, até que a

temperatura volte a ser Ty, fazendo com que o ciclo volte ao seu estado inicial.

Diante do estudo desse ciclo, e do funcicnamento de uma maquina reversivel,
Carnot chegou a conclusdo de que, nenhuma maquina térmica, que esteja operando
entre uma fonte quente e wma fonte fria, independente de seu mecanismo de funcio-
natnento, terd maior rendimento gue a maquina por ele proposta. E que o trabalho
realizado por um motor ciclico reversivel, depende somente das temperaturas das fontes
guente e fria.

Os resultados dos estudos de Carnot sobre as maquinas térmicas foram apre-
sentados em sua obra intitulada As Reflezdes sobre o puténcie motriz do fogo no ano
de 1821, Apesar de seus estudos bem aprofuindados, Carnot nao aprescntou expres-

sbes matematicas que mostrassem o maximo rendimento dos motores reversiveis. Isso
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d—a
compressio P ‘ a—b
adiabatica 1 " a expansao

isotérmica

V
¢ —d
compressio b—c
isotérmica expansio
adiabatica

Figura 2.1: Representacao do Ciclo de Carnot. Fonte: adaptada de (NUSSENZVEIG,
2002)

veio a ser feito por investigadores de sua obra(PRIGOGINE; KONDEPUDI, 1999).
Mesmo assim, seu trabalho foi o alicerce para o desenvolvimento do Segundo Principio

da Termodinamica.

2.1.1 Rendimento de uma maquina de Carnot

Vamos considerar o rendimento de um motor térmico reversivel. Sabemos que
esse rendimento é maximo, e o mesmo para todos os motores. Vamos obté-lo através
do ciclo de Carnaot.

O motor térmico proposto por Carnot opera entre dois reservatorios mantidos
a temperaturas diferentes T; e T», sendo uma fonte quente e a outra fonte fria, e entre
esses reservatorios um gas perfeito realiza trabalho. A equagao dos gases perfeitos é
descrita como pV = NRT.

Ja sabemos que o ciclo de Carnot opera em quatro etapas, vamos entao, deter-
minar o trabalho realizado em cada uma dessas etapas.

1% etapa: Nessa etapa o gas estd a um volume inicial V4 e em contato com o

reservatorio quente a temperatura 7). Com esse contato o gas sofre uma expansao
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isotérmica, passando entao a ter um volume Vg. Durante esse processo, o trabatho

realizado pelo géas vai ser dado por:

Va

Ve

Mas, vamos considerar a expressao dos gases perfeitos,

pV = NRT (2.2)
NRT
f= (2.3)

Assim, se substituirmos a equagao (2.3) na equagao (2.1), obtemos:

Va

NRT
Wap = / kit ) g (2.4)
5 Vv
Vi
Va
1
— NRT / v (2.5)
Ve
Va
= NRI1ImV (2.6)
Vi
= NRT;InVg —InV, (2.7)
= NRT;In (E) (2.8)
Va

Durante este processo isotérmico, o reservatorio fornece calor. A energia interna
de um gas perfeito depende somente de sua temperatura. Entdo, nao héa varia¢do na
energia do gas. Se considerarmos a 1* lei da termodinamica, vamos obter que o trabalho

efetuado sera igual ao calor absorvido, ou seja,

Qap =Wap (2.9)

Portanto, da equagao (2.8), obtemos:

QAB = NRTI In (%) (210)

A
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28 etapa: O gas é isolado de qualquer perturbagio térmica, e sofre uma expansiao
adiabatica, variando a temperatura de 7] para T,. Durante este processo, o gas fornece
trabatho. O trabatho reabizado por um gas numa expansao adiabatica reversivel ¢ dado

pela expressao:

PV = pVi7 = py Vs = cte (2.11)
De modo que,
v,
Wi = /pdV (2.12)
Vi

Sendo assim, se considerarmos que o processo ocorre do estado B a temperatura

Ty, até o estado ¢ a temperatura To, temos:

Wae = / pdV (2.13)

Mas, da equacio (2.11), temos:

p= prVe” _ pcVc’

v v (2.14)
Assim, obtemos:
Vi .
PBVYEB .
Wgae = / v dV (2.15)
Vn
5 VTl Via o1
_ 1
psVs [_7+ J (2.16)
. ‘,/(_'IJ.L) VBH-‘,'
= g7 . — 2.17
PeVE (_7 F1 41 ( )
peVe Vo' _ peVE Vy'™? (2.18)
1-+~ 1—

Mas, se considerarmos a equagiio (2.14), teremos:
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pcVe'Ve' ™ peVe V'

Wge = - 219
o - PV plill 219
pcVe peVE
— — 2.2
1-5 14 (2:20)
_ rcVe — peVe (2.21)
1—+ ’

Mas, vamos considerar ainda a relacio pV = NRT, com isso, ficamos com a

eXpressao:

.!'VR’TQ - J’VRT}

Wae = = (2.22)
NR(T: - Ty)

= et 2.2!

e (223)
I\TR(T]—TQ)

= - =7 2.2

- (223)

3 etapa: O gas entra em contato com o reservatorio frio, que esta a temperatura
T, Com isso, sofre uma compressio isortérmica do estado C até o estado D. Durante

esse processo, 0 trabalho realizado sera dado por:

Vb
Wep = / pdV (2.25)
Ver
P NRT
f 2
= dV 2.2
[ (2:26)
Ve
Vo
1 -
= NRszvdV (2.27)
Ve
Vo
— NRLWV (2.28)
Ve
= NRT{InVp —InVg] {2.29}
— NRT:In (@) (2.30)
Ve

Mas, temos ainda que Weop = Qep, assim, obtemos:




Qcp = NRIGIn (%) (2.31)

4% etapa: Nessa etapa vamos ter nma compressao adiabatica que leva o sistema

da estado £ até o estado A, Saindo da temperatura 75 ate Ty,

E Va
I
: Wpa = / pdv’ (2.32)
. Vi
E Vamos considerar ainda a expressao
|
|
pV' = ppVp  =paVa" (2.33)
Vo' paVi' '
>p = Dvi) = *;Vj‘ (2.34)
dai, obtemos:
Vs )
Wpa = / “’J 2 qv (2.39)
Vi
Vi
= PDVD"’/VWV (2.36)
Vo
Vp
o [ 2.37)
= ppVp — 1| (2.
A
‘/:’ 1-n vV 1~
= oV’ [1‘ o ] (2.38)
Lo} VA el ' ﬂ/ S
_ paVaVa " poVp'Vp (2.39)
1= 11—
_ pAVa poVp (2.40)
1—v 1-7
- PAV,i - ppVp (2.41)
-7

Mas, considerando a relagao pV = NRT, temos:




NRT, — NRT;

Wpa = — (2.42)
NR(T, - Ty)
= - 4 2.4.
- (2.43)
v -1 )

Determinado o trabatho em cada uma das etapas do ciclo de Carnot, devermos
entao determinar o trabalho total realizado pelo ciclo, que vai ser dado pela soma dos

trabalhos de todas as etapas.

W =W.iug+Wgc+Wep+ Wpny (2.43)

Assim, obtemos:

7 7 L —
W = NRTIn (—‘“ﬁ) b NR(T‘ B} | NRTyhn (VD) , NRT 1)
Vl VC Yo 1
N T NR(T\, - T.
= NRIIn (L_—B) 4+ — NI - 1) +NRT In(lnVp —InVe) — ——(——11—2)
1 Y —
Vg
= NREIIn (‘7) NRT;In(In Ve — InVp)
|
Vg Ve
= NRT)In(-Z}-N 2.46
NHT n(VA) NRT, ln(VD) ( )

Mas, o rendimento de uma maquina térmica é dado por np = ——, assim, para a

W
@

maquina de Carnot, vamos ter:

W

Qan (2.47)

r’:

Considerando as equagdes (2.10) e {2.46), obtemos:
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NRT\In (-K—B) — NRT,1n (_;Q_)
gy = < g (2.48)

v,
NRT, 1n (_’3)

Va
Ve
NRT:;In (V—C)

D

NRT; In (%)

Para processos isotérmicos temos paVy = ppVepcVe = ppVp, e no caso dos

p = 1- (2.49)

i A E . Vi
processos adiabaticos, temos pgVp" = paVe" e ppVpT = paV4”, assim temos (V_> =
D
Vp .
— {, assim, obtemos:
Va

i
n=1- f (2.50)

Pode-se perceber através dessa expressao que o rendimento de uma maquina de

Carnot depende apenas das temperaturas dos reservatorios.

2.1.2 O teorema de Carnot

Através de seus estudos sobre as maquinas térmicas, Carnot langou mao de um
teorema que viriam a ser o alicerce para desenvolvimento do Segundo Principio da
Termodinamica, para melhor compreensao desse teorema, vamos separa-lo em duas
partes.

Parte 1: Nenhuma maquina térmica que opera entre uma dada fonte quente e
uma dada fonte fria pode ter rendimento superior ao de uma maquina de Carnot.

Demonstragao:

Para demonstrar esse teorema, vamos considerar duas maquinas térmicas, sendo
uma maquina de Carnot R e uma outra maquina térmica qualquer I, vamos considerar
ainda que essas maquinas estao operando entre as mesmas duas fontes.

Podemos ajustar as duas maquinas para que possam produzir a mesma quan-

tidade de trabalho W. Seja Wy # W} podemos determinar dois inteiros m e n de tal
Wr
W
n ciclos de R em correspondéncia com m ciclos de 1.

maneira que = —, ou seja, nWpr = mW; = W. Para isso, s0 & necessario ajustar
T

A figura (2.2) mostra o ajuste feito entre as maquinas térmicas para que o
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trabalho seja igual em ambas, perceba que as quantidade de calor foram definidas
como: (] e (Q para I e Q, e Q, para R.
Através da cquagdo que nos fornece o rendimento de uma maquina térmica,

vamos obter,

= o (251)
R = 5 -9
h
para a maquina de Carnot. E,
1%
= 2.52
para qualquer mdqguina térmica.
L/
Maquina | |
de Camnot | - - 2,
]l @ 7 -9
i

Figura 2.2: Ajuste feito entre a Maguina de Carnot 2 ¢ wina maquina térmica qualquer
I para que produzam o mesmo trabalho. Fonte: Adaptada de (NUSSENZVEIG, 2002))

Vamos considerar por suposi¢io, que o rendimento de uma méiquina térmica

qualquer seja maior que o rendimento de uma maquina de Carnot, ou scja,

T > R (2.53)

Isso resultaria em um maior consumo de calor por parte da maguina de Carnot,

obteriamos,

Q) < (2.54)
Segundo o Primeiro Principio da Termodinamica, o trabalho total realizado por

uma maguing em um ciclo ¢ dado pela expressao:
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W= -Q (2.55)

Assim, obtemos:

W o= Q-G W@ - —Qh= = W e
W = Q-Q=W-Qi=-Q=Q=0-W (:

W]
o
(=7}
p

o
ot
=l
~—

Considerando a equacio 2.54, vamos obter:

Q=Q-W<Q=Q-W (2.58)

Sabemos ainda que a maquina de Carnot R é uma maquina reversivel. Ao
acoplar a maquina R com a maquina I, podemos utilizar o trabatho realizado por I
para fazer com que R funcione como um refrigerador, como esta representado na figura

(2.3), ja que se trata de um motor reversivel.

Fonte
quente

Fonte
fria

Figura 2.3: Acoplamento entre uma maquina de Carnot e uma maquina térmica qual-
quer. Fonte: Adaptado de (NUSSENZVEIG, 2002).

Nesse caso, o trabalho produzido por I serd igual ao trabalho utilizado por R

para transferir calor da fonte fria para a fonte quente, ou seja,
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W=0-Qy=0-Q (2.59)

O resuktado desse acoplamento seria a retirada de calor, da fonte fria para a
fonte quente, sem ter como consequéncia nenhumn outro efeito. Esse resultado viola o
enunciado de Clausius® do Segundo Principio da Termodinamica.

Diante disso, devemos concluir que se considerarmos gualquer maquina térmica
operando entre as mesmas fontes térmicas gue uma maquing de Carnot, a mesma
nao pode ter rendimento superior 4 maquina reversivel, ou seja, com essc resultado

concluimos que:

< e (2.60)

24 Parte: Todas as maquinas de Carnot, que operem entre as mesmas duas
fontes térmicas, teriao o mesmo rendimento.

Demonstragdo:

Para demonstrar esse teorema, vamos considerar duas magquinas térmicas rever-
siveis A & B, com rendimentos térmicos 77 e 77, respectivamente.

Vamos entao considerar por suposicao que o rendimento da maquina A € maior

que o rendimento da maquina B.

n>w (2.61)

Os rendimentos das maquinas térmicas serao dados pelas seguintes expressoes:

N = g (2.62)
1
W

0= o (2.63)

Se considerarmos as equagGes (2.61), (2.62} e (2.63), vamos observar que,

Q< Q) (2.64)

SO enunciade de Clausius nos diz que é impossivel realizar um processo cujo inico efeito seja
transferir calor de um corpo mais frio para um corpo mais quente.
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Sabemos gue as maguinas A ¢ B sao reversiveis, vamos entao acoplar as duas
maquinas transforinando-as em um dispositivo AB. Nesse dispositivo, vamos consi-
derar a maqguina B funcionando no sentido inverso. ou seja, funcionando como um
refrigerador. Nesse caso, o dispositivo tera como anico efeito a retirada de calor de
um determinado reservatdrio convertendo totalinente em trabatho. Esse processo viola
o enunciado de Kelvin para o Segundo Principio da Termodinfunica, que sera visto
posteriormente, de modo que nao podemos considerar essa desigualdade.

Agora, vamos considerar que o rendimento da maquina B seja malor que o

rendimento da méaqguina A

> (2.65)

Com base nessa equacio, temos:

Q) < (2.66)

Baseados nisso, vemos agora que ¢ a maguina A que funcionard como refrigera-
dor.

Podemos concluir de maneira andloga a hipétese anterior que essa desigualdade
também nio ¢ vilida, da mesma maneira, viola o enunciado de Kelvin”.

Se as desigualdades 5 > 1/ e ¥ > n nio sdo satisfeitas nos resta entdo uma dnica

possibilidade,

n=1n (2.67)
O que comprova a validade da 2* parte do enunciado de Carnot.
2.1.3 Temperatura TermodinAmica

Bascado nos trabathos de Carnot, Kelvin desenvolven a escala de temperatura
absoluta. Hoje, essa escala ¢ utilizada no meio cientifico, sendo a unidade oficial do

Sistema Internacional de Medidas (S.1.) para verificacio de temperatura.

"0 enunciadoe de Kelvin nos diz que 6 impossivel realizar um processo cujo inico efeito seja retirar
calor de um reservatério térmico e converté-lo em uma quantidade igual de trabatho.
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O rendimento de uma maquina térmica ¢ dado pela raziao entre o trahalho
fornecido e o calor consumido, de acordo com o Primeiro Principio da Termodinimica,
podemos escrever esse rendimento como,

p=1- (2.68)

Q

Mas, considerando a equacao (2.50), vemos que para uma maquina de Carnot,
esse rendimento s6 depende das temperaturas dos reservatorios aos quals a maguina
foi submetida. Entao, esse rendimento pode ser escrito como uma funcao que depende

somente dessas temperaturas,

Dai, podemos concluir também que a razio entre o calor cedido e o calor rece-
bido pelo sistema, val depender também, somente das temperaturas dos reservatorios

térmicos, ou seja,

@
Qs

Vamos considerar entao, duas miguinas de Carnot. Uma maquina A operando

= f(T1, T3) (2.70)

entre as fontes térmicas a temperaturas T e T3, e uma maquina B operando entre as
fontes a temperaturas Ty e Ty, Vamos supor entdo que a maquina A absorve calor (4
do reservatorio 4 temperatura T, e fornece calor (29 a0 reservatério & temperatura 7.
Ja a maquina B absorve calor €2 do reservatério a temperatura 75 e fornece calor Q3
40 reservatorio de temperatura T3, Nessa configuracio, temos que o calor cedido pela
mayuina A é equivalente ao calor recebido pela maquina B.

Para a maquina A, a razao entre o calor cedido e o calor recebido é,

% ) (271)
Para a maquina B, vamos ter,
%;:_ = f(T>, T3) (2.72)

Podemos entao considerar que as duas maquinas de Carnot formam um me-

canismo composto. De maneira que se multiplicarmos as equagoes (2.71) e (2.72),
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membro a membro, vamos obter a razio entre o calor cedido e o calor recebido para

£55€ Mecanisino,

2L T T T (2.73)
:-_g_j = (T T (T To) (2.74)

Para esse mecamismo, teremos Q3 cormo calor cedido ¢ Q) como calor recebido,
de modo gue ele opera entre os reservatérios de temperatura 7) e temperatura T3,
Assim, podernos ainda escrever a equagao (2.74), da seguinte maneira,

@ _ .1y (2.75)

o

Ao comsiderarmos as equagdes (2.74) ¢ (2.75), obtivemnos as seguinte relagio,

FI D) [T, 1) = f(1h, T3) (2.76)

f{T3)
(T}

assim 0 rendimento para esse mecanismo seria dado, de acordo com a equagao (2.75),

. Sendo

Dessa relacao podemos conchuir que a fungao f(77,7%) € da forma

por:

Assim, temos:
Qs f(T5) -
&~ Tim) (279
Q _ f(T3) 5
o T M) (279

Onde f(T) & uma fungao universal de temperatura, e independente das proprie-
dades de qualquer substancia. Isto permite a formulagao de uma escala termodinamica
absoluta, pois além dessa independéncia, a funcgio dispensa a necessidade da existéncia
de uma substincia especifica.

Para definirmos uma escata termométrica, definiremos a temperatura absoluta
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de modo que,

) =T (2.80)

Relacionando essa defini¢o com a equagio (2.79), obtemos:

s T
% = ﬁ" (2.81)

Dai, para construir uma escala termodinamica absohata, basta atribuir um valor

numdrico para Ty ou Ti.

2.2 QO teorema de Clausius

Baseado nos trabalhos de Carnot, Clausius se deparou com a necessidade de
quantificar o que seria denominado Segundo Principio da Termodinfmica. Introduziu
o conceito de Entropia, uma grandeza até entdo desconhecida, que diferentemente
da energia, retira suas fontes da mecanica(PRIGOGINE; KONDEPUDI, 1999). A
entropia serts, uma grandeza totalmente necessaria para o desenvolvimento quantitativo
da Segundo Principio da Termodinamica.

Vamos levar cin consideracao a equacio (2.81}, de acordo com ela guando nma
maquina térmica atua entre duas fontes térmicas T) e T3 em um processo reversivel,

podemos obter a seguinte relagao:

3 1
Ws _ (2.82)
I

Nessa relagio teremos ) como calor cedido da fonte T para o sistema e (J3

o calor recebido pela fonte 75 do sistema. Dessa maneira usando como referencial o

sistema, teremos que ( > 0 e (J3 < 0, vamos adotar esse referencial de modo que a

equacao (2.82), serd escrita da seguinte maneira:

O
T, T

(2.83)

Podemos escrever ainda a equagdo como:
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2l 28 g (2.84)

Baseados nisso, podemos generalizar essa expressao para varios sistemas, desde
que todos esses sistemas envolvidos sejam transformagoes reversiveis, assim, a equacao

(2.84) pode ser escrita como um somatorio,

> % =0 (2.85)

Vamos mostrar que esse resultado deve ser o mesmo para qualquer ciclo rever-
sivel, ou qualquer transformacao reversivel representada por um caminho fechado C,

como pode ser visto na figura (2.4).

Pl
C
0 -V

Figura 2.4: Diagrama (P,V) que representa um caminho fechado. Fonte: Adaptada de

(NUSSENZVEIG, 2002).

Para fazer essa demonstragao vamos considerar que nesse caminho fechado C,
temos pontos que possuem a mesma temperatura e constituem uma isoterma. Essas
isotermas sao curvas que nunca se cruzam. Da mesma maneira vamos considerar curvas
adiabaticas, uma vez que o sistema em determinados instantes fica isolado de qualquer
perturbacao exterior.

Na figura (2.5) observamos que podemos reduzir o caminho fechado C' a uma
série de ciclos de Carnot infinitésimos, podendo aplicar a eles a equacgao (2.85). Vamos
entao considerar uma pequena parte de C' de modo que nela tenhamos uma curva
isoterma e duas adiabaticas, conforme pode ser visto na figura (2.6), mostraremos

entao que nesse caso o trabalho AW e o calor AQ associados a esse sistema nao serao
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v

Figura 2.5: Representacao de isotermas e adiabaticas no caminho fechado C.

diferentes para uma pequena parte de C. )

Vamos considerar entao uma pequena porgao de C situada entre os pontos i e
f, e entre duas adiabaticas que passam pelos mesmos pontos, como pode ser visto na
figura (2.6). Temos ainda uma isoterma situada entre as duas adiabaticas de modo
que o trabalho esta situado entre (ia +ab+ bf) e o eixo V, como pode ser percebido,
é a area sombreada no diagrama. O trabalho AW,,;s representado por esse caminho,
¢ igual a AW;; que é o trabalho associado a area compreendida entre os pontos i e f

sitnados na isoterma e o eixo V e entre as adiabaticas. Dai, temos a seguinte relacao,

AI'V‘iabf — A”ﬂ’lf (286)

Sabemos que diferentemente do trabalho, a energia interna nao depende do
q ] O p
caminho, depende somente dos seus estados finais e iniciais. Temos entao que a variagiao
da energia interna AU = U; — U; @ a mesma ao longo dos dois caminhos.

2 f

Vamos considerar o primeiro principio da termodinamica.
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p  Adabaticas
R

.~ Isoterma

= = e = e e o om e e

o
~
=y

Figura 2.6: Recorte de uma pequena parte do caminho C', contendo duas adiabaticas
e uma isoterma. Fonte: Adaptada de (NUSSENZVEIG, 2002)

AU =Q — Wiy (2.87)

Como a energia interna € a mesma para ambos os caminhos, vemos que o calor

AQ, vai depender somente do trabalho, de modo que podemos escrever:

AQiabs = AWiany (2.88)

e

AQiy = AWjy (2.89)

Dessa maneira, baseados na equagao (2.86), temos:

AQiany = Ay (2.90)

Mas, levando em consideracao que os trechos ia e bf sao adiabaticas, nao teremos
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variagao de calor nesses casos, entdo AQ, = AQyy; = 0 de modo gue ird restar apenas

a variagao entre o trecho ¢ — b. Sendo assim, podemos escrever:

AQay = AQiy {2.91)

Isso nos mostra que o calor transferido ao longo de if é ignal ao de ab.

Vamos considerar um sistema S que descreva o ciclo C. Esse ciclo ¢ composto
por vérios ciclos de Carnot como pode ser visto na figura (2.5). Vamos considerar
também um sistema S, que serd tratado como um sistema auxiliar, podemos pensa-lo
como nma maquina de Carnot que opera entre o sistema S ¢ um reservatorio tér-
mico de temperatura Tg, esse reservatorio ¢ uma fonte quente e nenhuma das outras
temperaturas envolvidas no sistema serao superiores a ela.

Vamos considerar como pode ser visto na figura (2.5)uma expansao isotérimica
« — b que se encontra a nma temperatura T, essa temperatura corresponde ao trecho

¢ — f, para que a expansao seja realizada, é necessério que seja fornecido a 5§ o calor:

AQ = AQu = AQif | (2.92)

Mas perceba que para fornecer calor AQ a S, serd necessario usar a magnina
&', que esta operando entre o sistema S e o reservatério térmico a temperatura 7Tp,
nesse caso o sistema S estara funcionando como a fonte fria, que corresponde ao trecho
ab e se epcontra a uma temperatura 7. Vale lembrar ainda que Ty > 7. Dai, vamos

considerar a equagdo (2.82). Para esse caso, obtemos:

S,

2.
T, T (299)

Dessa maneira a quantidade de calor AQ' fornecida pela fonte quente & maquina
térmica S, que por sua vez transfere uma quantidade de calor AQ ao sistema S, sera

dada por:

Ay —T,29 (2.94)
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Mas, sabendo que AQ ¢ a quantidade de calor que a maquina de Carnot S’

fornece ao sistema S (fonte fria), por conversao teremos —AQ. Dessa maneira, obtemos:

Ay = —TO-AT—Q (2.95)

Se aumentarmos a quantidade de ciclos de Carnot no sistema S, podemos con-
siderar o limite em que as trocas de calor sao infinitesimais, de modo que teremos
diferenciais inexatas AQ — d'Q e AQ' — d'Q)’. Dessa maneira a quantidade de calor
cedida pela fonte quente a esses sistemas serd dada por um somatorio de AQ’, por
consequéncia, pode ser dada também pela integral fechada ao longo do ciclo C da

diferencial inexata d'@Q’, ou seja:

Q=) AQ - j{ dQ (2.96)

De acordo com a equagao (2.94), vamos obter:

Q =T jé %@ (2.97)

Devemos notar que a temperatura 7' vai variar ao longo de cada por¢ao infini-
tesimal de C, uma vez que essa temperatura sempre estd sendo relacionada a trechos
infinitesimais de isotermas, esses trechos por sua vez, sao correspondentes a trechos
do caminho fechado C. Essas isotermas fazem parte dos ciclos de Carnot da maquina
de Carnot S, sendo assim T é uma temperatura do sistema auxiliar S’ durante a
transferéncia da quantidade de calor d'Q) ao sistema S.

Ao completar o ciclo, tanto o sistema S quanto a maquina de Carnot S’ vol-
tam aos seus estados iniciais, o efeito resultante do ciclo é remover calor @’ da fonte
quente que esta a temperatura T e realizar uma quantidade de trabalho equivalente,
correspondente a area externa do ciclo C. Mas, de acordo com o primeiro principio da
Termodinamica e o enunciado de Kelvin para o Segundo Principio, em um processo
ciclico, isso s6 seria possivel se Q' < 0. De modo que de acordo com a equagao (2.97),

obtemos:
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Q’"Tgﬁggé()ij(d,?@éo (2.98)
.- C

Sendo o ciclo reversivel, para o sentido inverso de C', vamos obter:

_ 44
jﬂ = %D (2.99)

Essa equagao pode se escrita ainda como:

40
}@C? >0 (2.100)

Dai, combinando as equagoes (2.98) e (2.100), de acordo com as desigualdades,

podemos escrever:

dQ
j{, =0 (2.101)

- Esse ¢ o teorema de Clausius para um ciclo reversivel.®
A equagao (2.98) é valida para o ciclo C' sendo irreversivel, essa expressio é

denominada desigualdade de Clausius.

d'Q _

}g = <0 (2.102)

2.3 Entropia e o Segundo Principio da Termodina-
mica

O teorema de Clausius tem como consequéncia mais importante a defini¢ao da
grandeza Entropia. Essa grandeza é uma fungio de estado” e esta associada a um estado
de equilibrio termodinamico de um sistema(NUSSENZVEIG, 2002). Essa grandeza é
de dificil compreensao fisica, isso se deve ao fato da entropia ter sido definida através de

uma operagao matematica. Para entendermos melhor o que é entropia, vamos estudar

8Para que um ciclo seja reversivel é necessario que todas as trocas de calor ocorram isotermicamente.

9Uma funcio de estado ¢ uma fungao que independe do caminho, ou seja, seu valor s6 depende dos
estados finais e iniciais de um sistema. Essas fungdes tém também como caracteristica a descricao de
uma relacio entre duas variaveis de estado, que por sua vez, definem um estado de um sistema.
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sua aplicacao a alguns processos fisicos.
2.3.1 Entropia e processos reversiveis

Vamos considerar dois estado de equilibrio termodinamico de um sistema, i e
f, para efetuarmos o percurso i — f ou f — 4, temos diferentes opcoes de caminhos
ou processos, podemos verificar isso na figura (2.7). Perceba que os caminhos A e B
sao processos diferentes, porém, compartiltham do mesmo estado inicial e final. Vamos
supor entao que esses dois caminhos sao reversiveis, e, vamos definir suas trocas de

calor infinitesimais como d'Qp'°.

| e o - == -

<
<
<v

Figura 2.7: Ciclo C com caminho reversivel.

Se considerarmos o teorema de Clausius, vamos obter para esse processo rever-

sivel, a seguinte integral:

(2.103)

/‘f d'Qr
i T

Essa integral terd o mesmo valor para todos os caminhos reversiveis que levem

do estado i ao estado f.

107 letra R serve para mostrar que estamos tratando de um processo reversivel.



Vamos considerar o processo A fazendo o percurso ¢ — f, ja a transformacio B
nos leva de f ai. Sendo assim, de acordo com o teorema de Clausius para um processo

reversivel, vamos abter:

FEE) [ () [ (2) -0

Mas, sabemos ainda, através das propriedade da integral, que podemos escrever:

[/, e

Assim, a equacio (2.104) ficara:

Frdo TrdQrY _
[(5),- [ (57), - (2.100

Dessa equagio, obtemos entio:

T(dQr\ [ (dQr o 100
[ 5,5, @0m

Nesse caso, concluimos que a integral independe do caminho.

Dai, baseados no fato de gue essa integrais terio o mesmo valor independente-
mente do caminho que fizeram entre i e f, podemos definir uma funcao de estado do
sistema. Se fixarmos o ponto ¢, obviamente a funcdo dependeri apenas do estado final
[, esse estado pode ser identificado como o estado de equilibrio do sistemna para o qual
queremos caleular o valor da funcho. Ao fixarmos £, estamos tratando esse estado como
uma constante arbitrana, se mudarmos i, estamos adicionando uma constante aos va-
lores da funcio. Essa nova fungio de estado apresentada por Clausius é a entropia 'l

Diante disso, obternos:

f
/'dgﬂ—sk—& (2.108)

1 A palavra entropia vem do grego e significa "transformagio”. A unidade dessa grandeza no sistema

. il
MEKS é o Joule por Kelvin, X também é utilizada a unidade calorias por Kelvin %
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Vale destacar que essa equagao permite calcular apenas variagtes de entropia e
nrao o valor absoluto da entropia em determina estado.

Vamos considerar o exemplo do fluido homogénio. scu estado é definido por
gualquer par das variavets (p, V, T), sendo a entropia mina fungao de estado, significa
dizer que ela deve ser dependente de duas variaveis de estado que define o estado de um
dado sistena, para esse caso, poderemos escrever a entropia como fungao de gualquer

par dessas variaveis, ou seja

S=8(p VS =_SpT):s=SV,T) (2.109)

Se a variagdo da entropia AS = S5 — 5; for infinitesimal, podemos escrevé-la
como ds, uma diferencial exata da funcao S. E. de acordo com a equacgio (2.108)

B

teremas:

_ 4Qn

= (2.110)

s

Mas, vale destacar que '@y € uma diferencial inexata, de modo que para passar
. : : . 1 .
de uma diferencial para outra € necessario a multiplicacao do termo T denominado

fator integrante'? para a diferencial inexata d'Qp.
Transformacao adiabatica reversivel

Uma transformacio adiabatica é caracterizada por, durante um processo, nao

haver troca de calor entre o sistema e o meio. Sendo assim,

dQp =0 (2.111)

Se no processo nao ha uma troca de calor, entao a variagao da entropia que

dada pela equacio (2.110) sera nula:

dszd§”=0 (2.112)

Y2 fator integrante & uma funcio usada para facilitar uma integragio e resolver uma equagéio
diferencial.
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Assim, vamor ter

AS =8;—5=0 (2.113)

Diante disso, podemos concluir que durante um processo adiabatico reversivel
a entropia € invariante.
Variacdo de entropia numa transicao de fase

Durante uma transicao de fase, a temperatura de determinada substancia nao
varia. Essa temperatura invariante ¢ denominada temperatura de mudanca de fase.
Além disso, o calor cedido on recebido por uma substancia para que ela passe de um
estado fisico para outro ¢ denominado calor latente, e nada mais é do que a quantidade
de calor que uma unidade de um determinado material necessita ganhar ou perder para

mudar de estado. De modo que é determinado pela segninte expressao:

A

L = —Q (2.114)
m

AQ = mkL (2.115)

Uma transicao de fase pode ser analisada como um processo isotérmico reversi-

vel, e a variagao da entropia é dada pela equagao (2.108), assim, obtemos:

[
AS = Sf—s,-:/ dg’* (2.116)
AN = M (2.117)
AS = 2Qr (2.118)

T

Associando a expressao (2.115) com (2.118), vamos obter:

mL
AS = — 2.119
S T ( )

Essa expressao determina a variagao da entropia numa transicao de fase.
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Variagido da entropia em um fldido incompressivel

Um thiido incompressivel & qualquer fhiido que niao tem variacio de densidade
com 0 tempo, ¢ que nao cede a compressao sob qualquer condigao.

Vamos considerar gue sob volume constante, a temperatura de um gas incom-
pressivel varia de T; para T, dai, vamos analisar qual seria a variagio de entropia para
esse caso, vale ressaltar que a capacidade térmica C também permanece inalterada
entre 7; e Ty, Assim, a gqnantidade de calor fornecida a um fliido desse tipo, em um

intervalo de temperatura df, é determinado através da equacéo,

dQp = CdT (2.120)

considerando a equagiio (2.108), vamos obter:

Fcar
AS = el 2.
s T (2.121)
rar
AS = C | — 2.122
s (2.129)
AS = Chn(T)f (2.123)
AS = Cln(T; - T) (2.124)
AS = Ch (%) (2.125)

Esta equagio, nos fornece a variagao da entropia para os fliidos imeompressiveis.
Variacao da entropia dos gases perfeitos

A leis dos gases perfeitos é regida pela equacio de Clapeyron,

pV =nRT (2.126)

Essa equacgao relaciona as trés variaveis de estado, a pressao, o volume e a
temperatura, com a ¢uantidade de particulas que compoe um gas.

Vamos considerar o primeiro principio da termodinimica



AU =dQ— dW (2.127)

Em um processo reversivel, o trabatlho de um flaido para uma expansiio é dado

pela expressao:

dW = PdV (2.128)

De modo gque a equagio (2.127) pode ser escrita da seguinte maneira:

dU = dQ- PaV (2.120)
dQ = dU+ Pdv (2.130)

De acordo com a expressao (2.110), vamos obter:

- I + PV
is = f‘% (2.131)
it/ Pdv
[ — —_— . l-
ds =+ (2.132)

Ao cousiderar a energia interna de um gas perfeito, vemos que a mesma sO
vai depender de T, de modo que a capacidade térmica molar da substincia & volume

constante, pode ser escrita do seguinte modo:

i
Cv(T) = Eff (2.133)

Para n moles desse gls, como a energla interna é proporcional a massa do gas,

e3CTeVeInos:

dU = nCy(T)dT (2.1341)

Mas, vamos considerar agora a equagio de Clapeyron quando estamos tratando

de 1 mol do gas, ou seja, quando n = 1,




PV = RT (2.135)

Ao diferenciar essa equacdo, obtemos:

PdV + VdP = RdT (2.136}

Podemos escrever a variagao da entropia em fungio de trés pares de variaveis,

S =S(V.T); S = S(P.T)eS = S(P,V) (2.137)

Vamos entao determinar a variagio da entropia com funcio de (V,T). Para isso,
vamos considerar as expressoes (2.134} e (2.135) e substitui-las na equagao (2.132), de

modo que vamos obter:

B Cv{(TYdT RT _.
ds = T +V'Tdv (2.138)
Cvdl  RdV
S = 2.1:
d T + v (2.139)

Temos entdo nma diferencial exata, integrando ambos os lados da expressao,

teremos:

5y i (. vy
[Tas - [roumir, (TR, 210
S T Vi
5y T, v
sl = / wﬂw{/ %dV (2.141)
5 T ¥
Vv
s CAT d
;-8 = / G—*?‘g+ﬁlnv (2.142)
T v
Ts C(T)dT
AS — [F %Jmm(vf—m (2.143)
1 Cy(T)dT Vy
AS = / ++R111(—) (2.144
Iz, T Vi :

Mas, Cy € constante para um gas ideal no intervalo de temperaturas T; a T,

de modo que a expressao ficara,
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Ty
AS = G,/ £-I-ﬁ’hl (ﬂ) (2.145)

T, T Vi
AS = CvlnT| +Rln ( ) (2.146)
Ty
AS = (yln (T ) + Rln ( ) (2.148)

Essa expressao nos fornece a variagdo de entropia para um gas ideal quando a
pressao p € mantida constante.

Vamos obter agora uma expressao para a variacio da entropia escrita como
fungao de (p. T). Para isso, vamos considerar a equacgio (2.136) e vamos escrevé-la da

seglinte maneira:

pdV = RdT — Vdp (2.149)

Desse modo, a equgao (2.132) ficara,

dU  RdT — Vdp

Mas, vamos considerar a expressao,
dU = CydT {2.151)
obtemos entao:
Cyvdl  RdT  Vdp
— 2.152
dS T + T 7 (2.152)
(O R Vdp .
dS = ( T + T) dT — T (2.153)
(Cy+R) . Vdp
dsS = dr — 2.154
T T (2.154)

Mas, vamos escrever a equaciao de Clapeyron para n = 1, a expressao (2.135)
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da seguinte maneira:

V R
=== 2.155
- (2155)
Se considerarmos a igualdade, a expressao (2.154) serd escrita como,
Cyv +R) R
dS = %d—T — ;dp {2.156)
Vamos levar em consideragao ainda a seguinte expressio,
Co=Cv+R (2.157)

Ou sefa, a expressio contida na equagio (2.156} nos fornece a capacidade térmica

molar 4 uma pressao constante, de modo que a expressao ficara,

C])(T)

1S =
dS T

R
AT = —dp (2.158)

Ao integrar essa expressao, obtemos:

/ ds = / g—‘v—i](,DdT—/ Edp (2.159)
5; T I p
T 8 Pr
Sy -5 = / Cp,( JdT — R/ ~dp (2.160)
T T pn P
Ty ' (T rr
AS = / glfq(,—]ciT—erlp (2.161)
T Pi
relT
AS = / %,)JT — Rla(ps — i) (2.162)
T,
Ty
AS = / ST e R (ﬁ) (2.163)
T T Y

Sob pressio constante, a capacidade térmica molar Cy nio varia ao longo do

intervalo (7;,Ty), assim a equagio (2.163) fica:




Tf
AS = G, / %dT—Rln (p—f) (2.164)
i Pi

Ty
AS = C,InT| - R (‘ﬂ) (2.165)
T Pi
_ ! gt .pf : .
AS = C,In{Ty—-1,)— Rlu (——) (2.166)
i
7 P
AS = Coln(ZL) - oL 7
Cpln(n) Rln (}Uz‘) (2.167)

Essa é a equacao que determina a vartagao da entropia de um gas ideal quando
o volume & constante,
Vamos considerar agora a variagho da entropia como uma fingao de (p,V). Ve-

jamos a equacgao (2.135),

pV = RT (2.168)

isolando T, obtemos a expressao:

T="

= (2.169)

Agora, vamos considerar a expressio (2.148) substituindo nela o valor de T

determinado pela equagio (2.169).

piVy y

AS = C’V In ﬁ + Iln (Vf) (2.170)

R
= Cyin (P2 Y 2.171

AS = Cvln(pzw)-thl(V) (2.171)

AS = Cyln (&> + Cyln (V ) + Rln (E) (2.172)
pi 1% V;

AS = Cyln (&) + (Cv -+ R) In (%) (2173)
i i

Mas, temos ainda que, C, = Cy 4+ R para um gas ideal, de modo que vamos

escrever a4 espressao acima da seguinte maneira:
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Fi i

AS=Cyin ([ﬁ) +Cpln (?) (2.174)

Podemos eserever ainda, como;

C, [V
AS = Cy [m (%") FElm (@,i)} (2.175)

Vamos levar em cousideragao que a razao das capacidades térmicas molares a

pressio constante e a volume coustante ¢ dada como mna constante, -,

&

= o (2.176)

v

Assimt a (2.175) fica:

1
AS =Cy [ln (%) +vln (Vf)] (2.177)

Essa expressiao nos fornece a variagio da entropia para um gas ideal quando a

temperatura nao varia. Podemos ainda escrever essa equagao da seguinte maneira:

V"l’
AS=Cyln (ifvi,) (2.178)

Vale destacar que para um gas ideal a expressao pV™ @ constante, o que nos faz

concluir qgue:

AS=Cylnl=0 (2.179)

Dai. concluimos que diante dessa situagao a variagao da entropia serd nula.

2.3.2 Entropia e processos irreversiveis

Vamos considerar agora um sistema sofrendo uma transformacio irreversivel de
umn estado inicial ¢ até um estado final f, onde os mesmos sao estados de equilibrio
termodinamico. Sabemos que a entropia é uma propriedade do sistema, desse modo,

tem um valor fixo no determinado estado em que se encontra. Entao, independente




da transformacao sofrida pelo sistema, a variacao da entropia AS vai depender apenas
dos seus estados inicial e final. Diante disso, para calcular a variacio de entropia em

um sistema irreversivel, podemos usar a equacao (2.108),

f
s,—s.i:f d?” (2.180)

Porém, como pode ser percebido a integral esta atuando sobre um processo
4

reversivel, isso ocorre por que o valor da integral nos dar o valor dessa variacao
de entropia somente se estiver sendo efetuado sobre um processo reversivel. Para
percursos irreversiveis entre os dois estados i e f a integral apresenta valores distintos,
dessa forma nao representa a variacao de uma propriedade. Sendo assim, para calcular
essa variagao, vamos imaginar um processo reversivel atuando entre 7 e f, e calcular a
equagao (2.180) usando esse processo. Qualquer processo reversivel pode ser usado, a
variacao da entropia independe dele, ird depender apenas dos estado i e f.

Vale destacar que a variagao de entropia nao serd a mesma quando estivermos

tratando da vizinhanca desses sistemas.

Expansao livre

Numa expansao livre, um gis tem seu volume instantaneamente aumentado de
um volume inicial V; até um volume final Vy sem que haja um trabalho associado. Vale
ressaltar que esse processo ¢ realizado num sistema com paredes adiabaticas, sendo

assim nao existe troca de calor com o exterior. Logo, temos:

AW =0 e AQ =10 (2.181)

Se considerarmos uma expansao livre infinitesimal, teremos:

dW =0 e dQ=0 (2.182)

e, através do primeiro principio da termodinamica, vemos que a energia interna do

sistema tembém sera nula,
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dU = dQ+dW (2.183)
i = 0 (2.184)

A expansao livre é um processo irreversivel, entiio, para calcularmos a variacio
da entropia nesse caso, € Necessario USArmos um processo reversivel. Nesse processo
¢ preciso que a temperatura seja mantida constante, e deve ser igual a temperatura
inicial do gas em cada processo de expansao.

Vamos considerar um processo reversivel de um gas ideal, onde a temperatura

imcial T; seja igual a temperatura final Ty, Usando a equagéo (2.148), temos:

AS = CyIn (%) + R (‘%) (2.185}
Como Ty = T;,
1/
AS:Rm(ﬁ) (2.186)

Assim, para um gas com n moles,

v,
AS=nRn (v) (2.187)

i
Nesse caso, sempre teremos uma variacho de entropia maior que zero, uma vesz,

que Vy > V.
Difusao de um gas em outro

Quando gases apresentam grande difusibihidade, significa que se colocarmos dois
Ou mais gases um na presenca dos outros ele se difundem entre si, e, tempo depois, essa
mistura sera perfeitamente homogénia. Este processo € irreversivel, por exemplo, ao
colorcamos perfume, o gis se espathara se difudindo pela atmosfera, uma vez acontecido
issu, nao podemos colocar o perfume novamente dentro do frasco.

Vamos considerar um exemplo simples de um processo de difusao. Temos dois

tipos de gases diferentes, um gas A e um gas B, separados por uma parede, dentro de
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um recipiente. Como ilustra a figura (2.8). No instante ¢ = 0, quebramos a parede
que separa esses gases de modo que eles se difundam wn no outro até o ponto em que

sejam uma mistura homogénia e ccupem todo o volume do recipiente.

Figura 2.8: difusao de n moles de um gas A em n moles de um gas B.

O gas A ocupava um volume V' do mesmo modo que o gias B. Apods a difusio
g g )
os dois passam a ocupar um volume 2V,

Dizemos que esses gases sofrem numa expansao livre de V' para 2V, vamos entao,

considerar a equagao (2.187),

‘/7
AS =nRn (Tf) (2.188)

Para o caso em que estamos considerando dois gases, escrevemos essa equagao

COmos



2
AS = nRln (.,1_1,/) +nRin (?‘/_‘f) (2.189}
AS = nRIn(2)+nRn(2) {2.190}
AS = 2nRIn(2} (2.191)

Esse resultade como pode ser pereebido, sempre serd maior que zero.
Conducao de Calor

Vamos considerar dois corpos A ¢ B com temperaturas distintas, sendo que o
corpo A tem temperatura maior que o corpo B. ou seja, T4 > Ty, Vanos supor entio
que esses corpos sio colocados em contato térnico de modo que haja transferéncia de
calor. Os mesmos estao dentro de um recipiente com paredes adiabéticas, ou seja, nao
trocam calor com o exterior, sendo assim o corpo A vai ceder calor exclusivamente para
o corpo B. Esse processo @ irreversivel, ndo podemos realizar o processo inverso, que
serta transferir calor do corpo mais frio B3 para o corpo mais quente A.

Para obtermos a variagdo da entropia nesse caso, devemos considerar um caso
reversivel, podemos realizar a troca de calor de maneira infinitesimal, colocando o
corpo A a temperatura 77 em contato térmico com um reservatorio, transferindo umna
quantidade de calor d'Qpz para o corpo B, quando ele entrar em contato com esse
reservatorio 3 temperatura 7.

A variagio da entropia para esse caso, sera dada pela equacao (2.180),

dQr
1S = 2.192
dS T ( )
Pela aditividade, vamos obter:
dQr  dQgr ,
= - —_— 2.194
ds ot (2.194)
48 = dop{~- L (2.195)
- "\ ‘

Quando dois corpos ficam em equilibrio térmico, suas temperaturas finais sao




iguais, isso significa dizer que o corpo A terd sua temperatura reduzida até Ty e o corpo
B3 terd sua temperatura aumentada até Ty. Essa variagdo de temperatura pode ser feita
através de contatos térmicos com uma sucessao de reservatGrios cuja temperaturas
variam gradativamente através de processos infinitesimais. A variagao da entropia sera
dada através da equacao (2.108). Mas, devemos considerar os dois corpos, sendo assim,

obtemaos:

AS ASy + AS, (2.196)
T d'Qr T dQp

— ' 2.197

AS le = +/TZ = (2.197)

Mas, seja uma substincia com calor especifico ¢, a quantidade de calor AQ

necessaria para elevar sua temperatura em AT sera,

AQ = mcAT (2.198}

Num processo infinitesimal, temos:

d'¢) = medT (2.199)
Dessa maneira, vamos obter:
T medT T medT
as = [T (2.200)
n, T rn T
T dT Trdr
AS = mc/ — +mc/ — (2.201)
T T
40 ATy
I Ty £y
AS = me|InT] +InT (2.202)
Ty Ts
AS = me[(nT; —InTi) + (In Ty — In T3} (2.203)
[ (T T .
AS = mec _m (ﬁ) +1n (ﬁ)] (2.204)
- T?
AS = mc|ln TJ}‘ )jl (2.203)
12

AS = meln

AS = 2mcln

( Tfﬁz)z} (2.206)
(

) (2.207)



Mas, os dois corpos possuem mesma massa e calor especifico, de modo que

quando atingirem o equilibrio térmico, suas temperaturas serao dadas por:

1
Ty = 5(Ti +To) (2.208)

Substituindo esse valor de Ty em (3.65), vamos obter:

1
(i + 1)

AS = QTTLCIII QW (2209}

Sendo T # T, podemos conchiuir que esse valor sempre serd maior que zero.

2.3.3 Principio do aumento da entropia

Vamos considerar um ciclo C' constituido por duas transformagoes, a transfor-
magao i — f que pode ser tanto reversivel quanto irreversivel, e a transformagao f — ¢

reversivel, esse ciclo esta representado na figura (2.9).

Figura 2.9: Ciclo C' constituido por uma transferéncia reversivel ou irreversivel, de i
até f, e uma reversivel,de f até i.

Vamos considerar a desigualdade de Clausius, equagao (2.102),



dQ
jﬂ - <0 (2.210)

Essa desigualdade é valida para quando C' é um ciclo irreversivel, no caso de C'

reversivel, a integral se anula. Ainda dessa desigualdade, teremos:

TdQ LIdQ "
[?-{"/J: (’?)RSO (2211)

Onde a primeira integral representa o processo ¢ — f que pode ser tanto re-
versivel quanto irreversivel e na segunda integral temos o processo [ — i reversivel.
Da equagao (2.180) vemos que esse segundo termo representa a variagao da entropia,

assim, obtemos:

i
/ d'—f+5f ~8;<0 (2.212)

Essa equacgao pode ser escrita ainda como:

S
/ dTQ < —Si+8 (2.213)
.1f ’
/ 16+ g (2.214)
T
Logo,
¥
AS > [ ? (2.215)

Podemos ainda expressar essa equagao na forma diferencial,

dQ

>
dS_T

(2.216)

Nas equagoes (2.215) e (2.216) temos que o sinal de igualdade (=) é valido para
as transformacoes reversiveis, ja o sinal de maior (=) é valido para as transformacoes

irreversiveis. Daf, podemos concluir que a variacao de entropia de um sistema durante
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uma transformacao irreversivel sempre sera superior ao valor da integral ao longo dessa
tranformagao, ja no (,db() ddb transformacoes reversiveis as duas quantidades sao iguais.

Na integral f ——, a temperatura 7 é a temperatura absoluta, por isso, nao
teremos casos em que T sera negativo. Sendo assim, nas transformacgoes reversiveis,
a variagao da entropia terd o mesmo sinal das quantidades de calor trocadas. Nas
transformacoes irreversiveis a variagao de entropia sempre serd superior ao valor da

4
integral de —,
integral de —,

f
AS > / fg (2.217)

Mas, podemos escrever essa equagao da seguinte maneira,

. i5f
AS:/ % + Sger (2.218)

Onde o primeiro membro a esquerda do sinal de igualdade representa a varia-
¢ao de entropia relacionada as trocas de calor, e a segunda parcela S, representa a
quantidade de entropia gerada devido o processo ser irreversivel, ou seja, gerada pelas
irreversibilidades.

Se considerarmos um sistema isolado, ou seja, um sistema fechado adiabatico,
veremos que as trocas de calor sao nulas, consequentemente a integral f v também

sera, de modo que vamos obter da equagio (2.215) o seguinte resultado:

ASs-istemaiso!ado =0 (2219)

Essa equacao nos diz que a entropia de um sistema isolado nunca descrece,
ela aumenta sempre durante uma transformacao irreversivel e permanece constante
durante uma transformaciao reversivel, esse fenomeno é conhecido como principio de
aumento da entropia.

Esse principio nos permite saber qual o sentido em que uma transformacao pode
ocorrer, ou se ela vai ocorrer. Essas transformacoes ou processos naturais sempre vao
ocorrer no sentido em que a entropia do sistema isolado aumenta.

Mas, essa equacao sO € valida para transformagoes adiabaticas em um sistema

&
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fechado. Essa limitacao pode ser superada se considerarmos um sistema que englobe
o sistema inicial e sua vizinhanca. E sempre possivel aumentar as dimensoes da vi-
zinhanga desse sistema inicial, desde que ambos estejam no interior de uma fronteira
com dimensoes grandes o suficiente para que nao haja troca de calor através dela, for-

mando assim, um sistema isolado conforme a figura (2.10) esse sistema é chamado de

universo!?,

Figura 2.10: Sistema isolado composto por dois subsistemas: sistema inicial e vizi-
nhanca.

Vamos considerar entao o sistema inicial e a sua vizinhanga como dois subsiste-
mas desse sistema maior que estd isolado, de maneira que a variagao da entropia deste
sistema & dada através da soma das variacoes de entropia dos dois subsistemas. Nesse

caso, teremos:

ASfOfﬂ[ — ASsi.s T ASW; (2220)

12 A palavra universo nesse caso nao tem conotacao de universo no sentido cosmolégico, refere-se a
um conjunto de subsistemas.



E do principio de aumento da entropia, temos:

ASiotat = ASsis + A8, 2 0 (2.221)

Dessa equagao podemos conchiir que tanto o sistema inicial quando sua vizi-
nhanga podem ter uma variacio de entopia negativa, desde que a soma dessas variagdes
sejam positivas.

Podernos resumir o principio de aumento da entropia da seguinte mancira:

ASiga > = Transformagao irreversivel
ASiou = 0 — Transformagao reversivel

ASta < 0 = LIinpussivel

Dessa maneira, considerando gue todos 0s processos reais sao irreversiveis, con-
chuiimos que sempre que ocorrer umna transformacgio, a entropia do nniverso aumenta,
podemos afirmar que a entropia do universo é sempre crescente. Quando mais irrever-
sivel for a transformacio, maior a quantidade de entropia gerada no universo.

O principic de aumento da entropia estd estreitamente relacionado com o se-
gundo principio da termodinamica. Ao considerarmos os enunciados da 2? lei, perce-

beremos isso.

Enunciado de Clausius: Se fosse possivel realizar um processo cujo dnico efeito
seria transferir uma quantidade de calor AQ de um corpo mais frio 7, para um corpo

mals guente 77, teriamos:

_ _8Q A 5299

AS = 7T (2.222)
1 1

= — — — 2

AS AQ [ T + T1:| (2.223)
- +1

i A _— 2_' 2

AS AQ[ T } (2.224)

Mas, perceba que 77 > T, sendo assim, irfamos obter:




~T+ T,
AS=A [—1-* 2,298
@ T } <0 (2.225)

O que é imcompativel com o principio de avmento da cntropia.

Enunciado de Kelvin: Se existisse um processo sujo o tinico efeito fosse converter

calor AQ de wmn reservatorio térmico em trabalho, terfamos:

AS = Af <0 (2.226)

O que também violaria o principio de aumento da entropia.

O demdnio de Maxwell

O principio de aumento da entropia nos diz que em um sistema isolado a entro-
pia nunca decresce, porque os sistemas isolados tendem naturalmente para o equilibrio
térmico, estado onde a entropia &€ maxima. Embora esse principio seja muito consis-
tente, Maxwell™, em uma carta destinada a Peter Tait!® no ano de 1867 descreve um
fenomeno que o violaria (SILVA, 2008). A ideia principal de Maxwell era introduzir o
canceito probabilistico do segundo principio da termodinamica.

O fendémeno descrito & um experimento mental, e ficou conhecido posteriormente
como Demdnio de Mazwell. O experimento supde que imaginemos um recipiente se-
parado em duas partes, A e B como mostra a figura (2.11). A velocidade média das
moléculas de um gas variam conforme a temperatura do mesmo. Assim, a ideia é que
haja uma ligagdo entre esses dois lados, um pequeno orificil que s0 permite a passagem
de uma molécula por vez, controlado por um ser (o demdnio) que faz uma triagem e
s0 permite que moléculas com velocidade mais alta passem para o lado A, e as de ve-
locidade mais baixa para o Indo B. Assim, o lado A teria sua temperatura aumentada

e o lado B diminuida (MATTOS; HAMBURGER, 2004). Dessa forma, a entropta iria

4 James Clerk Maxwell (1831 - 1879) fol um fisico e matemdtio briténico, ficou conhecido por ter
desenvolvido a teoria do eletromagnetismo. Mas, suas contribuicao ndo se deteram a essa teoria,
apresentou também trabalhos muito limportantes em mecéanica estatistica.

3peter Guthrie Tait (1831 - 1901) fol um fisico matematico escocés conhecido principalmente por
seu trabalho que deu inicio a teoria dos nds, essa por sua vez contribuiu para o estabelecimento da
topologia como ramo da matematica.



diminuir, o que violaria o segundo principio da termodinamica.
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Figura 2.11: Representacao do experimento imaginario proposto por Maxwell.

Vérios cientistas tentaram achar uma solucao para esse paradoxo, entre as ideias
mais conhecidas estdo as dos fisicos Le6 Szilard '® em 1929 e por Léon Brillouin'” na
década de 50, eles afirmaram que para realizar a triagem das moléculas, o demonio
gastaria energia, o que elevaria a entropia do sistema, uma vez que o demonio faz parte
dele (CRUZ, 2013).

Nos dias atuais o paradoxo ainda persiste, mesmo com os estudos feitos por
Szitard e Brillouin, que afirmaram uma impossibilidade nessa violagao, existem muitos
ciéntistas que estudam a possibilidade do fendmeno ser teoricamente coerente, em 2007
o cientista David Leigh'® anunciou uma solu¢ao para o paradoxo, ele supés um demonio
baseado na nanotecnologia, que nao violaria o segundo principio da termodinamica, isso

orque ele seria "alimentado"por energia exterior (CRUZ, 2013).
porq p 8

1666 Szilard (1898 - 1964) foi um fisico hingaro naturalizado americano, teve reconhecimento
na fisica nuclear por seus trabalhos com fissdo nuclear controlada. Foi um dos responséveis pelo
desenvolvimento das bombas atémicas que atingiram Hiroshima e Nagasaki.

17Léon Nicolas Brillouin(1889 - 1969) foi um fisico francés, teve reconhecimento nos estudos de
ondas e na teoria da informacao.

18David Alan Leigh é um cientista, professor de quimica da Universidade de Edimburgo e conhecido
por ter contribuido para o desenvolvimento tedrico das chamadas nanoméquinas.



2.3.4 Degradacao de Energia

Vamos imaginar dois corpos a temperaturas diferentes, um corpo A a uma tem-
peratura 7) e um corpo B a uma temperatura Ts, esses corpos podem ser aproveitados
por uma maquina térmica de modo que venham ceder a vizinha uma quantidade de
trabalho. Mas, vamos imaginar agora que esses corpos sejam colocados em contato,
haverd entao troca de calor até que atinjam o equilibrio térmico. No segundo caso
temos um exemplo de degradagao termodindmica ou degradagao de energia, uma vez
que hda um desperdicio de uma certa quantidade de energia que poderia ser utilizada
para algum fim util.

Como exemplo, vamos comparar uma expansao livre de um gas ideal, ou seja
um processo irreversivel, com uma expansao isotérmica reversivel, ambas as expansoes
terao volumes finais e iniciais ignais, V; e V}.

Para uma expansao isotérmica, o trabalho realizado pelo gas W,_,; sera dado

pela expressao:

v’
W,_; = nRT I (VI) (2.227)

]
Mas, numa expasao isotérmica a variagao da energia interna é nula (AU = 0)
de modo que pelo primeiro principio da termodinamica o trabalho sera igual a variagao

de calor AQ, assim, obtemos:

Wi,y =nRTIn (%) = AQ (2.228)

i
Mas consideraremos um processo em que o sistema serd composto por dois
subsistemas, nesse caso teriamos o gas como um subsistema e a vizinhanga como outro.
A varia¢ao da entropia do sistema sera dado pela soma da variagao da entropia
do gas com a varia¢ao da entropia da vizinhanga, como esse processo é reversivel, esse

valor sera nulo.

ASpy = ASpg + ASgy =0 (2.229)
Como esse resultado é nulo, a degradacao da energia também serd nula, o que
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nos leva a conchrir que em um processo reversivel nio teremos desperdicio de energia.
Agora, vamos considerar um processo irreversivel, a expansio livre. Nesse caso,
temos um sistema isolado, nao haverd trocas de calor com a vizinhanga, o que significa

dizer que,

ASy =0 (2.230}

Assim, a variagao da entropia dependera somente do gis, e serd dada conforme

a equacao (2.187),

AS=nRIn (g) (2.231)

Esse valor por sua vez, serd maior que zero. Logo, para um processo irreversivel,
teremos sempre um desperdicio de energia.

O trabalho desperdicado durante um processa irreversivel, sera dado através das

expressOes (2.228) e (2.231),

Wi, =TAS = AQ (2.232)

Dai, podemos concluir que o aumento da entropia do universo que ocorre num

processo irreversivel resulta numa degradagio de encrgia.

2.3.5 Principio de maxima entropia

Vamos considerar um sistema formado por dois corpos A e B, como representado
na figura (2.12}. Esses corpos possuem nimeros de moles n 4 e iy constantes, do mesmo
modo, seus volumes V), e Vp tembém permanecem constantes. Ja suas temperaturas
T4 e Tg variam de um estado inicial para um estado final.

Os corpos A e B tém temperaturas iniciais diferentes Ti4 ¢ Tig, e estdo separados
por uma parede diatérmica fixa e impermedvel, de modo que ha uma transferéncia de
calor entre eles, ao fin desse processo de troca de calor suas temperaturas finais serdo
TfA e TfB-

A energia interna do sistema serd dado pela soma das energias internas dos
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Figura 2.12: Dois corpos isolados da vizinhanca e separados por uma parede diatérmica
fixa e impermeavel

subsistemas.

U=Us+Up (2.233)

Do mesma modo ocorrera com a entropia do sistema,

S =84+ 5g N (2.234)
Vamos considerar entdo, o primeiro pricipio da termodinamica,
AU=Q-W (2.235)

Mas, o vinculo gue separa os dois corpos é uma parede fixa, logo, o trabalho
realizado sera nulo. Alémn disso, o sistema é isolado da vizinhanga o que nos diz que a
ariagao da energia interna também é nula. Como estamos lidado com dois corpos, a

exXpressio para a energia interna sera:

AU = AU + AUy (2.236)

De modo gue a partir das consideragOes feitas anteriormente, vamos obter:

AU =Qa+ Q=0 (2237}
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Mas, a quantidade de calor pode ser fornecida através da seguinte equacao,

Q = me(Ty - T;) (2.238)

Podemos escrever essa expressao em termos da capacidade térmica, que por sua

vez ¢ dada por C = me, logo:

0 = 0{Tp— Ty (2.239)

No nosso caso, temos a capacidade térmica a volume constante, de modo que a

expressao (2.237), sera escrita do seguinte modo:

AU = Cva(Tsa — Tin) + Cvp(Tsp — Tip) =0 (2.240)

Como Cy 4 e Cyp sio constantes, temos entdo que a temperatura final de um
corpo vai depender da temperatura final do outro corpo, uma vez que consideraremos
as temperaturas iniciais ja conhecidas, sendo assim podemos escrever a temperatura

final do corpo B em fungao da temperatura final do corpo A, ou seja:

Trp = Typ(Tya) (2.241)

Do segundo principio da termodinamica podemos escrever a entropia de acordo
com a expressao (2.108),
I
AS = f & (2.242)
;i T

Da mesma maneira que a energia interna, a variacao da entropia do sistema sera

escrita considerando os subsistemas A e B,

AS = AS)+ ASp (2.243)
fd'QRA fd'QnB
as - [/ #9m ['00 (2240
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Mas, temos que a diferencial inexata d'QQ pode ser escrita como wma variacao

dT de temperatura num sistema de capacidade térmica C.

dQ = CdT (2.245)

de modo que a equacao (2.244) pode ser escrita como:

F CyadT s ! CypdTy
AS = —_— _ 2.246
]i Ty +[ Tp ( )
Far, ! dTy
AS = —_ — 2.247
VA T, +Cvn TS ( 7)
f F
AS = CyalnT4| +CyplnTg (2.248)
AS = CVA[}D TAf —1In T,u] + C‘L;B []1'1 TBI —1In TBi] (2249)
TA f TB f :(_
AS = Cyal - 1 ==, 295
valn (T,u) + Cypln (TBi (2.250) 8
Como temos um sistema isolado, sabemos que pelo principio de aumento da 5
entropia, a variacao da entropia sempre serd maior ou igual a zero, portanto, -;: .
4
TAf TBf (D
A8 = Cyyln +iCygln >0 (2.251) O
Tai Tpi 5

Vamos analisar as condi¢Oes necessarias para que a variagao da entropia seja um
extremo. Do segundo principio da termodinamica, temos que a derivada segunda da
variacdo da entropia em rela¢ao a temperatura T4y, lembrando que Ty € uma fungao

de Ty, serd dado por:

(E}AS) ~ Co 1 0 (E)jLC- 1 ] (Tsf)
OTay ) ‘M({ﬂ)aﬂu Tai L’B(_TLBI)E?TM Tgi

TAi TB;‘
JdAS TA-:‘)( 1 ) dJd . (TBr‘)( 1 )Wﬂf
e (2B 2 Taroblien | 22
(WAI)U (TAf Tai WAJ( A1) VB \Tg; ) \Tai ) Ty
OAS 1 aTBf)
= Cya—+C 2.252
(BTAI)U ATy TV (aTAf (2:252)

Mas, a derivada da variacio da energia interna obtida através do primeiro prin-


file:///Oi-Af

cipio da termodinémica, em relacao a temperatura T4y, serd dada por:

dAU 0 Jd
( ) = Cya (Tag — Tai}+Cva (Tps — Thi) (2.253)
U

aTAf BTM 8TAf
OAU d

= CyatC T, 2.254
(3TA1)U VA VBBI” Bf ( )

Mas, a energia interna ¢ constante, isso nos faz conchuir que:

JAU
(220 _, -
M)y
De modo que obtemos:
Cva+ CVBC')TAI Tgy = 0 (2.256)
d
C'L'BaTAf Tpy = —Cya (2.257)
dTpy Cva
—_— = —— 2.258
0T, Cvs .58

Dessa maneira a equagao (2.252) fica:

dAS 1 1 CVA)
= Cya— +Cyvp— | ———— 2.259
(aTAf)U VATA; VBTB}‘ ( Cvr ( )
GAS 1 1
= Op SR, 3 2.260
(BTAJ')U YATay  Tpp ( )
OAS 1 ]!
A = Oy | ot 2.961
(aTAf)U A (TAf Tsf) ( )

A condicao necessaria para que a fungao AS seja um extremo, sera a condi¢ao
de equilibrio, nesse caso, as temperaturas finais dos corpos serao iguais, ou seja, Ty =

Ty, diante disso:

JdAS
=0 2.262
(aTAf)U ( )

O fato da derivada parcial ser nula, evidencia um extremo dessa fungao.

Ja sabemos que quando dois corpos isolados entram em equilibrio térmico, a
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variagio da entropia terd nm extremo. Precisamos saber agora que tipo de extremo &
esse, para 1sso, vamos considerar a derivada segunda de AS em relagao a temperatura

Tag-

(azﬁs) _ 1 —C 1 (WBI) (GTBf) C 1 (827’3!)
ITas” U_ /VAT,UQ TBf Iag ) \ Ty VBTb’f T4 )y

Ba equagao (2.258), temos:

(aTBf) _ O, (32T3f> =0 (2.263)
E)T:Af U CVB 8'1/1f i

Assitn, obternos:

(o). - “egcom (5]
) e o0
(770, - ‘C”ij‘”ﬂiﬁ f{’; 2%

Mas, no equilibrio Ty = Ty, assim, temos:

FPAS 1 1 Cva?
= (] 2.268
(5TA;'2) VAT TAJ‘2 Cve ( )
W4
(—&—A—‘i) 2 (1 + C“) (2.260)
ITar™ /g Tay” Cva
Desse resultado, obtemos:
(&&5;) <0 (2.270)
aTAf“ ot

Sendo assim, conchiimos que no equilibrio a entropia é maxima.

66




Capitulo 3

Entropia do ponto de Vista de
Mecanica Estatistica

A termodinfimica & uma teoria macroscopica gue tem como conceito fundamen-
tal a entropia e, estuda macroscopicamente sistemas formados por um grande niimero
de agentes microscopicos. Mas, se viu necessario um estudo mais apurado desses sis-
temas, uma vez que se conhecia as leis que regiam a interagdo entre particulas, mas,
0 uso das mesmas se lornaria inviavel ou mesmo impossivel devido ao enorme na-
mero de particulas que constituem uin ststema. Assim, o tratamento estatistico seria
a melthor maneira de se realizar esses estudos. Surgiu entzo a mecanica cstatistica,
responsavel pela conexao entre o nivel macroscopico e microscopico de um dado sis-
tema(STARIOLO, 2014).

A ideia de que era possivel estudar urn sistema a partir de seus entes micros-
cOpicos, comegou a ser proposta por Daniel Bernoulli! em 1738 que langou mao da
teoria que trata os gases como constituidos por moléculas em movimentos aleatorios,
e a pressao do gas como proveniente do choque dessas moléculas com as paredes de
um reservatorio( VASCONCELOS, 2010). Mas, sua ideia ndo foi bem aceita no cenario
cientifico da época. Outra contribuicao importante foi dada por John Waterston? que
propos a ideia de que a velocidade cinética das moléculas estaria relacionada com a
temperatura de um gas, cin outras palavras, afirmou que quando aquecemos um gas, a
velocidade cinéticas das maoléculas aumenta fazendo com gue a temperatura do mesmo

também se eleve. Ele enviou uwm trabalbo sobre isso para o Royal Society, mas o mesmo

'Daniel Bernoulli(1700 - 1782} foi umn matematico holandés que ficou conhecido por scus trabalhos
na mecanica dos fluidos e, por ter sido pionciro no estudo da probabilidade e estatistica, além disso
{foi o primeiro a entender a atmosfera cm termos moleculares.

2 John James Waterston (1811 - 1883) foi um fisico escocés que ficou conhecido por realizar trabalhos
pioneiros sobre a teoria cinética dos gases.
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foi recusado.
Outros trabalhos sobre a teoria cinética dos gases foram apresentados poste-

riormente como o de Kronig?

que deduziu cm 1856 a cquagio de estado de um gas
ideal, que bavia sido proposta por Clapevron?, tendo como base a teoria cinética. Logo
depois, no ano de 1857, Clausius® afirmon que a temperatura estava relacionada com a
energia cinética das moléculas de um gas. confirinando assim o que havia sido previsto
por Wanterston(TORIBIO. 2012).

A mecanica estatistica teve grande avanco no ano de 1860 com as teorias apre-
scntadas por Maxwel®, cle desenvalveu a lei de distribuicio da velocidade das moléculas
de um gds contido cm nm recipiente. Nos anos seguintes a teoria se fortalecen e final-
mente foi consolidada no ano de 1872 por Ludwig Boltzinann, ele cousegutu elaborar
uia equagiao que relaciona a entropia com o nfimero de estados provaveis de um sis-
tema. Essa foi a pega chave para a criacao da mecanica estatistica, com ela & possivel
calcular grandezas macroscopicas através de informagdes microscopicas(SANTORO,
2011).

Na mecinica estatistica, a entropia ¢ interpretada como uma medida de desor-
dem(BORGES, 1999). Isso resulta do fato de ela estd relacionada ao niimero de estados
acessiveis a un sistema, pela equagao apresentada por Boltzmann, guanto maior for o
nnmero desses estados, maior serd a entropia ¢, conscguenterente, maior a desordem.
O acesso a esse mimero de microestados acessiveis a um determinado sistema, é dado

através da teoria dos ensembles.

3.1 Macroestados e microestados

0 segundo principio da termodinamica nos fornece a grandeza matematica en-

tropia, essa grandeza esta diretamente relacionada com a irreversibilidade de um sis-

YAugust Karl Kronig (1822 - 1879) foi um quimico ¢ fisico alemao que ficon conhecido por suas
contribuigdes para a teoria cinética dos gases.

1Benoit Paul Emile Clapeyron (1799 - 1864) foi um engenheiro e fisico-quimico francés, é mais
conhecido por ter sido um dos fundadores da termodindmica. Fol responsavel por expressar matema-
ticamente a equacao de estado de um gas.

SRudolf Julius Emanuel Clausius {1822 - 1883) foi um fisico e matematico alemo também consi-
derado nm dos fundadores da termodinamica, é conhecido principalmente por consolidar o principio
de Carnot dando a ele embasamento matemdtico.

8James Clerk Maxwell (1831 - 1879) foi wm fisico e matematico britanico, ficou conhecido por
unificar a eletricidade, o magnetismo e a Optica numa s6 teoria chamada eletromagnetismo. Além
disso, deu contribui¢des importantes para o desenvolvimento da teoria cinética dos gases.
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tema. Através do principio de aumento da entropia, vimos que essa grandeza sempre
sera maior que zero quando estamos lidando com processos irreversiveis. Vale ressaltar
que quanto mais irreversivel for o sistema, maior sera a entropia envolvida.

Vamos considerar um processo irreversivel, a expansao livre de um gas. Seja um
recipiente fechado, dividido em duas partes por uma parede (ver figura 3.1), em um
dos lados temos o0 vacuo e no outro hia um gas em equilibrio térmico. Ao removermos
a parede de separagao, o gas se difundira para o lado que até entao era vicuo, de
modo que ocupard todo o recipiente, atingindo posteriormente um estado de equilibrio

termodinamico.

Vacuo

I—-[} Parede de separagdo

I_D A Parede de separagio foiremovida

|_D O gascomega a difundirpara olado
que estava vacuo

O gasesta difuso emtodoo
recipiente. O sistema atingiu o
equilibrio térmico.

Figura 3.1: Representacao de uma expansao livre.

Esse processo nao podera retornar a sua situagao inicial, é um processo irrever-
sivel. Segundo as leis da mecanica seria possivel que cada particula fizesse o movimento
inverso, embora esse movimento seja aleatorio. Mas, a probabilidade de todas as parti-
culas (na ordem de ~ 10%" em situagoes tipicas), fazerem exatamente o processo inverso
& muito improvavel, de modo que podemos considerar impossivel.

Dai, comecamos a enxergar o Segundo Principio da Termodinamica como uma
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lei probabilistica.

No exemplo de expansao livre do gés, o sistema sera associado a um macroestado
do gas, esse por sua vez é associado a diversos microestados distintos. Vamos fazer
um estudo probabilistico dessa expansao para entendermos melhor os conceitos de
macroestado e microestado.

Vamos analisar as configuracoes possiveis para um gas de N moléculas, para

3

uma expansao livre, consideremos N = 2.

: N=2
(A) %;
3 Configu-[MoléculaMolécula N? de |Probabi-
T @ racao 1 2 ng np estados | lidade
B i
= '(D : (A) E E 2 0 1 1/4
: (B) E D
<€ | @ @ © 5 . 1 1 2 1/2
: Totais 4

Figura 3.2: Configuragoes possiveis para um gas de duas molécula em uma expansao

livre. Fonte: Adaptado de (NUSSENZVEIG, 2002).

Com N = 2, temos 4 configuracoes possiveis, como pode ser visto na figura 3.2,
as moléculas 1 e 2 podem ocupar o lado esquerdo ou direito do recipiente. O numero
de estados & igual ao nimero de configuracoes possiveis, ou seja, 4. A probabilidade

. 1 .
de que ambas as particulas estejam de um lado é 3 e de que haja particulas em ambos

5 L 6 —.
os lado 5

Se considerarmos um valor cada vez maior para N, vamos obter uma probabili-
dade cada vez menor de encontrarmos todas as pariculas concentradas do mesmo lado

do recipiente, essa probabilidade ¢ dada por:

1 N
P(N,0) = (5> (3.1)

Entio, se considerarmos N ~ 10?7, vamos obter:
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1 N
P(N,0y = (5) (3.2)
1 1027
P(10%7,0) = (5) (3.3)
P(107,0) = mﬁﬁ (3.4)
P(107,0) = 1073107 (3.5)

Esta valor € muito pequeno dai, percebemos por que o mesmo é considerado
muito improvavel, ou mesmo impossivel.

Um estado macroscopico é definido pelos valores das propriedade termodina-
micas de um sistema. Na figura 3.2 por exemplo os macroestados sao caracterizados
pelos pares ng e np. Podemos associar a um macroestado varios microestados dife-
rentes. Por sua vez, esse microestados estao associados as varidaveis que caracterizam
detalhadamente um sistema. No nosso exemplo, os microestados especificam quais das
moléculas estao do lado esquerdo ou direito.

Podemos perceber através do nosso exemplo, que para cada macroestado existe
um grande nimero de microestados para N grande. Baseados nisso, podemos afirmar
que o estado macroscopico mais provavel é o que esta associado a um nimero maximo

de microestados diferentes.

3.2 Entropia e probabilidade

O principio de aumento da entropia nos mostra que a entropia sempre sera
maior ou igual a zero num sistema, ou seja, as transformagoes irao ocorrer no sen-
tido em que a entropia do sistema aumenta. Paralelo a isso, temos a evolugao de um
microestado de um sistema, que acontece no sentido em que a probabilidade € cres-
cente, isso nos leva a concluir que a entropia deve ser uma grandeza probabilistica da
termodinamica(NUSSENZVEIG, 2002).

Devemos entao relacionar uma propriedade macroscopicas com uma informagao
microscopica, para isso, vamos associar a um macroestado, um nimero de microes-
tados compativeis 2. Como a entropia comegou a ser tratada como uma grandeza
probabilistica, dizemos entao que ¢ uma grandeza que cresce conforme esse nimero de

microestados (2. Assim, devemos obter uma equagao que relacione a entropia S com

'a IOTECA|
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esse microestaco 2.

Para obtermos essa equagao, vamos considerar primeiramente que a entropia é
uma grandeza aditiva, o que significa dizer que se tivermos dois subsistemas associados e
quizermos saber qual a entropia total de um sistema formado pelos dois, vamos somar as
entropias dos mesmos. Mas, quando lidamos com a probabilidade de um macroestado
compostu, vemos que sera dada pelo produto das probabilidade dos macroestados que

o compoem. Asshn, temos:

P:P1P2<:>S:S]+SQ (36)

Ternos que associar essa grandezas através de uma fungao, ¢ a fungao capaz de
partir de umna soma para nma multiplicagao ¢ a logarftmica. Assim, podemos escrever

a entropia da seguinte maneira:

Sl {3.7)

Para inserir o sinal de igualdade & necessirio acrescentar uma constante de
proporcionalidade, que nesse caso, serd a constante de Boltzmanu. Assim, vamos

obter:

S=KnQ (3.8)

Essa equagho foi proposta por Boltzmann, para um sistema onde a energia, o
volume e o nimero de particulas fossem constantes.

E através dessa relagdo que surge a interpretacdo da entropia como uma me-
dida da desordem de um sistema. Vemos através dela que considerarmos apenas um
microestado associado a um macroestado, o valor para é QQ = 1, logo § = 0, ou scja, o
sistemna estda ordenado, porém, quanto maior for o valor de €2, maior serd a desordem

do sistema e maior serid a entropia associada.
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3.3 Ensemble Microcandnico
3.3.1 Interacao térmica entre dois sistemas macroscopicos

Vamos considerar dois fluidos simples dentro de um recipiente fechado, inicial-

mente separados por uma parede fixa, adiabatica e impermeavel Figura(3.3).

§
§
\
§
\
\
.
§

\
mmmmmm\

Figura 3.3: Fluidos simples confinados em um recipiente fechado e separados por uma
parede fixa, adiabatica e impermeavel. Fonte: Adaptada de (SALINAS, 1999).

O postulado fundamental da mecanica estatistica nos diz que todos os estados
microscopicos acessiveis a um sistema fechado em equilibrio sao equiprovaveis, ou seja,
todos os microestados tém igual probabilidade de ocorréncia. O nimero de microes-
tados de um fluido com energia E, volume V' e nimero de particulas N é dado pela

fungiao Q = Q(E,V, N). Sendo assim, para o nosso exemplo, temos:

0,(Ey, V), N;) — para o sistema 1 (3.9)

Qs (F2, Vo, No) — para o sistema 2 (3.10)

O sistema total composto pelos dois subsistemas 1 e 2 que sdao independentes,

sera dado pela seguinte expessao:

Q = O (Ey, Vi, N1 (B, Va, Na) (3.11)

Vamos supor entao que a parede de separacao se torne diatérmica, de modo

que haverd uma passagem de calor entre os dois subsistemas. Mas, a energia total do
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sistema Ej permanece constante e seri dada pela soma de energias dos dois subsistemas,

ou seja:

Eo = E, + B (3.12)

O volume V e o nitmero de particulas NV, permanecem constantes. Vamos entio
congiderar o subsisternma 1 tendo energia £y, e vamos escrever a energia do subsistema

2 em fancao da energia total Ey ¢ da cnergia Ey, de modo que podera ser escrita como:

E[) = E] ~+ E-g = Eg = E{] - E] (313)

Assim, a equagado que nos fornece o nimero de microestados serd escrita da

seguinte maneira,

Q= (B ) (L - E1) (3.14)

() postulado fundamental da mecanica estatistica nos diz que a probabilidade
P{{z;}) de encontrar o sistema sujeito ao conjunto de vinculos internos {«;} deve ser

proporcional a Q(E,V, N, {z;}), ou seja,

P({z;}) x UE,V,N,{z;}) (3.15)

De acordo com a equagio (3.15) a probabilidade de encontrar o sistema corn-

posto mmm estado microscopico com essa configura¢ao sera dado através da equagao,

P(E;) = CO (B0 Es) = CO(E))S(Ey — E) (3.16)

A constante C nos diz que qualquer sistema caracterizado pelas energias (£, fy—
E) sao ignalmente provaveis, on seja, cada estado tem igual probabilidade de aconte-
cer.

Para determinar o valor dessa constante €, vamos normalizar a probabilidade.

Essa normakizacio ¢ dada pela expressao,
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£y
> P(By) =1 (3.17)
E=0

0O gue nos diz gue a soma de todas as probabilidade é ignal a 1. Assim, podemos

escrever

Fo
> COUE) (B — Ey) = 1 (3.18)
E1=U
ED
1
> U(E)(E - Ey) = ol (3.19)
E1=0
L = C (3.20)

m—o (E1)0a(Eo — 1)

A medida que a energla EF aumenta, anmenta também a quantidade de micro-
estados disponiveis, o que significa dizer que (E) também aumenta. Se a energia
E; aumenta, percebemos que §(F;) aumenta e Qq(Fy — £} diminui, de modo que a
funcio probabilidade P(E1) deve apresentar um maximo.

Antes de aplicarmos a condicio de maximo da fun¢io, vamos, por conveniéncia,

comecar a trabathar com o logaritmo da fungao P(E)), assim, teremos:

f = In P(E)) (3.21)

Mas, da equagio (3.16), temos:

f = In [ngl(E])Qg(Eg — El)] (322)
f = InC+In{(Ey) +Infa({ky — Ey) (3.23)

A condicdo de maximo nos diz que:

of _

=0 3.24
OF, (3.24)

Assim, temos:



i(}nC +In(E) + InQa{Fy — E1)) =0 {3.25})

OF,
OnC  OmmMy(E) @
In Qo(Eg — E;) = .
5E T om M e(Fo— E1) =0 (3.26)

Mas, vamos considerar que,

aE, dE,
Ey=FE, + E. FEs=FEy— FE = - b, = —dF 27
0 } + B0 = Fo o 1:>8E1 8E1:>83 61 (3 J)
ASSiHl, p(JdEIIlUS escrever:
a &
E—ETI' ]II Q](El) - QE:, lIl S]z(EQ) = U (328)

Dai, introduzimos o conceito de entropia obtido através da equagao (3.8),

S=Kn{t=>hd=— (3.29)
Assim, obtemos:
a S a 5
EK IEK =0 (3.30)
Como K ¢é constante, podemnos escrever,
1 85 1 5,
ot Nk A 3.31
KoFE, KJF, (3.31)
1 d5; 1 95
il - == 32
K OF, K OFE, (3.32)
a5s 05
— = = 3.33
JdE, OFs (3.33)
Mas, vamos considerar ainda a relagao,
s 1
- = 3.34
oE T (3:34)

76




Sendo assim, da equagao (3.33), vamos obter:

1 1
premi S -3 T = T-) .30
T, - T = 1) 2 (3.35)

Isso nos diz que quando ha uma maximizacao da probabilidade ha também uma

maximizacao da entropia termodinamica.

3.3.2 Interacao térmica e mecanica entre dois sistemas

Vamos considerar dois tipos de flaidos simples confinados em um recipiente
e separados por uma parede adiabatica, fixa e impermeavel, podemos imaginar um
modelo semelhante ao da figura 3.3. Depois de um determinado tempo, havera uma
quebra de vinculo, essa parede se torna diatérmica e movel.

A partir dai, vamos considerar N; e N, constantes e E), E5, V) e V5 variando.

Temos ainda as seguintes relagoes,

Ey=FE + E, (336)
Vo=V +V, (3.37)

Nesse caso, Fy e Vp também sao constantes. Vamos considerar o equilibrio
termodinamico, nele, o nimero de microestados acessiveis para um sistema composto

sera dado pelo produto dos subsistemas que o compoe,

UE, V) = (B, V1)Q(E, V2) (3.38)

Mas, vamos escrever Ey e Vo em termos de Ey, Eg, V) e 1},

E» = Ey— E; (3.39)
Vo=V -V (3.40)

De modo, que vamos obter:
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QE, V) = (B, V1)Q(Es — E1L Vo - V) (3.41)

Dai, vamos utilizar o postulado fundamental da mecinica estatistica, que nos diz
» 4
que a probabilidade de encontrar o sistema composto no estado em que o subsistema

1 seja caracterizado pelos vinculos Ep, V) e Np serda dado pela seguinte expressao,

P(Ey, V1) = CL4(Eq, VA )0 (Eo — B3, Vo — V1) (3.42)

Mas, para determinar o valor de C, vamos utilizar o fato de que a soma das

probabilidades é igual a 1, assim:

Eqy W
> D PEW) =1 (3.43)
E1=0V;=0
Eoe W
3 ) CU(EL V0B - By Vo - Vi) = 1 (3.44)
_ E\=0V1=0
Eo Vo 1
DD B VI)N(E-Eo- V) = (3.45)
E]:O V1=0 ]
1
B e (3.46)
DD (B, V(B - By, Vo - Vi)
E1=0V1=0

Temos entao o valor de C.
A partir de agora, por convenciéncia, vamos passar a usar o logaritmo da pro-

babilidade P(E;, V1),

f =In P(E], ‘/1) =InC +1n Q](El, 1/1) + anQ(EQ — E, Vo — Vi) (347)
Vamos estudar a condi¢ao de maximo para essa probabilidade, para com isso,

obtermos as derivadas parciais e aplicarmos a condi¢ao de maximo de funcao,

of _
aF,

87 _

0 v

0 (3.48)
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Mas, dessa primeira expressao, ja obtemos um resultado,

5 _

~0 T =T 3.49
IE, = 1 =42 (3.49)

Vamos considerar entao nossa segunda expressao,

of a d a .
Pl —— == )} ' —_— > _ — = 3.5
81/’1 0= av,l hIC+ 0‘/1 Inf 1(E}m)+ a"fl hlﬂg(EU EI,VU V']) 0(3 1)0)
Vamos considerar ainda,
) 7, o . a "
= & Vo=—-1= 09V, = —-dV, (3.52)
Vi
Assim, obtemos:
d a Ta
—mC+ —mnO ——=—mn =0 3.53
oV lnC’+aVI nfy o nfl, (3.53)
Usando a definiciao de entropia
. S -
S=KinQd=InQ=— (3.54)
K
Vamos obter,
ad S ad S,
21 =2 o= P 3.08
IViK 0V, K ( )
1 0 1 4
e e = 3.56
Koo "k = 0 (:90)
1| @ d
— |51 - =—85 = 0 30T
K [av1 oV, ] (3:57)
d d
= e LA = 3.58
av. S 81/232 0 (3.58)
d d
=i B e 3.59
v, S5 I Sa (3.59)

Mas, vamos usar ainda a definicao,



|
i
|
1

oS P
) == (3.60)
Vijpn T

Asshu, obtemos:

H _ 4 (3.61)
TN T .
Como T =T, temmos P, = P,
Assimi, na condicio de equilibrio térmico temos novamente que a maximizagio

das probabilidades ¢ ignal 2 maximizac¢ao da entropia.

3.3.3 Conexao entre o ensemble microcandnico e a termodina-
mica

Vamos considerar mn flirido puro, cujo estado termodinamico é definido através
da cnergia E. do volume V e do mhmero de particulas N. Nesse caso, a entropia sera

caracterizada pela scguinte expressio,

S(E,V,N) = KInQ(E.V,N) (3.62)

A conexao deve ser feita no himite termodinamico, ou seja, quando E, V, N — o0,
s0 nele & que os efeitos das condigGes de contorno sao elitninados.
Vamos definir entao duas constantes arbitrarias, que nos fornecem o valor dessas

grandezas em cada particula.

E . .

u= > cnergiapor particula {3.63)
v

U = ~ —  volume por particula (3.64)
£

E, podemos definir ainda,

S , .

5= —  entropia por particula (3.65)

Através dessa equagio, vamos obter:

80




1
8= —KIn¢ )
s NI\ InQ (3.66)

Considerando o limite terimodinaimico onde N — oc, sendo # ¢ v valores fixos,

vamos obter a seguinte expressio;

1
s = lim ﬁﬁ'lnﬂ (3.67)

N=ooo

1
Paramagnético ideal de spin 5

. . ! -
Vamos considerar N particulas localizadas de spin 3 sob a acio de mn campo

magnético externo H. O hamiltoniano desse sistema é dado por:

N N
H=> H =—mHY v (3.68)
=l =1
Onde H; = —pugH®?; e 9 = £1 para i = 1, ..., N esse ultimo termo caracteriza os

microestados de sistema. Vamos considerar entao Ny como o ninero de particulas com
¥ = +1, spins para cima, e Ny o nimero de particulas com 9 = —1, spins para baixo.

Dessa mancira, teremos gue a soma de todas as particulas serd dada por ¥ = Ny + No.

A encrgia nesse caso pode ser escrita de acordo com o nimero de spins para

¢ima ou para baixo. Vamos considerar entao a seguinte cquagao:

E = —poHN, + o H N, (3.69)

Mas, podemos ainda escrever Ny em termos de Ny e N,

Np=N-N; (3.70)

Assim, vamos obter:
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—poHNy + o H(N — Ny)
—poHNy + poHN — poHN,

—Q;LQval o+ ]!(}HN

Dessa equacao, podemos obter o valor de Ny,

E = —-2ugHN; + pgHN
E—-uypHN = =2u9HN,
—poHN E
M= :;OILQH * —2ugH
1 E
M= éN B 2u0H
Ny = % (N - ;LfH)

Através das equagoes (3.70) e (3.78), obtemos o valor para Na,

1 E

Ny = N- 3 (N — HDH)
Ny, = N+ % (“OEH — N)
N, = N+ %,uoiﬂ - %N

1 1 E
Mo = EN + E,ugH

1 E
M= (N ¥ HOH)

O namero de microestados acessiveis ao sistema sera dado por:

Q(E,N

Assim, obtemos:

2

NI
.('V] ‘I'VQ‘
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(3.71)
(3.72)
(3.73)

(3.84)
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N!

- B (\ - M%ﬂ' E (\ i ;:OEH)]’ (3.85)

Vamos considerar ainda, a definicao de entropia S = K In (), baseados nisso,

temaos:

N!
S=KIn (3.86)

[% (N - HfH)]! [1) (V " pfﬂ)}f

Utilizando as propriedades da funcao lagaritmica,

1 E 1 E
=kl lmN!'—In- [N - P—In= (N +— ]! 3.87
S n[n nQ( ,U[]H) 1112 ( +,¢th)] (3.87)

Para resolvermos esse problema, vamos utlilizar a aproximacao de Stirling 7,

InAl~ AlnA- A (3.88)

Logo, vamos obter:

1 E 1 E 1 E
S=k(NIuUN-N)-k|=| N - “{N-= _-({N=
(Nln ) [2 ( MOH> Ing ( l!oH) 5 (1 NUH)]
1 E i E 1 E
—k|=|N In=(N+—]|==|{N
[2 (1 +uoH) n?( +uoH) ‘2( +uoH)]
1 E 1 E 1 E
S=kEkNInN—-EN—-=k|N- m=(N-—)=Zk[N= 3.8
! 2 ( i‘ﬂH) 2 ( HOH> 2 ( .U(JH) (3.89)
1 E 1 E 1 E
—=k| N - In= (N —=k|N
2 ( pOH) "9 ( N ,uoH) 'ZA ( * ;JQH)
S‘ == Al\r 111 x\f = ‘EA \ = E ) ln (_,\F’ = E )
o H poH

|
e W]
>~
—~
-
4
e
o
> S
<,
=
ey
S o
w
(e}
=,

Vamos obter entao a entropia por particula do paramagnético ideal, para isso,

vamos considerar as expressoes:

"James Stirling (1692 - 1770) foi um matematico escocés que ficou conhecido por desenvolver uma
aproximacao para a fungéo logaritmica que ficou conhecida como férmula de Stirling.



S
N e == E = uN (3.91)

Assirn,

k 1 N N ulN A
8= — [N In N — = (N _ ) ln1 (:\' - ) - 1 N+ ud lnl N+ e
N L 2 ,U(]H 2 [L(]H 2 ,U,(]H 2 IIJLD}I ]
1 u N u 1 1 N w Y]
5=k:[}nN—— 1- In—|[1- - =11 In— 1+ —
L 2( Ian) " ( ,u,{,H) 2( +HOH) '3 ( +Hn)_
! ‘ _ v\
s=kInN - -K (l— - ) InN-In2+1In (1,“)
2 #UH L Ho J
1 - [ 1
—=k (1+£) inN -In2+1In (1+L)
2 Ho/ L Ho J
s=klnN -k L 1w -]11 V—-ln2+iu{l Y
§= N-Fkf-—< N = 1 -
2 Q;LQH L p’.[)H
1 1 wu TN
—k{ -+ = ImN-In2+In[1+ —
(2+2}10H) [n nZ+ n( +NU)

1 U 1 u U
s =kIn2 — -k — hk——h
8 n 2“11 (1 ,UnH) + QkugH In (1 + )'JOH)

1 u 1 U
—=kIn{1 — ~k -
5 n ( + H-DH) 5 In (1 F #UH)

Dai, vamos obter a seguinte equagao:

1 U u 1 i U
s =k (In2—-—-11- 1-— —-=11 )
s [n 5 ( .MDH) In ( ,u,gH) 5 ( + HUH) I (1 + ,ugH)} (3.92)

Atraveés dela, podemos calcular todas as propriedades termodinamicas do para-

L 1
magnatico de gpin 3

So6lido de Einstein

Albert Einstein ® em um de seus primeiros trabalhos uson as ideias de quan-
tizacdo de energia e pdde prever a diminuigao do calor especifico dos solidos com
a temperatura, fez isso através do estudo de sistemas constituidos por N oscilado-

res harmonicos quanticos ndo interagentes, considerando oscilagoes independentes ao

®Albert Einstein (1879 - 1953) foi um fisico tedrico alemnio, desenvolveu teorias em diversas areas
da fisica, mas, ficou mais conhecido pela teoria da relatividade geral, um dos pilares da mecanica
quantica e ganhou o prémio pela descoberta da lei do efeito fotoelétrico.
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longo das trés dire¢oes (SALINAS, 1999). Baseado nesse modelo, podemos aproximar
os dtomos que constituem um solido a esses osciladores quanticos.
Vamos considerar entdo N osciladores nao interagentes. Para uma particula, o

hamiltoniano desse sistema serd dado por:

H= (n + %) hw (3.93)

onde n ¢ o nimero quantico n = 0,1,2,3,...
Mas, todos os osciladores vao vibrar com a mesma frequéncia w. A energia desse

sistema sera dada por:

1=1

E= i: (n + %) hw (3.94)

Podemos ainda escrever essa equagao da seguinte maneira:

N N
E = E n; + E ‘2* hw (3.95)
i=1 i=1
N
Consideremos ainda, M = E n; sendo um nimero inteiro que representa o
i=1

namero total de quanta de energia entre os N osciladores. Feita essa consideragao,

vamos obter:

E= (M ¥ g) huw (3.96)

Para determinar o nimero de microestados acessiveis ao sistema, teremos que
saber o nimero de maneiras possiveis que podemos distribuir M entre N osciladores.

Para isso, vamos usar o conceito de combinag¢ao com repetigao.

(M+N=1)

MI(N = 1) s

De modo que teremos, por comparagao,
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N
M (M + 5) hu (3.98)

N = N (3.99}

Mas, da equacao (3.96), temos:

N
E = (_U + 3) hw (3.100)
F N
: —— frnd J‘ _ _‘ \
“ - I+ 3 (3.101)
F N
M = —— - .

Assim, o namero de microestados acessiveis ao sistema serd dado por:

(M 4+ N-1)
= av o (3.103)

Logo, vamos obter:

Q = (% _%)!(N_ " (3.104)
'. 0 = (g’_ %)2‘ o (3.105)

Por conveniéncia, vamos usar a fungio logaritmica, de modo que vamos obter:

BN,

hoe 2 '
F N
R T IS LAY
(2 Thor-n

Usando as propriedades da fungao logaritmica, tercmos:

mQ=1n (3.106)

P e R T - L S A VTR S IS, F 1 ek e e o8 P 13 % Am 10 g o e e




E N E N
g = L= | | o Y 1)
In In ( +3 1) In ( =5 ) In(N — 1) (3.107)

Vamos usar agora a expansao de Stirling.

o (BN (B Y ) - (B4
nt =\ " 2 "\w 2 B |2
E N E N E N .
e ket Y=l —g )] _ Ty
[(hw 2)111(m 2) (ﬁw 2)] (N —1)In( 1) - (N -1)]
E N E N E N
inﬂ—(Ew-ﬁ—i—l)ln(—ﬁw-#—g)l)—%——?—Jrl—

E N N N
(——fl—)ln(f———— +;E——7—(N—1)111(N—1)+N—1

E N E N E N E N
B = o E SN ) I (e Pt L2 _2AY_(N-1)In(N-
n ( + 5 1) ln( - 5 1) ( 2)111( ; 2) ( 1} In(N - 1)

; . . E
Vamos colocar N em evidéncia para pudermos usar a expressao i = .

=3
]

Il
=
Ty

7
g
+
|
|
N
=
A
P
T
+
b=
|
=
|
=
é‘m
&
|
(S]]
2=
o
{"\
P
f(“’
"y
o
(UFCG/BIR IOTECA

Faremos agora a conexio com a termodinamica, atravées da seguinte expressao:



Eln

Nooco N Nooo

(3.108)

s = lim = lim

Agsim, vamos obter:

A R T A I S I S LI A PR S
\m 2™ N bw 32N hw  2) "\ 2
ok 1

— fim K u+1 1 1 i+1 1 n (1 1 | u 1
M e I T A IS I ho  2) " \hw 2
. , 1 1

—1\11_)11;0]& |:(1— N)ln (1 _N>

Ao resolver o limite, vemos que os termos sao constantes, assim iremos obter,

u 1 u 1 0 1 u 1
(e (o) (o o) (o3)] ™

A partir dessa equagao pode-se descrever o comportainento termodinamico do

Nooo |

k
s= lim — {_f\-’

sohdo de Einstein.

Sistema de Particulas com dois niveis de energia

Vamos considerar nm sistema constituido por N particulas, essas particulas
podem ser encontradas em dois estados, com energia nula ou ¢ > 0. Os microestados
desse sistemna sao especificados através do conhecimento da energia de cada particula.

O mimero de microestados acessiveis ao sistema sera dado por:

il

o 11
2 N1!N2! (3 0)

Vamos considerar entdo Ny como o nimero de particulas no estado de energia
nwla, ¢ Ny, que pode ser escrita em termos de N e Ny, pois, N = N + Ny = Ny =

N — N}, como o namero de particnlas para o estado com ¢ > 0, sendo assim, o niimero

de microestados acessiveis ao sistema sera dado por:




Nt

Q:wa—my

(3.111) '

Mas, seja a energia total dada por E = ¢(N — N)) temos,

E = N -N) (3.112)
E .
Z = N-N (3.113)
€
E
N, = N-Z= (3.114)
€

Assii, o namero de microestados acessiveis ao sisterma, val ser escrito da se-

gnte maneira,

N
0 = (3.115)
(N . E); (N N+ E)
€ ¢
N!
_ Q = T z (3.116)
N——1J'l—
: € €
| Por convenciéncia, vamos usar a fungao In§2, obtendo assim:
NI
In=1n l (3.117)
E E
gale
4 L8
Usando as propriedades da funcio logaritmica, temos:
Q=iN'-ln (N - E)' —In (E)' (3.118)
4 ¢

Vamos usar entdo, a expansdo de Stirling,




n! = NInN-—-N - KN - E) n (N— E) — (N— E)} — [E 1}1§ — E}
{ 4 f { 4 {

E E E FE
n! = NlaiN - (N— —) 111(’\4 - —) - —In—

€ 3 € 3

E E EF F
nQ} = NIHNN(I—T)M[ (1—7)] — —ln—

Ne NeJl ¢ e

F F E  E
n) = N{h)N — (1 — ;\i) [lnN—}—]n (1 I\—,F)] -~ (]11;\ ’\—’f)}

Mas, vamos levar em consideragao que u = N’ assint, vamos obter:

n$) = {lnN ( — :) [luN+ln (1 — %)] - % (ln[\f +ln—)}
Q) = {]11’\:»(1 g)llh\i—(1—%)111(1—%)—?111’\’—;111%}
W) = N|- (173) (1——)—%1:1%]

Mas, sabemos ainda que a defini¢ao de entropia é:

S=%klnf} {3.119)
Assim, obtemnos:

S=kN[-(1-Z)m(1-2) - Zml (3.120)

€ c € €

Mas, vamos considerar ainda a entropia por particula, que é dada por:

s= = (3.121)

Assim, vamos obter:

o= B [— (1 - E) In (1 - 35) I E] (3.122)

N € € € €
s=—k(1-%)m(1-2) —k=In= (3.123)
C C C €




Atraves dessa equacao podemos calcular todas as propriedades termodinamicas

para um sistema de particulas com dois niveis de energia.

Gas ideal monoatomico classico

Vamos considerar o hamiltoniano de um sistema de N particulas,

W= —p+ ) V(-3 (3.124)
— 2 :

O potencial leva em conta a impenetrabilidade das particulas. Esse potencial
V(R) ird se anular caso R — oc. A ideia ¢ analisarmos o gas ideal de modo que
a expressao acima sera simplificada, isso porque o termo que trataria das interagoes
entre as particulas serd desprezado. Assim, vamos obter a seguinte equagao para o

hamiltoniano,

N

] 1,
= —p; 3.125
it ; 2m ( )

Desse modo vamos fazer a analise do gis ideal. Como pode ser visto no (Apen-

dice B}, o nimero de estados ocupados por esse gas ¢ dado por:

Q= (%)2 v (2m) T WV ES - SE (3.126)

Onde Csy vai depender apenas do nimero de particulas V.

Vamos agora aplicar a fungao logaritmica em ambos os lados da expressao:

Bl

InQ =In {(%) C3N(Qm)%L*VNE%-155] (3.127)

F

Usando as propriedades da fun¢ao logaritmica, teremos:
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In¢?! = In (%)é +inCay + ln(?m)%_l VY 4 mET ' 4 néE

1. x 3N 3N
InQ? — 5 }n% +1nCyn + (T — 1) (2m) + NVinV + (—i— - 1) InE-+ndE
1 ™m 1 3 1 3 1 1
Q = N — —Cy+ |-~ = 2 n vV - - = 1 —1Ind
InQ [21\:’ In ( 5 ) + N InCyy + (2 ;\") In(2m) +InV + (2 N) lu £ N IndE
luQ? 1 m 1 3 1 3 1 1
N = ﬁln (E) + ﬁln Can + (5 - —\-) {2m) +InV + (—2— - —?\7) InE+ N IndkE

Assim, aphcando o hmite guando N — oo, teremos:

n = % InCyy + g m{2m)+InV + % InE (3.129}

lim
Noso N

Sendo a entropia por particula dada por:

1
T 3.1
s szhfclx; ~ In €} (3.130)
teremos,
1 3 ., 3
s=k ~N InCsny + 3 In(2m) +InV + 3 In & (3.131)

. - E
Mas, temos ainda a relagio u = N de modo que poderemos reescreve:

1 3 3 E
oL Iy Wt NE 3.132
s k [N InCsy + 5 m{2m) +InV + 5 n ( N)] ( )
1 3 3 3 ,
s = kj{=InCsy+ 511’1(21”) +InV + 2 InN + 3 Inu (3.133)
.3 1 3. 3 .
s = ElmV+ —klnu+k |=mnCyy + -InN + - In(2m) (3.134)
2 N 2 2

Perceba que todos os termos entre colchetes sao constantes, vamos entao sim-

plificar nossa notagao,
3
s= kan+§klnu—l—50 (3.135)
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onde,

1
sq=FK N InCsn + glnN + g ln(Qm)] (3.136)

A eqguagao (3.135) nos fornece a entropia por particula, mas, vamos passar a

considerar a entropia do sistema:

3
S=NklV + §NA: Inu+ Nsg (3.137)
S=Nk (ln V +1In u%) + Nsp (3.138)
S = NkIn (Vu%) + Nsg (3.139)

Obtemos entao a expressao para a entropia de um gas ideal monoatomico clas-
sico, mas na proxima se¢ao vamos ver que existe um problema relacionado a obtengao
da entropia para uma mistura entre dois gases desse tipo. Veremos que a equagao
nos fornece um resultado coerente quando tratamos dois gases ideais diferentes, porém

quando os gases sao iguais obtem-se um resultado inesperado.

Paradoxo de Gibbs

Vamos considerar dois gases ideais diferentes, A e B, mantidos a volume V, e
Vi, respectivamente, ambos a mesma temperatura 7' e mesma densidade. Esses dois
subsistemas formam um sistema A+ B. Vamos considerar dois momentos, um primeiro,
quando os gases estao separados, e um segundo momento onde "quebramos'a parede de
separagao entre os dois de modo que 0s mesmos se misturam. No primeiro momento os
gases sao caracterizados por (T, Vs, Ny) e (T, Vg, Ng), quando sao misturados passam
a ser caracterizados por (T, V4 + Vg, Na) e (T, V4 + Vg, Ng). Vamos entao calcular a
entropia desse sistema nesses dois momentos,

1° Momento

Sy =54+ 5B (3.140)

Assim, de acordo com a equagao (3.139), teremos:
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g = [mklnmu%) n NASO] + [Nan(VBu%) + NBs{,] (3.141)

Vamos considerar que a separacio entre os dois gases foi removida de modo que
vaInos obter a scguinte entropia,

2° Momento

Se = S.+ 58 . (3142)

S = |[NakWi(Va+ Va)ud) + Naso| + [ Mok n[(Va + Va)u}]Npso| (3.143)

Dai, vamos calcular a variagao da entropia entre esses dois momentos,

AS =S, — S (3.144)

AS = [N,,km[(m + Vp)ud] + N,lso] + [NBkln[(VA n VB)u%]NBsn]
- [N,.lk In{Vyud) + NASUJ + [NBk In(Vgut) + ,NBHU}
AS = NakW[(Va + Va)u?] + Naso + NpkIn[(Via + Vig)u?] + Npsg
—NakIn(Vau?) — Naso — NgkIn(Vau?) — Nysg
AS = Nk [m[(vA + Vi)ud] - m(vAu%)] + Ngk [In[(VA + Ve)ul - In VB'LL%](S.ME))

Como a temperatura nio varia, entfo a energia interna também nao varia, assim,

V. Va+V 3 :
AS = Nuk [ln (ﬁ) +Inu? — ln-u%] + Ngk [ln (M> +Inuz — lnu.%}

Va Va
Vai+V N Vai+ V)
AS = Nykln (‘_Jr__B) + Ngk (1—_'__5) ~ 0 (3.146)
V/\ VA

Assim, o resultado coineidiu com o esperado AS > 0, isso pelo fato do processo

ser irreversivel. O problema da equacgio esti quando tentamos, através do mesmo

processo, cateular a variagio da entropia para gases ideais idénticos.
Vamos considerar a mesma situagio para os gases ideais idénticos. Apds a
mistura o sistema sera caracterizado por (T, Vy+ Vg, Ny+ Ng), de modo que 2 entropia

serda dada por:



file:///11u2

Sy = (Na+ Np)In(Vs + Vp)u? + (N4 + Np)so (3.147)

Desse modo, a variagao da entropia sera:

AS =5, 8 (3.148)

Assim, teremos,

AS = (N4 + Ng)kIn [(VA 4 VB)u%] (N4 + Ng)so — NakIn [v %] — Nisg
< Nikln [Vgué] o Mg

AS = NakIn [(V.q + Vp)u ] + Npkln [( + Va)u ] NkIn [vw] — Ngkln [VBH%]
AS = Nak {ln [(VA T+ VB)’“%] —In [ %]} + Npk {ln [ (Va+ Vig)u %] —In [VBU%]}

Como nao a variaciao da temperatura, a energia interna nao varia, logo,

Va+V, Va+ ¥
AS = Nakin [ 22778 4 Ngkin (2112 5 0 (3.149)
Vi T

Esse resultado nao é coerente, nesse processo a variagao da entropia nao deveria
variar.

Para resolvermos esse problema, vamos considerar que no caso quantico, ao me-
dirmos o nimero de estados acessiveis ao sistema (2, teremos que levar em consideragao
o fato de nao podermos distinguir as particulas, ou seja, para N particulas existem N!
maneiras de rotula-las. Assim, a corregdo se da ao multiplicarmos o nimero de estados

1 . . .
acessivels por ik fator que ficou conhecido como fator de correcao de Gibbs. Desse

modo, teremos:

0 — msz (3.150)

Assim, a entropia do sistema sera escrita como:
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e — e =

S = Nkln (Vui} + Nso - kIn N! (3.151)

Usando a aproximagcio de Stirling (ln N'= NIn N — N}, temos:

S = Nk (Vu%) + Nso - k(NInN - N) (3.152)

= NkIn(Vu?)+ Nsg~ NEInN — kN (3.153)
S = Nk [m (vu%) - lnN] + Nsg— Nk (3.154)
S = Nk [In VA“,} + Nso— Nk (3.155)

Assim, vamos considerar o processo de mistura para dois gases ideais diferentes,
usando agora a equacao (3.155).

1° Momento

Sr=5,+5g (3.156}

Assim teremos,

3
Vauz
IVA

S1 = Nakln ( Na

Vi
) + Nasqg — Nak+ Nghkln ( ke ) + Npgsg — Ngk (3.157)

2° momento

Vamos calcular agora a entropia depois da mistura.

SQ = S,; + SB (3158)

Assim, teremos:

Vi + Vg)u?
) 4+ Nasg — Nak + Ngkln (M
Np

Vi + Vighu?
Sy =Nsln (g%;;)ui

) + Npsp+ Nk

Asstm a varigao de entropia nesses dois momentos sera:




AS=8,-5 (3.159)

Logo teremos:

V V 1 3 s 7\ :i
-&S — _"V-‘,lk ]n M + 1’\1"’,150 _ .]V-/lk + .J.Vﬂk lI] (‘/4 + LH)U
.'\‘A -:VB
Vius Vi
+Npso + Nk — NakIn ( . ) ~ Naso - Nak — Npkln ( . )  Nusg— Nik
iva Ng

AS = Nakln {(v; n VB)u.%] — I Na+ Ngkln [(VA + Vg)u%] — I Np — Nykln (v,.,u%)
+I Ny — Ngkln (VBU%) + In Ng

AS = Nk {m [(v,, n VB)u%] —In (vAu%) } + Nk {hl { o VB)u%} =1n (vBu%)}

Como nao ha variacio de temperatura, a energia interna permanecera constante,

entao,

VitV VitV )
AS = NakIn (‘—;L—”) + Ngkln (%) ) (3.160)
A B

Cormn 1850, mostramos que o resultado para a variagao da entropia, de gases ideais
diferentes, ao introduzirmos o fator de correcao de Gibbs nao se altera em relagio ao
obtido anteriormente, e correspondem com o resultado esperado.

Agora, vamos considerar dois gases idénticos. Ao misturarmos os dois, os mes-
Inos passam a ser caracterizados por (T, Vs + Vg, Na + Np), de modo que a entropia

apls a mistura sera:

(Va+ Vp)us

! — N \T
Sy, = (Ny+ Ng) |:ln No T NVg

} + (Na+ Ng)so — (Na+ Np)k (3.161)

Assim, a variagio da entropia sera dada por:

AS =8-S (3.162)

Assim, vamos obter:




Vi + Vi)u? Vaus
AS = (Ns+ Np) |In M + (NVa+ Ng)sg — (Na+ Nglk — Nakln At
Ni+ Np Na
VA
~Nuso + Nak — Nakln | =% “) -~ Npso + Ngk
B
(Vi + Vghu? Vaui Vgu?
AS = (Ny+ Nk |ln—=——22 | — Nykl A — Ngklr B
(a Nk | s AR TN, sk | =

Mas, vamos levar em consideragio que a pressiao e a temperatura nio mudam
durante o processo de mistura, e no estado inickal estamos em equilibrio térmico e

mecanico, assim, podemos langar mao da relagao,

Va Ve Vi+Vp

A B _ 478 3.163
Assim, teremos:
Viu? Viu? 7l
AS = (Na+ Npdkin 22 — NykIn 22 — Ngkn Vau (3.164)
Ny Ny Na
Vau? Vau? Vyu?
AS = Nakln 2% 4 ok A% - Nakn Y - Ngkin Y27 (3.165)
-NA A A‘A ¥

Assim, obtemos AS = 0 que é o resultado esperado para esse processo. Podemos

concluir entfo que o fator de corre¢iio de Gibbs resolve nosso problema.

3.4 Ensemble Candnico

O ensemble canonico diferentemente do microcandunico, serd usado para descre-
ver sistemas que nao estio isolados, ¢ sim, em contato térmico com um reservatorio.
Esse contato sera dado através de wma parede impermeavel e fixa, de modo que o nuo-
mero de particulas N e o volume V' permanecerao constantes (MACIEL, 2007). Vale
ressaltar que a parede ¢ diatérmica, permitindo assim a troca de calor com o reservato-
rio, entao a temperatura T desses sistema, também sera fixa e igual a do reservatorio.

Vamos considerar entdo um subsistema termodinamico S em contato com um
reservatorio R Figura (3.4). O sistema composto por R + S ¢ isolado do meio, e

tem energia Ey, para esse sistema, valem os postulados fundamentais da mecanica
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estatistica de equilibrio.

Figura 3.4: Subsistema termodinamico S em contato com reservatorio térmico através
de uma parede que permite a troca de calor.

Ao considerarmos o equilibrio, vemos que a probabilidade P; de encontrar o

subsistema S num estado particular microscopico j de energia E; é dado por:

P; = C1Qp(Ep)Qs(Es = E;) (3.166)

Temos Ep como a energia do reservatorio térmico, E; é a energia do subsistema
e Ey = Ep + E; é a energia total do sistema. Estamos admitindo que S esta num

particular estado j de energia Ej, logo, Q(E;) = 1,

P; = C\Qr(Eo — E;) (3.167)

C, é a constante de normalizagio, essa constante pode ser obtida através da

condi¢ao de normalizacao,

. Bi=1 (3.168)
J

Por conveniéncia, vamos trabalhar com o In P;, vamos obter entao:

In Pj = Hhi Clﬂ(Eﬂ e EJ) (3169)
In Pj = InCy)+1n Q(E[} = EJ) (3170)
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Mas, vale ressaltar ainda que a energia ) do subsistema S é muito menor do
i que a energia do reservatorio Eg, ou seja, Fr >> E;. Nesse sentido, a cnergia Ep
pode ser comparada com a cnergia total do sistema, Eg =~ Eq.

Vamos expandir entdao lnQ{ Ey — F;) no ponto £y, de modo ¢ue obtemos:

In Q(E@ — E,) =In Q(E(] - EJ) = In QR(EQ) + 5%— In QR(ER - E(])i' (ER — E(])
R
£y

] )

+‘2‘—an%€ g (ER—E0)2+...

Ly

Vamos considerar a defini¢ao de entropia S = & lu £ que podemos escrever ainda

-

Inf) = L Deveros considerar ainda que In Qp(Ey) = cte = (5. De modo que vamos

obter:
8 ] 1 8
InQ(ER — E == 3.171
BER n ( R 0) E k 8ERS ( )
Mas, temos 9B =g dai, vamos obter:
0 1
—InQ{FEr — - — 172
) E(] In ( R E(}) T (3 { )

E, tcinos ainda,

g 1 9 as
é — B = So—— 3.173
| o M UEr — B) = 15E, (8ER) (3173)
]
i o 1 d 1
MER — = —— | = 3.174
) InQEr — Eo) T OEn (T) (3.174)
i mQER—FEy) = 0 {3.175)
0F;
Assim, vamnos obter:
1
In QR(EO - EJ) = CQ + W(ER - En) (3176)

Da equacio (3.167), temaos:
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InQp(Ey— E;) =P —ImC, (3.1%7)

Assim, obtemos:

1
lll}jj —In Cl — Cg + ﬁ(ER — EQ) (3178)
1
1!).PJ' = 02 +1In Cl % H(ER = En) (3179)

Podemos escrever C' = Cy + In (', pois, todos os termos sao constantes. Apli-

cando a funcao exponencial,

C+5=(Er—Eo)

P, = e kT (3.180)

—(Er—Eb)
p; = €CekT = (3.181)

—(Er—Eu)
_ P = CekT ™ (3.182)

- . 1

Vamos usar as notagoes [ = T e —E; = Ep — Ej, de modo que vamos obter:
P; = Ce™PEi (3.183)

Para determinar o valor de C, & necessario normalizar P;, entao:

> B =1 (3.184)
J
D Ce?B = 1 (3.185)
J
1
e 7
J

Logo,
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o—BF;
P = —— (3.187)
—E;)
E e
k
Com essa expressao, podemos determinar a distribuicao de probabilidade no
ensemble canonico.
O ensemble canénico é composto por um conjunto de microestados j, que por
sua vez estao associados a distribuicao de probabilidades acessiveis a um subsistema
S, que ¢ fornecida pela equagao (3.187), esse subsistema deve encontrar-se em contato

com um reservatorio térmico a temperatura 7'

3.4.1 Conexao com a termodinamica

Inicialmente define-se uma fungao de particao que esta relacionada com a nor-

malizagao de P;, essa funcao vai ser dada por:

Z=Y e (3.188)
k

Podemos perceber que nessa equagao o somatorio esta associado aos microes-
tados, mas, ao atribuirmos uma determinada quantidade de energia, é possivel que
exista varios termos iguais correspondentes aos estados microscopicos num dado es-
tado de energia, sendo assim, podemos reescrever a equagao, de modo que ficaremos

com:

Z =Y QE)e " (3.189)
E

O termo Q(FE) é justamente o nimero de microestados, que vai depender da
energia E do sistema. Vale ressaltar que se a energia E cresce, o nimero de microes-

—-BE

tados ( E) também cresce, ja o termo e”“~ decresce.

Vamos determinar o valor de E onde Z seja maximo, assim poderemos substituir

o termo maximo do somatorio da equagao (3.189) por ele. Para isso, consideremos:

Q(E)e—BE — e(lnﬂ(E)—ﬁE) (3190)
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Vamos considerar ainda,

mQ(E) = %b € JE = %E (3.191)
Assim, vamnos obter:
s £
QF)e " = e(’*—kT) (3.192)
ST-F
UE)eE = (3( KT ) (3.193)
QE)e™E = el AE-STI (3.194)

Assim, podemos substituir o somatorio E Q(E)e 9E pelo sen termo maximo,

E
Z = max {exp[—3(E - TS(E} (3.195)
Z == exp[-Aming(E — TS(E))} (3;196)

Mas, vamos levar em consideragio a energia livre de Helmholtz que é dada por:

F—E-TS (3.197)

Dessa forma obtemos:

Z=¢"F (3.198)
Vamos entao escrever a energia livre de Helmholtz em fungio da fungio de
particao.
WmZ=-3F (3.199)
F= h% Iz (3.200)
/

A energia de Helmholtz por particula ¢ dada por:
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= ——1—1112

3.4.2 Flutuacdes de energia

De acordo com a equagao (3.187), temos:

L
Mas, o valor médio da energia é dado por:
< B >= E Ejpj

3
De modo que obtemos:

<E> = ZE e et

< E>

Mas, vamos considerar a seguinte derivada,

) i 1 )
a;ln (Zj:e BEJ) - ———Zg*‘”‘?) (;e -551)

Jj

. 1 o
—‘111 (Ze BE; ) - Ze_ﬂEj ;—Eje BE;

J
ZE, e PEi
,_111 (Ze‘*‘g:) = - jz:e 5

(3.201)

(3.202)

(3.203)

(3.204)

(3.205)

(3.206)

(3.207)

(3.208)

Dai, podemos alterar a equagao (3.205), de acordo a equagao (3.208), de modo
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que vamos abter:

< E>= ——m (ZPJ" )

Mas. vamos considerar ainda que,

Assim, podemos escrever:

a
B o= —s
< B >= ()31112

Essa expressao nos fornece o valor médio de energia para um sistema.

calcular entao a variancia da energia, considerando a seguinte expressao:

< AE} >=<E}> - < E; >*

Devemos calcular entiao o valor de < Ef >. Temos,

7 . 2
< E} >=) EIP,
j

Mas, sabemos ainda que,

Sendo assim, obtemos:

<Ef>:z

J

e PE;

o—BE;

Z ¢~ BBk
k

E2 —-BE;

Z
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ZZE2 —,6‘E

(3.209)

(3.210)

(3.211)

Vamos

(3.212)

(3.213)

(3.214)

(3.215)

(3.216)
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Yamos considerar ainda,

w _3’.“ a a rJ’.‘

——— -} = — P

P PE (ap‘c )) (3.217)
&F e J

——e M = (—Ee ) (3.218)
a7 a3

—;;e”: = Eje "% (3.219)

Assimn, de acordo com 4 equacio (3.219), a expressio (3.215) pode ser escrita

COmdax

o 1 2
< E} > = “Z““ Z 5}56_’13] (3220)
j B
1 .
<Ej> = 25%2" (ZJ) (3.221)
' J

Logo, usando as expresses (3.222}) e (3.211), podemos escrever a equagiio (3.212)

do seguinte modo:

<AE; > = %% - (%1112)2 (3.223)
<AE2> = %gﬁ - {—;%—gr (3.224)
<AE!> = é—% — % (?)?)2 (3.225)
Vamos considerar entdo:
(;g‘;’) _%g—ig—i%f—; (3.226)
2] - 2
3 - A e

Sendo assim, a expressao (3.227) nos permite escrever a equagdo (3.225), da

seguinte maneira:
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o (102
<AEi> = — (——_) (3.228)

dp\Z dj
; d {OlnZ
<AE?> = — 2
;> 53 ( 97 ) (3.229)
De acordo com a equacao (3.211),
o d
CAE) > = By > (3.230)
: as
. 1
Mas, sabemos ainda que g = T de modo que:
d ad ar
95~ oTos (3.231)
E = _a_ 83 - (3 232
ap — ar \orT S
B 1\'a e
3B (—1——2) a7 (3.233)
- d o O
S e ac R DRY
33 KT 5T (3.234)
Sendo assim, teremos:
2 2 0
< AE; >=kT T < E; > (3.235)

Mas, vamos levar em consideracao a capacidade térmica a volume constante,

que pode ser escrita como:

OFE
C,=— 3.236
ar ( )
Logo, a equagao (3.235) pode ser escrita como:
< AE; >=kT?C, (3.237)

Como estamos lidando com um sistema, e ele ¢ composto por varias particulas,
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€ necessario leva-las em consideracao, entao:

< AE?} >= NkT*C, (3.238)

Vamos determinar agora o desvio padrao relativo, que é dado através das equa-

coes (3.238) e (3.211)

V<AE > /NETROy

= 2
<E;> Nu 35
V< AE? > 1
~ 3.240
< E; > VN ( )

Se considerarmos o limite termodinamico, ou seja, N — oo vemos que as flutu-
agoes de energia em torno do ponto médio sao despreziveis.
e "
Paramagnético ideal de spin 5

Assim como no ensemble microcanonico, no ensemble canonico vamos considerar

" y . 1 . _— ,
N particulas de spin 3 sob a agao de um campo magnético externo H, s6 que agora,
teremos um contato com um reservatorio térmico. O hamiltoniano para esse sistema é

dado por:

N
H=—poH» 9 (3.241)
i=1
Onde ¥; = +1 para j=1,2,3,...,N
A funcao de particdo pode ser escrita como:
Zo= 3 g8 (3.242)

Uma vez que um microestado para esse sistema sera identificado por um con-
junto de valores das variaveis de spin {¢;}. Assim, vamos obter ainda de acordo com

a equagao (3.241), a seguinte expressao:
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N
BuoH Z ¥
€ J=1

{25}

(3.243)

N
H;mHZ 0J'
g = Z e =1

{992, 0n}

(3.244)

Desse modo, vamos obter:

e E Aol Z eBHolldz § Pty Z eOnoHIN (3.245)
va==41

di1=+1 dy=+1 dy==+1
De acordo com a equacao (3.245), se considerarmos uma tinica particula, vamos

obter:

2 = ) Pt (3.246)
v=+1

Z, = eProHO=1) 4 oBuoH(@=-1) (3.247)

Z, = eProll | g=Puoll (3.248)

Zy = 2cosh(BugH) (3.249)

Assim, podemos generalizar a fungao de particao para N particulas, de modo

que obteremos a seguinte equagao:

Z = [2 cosh(BuoH)N (3.250)

Que pode ser escrita ainda de acordo com o valor especificado para /3, assim:

1 N
_ Ly 251
Z [QCOSh (kT,ugH)} (3.251)

Através da funcao de partigao podemos fazer a conexao com a termodinamica,

usando a equacao (3.200),
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Mas, essa equacao fornece a energia de Hehmiholtz por particula, e estamos
tratanto de um sistema com infinitas particulas, sendo assim, temos que reescrever

essa equacao do seguinte modo:

l
= — ki == 3 511, N ! 2 /
f ’Jl_I)lilm N[J’ In 2 cosh(BpoH)] (3.254)

Usando as propriedades da fungao logaritmica, obtemos:

1 -
F = —,\]EPQQWN]H [2 cosh(3ugH)) (3.255)
f = - \hm —ln [2 cosh(BpoH)) (3.256)
JF = —B In 2 cosh( 3o H)) (3.257)
= .25
f kT In [2cosh( T ] (3.258)
Para determinarmos a entropia, vamos levar em consideracao as relacoes de
Maxwell,
s§=— (%) (3.259)
Logo,
af poH N\ | i 1 _ poH 1 poH
a7 = —kn {2cosh (F) + AT——‘”UH 2sinh 7 )\ T &
- . 2cosh | —
af poH\ | [moHKT noH
kit S tanh
5T kIn _2 cosh( T ) g T2 T
af proH | #03 poH
T = —kIn _2cosh( kT )| + T tanh T
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Assim, a entropia do sistema sera dada pela expressio:

s=kln [2 cosh (T;_{)J — “ﬂTH tanh (%) (3.260)

A partir dessa expressao poderemos determinar outras caracteristicas termodi-

. . 1 .
namicas do paramagnético ideal de spin no ensemble candnico.
Sélido de Einstein

Vamos considerar, de modo similar ao ensemble microcanonico, N osciladores
nao interagentes unidimensionais oscilando com a mesma frequéncia w. A diferenca ¢
que agora, no ensenmble candnico, haverd um contato com um reservatorio térmico a
temperatura 7.

A energia para esse sistema sera dado por:

N
E=>{(

i=1

g é)hw (3.261)

E, a funcao de particao sera dado por:

Z =Y P (3.262)
{n;}

Z= Y @& b (3.263)

nyng,... NN

zZ = Y e (3.264)

T1,T2ye0,TEN
- (n1+%) hBw - (-nN—}—%) hjw
= % ¥ ..y e e (3.265)

ny n2 nN

n+:—

1 N
0o — ( 2) hBw
zZ = |[De (3.266)
m=0
Temos entao a funcao de parti¢ao para N osciladores, mas, vamos considerar
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1

{5 oy

oo — hBw

- 2) 5 e 2

a4 eXPressao, £, = E e ( que esta tratando de wn unico oscilador. Pode-se
m=0

perceber ainda que esse termo é nma progressao geométrica (P.G.), e sua forma geral

é:

! I
z 2 3.267)
A w
Logo, a energia livre de Helmholtz por oscilador sera dada por:
f=-1 1 InZ 3.268
= NSLNB " PR
Mas, temos ainda que Z = Z}¥, sendo assim, vamos obter:
f = - lim L In Z}¥ (3.269)
N—x NB X -
; |
f = - ;3‘_‘33;0 EA In Z, (3.270)
1 .
f = -z (3.271)
De acordo com a equagao (3.267), teremos:
L h
——Bhw
1. e 2 .
f= gt (3.272)
1 16fu
f = =2 Ine 27 —In(l — e ?w) (3.273)
f
_ 1 1 1 : —fBhw rd
J = =3 (—Eﬁ?ﬁw) + 3 In (1 -e") (3.274)
1 1 h
f = —z—huH— ETIn|1—e KT (3.275)
Mas, sabemos que a entropia por oscilador é dada por:
af
§= ——— 3.276
s= o (3276)



Assim, vamos obter:

1 1
af e 1 —Tnhe 1
95 _ g . LT - y & . & P
o7 Elmjl-—e kT _i, e kKT szhw (3.277)
l—e¢ kT
af 0 " 1 —%I}m
_— = = = 7@“" —_ P € - &
97 klnfl—e Tﬁw _i,. (3.278)
1—e kT -
Logo, obtemos a entropia:
1 ———hw
——hw 1 ET
s=—kln|l—e KT |+ ~hw = - (3.279)
1_ emﬁhw

Através dessa equacao podemos determinar outras caracteristicas termodinami-

cas do solido de Einstein no ensemble candnico.

3.5 Ensemble das pressoes

No ensemble das pressoes, teremos um subsistema S em contato com um re-
servatorio térmico e de volume ou trabalho R (& temperatura e pressao constantes)
conforme a figura (3.5). O sistema composto formado por R + S estd isolado e tém
energia total Fy e volume total V4.

A parede que separa o subsistema S do reservatorio R é diatérmica e movel,
mas, nao permite a passagem de particulas. Assim, a probabilidade do subsistema S
estd num determinado estado microscopico j, com energia E; e volume Vj, sera dado

por:

Mas, como estamos tratando do subsistema S em um estado microscopico j

particular, entao teremos Qg(E;,V;) = 1. E, devemos levar em consideragao ainda,
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E. Vs

T,P

Egr, V&

Figura 3.5: Subsistema S em contato com reservatorio térmico e de volume.

que By = Ep+ E; > Ep=Ey—EjeVy=Vi+V, = Vi =V - V;. Sendo assim,

varnos obter:

Py = OBy — B3, Vo — V5) (3.281)

Onde €' ¢ uma constante ¢ g é o namero de microestados acessiveis ao reser-
vatorio . como energia F e volume V.
Por conveniencia, vamos trabathar com a fungio logaritmica, de modo que a

eXPpressao acima possa ser escrita do seguinte modo:

InP;=InC +1nQu(k - E;, Vp - V)) (3.282)

Expandindo emn série de Taylor, temos:

In: €
IILPJ:]IIC—!-IIIQR (ag R) [(EO—EJ)-EQ]‘I'
EuVo £/ kv
alllﬂn -

Vo — Vi1l =V e

( (f)V )EU’VU [( 0 .?) ﬂ] +

a]UQH dn QR

=C —FE; -Vi+...

ln}:; o ( Ok >EU'VU( J) " ( oV ?n,Vu( J) ¥
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Perceba que desprezaimos os {ermos quadraticos nessa expansio.
Vamos usar agora a equagdo da entropia do segundo postulado da mecéanica

S
estatistica, S=AImQ = = T assim, vamos obter:

a (8 o (S
= O+ —{ZY(—E)- 2 Y (-v, 28
P = Ct 5z (K)( E)) %E?V(k)( Vi) (3.283)
1S 198
P — . {1 ;
P, = C+gzn(-E)+p5a(-V) (3.284)

Vamos considerar ainda que:

as 1 as r
— == : —_— = 3.285
PE- T ° W T (3.285)
Logo,
1 P 2 e
E;, PV .

- WP = - —L 4 3.287 -
m In P; C T T (3.287)
ﬁ Sabendo que 4 = T vamos obter:

| Py = C — 3E; — 3PV, (3.288)
Aplicando a fun¢iio exponencial, temos:

]7J — (,’Cf’( - fj ['7) BP‘I/J) (3289)

P Ce HE PV (3.290)

Para obtermos 0 valor da constante (', vamos normalizar a probabilidade,

Y p=1 (3.291)

logo,
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S CeMEAPY) = (3.292}
J

1
C = —/———— (3.293)

3 B
J
Encontrado o valor de C, podemos reescrever a cquagao (3.290) da seguinte

MAneira:

e—BUE;+FV))

P = W (3.294)
i

—B(E;+PV;)

Mas, vamos considerar ¥ = E e como a funcao de particao, entdo,

J
podernos escrever ainda a probabilidade do subsisteina S como:
e~ PE;j+FV))

Pj=—vy— (3.205)

3.5.1 Conexao com a termodinamica

Vamos escrever a fun¢io de partigao do enseble das pressoes da seguinte maneira:

Y = ) e fEY) (3.206)

7
Y = ) e fEHAR) (3.297)
j

Usando as propriedades da fungiio exponencial, podemos escrever ainda,

Y =) e e APV (3.298)
b
Dai, vamos fixar o valor do volume V e a soma em j ficard restrita aos micro-

estados com volume V. Usando a propriedade de somatorio, teremos:
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Y=> PV P8 (3.299)
v j

Repare que a funcao de partigao do ensemble canonico é dada por:

Z=Y je (3.300)

Asshin, a equagao (3.299) pode ser escrita da seguinte maneira:

Y = > e?Z(3,V) (3.301)
|4

¥ o= %o WVphA (3.302)
v

Y = ) (APvian (3.303)
v

Onde a funcao de particao candnica, Z, ird depender da temperatura e do
volume. Vamos entao substituir o valor da soma pelo seu termo méximo, isso pode ser
feito porque no limite termodinamico o termo que mais contribui para esta soma € seu

termo maximo, onde a distribuigao estara concentrada. Assim, escrevemos:

B -3 (PV—%an)
Y = e (3.304)

Vv
V a~ e Pminy(PV —kTInZ) (3.305)

Vamos levar em considera¢do a conexao com a termodinamica do ensemble

canoOnico, na qual a energia livre de Helmholtz foi escrita como:

F=-kTlhZ (3.306)

Assim, substituindo na expressio (3.305), teremos:
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Mus, sabemos ainda que a energia livre Helmholtz é dada também pela expres-

5408

F=U-TS (3.308)

De modo que teremos:

PV F=U-TS+PV (3.309)

Essa expressao. fornece o valor da energia livre de Gibbs, G = U + PV - TS,
assimn, teremos:

Y m oWy G (3.310)

Sendo assim, a conexao entre o ensemble das pressdes e a termodinfimica sera

dada pela correspondéncia,

Y — e #¢ (3.311)

Dai, podemos escrever ainda:

Y = —3G (3.312)
G = —%my (3.313)

Mas, a conexao ¢ definida no limite termodindmico, ou seja, em N —» 00, ao

constderar a energia livre de Gibbs por particula, teremos:

1
1 1 -
g = —ﬁl\lrggcﬁlnY (3.3135)
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3.5.2 Flutuagoes de energia e do volume

Vamos calcular os valores médios da energia e do volume no ensemble canénico.

Conideremos a probabilidade P; de encontrarmos o subsistema S num determi-

nado estado microscdpico j:

P 6;3(Ej-é-PVJ-)
J Y

Onde a funcao de particao Y é dada por:

Y =3 B
i

O valor médio da energia ¢ dado por:

ZEjeﬂ(Eﬁ'P‘})
<Ej>=Y EP=-

E —B(EL+PVy)
F _ e

k
ou,
Z Ejeﬁ(Ej+PVJ)
< E;>= - 5

Mas, vamos considerar a derivada de InY em relacao a 3

dlmY 1 B .

Y L s (g, + )
J

olmY 1 PP

N 7 D _(Ej + PV;)e PEIY)

J

Vamos considerar também, a derivada do InY em relacao a P.
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(3.319)

(3.320)

(3.321)
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I
H
1
iH

oy 1 . )
a’; = = eEPI3Y) (3.322)
J
oy . :
(,;) = %Z(—gm)e-ﬂ(%“""ﬂ (3.323)
J
Se mmitiplicarmos esse valor por i vaHios obter:
;
f_;m&);;jy = E% 3 (- 3V)e AEHEY) (3.324)
/7 "
j
Entao, se considerarmos:
dlnyY FPolny 1 BE. +PV. Pl PV,
- a; +_3 ()I)]D = ?Z((EJ b p],j)e—-f(EﬁPh)) { ??Z(*,G%)C—B(E)—FP‘G)
= ' i [ J
8;-;}/ N g@g})}” _ %ZEje—ﬁ(E}jJ—P%) n % z P%emdwﬁpm _ % Z p"/;eﬂ(EJ-i-PV})
' J Fi i
dhY Polny 1
- = = =Y Eje ETRY) - 3.325
g5 5 op Y Z; 5 (3.325)

De acordo com a equagio (3.325), podemos escrever a equagio (3.319) da se-

guinte maneira:

_alny +58111Y
03 8 JP

< E; »>=

J4 o valor médio do volume é dado por:
<V >= E ViF;
J
Assim, teremos:

S Ve B

J

<Vj>= %

Vamos considerar a seguinte derivada:
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10lnY li

“Fap = Tyt (=BY;) (3.329)
! ! J

1dnY 1 A

Sap =yl Ve (3.330)
’ E)

Assim, de acordo com a equagao (3.330) podemaos escrever a equagao (3.328) da

seguinte maneira:

1Y

<Vf>=“§ ap

(3.331)

Dai, vamos determinar o desvio quadratico do volume, para isso, vamos usar a

seguinte expressao:

<(AVP >=< V> - < V;>? (3.332)

Precisamos determinar o valor de < V7 >,

<Vi> = Y VIp (3.333)

b
Z V2 P(Es+PY))
J

2 —
<Vi> = % (3.334)

Vamos considerar entao, a seguinte derivada:

1 InY 1
/ f j
ngya';ljx;}’ _ %Zv}ze-awﬁﬂm (3.336)
i

Assim, de acordo com a equagao (3.336), podemos escrever a equagao (3.334)

da seguinte maneira:

1 13mY
2 _—
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Temos ainda que:

<V >2= (_éa;;y)z (3.338)
Assim, o valor médio do volume sera dado por:
<(AVP> = %%% - (_%8;1}3,)2 (3.339)
< [AV) = = %%a;}—;} - ,ji (a—;})z (3.340)
< (AV)E > = 3% %% - (%%)2] (3.341)
Mas, repare que:
. , . 2
o (1Y 1%y 1 fav’
op (?ED) = Yop v (ﬁ) (3:343)
; 2%, 2
S(m) oy e

Assim, de acordo com a equacio (3.344), podemos escrever (3.341) da seguinte

maneira:
.1 2 (10Y
ou ainda,
. 1 9 [fdnY
2 v 29,
< (AV) >= Ggap( T ) (3.346)

Mas, sabemos ainda que:

Y = -G (3.347)
Assim, teremos:
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—

<avys = Son (A

42 9P aFP
; & (oG

< (AVY¥ > = —=
(&) 3P (ap)

Mas, de acordo com as relagoes de Maxwell, temos:

(oG
Y= (aP)T,N

De modo que podemos escrever:

1 /aV
: TN

Muas, se considerarmos ainda a defini¢io de calor especifico, teremos:

id .
6—]_) - —;\,Tlf

Assim a equacio (3.351) podera ser escrita da seguinte maneira:

<(AV)E> — igov

B

Dai, podemos calcular também o desvio relativo, que sera dado por:

1 ;
J<@avEs  gVhry o
<V> = <V> T JV

(3.348)

(3.349)

(3.350)

(3.351)

(3.352)

(3.353)

(3.354)

Quando estamos lidando comn o Hmite termodinamico V — oo e o desvio relativo

Gas ideal monoatdémico classico

No ensemble candnico a funcao de particao do gas ideal monoatdmico classico

pode ser escrita da seguinte mandeira:
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Z= ﬁzf (3.355)
Onde,
3
2= ()2 3.356)
= 'jh? ( )

Vamos considerar a definigao da funcao de particao do ensemble das pressoes

Y(T,p,N) = Ze‘j”‘ (3.V) (3.357)

Neste caso V terd grandes variacoes de modo que podemos considera-la como
uma fungao continua, assim é necessario escrever uma versao continua da equagao

(3.357) para podermos realizar os calculos da fungao Y. Assim. teremos:

Y(T,p,N) = / dvVe=8") Z(T,V, N) (3.358)
0
3N
1 /2 2
Mas, vamos considerar Z = Ni (%) 2 VN e assim, vamos obter:
3N
1 (2 IO
Y(T,P,N) = / dVe WV — ( ;;1) 2 yn (3.359)
. [omm YN B
ol = e | e e d 3
Y(T,P,N) N ( B ) /D V&% dVv (3.360)
E necessario entio resolvermos a integral:
oC
/ VNel=8V) gy (3.361)
0

Obrserve que essa integral é do tipo:


file:///~~2~

oC d‘n o
f e tdy = (—1r- / 2y (3.362)
0 dam 0

x n_—alr 1 —CXI -

e dz = (-1)° ——e (3.363)

Jo da” ! o

= d" 1
/ e dr = 1)" [-v( - 1)} (3.364)
A a
/ T areorgy = (—1P-T (o) (3.365)
8 da™

Vamos atribuir valores para n de modo que conseguiremos escrever uma equagao
geral para o resultado.

Para n = 1, temos:

l
(—Ui(of‘) =a™? (3.366)
Para n = 2, temos:
(—1)2%((1-‘):1-2-@3 (3.367)
ac=
Para n = 3, temos:
5 d 4
(-1) da3( =1.2.3:a (3.368)
Assim, a equagao geral sera:
‘[. z"e *“*dz = (—1)nla""! (3.369)
0

Para o nosso caso, vamos obter:

3N
YT,pN) = % (gﬁT’“) 2 (~1NY(8p) N (3.370)
3N
YT g N) = (%)T(.prwﬂ) (3.371)
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Por conveniéncia, vamos aplicar a fungao logaritmica, assim, teremos:

] 3N T

‘ (27.':):.) o
: InY =In AR

Usando as propriedades do logantine, temos:
3N
2rm\ 9
InY = In (}Lfg) 2 _ In(3p)n+? (3.373)
3N 27
Y = il Y (il (N + 1) In{3p) (3.374)
2 3h2
3N 2am 1
5 InY = 3 In ( ;;:?) - N (1 + ﬁ) n(Ap) {3.375)
| 1 3 2mm 1 .
! ~ Y = 2] - — : .
i N InY 5 ( e ) (1 + N) n{,3p) {3.376}

Vamos entao fazer a conexao com a termodindmica através da energia livre de

Gibbs por particula, que é dada por:

1, 1 o
9——3}‘}51;0N1n}’ (3.377)
Mas,
fim Y = o (22 in(3p) (3.378)
N N T2\ R P '
Assim, vamos obter:
2 o
g = —13, [g In (%”3) - 1;1(,3y))] (3.379)
3 2rmkT 1
= —=k Tlin | — 2380
g 2kTIn( = )+L n (kTp) (3.380)
ik kit
g = ﬂ§len(2 "ff‘T) — kT (_) (3.331)
2 h? P
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Entao, através da energia livre de Gibbs, podemos calcular a cntropia por par-

ticula de um gas monoatdémico classico, de acordo com as equagdes de Maxwell,

dq :
Sendo,
dg 3 2amkT 3 1 27mk kT 1 k
ﬁ = —§k In ( n2 ) —5;\,—2‘”"”&:,}1 _—h? — |&ln (-;) + AT@;
h? P
dg 3 2amhT 3 kT .
(T—T = —§k‘ In ( X ) - 51‘» —kIn (7) —k (3383}
dyg 3 3 2rmk 2, Lk o .
9T = —EklnT— §kln( 2 ) — 5& klnT Mn; (3.384)
{ 5 2rmk
;—iqn - —EklnT+kh;p—klnk—gkln( h’”") —gk (3.385)
Assim, a entropia seri:
s=gklnT—kln-p+klnk+%kln(zrﬂlk) +gk (3.386)
¥

Através da entropia, poderemos determinar outras grandezas termodinamicas

do gis monoatémico clissico.

3.6 Ensemble grande canonico

No ensemble grande candmnico, teremos também um subsistema S em contato
com umn reservatorio I, porém esse reservatorio ¢ de ealor e de particulas, mantido a
temperatura e potencial quimico constante.

Teremos um sistema composto por R+ 5 isolado, com energia total Ey e nimero
total de particulas Ny, esse sistema esta representado na figura (3.6).

A parede que separa R ¢ S é diatérmica e permedvel, on seja, permite a passagem
de particulas, porém é fixa, nao permitindo a variagao do volumne.

A probabilidade de encontrarmos o subsistema S num determinado estados

microscopico 7, com energia E; e nimero de particulas N; serd escrito de acordo com
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Ei Ny

Er, Nr

Figura 3.6: Subsistema S em contato com um reservatorio R de calor e de particulas.

o postulado fundamental da mecancia estatistica.

}Dj = CQR(ER, JVR)Q_C;(EJ, JV_‘,') (3387)

Perceba que estamos tratando so subsistema S em um estado microscopico j

particular, isso significa dizer que Qg(F;, N;) = 1. Vale ressaltar ainda que E, =
Ep+ E; = Egr = Ey — Ej e Ny = Ng+ N; = Np = Ny — N;, de modo que vamos

obter:

P_j = CQR(E{) - EJ, A{T() — ‘Vj) (3388)

Onde C' & uma constante e Qp ¢ o nimero de microestados acessiveis ao re-
servatorio R com energia Ep e nimero de particulas Np. Por convenciéncia, vamos

trabalthos com In F;
InP; = InCQgr(Ey — Ej, No — N;) (3.389)

InP; = InC+InQr(Ey — Ej, Ng — Nj) (3.390)

Expandindo em série de Taylor, teremos:
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Inp; =mC+nQp

dln Qg
+ ( 5E )EU‘NO [(Bo — E;} — Eo}

Ep, Ny

Qg
No— N,) — No] + ...
TN -y - N+

&n QR) dnQp
. (~E;) + ( ¢ ) (~N)+...
( aE Eo,No ’ 81\‘ Fo.No !

Usando a equagao da entropis na mecanica estatistica, teremos:

Inp;=InC +Inflg

Ep,No

S = kln®Q (3.391)
S
Inf? = T (3.392)
Asshn, terermos entao:
108 108
Vamos considerar as seguintes equagoes de estado da entropia,
oS it as 1
N~ T ° T (3:384)
Sendo assim, a equagio (3.393), pode ser escrita da seguinte inaneira:
11 1 n
Py =G+ 2=(=E) + (—?) (—N;) (3.305)
Aphicando a fungao exponencial, teremos:
P; = Cel=9Ei+8u) (3.396)

Para obter o valor da constante €, devemnos normalizar essa probabilidade,
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Yop=1 (3.397)

?
S Cel- ) | (3.398)
-
C= ! 3.399
J

Logo, a equagdo (3.396) podera ser escrita da seguinte maneira:

(= BE+BuN;)

P = 3.400
J Z o\~ BE;+3uN;) ( )
J
Drai, obtemoes também o valor da grande fungao de partigao,
Z= elPETARN) (3.401)
i
E, a probabilidade pode ainda ser escrita como:
e(_ﬁEj+!3“Nj}
Pyj=—F5— (3.402)
3.6.1 Conexao com a termodinamica
Podemos escrever a grande fun¢io de parti¢io na forma,
E o= ) elTAEeeN) (3.403)
7
E o= ) =e PP (3-404)

n
Il

J
) D NN e (3.405)
N J

Mas, vamos considerar a fun¢io de partigdo do ensemble canénico, Z = ZJ_ o BF;

de modo que a cquagio (3.403) possa se escrita da seguinte maneira:

)




[t

{

D ey (3.406)
N

= o= ) el (3.407)
N

Z o= ) el (3.408)
N

Pary fazer a conexio com a termodiniamica, vamos substituir @ soma presente
nessa equacdo pelo seu termo maximo. Mag, para maxinizar essa s0ma € necessario

minimizar os termos 3pN + In Z em relagio a N, asshin, teremos:

_ e[min ~ (BN +1n Z)}

m

(3.409)

Mas, sabemos ainda que a energia livre de Helmholtz pode ser escrita como:

F= —% mZ=mh7=-3F (3.410)

Assim, a equacgio (3.409) pode ser escrita como:

[Irj}\i}n (BuN — JF)]

[
22

e (3.411)

[—_{3 m\i}n (F — Ju,N)}

(1l
Pl

e (3.412)

Usando a transformacgio de Legendre, teremos a seguinte correspondéncia:

= e P (3.413)

Onde & é o grande potencial termodindmico, essa fungio nos permite escrever:

Jgd BCD) (0‘1’)
s= (9 (2%} N (2 3.414
( JF) Vi g ( ()V T 1 C)‘u v ( )

E, através da equagao (3.413), podemos escrever:
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InZ — -4d (3.415)

1
InZ - --In= (3.416)

-
Mas, a conexfo com a termodinimica é feita no lmite termodinamico, que para
esse caso, corresponde ao limite V' o— oo, onde a temperatura ¢ o potencial quirmico

permanecem fixos. Vamos escrever entao, o grande potencial por volume ()

No limite termodinimico,
: 1 .. 1. _ ,
¢ = =3 Vlgrolov In= (3.418)

Considerando as relacdes de Euler na termodinamica, temos que o grande po-

tencial termodinamico pode ser eserito como: _

O = —pV (3.419)

Euntio o grande potencial por volume vai corresponder ao valor negativo da

pressao.

p=—==—p (3.420)

3.6.2 Flutuagoes de energia e do miimero de particulas

Vamos considerar a probabilidade de encontrarmos um sistema num determi-

nado estado microscopico 7, no ensemble grande canénico,

e 8(Ej—uN;)
pj S (3.4‘21)

Mas, sabemos ainda gue o valor médio da encrgia é dado por:
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< Ej > = E EJP:,
J
o—B(E;—nN;)

<Ej> = ZEJT

)
1 S
< Ej > = EZEJE_#(EJ_HNJ)
J

A funcao de partigao para a ensemble grande canonico é:

== z e(—BE;—BuN;)
J

Assim, podemos dizer que:

_OmE  OmEOE=
ap a= af
= 1
DnE - LS E )
' T
_8]81;; _ é Z(EJ' — uN;)el-BE=5uN;)

J

2

din= dIn=0=

e 9= au
alnE 1 _ 4 BuN:) 7 .
o _ = Z e(~BE;+5) N,)(JNj)
J
dln= 1 —BE:+BuN:
8# = § Z.leje( BE;+8u _i')
J
Se multiplicarmos a equagao (3.431) por %, teremos:

poln=z 1 (—BE;+BuN;)
& == ¥ pNje = 4

Ao somar as equagoes (3.428) e (3.432), teremos:
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(3.423)

(3.424)

(3.425)

(3.426)

(3.427)

(3.428)

(3.429)

(3.430)

(3.431)

(3.432)



dn= pdlh= 1 . ) 1 "
. 7 — A N Ye(—BE—BuNyy . 1 _(~BE;+BuN;
ap ¥ A ap Z E(E’ puN;)e™ "R 4 EZ”NJE A
j
dmn=Z pdl= 1 . :
— = = E.e(—BEj+8uN;) 13
8 '3 o E%: i€ (3.433)

Baseados na equagao (3.433), podemos escrever a equacao (3.424) da seguinte

maneira:
dm= pudlm=

< B >= - = .43
y 97 + 3 on (3.434)

Do mesmo modo, o valor médio do niamero de particulas sera dado por:

< N; >=) " N;F, (3.435)

2

Assim, teremos:

Z ije—ﬁ(EJ —pN;)
J

< N; >= n (3.436)
Vamos considerar,
dlmnz 1 B(E:—uN;
aI; == D _ BN PE) (3.437)
Jj
v . 1
Se multiplicarmos a derivada por 7 teremos:
1dlm= 1
Fg =50 N (3.438)
; e

De acordo com essa equagao, podemos escrever a expressao (3.436) da seguinte

maneira:
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_ 14In=

< N; »>=—
’ B du

(3.439)

Podemos expressar esses valores de outra maneira, usando a definicio de fuga-

cidade?

2= eH (3.440)
Logo, teremos:

o= Yy el AN (3.441)
J

= = Y e B () (3.442)
)

E o= Y Ml (3.443)
J

Mas, sabemos ainda que a funcio de particdo no enseimnble candnico & 2 =

2o e PEi assim, teremos:

==Y 2Nz (3.444)
i

Assim, o valor médio da energia pode ser escrito como:

Z;’ Eje(_ﬁEj""ﬁ#Nj)

<E; > = = (3.445)
E.e—fEs (et

<Ej> = 2;E = () (3.446)
e BE N

<E > = 2 Al (3.447)

—

Mas,

"Fugacidade: & uma fung¢io termodinamica que pode ser usada no lugar da pressiao em reagoes que
envolvam gases reais.
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= Zj Eje_ﬂEijj

a3 = (3.448)
Logo, o valor médio da energia usando a definicao de fugacidade é:
Olnz=
< Ej »=— 3.4
y 3 (3.449)

J& o valor médio do nimero de particulas usando a definigdo de fugacidade,

8eTA!

ZJ %8(“ﬁEj+B“Nj)

<N;> = = (3.450)
Ne 8Ej (efin Ny
<Nj> = 25Ny - (™) (3.451)
N BB N
<N;> = 2, = (3.452)
Mas, -
8] E -IV-'Z(‘\FJ_I)E_'{”':‘T. '
C;; YL _ (3.453)
Mas, se muHiplicarimos essa derivada por z, teremos:
dIn= NjemPFs 2N
2 (_’)nz _ 2l _ (3.454)
De modo que podemos escrever a equagao (3.452) como:
dlnz
< le >= ZT (345:))

Podemos ainda fazer a conexao entre os valores meédios da energia e do numero
de particulas com grandezas termodinamicas, para isso, vamos usar inicialmente o
grande potencial termodinamico, com o qual fazemos a conexao entre a termodinamica

e o ensemble grande canonico.
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(1]

In=Z=-53¢

Sendo asshm, a equacao (3.434), sera escrita como:

A=58) | p (=)

<EE ST TS
§5P)  pd3P)
< k> g3 B du

Mas, temos ainda as relagoes,

@), o )
M)y ar Vi

Vamos considerar:

9(3®) 9y, 0P

o8 ~ a3 a3 -
N pP) od IT
a7 " Parap
e
1 1
ﬁ’ P — = ——
KT T kB
Asgsim,
272
g_u__l___‘l‘T = =T
a3 k32 k
Logo, vamos obter:
a9 0P
> = 3—(—kT?) — =p—
< By % <I>+,38T( ) i
1
<Ej> = &+ k_TSsz + uN

<E> = ®+ST+uN

(3.456)

(3.457)

(3.458)

(3.459)

(3.460)

(3.461)

(3.462)

(3.463)

(3.464)

(3.465)

(3.466)
(3.467)

5 OTECA
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Mas, sabemos gue o grande potencial termodinamico € escrito como:

b=U-TS—-uN (3.468Y

Logo,
<E;j> = U-TS-uN+5T+uN (3.469)
<E;»> = U (3.470y

Quando ao valor médio do nimero de particulas, ao considerarmos a equagao

(3.439), temos:

18(-39)

N> = 2777 3.471
=Nz A i ( )
i 9P -
<N o= - (3.472)
<N;j> = —(-N) (3.473)
<N;j> = N (3.474)

Esses resultados nos mostram que os valores médios < E; > e < N; > sao cor-
respondentes aos valores termodinamicos da energia interna U e do namero de particula
N, respectivamente.

Vamos determinar agora o desvio quadratico médio do namero de particulas,

que nesse caso serd dado par:

< (AN >=< Ni®> - < Nj*> (3.475)

Entio, vamos obter o valor de < sz >,

Zj N, e~ A(E;—uN;)

< NP2 »= (3.476)

—

Mas, vamos considerar a derivada:
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—

Pl > BN P (3.477)
F
i = DN (3.478)
J
Se multiplicarmos a segunda derivada por =3 teremos:
=)
Z JMJ‘QE(_'ﬂh‘j +ﬂ;tN_,')
1125 _
=2 (3.479)

=R

—

De acordo com essa expressao, podemos escrever a equagio (3.476} da segninte

Mancira;

2 _
< N >=

Temos ainda de acordo com a equagio (3.439) que:

2
<Nj

Logo, o desvio quadratico do namero de particulas sera:

< (AN)? >
< (AN >
< (AN) >

Perceba ainda que,

o Pl
—

&

TN

[1]] =
TR

01l =
Qo
(¥]
S’

1 1=
= 3.180
=32 (3-480)
b /om=EN?
= — | — 3.481
»52( Iy ) (3.481)
1182 1 (0mE\’
= 3.482
=32 our 32 ( du ) ( )
1 |18 fomz\?
Ll e 3483
3? |:E Oy ( It ) :l ( )
1 [16%= 1 fa=\*
— | =__ == 3.484
32 [E 2 =2 (E);L) } (3-484)
L 929 1 o=
= = 3.485
Z2opou = (3.485)
1P 1 f2\°
= —— | = 34
=gt =* (311) (3.486)



http://J_5E.dE

1!‘

Assim, teremos:

1 a flo=
<{ANYE> = —— (2=
(AN) 3% (E(),u)
1 J fOIn=
ANR > — ==
< (AN) > .32@(0,1)
Mas,
19In= dn= dn =
< N; »= — = =J<N;>=>—— =N
;7 8 du ap R R e !
Logo,
1 0
< (AN > = ——3N
@BNP> = Zo
19N
AN? > = =

Vamos usar a relagao de Gibbs-Duhemn, consideremos que:

S 14
dp = AﬁdT + ﬁdp

Logo,

2, 5@, o @@
ONJry NAON )y OV /)y N\ /)y

Das, relacoes de Maxwell, temos:

_(@ _ L)’_*)
N )y \OV )1y

Assim, ubtemos:

oy _ V(o g_(K 2 d_z)
ONJry N\ /)r, AN/ \V /)y

Podemos escrever ainda comao:
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(3.489)

(3.490)

(3.491)

(3.492)

(3.493)

(3.494)

(3.495)



i [ K i _l (3 496)
aN TV N (O_V) )
Ip T.N

d
Mas, como ( ) = — K7V, obtemos:
T.N

ap
p vy® 1
()., = () mr (3497
I V Y
(aN)T.v KN o

Ou, podemos escrever ainda;

oy _ Kol (3.499)
e J oy 1% '

Dai. escrevemos o desvio gquadratico médio do mimero de particulas como:

< (AN)? >= %I‘;‘V (3.500)
O qgue nos mostra que o desvio quadratico & positivo.
Ja o desvio relativo é dado por:
KTN?Kr
‘/w VvV (3.501)
< N; > N
Mas, % & o0 volume por particula, v, logo:
VE@NE> VT ) (3.502)

< Nj > N TN

No limite termodindimico N — oo e o desvio relativo — 0.
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Gas ideal monoatdédmico classico

Através do ensemble grande candnico vamos calcular a entropia do gas ideal

classico. Consideremos a grande fungao de particao.

(1]

=% 2z (3.503)
J

Mas, sabemnos gue a funcao canonica do gas classico é:

3N
1 (2am\ 2 _.n o

Assim, a grande funcao de parti¢ao pode ser escrita como:

3N
1 /2am\ 2 .
= __ oA R e < N “n=
g = Zb N (,-’th) V (3.505)
j
_ _3 N
_ 1 2mm\ 2 .
==Y z(_ﬁh?) v (3.506)
i

‘amos considerar a fun¢ao exponencial em série de Taylor:

P = 2" 3.507
|

3
_ 2rm\ 2 ”
o = exp (W) (3 308)
Assim,
3
_ 27m\ 2
hE=2z (W) 1% (3.509)



Através dessa equagio, vamos calcular o grande potencial termodinamico.

= —=In= (3.510)
) L (2m %V 3.511
- -5 (i) .
armkT ?
o = —kT:( T;’ff ) v (3.512)
[

E 3 NG

d — —kTz(kT)2 ( Z;”) 1% (3.513)

Vamos levar em consideracio agora a definigio de fugacidade =z = e, logo,

vamos obter:

3
5 ow 2mm\?2 -
d = (kt)?e*T( hz) Vv (3.514)
9 %
b = —(“;r,',n) V(kt)ierr - (3.515)
X

Dai, podemos calcular a entropia através do grande potencial termodinamico,

usando a relagao:

5= (g_;’l)v'u (3.516)

Entao:
% - - (zzm)ﬁ % {g(kT)%e(fT)k+ (kT)? (—%) eFT} (3.517)
% - - (2:;”’);1/{;(133“)%196(%) — (kT)3kT ’Y‘,?eﬁ} (3.518)
g_,? = - (2;”)5 V {g(kT)%ke(Tc"T) - (kT)%%ex%} (3.519)
g_‘; - - (2;;”)5 Vv {(kT)% (%k - %) eL} (3.520)
% — oy B}, - ;{} (i;”)gm(kfr)% (3.521)




Assim, a entropia sera:

a | f2rm - 2
S=V [5 - T] ( 3 ) e¥r (kT3 (3.522)

rw

Através da entropia, podemnos determinar outras grandezas termodinamicas do

Gas monoatomico classico.
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Capitulo 4

Entropia do ponto de vista de Teoria
da Informacao

Os primeiros prentncios para o surgimento da teoria da informacao se deram
bem antes dos estudos para o desenvolvimento da teoria atual. No ano de 1835 foi
desenvolvido por Samuel Morse!, um sistema que apresenta letras e niimeros através
de mm sinal que precisa ser codificado e enviado descontinuadamente de modo que a
informacao seja compreendida (ABRANTES, 2003). Durante a segunda grande guerra
o codigo morse foi de grande importancia, era um dos meios de comunicacao usados
pelos paises em conflito. Durante esse periodo, todos os métodos de enviou de infor-
magoes envolviam grande interesse politico, foram realizados grandes investimentos na
criptoanalise, varios cientistas se empenhavam para decodificar mensagens enviadas
pelos paises inimigos, e estudavam maneira de codificar informacoes de modo que as
mesmas nao fossem decifradas. Nessa época ja se falava em teoria da informagao, uma
vez que Clande Shannon teve participagao nesses estudos. Mas, foi somente no ano de
1948 que o mesmo desenvolveu as bases da teoria da informacao como é apresentada
atualmente.

No pos guerra a teoria da informac¢ao ganhou for¢a devido ao grande desenvol-
vimento por parte das telecomunicagoes, mas, eram necessario melhoramentos. Para
isso, teria que ser desenvolvida uma teoria capaz de prever a capacidade dos canais de
transmissao, ou seja, deveria apresentar solugoes para a compressao, a transmissao e
armazenamento de dados (LIMA et al., 2014). Entao Shannon apresentou um artigo
intitulado "The Mathematical theory of communication", que foi considerado a base

do desenvolvimento da teoria da informacao. Nesse artigo é apresentado um conceito

'Samuel Fintey Breese Morse (1791 - 1872), foi um fisico e inventor estadunidense de grande
importancia para as telecomunicacoes por ter desenvolvido o codigo morse e o telégrafo com fios.
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central chamado "entropia de uma fonte de informagao". Shannon guantificou o con-
tendo informativo como a variagio da falta de informacio, o que posteriormente ele
viria a denominar como incerteza, entre wma situacao inicial, que seria o momento
anterior ao recebimento da mensagem, e a situacao final, que seria 0 momento poste-
rior ao recebimento. Agora o problema era estabelecer uma relagao entre informacao
e incerteza.

A entropia da informacao surge como uma grandeza que torna essa relagiao pos-
sivel, uma vez que é apresentada como a medida da incerteza de uma variavel aleatoria,
ou melhor, a entropia de Shannon verifica a incerteza associada a uma distribuigao de
probabilidades. Através dela podemos resolver problemas como o de medir o conteado
enviado por uma fonte discreta sem memoria, isso € possivel porque esse problema vai
depender da probabilidade de ocorréncia dos simbolos gerados pela fonte. E simples
perceber que quanto maior for a incerteza associada a essa fonte, maior serd a quanti-
dade de informacao transmitida ao receptor (FIGUEIREDO, 2007). Assim, podemos
verificar a informacao enviada através de uma medida da incerteza, ou seja, através da
entropia de Shannon.

A teoria da informacao surge como um campo de estudos da medida da infor-
macao e suas propriedades, trata de trés conceitos basicos, a medida de informagcao, a
capacidade de um canal transmitir informagao e codificagao das informagoes a serem
enviadas. Suas aplica¢oes estao geralmente associadas ao campo das telecomunicagoes,
além disso, fornece base teorica para a observagio, compressiao e armazenamento de
dados.

Apesar das varias aplica¢oes nas telecomunicagoes e tranferéncias de dados,
neste capitulo, vamos nos deter a estudar a entropia de Shannon e mostrar que é
possivel deduzir os ensembles vistos na mecanica estatistica através dela. De modo
genérico, vamos mostrar uma relacao entre teoria da informagao e mecanica estatistica

através dessa grandeza.

4.1 Entropia e informacao

Vamos considerar inicialmente uma fonte discreta sem memoria que gera sim-

bolos de um alfabeto A na forma:
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A={mi=12.. M (4.1)

Vamos considerar ainda uma sequéncia longa de K simbolos desse alfabeto. Mas,
como poderemos avaliar o contetido gerado pela fonte? Uma maneira de fazer isso, é
determinar o niimero total de informacoes que a fonte dispoe, ou seja, a quantidade de
sequéncias com comprimento K que a fonte pode gerar. A informagao fornecida por ela
depende da quantidade de mensagens dadas pela mesma, se o nimero de mensagens
cresce, haverda também crescimento na informacao propria.

Dai, vamos considerar o nimero de mensagens () de comprimento K, sendo
que Ky, Ko, ..., Ky, que estao relacionados com os simbolos my, ma, ... mys, devem

também serem incluidos, assim, o nimero de mensagens (2, que sera dado por:

K!
N=—" 4.2
KK K yy! ( )

Mas, perceba ainda que,

M
K=Y K (4.3)
1=1
Vamos supor ainda que o valor de K é tao grande, que qualquer K; também
sera elevado. Assim, podemos usar a aproximagao de Stirling,
1
n! =n"e"(27n)2 (4.4)

Desse modo, vamos obter:

3=

—~
e
<t

e

K! = K¥eX(27K)

(10

=
Nl

——
b
[=}]

R

K! = K¥eK(27):

Bl
—
e
-]
—

K! = KX+ie K(2r)

Assim, a equagao (4.2) ficara:
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O~ K¥+3¢K(2r)3

~ — T - (gt
KT ot K ek o)

(4.8)

Podemos escrever os termos da diviser como produtorios:

A A

Kb Kot oKusd g L 8T KD T K

K3 Kyomys | kIR (20)s — (20)F | I I (4.9)
i=1 i=1

De modo que a equagio (4.8) serd escrita como:

KKK (2}
Q ~ . (W); (4.10)

A
-1 -
@n)¥ [T a5 2 e ™
i=1 i=t1

Mas, vamos considerar,

Heik" =e =1 =gk (4.11}

1
I\’i =z f(! + 5 (412)
¢, temos ainda:
Af
K, M
KX =K1 =[[K" (4.13)
i1

Assim, vamos obter:
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Q

&

Dai, aplicando a funcao logaritmica em amobos os lados, obtemos:

log ) =~ 1

e ()

Usando as propriedades do lagaritmo, temos:

log © = log 27r)

Vamos considerar ainda,

M
log H (
i=1

de modo que vamos obter:

+logH (K )R

K; M K.
i K T
IK; —1 Ki
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(4.14)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)



logQ ~ log(2 )_*w"”+il K\" 4.2

O ~ s 2 ==

g og(2m 2 n K (4.21)

oy o K

logQ =~ log(27)~ 7 K (== 1.

og og(2m) + ; (iln (Ki) (4.22)
1 S (K

logQ) ~ —§(Mﬁl)log(Qir)—;Rh;ln(R—i) (4.23)
1 M r K

loe ) ~ —— = 7)) — K =M 4.2

og § 5(M —1)log(2m) — K ; 5 m( m) (4.24)

Mas, vamos levar em consideracao que a probabilidade de ocorréncia do simbolo

my € o nmero F;, sendo assim, quando K for muito grande, ou seja, K — oo, a razao

Ki vai convergir para Pi, de modo que vamos obter:
K (5]

M
1
log? ~ —(M —1)log(2r) — K > PP (4.25)

i=1
Estamos tratando K com um valor muito elevado, esse fato, nos leva a concluir

que o segundo termo da expressao acima é predominante, assim, teremos:

M
logQ~ -K>» PInP, (4.26)

i=1

A fungao logaritmica apresenta a seguinte propriedade,

log b

log a

log, b=

(4.27)
Levando-a em consideracao, podemos escrever a equagao (4.26) da seguinte ma-

neira:

M

mQ~-K>» PP (4.28)
i=1

Sabemos que a entropia segundo a mecanica estatistica é dada pela expressao,

S=klnQ) (4.29)
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podemos escrever essa equaciao comao:

S
Q= (4.30)

De modo que a equacio (4.28) ficara,

S M
K - .
-~ K E;P,-IHPT- (4.31)

Mas, Sk é a entropia para uma sequéncia de K simbolos de um alfabeto, mas,

vamos considerar a entropia por simbolo, que sera:

Sk
S==% (4.32)
Assim, a equagao (4.31) pode ser reescrita,
M
Sk ~ —-Kk) PP, (4.33)
i=1
g M
K = 3 : :
il ;RIHR (4.34)
M
S ~ —k) PInP (4.35)
i=1

Essa € a expressdo de Shannon para a entropia(JAYNES, 1957).
Sabendo dessa defini¢cio, vamos mostrar que é possivel obter esse mesmo resul-

tado para a entropia, partindo das definigao dos ensembles.

Ensemble Canénico

De inicio, vamos escrever a energia livre de Helmholtz da seguinte maneira:

1
F=—-—hZ 4.36
Sin (4.30)

Mas, sendo Z = 3~ e %E; | obtemos:
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1 A
F= —f—j]lize 8E; (4.37)

J

Vamos considerar ainda a entropia, que sera dada por:

OF
5= ~ar (4.38)
Mas, temos:
3] g o3
% = (_)73'3_; (4.39}
or a9 9T \ kT (4.40)
ad & 1
or = 5 ] e
¢
i —k32-§§ (4.42)
Assim, vamos obter:
ar
S = kﬁzf)—;’-f (1.43)
2 (1 -8E 1 1 —4E .
S = Im,[j 3—211'126 4 —szf ’ J(—EJ') (444)
' J : i J
' _4E, ks -aE 5
S = }LIHZE J +WZEJ€ 7 (‘—1.4{))
J i J
Podemos escrever ainda em termos de Z.
1
§=kinZ+ki > Ejef5 (4.46)
J

Mas, a distribuicdo de probabilidade no ensemble candnico & dada pela equacio:

Py = — (4.47)
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Podemos reescrever essa equagao da seguinte maneira:

! ZP = e3P (4.48)
: m(ZP;) = me 5 (4.49}
—J3E;, = W(ZP) (4.50}

Podemos entdo escrever a (1146} como:

S = kInZ itk XJ: JE "—;E' (1.51)
S = kInZ+k) 3EP (4.52)
b

Sendo assim, de acordo com (4.50), obtemos:
S = knZ+kY (-In(ZP)F) (-1.53)
) S = klnZ - ATZI:PJ In{Z P;) {4.54)
S = klnZ- ki Pi(lnZ +1npj) (1.53)
S = kan—kiﬂan—kZﬂlnPj (4.56)
§ = kankhjZZijkinlnPJ (4.57)
S = kan—k]nZ:kZﬂlrjﬂ (4.58)
S = kY Php J (4.59)

¥]

Assim, chegamos ao resultado esperado, a equagiao de Shannon para a Entropia.

Ensemble das pressoes
Vamos considerar a probabilidade no ensemble candnico,

o~ B +pV;)

P =
J Y

(4.60)
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S — 3 FE;+pV;
onde ¥ = Zje £5+pV5)

Vamos reescrever a expressao (4.60),

e AlB+pV) PY (4.61)

Aplicando a fungao lagaritmica,

—-3(E; +pV;) =In PY (1.62)

Mas, para fazermos a conexao com a termodindmica no ensemble das pressfes,

vamos usar a energia livre de Gibbs, que sera escrita como:

G = —% InY (4.63)

Levando em consideracao o valor da funcdo de particao Y, podemos ainda es-
G & .

Crever essa equa(;{m COmo:

G- _:1; I |37 e (4.64)

b
Podemos entaoe, relacionar a energia livre de Gibbs com a entropia através da

relagao,

Mas,




i
|
!
i
|
-
:

oG oG ad
o7 T U3ar (4.66)
06 106
Oor kT2 08 (4.67)
OG- 1 [ —3(E;+pvy) _ L BB +pV;)
ar T RT? H—ZIHZE 32 e-ﬂ(EﬂP‘ JZ PO (E + V)
ac 1] 1 HE 1 Z (E, +pV, )L—-H[L +pV))
- — = )—‘(E,‘+plj) )
5T e |7 lch WA (4.68)
L J
Yamos considerar a relagio (4.62), de modo que a expressio ficara;
I- Z l, ]U(I)j}/)elnf’)l’
oG 1 n(Pyy L ’
ﬁ- = _ﬁ 71112 % (—169)
[ Zln(PjY)PjY
oG 1 j -
5~ T ManPY - (4.70)
[ YR2T2 > Pi(Iln P+ InY)
oG L P J -
T - i E°T lngpj}’ - % (4.71)
06 _ 1 |y W Py - kT2 Z PP - kTS Py | (472)
or ~ T KT? — ~ 13 N
% ke ZP +AZPI11P +kinY > P (4.73)
or r
ggf = AZP in P, (4.74)

Assim, da equacio (4.65), teremos:

S=—-k> PP (4.75)

Assim, mostramos que a entropia no ensemble das pressoes pode ser dada através

da expressao obtida pela teoria da informagao, a entropia de Shannon.




Ensemble grande canénico

Vamos considerar a probabilidade no ensemble grande canonico,

ev,’i(Ej—_u.\'i,]
=" (4.76)

—_—
—

Onde,

B g AEul) (4.77)
J

Vamos reescrever a equagao (4.76) como:

EP; = e (Eitnl;) (4.78)

Aplicando a funcao logaritmica,

—B(E; + pN;} = In=P; (4.79)

No ensemble grande canoénico, a conexao com a termodinamica é feita através

do grande potencial termodinamico,

Dai, teremos:

J
A entropia é especificada através do grande potencial termodinamico, para isso,

é usada a relacao,

.. (4.82)
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9o B3
5= sl (4.83)
61 9
ar = o3 (431)
Jé 1 11— g ey 1 1 CwE e |
ﬁ = —m J_J In Z e B{Ej—nuN;) _ 3-————2‘6‘3(‘%_#}%) Ze 3L ’A\J)[—,j(Ej - ,UJ’VJ)I
3 J J J
3¢ 1 F 1 B . 1 _mfﬂ E. ,uj\-'. e—ﬁﬁEj*IlNJ)
ﬁ = km ”}—2}1126 8(E; pNG) _32“’ { J = '}) (4-85)
j g -

Mas, de acordo com a equagdo (4.79) podemos escrever:

1 -
2 e |2y In(ER)e
a = .—anZe]"(EPj) — = (4.86)

o
)

(4.87)

SES
il
|
o~
-
[+
|
™
[1]
|
|
el
1]

Y Pi(nZ+Inp)

J 9 —_ =22 J
% = s |FTWY R T (4.88)
J
& 1 -,2. 2 - 272 = _ 272 :
7 = e (KT ER R BIE-RTY PInF| (1.89)
I i i J
(4.90)
B(b . v:: .. = - 3 -
7 gklnb_ﬂ+A-ZR,-1n~+kZF}hlPJ (4.91)
J i J
3¢
o = “KMEY P HkWME) P4k) PinP (4.92)
J i Jj
?
a’?“ = k> PP (4.93)
J

Diante desse resuttado, podemos escrever a expressio para a entropia,




S=-k> PP (4.94)
J

Assim, mostramos que no ensemble grande canénico, a entropia também pode

ser dada através da expressaqo obtida na teoria da informacao, a entropia da Shannon.

4.2 Deducao alternativa dos ensemble através da en-
tropia de Shannon

Utilizando a entropia de Shannon, vamos fazer a dedugao de cada um dos en-
sembles, mostrando que as expressoes para a probabilidade serda a mesma que foi de-

terminada na mecanica estatistica.

4.2.1 Ensemble Microcandnico

Vamos considerar inicialmente a expressao obtida por Shannon para a entropia,

S=-kY PInP, (4.95)

Mas, sabemos que no enembles microcanénico as grandezas U, V, N sao dadas.
Dai, pretendemos encontrar o valor da probabilidade P, que maximiza a entropia, que

por sua vez apresenta uma unica restri¢ao,

» F=1 (4.96)

Assim, usando a definicao de multiplicador de Lagrange, obtemos a seguinte

fungao lagrangeana,

f({R}=A)=kaHlnR—A(ZE*1) (4.97)

A solugao da langrangeana sera dada por:
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af 1
— = _ PP ) —\= 4 O\
of
a—}_‘?j = —kln_[Dj—k—,\_O (499)
Assin, vamos obter a egquagio:
—kInP—k-X = 0 (1.100)
-klnP; = k+A (1.101}
—(k+ X
mpP, = JLL) (4.102)
Aplicando a funcio exponencial, temos:
P=e Kk (1.103)

Vamnos entdo, levar em consideragao a restricao > ; P = 1. de modo que vamos

obter:

—(k+ \)
Ze Eo=1 (4.104)

3

Mas, pereceba que 0 termo é constante, assimn podetnos escrever:

o o=1 (4.105)

J
CY 1 =1 (4.106)
J
cR =1 (4.107)
1
= — 4.1
C a (4.108)

Mas, percebam ainda que ' = P, de modo que poderemos escrever a probabi-

lidade para o ensemble microcanénico da seguinte maneira,
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i p.zl

= (4.100)

T

Percebamn que a equacao é idéntica a expressiao da probabilidade obtida na
mecanica estatistica, através dela poderemos obter outras caracteristicas do ensemble

microcanGnico.

4.2.2 Ensemble Canoé6nico

Vamos considerar a entropia de Shannon,

S=—k> Phnp (4.110)

No ensemble candnico, sao dadas as grandezas T,V, N, mas a energia interna
U7 deve ser obtida. Dai, vamos obter o valor da probabilidade F; afim de maximizar a

entropia, mas, nesse caso, teremos duas restricoes,

Y P=1 e > PE=U (4.111)

Assim, usando o multiplicador de Lagrange, obtemos a seguinte fun¢ao lagran-

geana,

FUPY M) = =k PP =N (Z P - 1) — A (Z PE; — U) (4.112)

A solucao para essa funcao é:

aof :
a—gz—khlﬂ-—k-r‘h—)\z&Ej:O (4.113)

Assim, obtemos:

160




—FnE—k—5 -0 = B

—kInP; = k+M\+

In P;

Aplicando a fun¢ao exponencial, obtemos:

—=(k+X1+X2E;)
ij =€ k

Dai, vamos considerar a restri¢ao » ; P; =1, logo:
E 97%(k+/\1+A2Ej) — 1

i
Z e~k ((F+A)—1E) _

j
o~ Hilk+ A,)Ze FOeE) _

—1(%E) 1
Mas, vamos considerar ainda que,

P, = e~k (k+M) o= (A2E;)

Assim, da equagao (4.121), temos:

e~k (M2Ej)

3= Z S (/\zEJ

1
—E(k—i— )\1 + /\g)

(4.114)
(4.115)

(4.116)

(4.117)

(4.118)
(4.119)
(4.120)

(4.121)

(4.122)

(4.123)

Temos que determinar agora o valor de Ay, para isso, consideremos S = f, de

modo que:

(4.124)
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Mas, sabemos aind 05 1 di A ! D Iyt
Mas, sabemos amda que = = =, is50 nos diz que Ao = —. Dai, obtemos o
Mor T T e Ar = DA
valor para a probabitidade.
e wrEi -
P = > — (4.123)
€
e~
Laj™

P = (4.127)

Percebam que a equagio é idéntica a expressdo da probabilidade obtida na
mecanica estatistica, através dela poderemos obter outras caracteristicas do ensemble

candnico.

4.2.3 Ensemble das Pressoes

Conscidere a entropia de Shannon

S=-k> P+ilnP, (4.128)

No ensemble das pressoes, as grandezas T, P, N sdo dadas, ja a cnergia interna
U e o volume V devem ser obtidos. Vamos, obter o valor para a probabilidade P, afim

de maximizar a entropia, mas, agora, teremos trés restri¢oes,

Nr=1, S EP=U e Y VA=V (4.129)

:

De modo que nossa fungio lagrangeana é:

F==kd PP -2 (Y P—1) -2 (S EP-U|-n(Y vr-V
@ i i

A solucao para a lagrangeana ¢




af

G = TP = k= = deBy = X =0

Assin,

kP — k=X — XE - MV, = 0
—kInP; = kE+ XA+ XE + AV

1
P = —(k+ 2+ %eB + Al))

Aplicando a fungio exponencial, teremos:

P' —e k_[k+/\3+/\2PJ-1-A3V)

Vamos considerar a restrigao y P =1

§ :e‘% k+Ay+Aaks+AgV;) 1

J
L( % k‘+A1) %(Agl‘ 4—)31/ ) _ 1
7
(k+/\1) § e~ (AgEj+/\3Vj) — l
e—%(k+/\1) — 1
E e~k (M2Ei+X3V5)
J
Mas,
Pj — e—%(k+,\1)€n%(AQEj+A:ﬂ@)
Logo,

6,—1(;\25}-'—)3\/')

TN g PaE )
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(4.130)

(4.134)

(4.135)
(4.136)
(4.137)

(4.138)

(4.139)

(4.140)




Precisarnos agora, obter os valores de Xy e Ay, para isso, vamos considerar S = f.

de modo que:

a8 aS
= A : — = 4.14
8U 2 ¢ 81/ 3 (4 141)
' Mas, comao,
; a5 1 a5 p
T ¢ wWT (4.142)
Assim, tereimos:
o= o Ag = 2 4143
| De modo que a cquagio {4.140) ficara:
P e &Y 4.144
s > e wr BTV (4144
e=HE;+2V;)
P; (4.145)

S Ze-a(ﬂjwm
j

Mas, se considerarmos ainda a fungio de particio ¥ = E e~ E+PY) | teremos:
J

e*ﬁ(EJ*PV})

Pp= (4.146)

Percebain gue a equagdo € idéntica a expressdo da probabilidade obtida na
mecanica estatistica, através dela poderemos obter outras caracteristicas do ensemble
das pressoes.

4.2.4 Ensemble Grande Canénico

Consideremos inicialnente a entropia de Shannon,



http://LF._i.iA

§=-k> PP, (4.147)

No ensemble grande candnico, as grandezas T,V < 1 sao dadas, enquanto a
energia interna U7 ¢ o mimero de particulas N, devem ser obtidos. A ideia é determinar
o valor da probabilidade P; afim de maximizar a entropia, nesse caso, teremos as

seguiite restrigoes:

Y B=1 > EP=U ¢ Y NP=N (4.148)

Nossa fungao lagrangeana ficara,

f=-kY PP -X (ZP - 1) — A (ZET-P; - U) — Ay (ZNiP,- —N)
i 3 7 2

A solugao da lagrangeana &
af
ap = kP —k— A —ME;— A\3N; =0 (4.149)

J

Assim,

kP —k— A — ME, — \N; = 0 (4.150)
1
hle = *E(k + A+ /\QEj + Ag]\rj) (4.152)

Aphlicando a fun¢io exponencial, teremos:

PI' - e—%(k+)\1+»\2E,‘-‘A:sN;) (4153)

Dai, vamos considerar a restrigao ., P; = | obtemos entéo:
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Zefilr-(k+/\1+ﬁgEJ‘+a\31\-j) -1 (4.154)

i

Z ek (FrA)— 2 (2EBi+aaN;) 4 (4.155)
o E(k+) Ze—%(AgEj-&-A;;N_,] - 1 (4.156)
i
=Xk 1
emikN) (4.157)

E e"%()\gEJ-l-A;jNJ‘)

i

Mas,

Py = e k(M) OaBs+x5) (4.158)

Assim, teremos:

e_%(AQEJ""\SNJ)
P = 15
J } :efi{,\za,ugwj) (4.159)

i

Precisamos agora saber os valores de Ay e A3, para isso, vamos considerar S = f, de

modo que:

S as
af\’? = /\3 e % = /\2 (-1160)
ds d
Mas, como aN = —% o % = 7 obtemos:
1
. - —% e =z (4.161)

Assim, a expressao (4.159) sera escrita como:
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el wr it ni,)

B o= 5 dE ) (4.162)
el=AF ~4uN))

Bo= 5, el 55 1) (1.163)
e AE —nN})

. P = __—ﬁz AR (4.164)
L

Considerando que a granfe fungao de partigio 6 = = Y ; e B8N pbtemos:

. e_d(Ei_I"MJ)
, po= £ (4.165)

Percebam que a equacdo € wdéntica a expressao da probabilidade obtida na
mecinica estatistica, através dela poderemos obter outras caracteristicas do ensemble

grande candnico.
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Apéndice A

Primeiro Principio da Termodinamica

Uina das maneiras de enunciar o primeiro principio da termodinimica esta as-
soctada a variacao de trabatho numa transformacao adiabatica, podemos dizer qne o
trabatho necessario para um sistema passar de um estado inicial para um estado final
é o mesmo independente do caminho. Assim podemos dizer que o trabatho necessario
para que o sisterna va de mmn estado inicial a um estado final num processo adiabatico
depende apenas desses estados.

Dessa maneira, como o trabalho independe do caminho, em decorréncia do enun-
clado, teremos uma fungao de estado de um sisterna termodindmico, a energia interna
U, suna variacao entre os estados iniciais e finais. U; e Uy vai depender do trabalho

necessaric para que o sistema passe do estado inicial ¢ para o estado final f, ou seja,

AU = Uf - Ui = _"Vi-rf (Al)

Para um processo adiabatico.

() sinal negativo estd associado a realizagao do trabatho quando a variacio da
energia interna € maior do que zero AU > 0, que nesse caso é sobre o sistema, logo
Wior <O

Estamos tratando de uma varidvel de estado, a encrgia interna, cla ¢ definida

por pares de vartavels no caso de um fltido homogénio é definida por (P, V, T'), ou seja,

U=U{P,V):U =U(P.T)U =U(V,T) (A.2)
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Calor

Agora, ao invés de fazer o sistema se expandir on comprimir através de um
processo adiabatico, vamos fazer isso atravées de umn processo isotérinico, ou seja, a
expansao ou coupressac que o sistema vai sofrer sera devido ao fornecimento ou retirada
de calor do mesmo. Do primeiro principio da termodindunica, temos que a contribuicao
a AU nido se did por causa do trabatho fornecido ao sistema e sim devido ao calor

recebido ou cedido pelo mesmo, assim, obtemos:

AU =Us - Ur,; = C) — ‘V""f (1\3)

Essa equacao representa € sendo fornecido ao sistema, resultando assim em sen
valor positivo.

Esta cquagdo é a forma geral do primeiro principio da termodinamica.

Calor num processo reversivel

Num processo reversivel, a troca de calor entre o sistema e o reservatorio térmico
¢ infinitesimal. de modo que a temperatura do reservatorio nao é afetada pela troca,
sendo assim, o processo pode ser revertido, basta inverter a ordem da operagiao. Num
processo reversivel o trabalho W, vai depender do caminho, assim como €, apenas
a variacao de energia AU niao dependera.

Assim o trabalho e a transferéncia de calor devem ser representados por uma
diferencial inexata d'W e d'C). Devemos levar em consideragido que a transferéncia de
calor @ infinitesirnal.

Dai, a formulagio infinitesimal do primeiro principio da termodindmica ser4,

dU =d'Q - dW (A.4)
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Apéndice B

Potenciais termodinamicos e Relagoes
de Maxwell

B.1 Potenciais termodinimicos
Representagao da energia

Vamos considerar um flaido isotéprico confinado num recipiente, virias grande-
Zas COMO pressao, vohime, temperatura, energia interna e entropia estio envolvidas.
Essas grandezas nao sao todas independentes (OLIVEIRA, 2005). Para determinar qual

dessas grandezas sao independetes. vamos considerar a equagao;

dU =TdS — pdV + pdN (B.1)

Dai, vemos que a energia interna U serd dependente das grandezas independen-
tes S,V e IV, escreveremos entao U(S, V, V), essa equagdo nos permite obter a pressio,
2 temperatura ¢ o potencial quimnico também como fungées de 5,V e N, através das

relagoes:

au oU oU

=95 P="av FToan

(B.2)

Essas equagies sdo conhecidas como equagoes de estado na representagao da

energia.
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Representacao da Entropia

A relacao fundamental na representagao da entropia é obtida ao invertemos a re-
lagao U(S, V, N) para S, de modo que teremos uma fungio das variaveis independentes

U, Ve N, ouseja, S(U,V,N). De acordo com a equacao (B.1), teremos:

dU = TdS — pdV + pdN (B.3)
TdS = du+pdV — udN (B.4)
1 p 7
- — — UL .;V .
dSs T(IU + Td'i/ Td (B.5)

: Dessa equagido, obtemos as seguintes equagtes de estado na representagao da

entropia;

108 p_ 05 p__0S
T oU N

T oV T 0N

(B.6)

Através do uso da transformacao de Legendre podemos determinar os potenciais
termodindmicos, ou seja, vamos determinar variagoes equivalente da relagao fundamen-

tal (B.1).

Energia livre de Helmholtz

Nesse potencial vamos fazer a mudanga (S, V, N) — (T, V|, N). Essa nova con-
figuracio denominada energia livre de Helmholtz ¢ definida pela transformacao de

Legendre:

F(T)= msi'n{U(S) -T5} (B.7)

De¢ modo que vamos obter:

F(T) =U(S8)~ TS (B.8)

Dai, podemos perceber que F'(T) = —S, portanto se T(S) = g% entdo S(T) =




OF .
a7 essas expressoes formam um par de fungbes inversas (OLIVEIRA, 2005).

A partir das expressoes (B.1) e (B.8) vamos obter:

dF = —SdT — pdV + udN (B.9)

Dessa expressao, obtemos:

aF aF aF
S=—(=) . p=-(=) ., u=(= .
(a:r) P (av)T,N : (d\) (B-10)

Essas expressoes sao denominadas equagoes de estado.
Entalpia

Esse potencial é correspondente 4 mudanca de variavel (S,V,N) — (8,p, N).
Essa nova configuragao serd denominada entalpia e é definida pela seguinte transfor-

macao de Legendre:

Hp= m‘;n{U(V) +pV'} (B.11)

De modo que obtemos:

Hp)=U\V)+pV (B.12)
Perceba que H'(p) = V, portanto se p(V) = —g—g e Vip) = a—H dizemos que
elas sa0 funcoes inversas. g
A partir da refagio entre (B.1) e {B.12) vamos obter:
dH =TdS + Vdp + pdN (B.13)

Dessa expressio, obtemos:
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OH JH JdH
T = (_) . T (_) e (_) B.14
as pN ap SN ! ON S,V ( )

Essas expressoes sao denominadas equacoes de estado.

Energia livre de Gibbs

Esse potencial sera definido a partir da energia livre de Hehinholtz e, é correspon-
dente a mudanga de variavel, (T,p, N) — (7, V, N), dai, vamos considerar a seguinte

transformagao de Legendre:

G(p) = min{ F(V) + pV'} (B.15)

De modo que vamos obter:

G(p) = F(V)+pV (B.16)
OF

Assim, se p = v eV = %’ dizemos que as relagoes sao fungoes inversas.
A partir das equacoes (B.9) e (B.16), vamos obter:
dG = —SdT + Vdp + pdN (B.17)

Dai, obtemos:

BG) (86’) (36’)
S=—-[ = ; V=|— ’ p={ = B.18
( ar p.N )N ON A% ( )

Essas relagoes sao denominadas equagoes de estado.

Grande potencial termodinamico

Esse potencial sera obtido através de uma transformacao que envolve o nimero
de moles, ou seja, serda correspondente a mudanca de variavel (T, V. N) — (T, V., u),

considerando a transformacao de Legendre, a partir da energia livre de Helmholtz,
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o) = mAiIn{F(N) — uN} (B.19)

De modo que obtemos:

®(p) = F(N) — uN (B.20)
Perceba que se 0 = o e N = __Eﬂ dizetnos que essas relagoes sao funcoes

mversas.
De acordo com as equages {B.9) e (B.20), teremos:

dd = ~SdT - pdV — Ndu (B.21)

De onde obtemos:;

ob o o
s=—(=) . p=-(%) ., =-(Z& B.22
(m )V_y i (av)v.,u (aﬂ')'ﬂv ( )

Essas expressoes sao denominadas equagdes de estado.

B.2 As relacoes de Maxwell

Antes de iniciarmos as discusstes sobre as relagdes de Maxwell, vamos falar
sobre o teoremna de Euler para as diferencials exatas.

Seja uma diferencial expressa na forma:

df = M{z,yddx + N(x, y)dy (B.23)

O teorema nos diz que para essa diferencial ser exata, ¢ preciso existir uma

fungdo f(x, y) tal que:

M(z,y) = (g—i)y N(z,y) = (%) (B.24)
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Mas, perccbamn ainda que:

ar _2 g a_N ﬁi ﬂ )
(UJ) "0y (m:) (az )y = 5 (é@) (B.25)

Assim, para uma diferencial exata, teremos:

OM ON
( dy >x ' (0-1' )y (B.26)

Vamos entido obter as relagbes de Maxwell. Para tsso, vamos levar em conta

imciabmente a forma diferencial para a conservacao de cnergia dependente de S e V,

ou seja, U(S, V),

dU = TdS — pdV (B.27)

As equacdes de estado obtidas através dessa expressio sio:

(B.28)

Assim, teremos:

B E) @50 e

Como estamos lidando com uma diferencial exata, teremos:

). -,

Vamos considerar agora a forma diferencial para a energia livre de Helmholtz,

dF = —SdT — pdV (B.31)

Pessa expressao, temos as equagOes de estado,

175



S=— (QBTE) p=— (g{) (B.32)

De modo gue teremos:

(@ _8 (_oF pN _ 0 ( OF (B.33)
v ), v\ ar)’ OT J.  OT \ av
Pelo teorema de Euler, teremos:

asy [ op

(@)~ (), o

Vamos considerar a forma diferencial para a entalpia:

dH = TdS + Vdp (B.35)

Dessa expressao temos as seguintes equacoes de estado,

oH |, _oH

[:5'5" dp

(B.36)

de modo que teremos:

ar d (OH av J (OH
2y 2 A A B.
(ap)s ap<as)’ (85)1, aS(&p) (B37)

Pelo teorema de Euler,

ar oV
(_..) = (4) (B.38)
dp /g a5 »
Vamos considerar agora a forma diferencial para a energia hivre de Gibbs.

dG = —SdT + Vdp (B.39)

Dessa expressao, obtemos as equagoes de estado,
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de modo que podemos escrever:

() -2 (&
)y I\ 9T}’

Pelo teorema de Euler, teremos:

(%),

g

av
aT

Assim, obtemos as relagoes de Maxwell,

o

SEEERERIE
~

S e S
)

h.;

/—-\/-—-..\/‘_"\/’—'-\

177

),

(B.40)

(B.41)

(B.42)

(B.43)
(B.44)
(B.45)

(B.46)
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Apéndice C

Terceiro Principio da Termodinamica

O terceiro principio da termodinamica estuda o comportamento de umn sistema
a temperaturas muito proximas do zero absoluto. Segundo o postulado de Nernst !
quando a temperatura de mn sistema se aproxima desse valor, a entropia do mesmo
val se aproxitnando de uma constante. Posteriormente, um cutro postulado lancado por
Planck?, que ficou conhecido por principio de Nernst-Planck®, mostra que o valor dessa
constante serd o mesmo para todas as substincias e atribui a ele o valor zero. Assim,
podemos afirmar que quando 7 — 0! a entropia do sistema S — 0, esse resultado é

coerente com a relagio apresentada por Boltzmann para a enfropia,

S=kInQ (C.1)

Uma vez gque na mecinica guintica cxiste wm teorema ndo comprovado, gue
afirma que no estado fundamental de qualquer sistema existe uma ordem completa,
isso por que nesse estado qualquer sistema é nao-degenerado (ADKINS, 1983). Assim,
como no estado fundamental 2 = 1, vamos obter também S = 0.

O terceiro principio gerou algumas consequéncias, vejamos agora algumas delas.

"Walther Hermann Nernst { 1864 - 1%41)foi um fisico-quimico aleméao, ficou conhecido por seus
trabathos na eletroquimica, termodinamica, quimica e fotoquimica. Mas, seu trabatho mais importante
foi o "teorema de calor", que deu origem a terceira lei da termodinamica, este trabalho lhe renden o
prémio Nobel de quimica de 1920

?Max Karl Ernst Ludwig Planck {1858 - 1947} foi um fisico alemao conhecido pelos seus trabalhos
na mecanica quantica, area que lhe rendeu o prémio Nobel da fisica no ano de 1918, Den contribuigoes
também para a termodinamica.

30) postulado tem esse nome pelo fato de ter sido baseado no postulado de Nernst.

4Por conveniéncia, sempre que usarmos essa relacio estaremos tratando da escala absoluta de
Kelvin.
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C.1 Consequéncias fisicas elementares da terceira lei

Uma das consequéncias mais importantes do terceiro principio esta relacionado
com as capacidades térmicas. Quando a temnperatura de um sistemna tende para o zero
absoluto, as capacidades tériicas também compartitham do mesmo resubtado. Vamos

escrever a capacidade térmica como,

Cx=T 95 C.2
X = aT ) (C.2)

Essa equagio pode airda se escrita como:

0S5
Cx = (alnT)X (C3)

Perceba que se a temperatura se aproxima do zero absoluto T — 0, In7T — —c0
e S — ( assim, a derivada também tende a zero. Podewmos obter esse mesmo resultado

se considerarmos a vartagao da entropia,

AS= | Zdr (C.4)

Mas, sabemos que a variagio da entropia tem valor finito, e para que essa
integral tenha valor finito é necessario que C se anule quando T — 0. Esse resultado
nos mostra que nio ¢ possivel construir uma defini¢ho classica da terceira lei, uma
vez (ue para capacidades térmicas classicas nao haveria variagdo com a temperatura
(ADKINS, 1983).

Podemos usar as leis de Maxwell para extender essas consequéncias a outros pa-
rimetros, por exemplo se considerarmos uin sistema sujeito a um trabalho por pressao

hidrostatica, teremos:

0$ oV
(&),=~ (@), 9

Vamos considerar que a expansividade ciibica isobarica® é dada pela equacao,

50 coeficiente de expansdo volumétrica indica a variagio de volume provocada pela variagio da
temperatura enquantc a pressdo permanece constante
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1 [oV
=y (?ﬁ) (€6)
De modo que vamos obter:
as
— |} =-V§8 T
(817 ) T i =
Mas, nas condigoes impostas pelo terceiro principio, teremos:
ds
(—) =1 (C.8)
op ) r

E, como o volume nao pode ser nulo, s6 nos resta afirmar que a expansividade

cibica vai tender a zero, ou seja,

Bp— 0 (C.9)

Outra grandeza que também terd consequéncias, é a tensio superficial®, vamos

considerar a equagao:

(g_i)T _ _% (C.10)

Mas, quanto a temperatura tende para o zero absoluto, de acordo com o terceiro

principio da termodinamica, teremos:

: aS
'}*1121 (m)T =0 (C.11)
Logo, teremos:
g—; — 0 (C.12)

S A tensdo superficial é um efeito fisico que ocorre entre duas fases quimicas, esta relacionado com
as forcas de coesio entre moléculas.

180



Esse resultado mostra que a temperaturas proximas ao zero absoluto, a tensao
superficial é constante. Exemplos desse resultado sao as substancias *He e *He, elas
permanecem no estado liquido mesmo que a temperatura tenda para zero absoluto.

Consideremos agora uma substancia paramagnética, das quais temos a seguinte

relacao,

as VB [ dx,
(‘__) 05 e (_" ) (C.13)
0B ) Jio aT /s
. A as VB
De acordo com a terceira lei, hm | — = (), mas, perceba que o termo —
T-0 \ JB T Ho
é constante, de modo que para a relacao ser satisfeita é necessario que:
MXm
—=1 =0 C.14
(5), =

Esse resultado é interessante, se considerarmos a lei de Curie,” veremos que a
mesma estabelece uma dependéncia da susceptibilidade magnética com a temperatura
mas, 0 resultado obtido nos mostra que quando a temperatura tende ao zero absoluto

essa dependéncia nao existira.

C.2 Intangibilidade do zero absoluto

A partir de estudos da terceira lei, foi previsto que é impossivel reduzir a tem-
peratura de um sistema, através de um nimero finito de processos, até o zero absoluto
(ADKINS, 1983).

Consideremos um sistema, o qual estamos tentando resfriar usando um para-
metro X, esse parametro pode ser um campo aplicado, caso estejamos tratando de
uma desmagnetizacao adiabatica. Vamos supor que X esteja variando entre X, e Xy,
fazendo o sistema se resfriar de uma temperatura 77 para 75, de modo, que usando a

defini¢ao de variagao da entropia do segundo principio, teremos:

"Pierre Curie (1859 - 1906) foi um fisico francés, ficou mais conhecido por ter ganho o prémio Nobel
de Fisica no ano de 1903, juntamente com sua mulher Marie Currie, pelos estudos sobre fenémenos
radioativos. Ficou conhecido também pelos seus estudos sobre o ferromagnetismo, paramagnetismo

e diamagnetismos, lancou a lei de Curie que mostra os efeitos da temperatura sobre substancias
paramagnéticas.
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S(Th, X1) = S(0, X,) + /0 " (g—g_) T (C.15)

(a8
S(Tg, _Xz) = S(O, Xg) + / o= dT (Clﬁ)
0 dqj X=X2

Vamos considerar esse processo de resfriamento sendo reversivel, sendo assim, a

variagao da entropia entre os parametros é nula, podemos escrever entao:

798 NN
5(0,X +/ (—) dT = S(0, X. +/ (—) dT iy
( 1) Jo m—: ‘\':X] ( 2) i 3T ‘\':‘\"2 ( )

Mas, pela terceira lei da termodinamica, temos:

(0, ) =30, Xz) =10 (C.18)

Considerando ainda a temperatura 75 = 0, teremos:

T 198
— dT =0 C.19
/0 (aT)x=X1 ( )

Porém, para todo T > 0 o integrando serd positivo, de modo que nao ira existir
uma solu¢ao nao nula em 77. Assim, teremos uma intangibilidade do zero absoluto,
conforme é ilustrado no figura C.1.

Podemos ver que conforme a temperatura se aproxima do zero absoluto, a vari-
acao de temperatura conseguida através de um processo vai diminuindo. Desse modo,

para que o zero absoluto seja atingido é necessario um niumero infinito de processos.
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Figura C.1: Representacao da diminuigio de temperatura mostrando a intangibilidade
do zero absoluto. Fonte: adaptada de (ADKINS, 1983).
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Apéndice D

Gas ideal de N particulas
monoatdmicas e nao-interagentes

Vamos considerar um gas ideal classico de N particulas, com massa m, dentro
de um volume V, com energia entre F e E + 0F. Vale ressaltar que as particulas
que o compoe sao monoatdomicas e nao-interagentes. Assim, o hamiltoniano para esse

sistema sera:

Y1 o2
— 2m
J=1
As coordenadas (v¥7,73..... r’v) podem variar irrestritamente dentro de um vo-

lume V', ao mesmo tempo em gue o momento esta vinculado a energia total, ou seja,

esti entre F e £+ 6F. A energia, podera ser escrita como:

E=Ei+...+Ex (D.2)

Podemos escrever ainda, como:

P'.! R2
E=—1 4. . 4+2% (D.3)

2m 2m

Vamos considerar a restricao imposta para o momento, de modo que vamos

limitar suas coordenadas da seguinte maneira:
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2 2

P Py .
P —+4...4—% ;
< 5+t y ~ L B+08 (D.4)
2mE < P> +...+ Py® < 2m(E + F) (D.5)

O volume do espago de fase acessivel ao sistema, sera dado por:

Q://(F,“i(ﬁﬁ\// P .. Ppy (D.6)
14 J2MmE<P % +..+PN2<2m(E+6E)

O primeiro termo que nos fornece as coordenadas, nos dard o produto de N

vezes 0 volume, de modo que vamos obter:

o f . [ &Epi .. APy (D.7)
2mE<P 2 4.+ Pxn2<2m(E+8E)

Para resolver essa integral, vamos considerar o hipervolume de nma hipercoroa

de raio R e espessura dp,

Q.(R.6R) = C,R"'6R (D.8)

Em trés dimensoes, temos:

n=3N (D.9)
R = (2mE)? (D.10)
E a espessura dp é dada por:
. 1 1
op = §{QmE) 12moE (D.11)
op = (2mE) *méE (D.12)

Desse modo, vamos obter:
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L 13N—1 L
2, = Cain [(QmE)E] (2mEY 2méE (D.13)
(O = Can 2 SE D.14
aw Tk (B-14)
TJ’!,2 -
Qn = (jgN... ‘)’_ EO (Dl))

w1 fm

O = Can(2mE)™% \ Yo (D.16)
0, = 1/”"1/ L5F (D.17)
0, = Cinl E™ ('”)5 (E)"36E (D.18)
0, = (’:) Can@m) T EF -1 E-Y6E (D.19)
0, = (m’) Csn(2m) T E¥ -1 (D.20)

Mas, temos ainda que, O = 0,V de modo que vamos obter:

(m) Can (2m) S VN EH-15E (D.21)

Essa equagio nos fornece o nimero de estados ocupados por um gés.
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