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Resumo 

A descoberta da entropia foi impulsionada da necessidade do desenvolvimento 

de tecnologia para a expansao industr ia l oeorrida no seculo X V I I I , sendo tratada como 

uma medida termodinamica. Desde entao seu conceito ganhou forca e passou a ser 

estendido para outras areas. Foi importante para o melhoramento dos meios de co-

municagao, sendo usada tambem nos estudos de fenomenos financeiros, economicos e 

sociais, entre outros. Apesar disso, a grandeza ainda e mal compreendida e pouco ex-

plorada. Ate mesmo os livros didaticos de Fisica basica do ensino superior a t r a t a m de 

maneira superficial, nao atentando para os seus diversos significados. Diante disso, este 

trabalho tern como objetivo apresentar algumas dessas interpretagoes, proporcionando 

assim u m melhor entendimento desse conceito e uma melhor percepgao da importanc ia 

dessa grandeza. Veremos a entropia do ponto de vista da termodinamica, no qual ela 

nos dar o sentido em que uma transformagao pode ocorrer, ou se ela vai ocorrer, do 

ponto de vista de mecanica estatistica, onde sera feita uma conexao entre os micro-

estados e os macroestados de u m sistema. E por firn, do ponto de vista de teoria da 

informagao, em que a rnesma sera relacionada com a informagao de u m sistema. 

Palavras-Chave: Entropia . Termodinamica. Mecanica estatistica. Teoria da 

informagao. 



Abstract 

The discovery of entropy was driven of need to develop of technology for i n -

dustr ia l expansion, being treated as a thermodynamic measure, since then its concept 

gained momentum and began to be extended to other areas, i t was important for the 

improvement of means of communication, being also used i n studies in financial, eco-

nomic and social phenomena, among others. Nevertheless, the greatness is s t i l l poorly 

understood and l i t t l e explored. Even the basic physics textbooks i n higher education 

the treat superficially, disregarding its various meanings. Thus , this work aims to pre-

sent some of these interpretations, thereby providing a better understanding of this 

concept and better perception of the importance of this magnitude. We w i l l see en-

tropy the point of view of thermodynamics , i n which i t give us the direction in which 

a transformation may occur, or i f i t w i l l occur, f rom the po int of view of statist ical 

mechanics, where a connection between microstates and macroestados made i f sys-

tem and finally, f rom the viewpoint of in format ion theory, as i t w i l l be related to the 

information system. 

Keywords: Entropy. Thermodynamics . Statistical mechanics. In format ion the-

ory. 
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Capitulo 1 

Introdugao 

A entropia e uma grandeza fisica que surgiu da necessidade da quantificagao das 

teorias de C a r n o t 1 sobre as maquinas termicas, esse apanhado teorico v i r ia a dar origem 

ao seguudo principio da termodinamica. Nesse contexto a grandeza e t ra tada como 

medida do grau de irreversibilidade de u m sistema. Doravante, os estudos sobre a en-

tropia foram aprofundados e seus conceitos expandidos. Como a termodinamica e uma 

teoria macroscopica que estuda sistemas formados por u m grande numero de agentes 

uricroscopicos, se fez necessario uma relagao entre esses dois niveis, dai foi desenvolvida 

uma nova teoria, a mecanica estat is t i ca (STARIOLO, 2014). Essa teoria por sua vez, 

atraves de uma conexao entre a entropia e o numero de microestados acessiveis de u m 

sistema, estabelece essa relagao, de modo que agora a entropia sera tratada como uma 

medida de desordem do sistema. De fato a grandeza nao e exclusivamente usada pela 

termodinamica, ela e mui to importante tambem para as telecomunicagoes. Atraves da 

teoria da informagao e possivel prever a capacidade dos canais de transmissao, ou seja, 

foram apresentados metodos que melhoram a compressao, transmissao e armazena-

mento dos dados a serem enviados. Agora a entropia passa a ser vista como a incerteza 

entre os momentos anterior e posterior ao recebimento de uma mensagem (SIM6ES, 

1990). A l e m disso, atraves dessa grandeza podemos estudar fenomenos economicos, 

financeiros e socials. 

Apesar da entropia esta inserida em diversas areas de conhecirnento, seu con-

ceito fisico ainda e mal entendido e pouco explorado. A maioria dos livros didaticos, 

tanto do ensino medio quanto do ensino superior, apresentam u m conceito mui to t i -

'Nicolas Leonard Sadi Carnot (1796 - 1832), foi um fisico, matematico e engenheiro frances, ficou 

conhecido por desenvolver o modelo de maquinas reversiveis e por dar inicio aos estudo sobre o Segundo 

Principio da Termodinamica. 
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mido, mostrando a mesma como mais uma grandeza da termodinamica necessaria para 

resolugao de problemas, nao dando enfoque ao seu significado fisico (SANTOS, 2009). 

Diante dessa situacao esse trabalho foi desenvolvido. Nele a entropia sera apresentada 

atraves de ties pontos de vista, sao eles: Termodinamica, mecanica estatistica e teo-

ria da informagao. A ideia e que com isso possamos entender a entropia como uma 

grandeza que mede irreversibilidade, desordem e incerteza. 

No Capi tu lo 2 a entropia sera apresentada do ponto de vista da Termodinamica. 

Durante a pr imeira revolugao industr ia l , ocorrida no seculo X V I I I , era necessario que 

as maquinas termicas operassem com maior eficieucia, devido ao grande aumento da 

industr ia , principalmente a t e x t i l . Baseado nessa necessidade o cientista frances Sadi 

Carnot propos uma maquina de maximo rendimento que v i r i a a ser denominada ma-

quina de Carnot , essa por sua vez, ter ia funcionamento baseado no ciclo de Carnot , 

apresentado pelo mesmo. Embasado por esses estudos, o cientista langou mao de u m 

teorema que v i r i a a ser o alicerce para o desenvolvimento do segundo principio da ter-

modinamica. Apesar de suas contribuicoes fundamentals, Carnot nao deu a sua teoria 

fundarnento matematico, isso ficou por conta de Clausius 2 que quantificou o pr incipio 

e apresentou a entropia como grandeza termodinamica. Essa grandeza e tratada , nesse 

contexto, como a medida do grau de irreversibilidade de u m sistema. Nessa conjuntura 

esta inserido o principio de aumento da entropia, ele mostra que a variagao da mesma 

nao sera menor do que zero e, se considerarmos processos reais, que sao irreversiveis, 

podemos afirmar que a grandeza assumira valores sempre maiores que zero. Veremos 

ainda que a entropia tern u m ponto maximo . Ao considerarmos dois corpos em contato 

termico, sera mostrado que a entropia desse sistema sera m a x i m a quando os mesmos 

entrarem em equi l ibr io termico. 

No Capitulo 3 a entropia sera apresentada do ponto de vista de mecanica esta-

t ist ica, essa por sua vez surgiu da necessidade da conexao entre os niveis macroscopicos 

e microscopicos de u m sistema. A conexao foi estabelecida atraves da relagao entre a 

entropia, grandeza macroscopica, e o numero de microestados acessiveis de u m sis-

tema, grandeza microscopica, proposta por B o l t z m a n n 3 . Nesse contexto a entropia e 

2Ruclolf Julius Emanuel Clausius (1822 - 1888) foi um fisico e matematico alemao, e considerado 

um dos fundadores da termodinamica, tendo papel essencial na confirmagao das teorias de Carnot. 

Mas, seu trabalho principal foi o desenvolvimento matematico da segunda lei e a apresentagao da 

grandeza entropia. 
3 L u d w i g Eduard Boltzmann (1844 - 1906) foi um fisico austriaco que ficou conhecido por ser 

trabalho na mecanica estatistica, sendo considerado um de seus criadores. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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tratada como uma grandeza que mede o gran de desordem de u m sistema. Veremos 

ainda que o acesso a esse numero de microestados acessiveis e dado atraves da teoria 

dos ensembles. Vamos estudar os ensembles microcanonico, canonico, das pressoes e 

grande canonico. No ensemble microcanonico tratarernos de sistemas isolados, sem 

nenhuma interacao externa, ou seja, esse sistema nao trocaria energia nem particulas 

e, seu volume e rnantido constante. No ensemble canonico descreveremos sistemas que 

nao estao isolados, mas em contato termico com um reservatorio, nesse caso o volume 

e o numero de particulas perrnanecein constante, havendo apenas troca de calor. Ja 

no ensemble das pressoes o sistema estara em contato com u m reservatorio termico e 

de volume. E, no ensemble grande canonico, esse contato sera com u m reservatorio de 

calor e de particulas. 

No Capitulo 4 a entropia sera apresentada do ponto de vista de teoria da infor-

magao. Essa teoria surgiu da necessidade do aperfeigoamento do enviou de informagao. 

Suas bases foram desenvolvidas por Claude Shannon 4 , ele apresentou u m conceito fun -

damental denominado "entropia de uma fonte de informagao", a grandeza passa entao a 

ser vista como uma medida da incerteza, ou seja, mede a variagao da falta de informagao 

entre o momento anterior e posterior ao recebimento da informagao. Assirn, poderemos 

verificar uma informagao enviada a u m receptor atraves dessa medida. Neste capitulo 

faremos tambem uma relagao entre a teoria da informagao e a mecanica estatistica, 

atraves da entropia apresentada por Shannon podemos fazer a dedugao dos ensembles, 

ao mesmo tempo, atraves dos ensembles podemos chegar ate essa entropia. 

'Claude Elwood Shannon (1916 - 2001), foi um matematico e criptografo estadunidense, e t ido 

com pega fundamental para o desenvolvimento da teoria da informagao, uma vez que foi ele quem deu 

o pontape inicial para o desenvolvimento da teoria com seus estudos sobre entropia da informagao. 
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Capitulo 2 

Entropia do ponto de vista da 

Termodinamica 

Maquinas termicas sao dispositivos capazes de transformar energia termica em 

energia mecanica. O primeiro dispositivo similar de que se teve noticia foi desenvolvido 

por Heron de A lexandr ia 1 , no seculo I D.C, a Eolipeta, era basicamente uma esfera oca 

de metal cheia de agua, sua parte interior e ligada ao meio externo atraves de tubos 

curvados, ao ser aquecido, o vapor de agua sai por meio desses tubos e faz a esfera girar. 

Ou seja, seu funcionamento e baseado na pressao do ar em seu in ter i o r (SANTOS, 2009). 

Mais tarde, Thomas Savery 2 no ano de 1968, desenvolveu urn dispositivo capaz 

de usar vapor para bombear agua, ele seria supostamente usado para ret irar agua 

das minas de carvao, mas o cientista nao obteve exito. Baseado em seus trabalhos, 

Thomas Newcomen 3 desenvolveu em 1712, uma maquina capaz de fazer esse trabalho, 

alem disso, a aprimorou para outros fins(SCHULZ, 2009). 

Somente no inicio do seculo X V I I I foi que as maquinas termicas ganharam des-

taque no cenario industr ia l , isso por que James W a t t 4 aprimorou a maquina de Newco-

men introduzindo o conceito de motor termico. Gonsistia em dois reservatorios, sendo 

u m frio e um quente, esse principio apresentava uma maior eficiencia, isso contr ibuiu 

diretamente para o desenvolvimento da primeira revolucao industr ia l . 

'Heron de Alexandria foi um sabio matematico e mecanico grego, existem divergencias sobre a 

epoca de sua existencia, mas acredita-se que foi no seculo I d.C. e mais conhecido pela formula 

matematica que desenvolveu para o calculo da area do triangulo. Mas, desenvolveu tambem muitos 

dispositivos que funcionavam a base da pressao. 
2 Thomas Savery (1650 - 1715) foi um estudioso da mecanica, matematica e filosofia natural , teve 

destaque no desenvolvimento de maquinas a vapor. 
3 Thomas Newcomen (1663 - 1729) foi um invetor ingles que ficou conhecido por aprimorar as 

maquinas a vapor para bombear agua, adequando-as para outros fins. 
4James Watt (1736 - 1819) foi u m matematico e engenheiro escoces que se destacou por aprimorar 

as maquinas termica, introduzindo o conceito inicial de motor termico. 
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Apesar da maquina de W a t t apresentar uma efkiencia melhor do que as outras 

desenvolvidas ate entao, durante a revolugao industr ia l se fez necessario o desenvolvi-

mento de uma maquina que proporcionasse uma produgao mais eficaz, uma vez que 

as industrias precisavam cada dia mais aumentar suas produgoes, principalmente a 

industr ia t e x t i l . Dai , o cientista frances Sadi Carnot , influenciado pelo seu pai , sentiu-

se interessado em estudar as maquinas a vapor, identificando todo o seu principio de 

func ionamento(PALAVRA; C A S T R O , 1988). Com esses estudo, Carnot propos uma 

maquina de maximo rendimento, hoje conhecida comozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA maquina de Carnot. 

Os estudos de Carnot t iveram participagao direta no desenvolvimento do se-

gundo principio da termodinamica, baseado em sua obra, a escala de temperatura 

absoluta foi desenvolvida por K e l v i n 0 e hoje e ut i l izada no meio cientifico. Ja Clausius 

resolveu quant i fkar o que seria o segundo principio da termodinamica, introduzindo 

assim o conceito de entropia. 

Como a entropia surgiu dessa quantizagao, ha uma di fkuldade em explicar seu 

conceito fisico, uma vez que ela foi desenvolvida atraves de uma operagao matematica. 

A entropia e uma grandeza de estado e esta associada a u m estado de equil ibrio termo-

dinamico de um sistema. Vale ressaltar ainda, que para u m sistema isolado a entropia 

nunca descresce, quando estamos tratando de u m processo reversivel ela permanece 

constante e, quando lidamos com u m processo irreversivel ela sempre sera crescente. 

Assim, podemos concluir que quanto maior for a irreversibilidade do processo, maior 

sera a quantidade de entropia gerada no universo. 

Dessa forma, veremos que a entropia do ponto de vista de maquinas termicas e 

tratada como uma grandeza que verifica a irreversibilidade dos processos fisicos. 

2.1 O ciclo de Carnot 

Qualquer maquina termica resulta de u m fluxo de calor entre uma fonte quente 

e uma fonte fr ia , esse fluxo por sua vez, resulta numa produgao de trabalho mecanico. 

Mas, para que essa maquina termica tenha u m maximo rendimento, e preciso que ela 

opere em u m processo ciclico reversivel. E, para que esse processo ocorra, e necessario 

que toda a variagao de temperatura seja devido a variagao de volume, e nao ao fluxo de 

5 W i l l i a m Thomson (1824 - 1907), mais conhecido como Lorde Kelvin, foi um fisico e matematico 

irlandes, ficou conhecido por seus estudos na eletricidade e termodinamica, apresentando analises 

matematicas sobre as mesmas. 
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calorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA existence devido as diferengas de temperatura dos reservatorios(NUSSENZVEIG, 

2002). Vale destacar que para que isso acontega e necessario que as maquinas termicas 

emit am e absorvarn calor durante variagoes lentas de volume, mantendo assim a tem-

peratura interna o mais uniforme possivel. 

Esse processo ocorre conforme o ciclo proposto pelo proprio Carnot , represen-

tado na Figura (2.1), denominadozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ciclo de Carnot, operando entre uma fonte quente 

T\ e uma fonte fria T 2 . E d iv id ido em quatro etapas: 

a) Na pr imeira etapa, e at ingido o equilibrio termico entre o dispositivo e a fonte 

quente T\, fazendo com que absorva uma quantidade de calor Qi, resultando em 

uma expansao isotermica; 

b) A segunda etapa consiste numa expansao adiabatica, o dispositivo e agora isolado 

de qualquer perturbagao termica, e sofre u m resfriarnento da temperatura T\ ate 

a temperatura T2; 

c) Na terceira etapa, o dispositivo vai ser colocado em contato com a fonte fria 

T2, fornecendo-a uma quantidade de calor Q2, sofrendo assim, uma compressao 

isotermica; 

d) Na u l t i m a etapa, temos uma compressao adiabatica, onde dispositivo e nova-

mente isolado de qualquer perturbagao termica, e sofre compressao, ate que a 

temperatura volte a ser T\, fazendo com que o ciclo volte ao seu estado inic ial . 

Diante do estudo desse ciclo, e do funcionamento de uma maquina reversivel, 

Carnot chegou a conclusao de que, nenhuma maquina termica, que esteja operando 

entre uma fonte quente e uma fonte fr ia , independente de seu mecanismo de funcio-

namento, tera maior rendimento que a maquina por ele proposta. E que o trabalho 

realizado por u m motor ciclico reversivel, depende somente das temperaturas das fontes 

quente e fr ia . 

Os resultados dos estudos de Carnot sobre as maquinas termicas foram apre-

sentados em sua obra in t i tu lada As Reflexoes sobre a potencia motriz do fogo no ano 

de 1824. Apesar de seus estudos bem aprofundados, Carnot nao apresentou expres-

soes matematicas que mostrassem o maximo rendimento dos motores reversiveis. Isso 
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Figura 2.1: Representagao do Ciclo de Carnot . Fonte: adaptada de ( N U S S E N Z V E I G , 

2002) 

veio a ser feito por investigadores de sua o b r a ( P R I G O G I N E ; K O N D E P U D I , 1999). 

Mesmo assim, seu trabalho foi o alicerce para o desenvolvimento do Segundo Principio 

da Termodinamica. 

2.1.1 Rendimento de uma maquina de Carnot 

Vamos considerar o rendimento de u m motor termico reversivel. Sabemos que 

esse rendimento e maximo, e o mesmo para todos os motores. Vamos obte-lo atraves 

do ciclo de Carnot . 

O motor termico proposto por Carnot opera entre dois reservatorios mantidos 

a temperaturas diferenteszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T\ e T2, sendo uma fonte quente e a outra fonte fr ia , e entre 

esses reservatorios u m gas perfeito realiza trabalho. A equagao dos gases perfeitos e 

descrita como pV = NRT. 

Ja sabemos que o ciclo de Carnot opera em quatro etapas, vamos entao, deter-

minar o trabalho realizado em cada uma dessas etapas. 

l a etapa: Nessa etapa o gas esta a u m volume inic ial VA e em contato com o 

reservatorio quente a temperatura T i . Com esse contato o gas sofre uma expansao 
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isotermica, passando entao a ter u m volumezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA VB- Durante esse processo, o trabalho 

realizado pelo gas vai ser dado por: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

VA 

VB 

J pdV (2.1) 

VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAb 

Mas, vamos considerar a expressao dos gases perfeitos, 

pV = NRT (2.2) 

NRT , . 
V = — (2.3) 

Assim, se substituirmos a equagao (2.8) na equagao (2.1), obtemos: 

< zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/

J\T Tjrp 

- Y ^ d V (2-4) 

lo 
VA 

J ^dV (2.5) 

VA 

VB 

Va 

NRT1 In V (2.6) 

Vb 

= NBTilnVB-\nVA (2.7) 

= NRTi I n ( ^ \ (2.8) 

Durante este processo isotermico, o reservatorio fornece calor. A energia interna 

de u m gas perfeito depende somente de sua temperatura. Entao, nao ha variagao na 

energia do gas. Se considerarmos a l a lei da termodinamica, vamos obter que o trabalho 

efetuado sera igual ao calor absorvido, ou seja, 

QAB = W A B (2.9) 

Portanto, da equagao (2.8), obtemos: 

QAB = NRTx\n(^\ (2.10) 

- . 1 
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2° etapa:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA O gas e isolado de qualquer perturbagao termica, e sofre uma expansao 

adiabatica. variando a temperatura de T\ para T 2 . Durante este processo, o gas fornece 

trabalho. 0 trabalho reahzado por u m gas numa expansao adiabatica reversivel e dado 

pela expressao: 

pV~< = piVf = PfVf = cte (2.11) 

De modo que. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Vi zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

W if = J PdV 
(2.12) 

Sendo assim, se considerarmos que o processo ocorre do estado B a temperatura 

T i , ate o estado C a temperatura T 2 , temos: 

WBC = J PdV 

Mas, da equagao (2.11), temos: 

Assim, obtemos: 

P = 
PBVB1 PCVC~> 

1/7 

(2.13) 

(2.14) 

W BC 

VC 

- I ' 

PBVB' 
dV zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

VB 

PBVB1 

= PBVB1 

y - 7 + 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- 7 + 1 

\l 1+7 
VC 

VC 

- 7 + 1 - 7 + 1 

PBVB'VC1-1 PBVBVB1-1 

1 — 7 1 — 7 

Mas, se considerarmos a equagao (2.14), teremos: 

(2.15) 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 
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'BC =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — \ ; (2-19) 
1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — 7 1 — 7 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

PcVc _ PBVB 

1 — 7 1 — 7 
(2.20) 

(2.21) 
1 - 7 

Mas, vamos considerar ainda a relagao pV = NRT, com isso, ficamos com a 

expressao: 

WBC = (2-22) 

(2.23) 

(2.24) 

1 -- 7 
NR{T2 - ? l ) 

1 - -v 

NR{T} - T 2 ) 

7 - 1 

3" etapa: O gas entra em contato corn o reservatorio frio, que esta a temperatura 

T2. Com isso, sofre uma compressao isortermica do estado C ate o estado D. Durante 

esse processo, o trabalho realizado sera dado por: 

vD 

WCD = J PdV (2.25) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

VC 

- J ' ^ I V (2,26) 

vD 

= NRT2 J ^dV (2.27) 

vD 

(2.28) 
vc 

NRT2 [In VD - In Vc] (2.29) 

NRT2\n(^) (2.30) 

= NRTolnV 

Mas, temos ainda que WQD = Q C D , assim, obtemos: 
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QcD = NRT2\n[^\zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (2.31) 

4a etapa: Nessa etapa vamos ter uma compressao adiabatica que leva o sistema 

do estado D ate o estado A. Saindo da temperatura T 2 ate T i , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

VD 

Vamos considerar ainda a expressao zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

VA 

DA =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J PdV (2.32) 

dai , obtemos: 

pV1 = pDVD': = PAVA1 

PDVD1 PAVA1 

r -

(2.33) 

(2.34) 

Wi DA 
JPDVD1 

dV 

VA 

PDVD1 J V " W 

VD 

= PDVD1 

= PDVD 

+ 1 

Vu 

VA vD 

1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- 7 1 - ' 

PAVA^A1-1 PDVD-'VD1^ 

1 - 7 

PAVA _ PDVD 

1 - 7 1 - 7 

P ^ V A - PpVp 

1 - 7 

1 - 7 

(2.35) 

(2.36) 

(2.37) 

(2.38) 

(2.39) 

(2.40) 

(2.41) 

Mas, considerando a relagao pV = NRT, temos: 
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NRTi - NRT2 

WDA = \ 2-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (2.42) 

(2.43) 

(2.44) 

1 -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- 7 

NR(T! - T 2 ) 

1 - 7 
NR(T2 

Determinado o trabalho em cada uma das etapas do ciclo de Carnot , devemos 

entao determinar o trabalho t o t a l realizado pelo ciclo, que vai ser dado pela soma dos 

trabalhos de todas as etapas. 

W = WAS + WBC + WCD + WDA (2.45) 

Assim, obtemos: 

W = NRTi In +
 N R { T > - ^ + NRT2 In ( % ) +

 N R ^ ~ T -

= NRTi In IzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA % ] + ™K T T * + NRT2 In ( l u ^ - In y j " T ' > 
K » / 7 - 1 v 7 - 1 

NRTi In ^ J - A r i ?T 2 In (In V c - In VD) 

= A W l l n ( | ) - A / ? T 2 l n ( | ) (2.46) 

w 
Mas, o rendimento de uma maquina termica e dado por r\ — ——, assim, para a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Qi 

maquina de Carnot , vamos ter: 

W 
r, = ~ (2-47) 

Considerando as equacoes (2.10) e (2.46), obtemos: 
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NRTizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I n ( ^ ) - NRT2 I n ' 

v V ^ (2.48) 

NRTi In 

A i ? T 2 In 

A .RT, In 

V B 

VA 

1 (2.49) 
V B 

Para processos isotermicos temos PAVA ~ PBVBYPCVC = P D V D , e no caso dos 

(VC* 

processos adiabaticos, temos PQVB =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA PcVc1 E PZ>VD R = P A V A 7 , assim temos I — 

V V D , 
VB* 

— I , assim, obtemos: v. 

>7 = 1 - p (2.50) 
J l 

o 

Pode-se perceber atraves dessa expressao que o rendimento de uma maquina de ĴLJ 

Carnot depende apenas das temperaturas dos reservatorios. O 

2.1.2 O teorema de Carnot 

Atraves de seus estudos sobre as maquinas termicas, Carnot langou mao de u m 

teorema que v i r i a m a ser o alicerce para desenvolvimento do Segundo Principio da 

Termodinamica, para melhor compreensao desse teorema, vamos separa-lo em duas 

partes. 

Parte 1: Nenhuma maquina termica que opera entre uma dada fonte quente e 

uma dada fonte fr ia pode ter rendimento superior ao de uma maquina de Carnot. 

Demonstragao: 

Para demonstrar esse teorema, vamos considerar duas maquinas termicas, sendo 

uma maquina de Carnot R e uma outra maquina termica qualquer / , vamos considerar 

ainda que essas maquinas estao operando entre as mesmas duas fontes. 

Podemos ajustar as duas maquinas para que possarn produzir a mesma quan-

tidade de trabalho W. Seja WR ^ Wj podemos determinar dois inteiros m e n de t a l 

maneira que — - = —, ou seja, TIWR = rnWj = W. Para isso, so e necessario ajustar 
W[ n 

n ciclos de R em correspondencia com m ciclos de / . 

A figura (2.2) mostra o ajuste feito entre as maquinas termicas para que o 
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trabalho seja igual em ambas, perceba que as quantidade de calor foram definidas 

como:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Q\ e Q'2 para / e Qx e Q2 para R. 

Atraves da equagao que nos fornece o rendimento de uma maquina termica. 

vamos obter, 

m = Qi 

para a maquina de Carnot. E, 

\V_ 

para qualquer maquina termica. 

(2.51) 

(2.52) 

Q\ 

&1 

w 

M a q u i n a 
de Carnot 

w 

Q, =Q~Qi 

Figura 2.2: Ajuste feito entre a Maquina de Carnot R e uma maquina termica qualquer 

/ para que produzam o mesmo trabalho. Fonte: Adaptada de ( N U S S E N Z V E I G , 2002)) 

Vamos considerar por suposigao, que o rendimento de uma maquina termica 

qualquer seja maior que o rendimento de uma maquina de Carnot , ou seja, 

"/ > m (2.53) 

Isso resultaria em u m maior consumo de calor por parte da maquina de Carnot , 

obteriamos. 

Q\ < (2.54) 

Segundo o Pr imeiro Principio da Termodinamica, o t rabalho t o t a l realizado por 

uma maquina em u m ciclo e dado pela expressao: 
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W = Qi-Q2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(2.55) 

Assim. obtemos: 

W - Q\ = -Q'2 => Q'2 = Q\ - W 

W - C?, = -Q2 Q2 = Qy- W 

(2.56) 

(2.57) 

Considerando a equagao 2.54, vamos obter: 

Q'2 = Q\ - W <Q2 = Qi- W (2.58) 

Sabemos ainda que a maquina de Carnot R e uma maquina reversivel. Ao 

acoplar a maquina R com a maquina / , podemos ut i l izar o trabalho realizado por I 

para fazer com que R, funcione como u m refrigerador, como esta representado na figura 

(2.3). j a que se t ra ta de u m motor reversivel. 

Fonte 
quente 

Fonte 
fria 

Figura 2.3: Acoplamento entre uma maquina de Carnot e uma maquina termica qual-

quer. Fonte: Adaptado de ( N U S S E N Z V E I G , 2002). 

Nesse caso, o trabalho produzido por / sera igual ao trabalho ut i l izado por R 

para transferir calor da fonte fr ia para a fonte quente, ou seja, 
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W = Q[ -Qr
2 = Q 1 -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C?2 (2.59) 

O resultado desse acoplamento seria a ret irada de calor, da fonte fria para a 

fonte quente, sem ter como consequencia nenhum outro efeito. Esse resultado viola o 

enunciado de Clausius 0 do Segundo Principio da Termodinamica. 

Diante disso, devemos concluir que se considerarmos qualquer maquina termica 

operando entre as mesmas fontes termicas que uma maquina de Carnot , a mesma 

nao pode ter rendimento superior a maquina reversivel, ou seja, com esse resultado 

concluimos que: 

m < m (2.60) 

2" Parte: Todas as maquinas de Carnot, que operem entre as mesmas duas 

fontes termicas, terao o mesmo rendimento. 

Demonstragao: 

Para demonstrar esse teorema, vamos considerar duas maquinas termicas rever-

siveis A e £?, com rendimentos termicos rj e rf, respectivamente. 

Vamos entao considerar por suposigao que o rendimento da maquina A e maior 

que o rendimento da maquina B. 

7] > ij (2.61) 

Os rendimentos das maquinas termicas serao dados pelas seguintes expressoes: 

W 

ri = (2.62) 

ri = \ (2.63) 

Se considerarmos as equagoes (2.61), (2.62) e (2.63), vamos observar que, 

Qi < Q\ (2.64) 

6 0 enunciado de Clausius nos diz que e impossivel realizar um processo cujo linico efeito seja 

transferir calor de um corpo mais frio para um corpo mais quente. 

26 



Sabemos que as maquinaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A e B sao reversiveis, vamos entao acoplar as duas 

maquinas transformando-as em u m dispositivo A B . Nesse dispositivo. vamos consi-

derar a maquina B funcionando no sentido inverso. ou seja, funcionando como u m 

refrigerador. Nesse caso, o dispositivo tera como unico efeito a retirada de calor de 

u m determinado reservatorio convertendo totalmente em trabalho. Esse processo viola 

o enunciado de Ke lv in para o Segundo Principio da Termodinamica, que sera visto 

posteriormente, de modo que nao podemos considerar essa desigualdade. 

Agora, vamos considerar que o rendimento da maquina B seja maior que o 

rendimento da maquina A 

rf > ri (2.65) 

Com base nessa equagao, temos: 

Q\ < Qi (2.66) 

Baseados nisso, vemos agora que e a maquina A que funcionara como refrigera-

dor. 

Podemos concluir de maneira analoga a hipotese anterior que essa desigualdade 

tambem nao e valida, da mesma maneira, viola o enunciado de K e l v i n 7 . 

Se as desigualdades r/ > rf e rf > rf nao sao satisfeitas nos resta entao uma unica 

possibilidade, 

77=77' (2.67) 

O que comprova a validade da 2 a parte do enunciado de Carnot. 

2.1.3 Temperatura Termodinamica 

Baseado nos trabalhos de Carnot , Ke lv in desenvolveu a escala de temperatura 

absoluta. Hoje, essa escala e ut i l izada no meio cientifico, sendo a unidade oficial do 

Sistema Internacional de Medidas (S.I.) para verificagao de temperatura. 

7 0 enunciado de Kelvin nos diz que e impossivel realizar um processo cujo unico efeito seja retirar 

calor de um reservatorio termico e converte-lo em uma quantidade igual de trabalho. 
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O rendimento de uma maquina termica e dado pela razao entre o trabalho 

fornecido e o calor consumido, de acordo com o Primeiro Principio da Termodinamica, 

podemos escrever esse rendimento como, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Qi 

rj = 1 - g (2.68) 

Mas, considerando a equagao (2.50), vemos que para uma maquina de Carnot , 

esse rendimento so depende das ternperaturas dos reservatorios aos quais a maquina 

foi submetida. Entao, esse rendimento pode ser escrito como uma fungao que depende 

somente dessas ternperaturas, 

7 = 1 -/(71,72) (2.69) 

Da i , podemos concluir tambem que a razao entre o calor cedido e o calor rece-

bido pelo sistema, vai depender tambem, somente das ternperaturas dos reservatorios 

terrnicos, ou seja, 

^ = m,T2) (2.70) 

Vamos considerar entao, duas maquinas de Carnot. Uma maquina A operando 

entre as fontes termicas a ternperaturas 7\ e T2, e uma maquina B operando entre as 

fontes a ternperaturas T 2 e T 3 . Vamos supor entao que a maquina A absorve calor Q\ 

do reservatorio a temperatura T\, e fornece calor Q2 ao reservatorio a temperatura T2. 

Ja a maquina B absorve calor Q2 do reservatorio a temperatura T2 e fornece calor Q3 

ao reservatorio de temperatura T3. Nessa configuragao, temos que o calor cedido pela 

maquina A e equivalente ao calor recebido pela maquina B. 

Para a maquina A, a razao entre o calor cedido e o calor recebido e, 

%- = f(T1,T2) 

Para a maquina B, vamos ter, 

7 T = / ( T a , T 3 ) (2.72) 

Podemos entao considerar que as duas maquinas de Carnot formam u m me-

canismo composto. De maneira que se mult ipl icarmos as equagoes (2.71) e (2.72), 

2.71 
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membro a membro, vamos obter a razao entre o calor cedido e o calor recebido para 

esse mecanismo, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

= m,T2)f(T2,T3) (2.73) 
V I V2 

= / ( r 1 : T 2 ) / ( r 2 , T 3 ) (2.74) 
V I 

Para esse mecanismo, teremos Q 3 como calor cedido e Q\ como calor recebido, 

de modo que ele opera entre os reservatorios de temperatura T\ e temperatura T 3 . 

Assim, podemos ainda escrever a equagao (2.74), da seguinte maneira, 

Q- = m,T3) (2.75) 
V i 

A o considerarmos as equagoes (2.74) e (2.75), obtivemos as seguinte relagao, 

f(TuT2)f(T2,T3) = f(TuT3) (2.76) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f(T ) 
Dessa relagao podemos concluir que a fungao / ( T 1 ; T 3 ) e da forma —— . Sendo 

J\Ti) 

assim o rendimento para esse mecanismo seria dado, de acordo com a equagao (2.75), 

por: 

" = 1 - Q i = 1 ' m ) ( 2 7 7 ) 

Assim, temos: 

1 - Q . ~ l ~ i m ( 2 - 7 8 ) 

(h _ f(T3) 

Qi ~ f(Ti) { 2 - ' J ) 

Onde f(T) e uma fungao universal de temperatura, e independente das proprie-

dades de qualquer substancia. Isto permite a formulagao de uma escala termodinamica 

absoluta, pois alem dessa independencia, a fungao dispensa a necessidade da existencia 

de uma substancia especifica. 

Para defmirmos uma escala termometrica , definiremos a temperatura absoluta 

29 



de modo que, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f(T) = T (2.80) 

Relacionando essa definigao com a equagao (2.79), obtemos: 

Dai , para construir uma escala termodinamica absoluta, basta a t r ibu i r u m valor 

numerico para T\ ou T3. 

2.2 O teorema de Clausius 

Baseado nos trabalhos de Carnot , Clausius se deparou com a necessidade de 

quantificar o que seria denominado Segundo Principio da Termodinamica. I n t r o d u z i u 

o conceito de Entropia , uma grandeza ate entao desconhecida, que diferentemente 

da energia, ret ira suas fontes da mecanica (PRIGOGINE; K O N D E P U D I , 1999). A 

entropia seria uma grandeza totalmente necessaria para o desenvolvimento quant i tat ivo 

da Segundo Principio da Termodinamica. 

Vamos levar em consideragao a equagao (2.81), de acordo com ela quando uma 

maquina termica atua entre duas fontes termicas T\ e T3 em u m processo reversivel, 

podemos obter a seguinte relagao: 

Qz = ( 2 8 2 ) 

J 3 J-i 

Nessa relagao teremos Q\ como calor cedido da fonte T i para o sistema e Q3 

o calor recebido pela fonte T 3 do sistema. Dessa maneira usando como referencial o 

sistema, teremos que Q\ > 0 e Q3 < 0, vamos adotar esse referencial de modo que a 

equagao (2.82), sera escrita da seguinte maneira: 

- 9 l = 9l (2.83) 

Podemos escrever ainda a equagao como: 
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(2.84) 

Baseados uisso, podemos generalizar essa expressao para varios sistemas, desde 

que todos esses sistemas envolvidos sejam transforrnagoes reversiveis, assim, a equagao 

(2.84) pode ser escrita como u m somatorio, 

Vamos mostrar que esse resultado deve ser o mesmo para qualquer ciclo rever-

sivel, ou qualquer transformagao reversivel representada por u m caminho fechadozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C, 

como pode ser visto na figura (2.4). 

Figura 2.4: Diagrama (P,V) que representa u m caminho fechado. Fonte: Adaptada de 

( N U S S E N Z V E I G , 2002). 

Para fazer essa demonstragao vamos considerar que nesse caminho fechado C, 

temos pontos que possuem a mesma temperatura e constituent uma isoterma. Essas 

isotermas sao curvas que nunca se cruzam. Da mesma maneira vamos considerar curvas 

adiabaticas, uma vez que o sistema em determinados instantes fica isolado de qualquer 

perturbagao exterior. 

Na figura (2.5) observamos que podemos reduzir o caminho fechado C a uma 

serie de ciclos de Carnot infinitesimos, podendo aplicar a eles a equagao (2.85). Vamos 

entao considerar uma pequena parte de C de modo que nela tenhamos uma curva 

isoterma e duas adiabaticas, conforme pode ser visto na figura (2.6), mostraremos 

entao que nesse caso o trabalho AW e o calor AQ associados a esse sistema nao serao 

(2.85) 
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V 

Figura 2.5: Representagao de isotennas e adiabaticas no caminho fechado C. 

diferentes para uma pequena parte dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C. 

Vamos considerar entao urna pequena porgao de C situada entre os pontos i e 

/ , e entre duas adiabaticas que passam pelos mesrnos pontos, como pode ser visto na 

figura (2.6). Temos ainda uma isoterma situada entre as duas adiabaticas de modo 

que o trabalho esta situado entre (ia + ab + bf) e o eixo V, como pode ser percebido, 

e a area sombreada no diagrama. O trabalho A H 7 ^ / representado por esse caminho, 

e igual a A W * / que e o trabalho associado a area cornpreendida entre os pontos i e / 

situados na isoterma e o eixo V e entre as adiabaticas. Da i , temos a seguinte relagao, 

AWiabf = AWif (2.86) 

Sabemos que diferentemente do trabalho, a energia interna nao depende do 

caminho, depende somente dos seus estados finais e iniciais. Temos entao que a variagao 

da energia interna AU = Uf — Ui e a mesma ao longo dos dois caminhos. 

Vamos considerar o pr imeiro principio da termodinamica. 
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Figura 2.6: Recorte de uma pequena parte do caminhozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C, contendo duas adiabaticas 

e uma isoterma. Fonte: Adaptada de ( N U S S E N Z V E I G , 2002) 

AU = Q - W^j (2.87) 

Como a energia interna e a mesma para ambos os caminhos, vemos que o calor 

AQ, vai depender somente do trabalho, de modo que podemos escrever: 

AQiabf = AWiabf (2.88) 

AQif = AWif (2.89) 

Dessa maneira, baseados na equagao (2.86), temos: 

AQiabf = AQif (2.90) 

Mas, levando em consideragao que os trechos ia e bf sao adiabaticas, nao teremos 
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variagao de calor nesses casos, entao A Q i a =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA AQbf = 0 de modo que ira restar apenas 

a variagao entre o trecho a —>• b. Sendo assim, podemos escrever: 

AQab = AQif (2.91) 

Isso nos mostra que o calor transferido ao longo de if e igual ao de ab. 

Vamos considerar u m sistema S que descreva o ciclo C. Esse ciclo e composto 

por varios ciclos de Carnot como pode ser visto na figura (2.5). Vamos considerar 

tambem u m sistema S', que sera t ratado como u m sistema auxi l iar , podemos pensa-lo 

como uma maquina de Carnot que opera entre o sistema 5 e u m reservatorio ter-

mico de temperatura To, esse reservatorio e uma fonte quente e nenhurna das outras 

ternperaturas envolvidas no sistema serao superiores a ela. 

Vamos considerar como pode ser visto na figura (2.5)uma expansao isotermica 

a —> b que se encontra a uma temperatura T , essa temperatura corresponde ao trecho 

' - > /> P a r a Q u e a expansao seja realizada, e necessario que seja fornecido a S o calor: 

Mas perceba que para fornecer calor A Q a S, sera necessario usar a maquina 

S", que esta operando entre o sistema S e o reservatorio termico a temperatura To, 

nesse caso o sistema S estara funcionando como a fonte fr ia , que corresponde ao trecho 

ab e se encontra a uma temperatura T. Vale lembrar ainda que To > T. Da i , vamos 

considerar a equagao (2.82). Para esse caso, obtemos: 

Dessa maneira a quantidade de calor A Q ' fornecida pela fonte quente a maquina 

termica S', que por sua vez transfere uma quantidade de calor A Q ao sistema 5, sera 

dada por: 

A Q = A Q a f e = A Q t / (2.92) 

A Q ' A Q 
(2.93) 

T 0 T 

A Q ' = To 
A Q 

T 
(2.94) 

31 



Mas, sabendo que A Q e a quantidade de calor que a maquina de CarnotzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA S' 

fornece ao sistema 5 (fonte fr ia ) , por conversao teremos —AQ. Dessa maneira, obtemos: 

A Q 
(2.95) 

T 

Se aumentarmos a quantidade de ciclos de Carnot no sistema S. podemos con-

siderar o l irnite em que as trocas de calor sao infinitesimals, de modo que teremos 

diferenciais inexatas A Q —> d'Q e A Q ' —> d'Q1. Dessa maneira a quantidade de calor 

cedida pela fonte quente a esses sistemas sera dada por u m somatorio de A Q ' , por 

consequencia, pode ser dada tambem pela integral fechada ao longo do ciclo C da 

diferencial inexata d'Q1, ou seja: 

Devemos notar que a temperatura T vai variar ao longo de cada porcao i n f i n i -

tesimal de C, uma vez que essa temperatura sempre esta sendo relacionada a trechos 

infinitesimals de isoterrnas, esses trechos por sua vez, sao correspondentes a trechos 

do caminho fechado C. Essas isoterrnas fazem parte dos ciclos de Carnot da maquina 

de Carnot 5', sendo assim T e uma temperatura do sistema auxi l iar S' durante a 

transferencia da quantidade de calor d'Q ao sistema S. 

Ao completar o ciclo, tanto o sistema S quanto a maquina de Carnot S" vo l -

t a m aos seus estados iniciais, o efeito resultante do ciclo e remover calor Q' da fonte 

quente que esta a temperatura To e realizar uma quantidade de trabalho equivalente, 

correspondente a area externa do ciclo C. Mas, de acordo com o pr imeiro principio da 

Termodinamica e o enunciado de K e l v i n para o Segundo Pr inc ip io , em u m processo 

ciclico, isso so seria possivel se Q' < 0. De modo que de acordo com a equacao (2.97), 

obtemos: 

(2.96) 

De acordo com a equagao (2.94), vamos obter: 

(2.97) 
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(2.98) 

Sendo o ciclo reversivel. para o sentido inverso dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C, vamos obter: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

£ (2.99) 

Essa equagao pode se escrita ainda como: 

(2.100) 

Dai , combinando as equagoes (2.98) e (2.100), de acordo com as desigualdades, 

podemos escrever: 

Esse e o teorema de Clausius para u m ciclo reversivel. 8 

A equagao (2.98) e valida para o ciclo C sendo irreversivel, essa expressao e 

denominada desigualdade de Clausius. 

2.3 Entropia e o Segundo Principio da Termodina-

O teorema de Clausius t em como consequencia mais importante a definigao da 

grandeza Entropia. Essa grandeza e uma fungao de estado9 e esta associada a u m estado 

de equil ibrio termodinamico de u m s is tema(NUSSENZVEIG, 2002). Essa grandeza e 

de di f i c i l compreensao fisica, isso se deve ao fato da entropia ter sido defmida atraves de 

uma operagao matematica. Para entendermos melhor o que e entropia, vamos estudar 

8 Para que um ciclo seja reversivel e necessario que todas as trocas de calor ocorram isotermicamente. 

9 U m a fungao de estado e uma fungao que independe do caminho, ou seja, seu valor so depende dos 

estados finais e iniciais de um sistema. Essas fungoes tem tambem como caracteristica a descrigao de 

uma relagao entre duas variaveis de estado, que por sua vez, definem um estado de um sistema. 

(2.101) 

(2.102) 

mica 
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sua aplicacao a alguns processos fisicos. 

2.3.1 Entropia e processos reversiveis 

Vamos considerar dois estado de equil ibrio termodinamico de u m sistema,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i e 

/ , para efetuarmos o percurso i —> / ou / —> i, temos diferentes opgoes de caminhos 

ou processos, podemos veriScar isso na figura (2.7). Perceba que os caminhos A e B 

sao processos diferentes, porem, compart i lham do mesmo estado inicial e final. Vamos 

supor entao que esses dois caminhos sao reversiveis, e, vamos definir suas trocas de 

calor infinitesimals como d'Qaw. 

Figura 2.7: Ciclo C com caminho reversivel. 

Se considerarmos o teorema de Clausius, vamos obter para esse processo rever-

sivel, a seguinte integral: 

Ji 
d'Qn 

(2.103) 

Essa integral tera o mesmo valor para todos os caminhos reversiveis que levem 

do estado i ao estado / . 

3 A letra R serve para mostrar que estamos tratando de um processo reversivel. 
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Vamos considerar o processozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A fazendo o percurso i —> / , j a a transformagao B 

nos leva de / a i. Sendo assim, de acordo com o teorema de Clausius para u m processo 

reversivel, vamos obter: 

CI'QR\ f f (d'Qii\ r (d'QR 

T > J , \ T J A
 + J,{—)» = a 

Mas, sabemos ainda, atraves das propriedade da integral , que podemos escrever: 

Assim, a equagao (2.104) ficara: 

Dessa equagao, obtemos entao: 

(2.106) 

Nesse caso, concluimos que a integral independe do caminho. 

D a i , baseados no fato de que essa integrals terao o mesmo valor independente-

mente do caminho que fizeram entre i e / , podemos definir uma fungao de estado do 

sistema. Se fixarmos o ponto i, obviamente a fungao dependera apenas do estado final 

/ , esse estado pode ser identificado como o estado de equil ibrio do sistema para o qual 

queremos calcular o valor da fungao. Ao fixarmos i, estamos tratando esse estado como 

uma constante arbi trar ia , se mudarmos i, estamos adicionando uma constante aos va-

lores da fungao. Essa nova fungao de estado apresentada por Clausius e a e n t r o p i a 1 1 

Diante disso, obtemos: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I 
f d ^ = SJ-Si (2.108) 

1 1 A palavra entropia vem do grego e significa "transformagao". A unidade dessa grandeza no sistema 

M K S e o Joule por Kelvin, — tambem e utilizada a unidade calorias por Kelvin — . 

K K 
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Vale destacar que essa equagao permite calcular apeiias variagoes de entropia e 

nao o valor absoluto da entropia em determina estado. 

Vamos considerar o exemplo do fluido homogenio, seu estado e definido por 

qualquer par das variaveiszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (p, V, T), sendo a entropia uma fungao de estado, significa 

dizer que ela deve ser dependente de duas variaveis de estado que define o estado de u m 

dado sistema, para esse caso, poderemos escrever a entropia como fungao de qualquer 

par dessas variaveis, ou seja: 

S = S(p, V); S = S(p, T ) ; S = S(V, T) (2.109) 

Se a variagao da entropia AS' = Sj — Si for inf initesimal, podemos escreve-la 

como ds, uma diferencial exata da fungao 5. E, de acordo com a equagao (2.108), 

teremos: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ds = (2.110) 

Mas, vale destacar que d'Qn e uma diferencial inexata, de modo que para passar 

de uma diferencial para outra e necessario a multiplicagao do termo — denominado 

fator integrante12 para a diferencial inexata d'Qn. 

T i - a n s f o r m a g a o a d i a b a t i c a r e v e r s i v e l 

U m a transformagao adiabatica e caracterizada por, durante u m processo, nao 

haver troca de calor entre o sistema e o meio. Sendo assim, 

d'Qn = 0 (2.111) 

Se no processo nao ha uma troca de calor, entao a variagao da entropia que 

dada pela equagao (2.110) sera nula: 

dS = ^ = 0 (2.112) 

1 2 0 fator integrante e uma fungao usada para facilitar uma integragao e resolver uma equagao 

diferencial. 
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Assim, vamor ter zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

AS = Sf-Si = 0 (2.113) 

Diante disso. podemos concluir que durante u m processo adiabatico reversivel 

a entropia e invariante. 

V a r i a g a o de e n t r o p i a n u m a t r a n s i g a o de fase 

Durante uma transigao de fase, a temperatura de determinada substancia nao 

varia. Essa temperatura invariante e denominada temperatura de mudanga de fase. 

Alein disso, o calor cedido ou recebido por uma substancia para que ela passe de urn 

estado fisico para outro e denorninado calor latente, e nada mais e do que a quantidade 

de calor que uma unidade de u m determinado material necessita ganhar ou perder para 

mudar de estado. De modo que e determinado pela seguinte expressao: 

AS = S } - S t > f d ' Q « (2-116) 

AS = Qr> ~ Q R - (2.117) 

A S = ^ (2.118) 

Associando a expressao (2.115) com (2.118), vamos obter: 

AS=T-f (2.119) 

Essa expressao determina a variagao da entropia numa transigao de fase. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< 
o 

L = ^ (2.114) 
m 

AQ = rnL (2.115) 

AO 

U m a transigao de fase pode ser analisada como u m processo isotermico reversi- $J 

o 

vel, e a variagao da entropia e dada pela equagao (2.108), assim, obtemos: ^ 
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V a r i a g a o d a e n t r o p i a e m u m f i u i d o i n c o m p r e s s i v e l 

U m fiuido incompressivel e qualquer f iuido que nao t e m variagao de densidade 

com o tempo, e que nao cede a compressao sob qualquer condigao. 

Vamos considerar que sob volume constante, a temperatura de u m gas incom-

pressivel varia dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T, para Tj, dai , vamos analisar qual seria a variagao de entropia para 

esse caso, vale ressaltar que a capacidade termica C t ambem permanece inalterada 

entre Tt e T ) . Assim, a quantidade de calor fornecida a u m fiuido desse t ipo , em u m 

intervalo de temperatura dT, e determinado atraves da equagao, 

d'QR = CdT (2.120) 

considerando a equagao (2.108), vamos obter: 

ff CdT 

AS = J_ — (2.121) 

ff dT 

AS = C J — (2.122) 

AS = C l n ( T ) f (2.123) 

A S = C m (5-) (2-125) 

A S = C\n(Ts-Ti) (2.124) 

Ti 

Esta equagao, nos fornece a variagao da entropia para os fluidos imcompressiveis. 

V a r i a g a o d a e n t r o p i a dos gases p e r f e i t o s 

A leis dos gases perfeitos e regida pela equagao de Clapeyron, 

pV - nRT (2.126) 

Essa equagao relaciona as tres variaveis de estado, a pressao, o volume e a 

temperatura, com a quantidade de particulas que compoe u m gas. 

Vamos considerar o primeiro pr inc ipio da termodinamica 
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dU = d'Q - d'WzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (2.127) 

E m u m processo reversivel. o trabalho de u m fiuido para uma expansao e dado 

pela expressao: 

d'W = PdV (2.128) 

De modo que a equagao (2.127) pode ser escrita da seguinte maneira: 

dU = d'Q-PdV (2.129) 

d'Q = dU + PdV (2.130) 

De acordo com a expressao (2.110), vamos obter: 

dU + PdV 
dS = (2.131) 

dU PdV 
dS = -Y + — (2.132) 

Ao considerar a energia interna de u m gas perfeito, vemos que a mesma so 

vai depender de T , de modo que a capacidade termica molar da substancia a volume 

constante, pode ser escrita do seguinte modo: 

C V ( T ) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA % (2-133) 

Para n moles desse gas, como a energia interna e proporcional a massa do gas, 

escre vemos: 

dU = nCv{T)dT (2.134) 

Mas, vamos considerar agora a equagao de Clapeyron quando estamos tratando 

de 1 mol do gas, ou seja, quando n = 1, 
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PV = RT zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(2.135) 

Ao diferenciar essa equagao, obtemos: 

PdV + VdP = RdT (2.136) 

Podemos escrever a variagao da entropia em fungao de tres pares de variaveis, 

S = S(V T ) : S = S{P, T)eS = S{P, V) (2.137) 

Vamos entao determiner a variagao da entropia com fungao de ( V , T ) . Para isso, 

vamos considerar as expressoes (2.134) e (2.135) e substitui-las na equagao (2.132), de 

modo que vamos obter: 

CvdT RdV 
do = —— h 

(2.138) 

(2.139) 
T V 

Temos entao uma diferencial exata, integrando ambos os lados da expressao, 

teremos: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f  i g _  f> Cv{TyiT + p . R 

JzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Si JTi P JVi V 
<IS 

Si 

Sf - 5, 

A S 

A S zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r 
JTi 

Cy(T)dT 

T 

Ts Cv(T)dT 
+ R\nV 

r, 

V 

vs 

v, 

Cv(T)dT 

I T , T 

[Ti Cv{T)dT 

+ R\n(Vf-Vi) 

(2.140) 

(2.141) 

(2.142) 

(2.143) 

(2.144) 

Mas, Cy e constante para urn gas ideal no intervalo de ternperaturas T a Ty, 

de modo que a expressao ficara, 
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A S =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Cv £ ' ^ + Rln (2.145) 

A S = C Y - l n T 
+ i ? l n ( ^ j (2.146) 

A S = C'v hi(Tf -Ti) + R In (2.147) 

A S = C V l n ^ J + i ? l n ^ J (2.148) 

Essa expressao nos fornece a variagao de entropia para u m gas ideal quando a 

pressao p e mantida constante. 

Vamos obter agora uma expressao para a variagao da entropia escrita como 

fungao de {p.T). Para isso. vamos considerar a equagao (2.136) e vamos escreve-la da 

seguinte maneira: 

pdV = RdT - Vdp (2.149) 

Desse modo, a equgao (2.132) ficara, 

,„ dU RdT-Vdp 
dS = — + £ (2.150) 

Mas, vamos considerar a expressao, 

dU = CvdT (2.151) 

obtemos entao: 

d S . ( * + * ) < r _ ! S ( 2 , 5 3 , 

d S . ^ ± M d T - f ( 2 , 5 4 ) 

Mas, vamos escrever a equagao de Clapeyron para n = 1, a expressao (2.135) 
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da seguinte maneira: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V_R 

T~ p 

Se considerarmos a igualdade, a expressao (2.154) sera escrita como. 

(2.155) 

T p 

Vamos levar em consideragao ainda a seguinte expressao. 

(2.156) 

Cn — Cy + R (2.157) 

O u seja, a expressao contida na equagao (2.156) nos fornece a capacidade termica 

molar a uma pressao constante, de modo que a expressao ficara, 

dS = ^PdT - R d P 

T p 

Ao integrar essa expressao, obtemos: 

J Si J T , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

-r 
rTf c 

JT, ~T 

J T , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- s : 

AS 

AS 

AS 

CjAT) 

T 

CP(T) 

T 

dT -

CP(T) 

CP(T) 

T 

CP(T) 

-dp 
/""' R 

J P L P 
rp/ i 

dT-R -dp 
JP, P 

PS 

dT - Rlnp 

dT - R\n(pf - p^ 

dT-R\n[^-

(2.158) 

(2.159) 

(2.160) 

(2.161) 

(2.162) 

(2.163) 

Sob pressao constante, a capacidade termica molar Cy nao varia ao longo do 

intervalo ( T j , T / ) , assim a equagao (2.163) fica: 
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= a 
r 'zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 

- k 

Rln 

CplnT 
Pf 

AS 

AS 

AS = Cp\n{Tf - Ti) - Rln 

AS zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Pi 

Pi zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Tf 

- Rln 

1 T 
Rln 

(2.164) 

(2.165) 

(2.166) 

(2.167) 

Essa e a equagao que determina a variagao da entropia de u m gas ideal quando 

o volume e constante. 

Vamos considerar agora a variagao da entropia como uma fingao de (p ,V) . Ve-

jamos a equagao (2.135), 

pV = RT 

isolando T. obtemos a expressao: 

(2.168) 

T 
1>V 

~R 
(2.169) 

Agora, vamos considerar a expressao (2.148) substituindo nela o valor de T 

determinado pela equagao (2.169). 

A S 

A S 

A S 

C V l n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

PfYl 

R 

PM 

R 

A S = C V m f ^ + C v - l n ^ j + f l l n ^ 
V, 

(2.170) 

(2.171) 

(2.172) 

(2.173) 

Mas, temos ainda que, Cp = Cv + R para u m gas ideal, de modo que vamos 

escrever a espressao acima da seguinte maneira: 
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A S =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA CyIn + Cp\n (2.174) 

Podemos escrever ainda, como: 

A S = Cy in 
Pf CPJVf (2.175) 

.Pi J Cy \V, 

Vamos levar em consideracao que a razao das capacidades termicas molares a 

pressao constante e a volume constante e dada como uma constante, 7 , 

7 = (2.176) 

Assim a (2.175) fica: 

A S = CV (2.177) 

Essa expressao nos fornece a variagao da entropia para u m gas ideal quando a 

temperatura nao varia. Podemos ainda escrever essa equagao da seguinte maneira: 

A S = Cy I n 
PfV] 

PiV? 
(2.178) 

Vale destacar que para u m gas ideal a expressao pV e constante, o que nos faz 

concluir que: 

A S = C V l n l = 0 (2.179) 

D a i , concluimos que diante dessa situagao a variagao da entropia sera nula. 

2.3.2 Entropia e processos irreversiveis 

Vamos considerar agora u m sistema sofrendo uma transformagao irreversivel de 

urn estado inic ia l i. ate u m estado final / , onde os mesmos sao estados de equil ibrio 

termodinamico. Sabemos que a entropia e uma propriedade do sistema, desse modo, 

tem u m valor fixo no determinado estado em que se encontra. Entao, independente 
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da transformagao sofrida pelo sistema, a variagao da entropiazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA AS vai depender apenas 

dos seus estados inic ial e f inal. Diante disso, para calcular a variagao de entropia em 

u m sistema irreversivel, podemos usar a equagao (2.108), 

ff d'QR 

= J -S5 

T 

Porem, como pode ser percebido a integral esta atuando sobre u m processo 

reversivel, isso ocorre por que o valor da integral — - nos dar o valor dessa variagao 

de entropia somente se estiver sendo efetuado sobre u m processo reversivel. Para 

percursos irreversiveis entre os dois estados i e / a integral apresenta valores distintos, 

dessa forma nao representa a variagao de uma propriedade. Sendo assim, para calcular 

essa variagao, vamos imaginar u m processo reversivel atuando entre i e / , e calcular a 

equagao (2.180) usando esse processo. Qualquer processo reversivel pode ser usado, a 

variagao da entropia independe dele, i ra depender apenas dos estado i e / . ^ £ 

Vale destacar que a variagao de entropia nao sera a mesma quando estivermos 

tratando da vizinhauga desses sistemas. 

E x p a n s a o l i v r e 

Numa expansao l ivre, u m gas t em seu volume instantaneamente aumentado de 

u m volume inicial Vt ate u m volume final Vf sem que baja u m trabalho associado. Vale 

ressaltar que esse processo e realizado nuin sistema com paredes adiabaticas, sendo 

assim nao existe troca de calor com o exterior. Logo, temos: 

AW = 0 e AQ = 0 (2.181) 

Se considerarmos uma expansao l ivre infinitesimal, teremos: 

(?W = 0 e d'Q = 0 (2.182) 

e, atraves do pr imeiro principio da termodinamica, vemos que a energia interna do 

sistema tembem sera nula, 

CD 

a o 

o 
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dU = d'Q + d'WzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (2.183) 

dU = 0 (2.184) 

A expansao l ivre e u m processo irreversivel, entao, para calcularmos a variagao 

da entropia nesse caso, e necessario usarmos u m processo reversivel. Nesse processo 

e preciso cjue a temperatura seja mant ida constante, e deve ser igual a temperatura 

inic ial do gas em cada processo de expansao. 

Vamos considerar u m processo reversivel de um gas ideal, onde a temperatura 

inic ial 7} seja igual a temperatura final Tj. Usando a equagao (2.148), temos: 

AS = CvIn ( +Rln ) (2.185) 

Como Tf = Ti 

Assim, para u m gas corn n moles, 

A S = i ? m ( " ^ ) (2.186) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

AS = nmn\-jrj (2.187) 

Nesse caso, sempre teremos uma variagao de entropia maior que zero, uma vez 

que Vf>Vi. 

D i f u s a o de u m gas e m o u t r o 

Quando gases apresentam grande difusibil idade, significa que se colocarmos dois 

ou mais gases urn na presenga dos outros ele se difundem entre si, e, tempo depois, essa 

mistura sera perfeitamente homogenia. Este processo e irreversivel, por exemplo, ao 

colorcamos perfume, o gas se espalhara se di fudindo pela atmosfera, uma vez acontecido 

isso, nao podemos colocar o perfume novamente dentro do frasco. 

Vamos considerar u m exemplo simples de u m processo de difusao. Temos dois 

tipos de gases diferentes, u m gas A e u m gas B, separados por uma parede, dentro de 
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u m recipiente. Como i lustra a figura (2.8). N o instantezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t = 0, quebramos a parede 

que separa esses gases de modo que eles se d i fundam u m no outro ate o ponto em que 

sejam uma mistura homogenia e ocupem todo o volume do recipiente. 

TzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA—x 

A 1 B 

Figura 2.8: difusao de n moles de u m gas A em n moles de u m gas B. 

O gas A ocupava u m volume V do mesmo modo que o gas B. Apos a difusao, 

os dois passam a ocupar u m volume 2V. 

Dizemos que esses gases sofrem uma expansao livre de V para 2V, vamos entao, 

considerar a equagao (2.187), zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

AS = nR\i\[Xr) (2.188) 
Vi 

Para o caso em que estamos considerando dois gases, eserevemos essa equagao 

como: 
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'2V\ i/2V\ 
AS = nRzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA In ( — + nR In — (2.189) 

V J \ V ) 

AS = n # l n ( 2 ) + nR\nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(2) (2.190) 

AS = 2nR\n{2) (2.191) 

Esse resultado como pode ser percebido, sempre sera maior que zero. 

C o n d u c a o de C a l o r 

Vamos considerar dois corpos A e B com ternperaturas distintas, sendo que o 

corpo A t em temperatura maior que o corpo B , ou seja, TA > TB- Vamos supor entao 

que esses corpos sao colocados em contato termico de modo que haja transferencia de 

calor. Os mesmos estao dentro de u m recipiente com paredes adiabaticas, ou seja, nao 

trocam calor com o exterior, sendo assim o corpo A vai ceder calor exclusivamente para 

o corpo B . Esse processo e irreversivel, nao podemos realizar o processo inverso, que 

seria transferir calor do corpo mais frio B para o corpo mais quente A . 

Para obtermos a variagao da entropia nesse caso, devenios considerar u m caso 

reversivel, podemos realizar a troca de calor de maneira inf initesimal , colocando o 

corpo A a temperatura T\ em contato termico com u m reservatorio, transferindo uma 

quantidade de calor d'Qn para o corpo B , quando ele entrar em contato com esse 

reservatorio a temperatura T 2 . 

A variagao da entropia para esse caso, sera dada pela equagao (2.180), 

d S = CIRH (2.192) 

Pela adit ividade, vamos obter: 

dS = dSx + dS2 (2.193) 

- S = (2.194, 

-U J-2 

dS = dfQnUr-^j (2.195) 

Quando dois corpos ficarn em equilibrio termico, suas ternperaturas finais sao 
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iguais, isso significa dizer que o corpozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A tera sua temperatura reduzida ate T j e o corpo 

B tera sua temperatura aumentada ate Tf. Essa variagao de temperatura pode ser feita 

atraves de contatos termicos com uma sucessao de reservatorios cuja ternperaturas 

variam gradativamente atraves de processos infinitesimals.. A variagao da entropia sera 

dada atraves da equagao (2.108). Mas, devemos considerar os dois corpos, sendo assim, 

obtemos: 

AS = A S i + AS2 

d'QnzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA , fTf d'Qn 
AS 

J T , 1 JTi T 

(2.196) 

(2.197) 

ITX
 ± JT2 

Mas, seja uma substancia cam calor especifico c, a quantidade de calor A Q 

necessaria para elevar sua temperatura em A T sera, 

A Q = mcAT 

N u m processo inf inites imal , temos: 

(2.198) 

d'Q — rncdT 

Dessa maneira, vamos obter: 

(2.199) 

A 5 

AS zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

fTf rncdT rTf mcdT 

JTi T JT2 

,-Tf d T rTf d T 

mcL ~ T + m c LzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA t 

AS 

AS 

AS 

AS 

AS 

Tf' 

AS = mc I n T + l n T 

Ti 

mc [ ( I n T / - In TO + (In Tf - l n T 2 ) ] 

m c t a | | ) + 1 " ( l 

mc In 

mc I n 

2mc I n 

T 2 

T{T2 

Tf 

VT\T2 

Tf 

VJW2 

(2.200) 

(2.201) 

(2.202) 

(2.203) 

(2.204) 

(2.205) 

(2.206) 

(2.207) 

52 



Mas, os dois corpos possuem mesma massa e calor especifico, de modo que 

quando at ingirem o equil ibrio termico, suas ternperaturas serao dadas por: 

7> = - ( T 1 + T 2 ) (2.208) 

Substituindo esse valor dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Tj em (3.65), vamos obter: 

A S = 2 m c l n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
2P1 + T2) 

(2.209) 

Sendo T\ ^ T 2 , podemos concluir que esse valor sempre sera maior que zero. 

2.3.3 Principio do aumento da entropia 

Vamos considerar u m ciclozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C constituido por duas transformagoes, a transfor-

magao izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —> f que pode ser tanto reversivel quanto irreversivel, e a transformagao / —> i 

reversivel, esse ciclo esta representado na figura (2.9). 

Figura 2.9: Ciclo C constituido por uma transferencia reversivel ou irreversivel, de i 

ate / , e uma reversivel,de / ate i. 

Vamos considerar a desigualdade de Clausius, equagao (2.102), 

f 

1 
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£ ^ < 0 (2.210) 

Essa desigualdade e valida para quandozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA C e u in ciclo irreversivel, no caso de C 

reversivel, a integral se anula. Ainda dessa desigualdade, teremos: 

(2.211) 

Onde a primeira integral representa o processo i —>• / que pode ser tanto re-

versivel quanto irreversivel e na segunda integral temos o processo / —> i reversivel. 

Da equagao (2.180) vemos que esse segundo termo representa a variagao da entropia, 

assim, obtemos: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ff d'O 

J ^ + 5 ) ; - 5 / < 0 (2.212) 

Essa equagao pode ser escrita ainda como: 

i f < 

I'f < Sf-& 

(2.213) 

(2.214) 

Logo, 

ff d'O 

S>)t - f (2.215) 

Podemos ainda expressar essa equagao na forma diferencial, 

d'O 
dS > ^ (2.216) 

Nas equagoes (2.215) e (2.216) temos que o sinal de igualdade ( = ) e valido para 

as transformagoes reversiveis, j a o sinal de maior ( > ) e valido para as transformagoes 

irreversiveis. Da i , podemos concluir que a variagao de entropia de u m sistema durante 
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uma transformagao irreversivel sempre sera superior ao valor da integral ao longo dessa 

tranformagao, j a no caso das transformagoes reversiveis as duas quantidades sao iguais. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ff d'Q 

Na integral J ~jTi a temperatura T e a temperatura absoluta, por isso, nao 

teremos casos em que T sera negativo. Sendo assim, nas transformagoes reversiveis, 

a variagao da entropia tera o mesmo sinal das quantidades de calor trocadas. Nas 

transformagoes irreversiveis a variagao de entropia sempre sera superior ao valor da 

integral de — , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ff d'O 

A S > j - ^ (2.217) 

Mas, podemos escrever essa equagao da seguinte maneira, 

AS = J_ ^ + Sger (2.218) flf1 

T 

sera, de modo que vamos obter da equagao (2.215) o seguinte resultado: 

Onde o pri ineiro membro a esquerda do sinal de igualdade representa a varia-

gao de entropia relacionada as trocas de calor, e a segunda parcela Sger representa a 

quantidade de entropia gerada devido o processo ser irreversivel, ou seja, gerada pelas 

irreversibilidades. 

Se considerarmos u m sistema isolado, ou seja, urn sistema fechado adiabatico, 

veremos que as trocas de calor sao nulas, consequentemente a integral J 

0 0 

D 

i x 
f d'Q 3 

ASsistemaisolado (2.219) 

Essa equagao nos diz que a entropia de u m sistema isolado nunca descrece, 

ela aumenta sempre durante uma transformagao irreversivel e permanece constante 

durante uma transformagao reversivel, esse fenomeno e conhecido como principio de 

aumento da entropia. 

Esse principio nos permite saber qual o sentido em que uma transformagao pode 

ocorrer, ou se ela vai ocorrer. Essas transformagoes ou processos naturais sempre vao 

ocorrer no sentido em que a entropia do sistema isolado aumenta. 

Mas, essa equagao so e valida para transformagoes adiabaticas em u m sistema zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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fechado. Essa limitagao pode ser superada se considerarmos u m sistema que englobe 

o sistema inic ial e sua vizinhanca. E sempre possivel aumentar as dimensoes da v i -

zinhanca desse sistema inic ia l , desde que ambos estejarn no interior de uma fronteira 

com dimensoes grandes o suficiente para que nao haja troca de calor atraves dela, for-

mando assim, urn sistema isolado conforme a figura (2.10) esse sistema e chamado de 

universo 1 3 . 

F igura 2.10: Sistema isolado composto por dois subsistemas: sistema inicial e v i z i -

nhanca. 

Vamos considerar entao o sistema inic ial e a sua vizinhanga como dois subsiste-

mas desse sistema maior que esta isolado, de maneira que a variagao da entropia deste 

sistema e dada atraves da soma das variagoes de entropia dos dois subsistemas. Nesse 

caso, teremos: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

AStotal = ASsis + ASviz (2.220) 

1 3 A palavra universo nesse caso nao tem conotagao de universo no sentido cosmologico, refere-se a 

um conjunto de subsistemas. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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E do principio de aumento da entropia, temos: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

AStotal = ASsis + ASviz > 0 (2.221) 

Dessa equagao podemos conchiir que tanto o sistema inicial quando sua v i z i -

nhanga podem ter uma variagao de entopia negativa, desde que a soma dessas variagoes 

sejam positivas. 

Podemos resumir o pr inc ipio de aumento da entropia da seguinte maneira: 

AStotai > 0- —» Transformagao irreversivel 

AStotal = 0 —> Transformagao reversivel 

AStota( < 0 —> Impossivel 

Dessa maneira, considerando que todos os processos reais sao irreversiveis, con-

cluimos que sempre que ocorrer uma transformagao, a entropia do universo aumenta, 

podemos afirmar que a entropia do universo e sempre crescente. Quando mais irrever-

sivel for a transformagao, maior a quantidade de entropia gerada no universo. 

O pr inc ipio de aumento da entropia esta estreitamente relacionado com o se-

gundo principio da termodinamica. A o considerarmos os enunciados da 2 a lei , perce-

beremos isso. 

Enunciado de Clausius: Se fosse possivel realizar u m processo cujo unico efeito 

seria transferir uma quantidade de calor A Q de u m corpo mais frio T 2 para u m corpo 

mais quente T i , teriamos: 

A 5 - - ^ + ^ 
T 2 T i 

A 5 

AS 

AQ 

AQ 

1 1 

~ % + 7\ 

—Tj + T 2 ~ 

T i T 2 

(2.222) 

(2.223) 

(2.224) 

Mas, perceba que T\ > T 2 , sendo assim, iriamos obter: 
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A S = A Q zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
TiT2 

< a (2.225) 

O que e imcompativel com o pr incipio de aumento da entropia. 

Enunciado de Kelvin: Se existisse u m processo sujo o unico efeito fosse converter 

calor A Q de u m reservatorio termico em trabalho, teriamos: 

O que tambem violaria o pr inc ipio de aumento da entropia. 

O demonio de Maxwell 

O principio de aumento da entropia nos diz que em u m sistema isolado a entro-

pia nunca decresce, porque os sistemas isolados tendem naturalmente para o equil ibrio 

termico, estado onde a entropia e maxima. Embora esse principio seja m u i t o consis-

tente, M a x w e l l 1 4 , em uma carta destinada a Peter T a i t 1 0 no ano de 1867 descreve u m 

fenomeno que o violaria (SILVA, 2008). A ideia pr inc ipal de Maxwel l era introduz ir o 

conceito probabil istico do segundo principio da termodinamica. 

O fenomeno descrito e urn experimento mental , e ficou conhecido posteriormente 

como Demonio de Maxwell. O experimento supoe que imaginemos u m recipiente se-

parado em duas partes, A e B como mostra a f igura (2.11). A velocidade media das 

moleculas de urn gas variant conforme a temperatura do mesmo. Assim, a ideia e que 

haja uma ligagao entre esses dois lados, u m pequeno or i f i c i l que so permite a passagem 

de uma molecula por vez, controlado por u m ser (o demonio) que faz uma tr iagem e 

so permite que moleculas com velocidade mais a l ta passem para o lado A, e as de ve-

locidade mais baixa para o lado B. Assim, o lado A ter ia sua temperatura aumentada 

e o lado B d iminu ida ( M A T T O S ; H A M B U R G E R , 2004). Dessa forma, a entropia ir ia 

1 4 James Clerk Maxwell (1831 - 1879) foi um fisico e matematio britanico, ficou conhecido por ter 

desenvolvido a teoria do eletromagnetismo. Mas, suas contribuigao nao se deteram a essa teoria, 

apresentou tambem trabalhos muito importantes em mecanica estatistica. 
1 5 Peter Guthrie Tait (1831 - 1901) foi u m fisico matematico escoces conhecido principalmente por 

seu trabalho que deu inicio a teoria dos nos, essa por sua vez contribuiu para o estabelecimento da 

topologia como ramo da matematica. 

A 5 
A Q 

< 0 (2.226) 
T 
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diminuir , o que violaria o segundo principio da termodinamica. 

* * * * • j zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA•  • zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA * 

•  

B . . . • # 

•  •  •  •  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4 

•  
•  •  •  .  

•  
Figura 2.11: Representagao do experimento imaginario proposto por Maxwel l . 

Varios cientistas tentaram achar uma solugao para esse paradoxo, entre as ideias 

mais conhecidas estao as dos fisicos Leo Szilard 1 6 em 1929 e por Leon B r i l l o u i n 1 7 na 

decada de 50, eles af lrmaram que para realizar a tr iagem das moleculas, o demonio 

gastaria energia, o que elevaria a entropia do sistema, uma vez que o demonio faz parte 

dele (CRUZ, 2013). 

Nos dias atuais o paradoxo ainda persiste, mesmo com os estudos feitos por 

Szitard e B r i l l o u i n , que af irmaram uma impossibilidade nessa violagao, existem muitos 

cientistas que estudam a possibilidade do fenomeno ser teoricamente coerente, em 2007 

o cientista David L e i g h 1 8 anunciou uma solugao para o paradoxo, ele supos u m demonio 

baseado na nanotecnologia, que nao vio laria o segundo principio da termodinamica, isso 

porque ele seria "al iment ado "por energia exterior (CRUZ, 2013). 

1 6 L e 6 Szilard (1898 - 1964) foi um fisico hiingaro naturalizado americano, teve reconhecimento 

na fisica nuclear por seus trabalhos com fissao nuclear controlada. Foi um dos responsaveis pelo 

desenvolvimento das bombas atomicas que atingiram Hiroshima e Nagasaki. 
1 7 L e o n Nicolas Brillouin(1889 - 1969) foi um fisico frances, teve reconhecimento nos estudos de 

ondas e na teoria da informagao. 
1 8 D a v i d Alan Leigh e um cientista, professor de quimica da Universidade de Edimburgo e conhecido 

por ter contribuido para o desenvolvimento teorico das chamadas nanomaquinas. 
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2.3.4 Degradagao de Energia 

Vamos imaginar dois corpos a ternperaturas diferentes, u m corpozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A a uma t e m -

peratura T i e u m corpo B a uma temperatura T 2 , esses corpos podem ser aproveitados 

por uma maquina termica de modo que venham ceder a v iz inha uma quantidade de 

trabalho. Mas, vamos imaginar agora que esses corpos sejam colocados em contato, 

havera entao troca de calor ate que a t in jam o equil ibrio termico. No segundo caso 

temos um exemplo de degradagao termodinamica ou degradagao de energia, uma vez 

que ha urn desperdicio de uma certa quantidade de energia que poderia ser ut i l izada 

para algum firn l i t i l . 

Como exemplo, vamos comparar uma expansao l ivre de u m gas ideal, ou seja 

um processo irreversivel, com uma expansao isotermica reversivel, arnbas as expansoes 

terao volumes finais e iniciais iguais, V] e V}. 

Para uma expansao isotermica, o trabalho realizado pelo gaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA W^j sera dado 

pela expressao: 

Mas, numa expasao isotermica a variagao da energia interna e nula (AU = 0) 

de modo que pelo prirneiro principio da termodinamica o trabalho sera igual a variagao 

de calor A Q , assim, obtemos: 

Mas consideraremos u m processo em que o sistema sera composto por dois 

subsistemas, nesse caso teriamos o gas como u m subsistema e a vizinhanga como outro . 

A variagao da entropia do sistema sera dado pela soma da variagao da entropia 

do gas com a variagao da entropia da vizinhanga, como esse processo e reversivel, esse 

valor sera nulo. 

(2.227) 

(2.228) 

ASnu = ASRG + ASav = 0 (2.229) 

Como esse resultado e nulo, a degradagao da energia tambem sera nula, o que 
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nos leva a coneluir que em u m processo reversivel nao teremos desperdicio de energia. 

Agora, vamos considerar um processo irreversivel, a expansao l ivre. Nesse caso, 

temos u m sistema isolado, nao havera trocas de calor com a vizinhanga, o que significa 

dizer que, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A S Y = 0 (2.230) 

Assim, a variagao da entropia dependera somente do gas, e sera dada conforme 

a equagao (2.187), 

AS = nR\nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(^j (2.231) 

Esse valor por sua vez, sera maior que zero. Logo, para u m processo irreversivel, 

teremos sempre u m desperdicio de energia. 

O trabalho desperdigado durante u m processo irreversivel, sera dado atraves das 

expressoes (2.228) e (2.231), 

W^f = TAS = AQ (2.232) 

Da i , podemos coneluir que o aumento da entropia do universo que ocorre n u m 

processo irreversivel resulta numa degradagao de energia. 

2.3.5 Principio de maxima entropia 

Vamos considerar u m sistema formado por dois corpos A e B, como representado 

na figura (2.12). Esses corpos possuem numeros de moles nA e nB constantes, do mesmo 

modo, seus volumes VA e VB tembem permanecem constantes. Ja suas ternperaturas 

TA e TB variam de u m estado inicial para u m estado final. 

Os corpos A e B t em ternperaturas iniciais diferentes TiA e TiB, e estao separados 

por uma parede diatermica fixa e impermeavel, de modo que ha uma transferencia de 

calor entre eles, ao fim desse processo de troca de calor suas ternperaturas finais serao 

TFA e TfB. 

A energia interna do sistema sera dado pela soma das energias internas dos 
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A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\\\\\\\\\\\\\\^ 

1 
3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA VA,nA,TA 

B 

VB, nB, TB 

Figura 2.12: Dois corpos isolados da vizinhanga e separados por uma parede diatermica 

fixa e impermeavel 

subsistemas. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

U = UA + UB (2.233) 

Do mesmo modo ocorrera com a entropia do sistema, 

S — SA + SB (2.234) 

Vamos considerar entao, o primeiro pric ipio da termodinamica, 

AU = Q- W (2.235) 

Mas, o vinculo que separa os dois corpos e uma parede fixa, logo, o trabalho 

realizado sera nulo. A l e m disso, o sistema e isolado da vizinhanga o que nos diz que a 

variagao da energia interna tambem e nula. Como estamos lidado com dois corpos, a 

expressao para a energia interna sera: 

AU = AUA + AUB (2.236) 

De modo que a p a r t i r das consideragoes feitas anteriormente, vamos obter: 

AU = QA + QB = 0 (2.237) 
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Mas, a quantidade de calor pode ser fornecida atraves da seguinte equagao, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Q = mc(Tj - Ti) (2.238) 

Podemos escrever essa expressao em termos da capacidade termica, que por sua 

vez e dada por C = mc, logo: 

Q = C(TF-T,) (2.239) 

No nosso caso, temos a capacidade termica a volume constante, de modo que a 

expressao (2.237), sera escrita do seguinte modo: 

AU = CvA{TfA ~ TiA) + CVB(TfB - TlB) = 0 (2.240) 

Como CVA e CVB sao constantes, temos entao que a temperatura final de u m 

corpo vai depender da temperatura final do outro corpo, uma vez que consideraremos 

as ternperaturas iniciais j a conhecidas, sendo assim podemos escrever a temperatura 

final do corpo B em fungao da temperatura final do corpo A , ou seja: 

TfB = TfB(TfA) (2.241) 

Do segundo principio da termodinamica podemos escrever a entropia de acordo 

com a expressao (2.108), 

rf rv 
AS - £ ^ ( " 4 2 ) 

Da mesma maneira que a energia interna, a variagao da entropia do sistema sera 

escrita considerando os subsistemas A e B , 

AS = ASA + ASB (2.243) 

. (2.244) AS 
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Mas, temos que a diferencial inexatazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA d'Q pode ser escrita como uma variagao 

dT de temperatura n u m sistema de capacidade termica C. 

d'Q = CdT (2.245) 

de modo que a equagao (2.244) pode ser escrita como: 

AS 

AS C 

' CyAdTA i f-1 CyBdTB 

5 dTu zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

JJ CVAdTA + J zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

VA 

TA 

5 dTA 

+ C VB 
TA Jt TB 

f f 

+ CVB\nTB AS = CVA\RTA 

AS = C V A [In TAF - In TAI[ + C V B [In TB, - In TBi] 

AS = C V A I n (j^)+CVB I n 

(2.246) 

(2.247) 

(2.248) 

(2.249) 

(2.250) 

Como temos u m sistema isolado, sabemos que pelo principio de aumento da 

entropia, a variagao da entropia sempre sera maior ou igual a zero, portanto , 

AS CVA\n[rr^)+CVBln(T^-)>0 (2.251) 

Vamos analisar as condigoes necessarias para que a variagao da entropia seja um 

extremo. Do segundo principio da termodinamica, temos que a derivada segunda da 

variagao da entropia em relagao a temperatura TAf, lembrando que TBf e uma fungao 

de TAj, sera dado por: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< 
o e 
5 
O 

O 

(OAS 

Km 
CvA zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 d T 

fdAS\ 

(&AS\ 

WA/)U 
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TAf\ dTAf \ T A i 

TAT J 

u \ ( 1 \ d 

T A I ) dTA} 

Bf zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ c 
1 a 

VB 
Bf 

•Af \ TBi 

T At 

(TAf) + CVB 

T B I ) 

TBA ( J _ \ OTBI 

T B } ) \ T B I ) dTAf zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r  1 + r  ( d T ' 
i-Af \Oi-Af 

(2.252) 

Mas, a derivada da variagao da energia interna obt ida atraves do primeiro p r i n -

6 1 
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cipio da termodinemica, em relagao a temperaturazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TAJ, sera dada por: 

fdAU\ „ d m x . „ 3_ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( is ; ) , , = c " + c - ^ r T « ( 2 V 2 5 4 ) 

Mas, a energia interna e constante, isso nos faz coneluir que 

\9TAfJu 
= 0 (2.255) 

De modo que obtemos: 

CvA + CvB^r-Tef = 0 (2.256) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
<J+Af 

d 
CVB——TB} = - C W (2.257) 

3 T 4 / 

5 T 4 / CVfi 

Dessa maneira a equagao (2.252) fica: 

(2.258) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( S£ ) .-*^ **»ib ( -&> 
C ^ — - (2.260) 

- C MzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -  (2.261) 

/ 3 A S \ _ 1 1 

W ' . J r ~ T B / 

A condigao necessaria para que a fungao A S seja u m extremo, sera a condigao 

de equil ibria, nesse caso, as ternperaturas finais dos corpos serao iguais, ou seja, TAj — 

TBf, diante disso: 

O fato da derivada parcial ser nula, evidencia u m extremo dessa fungao. 

Ja sabemos que quando dois corpos isolados entrain em equil ibrio termico, a 

G5 
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variagao da entropia tera u m extremo. Precisamos saber agora que t ipo de extremo e 

esse, para isso, vamos considerar a derivada segunda dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA AS em relagao a temperatura 

T A J -

' O 2 A S \ i i (arrBJ\(&rBJ\ 1 (d2rBf\ 

Da equagao (2.258), temos: 

=_9X± , ffzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA?_ ?k  = 0 (2.263) 
< J T A J ) u CVB \dTAj2 / 

Assim, obtemos: 

f^AS\ 

WAS2)„ = - C V A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA— 2 - C V B ^ 1 - \ 

d2AS\ „ 1 fd2AS\ 

WA,V„ 

1 

1 / CvA 

V C V B 

i CVB2 

T2 

C V B 2 

JVAJA7 ~ CvB'r 

AIA! JIJzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA lAj 

dTAf J v l A f l B f L V B 

Mas, no equil ibrio TAj = TBj, assim, temos: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

d
2

As \  i izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a 
2 

= -CVAT^ + ~ 2 ^ (2.268) 

o T a / T ^ ; 7^/ C V B 

Desse resultado, obtemos: 

< 0 (2-270) 

Sendo assim, conchrimos que no equil ibrio a entropia e maxima. 
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Capitulo 3 

Entropia do ponto de Vista de 

Mecanica Estatistica 

A termodinamica e uma teoria macroscopica que tem como conceito fundamen-

t a l a entropia e, estuda macroscopicamente sistemas formados por u m grande numero 

de agentes microscopicos. Mas, se v i u necessario u m estudo mais apurado desses sis-

temas, uma vez que se conhecia as leis que regiam a interagao entre particulas, mas, 

o uso das mesmas se tornar ia inviavel ou mesmo impossivel devido ao enorme n u -

mero de particulas que constituem u m sistema. Assim, o tratarnento estatistico seria 

a melhor maneira de se realizar esses estudos. Surgiu entao a mecanica estatistica, 

responsavel pela conexao entre o nivel macroscopico e microscopico de u m dado sis-

t e m a ( S T A R I O L O , 2014). 

A ideia de que era possivel estudar u m sistema a par t i r de seus entes micros-

copicos, comegou a ser proposta por Daniel B e r n o u l l i 1 em 1738 que lancou mao da 

teoria que t r a t a os gases como constituidos por moleculas em movimentos aleatorios, 

e a pressao do gas como proveniente do choque dessas moleculas com as paredes de 

u m reservatorio(VASCONCELOS, 2010). Mas, sua ideia nao foi bem aceita no cenario 

cientifico da epoca. O u t r a contribuigao importante foi dada por John W a t e r s t o n 2 que 

propos a ideia de que a velocidade cinetica das moleculas estaria relacionada com a 

temperatura de u m gas, em outras palavras, afirmou que quando aquecemos u m gas, a 

velocidade cineticas das moleculas aumenta fazendo com que a temperatura do mesmo 

tambem se eleve. Ele enviou u m trabalho sobre isso para o Royal Society, mas o mesmo 

'Daniel Bernoulli(1700 - 1782) foi um matematico holandes que ficou conhecido por seus trabalhos 

na mecanica dos fiuidos e, por ter sido pioneiro no estudo da probabilidade e estatistica, alem disso 

foi o primeiro a entender a atmosfera em termos moleculares. 
2 John James Waterston (1811 - 1883) foi um fisico escoces que ficou conhecido por realizar trabalhos 

pioneiros sobre a teoria cinetica dos gases. 
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foi recusado. 

Outros trabalhos sobre a teoria cinetica dos gases foram apresentados poste-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r iorm en te como o de K r o n i g 3 que deduziu em 1856 a equagao de estado de u m gas 

ideal, que havia sido proposta por C lapeyron 4 , tendo como base a teoria cinetica. Logo 

depois, no ano de 1857, Clausius 0 afirmou que a temperatura estava relacionada com a 

energia cinetica das moleculas de um gas. confirmando assim o que havia sido previsto 

por Wante rs to n (TO RIB10 , 2012). 

A mecanica estatistica teve grande avango no ano de 1860 com as teorias apre-

sentadaspor M a x w e l l 6 , ele desenvolveu a lei de distribuigao da velocidade das moleculas 

de u m gas contido em u m recipiente. Nos anos seguintes a teoria se fortaleceu e final-

mente foi consolidada no ano de 1872 por L u d w i g Bol tzmann, ele conseguiu elaborar 

uma equagao que relaciona a entropia com o numero de estados provaveis de u m sis-

tema. Essa foi a pega chave para a criagao da mecanica estatistica, com ela e possivel 

calcular grandezas macroscopicas atraves de informagoes microscopicas(SANTORO, 

2011). 

Na mecanica estatistica, a entropia e interpretada como uma medida de desor-

dem(BORGES, 1999). Isso resulta do fato de ela esta relacionada ao numero de estados 

acessiveis a u m sistema, pela equagao apresentada por Bol tzmann, quanto maior for o 

numero desses estados, maior sera a entropia e, consequentemente, maior a desordem. 

O acesso a esse numero de microestados acessiveis a u m determinado sistema, e dado 

atraves da teoria dos ensembles. 

3.1 Macroestados e microestados 

O segundo principio da termodinamica nos fornece a grandeza matematica en-

tropia , essa grandeza esta diretamente relacionada com a irreversibilidade de u m sis-

3 August K a r l Kronig (1822 - 1879) foi um quimico e fisico alemao que ficou conhecido por suas 

contribuigoes para a teoria cinetica dos gases. 

'Benoit Paul Emile Clapeyron (1799 - 1864) foi um engenheiro e fisico-quimico fiances, e mais 

conhecido por ter sido um dos fundadores da termodinamica. Foi responsavel por expressar matema-

ticamente a equagao de estado de um gas. 
5 Rudo l f Julius Emanuel Clausius (1822 - 1888) foi um fisico e matematico alemao tambem consi-

derado um dos fundadores da termodinamica, e conhecido principalmente por consolidar o principio 

de Carnot dando a ele embasamento matematico. 
e.Iames Clerk Maxwell (1831 - 1879) foi um fisico e matematico britanico, ficou conhecido por 

unificar a eletricidade, o magnetismo e a optica numa so teoria chamada eletromagnetismo. Alem 

disso, deu contribuigoes importantes para o desenvolvimento da teoria cinetica dos gases. 
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tenia. Atraves do principio de aumento da entropia, vimos que essa grandeza sempre 

sera maior que zero quando estamos lidando com processos irreversiveis. Vale ressaltar 

que quanto mais irreversivel for o sistema, maior sera a entropia envolvida. 

Vamos considerar u m processo irreversivel, a expansao livre de u m gas. Seja urn 

recipiente fechado, d iv id ido em duas partes por uma parede (ver figura 3.1), em u m 

dos lados temos o vacuo e no outro ha u m gas em equil ibrio termico. Ao removermos 

a parede de separagao, o gas se di fundira para o lado que ate entao era vacuo, de 

modo que ocupara todo o recipiente, atingindo posteriormente u m estado de equilibrio 

termodinamico . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Paiede de separacao 

Parede de separacao foiremovida 

O gascomeca a difundirparaolado 

que estava vacuo 

O gas esta difuso em to do o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
*S recipiente. O sistema atingiu o 

equilibrio termico. 

Figura 3.1: Representagao de uma expansao l ivre. 

Esse processo nao podera retornar a sua situagao inic ial , e um processo irrever-

sivel. Segundo as leis da mecanica seria possivel que cada particula fizesse o movimento 

inverso, embora esse movimento seja aleatorio. Mas, a probabilidade de todas as p a r t i -

culas (na ordem de ~ 10 2 7 em situagbes tipicas), fazerem exatamente o processo inverso 

e m u i t o improvavel , de modo que podemos considerar impossivel. 

Da i , comegamos a enxergar o Segundo Pr inc ip io da Termodinamica como uma 
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lei probabil istica. 

N o exemplo de expansao l ivre do gas, o sistema sera associado a u m macroestado 

do gas, esse por sua vez e associado a diversos microestados distintos. Vamos fazer 

um estudo probabil istico dessa expansao para entendermos melhor os conceitos de 

macroestado e microestado. 

Vamos analisar as configuragoes possiveis para u m gas de N moleculas, para 

uma expansao l ivre , consideremoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA N = 2. 

( A ) 

(B> 

(C) 

(D) 

© J 

P 

o r 
i 

N = 2 

Conf igu - Molecula Molecula N.°de Probabi-

racao 1 2 estados lidade 

(A) E E 2 0 1 1/4 

(B) E D 
1 1 2 1/2 

(C) D E 

(D) D D 0 2 1 1/4 

Totais 4 1 

Figura 3.2: Configuragoes possiveis para u m gas de duas molecula em uma expansao 

l ivre. Fonte: Adaptado de ( N U S S E N Z V E I G , 2002). 

Com N = 2, temos 4 configuragoes possiveis, como pode ser visto na figura 3.2, 

as moleculas 1 e 2 podem ocupar o lado esquerdo ou dire i to do recipiente. O numero 

de estados e igual ao numero de configuragoes possiveis, ou seja, 4. A probabilidade 

de que ambas as particulas estejam de u m lado e ^ e de que ha ja particulas em arnbos 

os lado e - . 

Se considerarmos u m valor cada vez maior para N, vamos obter uma probabi l i -

dade cada vez menor de encontrarmos todas as pariculas concentradas do mesmo lado 

do recipiente, essa probabilidade e dada por: 

P(N,0) = 

Entao, se considerarmos N ~ 1 0 2 7 , vamos obter: 
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P(N,0) 

P(l(f7.0) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

P ( 1 0 2 7 . 0 ) 

PilO27^} 

Esta valor e m u i t o pequeno dai , percebemos por que o mesmo e considerado 

muito improvavel, ou mesmo impossivel. 

U m estado macroscopico e definido pelos valores das propriedade termodina-

micas de u m sistema. Na figura 3.2 por exemplo os macroestados sao caracterizados 

pelos pareszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TIE e no- Podemos associar a u m macroestado varios microestados dife-

rentes. Por sua vez, esse microestados estao associados as variaveis que caracterizarn 

detalhadamente u m sistema. No nosso exemplo, os microestados especificam quais das 

moleculas estao do lado esquerdo ou direito . 

Podemos perceber atraves do nosso exemplo, que para cada macroestado existe 

u m grande numero de microestados para N grande. Baseados nisso, podemos afirmar 

que o estado macroscopico mais provavel e o que esta associado a u m numero maximo 

de microestados diferentes. 

3.2 Entropia e probabilidade 

O principio de aumento da entropia nos mostra que a entropia sempre sera 

maior ou igual a zero num sistema, ou seja, as transformagoes irao ocorrer no sen-

t ido em que a entropia do sistema aumenta. Paralelo a isso, temos a evolugao de u m 

microestado de u m sistema, que acontece no sentido em que a probabilidade e cres-

cente, isso nos leva a coneluir que a entropia deve ser uma grandeza probabil istica da 

termodinamica (NUSSENZVEIG, 2002). 

Devemos entao relacionar uma propriedade macroscopicas com uma informagao 

microscopica, para isso, vamos associar a u m macroestado, u m numero de microes-

tados compativeiszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Q. Como a entropia comegou a ser t r a t a d a como uma grandeza 

probabilistica, dizemos entao que e uma grandeza que cresce conforme esse numero de 

microestados fl. Assim, devemos obter uma equagao que relacione a entropia S com 
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9 , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

10 2 7 

(3.3) 

2102 

(3.4) 

= 1 0 - 3 X 1 ° 2 6 (3.5) 



esse microestado f2. 

Para obtermos essa equagao, vamos considerar primeiramente que a entropia e 

uma grandeza adit iva, o que significa dizer que se tivermos dois subsistemas associados e 

ciuizermos saber qual a entropia to ta l de u m sistema formado pelos dois, vamos somar as 

entropias dos mesmos. Mas, quando lidamos com a probabilidade de u m macroestado 

composto, vemos que sera dada pelo produto das probabilidade dos macroestados que 

o compoem. Assim, temos: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

P = PXP2 o S = S i + S 2 (3.6) 

Temos que associar essa grandezas atraves de uma fungao, e a fungao capaz de 

par t i r de uma soma para uma multiplicagao e a logaritmica. Assim, podemos escrever 

a entropia da seguinte maneira: 

S a i n SI (3.7) 

Para inserir o sinal de igualdade e necessario acrescentar uma constante de 

proporcionalidade, que nesse caso, sera a constante de Bo l tzmann. Assim, vamos 

obter: 

S = A " l n Q (3.8) 

Essa equagao foi proposta por Bo l tzmann, para u m sistema onde a energia, o 

volume e o numero de particulas fossem constantes. 

E atraves dessa relagao que surge a interpretagao da entropia como uma me-

dida da desordem de u m sistema. Vemos atraves dela que considerarmos apenas u m 

microestado associado a u m macroestado, o valor para e fJ = 1, logo S = 0, ou seja, o 

sistema esta ordenado, porem, quanto maior for o valor de f i , maior sera a desordem 

do sistema e maior sera a entropia associada. 
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3.3 Ensemble Microcanonico 

3.3.1 Interagao termica entre dois sistemas macroscopicos 

Vamos considerar dois fluidos simples dentro de u m recipiente fechado, in ic ia l -

mente separados por uma parede fixa, adiabatica e impermeavel Figura(3.3) . 

Figura 3.3: Fluidos simples confinados em u m recipiente fechado e separados por uma 

parede fixa, adiabatica e impermeavel. Fonte: Adaptada de ( S A L I N A S , 1999). 

O postulado fundamental da mecanica estatistica nos diz que todos os estados 

microscopicos acessiveis a u m sistema fechado em equilibrio sao equiprovaveis, ou seja, 

todos os microestados tern igual probabilidade de ocorrencia. O numero de microes-

tados de u m fiuido com energiazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA E, volume V e numero de particulas N e dado pela 

fungao Q = £l(E, V, N). Sendo assim, para, o nosso exemplo, temos: 

VL\{E\,Vi,Ni) - > p a r a o s i s t e m a 1 (3.9) 

r>2(£!2) V2, N2) —> p a r a o s i s t e m a 2 (3.10) 

O sistema t o t a l composto pelos dois subsistemas 1 e 2 que sao independentes, 

sera dado pela seguinte expessao: 

SI =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ih{E1,V1,N1)Q2(E2,V21N2) (3.11) 

Vamos supor entao que a parede de separagao se torne diatermica, de modo 

que havera uma passagem de calor entre os dois subsistemas. Mas, a energia to ta l do 
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sistemazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA E0 permanece constante e sera dada pela soma de energias dos dois subsistemas, 

ou seja: 

E0 = E, + E2 (3.12) 

0 volume V e o numero de particulas N, permanecem constantes. Vamos entao 

considerar o subsistema 1 tendo energia E\, e vamos escrever a energia. do subsistema 

2 em fungao da energia t o t a l E0 e da energia E\, de modo que podera ser escrita como: 

E0 = Ex + En =>E2 = E Q - E i (3.13) 

Assim, a equagao que nos fornece o numero de microestados sera escrita da 

seguinte maneira, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

SI = nt{E{)Sh{Eo - E*) (3.14) 

O postulado fundamental da mecanica estatistica nos diz que a probabilidade 

P({xi}) de encontrar o sistema sujeito ao conjunto de vinculos interims { x ; } deve ser 

proporcional a Q{E, V,N, { x , } ) , ou seja, 

P ( { x i } ) c x n ( ^ , V ; J V , { a : i } ) (3.15) 

De acordo corn a equagao (3.15) a probabilidade de encontrar o sistema com-

posto n u m estado microscopico com essa configuragao sera dado atraves da equagao, 

P(Ei) = CQ1(E1)Q2(E2) = CQ1(E1)Q2(E0 - E{) (3.16) 

A constante C nos diz que qualquer sistema caracterizado pelas energias {E\, EQ— 

E I ) sao igualmente provaveis, ou seja, cada estado t em igual probabilidade de aconte-

cer. 

Para determinar o valor dessa constante C, vamos normalizar a probabilidade. 

Essa normalizagao e dada pela expressao, 
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E 0  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

O que nos diz que a soma de todas as probabilidade e igual a 1. Assim, podemos 

escrever zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Bo 

£ CQi(Ei)Q2(E0 -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Eh) = 1 (3.18) 

Bo .. 

^ n ^ ^ - E , ) = - (3.19) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

£ i = 0 

= C (3.20) 

E S = o f l i ( £ i W - ^ ) 

A medida que a energia E aumenta, aumenta tambem a quantidade de micro-

estados disponiveis, o que significa dizer que Q(E) tambem aumenta. Se a energia 

Ei aumenta, percebemos que Qi(Ei) aumenta e ft2{E0 — E{) d i m i n u i , de modo que a 

fungao probabilidade P(Ei) deve apresentar u m maximo. 

Antes de aplicarmos a condigao de maximo da fungao, vamos, por conveniencia, 

comegar a trabalhar com o logaritmo da fungao P(Ex), assim, teremos: 

f = \nP(Ex) (3.21) 

Mas, da equagao (3.16), temos: 

/ = ln\Cni(Ei)Q2(Eo-Ei)] (3.22) 

/ = InC + lnQiiE^ + ln^iEo-E^ (3.23) 

A condigao de maximo nos diz que: 

Assim, temos: 

(3.24) 



— ( l n C +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l n l M t f , ) +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \nQ2(E0 - E J ) = 0 (3.25) 

d\nC 9 I n f i l l ) a , „ , „ „ x , 

Mas, vamos considerar que, 

EQ = E1 + E2=>E2 = Eo-E1^ = - — i a/^ 2 = - a ^ (3.27) 
azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA£ - i a £ Ji 

Assim, podemos escrever: 

— I n fl, {E,)-— I n n a ( ^ ) = 0 (3.28) 

Da i , introduzimos o conceito de entropia obtido atraves da equagao (3.8), 

S = K In Q => In Q = — (3.29) 

Assim, obtemos: 

a S i a s 2 

a#i a- a#2 K 

Como K e constante, podemos escrever, 

1 dSi 1 dS2 

= 0 (3.30) 

A dEi K dE2 

1 a S j 1 dS2 

K dEi K dE2 

dSi dS2 

dEi ~ dE2 

Mas, vamos considerar ainda a relagao, 

as _ i_ 
dE~ f 

0 (3.31) 

(3.32) 

(3.33) 

(3.34) 
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Sendo assim, da equagao (3 .33 ) , vamos obter: 

= r i => T i =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T2 (3.35) 
J-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 -*2 

Isso nos diz que quando ha uma maximizagao da probabilidade ha tambem uma 

maximizagao da entropia termodinamica. 

3.3.2 Interagao termica e mecanica entre dois sistemas 

Vamos considerar dois tipos de fluidos simples confinados em u m recipiente 

e separados por uma parede adiabatica, fixa e impermeavel, podemos imaginar u m 

modelo semelhante ao da figura 3.3. Depois de u m determinado tempo, havera uma 

quebra de vinculo, essa parede se torna diatermica e movel. 

A par t i r dai , vamos considerar Aq e N2 constantes e E\,E2,Vi e V2 variando. 

Temos ainda as seguintes relagoes, 

termodinamico, nele, o numero de microestados acessiveis para urn sistema composto 

sera dado pelo produto dos subsistemas que o compoe, 

V) = I M E , , VWify, V 2 ) (3 .38) 

Mas, vamos escrever E2 e V 2 em termos de E U E 0 , V\ e VQ, 

E 0 = E X + E 2 (3.36) O 

V0 = V! + V2 (3.37) 0 , 

Nesse caso, E 0 e VQ tambem sao constantes. Vamos considerar o equilibrio . 

E2 = E Q - E X (3.39) 

V2 = V0 - \\ (3.40) 

De modo, que vamos obter: 
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QzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(E, V) = r i ^ V ^ E o -EUVQ-VX)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (3.41) 

D a i , vamos uti l izar o postulado fundamental da mecanica estatistica, que nos diz 

que a probabilidade de encontrar o sistema composto no estado em que o subsistema 

1 seja caracterizado pelos vinculos Ej,Vi e A r i sera dado pela seguinte expressao, 

P(Er, Vx) = CClx{Ex, Vx)Sh{EQ - Ex,VQ - V i ) (3.42) 

Mas, para determinar o valor de C, vamos ut i l izar o fato de que a soma das 

probabilidades e igual a 1, assim: 

E0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V 0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

^ J^PiEuK) = 1 (3.43) 
£ 1 = 0 Vi=0 

J2 J2 C O i ^ , Vx)Sh{E0 -EuVo-Vi) = 1 (3.44) 

E , = 0 Vi=0 

Eg Vp -. 

£ EzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA * M £ i . VMEo - Ex, V0 - Vt) = - (3.45) 
£ 1 = 0 Vi=0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

c = -*TT0 " (3-46) 

Yl ^(EuV^UEo -Ex,V0-Vx) 
E1=0 Vi=0 

Temos entao o valor de C. 

A part i r de agora, por convenciencia, vamos passar a usar o logaritmo da pro-

babilidade P(Ex,Vx), 

f = In P(Ei ,Vx) = In C + I n Six {Ex, Vx) + In <1 2 (£ 0 -Ex,VQ-Vx) (3.47) 

Vamos estudar a condigao de maximo para essa probabilidade, para com isso, 

obtermos as derivadas parciais e aplicarmos a condigao de maximo de fungao, 

d f =0 e ^ = 0 (3.48) 
dEx dVx 
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Mas, dessa primeira expressao, j a obtemos u m resultado, 

^1 = 0 =>zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T,=T2 (3.49) 

Vamos considerar entao nossa segunda expressao, 

= 0 => — I n C + — I n V i ) + — In Q 2 ( £ 0 -Ei,V0-V1) = 0 (3.50) 

Vamos considerar ainda, 

f\ f\ f\ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V0 =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA W + V2 =» V2 = Vb - Vi =>zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ^ 7zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA^2 = -^rVo - —\\ (3.51) 
oVi oVi oVi 

=> —V2 = - 1 => aVi = - # V 2 (3.52) 
c/V] 

Assim, obtemos: 

^ 7 l n C + In fi] - — In n 2 = 0 (3.53) 
a\\ a\\ ov2 

Usando a definicao de entropia 

S = KlnQ =>lntt= — (3.54) 

Vamos obter, 

d Sj d S2 

d\\ K dV2 K 

1 d 
Si 

1 d 

KdVi KdVi 
S2 = 

1 

K 
d S 3 So 

wr ~ w2\ 
a d 

0 

0 

0 

0 

_d_ 
av2 

So 

(3.55) 

(3.56) 

(3.57) 

(3.58) 

(3.59) 

Mas, vamos usar ainda a definigao, 

79 



Assim, obtemos: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

^  = 7^ -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (3 .61) 

Como T i = T 2 , temoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Px = P2. 

Assim, na condigao de equil ibrio termico temos novamente que a maximizagao 

das probabihdades e igual a maximizagao da entropia. 

3.3.3 Conexao entre o ensemble microcanonico e a termodina-

mica 

Vamos considerar u m fiuido puro , cujo estado termodinamico e definido atraves 

da energia E, do volume V e do numero de particulas N. Nesse caso, a entropia sera 

caracterizada pela seguinte expressao, 

S(E, V,N) = K I n Q(E, V, N) (3.62) 

A conexao deve ser feita no l imi te termodinamico, ou seja, quando E, V, N —> 0 0 , 

so nele e que os efeitos das condigoes de contorno sao eliminados. 

Vamos definir entao duas constantes arbitrarias, que nos fornecem o valor dessas 

grandezas em cada particula. 

u = —: —>• energia por part icula (3.63) 
N 

v = — —> volume por part icula (3.64) 

E, podemos definir ainda, 

5 

s = — —> entropia por part icula (3.65) 

Atraves dessa equagao, vamos obter: 
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s =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —KlaQ (3.66) 

Considerando o l imi te termodinamico onde N —> oo, sendo u e v valores fixos, 

vamos obter a seguinte expressao: 

s= l i mzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA TzKhiQ (3.67) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
JV ->oo N 

Paramagnetico ideal de spin -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

— 

Vamos considerar N particulas localizadas de spin ^ sob a agao de um campo 

magnetico externo H. 0 hamiltoniano desse sistema e dado por: 

N N zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n = J2Hi = -poHj2di ( 3 - 6 8 ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2=1 i=\ 

Onde Hi = —paHdi e d — ±1 para i = 1 , N esse u l t i m o termo caracteriza os 

microestados de sistema. Vamos considerar entao JVj como o numero de particulas com 

d = + 1 , spins para cima, e JV2 o numero de particulas com r) = — 1 , spins para baixo. 

Dessa maneira, teremos que a soma de todas as particulas sera dada por N = N\ + N2-

A energia nesse caso pode ser escrita de acordo com o numero de spins para 

cima ou para baixo. Vamos considerar entao a seguinte equagao: 

E = - H Q H N ! + fi0HN2 (3.69) 

Mas, podemos ainda escrever N2 em termos de N\ e AT, 

N2 = N - Ni (3.70) 

Assim, vamos obter: 
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E = -HQHNX + HQH(N -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Aq ) (3.71) 

E = -noHNt + fioHN - H Q H N I (3.72) 

E = -2i>QHNl+ ,,0HN (3.73) 

Dessa equagao, podemos obter o valor de Aq , 

E = -2uoHNi+noHN (3.74) 

E - H Q H N = - 2 / i n # A q (3.75) 

-UQHN E 

N ' - 5 " - ^ ( 3 7 7 ) 

* " 5 ( W " i s ) < 3 ' 7 8 ) 

Atraves das equagoes (3.70) e (3.78), obtemos o valor para AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr2, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

** - w - K w _ ^ )  ( 3 7 9 ) 

7V2 = N + \ [ - ^ — - A M (3.80) 
2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V.Mo# 

jV 2 = JV + I J L - I j V (3.81) 

N l = itf+IJL (3.82) 

O numero de microestados acessiveis ao sistema sera dado por: 

Assim, obtemos: 
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o = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
E zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 (AT  E 

2 ( + 7JJ 

(3.85) 

Vamos considerar ainda, a definigao de entropia 5 = A ' l n f i , baseados nisso, 

temos: 

5 = A" In 

l- N - - L 

2 V I'oW 

1 IK-  E 

2 V + ^ 

Utilizando as propriedades da fungao lagaritmica, 

S = k In 
1 

In AT! - I n - N 

2 I / i0# 

(3.86) 

(3.87) 

Para resolvermos esse problema, vamos utlilizar a aproximagao de Stirling ', 

InAl «  AhiA - A (3.88) 

Logo, vamos obter: 

S = k(NlnN - N) - k 

-k 

2 VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA IM>H 

1 /  E 
S = kN In N - kN - -k[N 

2 V f.iQH zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
111 - (n ^ 7 

2 V / 'o « 

l 

- i f * - -

2 V nH) 

- i , ( , + M 

5 = kNlnN k N 

2 V IM>H 

In | I 

In - AT + 

— zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA) 

H 
(3.90) 

Vamos obter entao a entropia por particula do paramagnetico ideal, para isso, 

vamos considerar as expressoes: 

7James Stirling (1692 - 1770) fo i u m matematico escoces que ficou conhecido po r desenvolver uma 

aproximagao para a fungao lo garitmica que ficou conhecida como fo rmula de Stirling . 



S E 
S = N  6 u = j j ^ E = uN  ( 3 ' 9 1 ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Assim, 

k 
NlnN-- I 

4 H ' 

s = k zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAb / V - - I 1 

2 V / i 0 # 

iV 
In — 1 

2 V / io/ f 

1 /  u 

2 I + 

, N L u 

In 1 + _ 

2 V A*o 1 /  it 
s - fclnAT- -AT 1 

2 V / 'o# 

1, u 

s = A; In A T-fc 
1 1 u 

2/ to^ 

In N - In 2 + In ( 1 -

In A - I n 2 + I n ^1 + 

In JV - In 2 + In | 1 -

'  2 + 2^H 
In iV - In 2 + In 1 + 

HoH zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

II 

II 

a 

1 , , ( u 

s = khi2- -khx 1 „  

2 V foHj 2 nQH 

f \k-^—'. 
u 

u 

> - ( i + ^ ) - M i + , ^ 

Dai, vamos obter a seguinte equacao: 

s = k 
u In 1 

1 /  u 

2 V 1 + ^ 
In 1 + (3.92) 

Atraves dela, podemos calcular todas as propriedades termodinamicas do para-

magnatico de spin -

Solido de Einstein 

A lbert Einstein 8 em um de seus prirneiros trabalhos usou as ideias de quan-

tizagao de energia e pode prever a diminuicao do calor especifico dos solidos com 

a temperatura, fez isso atraves do estudo de sistemas constituidos por N oscilado-

res harmonicos quanticos nao interagentes, considerando oscilagoes independentes ao 

8 A lbert Einstein (1879 - 1955) fo i um fisico teorico alemao, desenvolveu teorias em diversas areas 

da ffsica, mas, fico u mais conhecido pela teoria da relativ id ad e geral, u m dos pilares da mecanica 

quantica e ganhou o premio pela descoberta da lei do efeito fo to eletrico . 
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longo das tres diregoes (SA LINA S, 1999). Baseado nesse modelo, podemos aproximar 

os atomos que constituem um solido a esses osciladores quanticos. 

Vamos considerar entaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA N osciladores nao interagentes. Para uma particula, o 

hamiltoniano desse sistema sera dado por: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n + \  ) 

onde n e o numero quantico n = 0,1,2,3,... 

Mas, todos os osciladores vao vibrar coin a mesma frequenciazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA LO. A energia desse 

sistema sera dada por: 

N ( 1 \ 
E = J2(ni + 2)h^ (3-94) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1=1 ^  ' 

Podemos ainda escrever essa equagao da seguinte maneira: 

/ N N \ 

E = E ^ + E ^ i** ( 3 - 9 5 } 

\i=i t=i /  

N 
Consideremos ainda, M  = / ]nj sendo um numero inteiro que representa o 

i=l 

numero to tal de quanta de energia entre os N osciladores. Feita essa consideragao, 

vamos obter: 

(3.96) 

Para determinar o numero de microestados acessiveis ao sistema, teremos que 

saber o numero de maneiras possiveis que podemos d istribuir M  entre N osciladores. 

Para isso, vamos usar o conceito de combinagao com repetigao. 

( M + i V - ^ ! (3.97) 
M\(N-1)\  V '  

De modo que teremos, por comparagao, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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| M + ^ ) / i w (3.98) 

Mas, da equagao (3.96), temos: 

2 

iV ->zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA N (3.99) 

M + —)hu> (3.100) 

3/  + 
N 

3/  + 3/  + 
~2 
A 

~2 

(3.101) 

(3.102) 

Assim, o numero de microestados acessiveis ao sistema sera dado por: 

_ (A/  + JV - 1) ! 

" ~ A fS(JV- .l) ! { 6 W 6 ) 

Logo, vamos obter: 

) t w \ —  < 3 i o 4 ) 

£" A Y 

/ E N 
(N - 1)! 

\hw 2 

Por conveniencia, vamos usar a fungao logaritmica, de modo que vamos obter: 

In Q = In 
fiw 2 

(3.106) 

Usando as propriedades da fungao logaritmica, teremos: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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(3.107) 

Vamos usar agora a expausao de Stirling. 

m i l zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA£ + * - i W | ; + S - i 

ftw  2 /  V̂ w  2 
Y 25 N VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA N\_ (JL_!L\ - [ ( V - l ) l n ( V - l ) - ( N - l ) ] 

£ A< 

( E N\. ( E _ N\ E_ _ N _ _ 1 ) l u ( ] V _ 1 } + - 1 

V ^ " T J l n V ^ 2 J + ^ 2 

, B iV 

E 

Vamos coloear A em evidencia para pudermos usar a expressao ti - ^ 

Assim. vamos obter: 

( E 1 1 
V 

E 

i 
-N [ 1 - ^ 11" A 1 

lnQ = A 7 

l n Q = A 
1 

AT 
2 " A J 

— + -
hjj 2 

i 

V 

u 1 

A M 

fajj 2 

A 1 -

<! 
o 

LU 

a 

o 
o 
LL 

3 

N 
l n A f + l n ^ + 2 

1_ 

A 

u_ _ 1 

fiw 2 

- A 

l n N + l n ( - - 2 

1 

1 - ^ 1 1 1 1 ! - » 

Faremos agora a conexao com a 
termodinamica, atraves da seguinte expressao: 
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szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = lim ~ 
N->oo N 

= lim 
NzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-HX  N 

(3.108) 

Assim. vamos obter: 

s = l im — < N 

N-yoo A 

s = l im K 

N—>oo 

U 1 1 \ /  U 1 1 , _u_ _ 1_\ h i /  u 1 

u 1 _1 

fiw  + 2 ~ iV 

- l im — 

A'-»oo A 

u 1 1 , 

l im A ' 
N—>oo 

1 — — I 
1 

A 

1 

/ iu; 2 \hu 2 

A o resolver o limite, vemos que os termos sao constantes, assim iremos obter, 

= k 
a I V (u 1 \ (u 1 

^ + 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA) l n U + 2 j + U " 2 j m V 
u (3.109) 

A partir dessa equagao pode-se descrever o comportamento termodinamico do 

solido de Einstein. 

Sistema de Particulas com dois niveis de energia 

Vamos considerar um sistema constituido por A particulas, essas particulas 

podern ser encontradas em dois estados, com energia nula ou t > 0. Os microestados 

desse sistema sao especificados atraves do conhecimento da energia de cada particula. 

O numero de microestados acessiveis ao sistema sera dado por: 

Q V! (3.110) 
A ' 1 ! A 2 ! 

Vamos considerar entao A*i como o numero de particulas no estado de energia 

nula, e A ' 2 , que pode ser escrita em termos de N e N\, pois, N = N\ + N2 =*»  N2 = 

A — N\, como o numero de particulas para o estado com e > 0, sendo assim, o numero 

de microestados acessiveis ao sistema sera dado por: 



Q = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
A M(A r -NJl 

Mas, seja a energia to tal dada por E = e(N — N\) temos, 

(3.111) 

E = e(N-Ni) 

E AT AT 

— = N - A i 

A\ = N — 
E 

(3.112) 

(3.113) 

(3.114) 

Assim, o numero de microestados acessiveis ao sistema, vai ser escrito da se-

guinte maneira, 

A"! zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

N - - \ f N - N +
E : 

A ! 

Por convenciencia, vamos usar a fungao In Q, obtendo assim: 

In ft = In 
A ! 

Usando as propriedades da fungao logaritmica, temos: 

(3.115) 

(3.116) 

(3.117) 

l n f i = lnA r ! - In | N - ! - In ) ! (3.118) 

Vamos usar entao, a expansao de Stirling, 
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N\nN-N zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

N - - JzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA In (N  — — j — — In — 

In.Q 

i n n 

i n n 

i n n 

N - ^ ) In (NzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - I N -
E E E 
— hi 

NhiN-N [ 1 - — ) In Nil 
Ne 

j l n A - ^1 
a 

In N + In | 1 -

E 
May, vamos levar em consideragao que u = —, assim, vamos obter: 

In n = N { i n N - (l - - ) [ in iV + In ( l - - ) ] - - ( in N + In - ) } 

In n = J v { t a J V - ( l - H ) l n J V - ^ 

i n n N 
/  U\  , /  U\ U . i t ! 

Mas, sabemos ainda que a definigao de entropia e: 

5 = / chin (3.119) 

Assim. obtemos: 

S = kN ( i - > ( i - = ) - Ill -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

e e 

(3.120) 

Mas, vamos considerar ainda a entropia por particula, que e dada por: 

Assim. vamos obter: 

s = A 
(3.121) 

s = 
kN 

A 7 - 0 

-k (l 
7 > 0 - ! ) 

— In — 
£  e 

fc^ln^ 
c c 

(3.122) 

(3.123) 
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Atraves dessa equagao podemos calcular todas as propriedades termodinamicas 

para um sistema de particulas com dois nfveis de energia. 

Gas ideal monoatomico classico 

Vamos considerar o hamiltoniano de um sistema dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA N particulas, 

i=l i<j 

O potencial leva em conta a impenetrabilidade das particulas. Esse potencial 

V(R) ira se anular caso R —> oc. A ideia e analisarmos o gas ideal de modo que 

a expressao acirna sera simpiificada, isso porque o termo que trataria das interagoes 

entre as particulas sera desprezado. Assim, vamos obter a seguinte equagao para o 

hamiltoniano. 

2m 

Desse modo vamos fazer a analise do gas ideal. Como pode ser visto no (A pen-

dice B), o numero de estados ocupados por esse gas e dado por: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n = (I)1 C,N{*m)^ lV NE^-HE (3.126) 

Onde C3N vai depender apenas do numero de particulas N. 

Vamos agora aplicar a fungao logaritmica em ambos os lados da expressao: 

In ft = In Q kC3N(2rn)^V»E^6E (3.127) 

n = ±±pf (3.125) 
o 

o 

QL- ' 

X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

] 

u 

Usando as propriedades da fungao logaritmica, teremos: 
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InzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n = In ( y ) 3 + In C 3 * + l n ^ m ) ^ " 1 + In V ' j V + I n E ^ ~ l + In <5£ 

In n - i In y + In C 3 i V + ( ^ - - 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J ln(2m) + A 7 In V + f 3 — - 1J \nE + In 5 £ 

(3.128) 

InQ 

In ft 

A 7 

2V h l (I) + ^  h l C w + (I ~ ^) h l ( 2 m ) + lD^  + ^ ~ ̂  + ^ 1 
A" A' 

I T " ^ K f ) ^ ' . . ^ + ^ i ) . n ( 2 m ) + h K + ( ? - I ) l n E + l l n , £ 

Assim. aphcando o limite quando A r —> oo, teremos: 

to„^ = ^ l n C » + 2 l n ( 2 m ) +  l n K + | l „ £ (3.129) 

Sendo a entropia por particula dada por: 

k l im — In Q 

NzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-KX N 

(3.130) 

teremos, 

s = k I In C3N + I ln(2m) + In V + f- In E 
A 2 2 

(3.131) 

Mas, temos ainda a relacao u = —, de modo que poderemos reescreve: 

s = k 

s = k 

I In C3N + 5 m(2m) + In V + | In f A f | 

1 3 3 3 
— In C 3 j V + - In (2m) + In V  + - In A" + - In u 
A r 2 2 2 

s — k In V" + -A ; In « + k l l n C 3 J v + ^ l n A 7 + 5 l n ( 2 m ) 

(3.132) 

(3.133) 

(3.134) 

Perceba que todos os termos entre eolehetes sao constantes, vamos entao sim-

plificar nossa notacao, 

s = fcln V  + - A; In u +  SQ 
2 

(3.135) 
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I 

onde, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

So ^\nC3N + -\nN+^\n(2m) (3.136) 

A equagao (3.135) nos fornece a entropia por particula, mas, vamos passar a 

considerar a entropia do sistema: 

S = Nk In V + -Nk In u + Ns0 (3.137) 

5 = Nk ( in V  + I n u i ) + Ns0 (3.138) 

5 = Nk In (Vui} + Ns0 (3.139) 

Obtemos entao a expressao para a entropia de um gas ideal monoatomico clas-

sico, mas na proxima segao vamos ver que existe um problema relacionado a obtengao 

da entropia para uma mistura entre dois gases desse tipo . Veremos que a equagao 

nos fornece um resultado coerente quando tratamos dois gases ideais diferentes, porem 

quando os gases sao iguais obtem-se um resultado inesperado. O 

h 

Paradoxo de Gibbs ^ 

m 

Vamos considerar dois gases ideais diferentes, A  e B, mantidos a volume V A e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

VB, respectivamente, ambos a mesma temperatura T e mesma densidade. Esses dois ( J ) 

o 

subsistemas formam um sistema A+B. Vamos considerar dois mornentos, um primeiro . u 

quando os gases estao separados, e um segundo momento onde "quebramos"a parede de 

separacao entre os dois de modo que os mesmos se misturam. No primeiro momento os 

gases sao caracterizados por (T, V A, NA) e (T, V B, NB), quando sao misturados passam 

a ser caracterizados por (T, VA + VB, NA) e (T, VA + VB, NB). Vamos entao calcular a 

entropia desse sistema nesses dois momentos, 

1° M o m e n to 

Si = SA + SB (3.140) 

Assim, de acordo com a equacao (3.139), teremos: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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NzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAAk]nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(VAus) + N As0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + N Bk\n{VBui) + N BSQ (3.141) 

Vamos considerar que a separagao entre os dois gases fo i removida de modo que 

vamos obter a seguinte entropia, 

2° M o m e n to 

SA + S. IS (3.142) 

So = NAk\n[(V A + V B)u'] + NAso + NBkln[{V A + V B)u?]NBsQ (3.143) 

Dai, vamos calcular a variacao da entropia entre esses dois momentos, 

A S = S2 - Si (3.144) 

A S = NAk\n{{V A + VB}J} + NAs0 + NBk\n[(V A + V B)ui}NBs0 

+ NBh\n(V Bu*) + NBs0 - NAk\n(V Au*) + NAs0 

AS = NAk\n[(V A + V B)J] + NAs0 + NBk\n[(V A + V B)u'i] + NBs0 

-NAkln(V Au*) - NAs0 - NBk\n(V Bu% ) - NBs0 

AS = NAk H{VA + V B)u*)-\n{V Aui) + NBk \n[(V A + V B)u* - ]nV Bu* (3.145) 

Como a temperatura nao varia, entao a energia interna tambem nao varia, assim, 

AS = NAk 

AS = NAk\n 

,V A + V B\zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3 3 
In + In w ̂  — in u 2 

VA 

VA + VB 

+ NBk 
,V A + V B\ 3 3 

In — — I + \11u2 —  mui 

+ NBk[^±^\ (3.146) 
V A J I V , 

Assim, 0 resultado co incidiu com o esperado A S > 0, isso pelo fato do processo 

ser irreversivel. O problema da equagao esta quando tentamos, atraves do mesmo 

processo, calcular a variagao da entropia para gases ideais identicos. 

Vamos considerar a mesma situagao para os gases ideais identicos. Apos a 

mistura o sistema sera caracterizado por (T, V A + V B, NA + NB), de modo que a entropia 

sera dada por: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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S' 2 = (NA + NB) lu(V A + V B)JzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA +  ( A 4  +  NB)s0 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(3.147) 

Desse modo, a variagao da entropia sera: 

A S = So - Si (3.148) 

Assim, teremos, 

A S = (A ^ + NB)k In (V A + V B)u* + (NA + NB)s0 - NAk In 

A S = NAk\n \(V A + V B)u*j + NBkInzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [(V ^ + V b M ] - A/ f̂c 

-A B/ c ln 

V ^ 5 

A S = { i n [(V A + V B)'  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
3 

h«2 
111 VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAAU* } + A 'Bfc { i n [(V A + V B)ui 

V Av? 

V BJ 

NBk\n 

- I n 

A ^ s 0  

A^ sso 

Como nao a variagao da temperatura, a energia interna nao varia, logo, 

A S = NAklu ( ~ ^ ) + NBk\nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (p^) > 0 (3.149) 

Esse resultado nao e coerente, nesse processo a variagao da entropia nao deveria 

variar. 

Para resolvermos esse problema, vamos considerar que no caso quantieo, ao me-

dirmos o numero de estados acessiveis ao sistema ft, teremos que levar em consideragao 

o fato de nao podermos distinguir as particulas, ou seja, para A r particulas existem N\ 

maneiras de rotula-las. Assim. a corregao se da ao multiplicarmos o numero de estados 

acessiveis por — , fator que ficou conhecido como fator de corregao de Gibbs. Desse 

modo. teremos: 

ft -> — f t (3.150) 

Assim, a entropia do sistema sera escrita como: 
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S = Nkln (Vu^ + Ns0 - kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAInN\ 

Usando a aproximagao de Stirling (In A ! «  N In A - N), temos: 

(3.151) 

S = 

S = 

s -

s = 

Nk In (Vu% \ + Ns0 - k(N In N - N) 

Nk la{Vu*) + Ns0 - Nk In N - kN 

Nk 

Nk zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

In ( W ) - In A + Ns0 - Nk zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i n 
Vui 

~V~ + Ns0 - Nk 

(3.152) 

(3.153) 

(3.154) 

(3.155) 

Assim, vamos considerar o processo de mistura para dois gases ideais diferentes, 

usando agora a equagao (3.155). 

1° M o m e n to 

Sr=SA + S£ 
(3.156) 

Assim teremos, 

Sj = NAk\n (p^j + NASo - NAk + NBk\n ^^—j + NBsQ - NBk (3.157) 

2° m o m ento 

Vamos calcular agora a entropia depois da mistura. 

£•2 = 5,4 + SB 
(3.158) 

Assim, teremos: 

S2 = NA InzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( ^ A ^ ) U I J + NAs0 - NAk + NBk In ( ^ ^ " ' j + NBs0 + NBk 

Assim a varigao de entropia nesses dois momentos sera: 
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A S = S2 - Si (3.159) 

Logo teremos: 

A S = A ^A -ln — +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA NAs0 - NAk + NBk\n -
N, 

+NBsQ + NBk - NAk In 
NA zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

N AS 0 - A^A" - N Bkhi - NBs0 - NBk 

AS = NAk\n {V A + V B)u* \ I \ N A + N Bk\n 

V Bui 

{ NB ) 

In A B - NAk\n (vAu^ (V A + V B)u' 

+ In NA - NBk In (vBu^ + In NB 

A S = A^A: { i n \(V A + V B)v$\ - In | + A BA - { i n \yA + = l n (yBu*} } 

Como nao ha variagao de temperatura. a energia interna permanecera constante. 

entao, 

A S = NAk\n { p ~ ^ \ + NBk\n ( ~ ^ ) > 0 (3.160) 

Com isso, mostramos que o resultado para a variagao da entropia, de gases ideais 

diferentes, ao introduzirmos o fator de corregao de Gibbs nao se altera em relagao ao 

obtido anteriormente, e correspondent com o resultado esperado. 

Agora, vamos considerar dois gases identicos. Ao misturarmos os dois, os mes-

mos passam a ser caracterizados por (T, V A + V B,NA + NB), de modo que a entropia 

apos a mistura sera: 

S2 = (NA + NB) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI n 
(V A + V B)u 

NA + NB 

Assim, a variagao da entropia sera dada por 

+ (NA + NB)s0-(NA + NB)k (3.161) 

A S = S2 - Si (3.162) 

Assim, vamos obter: 
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A S =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (NA + NB) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
(VA + VB)U* 

A i + A / ; 

+ (A ^ + NB)s0 - (NA + A fo )* - A'.4fc In 
^ v 7 

-NAs0 + NAk - NBk\n 
VBUZ 

N 
- NBs0 + NBk 

B 

AS = (NA + NB)k In 
NA + NB 

NAk\n (Y^-\-NBkJVBul 

N  i A 

Mas, vamos levar em consideragao que a pressao e a temperatura nao mudam 

durante o processo de mistura, e no estado initial estamos em equilibrio termico e 

mecanico, assim, podemos lancar mao da relacao, 

VA 

NA 

VB _  VA + VB 

A/ ; NA + NB 
(3.163) 

Assim, teremos: 

AS (NA + NB)k In Y^L - NAk In ^ - NBk In ^ 
A , A . A 

(3.164) 

A S = A ^ H n ^ + A ^ l n ^ - ^ l n ^ - A ^ l n ^ i ( 3 . i 6 5 ) 
N A N A A ^ A ^ 

Assim, obtemos A S = 0 que e o resultado esperado para esse processo. Podemos 

concluir entao que o fator de corregao de Gibbs resolve nosso problerna. 

3.4 Ensemble Canonico 

O ensemble canonico diferentemente do microcanonico, sera usado para descre-

ver sistemas que nao estao isolados, e sim, em contato termico com um reservatorio. 

Esse contato sera dado atraves de uma parede iinpermeavel e fixa, de modo que o nu-

mero de particulas JV eo volume V permanecerao constantes (M A CIEL, 2007). Vale 

ressaltar que a parede e diatermica, permitindo assim a troca de calor com o reservato-

rio , entao a temperatura T desses sistema, tambem sera fixa e igual a do reservatorio. 

Vamos considerar entao um subsistema termodinamico S em contato com um 

reservatorio R Figura (3.4). O sistema composto por R + S e isolado do meio, e 

tern energia E0, para esse sistema, valem os postulados fundamentals da mecanica zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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estatistica de equilibrio . 

Figura 3.4: Subsistema termodinamicozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA S em contato com reservatorio termico atraves 

de uma parede que permite a troca de calor. 

Ao considerarmos o equilibrio , vemos que a probabilidadezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Pj de encontrar o 

subsistema 5 num estado particular microscopico j de energia Ej e dado por: 

Pj = CiQR{ER)Sis{Es = Ej) (3.166) 

Temos En como a energia do reservatorio termico, Ej e a energia do subsistema 

e EQ = En + Ej e a energia to tal do sistema. Estamos admitindo que S esta num 

particular estado j de energia Ej, logo, Sl(Ej) = 1, 

Pj = C&niEo - Ej) (3.167) 

C\ e a constante de normalizagao, essa constante pode ser obtida atraves da 

condicao de normalizagao, 

J2PJ = 1 ^ 3-168) 

j 

Por conveniencia, vamos trabalhar com o In Pj, vamos obter entao: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I n Pj = \nCMEo-Ej) 

I n Pj = I n C' i +\nQ{E0-Ej) 

(3.169) 

(3.170) 
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Mas, vale ressaltar ainda que a energiazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ej do subsistema S e muito menor do 

que a energia do reservatorio ER, ou seja, ER »  Ej. Nesse sentido, a energia ER 

pode ser comparada com a energia to tal do sistema,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA E R «  EQ. 

Vamos expandir entao lnft(Eo - Ej) no ponto E0 , de modo que obtemos: 

d 

In ft(E0 - Ej) = In ft(E0 - Ej) = In ft^Eo) + — - In QR{ER - EQ) 
(Er - Eo) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E0 

1 9 2 , n ( E f i - Eo ) 2 + • • • 

£0 

Vamos considerar a definicao de entropia S = k In Q que podemos escrever ainda 

In ft = —. Devemos considerar ainda que lnf t/ ? (E0 ) = cte = C2. De modo que vamos 
k 

obter: 

d 

dER 

In ft ( E R - E 0 ) 
1 d 

EQ 
kdER 

(3.171) 

dS 1 , . 
Mas, temos —— = —, dai, vamos obter: 

oE T 

A l n S 2 ( £ / i _ £ o ) = _ L (3.172) 

E, temos ainda. 

d 2 

MS 
a 2 

MS 
a 2 

5E 2 

In ft ( zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE ^ - E zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAq )  =  7 
1 9 as 

In ft ( E f i - E 0 

In ft ( E f i - E 0 ) 

k dER \dER 

1 d / 1_ 

fcc^E* V T 

0 

(3.173) 

(3.174) 

(3.175) 

Assim, vamos obter: 

In ftfi(E0 - Ej) = C2 + — ( E f l - Eq )  (3.176) 

Da equacao (3.167), temos: 
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InzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA nR(EQ - Ej) = In Pj - In d (3.177) 

Assim, obtemos: 

In P j - I n d = C2 + ~(ER-E0) (3.178) 

InPj = C2 + \nCi + -j^(ER-E0) (3.179) 

Podemos escrever C = C2 + In C i , pois, todos os termos sao constantes. A p li -

cando a funcao exponential. 

P j = e C + h ( E « - E ° ] (3.180) 

P j = ecekf(ER' E0) (3.181) < 

1 LU 

Pj = Cekf[ER-E0) (3.182) 

Vamos usar as notacoes ft = — e - P j = ER~ EQ, de modo que vamos obter: 

= C e " ^ (3.183) 

Para determinar o valor de C, e necessario normalizar Pj, entao: 

E p * = 1 < 3 - 1 8 4 ) 

Y^Ce-W = i (3.185) 

C = — zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi — (3.186) 

E e ~ ' J 

Logo, 

a 

O 
O 
L zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAl 
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Com essa expressao, podemos determinar a distribuigao de probabilidade no 

ensemble canonico. 

O ensemble canonico e composto por um conjunto de microestadoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j , que por 

sua vez estao associados a distribuicao de probabilidades acessiveis a um subsistema 

S, que e fornecida pela equacao (3.187), esse subsistema deve encontrar-se em contato 

com urn reservatorio termico a temperaturazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T. 

3.4.1 Conexao com a termo d inamica 

Inicialmente define-se uma fungao de partigao que esta relacionada com a nor-

malizagao de Pj, essa fungao vai ser dada por: 

Podemos perceber que nessa equagao o somatorio esta associado aos microes-

tados, mas, ao atribuirmos uma determinada quantidade de energia, e possivel que 

exista varios termos iguais correspondentes aos estados microscopicos num dado es-

tado de energia, sendo assim, podemos reescrever a equagao, de modo que ficaremos 

com: 

O termo ft{E) e justamente o numero de microestados, que vai depender da 

energia E do sistema. Vale ressaltar que se a energia E cresce, o numero de microes-

tados Q(E) tambem cresce, ja o termo e~-6E decresce. 

Vamos determinar o valor de E onde Z seja maximo, assim poderemos substituir 

o termo maximo do somatorio da equagao (3.189) por ele. Para isso, consideremos: 

(3.188) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A' 

(3.189) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E 

(3.190) 
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Vamos considerar ainda, 

m Q ( £) = |-S ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ,3E = ± E (3.191) 

Sl{E)e-*E = e\ k k T J (3.192) 

Assim, vamos obter: 

S E_ 

k'kl 

ST - E 

Q{E)e-3E = eV  k T ) (3.193) 

Q(E)e-3E = e ^ - ^ l (3.194) 

Assim, podemos substituir o somatorio Q (jB)e _ / 3 E, pelo seu termo maximo, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E 

Z % m a x { e x p [ - 3 ( £ - r S ( £ ) ) ] } (3.195) 

Z w e x p [ - £m i n £ ( £ - T S ( £ ) ) ] (3.196) 

Mas, vamos levar em consideracao a energia livre de Helmholtz que e dada por: 

F = E-TS (3.197) 

Dessa forma obtemos: 

Z = e~ 0F (3.198) 

Vamos entao escrever a energia livre de Helmholtz em fungao da fungao de 

partigao. 

\nZ = -(3F (3.199) 

F=-\mZ (3.200) 
P 

A energia de Helmholtz por particula e dada por: 
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.2 Flutuagoes de energia 

De acordo com a equacao (3.187), temos: 

(3.201) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

-PEk 

(3.202) 

Mas, o valor medio da energia e dado por: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

<EzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA>=Y.EJPi 
(3.203) 

De modo que obtemos: 

<E> = Y , e j 

3 

< E > zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

fc 

(3.204) 

(3.205) 

Mas, vamos considerar a seguinte derivada, 

3/ 3 

I 1 " • 

(3.206) 

(3.207) 

(3.208) 

Dai, podemos alterar a equagao 
ao (3.205), de acordo a equagao (3.208), de modo 
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que vamos obter: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE> - 7 ^ ( } > (3-209) 

Mas, vamos considerar ainda que, 

Z = e-fiB* (3.210) 

3 

Assim, podemos escrever: 

< £ > = - — I n Z (3.211) 

d/3 

Essa expressao nos fornece o valor medio de energia para um sistema. Vamos 

calcular entao a variancia da energia, considerando a seguinte expressao: 

< >=< E]>-< Ej > 2 (3.212) 

Devemos calcular entao o valor de < E'j > . Temos, 

<EzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA]>=Y /E]PJ (3.213) 

j 

Mas, sabemos ainda que, 

P3 = =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V " (3-214^ 
E e 

k 

Sendo assim, obtemos: 

< %  > = E E K ^ - = \ E fy-** (3-215) Z Z 
3 3 

(3.216) 
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Vamos considerar ainda. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

d2 -0Ej zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
= - I 

33 \ W ) 

d2 

x& 
-?Ej zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

=zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - ( = - ( 

d2 

— 
-3Ej = Eye" 3E3 

D32 J 

(3.217) 

(3.218) 

(3.219) 

Assim, de acordo com a equagao (3.219), a expressao (3.215) pode ser escrita 

como: 

1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 92 , 

<El> = z^W e 

j 

1 d2 

IE 

< Ej > 
Z332 

•0Bj 

1 c^Z 

< E J > - Zd,32 

(3.220) 

(3.221) 

(3.222) 

Logo, usando as expressoes (3.222) e (3.211), podemos escrever a equagao (3.212) 

do seguinte modo: 

< AE2 > 

<AE2> 

< AE2 > 

1 cPZ 

Z332 

1 3?Z 1 dZ~ 

Z332 

1 PZ 1 (dZ* 

Zdf32 Z 2\df3/ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- 2 

(3.223) 

(3.224) 

(3.225) 

Vamos considerar entao: 

3 f l 3Z\ J_ ^ ^ 1 &Z 

33 \Z~33~) ~ ~ Z 2 33 33 + Z dp2 

3_ 

dp \Z83 

1 &Z dzx 

(3.226) 

(3.227) 

Zd32 z2\d3) 

Sendo assim, a expressao (3.227) nos permite escrever a equagao (3.225), da 

seguinte maneira: 
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dp \Z dp 

* d (d\a.Z\ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< A E > - m U t ) 

De acordo com a equagao (3.211). 

0 
< AE2 >-—<Ej> (3.230) 

d d dT 

dp dTdp 

d d (dfts r 1 

dP dT \dTJ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA) 

d zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
(  1 ) 

-1 d 

dP V kT2) dT 

d 

dp 
-kT2— 

k l dT 

dp 

Mas, sabemos ainda que p = — , de modo que: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
rCJ. 

(3.231) 

(3.232) 

(3.233) O 

(3.234) 

Sendo assim, teremos: ^ 

< AE2 >= kT2— < Ej > (3.235) 
J dl 

Mas, vamos levar em consideragao a capacidade termica a volume constante, 

que pode ser escrita como: 

C. = P (3-236) 

Logo, a equagao (3.235) pode ser escrita como: 

< AE2 >= kT2Cv (3.237) 

Como estamos lidando com um sistema, e ele e composto por varias particulas, 
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e neeessario leva-las em consideragao. entao: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< AE] >= NkT2Cv (3.238) 

Vamos determinar agora o desvio padrao reiativo , que e dado atraves das equa-

goes (3.238) e (3.211) 

\/<  AE1>zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y/NKT*Cv 

< Ej> Nu 

V / < A E i > 1 

(3.239) 

(3.240) 

Se considerarmos o limite termodinamico, ou seja,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA JzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAV  —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA> oo vemos que as flutu-

agoes de energia em torno do ponto medio sao despreziveis. 

Paramagnetico ideal de spin -
— 

Assim como no ensemble microcandnico, no ensemble canonico vamos considerar 

N particulas de spinzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i sob a agao de um campo magnetico externozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA H , so que agora, 

teremos um contato com um reservatorio termico. O hamiltoniano para esse sistema e 

dado por: 

JV 

H = -HQH^ '&J (3.241) 

Onde dj = ±1 para j = 1,2,3,. . . , N 

A fungao de partigao pode ser escrita como: 

Z = Y je~m (3.242) 

9j) 

Uma vez que um microestado para esse sistema sera identificado por um con-

junto de valores das variaveis de spin Assim, vamos obter ainda de acordo com 

a equagao (3.241), a seguinte expressao: 
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° " E ^ " zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
3=1 

N 

Z = £ . -

(3.243) 

(3.244) 

Desse modo, vamos obter: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

£ (3.245) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

)9l=±l 1?2=±1 #3=±1 # jv=±l 

De acordo com a equagao (3.245), se considerarmos uma unica particula, vamos 

obter: 

Zi 

Zx 

Zx 

E 

= e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

t)=±X 

J3noH(ti=X)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + eiJ,taH($=-X) 

= 2 cosh(/ 3/ z0#) 

(3.246) 

(3.247) 

(3.248) 

(3.249) 

Assim, podemos generalizar a fungao de partigao para A" particulas, de modo 

que obteremos a seguinte equagao: 

Z = [2cosh(,3/ io#)] 
A" (3.250) 

Que pode ser escrita ainda de acordo com o valor especificado para p, assim: 

Z = 2 cosh ( -jsfVoH (3.251) 

Atraves da fungao de partigao podemos fazer a conexao com a termodinamica, 

usando a equagao (3.200), 
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(3.252) 

Mas, essa equagao fornece a energia de Helmiholtz por particula, e estamos 

tratanto de um sistema com mfinitas particulas, sendo assim, temos que reescrever 

essa equagao do seguinte modo: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f = - l im — r l n Z zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
N->oo IS/ p 

f = - l im - i - l n [ 2 c o s h ( M ^ ) f 

iv-»oo iv p 

Usando as propriedades da fungao logaritmica, obtemos: 

(3.253) 

(3.254) 

lim -^-N\n[2cosh(3n0H}} 

A r->oozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA N/3 

l im - ln[2co sh0fy o i/ ) ] 
A7—>oo p 

f _ 

J — 0 
ln[2cosh(;3/ / 0/ / )] 

-AT In 2 cosh( 
kT 

(3.255) 

(3.256) 

(3.257) 

(3.258) 

Para determinarmos a entropia, vamos levar em consideragao as relagoes de 

Maxw ell, 

a/  

dT 
(3.259) 

Logo, 

dT 

^_ 

dT 

dl 

dT 

- / t i n 

-A ; In 

-A: In 

2 cosh 

2 cosh 

2 cosh 

kT 

kT 

f*oH 

kT 

+ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+ 

-kT 

2 cosh 

HoHkT 

II 
2 sinh 

fcT 

A:T2 

tanh 

AT 

AT 

T 
tanh 

A*o# 

fcT 

T k 
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Assim. a entropia do sistema sera dada pela expressao: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

s = k hi tanh 
T kT 

(3.260) 

A partir dessa expressao poderemos determinar outras caracteristicas termodi-

namicas do paramagnetico ideal de s P m ~ no ensemble canonico. 

Solido de Einstein 

Vamos considerar, de modo similar ao ensemble microcaiionico,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 7V osciladores 

nao interagentes unidimensionais oscilando com a mesma frequenciazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 00 . A diferenga e 

que agora, no ensenmble canonico, havera um contato com um reservatorio termico a 

temperatura T. 

A energia para esse sistema sera dado por: 

N 1 

E, a fungao de partigao sera dado por: 

(3.261) 

Z = 

z 

{iij} 

9E 

E 
711,712,...,njv 

E 

E ( n JzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

 +

 l)
hw 

.7=1 V ' 

ni,n2,...,riN 

ni + -\h0u - (nN + - \ i 

E E E ' 1 2 > 1 2 

Til « 2 "JV 

/  1 

£ * 1 2 

m=0 

jzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAV 

(3.262) 

(3.263) 

(3.264) 

(3.265) 

(3.266) 

Temos entao a fungao de partigao para N osciladores, mas, vamos considerar 
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a expressao, Z i = ^ e \ /  que esta tratando de um unico oscilador. Pode-se 

m=0 

perceber ainda que esse termo e uma progressao geometrica (P.G.), e sua forma geral 

1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

e 2 

1 - e-ah"  

Logo, a energia livre de Helmholtz por oscilador sera dada por: 

(3.267) 

lim —— In Z 

N->oo AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA B 

Mas, temos ainda que Z = Z± , sendo assim, vamos obter: 

(3.268) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 A'->oo NB 

f = -±*z, 

De acordo com a equacao (3.267), teremos: 

(3.269) 

(3.270) 

(3.271) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/  

/  

/  

1 

0 1 - e-P" "  

1 

b e 2 _ l n ( i _ e - ^ ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

/  1  N 

= -fiu + kTbi ( 1 — e A T 

(3.272) 

(3.273) 

(3.274) 

(3.275) 

Mas, sabemos que a entropia por oscilador e dada por: 

(3.276) 



Assim, vamos obter: 

3— ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA kT fa ( 3.277) 
<9T 1 kT2 

^ = fcinjl-efcT ) - - / & ; - i ( 3 .278) 

Logo, obtemos a entropia: 

s = - A tIn 1 - e kT + - f i w — = ( 3.279) 

Atraves dessa equacao podemos determinar outras caracteristicas termodinami-

cas do solido de Einstein no ensemble canonico. 

3.5 Ensemble das pressoes 

No ensemble das pressoes, teremos um subsistema S em contato com um re-

servatorio termico e de volume ou trabalhozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA R  (a temperatura e pressao constantes) 

conforme a figura ( 3.5) . O sistema composto formado por R  + 5 esta isolado e tem 

energia to tal EQ e volume to tal VQ. 

A parede que separa o subsistema S do reservatorio R  e diatermica e movel, 

mas, nao permite a passagem de particulas. Assim, a probabilidade do subsistema S 

esta num determinado estado microscopico j , com energia Ej e volume Vj, sera dado 

por: 

Pj = CQR(EJI, VR)QS(EJ, Vj) ( 3.280) 

Alas, como estamos tratando do subsistema S em um estado microscopico j 

particular, entao teremos Q$(Ej,Vj) = 1 . E, devemos levar em consideragao ainda, 
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R 

s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

EJ. V J 

T , P 

ER, V R 

Figura 3.5: Subsistema 5 em contato com reservatorio termico e de volume. 

quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA E0 —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ER  + Ej ER = EQ - Ej e V 0 = VR  + V} V R —  VQ - Vj. Sendo assim, 

vamos obter: 

Pj = CnR(E0 - Ej: VQ - Vj) (3.281) 

Onde C e uma constante e QR  e o numero de microestados acessiveis ao reser-

vatorio R, como energia E e volume V. 

Por conveniencia, vamos trabalhar com a funcao logaritmica, de modo que a 

expressao acima possa ser escrita do seguinte modo: 

In Pj = In C + In QR(E0 - Ej, V 0 - Vj) (3.282) 

Expandindo em serie de Taylor, temos: 

InP, = l n C + l n O f i 
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Perceba que desprezamos os termos quadraticos nessa expansao. 

Vamos usar agora a equagao da entropia do segundo postulado da mecanica zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
S 

estatistiea, S = kh\Q => In ft = —, assim, vamos obter: 
A: 

l a P > = c + c 4 ( / v ) < - ^ + ^ ( f ) < - ^ < 3 2 8 3 ' 

Vamos considerar ainda que: 

9S _ 1 ( ^L-P 

dE~ T dV ~~ T 

Logo, 

(3.285) 

InP, = C + ^ - ^ + ^ - V V ) (3-286) 

InP, = C - % - ^ (3.287) 

Sabendo que J = T-j=, vamos obter: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r i l 

In Pj = C- 9Ej - 0PVj (3.288) 

Aphcando a fungao exponencial, temos: 

p. = eCJ-PBj-ppv,) ( 3 2 8 9 ) 

P3 = Ce-m+rvs) (3.290) 

Para obtermos o valor da constante C, vamos normalizar a probabilidade, 

^ Fj = 1 (3.291) 

j 

logo, 

115 



^Ce-W+Ws) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i (3.292) 

j 

C = —  1 (3.293) 

y ^ e -p(EjzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+PVJ)  V ; 

j 

Encontraclo o valor de C, podemos reescrever a equacao (3.290) da seguinte 

maneira: 

-0(EJ+PV }) 

Pi = —  (3.294) 

j 

Mas. vamos considerar Y = e-P(ej+ pvj)  C O m o a fungao de partigao, entao, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3 
podemos escrever ainda a probabilidade do subsistema S como: 

PJ = y  ( 3 2 9 5 ) 

3.5.1 Conexao com a termo d inamica 

Vamos escrever a fungao de partigao do enseble das pressoes da seguinte maneira: 

Y = ^ e - ^ + P V ; ) ( 3 2 9 6 ) 

3 

Y = J2 e - f i B i + { - f f P V i ) (3.297) 

3 

Usando as propriedades da fungao exponential, podemos escrever ainda, 

y = Y je- pE'e- ppvi (3.298) 

3 

Dai, vamos fixar o valor do volume V  e a soma em j ficara restrita aos micro-

estados com volume V. Usando a propriedade de somatorio, teremos: 
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Y =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Y zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAj e ~ A P V Y J ^ E JzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (3-299) 

v j 

Repare que a fungao de partigao do ensemble canonico e dada por: 

Z = Y^Je~BEl (3.300) 

A ssim. a equagao (3.299) pode ser escrita da seguinte maneira: 

Y = V V ' W Z ( , ? , V ) (3.301) 

v 

Y = £ V ^ e
l n Z (3-302) 

v 

Y = y - V - ^ + m z ) (3.303) 

V 

Onde a fungao de partigao candnica, Z, ira depender da temperatura e do 

volume. Vamos entao substituir o valor da soma pelo seu termo maximo, isso pode ser 

feito porque no limite termodinamico o termo que mais contribui para esta soma e seu 

termo maximo, onde a distribuigao estara concentrada. Assim, escrevemos: 

PV--\rxZ 

Y = \ P / (3.304) 

i 

Y as e-Puunv(PV-kTlnZ) (3.305) 

Vamos levar em consideragao a conexao com a termodinamica do ensemble 

canonico, na qual a energia livre de Helmholtz fo i escrita como: 

F =-kT In Z (3.306) 

Assim, substituindo na expressao (3.305), teremos: 

Y w g-,5minv- (PV + F)  ( 3 3 0 7 ) 
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Mas, sabemos ainda que a energia livre Helmholtz e dada tambem pela expres-

sao: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

F = U -TS (3.308) 

De modo que teremos: 

PV + F = U -TS + PV (3.309) 

Essa expressao, fornece o valor da energia livre de Gibbs, G = U + PV — TS, 

assim, teremos: 

Y azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA e~'MinvG (3.310) 

Sendo assim, a conexao entre o ensemble das pressoes e a termodinamica sera 

dada pela correspondencia, 

Y -> e~ 0G (3.311) 

Dai, podemos escrever ainda: 

InY = -0G (3.312) 

G = - - I n Y (3.313) 
P 

Mas, a conexao e definida no limite termodinamico , ou seja, emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA N  —» oo, ao 

considerar a energia livre de Gibbs por particula, teremos: 

g = l im ~ h i Y (3.314) 
N-¥ oo p J\ 

p N-tcc Jy 
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3.5.2 Flutuagoes de energia e do vo lume 

Vamos calcular os valores medios da energia e do volume no ensemble canonico. 

Conideremos a probabilidadezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Pj de encontrarmos o subsistema S num determi-

nado estado microscopico j : zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

PiEj+PVj) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

PJ = y  ( 3 - 3 1 6 ) 

Onde a fungao de partigao Y e dada por: 

Y = ^e-m+PVi)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (3.317) 

3 

O valor medio da energia e dado por: 

Y /E.^Ej+PVi) 

_j 

£• 
< E; > = V EjPj = (3.318) 

OU, 

UiEj+PVj) 

3? 
< Ej >= -1 (3.319) 

Mas, vamos considerar a derivada de InY em relagao a 3 

d\uY 

d<3 Y 
J 

cHnY 
izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J2(E3 + PVj)e- 0{E'+PV^ (3.321) 

dp* Y 

Vamos considerar tambem, a derivada do InY em relagao a P. 
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= 7£eHW « W (-/ n$) (3.322) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

d~^f = f B * ^ 1 (3-323) 

P 

Se rnuttiplicarmos esse valor por —. vamos obter: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
P 

P ^ = ^ E ( - W e - ^ + ^ (3.324) 
0 

Entao, se considerarmos: 

j j 

In Y P d l n Y _ 1 ? ( E j + P V j ] 1 y  p v -0(Ej+PVj) _ 1 V P V ' . ^ ( W ) 

_ £ l n Y P d l n Y = l y , ( B j + P V j ) _  ( } 

Oft ft dP Y ^  3 y '  

j 

De acordo com a equagao (3.325), podemos escrever a equagao (3.319) da se-

guinte maneira: 

<91nY P d l n Y 

< Ej > = T^ + ^^H- (3.326) Oft ft OP 

Ja o valor medio do volume e dado por: 

<V j>=Y/V jPj (3.327) 

Assim. teremos: 

-0(Ej+PVj) 

< Vj >= -i (3.328) 

Vamos considerar a seguinte derivada: 
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- T W - =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A7TzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA,°-" *+PV,}(-mzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (3-329) 

3 

- T W -  = Y ^ v ^ ( E ] + P V l ) ( 3 " 3 3 0 ) 

3 

Assim. de acordo com a equagao (3.330) podemos escrever a equagao (3.328) da 

seg u inte m an e i ra : 

ldlnY 

< v ' > = - i i > r ( 3 S 3 1 > 

Dai, vamos determinar o desvio quadratico do volume, para isso, vamos usar a 

seguinte expressao: 

< ( A V ) 2 > = < V? > - < Vj > 2 (3.332) 

Precisamos determinar o valor de < V 2 >, 

< v f > = ( 3 - 3 3 3 ) 

<V 2> = -i (3.334) 

Vamos considerar entao, a seguinte derivada: 

1 &\nY 

;32Y dP2 32Y 

1 SPlnY zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
= ± Y , V j 2 e ~ 0 ( E j + P V i ) (3-336) 

32Y dP2 Y 

3 

Assim, de acordo com a equagao (3.336), podemos escrever a equagao (3.334) 

da seguinte maneira: 
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Temos ainda que: 

J VzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s dp j 

Assim. o valor medio do volume sera dado por: 

(3.338) 

< ( A V ) 2 > 

< ( A Y ) 2 > 

< (AV)2 > 

1 1 In Y _ /  \d\nY 

~JPY d-P2 ~ V 3 dP 

1 1 d2 In Y 1 (d\i\Y 

~^Y dP2 ~ ft2 

I 

J2 

1 cPY 

dP 

2" 
]_dY\ 

YdPJ 

Mas, repare que: 

0_ (}_dY\ 

dP\Ydp) 

0_ (^dY 

dP \YdP 

_d_ (]_dY 

dP\YdP 

1 OYdY 1 d2Y 

Y2'dP'dP + Y~dP2 

1 d2Y 

Y dP2 

1 &Y 

YdP2 

1 

Y2 

dYV 

dPj 

]_0Y\-

YdPJ 

(3.339) 

(3.340) 

(3.341) 

(3.342) 

(3.343) 

(3.344) 

Assim, de acordo com a equagao (3.344), podemos escrever (3.341) da seguinte 

maneira: 

< ( A y ) 2 >= 
1 d ( 1 dY 

ou ainda, 

< ( A V ) 2 > = ~ 

32 dPKYdP 

1 d fdlnY 

(3.345) 

32 dP \ dP 
(3.346) 

Mas, sabemos ainda que: 

InY -3G (3.347) 

Assim. teremos: 

122 

file:///d/nY


<(Avy> = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1 d (d(-0G) 

ft2 dP V 9P 

ia_ (9G 

0dP \dP 
< (AV)2 > = 

Mas, de acordo com as relacoes de Maxw ell, temos: 

(3.348) 

(3.349) 

- 1 ) 
r,iv 

De modo que podemos escrever: 

Mas, se considerarmos ainda a definicao de calor especifico, teremos: 

(3.350) 

(3.351) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

gp ~ ~W  

Assim a equacao (3.351) podera ser escrita da seguinte maneira: 

(3.352) 

< (AV)2 > = -kTV 

Dai, podemos calcular tambem o desvio reiativo , que sera dado por: 

(3.353) 

V< (AV)2 > _ ft 
x (3.354) 

< V > < V > y/V 

Quando estamos lidando com o limite termodinamico V —> oo e o desvio reiativo 

Gas ideal monoatomico classico 

No ensemble canonico a fungao de partigao do gas ideal monoatomico classico 

pode ser escrita da seguinte mandeira: 
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Onde, 

(3.355) 

* - ( £ ) 5 *zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ^  

Vamos considerar a definigao da funcao de partigao do ensemble das pressoes zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Y, 

Y(T,p,N) = Y,e-*V2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA{0,V) (3.357) 

v 

Neste caso V  tera grandes variagdes de modo que podemos considera-la como 

uma fungao continua, assim e necessario escrever uma versao continua da equagao 

(3.357) para podermos realizar os calculos da fungao Y. Assim. teremos: 

roc 

Y(T,p,N)= / dVe{~ 3pV)Z(T, V, N) (3.358) 
Jo 

3A 

1 (2irm\~~2~  i r N 

Mas, vamos considerar Z = —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I — — J V  e assim, vamos obter: 
A ! \ phz 

3N_ 

Y(T,P,N) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j^dVe-^^{p0yV
N

 (3.359) 

3A 

Y(T, P, N) = ^{p^y j^V Ne^)dV  (3.360) 

E necessario entao resolvermos a integral: 

roo 
/ V Ne{-3pV)dV (3.361) 

Jo 

Obrserve que essa integral e do tipo : 
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—e 
a 

roc r 

/ xne~ axdx =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( - l ) n — 
Jo da"  

dn 

roc m zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J xne~ axdx = ( - ! } " — ( a - 1 ) 

e~ axdx 

(izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J 

( 0 - 1 ) 

(3.362) 

(3.363) 

(3.364) 

(3.365) 

Vamos atribuir valores para n de modo que conseguiremos escrever uma equagao 

geral para o resultado. 

Para n = 1, temos: 

Para n = 2, temos: 

, - l ) . £ ( a - , - l - 2 - « -

Para n = 3, temos: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( - 1 ) 3 ^ ( a " 1 ) = 1 - 2 - 3 " a " 4 

Assim, a equagao geral sera: 

f zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Jo 

2n„ i_ — n— 1 xne-nxdx = (-\ynn\a 

Para o nosso caso, vamos obter: 

(3.366) 

(3.367) 

(3.368) 

(3.369) 

3A 

3iV 

y ( T , P , A ) = ( - ^ j 
-(/ V+l) 

(3.370) 

(3.371) 
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Por conveniencia, vamos aplicar a fungao logaritmica, assim, teremos: 

InY = In zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3A" zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

~0~ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Ih1 

{ 3 p ) { N + 1 ) 

(3.372) 

Usando as propriedades do logaritmo, temos: 

3A 

InY =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA fo(j0)  2 -HJp)(n+1) (3-373) 

InY f , „ ( ^ ) - ( i V + l ) M » ) (3-374) 

1,1 Y =  34]" {w)~N{i+^)h'm (3-375) 

^ = H w ) - ( l + > ™  (3.376) 

Vamos entao fazer a conexao com a termodinamica atraves da energia livre de 

Gibbs por particula. que e dada por: 

g = —— lim 
X 

InY (3.377) 

Mas. 

lim I l „ y = | l n ( r ^ ) 

Assim, vamos obter: 

9 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

9 

9 

5 i » 

2 

AT In 

2?Tm 

27rm A T 

ln(,3p) 

At2 

3 , _ . {2irmkT\ 
—-kTm 

+ kT\n 

kTIn 

1 

AT 

/ ,-/  

P 

P 

(3.379) 

(3.380) 

(3.381) 
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Entao, atraves da energia livre de Gibbs, podemos calcular a entropia por par-

ticula de um gas monoatomico classico, de acordo com as equacoes de Maxw ell, 

% (» 382) 

Sendo, 

3 , ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (2nmkT dg_ 

dT zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

t  = - ^ l n 
dl 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\ 
3 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2TT7Tlk 

2 2nmkT h2 

2nmkT 

h2 

h1 

k - kin 

2 

A: In 

kT 

dg 3 3 f2irmk\ 5 
-— = —klnl A; In 
dT 2 2 

^ = - - / M n T + H n P - M n f c - - H n f ^ -

- -A ; - A l n T - A Tn -
V h2 J 2 p 

-h 

kT\ 

P ) 
)+kT 

J_k 

Wp 

P . 

(3.383) 

(3.384) 

(3.385) 

Assim, a entropia sera: 

s = h\nT- k\np + kInk + hIn ( j + \k (3.386) 

Atraves da entropia, poderemos determinar outras grandezas termodinamicas 

do gas monoatomico classico. 

3.6 Ensemble grande canonico 

No ensemble grande canonico, teremos tambem um subsistema 5 em contato 

com um reservatorio R, porem esse reservatorio e de calor e de particulas, mantido a 

temperatura e potencial quimico constante. 

Teremos um sistema composto por R+S isolado, com energia to tal E0 e numero 

to tal de particulas A o , esse sistema esta representado na figura (3.6). 

A parede que separa Re Se d iatermicae permeavel, ou seja, permite a passagem 

de particulas, porem e fixa, nao permitindo a variagao do volume. 

A probabilidade de encontrarmos o subsistema S num determinado estados 

microscopico j , com energia Ej e numero de particulas Nj sera escrito de acordo com 
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R 

s 

Ej, Nj zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ER, N R 

Figura 3.6: SubsistemazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA S em contato com um reservatorio R de calor e de particulas. 

o postulado fundamental da mecancia estatistica. 

Pj = CSlR(ER, NR)Q s{Ej, Nj) (3.387) 

Perceba que estarnos tratando so subsistema S em um estado microscopico j 

particular, isso significa dizer que Q s(Ej,Nj) = 1. Vale ressaltar ainda que EQ = 

ER + Ej => En =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA EQ - Ej e A 0̂ = NR + Nj —> NR = N0 - N jy de modo que vamos 

obter: 

Pj = CQR(E0 - Ej, No - Nj) (3.388) 

Onde C e uma constante e Qn 6 o numero de microestados acessiveis ao re-

servatorio R com energia En e numero de particulas NR. Por convenciencia, vamos 

trabalhos com In Pj 

In Pj = \nCQR(E0-Ej,No-Nj) (3.389) 

\nPj = lnC + \rinR(E0-Ej,NQ-Nj) (3.390) 

Expandindo em serie de Taylor, teremos: 

128 



\npj =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA In C + In QR zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
+ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E0,Na 

= l n C + lnft/ j zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- f 

( * S £ ) w K * - « , - * + . . . 

/ Eo .JVo V U S E0,N0 

Usando a equacao da entropia na mecanica estatistica, teremos: 

S = klnQ 

S 
mil = 

Assim. teremos entao: 

(3.391) 

(3.392) 

Vamos considerar as seguintes equagdes de estado da entropia. 

(3.393) 

as 
dN -f 6 

d S _ l 

dE~ T 

Sendo assim, a equacao (3.393), pode ser escrita da seguinte maneira: 

• » 1 - i » c + i i < - « + i ( - g ) < - i v , ) 

Aplicando a funcao exponencial, teremos: 

(3.394) 

(3.395) 

pzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA _ (j^-BEj+ptiNj) (3.396) 

Para obter o valor da constante C, devemos normalizar essa probabilidade, 
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j zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

'YzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA^CfA-Wt+PuNj) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i (3.398) 

3 

C = —  (3.399) 

3 

Logo, a equagao (3.396) podera ser escrita da seguinte maneira: 

(-SEj+piiNj) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i 

Dai, obtemos tambem o valor da grande fungao de partigao. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E = ] r y - ^ w (3.4o i) 

E, a probabilidade pode ainda ser escrita como: 

Pj = ^ (3.402) 

3.6.1 Conexao com a termo d inamica 

Podemos escrever a grande fungao de partigao na forma, 

E = y - y - ^ + w (3.403) 

3 

3 

E = ^ V ^ J V ^ (3.405) 
A' j 

Mas, vamos considerar a fungao de partigao do ensemble canonico, Z = V \ e~^Bj, 

de modo que a equagao (3.405) possa se escrita da seguinte maneira: 
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EzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J V " - V Z ( 3 - 4 0 6 ) 
iV 

E = J ] e ^ V n Z (3.407) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
N 

E =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Y,<PhM+htZ) (3-408) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

N 

Para fazer a conexao com a termodinamica, vamos substituir a soma presente 

nessa equacao pelo seu termo maximo. Mas, para maximizar essa soma e necessario 

minimizar os termos 3riN + In Z em relagao a A 7, assim, teremos: 

E «  e [ m i l l A ' (l3LlN + l n Z ) ] (3.409) 

Mas, sabemos ainda que a energia livre de Helmholtz pode ser escrita como: 

F = - - \nZ => \nZ= -0F (3.410) 

Assim, a equagao (3.409) pode ser escrita como: 

s « e 

s « e 

m i n ( ^ A - ^ F ) ] 
w J (3.411) 

-/ 3min ( F - / / A ) | 

1 " J (3.412) 

Usando a transformagao de Legendre, teremos a seguinte correspondencia: 

e (3.413) 

Onde 4> e o grande potencial termodinamico, essa fungao nos permite escrever: 

— d ) . 

E, atraves da equagao (3.413), podemos escrever: 

131 



InE ->zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -0$zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (3.415) 

InS -> —— InE (3.416) 

P 

Mas, a conexao com a termodinamica e feita no limite termodinamico, que para 

esse caso, corresponde ao limitezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V  —> co, onde a temperatura e o potencial qufmico 

permanecem fixos. Vamos escrever entao. o grande potencial por volume (</ >): 

0 = - ~ l n E (3.417) 

No limite termodinamico . 

<f>=- Tl l im — InE (3.418) 

0 V->oc V  V 

Considerando as relacoes de Euler na termodinamica, temos que o grande po-

tencial termodinamico pode ser escrito como: 

$ = -pV  (3.419) 

Entao o grande potencial por volume vai corresponder ao valor negativo da 

pressao. 

0 = i = -p (3.420) 

3.6.2 Flutuagoes de energia e do numero de particulas 

Vamos considerar a probabilidade de encontrarmos um sistema num determi-

nado estado microscopico j , no ensemble grande canonico, 

Pj = = (3.421) 

Mas, sabemos ainda que o valor medio da energia e dado por: 
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< zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE}> =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J2E-> pj ( 3 - 4 2 2 ) 

<Ej> = J2eJzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA—E—  ( 3 - 4 2 3 ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
3 "  

< ^ > = i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA^ ^ e - ^ - ^ ) (3.424) 

A funcao de partigao para a ensemble grande canonico e: 

E = J2e{-^-^  (3.425) 

Assim, podemos dizer que: 

dlnE. d\n" Edl 

dP OE dp 

c71nS dlnEdZ 

dp &E dp 

OhiE 

dp 
J 

(3.426) 

~ ^  = ~Y,ei~*Ei~ fi'M*(-Ei+tiNi) (3-427) 

.j 

(3.429) 

= 4 E e ( " ^ + ^ i ) ( W ) ( 3 - 4 3 ° ) 

= I r M e W W i ) (3.431) 

Se rnultiplicarmos a equagao (3.431) por ^ , teremos: 

£ a i n ^ = l y  { ^ B . + 0 l i N j ) ( 3 4 3 2 ) 

A o somar as equagoes (3.428) e (3.432), teremos: 
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i "  i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- ^ z r + ^ = i p ' 1 1 ( 3 - 1 3 3 > zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Baseados na equagao (3.433), podemos escrever a equagao (3.424) da seguinte 

maneira: 

_ dh\=i ndhiE 

<  E i >= XT + X-X—  3_434 
d0 0 dp 

Do mesmo modo, o valor medio do numero de particulas sera dado por: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

<N J>=Y /NJPJ (3-435) 

j 

Assim, teremos: 

< Nj > = (3.436) 

Vamos considerar. 

^ff = h E me-**-™  (3-437) 

Se multiplicarmos a derivada por i teremos: 

1 ^ = i y iy - e - ^ C ^ - ^ ) (3.438) 
/3 dp =. 

De acordo com essa equagao, podemos escrever a expressao (3.436) da seguinte 

maneira: 
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1<9 InE zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< N>  > = 7i~W  & m 

Podemos expressar esses valores de outra maneira, usando a defmicao de fuga-

cidade9 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

e ? t l ( 3.440) 

Logo, teremos: 

•^J-W +W i) ( 3 4 4 1 ) 

j zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J^e-W  [e^)Ni ( 3.442) 

j 

E = Y ^ Z N J E ~ P E J ( 3 - 4 4 3 ) 

3 

Mas, sabemos ainda que a fungao de partigao no ensemble canonico e Z = 

^je~ 0Ej'  a s s r m > teremos: 

E — ^2 Z J Z ( 3 - 4 4 4 ) 

3 

Assim, o valor medio da energia pode ser escrito como: 

<Ej> =  J J _ ( 3.445) 

<Ej> = ^ J J , 1 '  ( 3.446) 

<Ej> = ^ 3 3 „  ( 3.447) 

Mas. 

9Fugacid ad e: e uma fungao termo d inamica que pode ser usada no lugar d a pressao em reagoes que 

envolvam gases reais. 
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- -yj- = ^^T= (3- 448> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Logo, o valor medio da energia usando a definigao de fugacidade e: 

^ 9 InE . 
< Ej >= —gp-  (3.449) 

Ja o valor medio do numero de particulas usando a definigao de fugacidade, 

sera: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

<Nj> = ^J 3
 = (3.450) 

E, i V / e - ^ (e^)Nj 

<N j> = ^J 3 _  K (3.451) 

<Nj> = ^ 3 3 „  (3.452) 

Mas, 

a i n E _ZjNjz^e-^ 

dz E 

Mas, se multiplicarmos essa derivada por z, teremos: 

a i n E EjNje-^'z^ 

z^r = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA— E 

De modo que podemos escrever a equagao (3.452) como: 

(3.453) 

(3.454) 

d In ™* 

< Nj >=zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Z—Q-^ - (3.455) 

Podemos ainda fazer a conexao entre os valores medios da energia e do niimero 

de particulas com grandezas termodinaniicas, para isso, vamos usar inicialmente o 

grande potencial termodinamico, com o qual fazemos a conexao entre a termodinamica 

e o ensemble grande canonico. 
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InE zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-3$ (3.456) 

Sendo assim, a equacao (3.434), sera escrita como: 

d(-d$)  + pd{-p$) 

ap pzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA dp 

(){3<]>) pd(3<V} 

<E3> = 

< E j > dp 3 dp 

Mas, temos ainda as relacdes, 

(3.457) 

(3.458) 

dpJTV 

Vamos considerar: 

Assim, 

dp 

d(3$) 

dp 

dp^ d$ 

dp dp 

$ + 0 
d$dT 

Wf~dp 

dT 

Logo, vamos obter: 

1 1 
3= — => T = — 
' kT k0 

1 

kp2 

k2T2 

-kT2 

(3.459) 

(3.460) 

(3.461) 

(3.462) 

(3.463) 

(3.464) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

<  
o 

a I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
GQ 

o , 

o 
!3 

<Ej> 

<Ej> 

<Ej> 

$ + ^SkT2 + pN 

$ + ST + pN 

(3.465) 

(3.466) 

(3.467) 
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Mas, sabernos que o grande potencial termodinamico e escrito como: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

$ = U - T S - pN (3.468) 

Logo, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

<Ej> = U -TS- fiN + ST + nN (3.469) 

< Ej > = U (3.470) 

Quando ao valor medio do numero de particulas, ao considerarmos a equagao 

(3.439), temos: 

< « > - ^ w zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< N J > = - JJ. ( 3.472) 

< > = -(-N) (3.473) 

< vYj > = A (3.474) 

Esses resultados nos mostram que os valores medios < Ej > e < Nj > sao cor-

respondentes aos valores termodinamicos da energia interna U e do numero de partfcula 

N, respectivamente. 

Vamos determinar agora o desvio quadratico medio do numero de particulas, 

que nesse caso sera dado por: 

< (AN)2 >=< Nj2 > -  < Nj2 > (3.475) 

Entao, vamos obter o valor de < Nj2 >, 

< Nj2 >=  3 (3.476) 

Mas, vamos considerar a derivada: 
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dE 

dp 

dp2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3 

pNfel-OW" * zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Se multiplicarmos a segunda derivada por ——, teremos: 

1 1 IPS 

2^-HEj+PnNi) 

(3.477) 

(3.478) 

(3.479) 
E ft2 clii2 E 

De acordo com essa expressao, podemos escrever a equagao (3.476) da seguinte 

maneira: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 

< j >~Ep2dp2 

Temos ainda de acordo com a equagao (3.439) que: 

(3.480) 

< Nj2 >--
1 / dln E^  2 

32 V dp 

Logo, o desvio quadratico do numero de particulas sera: 

(3.481) 

< (AN)2 > = 

< (AN)2 > = 

< (AN)2 > = 

Perceba ainda que, 

Ep^dp2 ~ a2 

1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

— \ 2 

1 

1 d2E _ fdhxE 

E Dp2 \ dp 

l&E 1 fdE 

E dp2 E2 \ dp 

(3.482) 

(3.483) 

(3.484) 

d_ /IdE 

dp \Edp 

d_ (IdE 

dp \E dp 

J_5E.d E 1 d2E 

E2 dp dp E dp2 

1 &E _ J_ fdE\ 2 

Edp2 E2\dp) 

(3.485) 

(3.486) 
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Assim, teremos: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< (AN)2 > 

< (AN)2 > 

l_d_ (IdE 

02 dp \ E dp 

1 d / d l n E 

02 dp V dp 

Mas, 

l c M n E <91nE J Kt d\nZ  a A J 

J 0 dp dp dp 

Logo, 

Vamos usar a relagao de Gibbs-Duhem, consideremos que: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

5 V 
dp = --dT+-dp 

Logo, 

fdp\ V fdp_\ 

\dNjTV N \dN)T\ 

Das, relagoes de Maxw ell, temos: 

dp\ V (dp 

dVjT^N N\dVjT,N 

(dp\ (<¥ \ 

\dNjTV \dV)Ty 

Assim, obtemos: 

dp\ v (dp\ _ (v_\ 2 (dp\ 

9 N j T V '  N\dV)TV- \N) \dV) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAT,N 

Podemos escrever ainda como: 

(3.487) 

(3.488) 

(3.489) 

(3.490) 

(3.491) 

(3.492) 

(3.493) 

(3.494) 

(3.495) 
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j V \zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( V Y 1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

dN)TV- \N) (8V\ 
(3.496) 

dp) T.N 

'&v\ 

Mas, como I —— = —KTV, obtemos: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
dP )r,N 

V\ 2 1 dp\ 

dNJTV \NJ KTV 
(3.497) 

(3.498) 

Ou, podemos escrever ainda: 

cTX\zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A' r / V 

dp) T.V  V 

(3.499) 

Dai, escrevemos o desvio quadratico medio do numero de particulas como: 

< (AN)' 2 >= (3.500) 
p V 

O que nos mostra que o desvio quadratico e positivo . 

Ja o desvio reiativo e dado por: 

v
/ < (AN)2 > V V 

KTN KT 

< Nj > N zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M a, V , . v o t a n e „ , l o g o : 

(3.501) 

/  KTNKT 

y/<  (AN)2 > _ V u 1 

No limite termodinamico A" —> oo e o desvio reiativo - » 0. 

(3.502) 
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Gas ideal monoatomico classico 

Atraves do ensemble grande canonico vamos calcular a entropia do gas ideal 

classico. Consideremos a grande funcao de partigao. 

(3.503) 

Mas, sabemos que a fungao candnica do gas classico e: 

3A 

1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (tojnYTyN 

A ! ^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Bh2 ) 

Assim. a grande fungao de partigao pode ser escrita como: 

(3.504) 

Y z N — 

3N 

1 (2irm\ 2 y N 

A ! V ph2 

A ! 

3 -•N 

( 2mn \ 9 „  
V 

\0h2) 

Vamos considerar a fungao exponencial em serie de Taylor: 

E X zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

m=0 

Assim, podemos escrever a equagao (3.506) como: 

r. = exp 

3 

2irm\ 2 

}3h2 

V 

Assim. 

(3.505) 

(3.506) 

(3.507) 

(3.508) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

"-'{w )'v 
(3.509) 
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Atraves dessa equacao, vamos calcular o grande potencial termodinamico. 

<I> 

- 4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. n E 

1 27T771 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

v 

(3.510) 

(3.511) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

, m (2nmkT\" -_ 

* = -
k T z

{ — )  V 

3 3 

4. = -kTz(kT)2 ( ~ V V' 

Vamos levar em consideragao agora a definigao de fugacidade 

vamos obter: 

(3.512) 

(3.513) 

= e' i,L, logo, 

/ 27rm\ 
(3.514) 

(3.515) 

Dai, podemos calcular a entropia atraves do grande potencial termodinamico, 

usando a relagao: 

En tao : 

(3.516) 

in­

ert 

df 

df 

0$ 
df 

d$ 

df 

2nm\ 

~Ji 
? )V {| (*T ) l e(* )* + ( W 0 l ( - ] | _ ) e * 

— = - f - ^ - J V | - ( * T ) > * e ^ - ( f t T ) > ^ c " 

—: = -V 
2 T 

27rm V j _ / ; ^ x 3 
— J e-T(kT)' 

(3.517) 

(3.518) 

(3.519) 

(3.520) 

(3.521) 
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Assim, a entropia sera: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAh -1 
2 T zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i/2irm\ 2 

e&{kT)i (3.522) 

Atraves da entropia, podemos determinar outras grandezas termodinamicas do 

Gas monoatomico classico. 
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Capitulo 4 

Entropia do ponto de vista de Teoria 

da Informagao 

Os primeiros prem'incios para o surgimento da teoria da informacao se deram 

bem antes dos estudos para o desenvolvimento da teoria atual. No ano de 1835 fo i 

desenvolvido por Samuel Mo rse 1, um sistema que apresenta letras e numeros atraves 

de urn sinal que precisa ser codificado e enviado descontinuadamente de modo que a 

informagao seja compreendida (A BRA N TES, 2003). Durante a segunda grande guerra zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< 
o codigo morse fo i de grande importancia, era um dos meios de comunicagao usados £J) 
pelos paises em conflito . Durante esse periodo, todos os metodos de enviou de infor-

magoes envolviain grande interesse po litico , foram realizados grandes investimentos na 

criptoanalise, varios cientistas se empenhavam para decodificar mensagens enviadas 

pelos paises inimigos, e estudavam maneira de codificar informagoes de modo que as 

mesmas nao fossem decifradas. Nessa epoca ja se falava em teoria da informagao, uma 

vez que Claude Shannon teve participagao nesses estudos. Alas, fo i somente no ano de 

1948 que o mesmo desenvolveu as bases da teoria da informagao como e apresentada 

atualmente. 

No pos guerra a teoria da informagao ganhou forga devido ao grande desenvol-

vimento por parte das telecomunicagoes, mas, eram necessario melhoramentos. Para 

isso, teria cjue ser desenvolvida uma teoria capaz de prever a capacidade dos canais de 

transuiissao, ou seja, deveria apresentar solugoes para a eompressao, a transmissao e 

armazenamento de dados (LIM A et al., 2014). Entao Shannon apresentou um artigo 

intitulado "The Mathematical theory of communication", que fo i considerado a base 

do desenvolvimento da teoria da informagao. Nesse artigo e apresentado um conceito 

'Samuel Fintey Breese Morse (1791 - 1872), fo i u m fisico e invento r estadunidense de grande 

imp o rtancia para as telecomunicagoes por ter desenvolvido o codigo morse e o telegrafo com fios. 
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central chamaclo "entropia de uma fonte de informagao". Shannon quantificou o con-

teudo informativo como a variagao da falta de informagao. o que posteriorniente ele 

v iria a denominar como incerteza, entre uma situagao inicial, que seria o momento 

anterior ao recebimento da mensagem, e a situagao final, que seria o momento poste-

rior ao recebimento. A gora o problema era estabelecer uma relagao entre informagao 

e incerteza. 

A entropia da informagao surge como uma grandeza que torna essa relagao pos-

sivel, uma vez que e apresentada como a medida da incerteza de uma variavel aleatdria, 

ou melhor, a entropia de Shannon verifica a incerteza associada a uma distribuigao de 

probabilidades. Atraves dela podemos resolver problemas como o de medir o conteudo 

enviado por uma fonte discreta sem memoria, isso e possivel porque esse problema vai 

depender da probabilidade de ocorrencia dos simbolos gerados pela fonte. E simples 

perceber que quanto maior for a incerteza associada a essa fonte, maior sera a quanti-

dade de informagao transmitida ao receptor (FIGUEIREDO, 2007). Assim, podemos 

verificar a informagao enviada atraves de uma medida da incerteza, ou seja, atraves da 

entropia de Shannon. 

A teoria da informagao surge como um campo de estudos da medida da infor-

magao e suas propriedades, trata de tres conceitos basicos, a medida de informagao, a 

capacidade de um canal transmitir informagao e codificagao das informagoes a serem 

enviadas. Suas aplicagdes estao geralmente associadas ao campo das telecomunicagoes, 

alem disso, fornece base tedrica para a observagao, eornpressao e armazenamento de 

dados. 

Apesar das varias aplicagdes nas telecomunicagdes e tranferencias de dados, 

neste capitulo , vamos nos deter a estudar a entropia de Shannon e mostrar que e 

possivel deduzir os ensembles vistos na mecanica estatistica atraves dela. De modo 

generico, vamos mostrar uma relagao entre teoria da informagao e mecanica estatistica 

atraves dessa grandeza. 

4.1 Entro p ia e informagao 

Vamos considerar inicialmente uma fonte discreta sem memoria que gera sim-

bolos de um alfabetozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A  na forma: 
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A = {mi,i=zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 , 2 , . . . , A / } (4.1) 

Vamos considerar ainda uma sequencia longa dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA K simbolos desse alfabeto. Mas, 

como poderemos avaliar o conteudo gerado pela fonte? Uma maneira de fazer isso, e 

determinar o numero t o t a l de informagoes que a fonte dispoe, ou seja, a quantidade de 

sequencias corn comprimento K que a fonte pode gerar. A informagao fornecida por ela 

depende da quantidade de mensagens dadas pela mesma, se o numero de mensagens 

cresce, havera tambem crescimento na informagao propria. 

Da i , vamos considerar o numero de mensagens 0 de comprimento K, sendo 

que A ' i , K 2 , • • •, K M , que estao relacionados com os simbolos mi,m,2, • • • TUM, devem 

tambem serem incluidos, assim, o numero de mensagens Q, que sera dado por: 

10 
n = (4.2) 

KAK2\...KM\ K > 

Mas, perceba ainda que, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M 

K = Y,K* (4-3) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1=1 

Vamos supor ainda que o valor de K e tao grande, que qualquer Ki tambem 

sera elevado. Assim, podemos usar a aproximacao de St i r l ing , 

i n ! = n n e- " (27rn)2 (4.4) 

Desse modo, vamos obter: 

K\ = KKe~K(2-nKY (4.5) 

K\ = KKe-K{2^K^ (4.6) 

K\ = KK+h-K{2Tr)k* (4.7) 

Assim, a equagao (4.2) ficara: 
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n « 1 — z _ a §\ 

A ' f 1 + 3 e - ^ ( 2 7 r ) 5 . . . tf£M+5
e-*"(27r)i 

Podemos escrever os termos do divisor como produtorios: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A / M 

A f ( 2 i r ) l . . .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA K*';,+-*e-K»(2ir)i = ( 2 * ) *zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J ]  k } * * * 1 [ ] c " * (4.9) 

»=i t=] 

De modo que a equagao (4.8) sera escrita como: 

K A '+5e- A " (27r)5 

n X7 H u ( 4 - 1 0 ) 

( ^ ) * n ^ i + 4 ) i i e - * 

Mas, vamos considerar, 

M 

M 

] | e - A ' = e i= i = e ~ * ( 4 . i i ) 

ComozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ki tern valor m u i t o elevado, entao, 

Kt ~Ki + \ (4-12) 

e. temos ainda: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M 

M 

KK = K^ =\[KKi (4.13) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I - i 

Assim, vamos obter: 
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o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
(2nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA)h-KKK 

(4.14) 

M 

W i n * * zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i - [ 

M 

M 

(4.15) 

(1 « ( a , ) * * 0 (4.16) 

Da i , aplicando a fungao logaritmica em amobos os lados, obtemos: 

l ogO » l o g ( 2 7 r ) ^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [ J  ( J - J (4.18) 

Usando as propriedades do lagaritmo, temos: 

logQ « l o g ^ T r ) ^ + log ( J  ( J - J  ( 4 J 9 )  

Vamos considerar ainda, 

de modo que vamos obter: 
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l ogO « l o g ( 2 7 r ) ^ + y > (zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA yr) (4.21) 

logO « l o g ( 2 7 r ) ^ i i + E A ' < l n ( ^ J (4-22) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A / 

logO «zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - 1 ( M - l ) k g ( a i r ) - £ ^ h i ( | - ) (4.23) 

A / 

l ogO « ~ ( M - l ) l o g ( 2 * ) - J i r £ ^ l a ( | ^ (4.24) 

Mas, vamos levar em consideragao que a probabilidade de ocorrencia do simbolo 

m j e o numero P j , sendo assim, quando K for m u i t o grande, ou seja, K —> oc, a razao 

^ vai convergir para P j , de modo que vamos obter: 

1 -
l ogO » - - ( A / - l ) l o g ( 2 7 r ) - A ^ P ( l n P , (4.25) 

Estamos tratando A ' com u m valor muito elevado. esse fato, nos leva a concluir 

que o segundo termo da expressao acima e predominante, assim, teremos: 

hi 

l ogO ss - A T ^ p i n P ; (4.26) 

A fungao logaritrnica apresenta a seguinte propriedade, 

log b 
logab=-^- 4.27 

logo 

Levando-a em consideragao, podemos escrever a equagao (4.26) da seguinte ma-

neira: 

A/ 

l n f l « -K ^ Pi I n Pi (4.28) 

Sabemos que a entropia segundo a mecanica estatistica e dada pela expressao, 

S = k\nQ (4.29) 
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podemos escrever essa equagao como: 

(4.30) 

De modo que a equagao (4.2S) ficara, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

S M 

-Zzx-Kj^PitePi (4.31) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
! = 1 

Mas, 5 A - e a entropia para uma sequencia de K simbolos de u m alfabeto, mas, 

vamos considerar a entropia por simbolo, que sera: 

K 

Assim. a equagao (4.31) pode ser reescrita, 

S = % (4.32) 

M 

SK « -Kk ] T pi lr* Pi (4-33) 

M 

^ « - f c ^ P . l n P , (4.34) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A / 

S as - / j J ^ p i n P , (4.35) 

i = l 

Essa e a expressao de Shannon para a entrop ia (JAYNES, 1957). 

Sabendo dessa definigao, vamos mostrar que e possivel obter esse mesmo resul-

tado para a entropia, part indo das definigao dos ensembles. 

Ensemble Canonico 

De i n i t i o , vamos escrever a energia l ivre de Helmholtz da seguinte maneira: 

F = ~lnZ (4.36) 

Mas, sendo Z = J Y e , obtemos: 
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(4.37) 

Vamos considerar ainda a entropia, que sera dada por: 

S = -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
dF 

dr  

Mas, temos: 

d_ 

dT 

d_ 

dT 

d_ 

dT 

d_ 

dT 

d_dj _ 

dzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(3dT 

— f— (— 
d/3 [ dT \ kT 

d r 1 . 

d/3 I  ( kT)
2 

• 33 

Assim, vamos obter: 

S = kp 

Podemos escrever ainda em termos de Z. 

5 = k\nZ + kB-^Eje 0Ej 

(4.38) 

(4.39) 

(4.40) 

(4.41) 

(4.42) 

(4.43) 

(4.44) 

(4.45) 

(4.46) 

Mas, a distribuigao de probabilidade no ensemble canonico e dada pela equagao: 

Pi (4.47) 
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Podemos reescrever essa equagao da seguinte maneira: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ZPj = e-fiBi (4.48) 

hx(ZPj) = l n e - ^ (4.49) 

-pEj = \n(ZPj) (4.50) 

Podemos entao escrever a (4.46) como: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

S = k\aZ + kS"dE^—^- (4.51) 
ZJ 

j 

S = kinZ + k^BEjPj (4.52) 

j 

Sendo assim, de acordo com (4.50), obtemos: 

S = klnZ + kJ2(-HZPj)Pj) (4.53) 

3 

S = kInZ - k PjHZPj) (4.54) 

j 

S = k\nZ -k^PfQnZ + hiPj) (4.55) 

j 

S = k\aZ-k^PjXnZ-k^PjlnPj (4.56) 

i j 

S = k In Z - k In Z j ^ P j - k ^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA P J L N P J ( 4 - 5 7 ) 

j j 

S = k\nZ - klnZ - kJ2
p
J

l nP
J  ( 4 -58) 

j 

S = - f c ^ i > m P j (4.59) 

i 

Assim. chegamos ao resultado esperado, a equagao de Shannon para a Entropia . 

Ensemble das pressoes 

Vamos considerar a probabilidade no ensemble canonico, 

pj = y (4-60) 
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ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Y = £ \ e •'('••W-v;,) 

Vamos reescrever a expressao (4.60). 

E-,8(E}+pVj) _ p.y (4.61) 

Aplicando a fungao lagaritmica. 

-3(Ei+pVj) = \nPjY (4.62) 

Mas, para fazermos a conexao com a termodinamica no ensemble das pressoes, 

vamos usar a energia l ivre de Gibbs, que sera escrita como: 

(4.63) 

Levando em consideragao o valor da fungao de partigao Y, podemos ainda es-

crever essa equagao como: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

G = - - I n (4.64) 

Podemos entao, relacionar a energia l ivre de Gibbs com a entropia atraves da 

relagao, 

b ~ dT 
(4.65) 

Mas. 
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dG dG d- Q 

Wf  Wl df  

dG zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 dG 

of  kT>dd 

dG 1 1 

dT kT
2 

dG 1 1 

dT kT
2 

(4.66) 

(4.67) 

Vamos considerar a relagao (4.62), de modo que a expressao ficara: 

(4.68) 

dG 

df  

dG 

dT 

dG 

dT 

dG 

dT 

dG 

dT 

dG 

dT 

kT
2 

1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Y 
(4.69) 

kT
2 

1 

kT
2 

1 

A-'-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAY-in £ p , - y 

J 2 y 

Yk
2
T

2 P j ( l n P/ + In V ) 

£ T 2 

* 2 T 2 In £ P , Y - fc2T2 ] T P, In P, - A; 2 P 2 £ Pj  In V 

J J j  

- k  In Y ( P j )  + k J 2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAP J l n P J + fe l n y E P J 

J J j  

(4.70) 

(4.71) 

(4.72) 

(4.73) 

(4.74) 

Assim, da equagao (4.6-5), teremos: 

s  = -kj2Pj^Pj  (4.75) 

Assim, mostramos que a entropia no ensemble das pressoes pode ser dada atraves 

da expressao obtida pela teoria da informagao, a entropia de Shannon. 



Ensemble grande canonico 

Vamos considerar a probabilidade no ensemble grande canonico, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Pj = (4.76) 

Onde. 

(4.77) 

Vamos reescrever a equagao (4.76) como: 

EPj = e~^Ej+'lNj>> 

Apl icando a fungao logaritmica, 

-PzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( Ej  + nNj )  = lnZPj 

(4.78) 

( 1.79) 

No ensemble grande canonico, a conexao com a termodinamica e feita atraves 

do grande potencial termodinamico, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

5 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

O 
i 

qt  

8 

I , „ 

P 
(4.80) 

D a i , teremos: 

(4.81) 

A entropia e especificada atraves do grande potencial termodinamico, para isso, 

e usada a relagao, 

! > ~ dT 
(4.82) 
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Mas, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

36 8q> 8/3 

df d~3df 

()(f) 1 d<f> 

dT kT2 dp 

d<t> 1 1 

of kT2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
T 

dcp 1 1 

dT kT2 7s2 

(4.83) 

(4.84) 

Mas, de acordo com a equagao (4.79) podemos escrever: 

(4.85) 

d(f> 1 

dT kT2 

del) 1 

df kT2 

d<p 1 

df kT2 

d4> 1 

dT A T 2 

5 > - P , ( - P , ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X ) ^ ( l n S + ln />- ) 

A 2 T 2 l n Y ^Pj - ^k2T2^ -

A 2 T 2 In £ - k2T2 J2 Pj I n S - A~ 2 r 2 £ P, In P, 

(4.86) 

(4.87) 

(4.88) 

(4.89) 

(4.90) 

do 

dT 

dT 

= - A I n E p j + A ; ^ P j l n E + A ; ^ P, l n P , 

= - k In E Y P zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ + * m E / ~ 2 P J + k Y l Pi l n P i 

(4.91) 

(4.92) 

(4.93) 

Diante desse resultado, podemos escrever a expressao para a entropia, 
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(4.94) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

j 

Assim. mostramos que no ensemble grande canonico, a entropia tambem pode 

ser dada atraves da expressaqo obt ida na teoria da informagao. a entropia da Shannon. 

4.2 Dedugao alternativa dos ensemble atraves da en-

tropia de Shannon 

Utihzando a entropia de Shannon, vamos fazer a dedugao de cada u m dos en-

sembles, mostrando que as expressoes para a probabilidade sera a mesma que foi de-

terminada na mecanica estatistica. 

4.2.1 Ensemble Microcanonico 

Vamos considerar iniciahnente a expressao obt ida por Shannon para a entropia, 

Mas, sabemos que no enembles microcanonico as grandezas [/, V, N sao dadas. 

Da i , pretendemos encontrar o valor da probabilidade Pi que maximiza a entropia, que 

por sua vez apresenta uma unica restrigao. 

Assim, usando a definigao de mult ip l i cador de Lagrange, obternos a seguinte 

fungao lagrangeana, 

(4.95) 

(4.96) 

/({Pi}, A) = -k Y p i i n p i ~ x [ Y l p> - 1 (4.97) 

i \ i 

A solugao da langrangeana sera dada por: 
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obter: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

^p- = -k{lnPJ + P~^j-\ = 0 (4.98) 

= -k\nPj-k-X = 0 (4.99) 

Assim, vamos obter a equagao: 

-klnPj - k - X = 0 (4.100) 

-khiPj = k + X (4.101) 

= -{k + X) 

k 

Aplicando a fungao exponential , temos: 

-(k + X) 

Pj = e k (4.103) 

Vamos entao, levar em consideragao a restrigao V \ Pj = 1, de modo que vamos 

-{k + X) 

Y e k = 1 (4.104) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J 

Mas, pereceba que o termo e constante, assim podemos escrever: 

Y C = 1 (4-105) 

j 

C j ^ l = 1 (4.106) 

3 
Cn = 1 (4.107) 

c = h ( 4 - 1 0 8 ) 

Mas, percebam ainda que C - P j , de modo que poderemos escrever a probabi -

lidade para o ensemble microcanonico da seguinte maneira, 
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PjzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = ^ (4.109) 

Percebam que a equagao e identica a expressao da probabilidade obt ida na 

mecanica estatistica, atraves deia poderernos obter outras caracteristicas do ensemble 

microcanonico. 

4.2.2 Ensemble Canonico 

Vamos considerar a entropia de Shannon, 

S = -kJ2pilaPi (4-HO) 
i 

No ensemble canonico, sao dadas as grandezaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T,  V,  N,  mas a energia interna 

U deve ser obtida. D a i , vamos obter o valor da probabilidade P,; af im de maximizar a 

entropia, mas, nesse caso, teremos duas restrigoes, 

YP> = 1 e Y P i E i = U ( 4 J 1 1 ) 

i i 

Assim, usando o mult ip l icador de Lagrange, obtemos a seguinte fungao lagraii -

geana, 

/ ( { P i } , A 1 , A 2 ) = - f c ^ ; P i l n P j - A 1 ( ^ P i - l ] -\2fa^PiEi-u\ (4.112) 

A solugao para essa fungao e: 

^l- = -k l n Pj - k - Xi - X2Ej = 0 (4.113) 
dPj 

Assim. obtemos: 
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-klnPj,- k- XizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - A a =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 

-klnPj = A + A1 + A2 

hPj = —r^  +  A i +  Aa ) 

At 

Apl icai ido a fungao exponential , obtemos: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Fj = e K 

Dai , vamos considerar a restrigao P, = 1, logo: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( f c + A i + A 2 £ j ) 

( ( * + A , ) g - A ( A 2 £ ; j ) _ 

5 < W 

! zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

£ e * 

Mas, vamos considerar ainda que, 

Assim, da equagao (4.121), temos: 

(4.114) 

(4.115) 

(4.116) 

(4.117) 

(4.118) 

(4.119) 

(4.120) 

(4.121) 

(4.122) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

» 

< 

c 

•CC. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

* 

! U . 

Pj = 
e k 

(4.123) 
^ e - i ( A 2 £ , ) 

Temos que determinar agora o valor de A2 , para isso, consideremoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA S = f, de 

modo que: 

9 5 

OU 
= X, (4.124) 
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OSzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 1 
Mas, sabemos ainda que — = —, isso nos diz que Ao =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — . Da i . obtemos o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

aU T T 

valor para a probabilidade. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L F 

ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA kT 
Pi = ^ (4-125) 

Pi = y zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA^ E - (4-126) 
e 

—< 

D a i , sendo a fungao de partigaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Z = £ V e _ / 3 e J , podemos escrever ainda 

P j = — (4.127) 

Percebam que a equagao e identica a expressao da probabilidade obt ida na 

mecanica estatistica, atraves dela poderemos obter outras caracteristicas do ensemble 

canonico. 

4.2.3 Ensemble das Pressoes 

Conseidere a entropia de Shannon 

5 = - A ; J ^ P + ilnPi (4.128) 

t 

No ensemble das pressoes, as grandezas T , P, N sao dadas, j a a energia interna 

U e o volume V devem ser obtidos. Vamos, obter o valor para a probabilidade p afim 

de maximizar a entropia, mas, agora, terernos tres restrigoes, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J ] P = 1, YF^ = U e J2ViPi = V (4-129) 

i i i 

De modo que nossa fungao lagrangeana e: 

/ = -* Y PI LN P< -AI (Y! PI -
 X

J  -
A

^  (Y, E^ - -
A3

 ( e  ViPi - v 

A solugao para a lagrangeana e: 
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df 

jj^ = -kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA l n PjzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — k — Xi — X2Ej - X3Vj = 0 (4.130) 

Assim, 

—k l n Pj - k - A i - X2Ej - X3Vj = 0 (4.131) 

-fc l n Pj = k + Aj + X2Ej + A 3 V} 

1 

k 

Aplicando a fungao exponential , teremos: 

In Pj = --(k + Xi + XiEj + XsVj) (4.133) 

Pj = e-^+Xt+XiEj+XsVj) (4.134) 

Vamos considerar a restrigao YY P}-• = 1, 

r { - { ( H J i + ^ + ¥ j ) = i (4.135) 

^ e - i ^ A O e - i ^ + ^ j = ! ( 4 1 3 6 ) 

e - i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( f c + A i ) ^ e - i ( A 2 E , + A 3 V J ) _ j (4.137) 

e " ^ f c + A l ) = — (4.138) 

3 

Mas, 

Pj = e - U ^ ) e - ^ E J + X 3 V j ) ( 4 _ 1 3 g ) 

Logo, 
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Precisamos agora, obter os valores de A 2 e A 3 , para isso, vamos considerarzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA S = / ,  

de modo que: 

^ = A 2 e - = A 3 (4.141) 

Mas. como. 

OS _ 1 dS_p 

dU~ T OV~f  
(4.142) 

Assim, teremos: 

A 2 = ^ e A 3 = ^ (4.143) 

De modo que a equagao (4.140) ficara zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L F . _ i . i A 

ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA kT^J kT lJ 

P
i  = ^ . . r . . x r . ( 4 " 1 4 4 ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Pi = — — (4.145) 

L EzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA _ i V 
. e kT^J kT J 

e' 

Mas, se considerarmos ainda a fungao de partigao 1" = e~' '^ £ j + ? , V j \ teremos: 

j 

p-i9(_-j+pV,-\ 

Pi  = y—1 ( 4 - l 4 6 ) 

Percebam que a equagao e identica a expressao da probabilidade obt ida na 

mecauica estatistica, atraves dela poderemos obter outras caracterfsticas do ensemble 

das pressoes. 

4.2.4 Ensemble Grande Canonico 

Consideremos iniciahnente a entropia de Shannon, 
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S = -kJzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA^Pi^PizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (4.147) 
i 

No ensemble grande canonico, as grandezas T,V < /x sao dadas, enquanto a 

energia interna U e o numero de particulas N, devern ser obtidos. A ideia e determinar 

o valor da probabilidade p afim de maxiinizar a entropia, nesse caso, teremos as 

seguinte restrigoes: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

] TP. = I, YEIPI = U E J2NIPI = N (4-148) 
i t i 

Nossa fungao lagrangeana ficara, 

/ = -* Y P>ln P ~ A l (I! P - 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j - A 2 ^ E jP j - C/^ - A 3 ^ i V j P - NJ 

A solugao da lagrangeana e: 

= -k In Pj - k - X i - X2E; - X3Nj = 0 (4.149) 
aPj 

Assim, 

-k In - fc - Ai - X2Ej - X3Nj = 0 (4.150) 

-k In Pj = k + X1 + A 2 £ , + A 3 A^ (4.151) 

I n P j = -];{k + Xx + X2Ej + X3Nj) (4.152) 

Aplicando a fungao exponencial, teremos: 

p _ e-1r(fc+A1+A2£;j+A3/VJ) (4.153) 

Dai , vamos considerar a restrigao Y\, P, = 1 obtemos entao: 
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Ye-i{k+Xi+*2E>+XiN>'zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = 1 (4.154) 

i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

£ e - | ( * + A - ) e - £ ( A * £ . + A 3 . V , ) = j ( 4 J 5 5 ) 

t 

e-*(*+*»> = _ . 1 (4.157) 
^ •> _ I .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \ „C w .\ ( A 2 £ _ , + A 3 N j ) 

Mas. 

Assim, teremos: 

P. = e - i ( ^ i ) e - i ( A 2 ^ + A 3 A ^ ( 4 1 5 8 ^ 

P ' = v v . t w ^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
 (4159) g  

Precisamos agora saber os vaiores de X2 e A 3 , para isso, vamos considerar 5 = / , de 

modo que: 

W = * e - = A 2 (4.160) 

9 5 / i 3 5 1 u 

Mas, como — = - - e — = - , obtemos: 

M = ~~ e A 2 = ^ (4.161) 

Assim, a expressao (4.159) sera escrita como: 

it 
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PizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = y - e(-eEi+a»Nj) (4.163) 
*—'3 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

e - , y ( _ ? j - , i ^ ) 

Considerando que a granfe fungao de partigao e E = 5Zj e - ^ ' - ' 1 ^ , obtemos: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Pj = - 5 (4.165) 

Percebam que a equagao e identica a expressao da probabilidade obt ida na 

mecanica estatistica, atraves dela poderemos obter outras caracteristicas do ensemble 

grande canonico. 

167 



Apendice A 

Primeiro Principio da Termodinamica 

U m a das maneiras de enunciar o pr imeiro principio da termodinamica esta as-

sociada a variagao de trabaiho numa transformagao adiabatica. podemos dizer que o 

trabalho necessario para u m sistema passar de u m estado i n i t i a l para u m estado final 

e o mesmo independente do caminho. Assim podemos dizer que o trabalho necessario 

para que o sistema va de u m estado i n i t i a l a u m estado final num processo adiabatico 

depende apenas desses estados. 

Dessa maneira, como o trabalho independe do caminho, em decorrencia do enun-

ciado, teremos uma fungao de estado de u m sistema termodinamico, a energia interna zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

U, sua variagao entre os estados ini t ia ls e finais, £/, e Uj vai depender do trabalho 

necessario para que o sistema passe do estado i n i t i a l i para o estado final / , ou seja, 

Para u m processo adiabatico. 

O sinal negativo esta associado a realizagao do trabalho quando a variagao da 

energia interna e maior do que zero AU > 0, que nesse caso e sobre o sistema, logo 

Estamos tratando de uma variavel de estado, a energia interna, ela e definida 

por pares de variaveis no caso de u m fluido homogenio e definida p o r ( P , V, T), ou seja, 

AU = Uf - Ui = -Wi-*f zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(A.l) 

W^f < 0. 

U = U{P, V); U = U(P, T); U = U{V, T) (A.2) 
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Calor 

Agora, ao inves de fazer o sistema se expandir ou comprimir atraves de u m 

processo adiabatico, vamos fazer isso atraves de u m processo isotermico, ou seja, a 

expansao ou compressao que o sistema vai sofrer sera devido ao fornecimento ou retirada 

de calor do mesmo. Do primeiro principio da termodinamica, temos que a contribuigao 

azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA AU nao se da por causa do trabalho fornecido ao sistema e sim devido ao calor 

recebido ou cedido pelo mesmo. assim, obtemos: 

Essa equagao representa Q sendo fornecido ao sistema, resultando assim em seu 

valor p o s i t i v e 

Esta equagao e a forma geral do primeiro pr inc ipio da termodinamica. 

Calor num processo reversivel 

N u m processo reversivel, a troca de calor entre o sistema e o reservatorio termico 

e inf inites imal , de modo que a temperatura do reservatorio nao e afetada pela troca, 

sendo assim, o processo pode ser revertido, basta inverter a ordem da operagao. N u m 

processo reversivel o trabalho Wj_>y vai depender do caminho, assim como Q, apenas 

a variagao de energia AU nao dependent. 

Assim o trabalho e a transferencia de calor devem ser representados por uma 

diferencial inexatazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA d'W e d'Q. Devemos levar em consideragao que a transferencia de 

calor e inf initesimal . 

D a i , a formulagao inf initesimal do primeiro pr incipio da termodinamica sera, 

AU = Uf -Ui = Q- Wi^f (A.3) 

dU = d'Q - d'W (A.4) 
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Apendice B 

Potenciais termodinamicos e Relagoes 

de Maxwell 

B . l Potenciais termodinamicos 

Representagao da energia 

Vamos considerar um fluido isotoprico confinado num recipiente, varias grande-

zas como pressao, volume, temperatura, energia interna e entropia estao envolvidas. 

Essas grandezas nao sao todas independentes ( O L I Y E I R A . 2005).Para determinar qual 

dessas grandezas sao independetes, vamos considerar a equagao: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

dU = TdS - pdV + ndNzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (B.l) 

D a i , vemos que a energia interna U sera dependente das grandezas independen-

tes S, V e N, escreveremos entao U(S, V, N), essa equagao nos permite obter a pressao, 

a temperatura e o potencial quimico tambem como fungoes de S, V e Af, atraves das 

relagoes: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

m dU dU dU ,nn^ 

Essas equagoes sao conhecidas como equagoes de estado na representagao da 
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Representagao da Entropia 

A relagao fundamental na representagao da entropia e obt ida ao invertemos a re-

lagaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA U(S, V, N) para S, de modo que teremos uma fungao das variaveis independentes 

U, V e N, ou seja. S(U,V,N). De acordo com a equagao ( B . l ) , teremos: 

dU = TdS-pdV + fidN (B.3) 

TdS = du+pdV-fidN (B.4) 

dS = IdU+^dV-^dN (B.5) 

Dessa equagao, obtemos as seguintes equagoes de estado na representagao da 

entropia: 

i_=dS p = dS H = _dS_ 

T dW T dV T ON { ' 1 

Atraves do uso da transformagao de Legendre podemos determinar os potenciais 

termodinamicos, ou seja, vamos determinar variagoes equivalente da relagao fundamen-

ta l ( B . l ) . 

Energia livre de Helmholtz 

Nesse potencial vamos fazer a mudanga (S, V, N) —> (T, V, N). Essa nova con-

figuragao denominada energia l ivre de Helmholtz e definida pela transformagao de 

Lesendre: 

F(T) = min{U(S)-TS} (B.7) 

De modo que vamos obter: 

F(T) = U(S) - TS (B.8) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

c)XJ 
D a i , podemos perceber que F'(T) = - S , por tanto se T(S) = — , entao S(T) = 
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- — essas expressoes formam u m par de fungoes inversas ( O L I V E I R A , 2005). 

A par t i r das expressoes ( B . l ) e (B.8) vamos obter: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

dF = -SdT - pdV + ndN (B.9) 

Dessa expressao, obtemos: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

s =-(iX/ "-(^L (aio) 

Essas expressoes sao denominadas equagoes de estado. 

Entalpia 

Esse potencial e correspondente a mudanga de variavel (S,V,N) —> (S,p,N). 

Essa nova configuragao sera denominada entalpia e e definida pela seguinte transfor-

magao de Legendre: 

Hp = mm{U(V)+pV} ( B . l l ) 

De modo que obtemos: 

H{p) = U(V)+pV (B.12) 

Perceba que H'(p) = V, portanto se p(V) = ~"gy e V(p) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ~Q~ dizemos que 

elas sao fungoes inversas. 

A par t i r da relagao entre ( B . l ) e (B.12) vamos obter: 

dH = TdS + Vdp + fidN (B.13) 

Dessa expressao, obtemos: 
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'-(»„• v=m s.„ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - d L <-> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Essas expressoes sao denominadas equagoes de estado. 

Energia livre de Gibbs 

Esse potencial sera defmido a par t i r da energia l ivre de Helmholtz e, e correspon-

dente a mudanga de variavel,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (T,p,N) —» (T,V.N), dai , vamos considerar a seguinte 

transformagao de Legendre: 

G(p) = mm{F(V) + PV} (B.15) 

De modo que vamos obter: 

G{p) = F(V)+pV (B.16) 

5 
IE 

Assim, se p =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 7 ^ — e V = ——, dizeinos que as relagoes sao fungoes inversas. 
aV op 

A par t i r das equagoes (B.9) e (B.16), vamos obter: 

dG = -SdT + Vdp + pdN (B.17) 

Dai , obtemos: 

•-(»„• - ( i L (B18) 

Essas relagoes sao denominadas equagoes de estado. 

Grande potencial termodinamico 

Esse potencial sera obtido atraves de uma transformagao que envolve o numero 

de moles, ou seja, sera correspondente a mudanga de variavel (T , V, N)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —> (T.V.fi), 

considerando a transformagao de Legendre, a part i r da energia l ivre de Helmholtz, 

173 



De modo que obtemos: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

= rmn{F(N)-pN} (B.19) 

*(/*) = F{N) - ,iN (B.20) 

rerceba que se // =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 7 — e N = — — dizemos que essas relagoes sao funcoes 
a A c//x 

inversas. 

De acordo com as equagoes (B.9) e (B.20), teremos: 

d $ = - S r f T - pdV - Ndfi (B.21) 

De onde obtemos: 

fd<S>\ /d$\ 

Essas expressoes sao denominadas equagoes de estado. 

B.2 As relagoes de Maxwell 

Antes de iniciarmos as discussoes sobre as relagoes de Maxwel l , vamos falar 

sobre o teorema de Euler para as diferenciais exatas. 

Seja uma diferencial expressa na forma: 

df = M{x, y)dx + N(x, y)dy (B.23) 

O teorema nos diz que para essa diferencial ser exata, e preciso existir uma 

fungao f (x , y) ta l que: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M(X'V)=1$)9>  N{X"y)={%) x
 (B'24) 

174 



Mas, percebam ainda que: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

&M\ d (df\ fdN\ d (df zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

dy / x dy \dx / \dx ) dx \dy 

Assim, para uma diferencial exata, teremos: 

dM\ fdN 

(B.25) 

dy ) T V dx 

(B.26) 

Vamos entao obter as relagoes de Maxwel l . Para isso, vamos levar em conta 

inicialmente a forma diferencial para a conservagao de energia dependente de S e V, 

ou seja, U(S, V), 

dU - TdS - pdV (B.27) 

As equagoes de estado obtidas atraves dessa expressao sao: 

Assim. teremos: 

dv)s~dv\ds), {ds)v~ds\dvj ( 9 ) 

Como estamos l idando com uma diferencial exata, teremos: 

Vamos considerar agora a forma diferencial para a energia l ivre de Helmholtz , 

dF = -SdT - pdV (B.31) 

Dessa expressao, temos as equagoes de estado, 
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dT J \dV ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

De modo que teremos: 

dVJT~dV\ dT)' \dTjv dT\ dV 

Pelo teorema de Euler, teremos: 

Pelo teorema de Euler, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

-

(B.33) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

:
'

S
)  ( l \  <B.34) 

dV)T \dT)x, 

Vamos considerar a forma diferencial para a entalpia: 

dH = TdS + Vdp (B.35) 

Dessa expressao temos as seguintes equagoes de estado, 

de modo que teremos: 

(dr\ d (dH\ (dv\ d (dH\ . 

<9p / s \dS J 

Vamos considerar agora a forma diferencial para a energia l ivre de Gibbs. 

dG = -SdT + Vdp (B.39) 

Dessa expressao, obtemos as equagoes de estado, 
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9 G , ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA dG 

de modo que podemos escrever: 

Pelo teorema de Euler, teremos: 

Assim, obtemos as relagoes de Maxwel l , 

) P (B-42) 

* ) . " ( « ) , ( B 4 5 ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- { e f l = ( « r ) , ( B 4 6 ) 
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Apendice C 

Terceiro Principio da Termodinamica 

O terceiro principio da termodinamica estuda o comportamento de u m sistema 

a temperaturas muito proximas do zero absoluto. Segundo o postulado de N e r n s t 1 

quando a temperatura de u m sistema se aproxima desse valor, a entropia do mesmo 

vai se aproximando de uma constante. Posteriormente, u m outro postulado lancado por 

Planck 2 , que ficou conhecido por principio de Nernst -Planck 3 , mostra que o valor dessa 

constante sera o mesmo para todas as substantias e a t r i b u i a ele o valor zero. Assim, 

podemos afirmar que quandozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T —> 0 4 a entropia do sistema S —>• 0, esse resultado e 

coerente com a relagao apresentada por Boltzmann para a enFropia, 

SzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = k\nQzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (C.l) 

Uma vez que na mecanica quantica existe u m teorema nao comprovado, que 

afirma que no estado fundamental de qualquer sistema existe uma ordem completa, 

isso por que nesse estado qualquer sistema e nao-degenerado ( A D K I N S , 1983). Assim, 

como no estado fundamental $1 = 1, vamos obter tambem 5 = 0. 

O terceiro principio gerou algumas consequencias, vejamos agora algurnas delas. 

'Walther Hermann NernstzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (  1 S6 4 -  1 9 4 1 )foi um fisico-quimico alemao, ficou conhecido por seus 

trabalhos na eletroquimica, termodinamica, quimica e fotoquimica. Mas, seu trabalho mais importante 

foi o "teorema de calor", que deu origem a terceira lei da termodinamica, este trabalho lhe rendeu o 

premio Nobel de quimica de 1 9 2 0 

-Max Kar l Ernst Ludwig Planck ( 1 8 5 8 -  1 9 4 7 )  foi um fisico alemao conhecido pelos seus trabalhos 

na mecanica quantica, area que lhe rendeu o premio Nobel da fisica no ano de 1 9 1 8 .  Deu contribuicoes 

tambem para a termodinamica. 
3 0 postulado tern esse nome pelo fato de ter sido baseado no postulado de Nernst. 
4 Por conveniencia, sempre que usarmos essa relagao estaremos tratando da escala absoluta de 

Kelvin. 
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C. l Consequencias fisicas element ares da terceira lei 

Uma das consequencias mais importances do terceiro principio esta relacionado 

com as capacidades termicas. Quando a temperatura de u m sistema tende para o zero 

absoluto, as capacidades termicas tambem compart i)ham do mesmo resultado. Vamos 

escrever a capacidade termica como. 

Essa equagao pode ainda se escrita como: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Cx=T{ ||j 

Perceba que se a temperatura se aproxima do zero absoluto T —> 0, I n T - »zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —oo 

e S —> 0 assim, a derivada tambem tende a zero. Podemos obter esse mesmo resultado 

se considerarmos a variagao da entropia, 

f° C 

A S = J T T d T ( C - 4 ) 

Mas, sabemos que a variagao da entropia tern valor f in i to , e para que essa 

integral tenha valor finito e necessario que C se anule quando T —> 0. Esse resultado 

nos mostra que nao e possivel construir uma definigao classica da terceira lei, uma 

vez que para capacidades termicas classicas nao haveria variagao corn a temperatura 

( A D K I N S , 1983). 

Podemos usar as leis de Maxwel l para extender essas consequencias a outros pa-

rametros. por exemplo se considerarmos u m sistema sujeito a u m trabalho por pressao 

hidrostatica, teremos: zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

dV 
(C.5) 

dpJT \dT 

Vamos considerar que a expansividade cubica isobarica 0 e dada pela equagao, 

° 0 coeficiente de expansao volumetrica indica a variagao de volume provocada pela variagao da 

temperatura enquanto a pressao permanece constante 

179 



De modo que vamos obter: 

(C.7) 

Mas. nas condigoes impostas pelo terceiro principio , teremos: 

(C.8) 

E, como o volume nao pode ser nulo, so nos resta afirmar que a expansividade 

cubica vai tender a zero, ou seja, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3P - > 0 (C.9) 

O u t r a grandeza que tambem tera consequencias, e a tensao superf ic ia l 0 , vamos 

considerar a equagao: 

Mas, quanto a temperatura tende para o zero absoluto, de acordo com o terceiro 

principio da termodinamica, teremos: 

l i mzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (^] = 0 ( C . l l ) 

T-yO\dAJT
 V ' 

Logo, teremos: 

% "> 0 (C.12) 

6 A tensao superficial e um efeito fisico que ocorre entre duas fases quimicas, esta relacionado com 

as forgas de coesao entre moleculas. 
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Esse resultado mostra que a temperaturas proximas ao zero absoluto, a tensao 

superficial e constante. Exemplos desse resultado sao as substantiaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4He e 3He, elas 

permanecem no estado l iquido mesmo que a temperatura tenda para zero absoluto. 

Consideremos agora uma substantia paramagnetica, das quais temos a seguinte 

relagao. 

De acordo com a terceira lei. l i m (zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —— I = 0. mas. perceba que o termo 

e constante, de modo que para a relagao ser satisfeita e necessario que: 

Esse resultado e interessante, se considerarmos a lei de C u r i e , ' veremos que a 

mesma estabelece uma dependencia da susceptibilidade magnetica com a temperatura 

mas, o resultado obt ido nos mostra que quando a temperatura tende ao zero absoluto 

essa dependencia nao existira. 

C.2 Intangibilidade do zero absoluto 

A part i r de estudos da terceira le i , foi previsto que e impossivel reduzir a t e m -

peratura de u m sistema, atraves de u m numero finito de processos, ate o zero absoluto 

( A D K I N S , 1983). 

Consideremos u m sistema, o qual estamos tentando resfriar usando u m para-

metro X, esse parametro pode ser u m campo aplicado, caso estejamos tratando de 

uma desmagnetizagao adiabatica. Vamos supor que X esteja variando entre X\ e X2, 

fazendo o sistema se resfriar de uma temperatura T i para T 2 , de modo, que usando a 

definigao de variagao da entropia do segundo principio , teremos: 

7 Pierre CuriezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( 1 8 5 9 -  1 9 0 6 )  foi um fisico frances, ficou mais conhecido por ter ganho o premio Nobel 

de Fisica no ano de 1 9 0 3 ,  juntarnente com sua mulher Marie Currie, pelos estudos sobre fenomenos 

radioativos. Ficou conhecido tambem pelos seus estudos sobre o ferromagnetismo, paramagnetismo 

e diamagnetismos, langou a lei de Curie que mostra os efeitos da temperatura sobre substantias 

paramagneticas. 

(C.13) 

VB 

(C.14) 
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S(T1.X1) = S(Q,X1) +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (^j dT (C.15) 

e 

S(T2, X2) = S(0, X 2 ) + f / r (c .16) 

Vamos considerar esse processo de resfriamento sendo reversivel, sendo assim, a 

variagao da entropia entre os parametros e nula, podemos escrever entao: 

(C.17) 

Mas, pela terceira lei da termodinamica, temos: 

S ( 0 , X 1 ) = 5 ( 0 , V 2 ) = 0 (C.18) 

Considerando ainda a temperatura T2 = 0, teremos: 

(C.19) 

Porem, para todo T > 0 o integrando sera positivo, de modo que nao ira existir 

uma solugao nao nula em T\. Assim, teremos uma intangibil idade do zero absoluto, 

conforme e ilustrado no figura C . l . 

Podemos ver que conforme a temperatura se aproxima do zero absoluto, a var i -

agao de temperatura conseguida atraves de u m processo vai d iminuindo . Desse modo, 

para que o zero absoluto seja atingido e necessario u m numero in f in i to de processos. 
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Apendice D 

Gas ideal dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA N particulas 

monoatomicas e nao-interagentes 

Vamos considerar urn gas ideal classico de N particulas, com massa m, dentro 

de um volume V, com energia entre E e E + 5E. Vale ressaltar que as particulas 

que o compoe sao monoatomicas e nao-interagentes. Assim, o hamiltoniano para esse 

sistema sera: 

As coordenadas ( n , ' ^ , . . . , r j v ) podem variar irrestritarnente dentro de um vo-

lume V, ao mesmo tempo em que o momento esta vinculado a energia total, ou seja, 

esta entre E e E + SE. A energia, podera ser escrita como: 

E = Ei + ... + EN (D.2) 

Podemos escrever ainda, como: 

£ = ^ L + . . . + : ^ L (D.3) 

Vamos considerar a restrigao imposta para o momento, de modo que vamos 

limitar suas coordenadas da seguinte maneira: 
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E< — + ... + — < 
2m 2m 

2mE < Px
2 + ... + PN

2 < 2rn(E + 5E)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (D.5) 

O volume do espago de fase acessivel ao sistema, sera dado por: 

fl=zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I ••• [ cPfi... dz

rN I ••• I d3p[.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.. CPPN (D.6) 

J JV J J2mE<Pl
2+...+PN

2<2m(E+8E) 

O primeiro termo que nos fornece as coordenadas, nos dara o produto de N 

vezes o volume, de modo que vamos obter: 

fl = VNzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I • • • [ d V i . . . d3
PN (D.7) 

J J2mE<Pi
2+...+PN

2<2m(E+5E) 

Para resolver essa integral, vamos considerar o hipervolume de uma hipercoroa ^ 

de raio R e espessura <5/?, 

ttn{R. SR.) = CnRn-l5R (D.8) 

Em tres dimensoes, temos: 

n = 3JV (D.9) 

R = (2rnE)k2 (D.10) 

E a espessura 6n e dada por: 

5n = ^(2mE)-hmdE ( D . l l ) 

SR = {2mE)-2mSE (D.12) 

Desse modo, vamos obter: 
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On zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a, 

a, 

— Caw 
3JVzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-1 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

{2mE)2 " (2mEzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA)-?mSE 

Cm(2rnE)^ . m SE 
V2mE 

I rn2 

CM2mE)-rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-yJ—8E 

C3N(2rnE)^ ^ 8 E 

C 3 Jv(2ro) ^ 

( f ) " C 3 . v ( 2 m ) ^ ^ - 1 , E 

(D.13) 

(D.14) 

(D.15) 

(D.16) 

(D.17) 

(D.18) 

(D.19) 

(D.20) 

Mas, temos ainda que, U = iinVN, de modo que vamos obter: 

0 = ( y ) 5 C 3 J V ( 2 m ) ^ K ^ - i ^ ( D . 2 1 ) 

Essa equagao nos fornece o mimero de estados ocupados por um gas. 
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