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Resumo

Neste trabalho serao estudadas as graduacoes e identidades polinomiais graduadas
da algebra U,,(K) das matrizes triangulares superiores n X n sobre um corpo K, o qual
serd sempre infinito. Primeiramente, serd estudado o caso n = 2, para o qual sera
mostrado que existe apenas uma graduacao nao trivial e serao descritos as identidades,
as codimensoes e os cocaracteres graduados. Para o caso n qualquer, serao estudadas
as identidades e codimensoes graduadas, considerando-se a Z,-graduagao natural de
Un(K). Finalmente, sera apresentada uma classificagdo das graduagoes de U, (K) por

um grupo qualquer.

Palavras-chave: Matrizes triangulares, graduacao, identidades graduadas, co-

dimensoes, cocaracteres.



Abstract

In this work we study the gradings and the graded polynomial identities of the
upper n X n triangular matrices algebra U, (K) over a field K, which is always infinity.
The case n = 2 will be firstly studied, for which will be shown that there is only
one nontrivial grading and we shall describe the graded identities, codimensions and
cocharacters. For the general n case, we shall study graded identities and codimensions,
considering the natural Z,-grading of U, (K). Finally, we will present a classification
of the gradings of U, (K') by any group.

Keywords: Triangular matrices, gradings, graded identities, codimensions, co-

characters.
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Introducao

Na algebra moderna existe um ramo que estuda a estrutura algébrica chamada
de anel. Dentro deste estudo se destaca a teoria dos anéis nao-comutativos, e como
uma vertente deste estudo temos a Pl-teoria ou teoria das identidades polinomiais.
No inicio, as identidades polinomiais eram estudadas em relacao a anéis, mas com
o aprofudamento da teoria, este estudo se estendeu a uma estrutura um pouco mais
sofisticada, chamada de algebra.

Um algebra A é um espaco vetorial munido de um produto bilinear. Um polinémio
f(z1,...,x,) é uma identidade para a algebra A se este polinomio se anula em qualquer
substituicao de suas variaveis por elementos de A, e uma algebra que possui identidades
polinomiais nao nulas é chamada de PI-algebra. Por exemplo, toda &lgebra comutativa
é uma Pl-algebra, assim como toda algebra de dimensao finita.

O estudo de identidades polinomiais para algebras ganhou for¢a com o artigo
de Amitsur e Levitzki 2], publicado em 1950. Neste artigo foram utilizados métodos
combinatdrios para provar que o polindomio standart de grau 2n ¢ uma identidade para
a algebra das matrizes de ordem n sobre um corpo K, M,(K). Uma das questdes
centrais no estudo das identidades polindmiais é a descricao de um conjunto gerador
para o T-ideal (ideal das identidades polinomiais) de uma algebra, e com visdo neste
estudo Specht, em 1950, conjecturou que toda algebra associativa tem uma base finita
para o seu T-ideal. Porém a demonstracao deste fato s6 foi realizada em 1987, por
Kemer (17| e [18]), para um corpo de caracteristica zero.

Uma algebra A é dita graduada por um grupo G se A = @QGG Ay, onde A, é
um subespaco de A, para qualquer g € G, e A;A;, C Ay, para quaisquer g, h € G.

Podemos ver a &algebra associativa livre unitaria K(X) (algebra dos polindmios em
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varidveis associativas e nao comutativas com coeficientes em K) como sendo uma &l-

(9n))

gebra G-graduada e seus polinomios f(xggl), ...,xn"’) como sendo polindémios gradu-

ados. Definimos uma identidade para uma algebra G-graduada A, como sendo um

polinomio G-graduado f(z\, ..., 29" tal que f(a'*", ..., a¥")) = 0 para quaisquer
aggl) € Ay, .. ,a%g”) € Ay,. O estudo das identidades graduadas foi motivado pela

sua importancia na estrutura dos T-ideais (veja [18] e [19]) e ao longo das ultimas
décadas importantes resultados foram obtidos. Por exemplo, foi provado em [5] e em
[7] que sendo G um grupo finito e comutativo, entdo uma éalgebra G-graduada A é uma
PI-algebra se, e somente se, A, é uma Pl-algebra, onde e é o elemento neutro de G.
Outra parte da Pl-teoria que tem sido largamente estudada sao os conceitos de
codimensao e cocaracter, que foram introduzidos por Regev [25]. Considerando P,
como sendo o espaco vetorial dos polindmios multilineares em n varidveis, observa-
mos que podemos considera-lo como sendo um S,-modulo de maneira natural e sendo
Id(A) o T-ideal das identidades de uma &lgebra associativa A, definimos a n-ésima

codimensao desta algebra como sendo a dimensao do S,-modulo P,(A) = e o

Py
P,NId(A)
n-ésimo cocaracter como sendo o caracter da representacao correspondente. De forma
analoga, definimos as codimensoes e os cocaracteres graduados, bastando para isto
considerar PJ", o espa¢o vetorial dos polinomios multilineares graduados. Utilizando
a teoria de Young das representagbes do produto simétrico, Regev e Latyshev ([25]
e [23], respectivemente) mostraram que a sequéncia de codimensoes de uma algebra
A é exponencialmente limitada. Disto Giambruno e Zaicev ([12] e [13]) definiram o
expoente de uma PI-algebra, que é nh_}r& /¢, (A), e provaram que este expoente de fato
existe e ¢ um inteiro nao negativo. De modo andlogo, temos o conceitos de expoente
graduado para uma &algebra graduada.

Este trabalho tem como objetivo apresentar um estudo baseado nos artigos 27|,
[20] e [28], sobre graduacoes e identidades polinomiais, codimensdes e cocaracteres
graduados da algebra U, (K), das matrizes triangulares sobre um corpo K. Ele esta
dividido em 4 capitulos, sendo o primeiro voltado para os conceitos bésicos que se-
rao utilizados no seu desenvolvimento, como por exemplo, dlgebras, homomorfismos,
algebras graduadas, representacoes de grupos e o radical de Jacobson. Vale a pena

ressaltar que algumas das secoes deste capitulo estao bem resumidas e focadas apenas

para o que iremos utilizar no decorrer do trabalho. Muitos conceitos deste capitulo sao
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utilizados de uma maneira implicita nos demais capitulos, tendo em vista que o leitor
deste trabalho ja deve dominar boa parte deles, logo nao tendo muitas dificuldades
para observa-los.

No segundo capitulo, iremos trabalhar com as matrizes triangulares superiores
de ordem 2. Mais precisamente, iniciaremos mostrando que as tUnicas graduacoes para
esta algebra, a menos de isomorfismo, sao a trival e a canénica. Em seguida, iremos
encontrar uma base para o T-ideal das identidades graduadas Id9" (Uy(K)) de Us(K).
Com isto, iremos calcular os cocaracteres graduados desta algebra, e encerraremos este
capitulo calculando o expoente graduado.

No tercereiro capitulo, iremos generalizar parte do segundo, tendo em vista que
iremos encontrar uma base para o T-ideal das identidades graduadas 1d9" (U, (K)) da
algebra das matrizes triangulares superiores de ordem n. Além disto, iremos mostrar
que estes polinémios de fato formam uma base para este T-ideal através das matri-
zes genéricas. Por fim, iremos aplicar os resultados deste capitulo para calcular as
codimensoes graduadas de U, (K).

No ultimo capitulo, iremos descrever todas as G-graduacao das matrizes triangu-
lares superiores de ondem n, mostrando que todas elas sao isomorfas as G-graduacgoes
elementares.

Por fim, espero que este trabalho agrade ao leitor e o ajude a compreender os

conceitos aqui trabalhados. Muito obrigado e boa leitura!



Capitulo 1

Conceltos Preliminares

Neste capitulo iremos tratar de conceitos bésicos que serao utilizados no decorrer
deste trabalho. Alguns dos resultados aqui apresentados sao casos especificos de casos
mais gerais. Entretanto, eles estarao focados em nosso trabalho e para a necessidades
posteriores do leitor, e iremos indicar a bibliografia que contém os casos mais gerais de

cada um deles. Por todo este capitulo, K indicard um corpo arbitrario e G um grupo.

1.1 Algebras

Defini¢ao 1.1.1 Seja A um K-espago vetorial. Diremos que o par (A, %) € uma dlge-
bra, onde % € uma operacao em A que iremos chamar de multiplicacao ou produto, se

ele atende as sequintes propriedades:
(i) ax(b+c)=axb+axc
(i) (a+b)*xc=axc+bxc
(iii) Maxb) = (Aa) xb = ax (\b)
para quaisquer a,b,c € A e X € K.

Observacao 1.1.2 (i) Iremos representar a dlgebra (A, *) simplesmente por A, fi-
cando subentendida a operacao de multiplicacao, axb serd representada simples-

mente por ab.
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(ii) Sejam A uma K-dlgebra e a,b € A. Definimos o comutador de a com b, repre-

sentado por [a,b], como sendo [a,b] = ab — ba.

(iii) Sejam V um K-espago vetorial e S C V', entdo o subespaco de V' gerado por S,

serd representado por spansS.

(iv) Neste trabalho iremos sempre considerar todas as dlgebras sobre K e sendo sempre
associativas e com unidade. Uma dlgebra serd dita associativa se seu produto
for associativo, ou seja, (ab)c = a(be), para quaisquer a,b,c € A e unitdria (ou
com unidade) se o seu produto tiver unidade, ou seja, se existir 1 € A tal que

al = la = a, para todo a € A.

Definigao 1.1.3 Seja A uma dlgebra. Entao:

(i) Dizemos que um subespaco B de A é uma subdgebra se B é fechado em relagdo

a multiplicacao, ou seja, ab € B para quaisquer a,b € B.

(ii) Dizemos que um subespa¢o I de A é um ideal a esquerda (respectivamente, a
direita) se ele absorve produto pela esquerda (respectivamente, pela direita), ou
seja, se ax € I para quaisquer a € A e x € I (respectivamente, xa € I). Quando
um subespaco € um ideal a esquerda e a direita simultaneamente, dizemos que ele

¢ um tdeal bilateral, ou simplesmente, que € um ideal.

(11i) Dizemos que A € simples se {0} e A sao seus unicos ideais bilaterais.

Definigao 1.1.4 Sejam A uma dlgebra e I um ideal de A, e considere o espago vetorial

quociente %. Para cada a € A, 1remos denotar o elemento a + I de ? simplesmente
= ; ; .. A A A :
por a. Neste espago, podemos considerar o sequinte produto: - : 7 X 5 — , definido

por @-b = ab Observe que este produto estd bem definido e que ele atende as condicies
impostas pela definicao de dlgebras. Portanto, ? ¢ uma dlgebra, chamada de dlgebra

quociente de A por I.
Proposicao 1.1.5 Sejam A uma dlgebra e I um ideal de A. Entao:
(i) Se A € associativa, entio 2 também é.

(ii) Se A é comutativa (ab = ba, para todos a,b € A), entio 4 também é.
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Se A possui unidade 1, entdo 1 é a unidade de é

Demonstracao: Fica como exercicio ao leitor. [J

Exemplo 1.1.6 (i) Todo corpo K ser visto com uma K -dlgebra, munido da soma e

(ii)

(iii)

(iv)

(v)

do produto que o definem como corpo. Particularmente os corpos R, Q, e C podem
ser vistos como dlgebras sobre si mesma. Ademais, observe que estas dlgebras sdo

associativas, comutativas e com unidade.

O K-espago vetorial das matrizes de ordem n, M, (K), munido de seu produto
usual € uma K-dlgebra associativa e com unidade. A unidade de M,(K) € a
matriz identidade, que denotaremos por Id,. Para 1 < i,5 < n, considere a
matriz E;; como sendo a matriz que possue 1 na entrada da linha i e coluna j, e

zero nas demais entradas; dai note que

Eilase j:k
0,se j#k

EijEn =

Ademais, estas matrizes formam uma base para a K-dlgebra M, (K).

-

O K-espago vetorial das matrizes triangulares superiores de ordem n, U,(K), €

uma subdlgebra da dlgebra M, (K).

Seja V' um K-espaco vetorial e considere o K-espaco vetorial de todos os ope-
radores lineares de V., L(V). Munido da composicao de transformacoes, L(V') é

uma K-dlgebra.

Considere o espago dos polinomios na varidvel x, K[z]. FEste espa¢o munido
do produto usual de polindmios é uma K-dlgebra. De uma maneira geral, se
considerarmos X = {x;/i € I} um conjunto de varidveis, entdo K[X|, munido

de suas operacoes usuais, € uma K-dlgebra.

Sendo Ay, Ao, ..., A, dlgebras, define-se o produto direto de Ay, As, ..., A, como sendo

Ay x Ay x - x Ay = {(a1,az,...,a,)/a; € A}, com as operacées de soma, produto

por escalar e multiplicacdo entrada a entrada. Observe que este produto direto € uma

dlgebra.

Definigao 1.1.7 Considere A uma dlgebra associativa e seja a € A. Entao:
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(i) a € nilpotente se existe n € N tal que a™ = 0. O menor n que satisfaz esta

propriedade € chamado de indice de nilpoténcia de a.
(ii) A é nil se todo elemento de A € nilpotente.

(1ii) A € nilpotente se existe n € N, tal que, ajas...an+1 = 0, para quaisquer ay, as, ...,
ani1 € A. O menor n € N que satisfaz esta condi¢ao € chamado de indice de

nilpoténcia de A.

Exemplo 1.1.8 Considere a K-dlgebra das matrizes triangulares estritamente superi-

ores de ordem n . _ .
0 arz ... a1n

A= . .. ' ;(lijEK

Ap—1,n

0 ... ... 0

\ L n /

cuja multiplicacao € o produto usual de matrizes. Esta dlgebra € uma dlgebra nilpotente.

Proposicao 1.1.9 Sejam A um espaco vetorial e 5 um base de A. Entao, dada uma
aplicagao ¢ : B x f — A, ewiste uma tunica aplicagdao bilinear ® : A x A — A

estendendo .

Demonstracao: Exercicio para o leitor! [

1.2 Homomorfismos de algebras

Definicao 1.2.1 Sejam A e B duas K-dlgebras. Dizemos que uma transformacao
linear ¢ : A — B € um homomorfismo de dlgebras quando ¢(ab) = ¢(a)p(b), para
quaisquer a,b € A e ¢(14) = 1p.

Diremos que um homomorfismo de algebras ¢ : A — B é um isomorfismo se ele
for bijetivo. Chamaremos um homomorfismo ¢ : A — A de endomorfismo de A e se
este endomorfismo for bijetivo, entao serd chamado de automorfismo. Denotaremos
por End(A) e Aut(A) os conjuntos de todos os endomorfismos e automorfismos de A,
respectivamente.

Sendo ¢ : A — B um homomorfismo de K-algebras, entao o conjunto Ker¢ =

{a € A/p(a) = 0} é chamado de nucleo de ¢ e o conjunto Im¢ = {¢(a)/a € A}
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é chamdo de imagem de ¢. Observe que Ker¢ é um ideal de A e que Im¢ é uma

subalgebra de B.

Exemplo 1.2.2 (i) Sejam A uma dlgebra e I um ideal de A. Temos que a sequinte
aplicagcao ¢ : A —> ?, definida por ¢(a) = a, é um homomorfismo de dlgebras,

chamado de projecao candnica.

(i1) Seja V. um K-espago vetorial de dimensao finita n. Sabemos que existe um iso-
morfismo entre o espago dos operadores lineares L(V) e o espaco das matrizes de
ordem n, M, (K). Obeserve que este isomorfismo preserva a multiplica¢do. Logo,

ele é um isomorfismo de dlgebras.

(11i) Considere um homomorfismo ¢ : A — B, onde A e B sio K-dlgebras. Temos

que a sequinte aplicacao é um isomorfismo:

©-

ord — Imo

a — ¢(@=q¢(a)

Proposicao 1.2.3 Sejam A e B K-dlgebras e S um subconjunto gerador de A (como
espago vetorial) e ¢ : A — B uma transformagao linear . Entao ¢ é um homomor-

fismo de dlgebras se, e somente se, ¢(ab) = ¢(a)p(b) para quaisquer a,b € S.

Demonstracao: Basta observa que os produtos em A e B sao bilineares e usar

a linearidade de ¢. [

Teorema 1.2.4 Se A é uma dlgebra associativa e com unidade, entdo sao equivalentes:

(i) A € isomorfa a um produto direto Ay X ... X Ay (k > 2) de dlgebras associativas

e com unidade.
(ii) Existem ideais I, ..., I, de A (k > 2) tais que A=1, @ ... D Ij.

(iii) Ezxistem elementos uy,...,u; € Z(A) (k > 2) tais que wu; = 0, se i # j e

Demonstracao: Fica como exercicio ao leitor. [
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1.3 Algebras Graduadas

Definigao 1.3.1 Sejam A uma dlgebra e G um grupo arbitrdrio. Definimos uma G-

graduagao em A, como sendo uma familia de subespacos {A,/g € G} de A tais que

A=A, e AgA, C Ay Vg heG

geG

Dizemos que uma algebra é G-graduada, quando ela esta munida de uma G-graduacao.
Dizemos que um elemento a € A é homogéneo de grau g quando a € A, para algum
g € G; o subespaco A, é chamado de componente homogénea de grau g da graduagao

e um subespaco qualquer B de A é dito homogéneo quando B = @geG(Ag N B).

Exemplo 1.3.2 (i) Toda dlgebra A possui uma G-graduagio. Basta considerar
A. = A e Ay = {e}, para todo g € G — {0}, onde e é o elemento neutro de

G. Esta graduacao é chamada de graduacgao trivial.

(i1) Considere a dlgebra M,(K) das matrizes de ordem n. Para cada A € 7, con-

sidere o subespago My = span{E;;/j —i = \}; e para cada p € Z, considere o

sequinte subespaco

0, se >n
M, = 1]
span{ E;j/j —i=p}, se |pu| <n

onde E;; sao as matrizes elementares definidas no exvemplo 1.1.6.

Como as matrizes E;j formam uma base de M, (K), entdo
M,(K)= D My e M,(K)=EP M,
\EZn, ez

Ademais, como

Eiy, se j=1
0, se j#k

Ei by, =

teremos que estas decomposicoes definem uma Z,-graduacao e uma Z-graduacao,

respectivamente. Esta Z,-gradua¢ao € chamada de graduacdo canonica de M, (K).



15

(iii) De modo andlogo ao feito no exemplo anterior, também definimos uma Zn-
graduacao e uma Z-graduacao para a dlgebra das matrizes triangulares superiores

Un(K) de ordem n, onde as respectivas componentes homogéneas sao:

Sra— 07 se |Iu‘ Z n

Ux = span{Ei;/j —i= A} e Uy =
span{Ey/j —i =}, se |ul <n

Esta Z.,-graducao é chamada de graduacao candnica para o dlgebra das matrizes

triangulares superiores.

(iv) Considere B uma subdlgebra homogénea de uma dlgebra G-graduada A. Como
uma subdlgebra € por si uma dlgebra e como

B=@P(BNA,), e (BNA)BNA)C(BNAg), Vh,geG

geqG

temos que B € uma dlgebra G-graduada, com a graduagao induzida pela G-

graduacdao de A.

(v) Considere uma dlgebra G-graduada A e I um ideal de A. Observe que a dlgebra

? serd G-graduada, quando I for um subespaco homogéneo.

Proposicao 1.3.3 Seja A uma K-dlgebra G-graduada. Se A possuir unidade, digamos

14, entao 14 € A..

Demonstragdo: De fato, considere 14 =} a,, onde a, € Ay e {g € G/a, # 0}
é finito. Logo, para um elemento homogéneo arbitrario by, teremos que,

bh = Z bhag.

geG
Como bpa. € Ay, bpay € Apg, entao pela graduagao teremos que b, = bya. e

bra; = 0. Logo a, =1ea, =0, Vg € G —e. Portanto 1 € A.. [J

Definigao 1.3.4 Sejam A e B duas dlgebras G-graduada e ¢ : A — B um homo-
morfismo. Dizemos que ¢ é um homomorfismo graduado quando ¢(A,) C B,, para
todo g € G. Diremos que ¢ € um isomorfismo graduado quando ¢ € um homomorfismo

graduado bijetivo.

Observacgao 1.3.5 Sejam A uma dlgebra e (Ay)gec € (Ayl)gec duas G-graduagoes em
A. Dizemos que estas G-graduacoes sio isomorfes se existe um automorfismo ¢ de A

tal que ¢(A,) = Ayl para todo g € G.



16

1.4 Mobdulos sobre algebras e representacoes de gru-
pos

Definigao 1.4.1 Seja A uma dlgebra associativa e com unidade. Definimos um A-
modulo como sendo um K-espago vetorial M, munido de um produto A x M — M,

definido por (a,v) — av, quel salisfaz as sequintes propriedades:
(i) (a1 + az)v = a;v + ag
(ii) a(vy + ve) = avy + avy
(iii) (Aa)v = a(Av) = A(av)
(iv) ai(ayv) = (ayaz)v
(v) 1av =0
para quaisquer a,ay,as € A, v,v, v € M e A € K.

Exemplo 1.4.2 (i) Seja A uma dlgebra. Entao A ¢é naturalmente um A-mddulo

sobre si mesmo. O mddulo A serd denotado por 4 A

(1) Considere V' como sendo um espago vetorial e L(V) a dlgebra dos operadores
lineares de V. Entao V, munido do produto L(V) x V — V', definido por
(T,v) — Tow="T(v), éum L(V)-mddulo.

Definicao 1.4.3 Sejam A um dlgebra e M um A-mddulo. Definimos:

(i) Um submddulo N de M como sendo um subespaco vetorial de M tal que am € N

para quaisquer a € A en € N.

(i) Um submddulo minimal N de M como sendo um submddulo nao nulo tal que nao

exista submaodulo Ny de M com 0 # Ny C N.

(iii) Um submddulo mazimal N de M, como sendo um submddulo préprio tal que nao

exista submodulo Ny de M com N C Ny C M.

(iv) M como sendo um A-mddulo irredutivel (ou simples) se seus tnicos submddulos

sao {0} e M.
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Exemplo 1.4.4 (i) Os submddulos do A-mddulo 4 A sdo exatamente os ideais a

esquerda de A.

(ii) Sendo V um K-espago vetorial, temos que V € irredutivel como L(V')-mddulo.
De fato, seja W um submddulo nao-trivial de V' tal que T(W) C W, para todo
T € L(V). Considere 0 # w € W. Logo, para qualquer v € V, existe T € L(V),
tal que v =T(w) =Tw e W e assim W =V.

Definicao 1.4.5 Sejam A um dlgebra e My e My dois A-mddulos. Dizemos que uma
transformacao linear ¢ : My — My € um homomorfismo de A-mddulos quando
¢(am) = agp(m), para quaisquer a € A e m € My. Se ¢ for bijetiva, diremos que

este homomorfismo e um isomorfismo de A-maodulos.

Definicao 1.4.6 Sejam G um grupo e V um K-espago vetorial. Definimos uma re-

presentacao linear de G em V' como um homomorfismo de grupos:

¢:G— GL(V)
g—> @y

onde GL(V') € o grupo dos operadores lineares de inversiveis de V. Definiremos o grau

da representacao de ¢ como sendo a dimensao de V.

Observacao 1.4.7 Quando a dimensao de V' € finita, sabemos que exriste um isomor-
fismo entre GL(V') e GL,(K), onde GL, (V') é o grupo da matrizes inversiveis de ordem
n sobre K. Logo, podemos ver a representacao definida acima da sequinte maneira:

¢: G — GL,(K).

Exemplo 1.4.8 (i) Sejam G um grupo e V um espaco vetorial. A sequinte aplicagao

€ uma representacao linear:

.G — GL(V)

g = ng:[dV

Esta representacao é chamada de representacao trivial. Se dimensao de V' for

finita, entao teremos que uma representacao trivial que pode ser vista da segquinte
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forma:
¢»:G — GL,(K)
g ¢g = Id,
onde dimV = n.
Defini¢ao 1.4.9 Sejam G um grupo, V um espago vetorial e ¢ : G — GL(V)
uma representacao linear. Dizemos que um subespaco W de V' € ¢-invariante quando
og(W) C W, para todo g € G. Se existir algum subespagco W ¢-invariante de V tal

que 0 £ W #£ V| entao diremos que ¢ € uma representacao redutivel, caso contrdrio,

diremos que ¢ € uma representacao irredutivel.

Seja W um subespaco ¢-invariante de V. Se g € GG, entao podemos restringir ¢,
a W
Gglw W — W
wo = gg(w)
Como ¢, ¢ bijetora, oo (W) CW e ¢, (W) = ¢g-1(W) C W, teremos que ¢ (W) = W
e portanto ¢, € GL(W). Logo, podemos definir uma sub-representagao de ¢, que ¢ a
restricao de ¢ a W, dada por:

dlw:G — GL(V)

g = olg) = dglw

Definicao 1.4.10 Sejam G um grupo, V um espago vetorial e ¢ : G — GL(V') uma
representacao linear. Dizemos que ¢ é completamente redutivel (ou semi-simples) se

existem Wh, ..., Wy subespacos de V' ¢-invariantes, tais que:

(i) V=W&.. W,
(ii) A restricio de ¢ a cada W; é uma representagao irredutivel.

Teorema 1.4.11 (Maschke) Seja G um grupo finito cuja ordem nao é divisivel por
charK. Se ¢ : G — GL(V) é uma representacao linear de grau finito e W é um
subespaco ¢-invariante de 'V, entao existe Wi subespaco ¢-invariante de V tal que

V=WEW; . Logo ¢ é completamente redutivel.
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Demonstragao: Veja |21], capitulo 2, se¢do 6. [

Definicao 1.4.12 Sejam G um grupo, V e W K-espacos vetoriais e ¢ e ) represen-
tacoes lineares de G em V e W, respectivamente. Dizemos que ¢ e 1 sao represen-

tacoes equivalentes se existe uma transformacao linear bijetora T :' V. — W tal que

Y, I =T¢,, para todo g € G.

Considere G um grupo e o conjunto KG de todas as somas formais dea a9,
onde ay € K e {g € G/ay # 0} ¢ um conjunto finito. Sendo Y a9, B9 € KG,
dizemos que deG Qg = dec Bgg sempre que oy = 3, para todo g € G. Definamos
as seguintes operacoes em KG:

S agg+d Bg=> (ag+B8)g € XY _agg=Y (Aay)g

geCG geG geqG geqG geqG
para A € K. Munido destas destas operagoes K G é um K-espaco vetorial, chamado de
K-espaco vetorial com base G. Observe que G é de fato uma base para este K-espaco.

Se x for a operacao de GG, entao pela Proposicao 1.1.9, * estende-se a uma tnica
operagao bilinear de KG. Munido desta operagao, teremos que KG é uma algebra
associativa e com unidade, chamada de algebra de grupo. Ademais, observe que
K G sera comutativa se, e somente se, G for abeliano.

Agora iremos descrever a relagdo entre os KG-modulos e as K-representagoes
lineares de G. Sejam G um grupo e V um K-espaco vetorial. Suponhamos que

¢ : G — GL(V) seja uma representacgao linear e consideremos o produto
KGxV —V

definido por (3_ coAg9).v = 3 o AgPy(v). Temos que este produto faz de V' um
KG-modulo. Observe que sendo W um subespaco de V' ¢-invariante, teremos que W
serd um K G-submoédulo de V.

Por outro lado, seja V um K G-mdédulo e considere a aplicagao: ¢ : G — GL(V),
definida por ¥(g) = 1, onde 9,(v) = gv. Temos que v assim definida serd uma
representacao linear de G. Ademais, observe que se W é um submodulo de K G-mddulo,
entao W ¢ um subespaco ¢-invariante de V. Portanto, existe uma correpondéncia
biunivoca entre as estruturas de K G-modulo em V e as representacoes lineares de G

em V.
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Proposicao 1.4.13 Sejam ¢ : G — GL(V) e v : G — GL(W) representacies

lineares de G. Entao valem

(i) ¢ e sao equivalentes se, e somente se, os respectivos KG-mddulos V e W sdo

1somorfos.

(ii) ¢ € irredutivel se, e somente se, o respectivo KG-mddulo V' é irredutivel.
Demonstragao: Veja [26], Capitulo 8, segao 1. [J

Considere a representacao linear
¢:G— GL(KG)

onde ¢, : KG — KG ¢ definida por ¢4(x) = gz. Esta representacao ¢ chamada de
representacao regular a esquerda de G. Observe que os subespacos ¢-invariantes
de K@ sao exatamente os ideais a esquerda de KG. J4 os ideais minimais a esquerda
de K G correspondem as ¢-sub-representagoes irredutiveis de ¢. Suponha G um grupo
finito e que a charK nao divide a ordem de G. Entao, pelo Teorema de Maschke,
teremos que K G é a soma direta de uma quantidade finita de ideais minimais a esquerda
e, a menos de equivaléncia, o nimero de K-representacoes irredutiveis de G é finito e
menor ou igual ao numero de classe de conjugacao de G (veja [16], secdo 5.3).
Considere m como sendo o nimero de representacoes irredutiveis (a menos de
equivalencia) de G. Seja I, ..., I, ideais minimais & esquerda de KG dois a dois nao
isomorfos como KG-modulo. Para cada j = 1,...,m, e considere os ideais bilaterais

J; = I, KG. Dali, nas condi¢oes do Teorema de Maschke, teremos o seguinte resultado

Proposicao 1.4.14 KG=J,®--- & J,, e m € menor ou igual ao nimero de classes

de conjugacao de G.
Demonstracao: Veja [26], secao 8.1, Teorema 8.1.3. I
O proximo teorema ird mostrar que se o corpo K ¢é algebricamente fechado, entao

o nimero de K-representacoes do grupo G é igual ao nimero de classes de conjugagao

de G.
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Teorema 1.4.15 Se K ¢é um corpo algebricamente fechado cuja caracteristica ndo

divide a ordem de um grupo finito G, entdo:

(i) O nimero de K-representacgées lineares irredutiveis de G € finito e, a menos de

equivaléncia, € igual ao numero de classes de conjugacao de G.

(ii) Se dy,ds, ...,dn, sio os graus das K -representagoes irredutiveis (nao equivalentes)

de G, entio |G| =& +d3 + ... + d2,.
Demonstragao: Veja [26], pag. 224. [

Defini¢ao 1.4.16 Sejam V um espaco vetorial de dimensdo finita e ¢ : G — GL(V)
uma repreentacao linear. Entdo, definimos o caracter da representacao ¢, como sendo

a sequinte aplicacao:

Xo: G — K

g = Xelg) =tro,

Diremos que o caracter x4 ¢ um caracter irredutivel quando a representacao ¢ for
irredutivel. Observe que duas representacoes equivalentes tém o mesmo caracter e que,
sendo e o elemento neutro do grupo G, entao, x(e) = trid = dimV. Ademais, temos
que elementos conjugados de G tém a mesma imagem por um caracter e dai dizemos
que os caracteres sao funcgoes de classes de G em K.

Definimos o caracter de um K G-modulo como sendo o caracter da K-representacao

de GG definida por este K G-mddulo.

Exemplo 1.4.17 (i) Considere G um grupo e ¢g : G — GL(V') uma representagao
trivial de grau finito. Entao x4,(g) = tridy = dimV, para todo g € G.

(11) Considere uma representagao linear, ¢ : G — K — 0. Entdo x,(9) = ¢(9), para
todo g € G.

Teorema 1.4.18 Todo caracter de um grupo G € uma soma de caracteres irredutiveis.

Demonstracao: Veja [26], pag. 227. O
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Seja G um grupo finito e suponha que charK nao divide a ordem de GG. Sendo f

e h duas funcoes de G em K, definimos

(f,9)a =G> flg"h(g).

geG

Diremos que K ¢ um corpo de decomposicao de G se todo caracter irredutivel
de G sobre K for ainda irredutivel quando visto como caracter de G sobre qualquer

extensao L de K.

Teorema 1.4.19 (Relagoes de Ortogonalidade) Sejam G um grupo finito e ¢ :
G — GL(V) ey : G — GL(W) representagoes irredutiveis de G, com o0s respectivos

caracteres x1 e Xo2. Suponha que char K = 0. Entao:

(1) Se ¢ e ¢ sao nao equivalentes, entio (x1,x2)c = 0.

(ii) Se K um corpo de decomposicio de G, entao (x1,x1)c = 1.
(7ii) (x1,X1)c = q, para algum inteiro positivo q € K.

Demonstrao: Veja [26], pag. 229 e [16], pag. 273. O

Corolario 1.4.20 Sejam K um corpo de caracteristica zero, G um grupo finito e x

um K-caracter de G. Entao:
(1) {(x,X)c € um inteiro positivo.

(1)) Se (x,X)c =1, entdo x é um caracter irredutivel.

Demonstracao: Consequéncia imediata do resultado anterior, do Teorema 1.4.18

e da bilinearidade de (,)g. O

Teorema 1.4.21 Se K é um corpo de caracteristica zero, entao duas K -representagoes

lineares de um grupo G que tém o mesmo caracter sao equivalentes.

Demonstracao: Veja [26], pag. 230. O
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1.5 Representacoes do Grupo Simétrico

Nesta secao iremos dar uma introducao a teoria de Young sobre as representacoes
do grupo simétrico. Para isto iremos supor que K seja um corpo de caracteristica zero.
Esta teoria sera muito utilizada no proximo capitulo. Iniciaremos com a seguinte

definicao:

Definicao 1.5.1 Seja n € N. Definitmos uma particao de n como sendo uma k-umpla
A = (ny,no, ...,ng) de nimeros naturais tais que ny+no+...+np =n eny > ng > ... >
ng. Definimos a altura de X\, denotada por h(\) como sendo o nimero k. Usaremos a

notagao (nq,...,n;) Fn e p(n) denotard o nimero total de partigées de n.

Definigao 1.5.2 Sendo A = (nq,...,nx) b n, definimos o diagrama de Young Dy da

particéo A como sendo o conjunto Dy = {(i,7) e Nx N/1 <i<r1<j5<mn}.

Usualmente, descrevemos um diagrama de de Young D) por n quadrados, dispos-
tos em k filas horizontais, chamadas de linhas, onde a 7-ésima linha tem n; quadrados.
Cada fila vertical serd chamada de coluna. Por exemplo, considere n = 7 e a seguinte

parti¢do de 7, A = (3,2,2). Entdo, teremos o seguinte diagrama de Young;:

Defini¢ao 1.5.3 Sejam n € N e A = (nq,...,n) F n. Definimos uma tabela de Young
do diagrama Dy como sendo uma funcao bijetora T : Dy — I,, = {1,2,...,n}. Dize-

mos que uma tabela de Young T € standard se satisfaz as sequintes condicoes:
(1) T(i,j) <T(i,j+1), para 1 <i<rel<j<mny;

(1) T(i,5) <T(i+1,7) paral <j<nyel<i<c;, ondec; éonimero de células

da j-ésima coluna.

Observacao 1.5.4 Dizer que uma tabela de Young T € standard significa dizer que
as entradas nas linhas crescem da esquerda para a direita e nas colunas de cima para

baizo.
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Sendo o € S, definimos ¢T" como sendo a composicao coT : Dy — I,,, que sera
também um tabela de Young do diagrama D,. Ademais, sendo T e T, duas tabelas

de Young de um mesmo diagrama, entao existe o € S,, tal que o1} = Ts.

Definicao 1.5.5 Seja T" uma tabela de Young. Entao, definimos:

(i) O grupo das permuta¢éoes das linha, que denotaremos por R(T), como sendo:

R(T)={0 € S,/o(L) =L para toda linha L de T}.

(ii) O grupo das permutagoes das colunas, que denotaremos por C(T), como sendo

C(T)={o € S,/o(C)=C para todo coluna C de T}.

Considere uma tabela de Young 7. Definimos os seguintes elementos da algebra

de grupo KS,:

PT: Z g, QT: Z (—1)“# (& ET:PTQT: Z (—1)“0’,&

cER(T) HeC(T) oeR()

Lema 1.5.6 Sejam o € S,,, A um particio de n e T um tabela de Young do diagrama

D), entao existe a, tal que, EraFEr = aFr

Demonstragao: Veja [16], capitulo 5, se¢do 4. [

Como consequéncia do Lema 1.5.6, teremos que E2 = aEr, para algum a € K.
Logo, sendo er = a 'Er, teremos que €5 = a 2E% = er. Este idempotente assim
definido, é chamado de idempotente minimal de 7. Tomemos agora My = K S, Er =

{aEBr/a € KS,} = KS,er, que é um ideal a esquerda de KS,,.

Teorema 1.5.7 Sejamn € N, A, A\, Ao Fn e T, T, T; tabelas de Young dos diagramas

D D,,, D,,, respectivamente. Entao:
(1) My é um S,-modulo irredutivel.

(i) My, e My, sao S,-mddulos isomorfos se, e somente se, \j = Ay.
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Demonstragao: Veja [16], capitulo 5, se¢ao 4. [

Seja n € N. Entao, pelo teorema acima, podemos concluir que o ntmero de
K S,-modulo irredutiveis é maior ou igual ao nimero de particoes de n. Sabemos que o
namero de classes de conjugacdo do grupo simétrico S, é igual a p(n). Logo o numero
de S,-representagoes irredutiveis serd menor ou igual a p(n). Dai e da Proposigao
1.4.14, concluimos que o grupo K S,, possui, a menos de equivaléncia, exatamente p(n)
representacoes irredutiveis. Sabemos que existe uma correspondéncia biunivoca entre
as parti¢oes de n e os K S,-modulos irredutiveis (veja [14], secao 10.4). Dai, podemos
representar um caracter irredutivel xy de K.S, por y,, onde A F n. Logo, sendo x um

caracter de K S, pelo teorema 1.4.18, teremos que

X = ZmAXA

onde my € Z e my > 0.
Para terminarmos esta secao, iremos descrever a famosa féormula do gancho, que
conta o niumero de tabelas standard. Inicialmente, seja D, um tabela de Young e (i, jo)

uma célula desta tabela, entdo definimos o gancho de (ig, jp) como sendo o conjunto

{(io, ) /g0 < J < mio} U{(i, o) /1o < i < ¢jp}
Obeserve que o gancho de (g, jo) do diagrama D) é exatamente o conjunto das células
da linha iy que estdo a direita de (ig, jo) e da coluna j, que estdo abaixo de (ig, jo)-
Considerando h,j,) como sendo o nimero de células, ou tamanho, do gancho (i, jo),

temos o seguinte teorema

Teorema 1.5.8 (Fémula do Gancho) Sendon € N, A = (ny,...,n,) uma parti¢ao

den e ST(N\) o nimero de tabelas standard do diagrama D), entdo temos

Demonstragao: Veja [8|, capitulo 4, segao 3.

Observacao 1.5.9 A importincia da formula do Gancho para a teoria de represen-
tagoes do S, reside no fato de que ST () coincide com o grau dy da representagoes

irredutivel de S, associada a particao A (veja [8], pag 121).
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1.6 Algebra associativa livre e identidades polinomi-
ais

Nesta secao iremos definir a algebra associativa unitéria livre, que serd represen-
tada por K(X). Em seguida iremos definir as identidades polindmiais de uma algebra
e 0 que vem a ser uma PI-algebra.

Inicialmente, seja A uma algebra associativa unitéria e S C A. Dizemos que S

gera A como algebra quando A = span{la,s;...sp/k € N;s; € S}.

Definicao 1.6.1 Seja A uma dlgebra associativa. Dizemos que ela € livre se existe um
conjunto S C A tal que S gera A e para toda dlgebra associativa B e toda aplicacao
f S — B existe um unico homomorfismo de dlgebras ¢ : A — B que estende esta
aplicacao. Neste caso diremos que S é um conjunto gerador livre de A, ou que A €

gerada livremente por S.

Considere um conjunto de variaveis X = {z1,xs,...}. Uma palavra em X é
uma sequéncia T, ... x; de varidveis, onde k € N — {0} e z;, € X (no caso em
que k = 0, definimos com sendo a palavra vazia e representamos por 1). Considere
S(X) como sendo o conjunto de todas as palavras em X. Dizemos que duas palavras
Tiy - Tiyy, € Tjy - - Ty, sao iguais quando ky = kg e i1 = J1,...,0k = Jk,- Considere
o conjunto K (X) que é formado por elementos formais do tipo ZmGS(X) a,m, onde

a, € K. Observe que este conjunto, munido das seguintes operagoes,

Z QM + Z ﬁmm:Z(am"i‘ﬁm)m
)

meS(X) meS(X meX

A Z QM = Z (A, )m
)

mes(X mes(X)
para qualquer A € K, é um K-espago vetorial, com base S(X). Os termos «a,,m sio
chamados de monomios e as somas formais de monoémios sao chamadas de polinémios.

Definimos como sendo o grau do monémio x;,;, ... z;, 0 numero natural k; e observe

k1
que o grau da palavra vazia 1 serd 0. O grau de um polinémio f € K(X) — {0},
que seréa representado por df, é definido como sendo o maximo dentre os graus dos

monoédmios de f.
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Considere agora em S(X) a operagao de concatenagao:

(Iil e Iikl)(‘rjl .. .xjk2> = T4y - - 'xikl'rjl e Iij

Observe que esta operacao é associativa e que tem elemento neutro (a palavra vazia 1).
Dai, K(X) munido da operacao bilinear induzida por esta operagdo de concatenagio
(Proposicao 1.1.9), é uma algebra associativa e com unidade.

Agora considere uma aplicacdo g : X — A, dada por g(x;) = a;, onde A é
uma 4lgebra associativa e com unidade. Entao, definamos a seguinte aplicacao linear
¢+ K(X) — A, que satisfaz ¢(1) = 14 e ¢(z4, ... 25,) = a; ... a;,. Temos entdo
que ¢ é o tinico homomorfismo de algebras tal que ¢(z;) = g(x;). Portanto, K(X)

¢ uma algebra associativa unitaria livre, livremente gerada por X. Representaremos

flai,, ..., a;) como sendo a imagem de f(a;,,...,a; ) pelo homomorfismo ¢. Observe
que f(ag;,... ,aikl) ¢ o elemento de A obtido substituindo-se x;; por a;; no polinémio
f.

Definigao 1.6.2 Sejam A uma dlgebra associativa e unitdria e f(xq,...x,) € K(X)
um polinomio. Diremos que f(xq,...x,) é um identidade polinomial para a dlgebra A
quando f(aq,...a,) =0, para quaisquer ay, ... a, € A. Se A possui alguma identidade

polindomial nao nula diremos que A é uma PI- dlgebra.

Observacao 1.6.3 Considere o conjunto ® de todos os homomorfismo ¢ : K(X) —
A. Entao teremos que f € K(X) é um identidade para para a dlgebra A se, e somente

se, [ €Ngeakere.

Exemplo 1.6.4 (i) Qualquer dlgebra comutativa A é uma Pl-dlgebra, pois temos

que [x1, 5] € uma identidade para A.

(ii) Toda dlgebra nilpotente é uma Pl-dlgebra. De fato, supondo que n seja o indice de
nilpoténcia de A, entdo teremos que 0 monodmio T1xs ... TpTyy1 € uma identidade

polinomial para A.

(11i) Considere a dlgebra das matrizes de ordem n sobre K, M,(K) e o polinomio
conhecido como o polinomio de standard, s, =Y g (—1)7To(1) .. To(m). O teo-
rema de Amitsur-Levitzki afirma que o polinémio sq, (1, . .., x9,) € um identidade

para a dlgebra M, (K).
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(iv) Considere a dlgebra das matrizes triangulares superiores de ordem n, U,(K).

Entao o polinémio [x1,x3] ... [Ton_1, T2s] € uma identidade para esta dlgebra.

Seja A uma algebra e considere Id(A) o subconjunto de K (X) de todas as iden-
tidades de A. Observe que Id(A) serd um ideal de K (X).

Proposicao 1.6.5 Seja A uma dlgebra associativa qualquer. Entao, o ideal I1d(A) é

invariante por todos os endomorfismos de K(X).
Demonstracao: Veja [14], pag. 3. O

Definigao 1.6.6 Um ideal I de K(X) é um T-ideal quando ¢(I) C I, para todo en-
domorfismo ¢ de K(X).

Observagao 1.6.7 (i) Pelo argumentado na Proposi¢do 1.6.5 teremos que Id(A) é
um T-ideal de K(X), para qualquer dlgebra A. Logo, toda dlgebra determina um
T-ideal.

(i) A soma e a intersecio de uma familia arbitrdria de T-ideais é ainda um T-ideal.

(11i) Se f(z1,...,2z,) € I, onde I é um T-ideal de K(X) € g1,...,9, € K(X), entao
temos que f(g1,...,9,) € I.

Defini¢ao 1.6.8 Considere S C K(X). A classe de todas as dlgebras A tais que,
para qualquer f € S, f € um identidade para A, é chamada de variedade determinada
por S, que serd denotada por V = V(S). Sendo S = {fi(x1,....,x,,) € K(X)/i € I}
e D a variedade determinada por S, consideremos o T-ideal T(D) da variedades D
que € a intersecao de todos os T-ideais das identidades das dlgebras de D. Diremos
que este T-ideal ¢ gerado por S = {f; € K(X)/i € I} e iremos representar por
T (D) = (S)r = (fi € K(X)/i € I);. Observe que (S)r é o menor T-ideal de K(X)

que contém S.

Observacao 1.6.9 De modo andlogo ao feito na defini¢ao anterior, podemos definir
a variedade determinada por um unico polindmio f, como sendo a classe de todas as

dlgebras que tém f como uma identidade polinomial
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Defini¢ao 1.6.10 Dois conjuntos de polinomios de K(X) sao ditos equivalentes se eles

geram o mesmo T'-ideal. Um polinémio g é consequéncia de um conjunto de polinémios

{fi/iel} sege(fi/i€l)r.

Agora iremos definir a algebra livre G-graduada, onde G é um grupo finito ar-

bitrario. Seja K(X) a algebra livre, livremente gerada pelo conjunto X = {J, .o Xy,

geG
onde X, = {ml , Ty @ be Xy NXy, # 0 para g # g2 As variaveis de X, sdo ditas
variaveis de grau g. Definimos o G-grau de um monoémio x(gl)xl(z )...ngt) € K(X)

como sendo g1z . .. g; € G, e denotamos por K (X )@ o subespaco de K (X) gerado por

todos os monomios de G-grau g. Observe que

K(X)9OR(X)" C K(X) e que K(X)=DK(X)®

geG

Portanto, K (X) ¢ uma algebra G-graduada, que serd denotada por K (X)9"

Para a algebra K(X)¢" também teremos a propriedade das algebras livremente
geradas, ou seja, para toda algebra G-graduada A® e Ay e toda aplicagao f : X — A
tal que f(x (g)) € A,, existe um tGnico homomorfismo G-graduado ¢ : K(X)9" — A
que estende esta aplica¢do. Considerando um polinémio graduado f(zy (g2) - x,(f’“)) €
K(X)9", dizemos que f(mlgl), e ’371(4 k)) ¢ uma identidade G-graduada para a algebra
G-graduada A, se f(a{?), ... ,a,(f”“)) = 0, para quaisquer o\ € AW . ,a,ggk) € Alw),
Observe que o conjunto Id?" = {f € K(X)9"/f ¢ uma identidade G-graduada de A} é
um 7T-ideal graduado de K(X)9", ou seja, um ideal de K (X )9 invariante por todos os

endomorfismos G-graduados de K (X)9"

1.7 Polindmios multihomogéneos e polinémios multi-
lineares

Nesta secao iremos definir os polinémios multihomogéneos e multilineares, além
de apresentarmos um teorema, que dependendo da caracteristica do corpo, ird mostrar

que qualquer T-ideal é gerado por polindmios de um destes tipos.

Definicao 1.7.1 Seja m(zy,...,xx) € K(X) um monémio em K(X). Definimos o

grau do monémio m(zy, ..., Tx) na varidvel x; como sendo o nimero de vezes em que x;
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aparece em m(x1, ...,xx). Definimos o grau total de m(xy,...,xx) como sendo a soma

dos graus de todas as varidveis deste mondmio.

Definigao 1.7.2 Diremos que um polinomio p(xy,...,xx) € K(X) € homogéneo de
grau n; na varidvel z;, para i € {1,....k}, se cada mondémio de p(xy,...,x)) tiver o
grau n; na variquel x;. Um polinémio p(xq,...,xx) € dito multihomogéneo de multigrau
(ny,...,ng) se p(xy,...,xx) € homogéneo em todas as suas varidveis com grau n; em
x;, para todo i € {1,....k}. Quando um polinémio for multihomogéneo de multigrau

(1,...,1), diremos que ele é um polinémio multilinear.

Em um polinomio f(z1,...,xx), definimos a componente multihomogéneas de
multigrau (nq,...,ng) como sendo a soma do todos os mondémios em f que tém o
multigrau (nq, ..., ng).

Iremos denotar por P, o espaco vetorial de todos os polinémios em K(X) que
sao multilineares na variaveis {zi,...,z,}. Observe que a dimensao de P, é n! e que

P, tem como base o seguinte conjunto de monoémios: {Zo(1) ... Towm)/0 € Sy}

Teorema 1.7.3 Seja I um T-ideal de K(X) e suponha que K seja um corpo infinito.
Se f(x1,...,x) € I, entdo todas as componentes multihomogéneas de f pertencem a

1. Dai, concluimos que I é gerado por seus polindmios multihomogéneos.
Demonstracao: Veja [14], teorema 1.3.2 [

Teorema 1.7.4 Toda PI-dlgebra A satisfaz uma identidade multilinear.
Demonstrac¢ao: Veja [14], teorema 1.3.7. O

Teorema 1.7.5 Seja K € um corpo de caracteristica zero. Se I é um T-ideal de K (X),

entao I é gerado por seus polindomios multilineares.

Demonstracao: Veja [14], corolario 1.3.9. O

Considere o espaco vetorial P, = span{z,ay,...,2,(n)/c € S,} dos polindmios
multilineares nas variaveis zi,...,x, na élgebra associativa livre K(X). Considere

a aplicacdo, ¢ : KS, — P,, definida por ¢ (ZJGS” ozc,a) = D oes, QoTo(l) - - To(n)-
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Observe que esta aplicagao é um isomorfismo entre K-espacos vetoriais. Além disto

podemos definir uma acao do grupo S,, no espaco vetorial P, da seguinte maneira:

of(@,...,x0) = (o), - - Tom))-

Através disto, podemos definir o S,-moédulo P, de maneira natural, considerando o
produto bilinear - : KS,, x P, — P, tal que o.f(z1,... 2,) = f(Zoq),-..,Tom)) ©
observar que P, N Id(A) é invariante por esta agdo, uma vez que se f € P, NT(A) e
o €S, entdo of € P,NT(A). Temos entao que P, NT(A) é um KS,-submobdulo de
P,. Dai, podemos considerar

b,

Fald) = P, N1d(A)

e de uma maneira natural (0.? = H, para o € S, e f € P,) este quociente tem uma

estrutura de K S,-modulo. Dai, daremos a seguinte definigao:

Definigao 1.7.6 Seja A uma Pl-dlgebra.

(i) O nimero inteiro nao negativo

by

cn(A) = dzm—Pn A Td(A)

¢ chamado de n-ésima codimensao da dlgebra A, para cada n € N,

(ii) Paran € N, o S,-caracter de P,(A) = w2~ ¢ chamado de n-ésimo cocaracter

Porld(A)
de A, denotado por x,(A)

Se decompusermos o n-ésimo cocaracter em soma de caracteres irredutiveis, te-
remos que x,(A) = > ., maxa, ondexy é o caracter irredutivel de .S, associado a

particao A - n e my é a multipicidade correspondente.

Seja G um grupo finito e considere o espago dos polinomios multilineares G-
graduados

Py = span{zy) .. 2% jo € Suigi,. .. gn € G}

Temos que P9"NI1d9"(A) é o conjunto de todas as identidades G-graduadas multilineares

para a algebra G-graduada A, nas variaveis com indices de 1 a n.
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Observacao 1.7.7 Observe que a G-graduacao nao interefere no fato de um polinémio
ser multilinear. Logo, teremos que o teorema 1.7.5 também serd vdlido para o caso G-

graduado.

Definicao 1.7.8 Definimos a n-ésima codimensao G-graduada c9"(A) de A da seguinte

manera:
aqr

ar _ N n
Ad"(A) = dzm—Pgr A 1dr(A)

1.8 Radical de Jacobson e semi-simplicidade

Definigao 1.8.1 Definimos o radical de Jacobson de uma dlgebra A como sendo a

interse¢ao de todos os ideais mazrimais a esquerda de A, que iremos denotar por J(A).

Observe que o radical de Jacobson J(A) é um ideal & esquerda de A. Ademais,

iremos mostrar que este é um ideal bilateral de A.

Lema 1.8.2 Sejam A uma dlgebra e a € A. Entdo as sequintes afirmacgoes sao equi-

valentes:
(i) a € J(A);
(ii) 1 — xa € inversivel a esquerda para todo x € A;

(i) a € AnnaM = {x € AJam =0, m € M} para todo A-mddulo irredutivel de
M.

Demonstracdo: i) = ii) Suponha que a € J(A) e z € A. Entao, za € M,
onde M é um ideal maximal a esquerda abitrario. Dai, 1 — xa ¢ M, donde concluimos
que 1 — xa é inversivel a esquerda.

i1) = 1i1i) Suponhamos que (ii) seja valido e suponhamos, por contradigao, que
exista um A-modulo irredutivel M tal que aM # 0. Considere entao um elemento m
de M tal que am # 0. Logo A(am) = M e dai existe x € A tal que z(am) = m e entdo
(1 —za)m = 0. Como 1 — xa é inversivel a esquerda, teremos que m = 0, 0 que é uma
contradicao.

i11) = 1) Seja M um ideal maximal a esqueda de A e considere o A-modulo %,
cujo produto é definido por aa = az. Note que % é um A-moédulo irredutivel, e assim

a € Anna(4), donde @ = al = 0. Dai, a € M, e portanto a € J(A).
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Corolario 1.8.3 J(A) é um ideal bilateral de A.

Demonstragao: Temos que J(A) é um ideal 4 esquerda e assim temos que
provar que ele é também um ideal & direita. Suponha que z € A e a € J(A). Dai,
considere um A-moédulo irredutivel M qualquer. Entao, neste A-modulo teremos que
(ax)y = a(xy) = 0, uma vez que ax € Anns M, e do Lema 1.8.2 teremos que ax € J(A).
Portanto, J(A) é um ideal bilateral.

Exemplo 1.8.4 Sendo U, (K) a dlgebra das matrizes triangulares superiores de ordem

n sobre um corpo K, entao
JU(K)) ={A € U,(K)/A tem a diagonal nula}

De fato, considere N = {A € U,(K)/A tem a diagonal nula} e Y € N. Observe

que YX tem a diagonal nula e dai det(Id — XY) = 1, ou seja, Id — XY ¢é inversivel

para qualquer X € U,(K), e pelo Lema 1.8.2 teremos que Y € J(U,(K)). Por outro

lado, suponha que J(U,(K)) € N e considere Z € J(U,(K)) tal que Z ¢ N. Sendo
211 ... Zin

7 = c .t |, onde zy; # 0 para algum i € {1,...,n}, considere a matriz

0 ... zZun
Y € U,(K) definida como sendo a matriz diagonal tal que as entradas nao nulas serdo

0s elementos 2!, sempre que z; # 0. Dai, observe que Id — Y Z ndo serd inversivel

a esquerda, o que é um absurdo, jdi que contraria o Lema 1.8.2. Portanto teremos que
J(ULK)) C N, e dai J(U,(K)) = N
Temos entao que J(U,(K)) ={X € U,(K)/X € nilpotente}.

Proposicao 1.8.5 Se I é um ideal (unilateral ou bilateral) nil de uma K-dlgebra A,
entio I C J(A).

Demonstragao: Veja [21], pag. 53. O

Agora iremos falar um pouco da teoria de algebras semi-simples, porém de uma
maneira bem sucinta, apenas descrevendo o que iremos precisar. Porém, se o leitor
quiser ou precisar se aprofundar nesta teoria consulte [21], capitulo 1, se¢oes 2 e 3. La
estd a teoria para aneis, mas como estamos tratando de &lgebras associativas e com

unidade, teremos que o mesmo ocorre para estas algebras.
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Definicao 1.8.6 Considere A uma dlgebra ¢ M um A-mddulo. FEntao dizemos que
M € semi-simples (ou completamente redutivel) se M pode ser escrito como soma de

submodulos minimais.

Dizemos que uma algebra A é semi-simples se todos os seus A-moddulos sao semi-
simples. Segue que se A é semi-simples, entdao o A-moédulo 4 A é semi-simples e assim
A é a soma dos seus ideais minimais a esquerda.

Supondo agora A de dimensdo finita, sabe-se que se A é semi-simples, entao
A=1®--- @I, onde cada I; ¢ um ideal bilateral minimal, chamado de somando
simples de A. Cada um deles é simples como algebra, donde A é isomorfa a um produto
direto finito de algebras simples (veja 1.2.4). E também um fato conhecido que A é

semi-simples se, e somente se, J(A) = {0}.



Capitulo 2

As Identidades Graduadas para a
Algebra Us(K)

Neste capitulo iremos descrever, a menos de isomorfismos, todas as graduacoes
da algebra U(K) das matrizes triangulares superiores de ordem 2, sobre um corpo
qualquer K. Depois, sob a hipotese de K ser um corpo de caracteritica zero, encon-
traremos uma base para o ideal das identidades Zsgraduadas [d9"(Uy(K)), e através

disto calcularemos suas codimensoes e seus cocaracteres graduados.

2.1 Graduagoes de Uy(K)

Nesta se¢ao iremos descrever todas as possiveis graduagoes de Uy(K') onde K é
um corpo arbitrario. Seja G um grupo arbitrario e considere (A,) e uma G-graduacao
para Us(K). Dizemos que esta graduagao é trivial quando A, = Uy(K) e A, = {0},

para todo g € G — {e}, e dizemos que esta graduagdo é canonica quando

a 0 0 ¢
A, = Ja,be K, A, = Jce K
0 b 0 0
para algum g € G — {e} e A, = {0}, para todo h € G — {e,g}. Temos o seguinte

resultado.
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Teorema 2.1.1 Uma G-graduacio de Us(K) €, a menos de isomorfismo, trivial ou

canonica.

Demonstracao: Se a dimA, = 3, entdo A, = Uy(K) e a graduagao é trivial.
Dai, assumiremos que dimA, < 2.
Suponha inicialmente que dimA, = 2. Note que vy = Idy = F11 + Eas € vy =

al11 + bE1s formam uma base para A, sobre K, para adequados a,b € K. Basta

AA
observar que sendo vz = LA = Ae tal que {Ids,v3} é LI, entdo Ay # A3
0 Az
) A= A3 Ay
ou Ay # 0 e assim vy = v3 — A3v; = € A, e {v,v} é LI. Como
0 0

dimU,y(K) = 3, entdo existe g € G—{e} tal que dimA, = 1, e considere A; = KB, B =
(a1 Eqy + agErg + azEyy). Suponhamos a = 0. Como AjA, C Ay e AcA, C Ay, entdo
bazE12A, = (bE12)as € Ay e basEry € A, e dal AoazEy2 = 0, 0 que nos da az = 0.
Por outro lado, temos que a;bE12 = B(bE2) € A; e aybEs € A.. Logo aqbEj; =0
e daf a; = 0, ou seja, A, = KFE» C A., o que é uma contradi¢ao, pela defini¢ao de
graduacao. Portanto a # 0. Com isto, note que os elementos E1; + A\Ejs € Fas — AE
formam uma base de A., para A = al_lb, pois F11 + AE15 e Eyy — AEj5 sao LI e
pertencem a A, pois, como a # 0 e aFEy; + bE;s € A., entao Ej; + A\Ej, € A e
Es — AE15 = Ey1 + Egs — (E11 + AEj2). Suponha A # 0. Entdo, pela defini¢do de
graduacao, teremos que B(Ey; + AE12) = ai(En + AE) € A () Ae, donde aq = 0.
Analogamente, multiplicando-se asF15 + agFys a esquerda por Faoy — AE)s, obtemos
az = 0. Dai, Ay = KE5, Ac = K(Ey1 + Ey) + K(Eq1 + AE2) e a G-graduacdo em
questao isomorfa & G-graduacao canodnica de Us(K), pois a aplicagao ¢ : Uy(K) —

Us(K), definida por
¢([EE11 + yE12 + ZEQQ) = ZL‘E11 + ()\$ — )\Z + y)Elg + ZEQQ)

¢ um isomorfismo G-graduado que leva a G-graduagdo canonica de Uy(K) na G-
graduacao em questao. Supondo A = 0, temos A, = KFE;; + KFy, e fazendo um
processo andlogo ao anterior, obtemos que A; = KFE;5. Logo a graduagao referida
seria canonica. Portanto, se dimA, = 2, teremos uma graduacao canonica, a menos de

isomorfismo.
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Suponhamos agora que dimA., = 1. Logo, teremos que A, = K(Ey; + Ea).
Por isto, teremos duas possibilidades para a graduagdo: ou U,(K) = A. P A, D Ay,
onde dimA, = dimA, =1 ou Uy(K) = A. @ A,, onde dimA, = 2. Seja U,(K) =
A. P A, P A, e suponha inicialmente que gh # e. Entdo, A,A, = 0, pois, caso
contrario, Ay, # {0}, com gh # g, gh # h e gh # e, ou seja, teriamos uma nova
componente homogénea nao nula, o que seria um absurdo, ja que dimU,(K) = 3. Logo
A, A, = 0, e analogamente A, A, = 0. No caso em que g* # e e h? # e, teremos que
A, P Aj, & um ideal nilpotente de dimensao dois de Us(K), pois se x € Us(K), entdo
existem a € A.,b € Ay e c € Ay, tais que v = a+b+c. Logo, (A, P Arn) C A, D Ay,
e analogamente teremos que (A, @ Ap)r C A, P Ay. Dai, A, P Aj, é de fato um
ideal de Uy(K). Ademais, ele é um ideal nilpotente, o que contradiz o fato de que
a dimensao do radical de Jacobson J de Uy(K) é igual a 1 (veja o Exemplo 1.8.4),
pois todo ideal nilpotente esta contido no radical de Jacobson (pelo Teorema 1.8.5).
Portanto, ou g* # e e h* = ¢ ou h*> = g> = e. No primeiro caso temos que A% = 0
e assim A, ¢ um subespaco nilpotente de dimensao igual a 1, donde A, = J. Seja
Ay = K(aEy; + bE5 + cEy). De AjA, = ApA, = {0}, temos que a = ¢ = 0, ou seja,
A, = A,, uma contradigdo. No caso ¢ = h? = e temos A, = Ku e A, = Kv, com
u? = ald e v* = BId, com o, 8 € K, pois (Ay)?%, (An)? C A.. Se a =0, entdo A, = J
e daf temos uma contradi¢do. Analogamente, se § # 0 e entao u(uv)v = afld # 0 e
assim 0 # uv € A,A, = {0}, o que é uma contradicao.

Suponha agora que gh = e, ou seja, g = h™! Se ¢® # e, entao h® # e. Temos
entdo g # h, g* # e (pois g # h = g7 ') e g> # g. Logo, (4,)* C A, = {0} e dai
A, C J. Analogamente, (A;)* C A2 = {0}. Dai A; @ A, C J, um absurdo. No caso

a p

de g2 = e, teremos que ¢?> = h e h? = g. Daf considere a = € Uy(K) tal que
0 6

Ka = A,. Logo, Ka* = A;. Note que A, # J, pois se A, = J nos daria que A7 C J
e dai A, C J, um absurdo. Assim a tem ao menos uma entrada nao nula na diagonal
principal. Supondo agora que o = 0, teriamos que a? também teria os elementos da
diagonal principal iguais, o que seria um absurdo, ja que span{ld, a,a*} = Uy(K), pela
graduacao. Logo, a # 6. Dai a é diagonalizével e, a menos de automorfismo, podemos
supor que A, = Ka, onde a & diagonal. Entdo obteriamos que dim(Ka+ Ka*+ KId) =

2, 0 que € uma contradicao.
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Ficamos com Uy(K) = A. @ A,, onde dimA, = 2. Se ¢g* # e, segue que A, seria
um subespaco nilpotente. Logo, pelo Exemplo 1.8.5, terfamos que A, C .J, o que seria

um absurdo. Sendo ¢* = e, temos A;A, C A.. Se a®

= 0 para todo a € Ay, entao
A, C J, um absurdo. Entdo existe a € A, tal que a®> € A,—{0} e assim a® = A\[d; para
algum A\ € K — {0}. Logo a é inversivel, donde dim(aA,) = 2, o que é um absurdo,

pois aA, C A.. Portanto, temos o afirmado. [

2.2 Cocaracteres e Codimensoes graduados

Nesta segao iremos apresentar alguns conceitos que envolvem algebras Zo-graduadas.
Alguns deles ja foram descritos, em seu caso geral, no primeiro capitulo

Seja K (X) a algebra associativa livre, livremente gerada pelo conjunto X = YUZ,
onde Y = {y1,vy2,...}, Z = {21,20,...} e YN Z = (. Assumindo que Y e Z sao os
conjuntos de variaveis de grau zero e um, respectivamente, teremos que K (X) tem uma
estrutura natural de superélgebra (ou algebra Zs-graduada). Mais precisamente, se
K(X)q & o subespago de K (X) gerado por todos os monémios que tém um ndimero par
de variaveis de grau um e K (X); é o subespago de K(X) gerado por todos os monomios
que tém um ntmero impar de variaveis de grau um, entdo K(X) = K(X)o @ K(X)1
uma Zsy-graduacao. Para qualquer superadlgebra A = Aq @ A; e qualquer aplicagao
h:YUZ — A que preserva Zs-graduagao (h(y;) € Ag e h(z;) € A1), podemos estender
esta aplicagdo a um unico homomorfismo de superalgebras ¢, : K(X) — A. Nesta
se¢ao, iremos considerar Id?"(A) como sendo o ideal das identidades Z,-graduadas
de A, que sabemos ser um ideal Ty-ideal ou ideal Z,-graduado de K(X), ou seja,
é invariante por todos os endomorfismos Zs-graduados de K(X). Iremos supor que
char K = 0, donde pelo Teorema 1.7.5, temos que 1d9"(A) é gerado por seus polindmios
multilineares.

Definimos uma identidade Zs-graduada para a superélgebra A = Ay & A; como

sendo um polinomio f(yi, ..., Yn, 21, ..., 2n) € K(X) = K(Y U Z) tal que

F@r, ooy @n, by, ey by) = 0

para quaisquer aq,...,a, € Ag e by,....b, € A;.

Agora iremos definir as codimensoes Zs-graduadas e cocaracteres Zo-graduados.
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Iniciaremos definindo o espaco dos polindmios multilineares Zs-graduados de grau n,

como sendo
P = spang{xsq), ... Tom)/0 € Sn, T =y ou  x; = 2,1 =1,...,n}.

Agora, como feito na Definicao 1.7.8, iremos definir as codimensoes Zo-graduadas. A
n-ésima codimensao Zs-graduada de uma superalgebra A, que sera representada por
cd"(A), é definida como sendo

P
A = B 1ar Ay

Antes de definirmos os cocaracteres Zo-graduados, falaremos sobre as represen-
tacoes lineares do produto direto. Sejam G e Gy grupos finitos, G = Gy X Gy e K
um corpo. Sendo ¢ : Gy — GL(Vy) e ¢ : Gy — GL(V,) K-representacoes lineares,

definamos, paraa € Gebe G
Ga @y V1RV — V1RV,

como sendo o operador linear que satisfaz (¢, ® ) (v1 ® v9) = Pg(v1) @ Pp(v9), para
vy € Vi vy € Vo, Claramente, ¢, ® ¢, € GL(V} @ Va), e ¢#¢ : G — GL(V; @ Vs),
definida por (¢#¢)(a,b) = ¢, @ 1, ¢ uma K-representacao linear de G. Sendo g,
Xo € Xouy 0S caracteres de ¢, 1) e ¢#, respectivemente, teremos que Xpuyp(a,b) =
Xo(a)xy(b) para (a,b) € G.

Fixado r € {0,1,..,n}, sejam &1 = 41, .., Tp = Yp, Tpi1 = Zrads .- Tn = 2n

Pf?,;fr = SPCWK{%Q) . .%(n)/a € Su}

o espago dos polinomios multilineares nas variaveis 41, ..., Yr, Zri1, -y Zn-

Considere o grupo S, X S,,_,, onde S, é o grupo permutacional sobre o conjunto
{1,...,r} e S,_, & o grupo permutacional sobre o conjunto {r + 1,...,n}. Considere
também a acao h de S, x S,_, sobre PJ . definida de maneira natural, onde S, age

nas variaveis vy, ...,y € S,_, age nas variaveis z,,1, ..., z,, ou seja,
h (Sr X Snfr) X Pr,nfr — Pr,nfr

(T]?fY)f(yh e Yry Zrg1y - 7Zn)) = f(yn(l)v s 7y77(7‘)7 Z’y(r+1)7 s 72’7(71))'
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Esta agao faz de P?),_, um (S, x S,_,)-modulo. Note que P, _ . NI1d9 (A) é invariante

rmn—r rn—r

por esta agao, e assim teremos que

P?;
PT _— A — - rn—r
n=r(4) Py _.NI1dr(A)

r,n—r

¢ um (S, x S,—,)-modulo, sendo o seu caracter representado por x,,—.(A). Dizemos
que Xyn—r(A) & um cocaracter Zs-graduado (parcial) de A.

Considere A7 e put (n—r), Ty e T, tabelas de Young destas parti¢des. Temos
que My = KS,er, e M, = KS,_,er, sio modulo irredutiveis sobre KS, e KS,_,,
respectivamente. Considerando agora o (S, x S,_,)-moédulo W, , = M, ® M,, cujo
produto é dado por (o, n)(vi ®vs) = ov; @Nug, temos que Wy , € um (S, X .S,,_,)-mo6dulo

irredutivel e W , = K(S, x S,,_,)(er,er, ).

Teorema 2.2.1 Sejam charK =0, A\ r ept (n—r). Considere x\ como sendo o S,-
caracter irredutivel associado a A\, x, como sendo o S,_,-caracter irredutivel associado

a e @y e), as respectivas representacoes irredutiveis. Entao

{oxdtu A rept(n—r)}

€ um conjunto completo de representacoes irredutiveis nao equivalentes, de S, x S,_, e

{o®@xu/AbFr, pkE(n—r)}

€ o conjunto dos caracteres irredutiveis de S, X Sy,_,.

Demonstracao: Sendo mj, my € m os numeros de classes de cconjugacao de
Sy Sn_r € S X S, temos que m = mymsy. Sendo A, Ay F 17 e py, o F n —r, temos
que
(XA @ X s Xre @ Xpa ) Sy x S = (X5 Xoz) 80+ (Xt » Xa ) Sy
(veja a definicao de (, )¢ na pagina 22).
E um fato conhecido que todo corpo de caractaristica 0 é um corpo de decompo-

sicao dos grupos simétricos. Logo pelo Teorema 1.4.19 temos que

<X)\1 ® Xﬂl? X>\1 ® XPL1>ST><STL77' = ]'

e assim pelo Corolario 1.4.20 ¢ #1,, é uma representacao irredutivel de S, x S,,_,.
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Supondo agora Ay # Ay 0u iy # fig, temos que (Xx,, Xa,)5, = 00U (Xpuys Xp) S, =
0 (por 1.4.19), donde
<X>\1 ® X X)o ® XU2>S1"><S717T =0.

Segue que ¢, #Y,, € Py, F#Y,, sao nao equivalentes pelo Corolario 1.4.20. Como o

conjunto
{oa#u [AbETept (n—r)}

possui m = mims elementos e, a menos de equivaléncia, o niimero de K-representagoes
irredutiveis de S, x S,,_, € menor ou igual a m (Proposicao 1.4.14), temos o resultado.

O

Dai teremos que

Xrnr(A) = D mpan(Xa ® X,

A7
pEn—r

onde m(y ) > 0 ¢ a multiplicidade de cada caracter irredutivel. Definimos

' (A)=dimP?, _.(A)

rn—T rmn—r

Como o grau do caracter y, ® x,, ¢ igual a dxd, (lembrando que d e d,, sdo os

graus de x e X, respectivamente), temos que

Cg;l_r(A) = Z m,\ud,\du.

Abr

pEn—r
E um fato conhecido que
n n n n
CAEDY dimy P, _.(A) = > myudad,.
r=0 r r=0 r A7

pEn—r

Veja, [14], pag. 273.

2.3 Identidades graduadas de U,(K)

Nesta se¢ao iremos encontrar uma base para 1d9"(Uy(K)), o ideal das indentida-

des Zy-graduadas de Uy(K), e depois iremos calcular os seus cocaracteres graduados.
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Para tal, considere Us(K) munida da mZy-graduagdo canonica e K um corpo de ca-
racteristica zero.
Os polinémios Zy-graduados 2125 e [y1, yo] sdo identidades graduadas de Us(K).

De fato, sendo

a 0 b 0
A= B=| " c A
0 929 0 b22
e
0 0 d
O — C12 D= 12 €A,
0 O 0 0
teremos
ayb 0 bi1a 0
[A,B]:AB—BA: 11011 B 11a11 —0
0 22092 0 baoao

oD — 0 cio 0 dio —0
0 0 0 0
Iremos agora mostrar que estes polinomios geram Id9" (Us(K)), como um Th-ideal.

Primeiramente temos o seguinte lema:

Lema 2.3.1 Se m € K(X) é um mondmio contendo pelo menos duas varidveis de
grau 1, entao m € I = (2122, [y1, Ya]) 1

Demonstragao: Seja m = mgyzimizams, onde mgy e my sa0 mondémios em varia-
veis de grau 0 e my ¢ um mondémio em K (X). Observe que m; podem ser vazio, para
i =0,1,2. Como mgz1, myzy € K(X)1, temos que mgyzymzy é consequéncia de z;29 e

dai mgzymize € I. Como I é ideal, temos que m € I. [

O proximo teorema exibird um conjunto gerador de Id9" (U, (K)).
Teorema 2.3.2 : Os polindmios z12y e [y1, ya] geram 1d9 (U, (K)) como Ty-ideal.

Demonstragdo: Considere [ = (2129, [y1,%2])7, € seja f um polinomio multili-
near de [d9"(Uy(K)). No inicio desta se¢do, mostramos que os dois polinomios z;2, e
[y1, y2] sao identidades Zy-graduadas para Us(K) e entdo temos que I C [d9 (Us(K)).

Logo, resta-nos mostrar que [d9" (Uy(K)) C I. Como o corpo K ¢ de caracteristica
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0, entdo, pelo Teroema 1.7.5, temos que o Ty-ideal 1d?" (U, (K)) é gerado pelos seus
polinémios multilineares. Logo, para que I = [d% (U,(K)), temos que mostrar que
f € I, ou seja, temos que mostrar que f é um polindomio congruente a zero modulo .

Observe que

f = fl(y17"'7ys) +f2<zay17"'7ysfl> +f3

onde f3 contém todos os monoémios de f com pelo menos duas variaveis de grau 1 (se
existirem). Por 2.3.1, temos que f3 € I. Logo fi(y1,---,ys) + fo(2, 41, ,ys—1) €
1d9" (Uy(K)). Substituindo z por zero, concluimos que fi, e consequentemente fo
¢ uma identidade Zy-graduada para Us(K). Agora, como [y;,ys] € I, temos que
filyr, oo ys) = ay - ys(modl).

Fixadosu = {i1,...,iitev ={J1,. ., Jsm1t},comig < -+ <y, Jp <+ < Js_1-¢
e {i1,..., i, J1, .-, Js—t} = {1,..., 5 — 1}, defina my, = vi, ... i, 2Yj, - - . yj,_,. Agora,
como [y, ys] € I, temos fo = ZM Qy My (modl) com ay,, € K. Fixando novamente
ug, vy tais que ug Nwvg = 0 e ug Uvyg = {1,...,s — 1}, e substituindo z por Ej, as
varidveis y;, com j € ug por Ey; e as variaveis y;, com j € vy, por Eag, concluimos que
Qe = 0. Dal, fo €1

Portanto, f € I e podemos concluir que [d9 (A) = (z122, [y1,y2]) O

O proximo resultado traz a descricao dos cocaracteres Zo-graduados de Uy (K).

Teorema 2.3.3 Considere Uy(K) munida da Zs-graduagao canodnica. Sejam n € N,

re€{0,1,....,n} e xy, . (Us(K)) = Z mx (X ® xpu)- Entao:

A7
pEn—r

(i) Ser <n—2, entio my, =0
(it) Ser =mn, entao muyp=1emyg =0 se X # (n)
(tit) Ser=n—1eX=(p+q,plep =1, entio my, =q+ 1.

(iv) Ser=n—1¢eh(\) > 2, entao my, =0

Demonstragao: (i) Supondo que r < n — 2, entdo teremos que n —r > 2. Logo

os monodmios em PY  terao mais que uma variavel de grau um e dai pelo Lema 2.3.1

rn—r

gr
r,n—r

Pg;frﬁIdW(Ug(K))

teremos que terd apenas o elemento nulo e portanto temos o afirmado.
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(77) Considere r = n. Observe que S, X S,,_, = S, e

Pr% = SPAN{Yo(1) - - - Yo(n)/T € Sn}.

Como [y1,42] = 0 (modld® (Uy(K)), teremos que Yo).--Yon) = U1.--Yn €M
Plo(Ua(K)) para todo o € Sy, e dai dimP](Uy(K)) = 1. Assim PB)(Us(K)) é

um S,-modulo irredutivel. Por outro lado o.y1 . %0 = Yo(1) - - - Yo(n) = Y1---Yn € as-
sim a S,-representacdo correspondente ao S,-modulo PJ((Us(K)) é a trivial, a qual
corresponde & particao (n) de n. Assim, m,) g =1e myp =0, se A # (n).

(i) e (iv) Veja [27]. O

Considere A um superalgebra satisfazendo uma identidade polinomial nao-trivial.
Sabemos que ¢,(A) < "(A) < 27¢,(A) (veja [14], pag. 304). Observando o cresci-
mento exponencial das codimensoes graduadas, definimos exp?"(A) = nh_)rgo VT (A).

No proximo resultado calcularemos exp?” (U (K)) no caso em que Us(K) é consi-

derado com a Z,-graduacao candnica.

Proposicao 2.3.4 exp? (Uy(K)) =2
Demosntracio: E um fato conhecido que c,(Uy(K)) = 2" 1(n — 2) + 2 (veja
[14], pag. 88). Para todo n € N, temos

KN =33 [ " ] mapdade

n
r=0 AFr T
pEn—r

Pelo Teorema 2.3.3, temos que my, = 0 se r < n — 2. Logo,

n n
' (Ux(K)) = Z | my udrd, + Z my pdrd,,.

AFn—1 n — AFn n
p-1 pn=0

Como m, , = 0 para h(\) > 2 (pelo teorema 2.3.3),

CZT(UQ(K)): Z nm,\v(l)dA—l— Z m)\,@d,\.

AFn—1 AFn
h(V<2 h(\<2)

Por 2.3.3, my, <n, e assim
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S (E) <n| D ndi+ Y di| <(n®+n) > dy<2°(n”+n).

AFn—1 AFn AFn
h(X)<2 h(X)<2) h(X)<2)

A pentltima desigualdade vem do seguinte fato: se A = (n — 1), onde A = (p,q) e
M(p+1,q) F n, entao temos que dy < d, e dai,

Z dy < Z dyt < Z dy.

AFn—1 U= AFn
h(X)<2 h(A)<2 h(A)<2

Ja a ultima desigualdade sai do Teorema do gancho (Sec¢ao 1.5), mais precisamente da

seginte maneira: sendo A(p + ¢,p) F n,
nl=d\(plgllp+a+ D)+ +qg—1)...(¢+2))

>d((Pla)p+@)(p+q—1)...(¢+1)) =dx(p!p+ q)h),

donde
n! n
T
pp +q)! p
Observe ainda que
" n
Sasy "]
An p=0 p
R(X)<2

Logo, 2" 1 (n—2)+2 < ¢ (Uy(K)) < 2"(n*+n), edai /27 1(n —2) +2 < /i (Us(K)) <
2v/n? + n. Fazendo agora n tender ao infinito, temos o resultado. [J



Capitulo 3

Identidades Graduadas para a Algebra
Un(K)

Neste capitulo iremos encontrar uma base para o ideal das identidades Z,,-graduadas
da algebra U,(K). Com isto, poderemos calcular as codimensoes graduadas desta 4al-
gebra. Para tanto iremos ultilizar para U, (K) sua Z,-graduagao canonica definida na
Secao 1.3, do primeiro capitulo.

Inicialmente iremos usar um abuso de notacao e denotar o grupo Z, como sendo
Z, ={0,1,...,n — 1} C Z, e para diferenciarmos as operagoes de soma de cada um
destes conjuntos, iremos utilizar +,, para denotar a soma em Z, (soma modulo n) e +
para a soma em Z (soma usual).

Em todo capitulo, K serd um corpo infinito e K (X) denotara a algebra associativa

livre Z,-graduada (ou simplismente n-graduada).

3.1 As Identidades graduadas de U, (K)

Nesta segao iremos considerar a algebra U, (K) com sua Z,-graduacdo canonica,

definida no primeiro capitulo. Iniciaremos com o seguinte lema

Lema 3.1.1 A dlgebra U, (K) satisfaz as sequintes identidades Z,-graduadas:

xgo)xgo) . xg))xgo)

0



47
xgil)xgé) =0

onde 11,1y € Zy, €11 + 1o > 0.

Demonstracgao: Sejam as seguintes matrizes do grau 0,

a0 0 | [ b, 0 0
Ao 0  ax 0 . B 0 Do 0
I 0 0... 0 ap | I 0 O bnn |
Entao, como os elementos do corpo sao comutativos, teremos que
i a; O 0 11 by 0 0 ] | a11b11 0 0 ]
AB — 0  ag 0 0 bao 0 _ 0 22022 0
I 0 0 ann || 0 0 bnn | I 0 0 D, |
i bi1a11 0 0 ]
_ 0 byaxn 0 _ BA
I 0 0 brnnn |
Logo, o primeiro polinémio descrito acima é uma identidade para U,(K). Resta-nos

provar que o segundo polindémio também serd identidade.

Sendo X uma matriz de grau i; e Y uma matriz de grau i,, entao
X =a1+i Er14i, +a2ori Bopyiy + -+ iy nBpn_iin €

Y = b1 14in B4y + b224is B2 oyiy + 4 bnig nEnig

onde 0s a;;/s e 0s by/s sao elementos do corpo K e i1 + i3 > n. Sabemos que a tnica
possibilidade para que AB # 0 é que exista k, onde 1 < k <n — 1, tal que i1 + k =,
com 1 <[<n-—1. Logo, 1 <i1+k<n—iyeentdaol <i;+is+k <n,oqueé
uma absurdo, ja que i1 + iy > n e k > 1. Dai, AB tem que ser a matriz nula, como
queriamos provar. Portanto os polinomios dados acimas sao identidades Z,-graduadas

para a algebra U, (K). O
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Denotaremos por I o T-ideal n-graduado de K(X) gerado pelos polinémios
do Lema 3.1.1, e por Id9 (U,(K)) o ideal das identidades n-graduadas de U, (K).
Observa-se, pelo Lema anterior, que I C Id% (U,(K)). Nosso intuito ¢ mostrar que
I =1d(U,(K)). Antes de mostrarmos este fato, iremos enunciar e provar uma pro-

posicao que nos ajudara na sua demonstracao.

Proposicao 3.1.2 Sejam iq,19,...,1x € Z, tais que iy + 12 + ... + i > n. FEntao o

monomio :Egil)xéb)...x;f’“) é uma identidade n-graduada para U, (K).

Demonstracao: Demonstraremos por inducao. Para k = 2, ja foi demonstrado

no Lema 3.1.1. Agora, suponhamos que a proposicao seja vilida para k e provaremos
(i1) ,.(i2) (ik)m(im—l)

que ela sera valida para k + 1. De fato, considere o monomio x; 'y ™...0;." ;3
e sejam p(xgil),xgb),...,x,(:’“)) = xgil)xgz)...x,(f’“) el =i +iys+ ... +ip. Sei > n,
temos, por hipotese de inducao, que p(xgil), mgi"’), . x,(fk)) ¢ identidade n-graduada para

Un(K), e dai o polinémio xgil)xgz)...x,g’“)xgﬁl) = p(xgil),xgg), ...,x,(f’“))x,(jﬁl) também

sera identidade n-graduada para U,(K). Agora suponhamos que i < n. Neste caso,

temos que % + -+ -+l = 1 +p - +n ik € 0 Zy-grau de p(acgil),xgm, ,a:,(;")) Como

:cgil)xgiZ)...:c,(ﬂi’“)x,(f_’ﬁl) = p(xgil), xgiQ), o x,(f’“))x,(:_ﬁl) e i+igr1 > n, pelo Lema 3.1.1 temos
que xgil)x;iz’)...x,(j’“)x,izﬁl) ¢ de fato uma identidade n-graduada para U, (K). Portanto,

xﬁil)xgb)...x,(j"’) ¢ uma identidade n-graduada para U, (K), sempre que iy +ig+ ... + i >

n.

Considere o conjunto dos monémios de K (X) da forma

U = wox,(fll)wg...wt,lxgt)wt (3.1)

onde iy + ... +i; < n e wy, wy, ..., w; $40 mondmios (possivelmente vazios) nas variaveis
A (0) oo ~ .

homogéneas z; ’ de Z,-grau zero, e em cada w; estas varidveis estao escritas em ordem

crescente de indices, da esquerda para a direita. O proximo teorema nos dard uma

base para K(X) 5 € como consequéncia mostraremos que I = [d? (U, (K)). Porém,

19" (Un (K

antes iremos provar os seguintes lemas:

Lema 3.1.3 Os monoémios (3.1) geram K(X) mddulo I e consequentemente mddulo

1d9 (U, (K)).
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Demonstragao: Seja f € K(X) um poilinomio tal que f # I. Como [xgo), xgo)] €

I, teremos que as variaveis de Z,-grau 0 comutam modulo I, e como xgil)xgé) € I, com
i1 + 12 > n, entao teremos que f tem o Z,-grau total menor que n. Perceba entao que
f & congurente moédulo I a um dos monoémios do tipo (3.1). Ademais, sabemos que

I C 1d(U,(K)), donde segue a ultima afirmacao. [J

Lema 3.1.4 Sejam V um K-espaco vetorial, I e J dois subespacos de V tais que
IC J, epB={vj/v; € A} um subconjunto de V tal que 3 = {v;+1/j € A} gera ¥ e
B={vj+J/jeA} éL.L em Y. Bntiol=J.

Demonstracao: Seja w € J. Entao existem Aq,...,\, € K tais que w+ [ =
(Mo + -+ \wy) + 1, donde w = (Mwvy + -+ + \v,) + v, onde v € I. Dai, como

I C J e consequentemente v + J = 0+ J, temos que

O=w+J= N1 +J)+ -+ (v, + J)

e como (8 é L.I. médulo J, teremos que \; =--- =\, =0. Portantow € [ e [ = J. [J

Teorema 3.1.5 Se K é um corpo infinito, entdo os monémios em (3.1) formam uma

base de K(X) mddulo 1d9" (U, (K)). Ademais,
Ly (Un(K) = 1 = (o, 2], 2002t i+ 5 > m),.

Demonstragao: Observe que I C [d9" (U, (K)) pelo Lema 3.1.1 e que os mono-
mios em (3.1) sdo linearmente independentes modulo 1d9" (U, (K)). De fato, suponha
que f = > ou; € 1d9(U,(K)), onde o; € K e os monoémios u; sdo do tipo (3.1).
Como K é um corpo infinito, entdao os T-ideais n-graduados sao gerados pelos polind-
mios multihomogéneos. Dai, assumiremos que f ¢ multihomogéneo, isto é, as mesmas

variaveis aparecem o mesmo nimero de vezes em cada mondémio u,;. Fixando-se um

(k1) (Kt)

monoémio com coeficiente nao nulo, digamos u; e seja u; = Wok;, Wa... Wy 1T, Wy

Iremos agora fazer as seguintes substituicoes em f: cada varidvel que aparece em wy,

. ‘s (k1)
por Eyi; a varidvel ;)

(k2)

12

, por Ey i, 11; cada varidvel que aparece em wy, por Ei, 11k 41;

. 1z (kt)
POT Bk 41,ky +hyt15--- @ variavel ;™ por Eg o 4k, 441k +..+k+1 € cada

a variavel z
variavel w;, por Fj;, onde j = k; + ... + ky,, + 1. Logo temos que 0 = o 15, 0 que é um

absurdo.
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Agora, observe que todo elemento de K(X), é escrito, médulo I, como combi-
nagao linear dos monomios do tipo (3.1), pelo Lema 3.1.3. Levando em conta o que
acabamos de fazer, temos a priemira afirmcao.

Pelo Lema 3.1.4, temos que I = Id"(U,(K)), ou seja,

187 (U, (K)) = ([, 20, 2029 /i + § > n)a,.

3.2 Matrizes genéricas e identidades graduadas

Nesta secao tralharemos para dar uma outra demonstracao do Teorema 3.1.5.
Para isto, iremos trabalhar com matrizes genéricas.

Considere as seguintes variaveis comutativas, yff), onde 1 <i<j>nek=
1,2,...,. Considere também a algebra polinomial K[yi(f)}. Entao, teremos a seguinte

proposicao.

Proposicao 3.2.1 As dlgebras Un(K)®KK[y(l-€)] e Un(K[yl(f)]) sGo isomorfas.

j
Demonstracao: Considere a seguinte aplicacao linear
¢ Un(K)®xKly;') — Un(Kly,; )

definida por ¢(E;;®k f) = Ei;(f), onde E;;(f) é a matriz que tem f € K[yi(f)] (f éum
monomio) na entrada da linha i e coluna j, além de zero nas demais entradas. Observe
que ¢ esta bem definida pela propriedade universal do produto tensorial, e da maneira
como foi definida, como uma correspodéncia biunivoca entre duas bases, temos que

¢ é um isomorfismo de espacos vetorias. Ademais, € um homomorfismo de algebras.

Portanto, temos o afirmado. [

Seja
i k k k k
Yk() = yg,i)+1E1,i+1 + yé7i)+2E2,i+2 + .+ yfl_)mEn_i,n € Un(K[yi(j)])
com 0 <i<mn-—1ekeN. Seja G, a subdlgebra de Un(K[yfjk)]) gerada por estas

matrizes, para cada ¢ € Z. Considere o subespago

Un(K[yW9))i = { fiBr14i + faEaori + -+ faciBasin/ fis for oo fao1 € K[?Ji(f)]}
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e B; = G, NU(K[y®u4]);. Dai, teremos que G,, = By® B, @ ---@® B,,_1 e B;,B;, C
B\ 4.y, DAYa 11,19 € Zy,.

De modo analogo ao que foi feito na demonstracao do Lema 3.1.1, mostra-se que
G, satisfaz as identidades n-graduadas [xgo),xgo)] e z&il)xgé)

I C Ido (Gy).

, com i1 + i3 > n. Logo

Lema 3.2.2 Seja f(xgil), . ,mg")) € K(X). FEntdo f(Yl(il), . ,Yn(i”)) =0 se, e so-
mente se, f € 1d9 (U, (K)).

Demonstragdo: De fato, f(Y\™,...,v\{")) e Un(K[yfjk)]) e [ & identidade n-

graduada de U, (K) se, e somente se, todas as entradas de f(Yl(il), . ,Yn(i”)) se anula

(k)

para quaisquer substistui¢oes das variaveis y;;” por elementos de K. Como K ¢ infinito,

isto acontece se, e somente se, todas as entradas de f(Yl(“), o ,Yn(i”)) sao polindémios

identicamente nulo. O

Lema 3.2.3 A dlgebra G, € isomorfa, como uma dlgebra n-graduada, o dlgebra

K(X)
1d9m(Un(K))"

Demonstracao: Considere a aplicacao definida por xg) — Yk(i). Dai, como

K(X) é gerado livremente por X = {Jc,(;)/k € N,0 < i < n— 1}, teremos que existe
um homomorfismo ¢ : K(X) — G, tal que gzﬁ(a:,(f)) = Yk(i). Ademais, teremos que
¢ ¢ um epimorfismo, uma vez que todas as matrizes Yk(i) estao na imagem de ¢ e

G, € gerada (como algebra) por elas. Ademais, pelo teorema anterior, teremos que

ker¢ = 1d9"(U,(K)). Dai, existe um isomorfismo ® : —-tX)

Tdo (Un(K)) — Gn, definido por

@(m(k)) = gzﬁ(x(k)) = Yk(i). Ademais, da meneira como ¢ foi definida ela leva variaveis

7 A

n-graduadas em matrizes com o mesmo n-grau. Logo ® preserva graduacao. [J

Lema 3.2.4 Sejam A, e Ay dois elementos de Un(K[yff)]), tais que Ay € B; e Ay € B;.

0O ... 0 fi 0 ... 0 0O ... 0 g1 0 ... 0

0 0 0 foy 0 0 0 0 ¢ 0
Sendo A = e Ay =

0 0 0 O fr—i 0 0 0 O

In—j
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onde fi, ..., facis 1, Gn—j € K[yz(jk)] e0<i,j<n—1,sei+7j>n, entao AjAs =0,

se i+ jJ <n, entao

0 ... 0 flgi—l—l 0 e 0

0O ... 0 0 f2gi+2 cen 0
A1A2 =

0 O O O fn—i—jgn—j

0 ... 0 0 0 - 0

Demonstragao: Inicialmente, se i +j > n, entao i +1 > n — j. Como A; =

fiE i+ foBoio+ .+ fomiBn_ine Ay = g1 By ji1 + g2 B jro+ ...+ g j o j n, entao,

n—i n—j

concluimos que A.B = Z Z f19qE1i+1Eq,j+4 = 0.

=1 g=1
Suponha agora que i + j < n. Logo teremos que : +1 < n — j e dai A;. Ay =

(fiBvip1 + foBaivo + oo+ foiBnin) (@1 By ji + 92 B jro + oo+ gnejBrjn) =
J19iv1E1jyiv1 + foGivoEoivjio + oo + faimjGn—jEn—jEn_i_jn, como afirmado. [

Proposig¢ao 3.2.5 Seja 0 # m(xgil), ...,xl(il)) € K(X) um monémio tal que seu grau
total seja g em ¢ 1d(U,(K)). Entao existem ky, ...k, € N e ji,...,J, € {t1,..., 0} tais

que i i
O ... 0wy 0 ... O
0O ... 0 0 wy ... O
m(Y'l(il)7 - Y}(il)) —
0 0 0 0 Wy
o ....0o 0 0 ... 0
: : (k1) (k2) (kq) -
onde t = n — (iy + -+ jg) e wp = yk,j1+kyj12+k,j1+j2+k~'?lei...+jq—1+k,j1+...+jq+k 5a0

(7?)]_

monomios em Kly,;

Demonstragao: Provaremos por inducao sobre q. Para ¢ = 1 nada a se de-
monstrar, pois m(Yl(il)) = Yl(il). Agora, suponha ¢ > 1. Entdo existe um monémio
0 # n(:zcgil), o :175”)) tal que m(xgil), ...,xl(i‘)) = n(xgil), ...,mfl)x,(qu), onde o grau total de

n(xy,...,x;) € ¢ — 1. Logo, por hipétese de indugao, temos que existem ki, ...,k € N e
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J1s ooy Jg—1 € {1, ...,7;} tais que

0O ... 0 w1/ 0 0
O ... 0 0 wy ... O
n(Yl(“), - Y;(il)) _ ) o ) ) T :
0O ... 0 O 0 ... w,
0O ... 0 O o ... 0
), (k2) (kq)

N . . _(k
onde t/ = n — (j1+ -+ 4 Jg-1) € Wkl = Yy i Y Ui to bk Yin bobas ey bt o

Como m ¢ 1d9"(U,(K)), temos que j; + - - + js—1 + j, < n. Dai, pelo Lema 3.2.4

0O ... 0 w1 0 . 0

0O ... 0 0 wy ... 0O
m(}fl(ll)’ . Y}(”)> — n(Yl(Zl)7 s }/l(zl))yqoq) _

0 ...0 0 0 w,

0 00 0 0

onde t e 0s w;/s sao como no enunciado. [

Lema 3.2.6 Sejam m(xgil), - xﬁf”)) e n(xgil), - ng")) dois monomios de K(X). Se as
matrizes m(Yi(lkl)7 e Kik")) e n(Yigkl), ey Y;ik"L)) tém na primeira linha a mesma entrada
nao nula, entdo m(YiEkl), ey Y;ik")) = n(Y;gkl), oy Ylik"))

Demonstragao: Este lema sai como consequéncia da Proposicao 3.2.5, pois

perceba que a entrada ndo nula na primeira linha da matriz m(Y;", ..., Y;]Z”) determina

S
as outras, assim como a primeira entrada nao nula na primeira linha de n(Yk(fl), . Yk(Z"))

determina as demais. O

(i1) (in)

Corolario 3.2.7 Sejam m, = my(x,"”,...,x,""), para s € {1,2}, dois monomios de

K(X). Suponha que as matrizes ml(Yk,(fl), ...,Yk(zn)) e mg(Yk(fl),...,Y,fj")) tenham na
primeira linha a mesma entrada nao nula, para quaisquer ki,...,k, € N. FEntao,

teremos que my —my € 1d9 (U, (K)).

Demonstracao: Pelo Lema 3.2.6 teremos que m; —ms = 0 na algebra GG,, e como,

pelo Lema 3.2.3, G,, é isomorfa a IdgK<X>

T (U, (7)) Teremos que my — my € 1d9" (U, (K)). O
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Daremos uma prova alternativa do Teorema 3.1.5.

Demonstracao: Considere I como sendo o T),-ideal gerado pelos polinémios
{2\, 29, 2i2d /i + j > n}. Ja sabemos que I C Id"(U,(K)). Logo, s6 necessitamos
provar que [d" (U,(K)) C I. Suponhamos por contradi¢io, que existe pelo menos
um polinémio multihomogéneo f € Id9 (U,(K)) tal que f ¢ I. Iremos trabalhar na

1d97 (U,
I

K(X) ) q ‘
e menor grau possivel expresso na forma

algebra —~. Considere [ €
f = aamq + agmy + ... + aymyg, onde os my/s sdo monomios distintos do tipo (3.1),
a; € K — {0} e s € 0o minimo possivel.

Supondo m; = mt(xffll), ...,x,(fll)), entdo, como f € Id9 (U,(K)), teremos que
mi (YL, L Vi) = Bema (Vi LY
z=2

onde (3, = ;—‘XIZ, que é diferente de zero, pela minimalidade de s, para todo z = 2,3, ..., s.
Como my (Y @k Yk(lil)) # 0, na primeira linha dessa matriz havera uma entrada nao
nula que deverd aparecer na primeira linha da matriz > _, Bzmz(}/;ljl, - YJ'Z) Logo,
teremos a igualdade entre um monoémio (entrada do primeiro membro) e um polindémio
(entrada do segundo membro) da &lgebra K[yfjk)] A matriz my (Y @k ,Yk(li‘)) tera
o elemento nao nulo na primeira linha igual ao elemento nao nulo da primeira linha de
uma das outras matrizes, digamos da matriz my(Y @k, . ,Yk(lil)). Logo, m; — mqy €
1d9 (U, (K)), de acordo com o Corolario 3.2.7. Mas, entdo m; = ms, pois 0s monomios
em (3.1) sdo LI modulo 1d9" (U,(K)) e nos reduzimos f a s — 1 mondémios, o que
contradiz a escolha do s. Portanto, I = [d9 (U,(K)).

Agora iremos provar que os monoémios (3.1) sdo linearmente independentes mo-
dulo Id’ (U,(K)). Supondo o polinémio S¢_, aym; € Id (U,(K)), onde o0s m;/s sio
monodmios distintos do tipo (3.1), com 0 # «; € K, como K é infinito, podemos assumir
que os mondémios m;/s sao todos multihomogéneos e todos com o mesmo multigrau.
Pode-se expressar m; da seguinte maneira: m, = >.._, Bim; modulo 1d9" (U, (K)), onde

B = Ofl“ Agora, substituindo as variaveis pelas respectivas matrizes genéricas gradua-

das, a primeira linha de m; conterd alguma entrada nao nula, pois, caso contrario, m;
pertenceria a Id’" (U, (K)). A mesma entrada nao-trivial deve aparecer em algum dos
monomios da soma, suponhamos que seja em my. Dai, m; — mo € 1d9"(U,(K)) e nos
reduzimos nossa combinacao para t — 1 termos. Finalmente, repetindo-se este processo

nos outros mondmios obtemos um monémio que serd uma identidade para U, (K), o
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que é um absurdo, pois nenhum monémio do tipo (3.1) é identidade n-graduada de

U, (K). O

3.3 Aplicacoes

Iremos agora aplicar os resultados das secoes anteriores para calcularmos as co-
dimensoes n-graduadas de U, (K).

Considere

91$§f1)92$§§2)---grngr)grﬂ (3.2)
o . - K(X)
mondmio multilinear nao nulo de grau total m em T (U ()

., . 0 . . . ~
por varidveis de n-grau zero a;g ) e 15025 s Jry 21, 22, - - -, 2 €stao fixos, onde 1 < z; <

onde cada g; é formado

n — 1, para todo ¢ € {1,2,...,r}. Suponha que este monémio tenha s varidveis de
n-grau zero. Entao, r = m — s. Observe que se permutarmos as r variaveis de n-graus
diferentes de zero, obtemos r! = (m — s)! monomios do tipo (3.2), fixados os g,/s.
Como [m'go), xéo)] € 1d7 (U, (K)), temos que as variaveis de n-grau zero sdo comutativas
em cada g;. Logo, podemos supor que em cada g; as variaveis de n-grau 0 aparecem
em ordem crescente de indices. Observe que cada varidvel de n-grau 0 tem r + 1 =
m — s — 1 possibilidades de localizacoa. Logo, pelo principio fundamental da contagem,

teremos um total de monomios do tipo (3.2) igual a (m — s)!(m — s+ 1), fixadas as r

varidveis de n-graus diferentes de zero. Observe que impomos uma condigoes que nao

K(X) )

fol mencionada: z; 429+ - -+2z, < n (lembre que 0 monémio é nao nulo em T (UL ()
n

Como consequéncia do que acabamos de fazer, teremos a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 3.3.1 Sejam m um inteiro positivo fixado e 7 20 ...,xf) fixadas. Su-

J1 %520
ponha que gl ) )

Ty eyt = mo— s, e 1 < z < n— lsejam fizadas, com

21+ 20+ ...+ 2. < n—1. Entao, o espaco gerado por todos os monomios multili-

o K(X 4 "
neares nestas varidveis em < >K)) tem dimensao (m — s)!(m — s+ 1)°.

7d97 (U (

Agora, iremos calcular a codimensao ¢, = ¢ (U,(K)).

Teorema 3.3.2 A codimensdao ¢, serd

M

m n—1
o=y i+ 1
q=0 q q
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onde M = min{m,n — 1}.

Demonstragao: Basta contar quantos monoémios de tipo (3.1) existem de ta-

manho m (veja o Teorema 3.1.5). Seja f = gi1v192Y2.--9qYgdqr1 € PY(Un(K)) =

par N . ~ s e (k) .
PIATd (U, (k) WM monomio multilinear nao nulo nas variaveis z; ', onde 0 <k <n—1

el <i<m. Paratodo! =1,...,q + 1, os g//s sao monOmios, possivelmente vazios,

EO), e parar = 1,..., 7, tem-se y, = xl()‘:r), onde 1 <a, <n-—1

somente nas variaveis x

el <b <m. Como f € P (U,(K)) nao é trivial, entdo pelo provado no Teorema

3.1.5, teremos que ter a; +as+ ... +a, < n—1. Observe entdo que ¢ < min{m,n —1}.

Denote por A,,_1(q) o nimero de g-uplas de inteiros positivos ay, ..., a, tais que

a;+...+a, <n—1, epor B, 1(q) o nimero de g-uplas tais que a; + ... +a, =n — 1.

Entéao, obviamente temos que A,,_1(q) = B,—1(¢) + Bn—2(q) + ... + B,(q). Sabemos que
r—1

B.(q) = ¢ o nimero de parti¢oes de r em ¢ partes ndo nulas (veja [3], pag.
qg—1
54). Dai, usando as propriedades dos niimeros binomiais, temos que
Ana(@) =) Bila) =) -
r=q r=q q— 1
+ + ot = =
qg—1 q—1 qg—1 q gl(n—1—q)!
. | m L.
Escolhido os graus, observe que temos ﬁ =q! possiveis escolhas para
q
os indices b, da variaveis y, = :Jcé':T), onde a, € {1,...,n — 1}. Assim, o ntumero de
possibilidades para as variaveis yi, ..., 7, no monémio f acima é exatamente
m n—1
q!
q q
Fixados agora ¢ € {0,..., M} e uma escolha das variaveis v, ..., y, temos que

existem (q+ 1)™~? possibilidades de posicionamento das variaveis de grau 0, pois cada
uma das m — ¢ varidveis de grau 0 pode entrar em qualquer um dos g¢/;s (observe a
demonstra¢ao da proposi¢ao anterior).

Temos entao

q! (g+1)"
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possibilidades para o monomio f, fixado ¢ € {0,..., M}.
n
Neste calculo convencionamos que o coeficiente binomial é igual a

zero sempre que ¢ > n — 1. Finalmente temos que

M
m n—1
Com = E q!(q +1)m
q=0 q q

onde M = min{m,n — 1} O

Como consequéncia do Teorema 3.3.2 podemos avaliar assintoticamente a sequén-

cia das condimensoes graduadas ¢ (U, (K)).

Definicao 3.3.3 Sejam f(x) e g(x) sao duas fungdes reais, onde x é uma varidvel
natural, ou seja, o dominio € o conjunto dos naturais. Entao diremos que f(x) e g(z)

sao assintoticamente iguais, que serd representado por f(x) ~ g(x), selim, % =1.

Corolario 3.3.4 Para qualquer n € N teremos

& (Un(K)) ~

Demonstracao: Sendo M = min{m,n — 1}, para m > n — 1, temos que

M =n—1 e assim

i
L

m n—1 3
e (Un(K)) = ¢'(qg+ 1)1
q=0 q q
Mostremos que
m 1
Cm(Un(K)) =~ (n — )™ "' Defato, para
n—1
m n—1
al(g+1)™ =9
q q —a o m—natl
q=n-1,temos = nmIpm "t = 1 Para0< ¢ < n — 2, tere-
m
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mos que
m n—1
q'(q+1)m1
] q q
lim =0
m—00 m
(n — 1)lpm-n+1
n—1
pois,
m n—1 m
alg+ 1" (n—1)!
q a g\ g
- m—n-+1 m!
m n (m—n+1)

(n — 1)lpm-n+1
n—1

e ambos os termos do segundo membro acima tendem a zero, quando m tende para o

infinito. Assim

m n—1
X q'(q+1)m¢
g (U (K — q q
. (U (K)) 8 B
m—0o0 m—r00

(n — 1)lpm-n+1 (n — 1)Ilpm-n+1

Como m(m —1)...(m—n+2)=m" + f(m), onde f(m) é um polindmio em

m de grau n — 2, temos que

m(m—1)...(m —n+2)

lim =1
m—00 mn—1
e assim
m(m B 1) s (m —n-+ 2) (n . 1)!nm—n+1 ~ mn—lnm—n—i—l _ 1 mn—lnm‘
(n—1) o

Portanto, temos o afirmado no teorema. []



Capitulo 4

Graduacoes da Algebra das Matrizes

Triangulares Superiores

Neste capitulo iremos descrever todas as G-graduacoes da algebra das matrizes
triangulares superiores de ordem n, U,(K), para um grupo qualquer G. Considerare-
mos K como sendo um corpo qualquer por todo este capitulo. Como de costume, Id,
indicara a matriz identidade de ordem n.

Seja G" = G x --- x G. Fixando-se uma n-upla (¢1,...,9,) € G", considere
A, & uma

A, = span{Eij/gj_lgj = g}, para cada g € G. Entéo teremos que A = P, .

G-graduagao de U, (K), chamada de G-graduagao elementar definida pela n-upla
(gla R 7g7l)'
Provaremos que toda G-graduacao de U,(K) é, a menos de isomorfismo, uma

graduagao elementar.

4.1 Graduacoes de U,(K)

Lema 4.1.1 Seja V um K-espaco vetorial n-dimensional e considere Vi, ..., V, como
sendo n-subespacos de V' tais que Vi C Vo C ... C V, edimVy =k, para k = 1,....n.
Entao temos que U, (K) € a dlgebra de todos os operadores lineares de V que preservam

VicVocC...CV,.
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Demonstracao: Suponhamos que A seja a algebra de todos os operadores li-
neares de V' que preservam V) C Vo C ... C V,, e que B8 = {vy,vy,...,v,} seja uma
base de V tal que Vi, = span{vy,vs,...,vx}, para todo k € {1,2,...,n}. Entao te-
mos que mostrar que U,(K) = A. Observe que estamos identificando cada operador
T :V — V de A pela sua respectiva matriz [T]z. De fato, sendo X € A, entdo
X)) CWV, X(Vp) C Vs, .., X(V,) CV, e dai

X(Ul) = )\111]1, X(Ug) = )\12'111 + )\22, RN ,X(Un) = >\an1 + /\Qn'UQ + ...+ )\nnUn.

Logo, ) )
A Az A
Y 0 Ao ... gy
0 0 ... A\

Com isto temos que X € U,(K), ou seja, A C U, (K).

Suponha agora que T' € U,(K). Sendo

aix a2 : Q1n
0 age ... Q9p

T =
0 0 ... aum

teremos que T'(v1) = aq1v1, T (ve) = 1201 + agva, ..., T (V) = 1,01 + G2 V2 + ... + Ay Uy
Dai, T(V1) Cc V4,...,T(V,) C V,, ouseja, T € A
Portanto, U,(K) é a algebra das transformagoes linerares que preservam

icVoc...cV, O

Ja é um fato conhecido que qualquer matriz idempotente de M, (K) é conjugada
a uma matriz diagonal. O proximo lema ird mostrar que isto também ocorre para as

idempotentes em U, (K).

Lema 4.1.2 Qualquer matriz idempotente em U, (K) € conjugada a wma matriz dia-

gonal do tipo E;;, + ...+ E; ., para alguns 1 <141 < ... < i < n.

Demonstracao: Considere um K-espaco vetorial n-dimensional V. Sabemos

que existem subespacos Vi,...,V,, taisque V;, C V5, C ... C V, =V, onde dimV}, =



61

k, para k = 1,...,n. Pelo Lema 4.1.1 sabemos que U, (K) é a algebra de todos os
operadores lineares de V' que preservam Vi,...,V,, taisque V; C Vo, C...CV,=V.

Seja e € U,(K) um idempotente. Para provarmos este lema, precisamos mostrar
que existe uma base de V, digamos 5 = {vy, ...,v,}, tal que, Vi = span{vy,...,vp} e
e(v;) = €v;, paratodoi € {1,...,n}, onde ¢, = 0 ou ¢; = 1, pois a matriz deste operador
seria igual a Fy1€; + ... + Eph,€,, ou seja, na forma pedida.

Provaremos a existéncia desta base por inducao. Para n = 1, é trivial, pois
V =K e Uy(K) ~ K. Perceba que a restri¢do de e a V,,_; serd uma matriz triangular
superior de ordem n — 1, e dai assumiremos que e(v;) = €;v;, para i = 1,....n — 1. Se
e(v,) & V,_1, entdo, e(e(v,)) = €*(v,) = e(vy,), e assim teremos que {vy, ..., v,_1,e(v,)}
¢ a base procurada. Porém, se e(v,) € V,,_1, entao considere v,/ = e(v,) — v,. Note
que v,/ € V,, — V,,_1, pois v, € V,,_1, e que e(v,!) = e(e(v,) — vy,) = €2(vy,) — e(v,) = 0.

Dai, {v1,...,Uy_1,0,/} € a base procurada de V. O

Como corolario do Lema 4.1.2 obtemos o seguinte lema.

Lema 4.1.3 Seja e um elemento idempotente de A = U, (K). Entdo a subdlgebra eAe
é isomorfa a Ui(K), onde k = tr(e)

Demonstracgao: Sejam eae, ebe € eAe, onde a,b € A e \ € K. Entao teremos
eae + ebe = e(a + b)e € eAe

Aeae = e(Aa)e € eAe

eaeebe = eaebe € eAe.

Observe que a igualdade na primeira equacao ocorre ao colocarmos os elemento idem-
potentes em evidéncia e a igualdade de terceira equacgao ocorre pelo fato de e ser um
elemento idempotente. Logo, eAe é uma subalgebra de A.

Como e é um elemento idempotente de U, (K), pelo Lema 4.1.2, temos que existem

uma matriz inversivel X € U, (K) e E; i, ..., Eiu, € U,(K) tais que
€ = Xﬁl(Eilil + ...+ Elklk>X
Dai, teremos que

eAe = X_I(Eilil + ...+ Ezkzk>XAX_1(E““ + ...+ Elklk)X =
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X_I(Ellll + cee + Ezklk)A(Ellll + cee _|_ Elklk)X'

Observe que (E; i + ...+ Ei i, ) Eij(Eiyiy + ...+ Ei,i, ) = Eij, sempre que ¢ € {iy, ..., 05} e
g € {i1,..., 1}, e zero nos demais casos, ou seja, (E; i, +...+Ei i, ) Eij(Eiyiy +... 4+ Eiiy ) =
E;;, se i =i, e j = iy, para alguns [,h € {1,...,k}. Definamos entdo o seguinte

isomorfismo de algebras

Eii, +— Ly

Como e ¢ conjugado de E; ;, +...+ E;,;, , temos que tr(e) = tr(E;;, +...+ Ei, ) =

kik>

k, e como a aplicagao por conjugacao
v X_I(Eilil + ...+ Ezkzk)A(E““ + ...+ Elklk)X — Uk(K),

definida por ¥(X 'Y X) = ¢(Y), também é um isomorfismo, temos o desejado. [

Sendo A uma lgebra, dizemos que {x1,...,z,} C A um conjunto de idempotentes

ortogonais se cada x; idempotente e x;z; = 0 para ¢ # j.

-

Lema 4.1.4 Qualquer conjunto {as, ...,a,} de n idempotentes ortogonais de U,(K) é
conjugado a {E11, ..., En,}, ou seja, existe X € U,(K) invertivel tal que X 'a; X = Ey;,

para 1 <1 < n.

Demonstracao: Pelo Lema 4.1.1, podemos considerar U, (K) como sendo a al-
gebra dos operadores lineares de um K-espago vetorial n-dimensional V' que preservam
Vi c Vo C ... CV, Observe que para demonstrarmos este teorema so precisamos
encontrar uma base de V, {vy,...,v,}, tal que Vi, = spang{vi,..., v} e a;(v;) = 0;50;
(onde d;; é o delta de Kroneker) para todos i,j € {1,...,n}, pois teramos que a matriz
da transformacao a; nesta base seria a matriz Ej;.

Considere uma base arbitraria {uy, ..., u,} de V', onde Vi, = span{uy, ..., u;} para
todo k = 1,...,n. Entao, para cada operador linear a4, ...,a, de V, determinado por
cada aq, ..., a,, existe uma matriz triangular superior associada, que ¢ a matriz desta

transformagao na base {us,...,u,}, e seja (ax);; a (ij)-entrada da matriz associada a
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ag, para k = 1,..,n. Como a; é idempotente, observe que a matriz associada a ay
também serd idempotente. Logo teremos que (ag); = 0 ou (ag); = 1, para todo
k =1,..,n. Ademais, estas matrizes associadas também serao ortogonais entre si. Pela
ortogonalidade do conjunto {ay, ...,a,} teremos que cada [ax] terd um tnico elemento
nao nulo em sua diagonal e, como sao idempotentes, este elemento ser 1. Reordenando
se necessario, podemos assumir que (a1)11 = ... = (ap)nn = 1 € (a;);; = 0, sempre que
i # j. Considerando e = a;+...+a,_1, temos que € = ai+...+a2 | = a;+...+a,_1 = e,
ou seja, temos que e é idempotente e tr(e) =tr(ay) + ... +tr(a,) =1+ ... +1=n—1.
Dai, pelo Lema 4.1.3, teremos que a subalgebra eU,(K)e de L(V,_1) é isomorfa a
Un—1(K). Agora, aplicando indugao sobre n, tomemos uma base {vy,...,v,_1} de V;,_4
tal que a;(v;) = &;;v;, para todos ¢,j = 1,...,n — 1. Agora considere v, = a,(u,).
Observe que v, & Vi, 1, an(v,) = a2(up) = an(u,) = v, e ap(vy) = ar(an(uz)) = 0,

para k =1,...n — 1. Logo, o conjunto {vy,...,v,} é a base procurada. [J

Lema 4.1.5 Seja U, = U,(K) = ®gecAy a dlgebra das matrizes triangulares superi-
ores sobre um corpo arbitrdario K e graduada por um grupo G, com elemento neutro

1 € G. Entao, Ay contém n idempotentes ortogonais.

Demonstracao: Na Secao 1.3 mostramos que Id € Ay, e entdo, como a subalge-
bra gerada por Id é isomorfa ao corpo K e como qualquer corpo é semi-simples, teremos
que esta subalgebra também serad semi-simples. Portanto A; contém uma subalgebra
semi-simples nao trival. Dai, considere B como sendo uma subélgebra nao-trivial semi-
simples maximal de A;, C' como sendo um de seus somandos simples e e como sendo a
unidade de C'. Pelo Lema 4.1.2, e é conjugada a uma matriz diagonal. Logo, teremos
dois casos: ou e e Id — e sao dois idempotentes ortogonais nao nulos ou e = Id e
C = B = span{ld}.

No primeiro caso, provaremos com inducao sobre n. Observe que para n = 1
teremos que o lema é véalido. Logo, suponha n > 1. Para este caso, pelo Lema
413, P = eUpe ~ Uy e Q = (Id — e)U,(Id — €) ~ U,_y, onde k # 0,n. Como
Id —e,e € Ay, é facil notar que P e () sdo homogéneas na G-graduagao. De fato,
temos que @gGG(P NA,) € P. Considerando agora p € P, existem a; € A., a4 €

Ag,.. . 0y, € Ay tais que p = a1 +ag + - + ag, € como e € Ay, teremos que
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p = epe = eaje +eag e+ - - -+ eaq, e e dai, pela graduacao, teremos que a; = eaje € P
para todo j € {1,¢1,...,gx}. Assim p € @QGG(P NA,) eda P = @QGG(P NA,). De
modo analogo prova-se que ) = @QGG(Q N A,) e portanto P e () sao G-graduadas.
Logo, por hipotese de indugao teremos que existem n idempotentes ortogonais em Ay,
a saber, ay,...,ar € P e ag,1,...,a, € @, que prova o lema para o primeiro caso.

No segundo caso, observe que dimB = 1. Iremos mostrar que esta possibilidade
gera sempre uma contradicao. Para tal utilizaremos inducao sobre a ordem de G. Se
|G| =1, entdo A; = U, e existe uma subalgebra maximal semi-simples com dimensao
n > 1, sendo esta a subalgebra gerada pelo conjunto {Ei1, ..., Fy, }. Temos entdo uma
contradigao.

Suponha agora que para qualquer grupo finito H tal que |H| < |G|, ja tenha sido
provado que a igualdade dimB =1 ¢ impossivel.

Provaremos inicialmente que qualquer elemento homogéneo de U, é nilpotente
ou inversivel. De fato, suponha que a € A, nao seja nilpotente. Para m suficiente-
mente grande (basta considerar m > dimU,), temos que a, a?, ...,a™ sio linearmente
dependentes, e observe que estes elementos sao homogenéos. Como a, a?, ..., a™ sao LD,
existe [ € {1,...,m} tal que @' = aya+...+o_1a"" o 1a T+ 4 aa™, com o € K,
e como todos sdo componentes homegéneas, entao existe j € {1,..,1 — 1,1+ 1,...m}
tal que a' € Ay N Ay, donde g = ¢, ou seja, g7 = 1. Dai, concluimos que g
tem ordem finita, digamos k, e que a* € A;. Como provado na Secdo 1.8, temos que
J(U,) é formado por todos os seus elementos nilpotentes e como a nao ¢ nilpotente,
entdo a® também ndo pode ser nilpotente. Logo, a* ¢ J(U,) e daf a* ¢ J(A;), pois
J(Ay) € J(U,). Como dz’mﬁ =1lea® € A;—J(A)), temos que existe A € K tal que
a* = MId, donde a¥F — X\Id =0, ou seja, a* — A\Id € J(A;) e dai ¥ — AId é nilpotente.
Isto significa que a* ¢ inversivel, e assim provamos o afirmado.

Agora iremos provar que o radical de Jacobson J(U,) ndo contém elementos
homogéneos nao nulos. De fato, suponha por contradicao que 0 # a, € A, seja
nilpotente, ou seja, suponha que a, € J(U,). Considere L = {z € U,/za, = 0} e

observe que este ¢ um subespaco homogéneo de U,. De fato, sendo = = th e L,
hed
temos 0 = xra, = thag e pela graduacao teremos que x, € L, para todo h € G,

hed
ou seja, L = Gpea(L N Ay). Provamos acima que todos os elementos homogéneos sao
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inversiveis ou nilpotentes, e como elementos inversiveis nao sao divisores de zero, entao
os elementos homogéneos de L sao todos nilpotentes. Portanto toda matriz de L seré a
soma de matrizes nilpotentes, e com isto toda matriz de L tera a diagonal nula. Como a,
¢ nilpotente, entao ela tem a diagonal nula, donde E,,,,a, = 0, ou seja, E,, € L, o que,
por nossa argumentacao, ¢ uma contradi¢do. Logo, provamos que J(U,) nao contém
elementos homogéneos nao nulos. Mas, como J(A;) C J(U,), entao teremos que J(A;)
também nao contém elementos homogéneos nao nulos, e como J(A;) C A;, teremos
que J(A;) = {0}. Logo, A; é semi-simples e portanto A; = B = {\d/\ € K}. Como
dimU,, é finita, entao o suporte de U, suppU, = {g € G/A, # G}, é um subconjunto
finito de G. Ademais, se g,h € supp(U,), v € A, — {0} e y € A, — {0}, ento z e
y devem ser inversveis e da gh € supp(U,). Segue ento que supp(U,) um subgrupo
finito de GG. Logo, podemos supor que supplU, = G, pois, caso contrario, aplicariamos
a hipotese de inducao.

Vejamos agora que dimA, = 1, para qualquer g € G. De fato, suponha que
z,y € A, sejam linearmente independentes. Como A,NJ(U,) = {0} e z,y € A, — {0},
temos que x e y sdo inversiveis. Logo, 27! € Agre yr~! € Ay, ou seja, existe A € K
tal que yx~' = Ad. Dai, teremos (z — A 'y)z™ ' =zz™! = XN lyz~ ! =Td - X1\ =0,
o que nos diz que x~! é um divisor de zero, um absurdo.

para g, h € g, teriamos que [Ay, Ap] € Agn + ApgAgp € segue-se que a subélgebra
comutador [U,,U,] ¢ um ideal graduado nao-trivial nilpotente de U, (K) (de fato,
¢ conhecido que [U,,U,] é um ideal nao trivial nilpotente de U, (K), logo, restanos
mostrar que é graduado, note que [U,,U,] C J(U,), uma vez que o comutador de

duas matrizes triangulares superiores serd uma matriz com a diagonal nula, ou seja,

nilpotente; temos que [a,b] = Zag, Zah Z ag, ap) € como cada [a,4, ay] € Agn,
9eG  heG 9.heG
teremos que [a,b] é a soma de componentes homogéneas em [U,, U,| e dai [U,,U,] é

homogéneo), o que nao pode ocorrer ja que [U,,U,| C J(U,).

Note que G nao pode ser abeliano. De fato, pois sendo G abeliano, tomemos
r € Ay e y € Ay elementos homogéneos arbitrarios. Temos que [z,y] € J(U,), pois
tem a diagonal nula, e [z,y] = vy —yx € Ay, + Apg C Agp. Logo, [z,y] € J(U,) N Ay
e asssim [x,y] = 0. Segue entdo que zy = yx e dai concluimos que U, é comutativa,

um absurdo.
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Como G nao é abeliano, considere o subgrupo comutador nao-trivial G/ e a gra-
duacao pelo quociente %, dada por U,, = EBEG%C%, onde C; = @),z An. Como % tem
ordem menor que a ordem de G, entdo, por hipdtese de inducdo, dimB # 1. Logo,
para esta graduacao, s6 pode ocorrer o primeiro caso estudado nesta demonstracao, e
daf existem n idempotentes ortogonais ey, ...,e, em D = Ct = @), ., An-

Por outro lado, sabemos que G’ é gerado por todos os comutadores a=*b~ab, com
a,b € G. Se h=a1b"tab, 0 #x € A, e 0 # y € Ay, entdo, como todos os elementos
homogéneos nao nulos sao inversiveis, z = 'y lzy é um elemento nio nulo de Aj,.
Como dimA;, = 1, obtemos que A, = span{z}. Particularmente, D como algebra é

1

gerada por todos os elementos z 7'y lzy, onde x e y sdo homogéneos. Observe que

1 * *

1 0 1 ... %
Ty Ty = | ‘ ‘ . =1I1d+ a,

0 0.. 0 1

onde a € J(U,). Ademais, qualquer elemento de D é da forma A\ d+a, com a € J(U,)
e A € K. Particularmente para os idempotentes eq,...,e,, € D existem elementos
nao nulos Ay, ..., A, € K tais que e; = \;Id + a; (observe que \; deve ser mesmo no
nulo, pois e; ¢ J(U,), j que e; no pode ser nilpotente). Mas, para i # j, teremos
que e;e; = A\AId+b # 0, com b € J(U,) o que contraria a ortogonalidade dos e;/s.

Portanto, dimB # 1. Logo, s6 pode ocorrer o primeiro caso. [

Em [29] foi provado que que uma G-graduagdo em M, (K) é elementar, se e
somente se, todas as matrizes unitarias F;; sao homogéneas. Povaremos agora que isto
também ¢é valida para U, (K).

Sendo A = ®yeq A, uma lghera G-graduada e o € Ay, denoteremos o G-grau de

x por degz, ou seja, degxr = g.

Lema 4.1.6 Seja U,(K) = ®yecAy G-graduada. Entdo esta graduagao € elementar

se, e somente se, todas as matrizes unitdrias E;;,1 <1i < j <n, sao homogéneos.

Demonstracao: Se a G-graduacao é elementar, entao, por defini¢cao, as matrizes

elementares F;; sao homogéneas.
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Suponha agora que toda matriz elementar seja homogénea. Inicialmente, prova-

remos que existem ¢y, ..., g, € G tais que
degE;iv1 = g; ' gin (4.0)

para todo ¢z = 1,...,n — 1. Para tal, utilizaremos inducao sobre ¢. Tomemos g, = 1 e
g2 = degEy,. Entdo degE1y = g7 'ga = ga, ou seja, teremos (4.1) para i = 1. Agora,
supondo que j se tenha definido gy, ..., gx € que (4.1) seja valida parai = 1,...,k—1, 4.1,
provaremos que ela ¢ valida para i = k. Se h = degE}, 41, entao definimos gx11 = gih
e assim teremos que degEj 11 = g;, 'gri1. Logo, (4.1) é vélida para i = k. Finalmente,

o G-grau de Ej;, para quaisquer 1 <1¢ < j < n, serd
degEij = deg(Ei,i—l—l---Ej—l,j) = (degEi,Hl)(degEiH,iH)...(degEj_l,j) =

9 9is197 0 Give-97 09 = 9795

e a prova do lema est completa. [J

Lema 4.1.7 Seja U,, = U, (K) = @®,ecA,, graduagao por um grupo G, com elemento
neutro 1 € G. FEntao esta graduacdo € elementar se, e somente se, todas as matrizes

unitdrias E;; pertencem a Aj.

Demonstracao: Se a G-graduacao é elementar, entdao E; € A;, para todo
1 <1 < n, pela definicao de graduacao elementar. Por outro lado, suponha que todas
as IJ;; pertencam a A;. Entao, note que A;; = E;U,E}; ¢ um subespaco homogneo,
para todo 1 < 7 < j < n. De fato, sendo EjaF;;, E;bE;; € Aj; e A € K, entdo
EiaE;; + E;bE;; = Ej(a +b)E;; € E;ULE;; e AEjaEj; = Ejz aE;; € A;;, donde A;;

¢ um subespaco. Ademais, para qualquer a € A, teremos que a = Z ag, com ag € Ay,
geG

Logo, Ejalj; = E”(Z ag)E;; = ZEiiagEjj, e como Eja,E;; € A;N A;j;, teremos
9eG geG

que A;; ¢ de fato homogneo. Observe que E;; € A;; e que dimA;; = 1, pois se X € U,

n

entao E“XEJJ = E“( Z )\lkElk)Ejj = )\ZJEU LOgO Aij = spanEij [§] dai, como Aij
1<i<k<n

¢ homogneo, teremos que F;; um elemento homogéneo e, pelo Lema 4.1.6, teremos o

afirmado. [

Teorema 4.1.8 Sejam G um grupo arbitrdrio e K um corpo. Suponha que a lgebra

Un(K) = ®yecA, das matrizes triangulares superiores de ordem n x n sobre o corpo K
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é G-graduada. Entdo U, (K), como dlgebra G-graduada, € isomorfa a U,(K) com uma

G-graduacao elementar.

Demonstracdo: Pelo Lema 4.1.5, U,(K) contém n idempotentes ortogonais
em A;. Entao, pelo Lema 4.1.4 estes idempotentes sao conjugadas a FEiq, ..., Epn,.
Dai, pelo isomorfismo definido pela conjugacdo, U,(K), como algebra G-graduada, é
isomorfa a U, (K), com uma G-graduagao onde Ejy, ..., E,, sao elementos homogéneos
pertencentes a A;. Dai, pelo Lema 4.1.7, a graduacao de U,(K) é isomorfa a uma

G-graduacao elementar. [J
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