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Resumo

Neste trabalho apresentaremos um estudo sobre polinémios centrais ordinarios,
Zo-graduados e com involucao para algumas importantes algebras na Pl-teoria so-
bre corpos infinitos. Mais precisamente, descreveremos os polinémios centrais Zo-
graduados para as algebras M, (K) (matrizes 2 x 2 sobre um corpo K), M ;(E) (sub-
algebra de Ms(FE) que consite das matrizes cujas entradas da diagonal principal estao
em Fj e os da diagonal secundéaria estao em E7, onde E ¢é a &lgebra de Grassmann com
unidade de dimensao infinita e £y e F4 suas componentes homogéneas de graus 0 e 1,
respectivamente) e £ ® E. Além disso descreveremos os polindmios centrais para F
sobre um corpo infinito K de caracteristica diferente de 2 e finalmente os polinémios

centrais com involugao para Ms(K), considerando as involugoes transposta e simplética.

Palavras-chave: Algebras T-primas, T-espacos, Polinomios Centrais, Polindmios

Centrais Graduados, Polindmios Centrais com Involucao.
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Abstract

In this work we study ordinary, Z,-graded central polinomials and central poli-
nomials with involution for some important algebras in the theory of algebras with
polinomial identities, over infinite fields. Namely, we decribe Zs-graded central poli-
nomials for the algebras M>(K) (2 x 2 matrices over a field K), M ;(E)(subalgebra of
M (FE) whose entries on the diagonal belong to Ey and the off-diagonal entries lie in
Ey, E is the infinite-dimensional unitary Grassmann algebra, Ej is the center of E and
E is the anticommutative part of £) and E ® E.

Also, we describe the central polinomials for E over a field K, with charK # 2
and finally the central polinomial with involution for M(K), considering the transpose

and the sympletic involutions

Keywords: T-Prime Algebras, T-spaces, Central Polinomials, Graded Central

Polinomials, Central Polinomials with Involution.
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Introducao

As algebras tém grande importancia na teoria de anéis, dentre elas destacamos
as algebras com identidades polinomiais (PI-algebras). Uma identidade polinomial de
uma algebra A é um polinémio f(z1,zs,...,x,) em varidveis ndo comutativas que se
anula quando avaliado em quaisquer elementos de A. A é dita uma PI-algebra quando
existe um polinémio nao nulo nestas condig¢oes. Podemos citar como exemplo de PI-
algebras as algebras comutativas, as de dimensao finita e as nilpotentes. Uma vez que
as identidades polinomiais dizem muito sobre a estrutura de uma algebra, seu estudo
passa a ser de grande relevancia.

A teoria das 4lgebras com identidades polinomiais ou PI-teoria teve inicio com tra-
balhos de mateméticos como Jacobson, Kaplansky, Levitzki, Dubnov e Ivanov (pode-
mos citar como exemplos [19], [20], [30], [13]), que tratavam da estrutura de anéis (ou
algebras) que satisfazem uma identidade polinomial, e comegou a se desenvolver mais
intensamente por volta de 1950 quando foi provado o Teorema de Amitsur-Levitzki [11],
o qual afirma que a algebra M, (K) das matrizes n x n sobre um corpo K satisfaz a
identidade "standard" de grau 2n.

Uma das questoes centrais na Pl-teoria esta relacionada a descricao das iden-
tidades polinomiais de uma algebra, isto é, a determinagao de um conjunto gerador
para o T-ideal (ideal das identidades) desta &lgebra. Em 1950, Specht levantou o
seguinte questionamento: "Toda algebra associativa possui uma base finita para suas
identidades polinomiais?". Este questionamento ficou conhecido como Problema de
Specht. Em 1987, Kemer, em seu importante trabalho ( [22], [23]) sobre a estrutura
dos T-ideiais em caracteristica zero, deu uma resposta afirmativa para este problema.

O trabalho de Kemer também trata das importantes algebras T-primas, que sao
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algebras cujos T-ideais sao T-primos. Um 7T-ideal I é dito T-primo se a inclusao
111, C I implicar em [ C [ ou I, C I, onde [; e I, sao T-ideais quaisquer. Kemer
mostra em seu trabalho que os tnicos T-ideais T-primos nao-triviais em caracteristica
zero sdo os T-ideais das algebras M, (K),M,, (E) e M,,(E), onde E (definida como sendo
a algebra com base {1,e;,¢€;,...¢;, | 11 <ia < ... <1, k> 1} e cujo produto ¢ definido
pelas relagoes e? = 0 e e;e; = —eje; para quaisquer 4, j € N) ¢ a dlgebra de Grassmann
de dimensdo infinita e M, ;(F) é a subalgebra de M, ,,(F) que consiste das matrizes que
tém na diagonal principal um bloco a X a e outro b X b com entradas em Ej, o centro de
E, e na diagonal secundaria blocos com entradas em FE, a parte anticomutativa de E. A
partir do trabalho de Kemer foi mostrado que em caracteristica zero valem as seguintes
igualdades T (Mo p(E)QE) = T(Myp(E)), T(Mop(E)RMea(E)) = T(Mactbd.adrve(E))
e T(E®E)=T(M1(FE)), onde T(A) denota o T-ideal das identidades da algebra A.
Este resultado é conhecido como o Teorema do Produto Tensorial de Kemer e do qual
segue que o produto tensorial A ® B de algebras T-primas é Pl-equivalente a uma
algebra T-prima.

Ainda se conhece pouco sobre as descricoes das identidades das algebras T-primas.
As identidades da algebra de Grassmann E foram descritas em caracteristica zero
por Latyshev [27] e por Krakowski e Regev [26] (veja também o artigo [15] para as
identidades de F sobre corpos infinitos de caracteristica diferente de 2). A descri¢ao das
identidades de M,,(K) é conhecida apenas no caso n = 2 e foi dada por Razmyslov [33]
e Drensky [11], em caracteristica zero, e por Koshlukov [24], para corpos infinitos de ca-
racteristica diferente de 2. Em caracteristica zero, geradores das identidades da algebra
E ® E, e consequentemente da algebra (M, ;(F)), foram determinados por Popov [32].
E importante ressaltar que em caracteristica positiva ainda nio se tem descricdo para
as identidades destas algebras e nem ¢ valida a igualdade T(E ® E) = T (M 1(E)).

Uma das maiores ferramentas no trabalho de Kemer foi o uso de identidades gra-
duadas. Este tipo de identidade é uma generalizacao das identidades ordinarias e tem
uma estreita relagao com elas. Dessa forma, as identidades graduadas tém grande im-
portancia na Pl-teoria e por essa razao se tornaram objetos de estudos independentes.

Por ser um trabalho mais facil que a descricao das identidades ordinarias, a
descricao das identidades graduadas das algebras T-primas vai mais além. As algebras

E, My(K), M;1(E) e E® E possuem Zs-graduacoes naturais e os geradores de suas



identidades Zs-graduadas ja sao conhecidos. Temos o seguinte resultado:

Teorema: [10,25] Seja K um corpo infinito tal que charK = p > 2. Entao:

1) To(M3(K)) é gerado por z122 — Tox1 € Y1Y2Y3s — YsYali;
2) Ta(My11(E)) é gerado por x122 — 2221 € Y1123 + Ysyai;

3) To(E ® E) é gerado por x122 — Tox1, Y1Yays + Ysy2u1 € xhyr — yral;

onde as w;’s sao varidveis de grau zero e as y;’s sao variaveis de grau um. No item 3
ocorre a omissao da dltima identidade quando charK = 0.

No caso das algebras M, (K), ao contrario das identidades ordinarias, as gradu-
adas sao bem mais conhecidas. M, (K) possui graduagoes naturais pelos grupos Z e Z,,
e suas identidades Z-graduadas e Z,-graduadas foram descritas para n qualquer por
Vasilovsky [37,38], em caracteristica zero, e por Azevedo [3,4], para corpos infinitos.

As identidades com involucao também aparecem como um importante tipo de
generalizacao das identidades polinomiais ordinarias. Uma involu¢ao (do primeiro tipo)
em uma algebra A é um automorfismo de ordem 2 do espaco vetorial A que satisfaz
(ab)* = b*a* para quaisquer a,b € A. O problema da descrigao das identidades com
involucao das algebras T-primas ainda esté longe de uma solucao, tendo sido resolvido
apenas para a algebra E, por Anisimov [2| em caracteristica zero, e para a algebra
M, (K) por Levchenko, para charK = 0 [28] e para K finito [29], e por Colombo e
Koshlukov [9], para K infinito com charK # 2. Os resultado centrais de [9] estao
resumidos no seguine teorema:

Teorema: Considere a dlgebra Ms(K) e as involugoes transposta ¢ e simplética

s. As seguintes afirmacoes sao validas:

1) O x-ideal T'(M>(K),t) é gerado pelos polinomios [y1yz, 1], [Y1, Ya], [Y121Y2, T2] —

Y1y2[re, 21] € (11, Tol[w3, 24] — [21, T3][T2, 4] + [0, 4] [0, W3];
2) O x-ideal T'(M5(K), s) é gerado pelos polinémios [z1, xs] e [z1,y1];

onde os ;s sao elementos simétricos os y;’s sao elementos anti-seimétrios.
Conforme sera visto no capitulo 04, em (M>(K)) é suficiente considerar apenas

as involucoes transposta e simplética.
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Um outro conceito que merece destaque na Pl-teoria por sua estreita relacao com
o de identidade polinomial é o de polindémio central. Um polinoémio f(z1, s, ..., x,)
é dito central para uma &lgebra A se resulta em elemento do centro de A quando
avaliado em quaisquer elementos desta algebra. Veja que as identidades polinomi-
ais aparecem como os exemplos mais simples, e sao chamadas de polinémios centrais
triviais. Em 1956, Kaplansky |21] apresentou uma lista de problemas em aberto que
motivaram muitos pesquisadores nas décadas seguintes. Um destes problemas era so-
bre a existéncia de polindmio central nao trivial para a algebra de matrizes M, (K),
com n > 2 (no caso n = 2 o polindomio de Hall [z1, xo][x3, x4] + [3, 24][71, 22] J& era
conhecido). A solucdo para este problema foi dada em 1972-1973 independentemente
por Formanek [14] e Razmyslov [34] (veja também [35]), que provaram a existéncia
de tais polinomios por construcao direta. Mais tarde, outros polindmios centrais para
M, (K) foram construidos. Belov [6] provou que toda variedade T-prima de &lgebras
possui um polinémio central.

Assim como na descricao de identidades, a descricao dos polinémios centrais de
uma algebra é uma questao de grande importancia na PI-Teoria, embora ainda se
conhega pouco neste sentido. No caso das algebras M, (K), geradores dos polinémios
centrais sao conhecidos apenas no caso n = 2, e foram determinados por Okhitin
[31], quando char K = 0, e por Colombo e Koshlukov [8], quando K & infinito e
de caracteristica diferente de 2. No caso da algebra de Grassmann, um estudo dos
polindmios centrais é feita em [1] e apresentado no terceiro capitulo deste trabalho.

Uma generalizagao natural do conceito de T-ideal é o de T-espaco. Um T-espaco
na algebra associativa livre é um subespaco que é fechado sob os endomorfismos dessa
algebra. Os T-espacos estao sendo estudados por varios algebristas, pois providenciam
um meio de estudar as propriedades dos T-ideais através de métodos provenientes da
combinatoria algébrica. Diferentemente dos T-ideais, onde todo T-ideal é o conjunto
de identidades polinomiais e todo conjunto de identidades polinomiais ¢ um 7-ideal,
o conjunto dos polindémios centrais de uma algebra é um 7T-espago, porém nem todo
T-espaco é um espacgo de polinémios centrais de alguma algebra.

Também podemos generalizar os conceitos de identidades polinomiais graduadas
e com involuc¢ao para polindmios centrais graduados e com involugao. No estudo destes

ultimos aparecem os conceitos de T-espaco graduado e T-espago com involucao.
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A importancia das algebras graduadas, das algebras com involucao e do conceito
de polindmio central, e o fato de se saber pouco sobre as descri¢oes dos polindémios
centrais de algebras importantes sao motivacoes para o estudo de polinémios centrais
graduados e com involugao. O presente trabalho tem por objetivo este estudo para
algebras sobre corpos infinitos e esta dividido em quatro capitulos. No primeiro sao
apresentados conceitos e resultados basicos necessarios no seu desenvolvimento. No
segundo sao apresentadas as descrigoes dos polindmios centrais Zs-graduados para as
algebras M5(K), M; 1 (E), onde E ¢é a algebra de Grassmann, e E® E. Essas descrigoes
sao feitas em [7].

No terceiro capitulo ¢ feito um estudo sobre o T-espago C(E) dos polinomios
centrais da algebra £ para os casos em que o corpo em questao tem caracteristica zero
e p >0, comp # 2. Neste capitulo é feita a descricao de geradores para o T-espaco
C(F) nos dois caso descritos acima sendo que para o caso da caracteristica ser p > 0
com p # 2 o T-espaco C'(E) nao é finitamente gerado (ver [1]). Esses resultados podem
ser resumidos no seguinte Teorema:

Teorema: Sejam E a &lgebra de Grassamann unitaria de dimensao infitita e

C(E) o T-espago dos polinémios centrais para E.

1) Se charK =p > 2, C(E) é nao é finitamente gerado, porém todo T-espago que

contém propriamente C'(F) é finitamente gerado;
2) Se charK =0, C(FE) é gerado por 1 e pelos polindémios x; [z, T3, z4] € [T1, 22].

No quarto capitulo é feito primeiramente um estudo sobre dlgebras com involucao,
no qual sao apresentados os conceitos de identidade e polin6mios central com involugao
e também a classificacdo das involugoes em algebras centrais simples feitos em |[7].
Depois, sao apresentadas as descricoes dos polindémios centrais com involucao para a

algebra M5 (K), considerando as involugoes transposta e simplética.



Capitulo 1

Conceltos Basicos

Neste capitulo serao apresentados os conceitos basicos e resultados necessarios
para o desenvolvimento deste trabalho. Inicialmente serd feita uma breve explanacao
sobre algebra, objeto de estudo neste trabalho. No texto, K denotara um corpo e,
a menos de alguma mencao em contrario, todas as algebras e espagos vetoriais serao

definidos sobre K.

1.1 Algebras

H* "

Defini¢ao 1.1.1 Uma K-dlgebra é um par (A,x) onde A é um K-espago vetorial e
¢ uma operag¢ao em A que € bilinear, ou seja, x : A x A —A satisfaz:
i)ax(b+c)=axb+ax*c;
ii) (a+b)xc=axc+bxc;
iii) (Aa) xb=ax (Ab) = A(a*b);

para quaisquer a, b, c € A e A € K.

Na definicao acima "*"é chamada de produto ou multiplicacdo. Para simplificar
a notacao, a K-algebra (A,x) sera denotada por A, ficando o produto subentendido,
e ax*b, para a,b € A, serda denotado por ab. Também, por simplicidade, ao invés de
K-algebra, sera usada a expressao algebra. Um subconjunto 3 seré dito uma base para
a algebra A, se [ for uma base de A como espaco vetorial e a dimensao da algebra A

serd definida como sendo a dimensao de A como espaco vetorial.



Definicao 1.1.2 A dlgebra A serd dita:

a) Associativa se o produto de A for associativo, ou seja, se (ab)c = a(bc) para

quaisquer a,b,c € A;

b) Comutativa se o produto de A for comutativo, ou seja, se ab = ba para quaisquer

a,be A;

¢) Unatdria (ou com unidade) se o produto de A possuir elemento neutro, ou seja,

se existir 1 € A tal que la = al = a para todo a € A.

d) Algebra de Lie se a®> = aa = 0 e (ab)c+ (bc)a+ (ca)b = 0 (identidade de Jacobi)

para quaisquer a, b, c € A

De agora em diante, a menos de mencao ao contrario, todas as algebras serao
associativas e com unidade. Em toda algebra A sendo 1 sua unidade e A € K, A1 sera

identificado naturalmente com A e {A1 | A € K } com K.

Exemplo 1.1.3 Paran € N, o espago vetorial M, (K) de todas as matrizes n X n com
entradas em K, munido do produto usual de matrizes, € uma dlgebra associativa com
unidade de dimensdo n?. Destacamos, nesta dlgebra, as matrizes Ej, com 1 <1, j <n
cuja inica entrada nao nula é 1 na i-ésima linha e j-ésima coluna. E fdcil ver que elas
formam uma base para M,(K).

Mais geralmente, se A é uma dlgebra, considere o espago vetorial M, (A) de todas
as matrizes n X n com entradas em A. O produto de matrizes em M, (A) é andlogo ao

produto de matrizes com entradas em K. Temos entao uma estrutura de dlgebra em
M,(A).

Exemplo 1.1.4 Seja V' um espago vetorial com base {ej,ezes...}. A dlgebra de
Grassmann (ou dlgebra exterior) de V', denotada por E(V) (ou simplesmente por
E) ¢ definida como sendo a dlgebra com base {1, e;,€y...€;, | 11 < io < ... <1y, k> 1}
e cujo produto € definido pelas relagoes €2 = 0 e e;e; = —eje; para quaisquer i, j € N.

Destacamos em E os subespacgos vetoriais Ey e Ey, gerados pelos conjuntos
{1,ei,€iy..€:,, | m par} e {e;ei,...c; | k impar},

respectivamente. Claramente, E = FEo ®© E1 como espago vetorial. De e;e; = —eje;
seque que

(€ir€iy-in ) (€, €465 ) = (—=1)™ (e}, ey ...¢5, ) (€5, €ipenCi, )
para quaisquer m, k € N, e assim podemos concluir que axr = xa para quaisquer a € Ey
ex € E, e bc = —cb para quaisquer b, c € E;. Observa-se que se charK = 2, entao E

€ uma dlgebra comutativa.



Tomando agora E' como sendo a dlgebra com base
{eileiz...eik ’ 1 <l < ... <1lg, k> 1},
temos que E' nao tem unidade e € chamada de dlgebra exterior sem unidade.

Exemplo 1.1.5 Seja A uma dlgebra e considere o espago vetorial
KeA={(\a)|ANeK, ae A}.

Definimos em K @ A o produto (A1, a1)(A2,a2) = (MA2, Mag + Aeaq + ajas). Temos
que K& A, munido deste produto, é uma dlgebra associativa com unidade e = (1,0).

Esta construcao é chamada de adjuncao formal da unidade a A.

Se A & uma &lgebra associativa e a, b € A, definimos o comutador [a,b] = ab— ba

e aob = —(ab+ ba), para charK # 2. Mais geralmente, definimos o comutador de

5(
comprimento n como sendo [ay, ..., an_1,a,] = [[a1, ..., an_1] , a,] onde a; € A.
Observe que

lab,c] = alb,c] + [a,c|b (1.1)

para quaisquer a, b, ¢ € A.
Seae€ AeT,: A— Aétal que T,(x) = [z,a], entdo, pela igualdade (1.1)
temos que 7, é uma derivagao, ou seja, T, é um operador linear de A e T,(bc) =

(To(b))e + b(T,(c)), para quaisquer b,c € A. Por indugdo sobre n pode-se mostrar que
[alag...an, C] = Z al...ai,l[ai, C]ai+1...an. (12)
i=1

Se A é uma algebra, V', W subespacos vetoriais de A, definimos o produto VW

como sendo o subespago vetorial de A gerado pelo conjunto {zy |z € V, y € W}.

Definicao 1.1.6 Um subespaco vetorial B de uma dlgebra A serd denomidado subdl-
gebra de A se BB C B, ou seja, se B for fechado com relagcio ao produto de A, e
1 € B. Um subespaco vetorial I de A serd denomidado ideal de A se AI C T elACI,

ou seja, se ax,xa € I para quaisquer a € A ex € 1.

Exemplo 1.1.7 Considere a dlgebra exterior E. Dado n € N, tomemos o subespago
E, de E gerado pelo conjunto {1,e; €i,...€;, | i1 <ia < .. <ix <n}. Temos que E, é
uma subdlgebra de E de dimensao 2" e € a algebra exterior do espaco vetorial com base

{e1, €9, ...,en}.



Exemplo 1.1.8 Sendo A uma dlgebra, o conjunto
Z(A) ={a € A|ax = za, para todo v € A}

¢ uma importante subdlgebra de A, chamada de centro de A. Para todo n € N wvale
Z(M,(K)) = {Auxn | A € K} (matrizes escalares). Em relagao o dlgebra de Grass-
mann, pelo Exemplo 1.1.4 podemos concluir que Z(E) = Ey (charK # 2).

Exemplo 1.1.9 Sejam A uma dlgebra e S C A. Consideremos o subespaco Bg de A
gerado pelo conjunto {1, s182...5; | kK € N, s; € S}. Temos que Bs é multiplicativamente
fechado e que 1 € Bg. Logo, Bs € uma subdlgebra de A, chamada de subdlgebra gerada
por S. Observe que toda subdlgebra de A que contém S deve conter Bs e assim Bg é

a menor subdlgebra de A que contém S.

Definicao 1.1.10 Sejam A e B duas dlgebras. Uma transformagao linear ¢ : A — B
é dita um homomorfismo de dlgebras se p(14) = 15 e p(zy) = w(z)p(y) para quaisquer
x,y € A. Dizemos que ¢ é um mergulho (ou monomorfismo) se ¢ é um homomor-
fismo injetivo, tsomorfismo se ¢ € um homomorfismo bijetivo, endomorfismo se ¢

é um homomorfismo e A = B e automorfismo se ¢ é um endomorfismo bijetivo.

Denotamos por EndA e AutA os conjuntos dos endomorfismos e automorfismos,
respectivamente, da algebra A. Quando existe um isomorfismo ¢ : A — B dizemos
que as algebras A e B sao isomorfas e denotamos por A ~ B.

Se ¢ : A — B é um homomorfismo de algebras, o niicleo de ¢, definido como
sendo o conjunto Kerp = {a € A| p(a) =0} é um ideal de A, e a imagem de ¢,
definida como sendo o conjunto I'me = {p(a) | a € A}, é uma subalgebra de B.

Sendo A uma algebra e I um ideal de A, consideremos no espaco vetorial quociente
A/I, o produto (a+I)(b+ 1) = ab+ I para a, b € A. Este produto estd bem definido,
pois nao depende da escolha dos representantes das classes laterais e torna A/l uma
algebra, conhecida por dlgebra quociente de A por I. Denotaremos a + I por a.

Seja ¢ : A — B um homomorfismo de éalgebras. A aplicacdo m : A — A/I
definida por m(a) = @ ¢ um homomorfismo chamado de projecdo canonica. Se [ ¢é
um ideal de A e I C Kery, entao a aplicacao @ : A/I — B, tal que ®(a) = ¢(a) é
bem definida e € um homomorfismo de algebras. Se I = Kery, entao p é injetora e
portanto A/Kerp ~ Imp = Imep.

Definigao 1.1.11 Seja A uma dlgebra. Dizemos que A é simples se {0} e A sao os

seus unicos ideais. A serd dita central simples se A é simples e Z(A) =K.



10

Dizemos que um elemento r € A é invertivel se existe 7! € A tal que rr~! =

r~!'r = 1. Vamos denotar por U(A) o conjunto dos elementos invertiveis de A. Se
r € U(A), a aplicagao (. : A — A, definida por (,.(z) = r~'ar, é um automorfismo de
A, chamado de automorfismo interno determinado por r.

Proposicao 1.1.12 Se A € uma dlgebra central simples de dimensao finita, entao todo

automorfismo de A € interno.

Demonstracao: Ver [18]. m

1.2 Identidades polinomiais

Seja X = {x1,x2,...} um conjunto nao vazio e enumeravel. Chamemos seus
elementos de varidveis. Uma palavra em X é uma sequéncia x; x;,...x;, onde n € N

n

e r;; € X. Denotemos por 1 a palavra vazia. Duas palavras x; x;,...z;, € Tj%j,...Tj,
serao ditas iguais se n = m e iy = ji, i2 = Jo, ...,in = Jm. COmMo x;7; # x;x; para i # j,
temos que as variaveis de X sao nao comutaveis.

Consideremos K (X) o espaco vetorial que tem por base o conjunto de todas as
palavras em X. Com isso, os elementos de K (X)), que chamaremos de polinémios, sao
somas (formais) de termos (ou mondémios) que sao produtos (formais) de um escalar
por uma palavra em X.

Consideremos, em K (X), a seguinte multiplicacao:
(xilxig"'xin)(leajjz"'mjm) =T Ljy o X5, Lj1 Lo oo Lj, o

O espago vetorial K (X) munido deste produto é uma éalgebra associativa com unidade,
que é a palavra vazia 1. Sejam A uma &algebra e h : X — A uma aplicacdo qualquer,
com h(x;) = a; para i € N. Consideremos agora a aplicacao linear ¢, : K(X) — A
tal que @p(1) = 14 e op(xy T4y 5,) = 4, 04y...a;,. Temos que ¢, ¢ um homomorfismo
de algebras e é o tnico satisfazendo ¢,|x = h. Dizemos entdo que K (X) é a dlgebra
assoctativa livre unitdria, livremente gerada por X.

Sendo f = f(x1,x9,...,z,) € K(X), denotemos por f(aj,as,...,a,) a imagem de
f por ¢n. Observe que f(ay,as,...,a,) é o elemento de A obtido pela substituicao de

x; por a; em f.
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Definigao 1.2.1 Seja A uma dlgebra . Um polinomio f(x1,xa,...,2,) € K(X) (ou a
expressao f(xy, 2, ...,x,) = 0) é dito uma identidade polinomial da dlgebra A se

flai,as, ..., a,) = 0 para quaisquer aq, as, ..., a, € A.

Observe que f = f(x1,29,...,7,) € uma identidade de A se, e somente se, f
pertence aos niicleos de todos os homomorfismos de K (X) em A. Denotando por T'(A)
o conjunto de todas as identidades polinomiais de A, dizemos que A é uma algebra
com identidade polinomial ou PI-algebra se T'(A) # {0}. Se A; e A; sdo algebras
tais que T'(A;) = T'(As), dizemos que A; e A; sdo PI-equivalentes.

Exemplo 1.2.2 Se A for uma dlgebra comutativa, entao o polinomio f(x1,xs) =

[x1, x2] = T129 — X221 (chamado de polinémio comutador) é uma identidade polinomial

de A.

Exemplo 1.2.3 A dlgebra de Grassmann E € uma Pl-dlgebra, pois f(x1,xo,x3) =
[1, x2, x3] (chamado de comutador triplo) é uma identidade polinomial de E. Para ver

isso basta observar que [a,b] € Ey = Z(E) para quaisquer a,b € E.

Exemplo 1.2.4 A dlgebra My(K) satisfaz a identidade f(xy,79,73) = [[T1, T2]?, 73]

conhecida como identidade de Hall. Para ver isto, basta observar que:
i) Se A, B € M, (K), entdo tr(|A, B]) =0;

i) Se A € My(K) e tr(A) = 0, entdo A?> = A, onde Iy é a malriz identidade de
My(K).

Exemplo 1.2.5 Considere o polindmio s,(T1,...,Tn) = Y, €6%e(1)---LTo(m) 0nde Sy € 0
O'ESn
grupo simétrico sobre n elementos, e, = 1 se o for par e ¢, = —1 se o for impar. Este

é o chamado polinémio standard de grau n e s,(x1,...,x,) € T(A) para toda dlgebra A

com dimA < n.

Os conceitos e propriedades apresentados a seguir sao de grande importancia na

Pl-teoria.

Definigao 1.2.6 Um ideal I de K(X) é dito um T-ideal se o(I) C I para todo ¢ €
EndK (X), ou equivalentemente, se f(g1,...,gn) € I para quaisquer f(xy,...,z,) € I e
g1,y gn € K(X).

Proposicao 1.2.7 Se A é uma dlgebra, entao o conjunto T(A) das identidades de A é
um T-ideal de K (X). Reciprocamente, se I é um T-ideal de K (X)) entao existe alguma
dlgebra B tal que T(B) = 1.
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Demonstracdo: E facil ver que T(A) é um ideal de K (X). Sejam f(z1, ..., z,) €
T(A) e p € EndK (X), arbitrarios. Se ¢ : K(X) — A é um homomorfismo qualquer,
entdo Y(o(f)) = (Wop)(f) =0, pois Yoy : K(X) - A ¢ um homomorfismo de
algebras e f € T(A). Dai ¢(f) € Ker(y) e portanto ¢(f) € T'(A).

Seja I um T-ideal de K (X). Tomemos a algebra quociente B = K(X) /I e a
projegao canonica m : K(X) — K(X) /I. Se f € T(B), entao f € Ker(m). Como
Ker(m) =1, temos T(B) C I. Por outro lado, se f(x1,...,x,) € [ e g1, ..., 9, € K(X),
entao f(g1,...,9n) € I e dai f(g1,...,0n) = m = 0. Logo f € T(B), o que
conclui a demonstracao. m

Nao é dificil ver que a interseccao de uma familia qualquer de T-ideais é ainda
um T-ideal. Temos entao a seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 1.2.8 Seja S um subconjunto de K(X). Definimos o T-ideal de K (X)

gerado por S, denotado por <S>T, como sendo a intersecao de todos os T-ideais de
K (X) que contém S. Assim, (S)" é o menor T-ideal de K (X) contendo S.

Do ponto de vista pratico, o T-ideal gerado por S coincide com o subespaco veto-
rial de K (X') gerado pelo conjunto {h1f(g1, ..., gn)h2 | f € S, h1,ho, g1, ..., gn € K(X)}.
Se A ¢ uma algebra e S C T(A) é tal que T(A) = (S)" dizemos que S é uma base de
identidades de A. Se um polinémio f(xy,...,x,) € <S>T dizemos que f segue de S5,
ou que f é consequéncia de S. Se existe S finito tal que T(A) = (S)" para uma
algebra A, dizemos que A possui propriedade de base finita para as identidades. A
questao da existéncia de base finita para as identidades das algebras associativas sobre
corpos de caracteristica zero é conhecida como problema de Specht e, em [23], Kemer
deu uma resposta positiva para este problema.

Vejamos agora alguns exemplos de bases de identidades para algumas algebras
importantes.
Exemplo 1.2.9 Se A é uma dlgebra comutativa qualquer e K € um corpo infinito,

entio T(A) = ([x1,x5))". Dizemos entdo que todas as identidades de A sequem (ou

sGo consequéncias) do polinémio [xy, zs].

Exemplo 1.2.10 Se K é um corpo infinito de caracteristica diferente de 2, entao

T(E) = ([z1,22,25))".

O Exemplo 1.2.10 estd demonstrado na Proposicao 3.1.3.
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Exemplo 1.2.11 Em 1973 Razmyslov [33] provou que T(M2(K)) € finitamente ge-
rado para charK = 0, determinando uma base com 9 identidades. Posteriormente,
Drensky [11] mostrou que T(My(K)) = (s4(x1, 22, T3, 24), [21, 72)2, 23])", também para
charK = 0. Em 2001 Koshlukov [24] generalizou este resultado de Drensky para K
infinito de caracteristica diferente de 2 e 3. Quando charK = 3 uma terceira identidade

¢ necessdria para gerar o T-ideal(veja [8]). Para charK = 2, o problema da descrigao
T(M5(K)) ainda estd em aberto.

1.3 Variedades e Algebras livres

Definigao 1.3.1 Seja S um subconjunto de K (X). A classe f de todas as dlgebras que
tém todos os polinomios de S como identidades é chamada de variedade (de dlgebras
associativas) definida por S.

Se £ & uma classe de algebras, seja T'(k) a interse¢ao de todos os T-ideais T'(A)
com A €f. A variedade de algebras definida por T'() é chamada de variedade gerada
por & e denotada por varf . Se k= {R}, onde R é uma algebra, entao denotamos varf

simplesmente por varR. Observe que a variedade definida por S é igual & variedade

definida por (S)".

Teorema 1.3.2 (Birkhoff) Uma classe nao vazia de dlgebras f§ é uma variedade se,

e somente se, € fechada a produtos diretos, subdlgebras e dlgebras quocientes.

Demonstracao: Veja [12], pagina 24. m

Definicao 1.3.3 Seja V' uma variedade de dlgebras. Dizemos que uma dlgebra F' €
V' € uma dlgebra relativamente livre de V (de posto enumerdvel) se existe um
subconjunto Y (enumerdvel) gerador de F tal que para toda dlgebra A € 'V e toda
aplicagao h 1Y — A eziste um 1inico homomorfismo de dlgebras ¢ : F — A estendendo

h. Nessas condigcoes, F' € dita livremente gerada por Y .

Teorema 1.3.4 Toda variedade V' possui alguma dlgebra relativamente livre. Além

disso, duas dlgebras relativamente livres de mesmo posto em V' sao isomorfas.

Demonstragao: Seja T'(V) = NgeyT'(R) e considere 7 : K (X) — K(X) /T(V)
a projecao canonica. Mostraremos que 7(X) é enumeravel. Sejam z1 e x5 dois elemen-
tos distintos de X tais que m(x1) = m(x3). Consideremos uma algebra nao nula A de
V e um elemento nao nulo a € A. Entao existe um homomorfismo ¢ : K(X) — A

tal que ¥(z1) = a e P(xy) = 0. Como T(V) C Kery, existe um homomorfismo
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b K(X) /T(V) = Atal que por = . Porém, a = ¥(m) = (pom)(m1) = ¢(r(z1)) =
o(m(z2)) = (pom)(xe) = 1(x2) = 0, 0 que é uma contradigao. Logo m|x é injetora e
portanto m(X) é enumeravel.

Agora mostraremos que K (X) /T'(V) é livre em V. A &lgebra K(X) /T(V) é
gerada pelo conjunto 7w(X) e pertence a V. Sejam A € V e o : m(X) — A uma
aplicacao. Como K (X) é a &algebra livre com conjunto gerador X, a aplica¢dao o o7 :
X — A estende-se a um homomorfismo 6 : K(X) — A. Existe um homomorfismo
p: K(X)/T(V) — Aparaoqual pom =0, pois T (V) C Kerf. Se x € X temos que
p(r(x)) = (pom)(x) =0(x) = (com)(x) = o(m(x)) ou seja, 0 homomorfismo p estende
a aplicagao o. Portanto K (X) /T(V) é uma algebra livre na variedade V.

Suponhamos agora F) e F; édlgebras relativamente livres de mesmo posto em V.
Sendo F e F; livremente geradas por Y] e Ys, respectivamente, tomemos uma bijecao
g :Yr — Y5 Assim, existem homomorfismos de algebras ¢y 1 F1 — Fy e o 1 Fy — F
estendendo g e g~', respectivamente. Logo, (p2 0 ¢1)(y) =y e (¢1 0 ¢2)(z) = 2 para
quaisquer y € Y7 e z € Y5. Segue entao que w09y = Idp, e ¢109s = Idp,, e portanto
Y1 € Y9 sao isomorfismos. =m

As ideias de variedades e algebras livres sao na verdade mais gerais do que

acabamos de apresentar. Para maiores detalhes, veja [12]| se¢oes 1.2, 2.2 e 2.3.

1.4 Algebras envolventes

Seja A uma &lgebra associativa e considere em A o novo produto [a, b] = ab — ba
para a,b € A. Com este produto temos uma nova estrutura de algebra em A, que
denotamos por A™). Como [a,a] = a—a = 0e [a,b, c|+[b, ¢, a] +[c, a, b] = 0 (identidade
de Jacobi) para quaisquer a,b,c € A, temos que A & uma algebra de Lie.

Se uma algebra de Lie L é isomorfa a uma subalgebra de A7), dizemos que A &

uma 4algebra envolvente de L.

Exemplo 1.4.1 Seja L uma dlgebra de Lie com base {u,v} tal que uxv = v. A
dlgebra My(K) é uma dlgebra envolvente de L, pois o subespaco vetorial V' de My(K)
gerado por {Ey1, E12} € uma subdlgebra de My(K)7) e a aplicacdo linear o : L — V que

satisfaz (u) = E1q e p(v) = E19 € um isomorfismo de dlgebras de Lie.

Definicao 1.4.2 Seja L uma dlgebra de Lie. Uma dlgebra associativa U € dita uma

dlgebra universal envolvente de L se L é uma subdlgebra de U™ e para toda
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dlgebra associativa A e todo homomorfismo ¢ : L — A de dlgebras de Lie, existe

um dnico homomorfismo de dlgebras associativas ¢ : U — A que estende ¢, ou seja,

VL= .

Teorema 1.4.3 (Poincaré, Birkhoff, Witt) Toda dlgebra de Lie L possui uma
tnica (a menos de isomorfismo) dlgebra universal envolvente U(L). Se L possui uma
base {e; | i € I}, sendo I totalmente ordenado, entao U(L) possui uma base formada

pelos elementos
€i €iy---Cipy s 11 <1< ... < ip, 1, € I, p= 0, ]_,2,

onde p = 0 nos dd a unidade de U(L).
Demonstracao: Veja [12], pagina 11. =
Sendo X = {z1, xs, 3, ...}, consideremos o conjunto
ComX = {[%‘1,%27 o Ty | k> 2,1, € X}.

Sejam B(X) a subalgebra (com unidade) de K (X) gerada por ComX e L(X)
o subespaco vetorial de K (X) gerado por X U ComX. Os polinomios de B(X) sao
chamados de polindmios proprios.

Consideremos agora a algebra de Lie K <X>(7). Usando a identidade de Jacobi
é possivel mostrar que se u,v € X U ComX, entao [u,v] € L(X). Logo, L(X) é uma
subalgebra de Lie de K (X)),

Teorema 1.4.4 (Witt) U(L(X)) = K(X)
Demonstragao: Veja [12], pagina 14, Teorema 1.3.5. =

Observe que L(X) é livre na classe das algebras de Lie. De fato, sejam L uma
algebra de Lie e h : X — L uma aplicacao qualquer. Tomemos o homomorfismo de
algebras associativas ¢ : K(X) — U(L) que estende h. Esse homomorfismo existe
devido ao fato de K (X) ser livremente gerada por X. Temos que ¢([z;,, Tiy, ..., Ti,])
=lp(xi), ¢ (xs) ..y o (x;,)] para k > 2, e assim p(L(X)) C L. Além disso, se fi, fo €
L(X), entao ¢([f1, f2]) = [¢(f1), ¢(f2)]. Logo, ¢|rx) : L(X) — L é um homomorfismo
de algebras de Lie estendendo h. Nessas condigoes, dizemos que L(X) é uma algebra

de Lie livre, livremente gerada por X.
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Consideremos agora uma base ordenada de L(X) consistindo dos elementos
T1,X92y ey Ly eeey UL, Uy vy Ugpyy - -n

onde {uy,us, ...} € ComX é uma base de [L(X), L(X)], o subespago vetorial de L(X)
gerado por ComX. Segue dos Teoremas 1.4.3 e 1.4.4 que K(X) possui uma base

formada pelos elementos

1 "2

Izl i

TR U Uy g my >0 (1.3)

onde i < ip < ... <1, J1 < J2 < ... < jg. Observe que os elementos com & = 0 formam

uma base para B(X) e que se f(z1,xs,...,z,) € K(X), entdo
flxy, 29, .. 2) = Zaaxflx?...x;ﬁ”ga (1.4)

onde a = (ay,as,...,a,), a; > 0, a, € K e g, € B(X). Além disso, como os elementos
de (1.3) sao linearmente independentes, temos que f possui uma tnica expressao nesta

forma.

Lema 1.4.5 Se A for uma dlgebra unitdria sobre um corpo infinito K, entdo todas as

identidades polinomiais de A sequem de suas identidades polinomiais proprias.

Demonstracao: Veja [12], Proposi¢ao 4.3.3, ii) m

1.5 Polindmios multi-homogéneos e multilineares

Definigao 1.5.1 Sejam m € K(X) um monémio e x; € X. Definimos o grau de
m em x;, denotado por deg,,m, como sendo o numero de ocorréncias de x; em m.
Um polinomio f € K(X) é dito homogéneo em x; se todos os seus mondmios tém
0o mesmo grau em x;. [ € dito multi-homogéneo quando é homogéneo em todas as

varidveis e € dito multilinear se é multi-homogéneo e tem grau 1 em cada varidvel.

Se m = m(x1, T, ..., ;) ¢ um mondmio de K (X), definimos o multigrau de m
como sendo a k-upla (ay,as,...,ax) onde a; = deg,,m. Definimos uma componente
multi-homogénea de f € K (X) como sendo a soma de todos os mondmios de f com
um dado multigrau. Nessas condicoes, temos que f é multi-homogéneo se, e somente
se, possui uma tUnica componente multi-homogénea. Da mesma forma, temos que f é
multilinear se, e somente se, é multi-homogéneo com multigrau (1,1, ..., 1).

O proximo resultado nos da uma importante ferramenta no trabalho de determi-

nar geradores para T-ideais quando K é infinito.
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Proposicao 1.5.2 Sejam I um T-ideal de K(X) e f(z1,29,...,a;) € I. Se K € in-
finito, entdo cada componente multi-homogénea de f pertence a I. Consequentemente,

I € gerado por seus polindmios multi-homogéneos.

Demonstracao: Seja n o maior grau em z; de algum monoémio de f. Para cada
i=0,1,...,n, tomemos f;(z1, s, ..., ;) como sendo a soma de todos os mondémios que
tém grau ¢ em z; (a componente de grau ¢ em x1). Temos claramente f = fo+ fi+...4 fy.
Como K é infinito, podemos escolher Ao, A1, ..., A\, € K todos distintos. Para cada

j=0,1,..,n, temos g; = f(\jr1, 72, ..., 7) = fo+ Ajfi + ... + A} fn e assim

1 /\0 . )\8 fo Jo
1 )\1 Ce )\? fl o g1

Observe que g¢o,91,...,9, € I, pois I é T-ideal. Além disso, a primeira ma-
triz na igualdade acima é uma matriz de Vandermonde invertivel. Logo, devemos ter
f07f17 7fn el

Agora, para cada ¢t =0,1,...,necadat=0,1,2,... , tomemos f;; como sendo a
componente homogénea em f; de grau ¢t em x,. Usando entao os mesmos argumentos
acima, concluimos que f;; € I e assim, repetindo o processo para cada variavel, temos a
primeira afirmacao. Além disso, observando que f é a soma de suas componentes multi-
homogéneas, temos a segunda afirmacao, ou seja, podemos concluir que I é gerado por

seus polindmios multi-homogéneos. m

Proposicao 1.5.3 Se [ ¢ um T-ideal de K(X) e charK = 0, entao I € gerado por

seus polindmios multilineares.

Demonstracao: Como charK = 0, temos que K é infinito. Assim, pela Proposicao
1.5.2, I é gerado por seus polinémios multi-homogéneos. Seja entao f(z1,zs,...,xx) €
I multi-homogéneo com n = deg,, f. Tomando y; e y, variaveis de X diferentes
de x1, 9, ..., x,, consideremos o polindomio h(yi, Yo, T2, ..., k) = f(y1 + Y2, T2y ..y k).
Sendo hi(y1,ys, T2, ..., Tx) a componente homogénea de grau 1 de h(yy,ys2, xo, ..., Tx)
em y; temos que deg,hy = n — 1 e que hy(zy,21,%2,...,25) = nf(z, 22, ..., Tk).

Como charK = 0 segue que f é consequéncia de hi(y1,y2, T2, ..., ;). Observemos
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que degy,hi = n — 1 e assim, caso seja necessario, continuamos o processo para as
variareis ys, T, ..., xx em hy. Continuando com este processo (chamado de processo de
linearizacao), podemos concluir que f é consequéncia de algum polindmio multilinear

de I e assim o resultado estd demonstrado. m

1.6 T-espacos e polindmios centrais

Definigao 1.6.1 Sejam A uma dlgebra e f(xq,x9,...,2,) € K(X). Dizemos que f é
um polinémio central para A se [ tem termo constante nulo e f(aq, az, ..., a,) € Z(A)

para quaisquer ai, s, ..., a, € A.

De acordo com essa defini¢ao, dizer que f é um polinémio central para A significa
dizer que [f, g] é uma identidade de A para todo polinomio g € K (X). Assim, temos
que se duas algebras sao Pl-equivalentes, entao elas tém os mesmos polinémios centrais.

Exemplo 1.6.2 Sendo A uma dlgebra, toda identidade de A € um polinémio central

para A. As identidades sao ditas polinémios centrais triviais.

Exemplo 1.6.3 O polinomio f(xy,xe,x3,24) = [T1,22] © [x3,24] (polinémio de Hall)
é um polindmio central para a dlgebra Ms(K). Okhitin [31] descreveu os polindmios
centrais para a dlgebra Ms(K), no caso de charK = 0, e Colombo e Koshlukov [8]
generalizaram esta descricao para o caso de K ser um corpo infinito de caracteristica
diferente de 2.

Exemplo 1.6.4 Sejam K um corpo qualquer e E a dlgebra exterior sobre K. Temos
que f(x1,x2) = [x1, 23] € um polinémio central para E. Quando charK = p > 0, temos

que g(x) = xP é um polinémio central para E.

Definigao 1.6.5 Um subespago V de K(X) é chamado T-espago de K (X) se, para
todo ¢ € EndK (X), tivermos (V) C V.

Proposigao 1.6.6 Um subespago V de K(X) é um T-espago de K(X) se, e somente
se, f(g1,--, gn) €V para quaisquer f(x1,...,2,) €V e g1,..., gn € K(X).

Demonstragao: Sabe-se que, dado um subconjunto {f; | ¢ € N} de K (X), existe
um tnico endomorfismo ¢ de K (X) tal que ¢(z;) = f; para todo i € N. Suponhamos
V um T-espago de K(X). Dados ¢i,...,9, € K(X), existe um endomorfismo ¢ de
K (X) tal que o(z;) = g;, para i = 1,...,n, e p(x;) = 0 caso contrario. Como V é
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um T-espago, o(f(z1,...,x,)) = flp(z1), ... o(xn)) = f(g1, .., 9n) € V, para qualquer
f(z1,...,x,) € V.

Por outro lado, suponhamos f(g1,...,g,) € V para quaisquer f(x1,...,x,) € V e
J1y -y gn € K(X). Se p € EndK (X), entdo o(f(x1,...,2,)) = fle(x1),...,p(z,)) € V,
pois (1), ..., o(x,) € K(X). m

Exemplo 1.6.7 Todo T-ideal de K (X) é um T-espago. O subespaco K = {al | a € K}
¢ também um exemplo de T-espaco de K (X).

Exemplo 1.6.8 Sejam A uma K-dlgebra e W um subespaco de A. O conjunto
{f(x1,....,x,) € K(X) | fa1,...,an) € W para quaisquer aq, ..., a, € A}
é um T-espago de K(X).

No Exemplo 1.6.8, destacamos o caso particular W = Z(A), no qual temos nosso

maior interesse. Dessa forma, temos o T-espaco
{f(x1,....;x,) € K(X) | fla1,...,an) € Z(A) para quaisquer ay,...,a, € A}

que é chamado de espago dos polindmios centrais de A e é denotado por C(A).
Além disso C'(A) é multiplicativamente fechado, pelo fato de Z(A) ser uma subélgebra
de A, condic¢do que nao é satisfeita por todo T-espaco.

E importante observar que os elementos de C(A) sdo na verdade da forma g + c,
onde g é um polindémio central (de acordo com a Defini¢ao 1.6.1), e ¢ ¢ uma constante.
Além disso o conjunto dos polindémios centrais de alguma &lgebra pode nao ser um
T-espago. No Exemplo 1.6.4, considerando charK = p, vimos que g(z) = 2P é um
polinémio central para E. No entanto, g(z + 1) = 2P + 1 possui termo constante nao
nulo, portanto nao satisfaz a Definicao 1.6.1.

E facil ver que a interseciio e a soma de uma familia qualquer de T-espacos ainda
sao T-espacos. Dado um subconjunto S de K (X), o T-espaco gerado por S é definido
como sendo a intersecao de todos os T-espacos que contém S. Em outras palavras,
o T-espago gerado por S é o menor T-espago de K(X) que contém S. A proxima
proposi¢ao nos da uma caracterizacao do T-espago gerado por um conjunto.
Proposicao 1.6.9 Se S CK(X) e V é o T-espaco de K(X) gerado por S, entao V

é exatamente o subespaco de K(X) gerado por

{flgr, ) | FES, g1, 9n € K(X)}
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Demonstracao: Comecemos observando que este conjunto é exatamente igual

(EndK (X))S ={¢(f) | f €5, ¢ € EndK(X)}

Tomemos V; como sendo o subespaco de K (X') gerado por (EndK (X))S. Como S CV
e V & um T-espaco, temos que ¢(f) € V para quaisquer f € S e ¢ € EndK (X), ou
seja, (EndK (X))S C V. Logo, Vi C V. Observando agora que ¢(g) € (EndK (X))S
para quaisquer ¢ € EndK (X) e g € (EndK (X))S, concluimos que V; é um T-espago
de K(X). Além disso, S C V; e como V é o T-espaco gerado por S, temos V C V;.
Portanto V=V;. =

Exemplo 1.6.10 Sejam S C K (X) e J o T-ideal gerado por S. Tomando

Sl = {xn-&-lf(xla "'axn)xn-i-Q ‘ f € S}

temos que J € exatamente o T-espago de K(X) gerado por Sy. Assim, a partir de uma

base de um T-ideal € possivel construir um conjunto capaz de gerd-lo como T-espaco.

Observacao 1.6.11 Sabemos que todo T-ideal € gerado por seus polindmios multi-
homogéneos (ver Proposi¢oes 1.5.2 e 1.5.3) quando o corpo base é infinito, e por seus
polindmios multilinares quando o corpo base tem caracteristica zero. Através dos mes-
mos processos usados para T-ideais é possivel mostrar que todo T-espaco € gerado por
seus polindmios multilineares no caso de caracteristica zero, e por seus polindmios

multi-homogéneos no caso de corpo base infinito.

Exemplo 1.6.12 Seja K um corpo e consideremos a dlgebra M, (K), com n > 2.
Sejam I o T-ideal das identidades de M, (K) e

V={f(z1,....,zm) € K(X) | tr(f(A1,..., Am)) = 0 para quaisquer Ay, ..., Ap € M,(K)}.

Temos que V' é um T-espago de K(X) e que I CV . Ademais, [x1,22] € V e dai
I+Vi CV , onde Vi é o T-espago gerado pelo polinémio [x1,xs]. Mostremos agora
que quando charlK =0 temos V =1 + V. De fato, tomemos
flzr,.yxm) = Z AoTo(1)---Tam) € V
O’GSm

lembrando que V € gerado por seus polindmios multilineares. Observemos que, para
todo o € S,,,

To(1)---To(m) = L1To(i+1)---La(m)Ta(1)---Lo(i—1) + [Ia(l)“'Ia(ifl)a xlxa(i+1)---xo(m)}

onde o(i) = 1. Logo, f(x1,...,xm) = 219(x2, ..., xy) (Mmod V1), onde g é um polindémio

multilinear. Como Vi CV e f €V | devemos ter x19(za,...,xy) €V, 0 que significa



21

tr(A1g(As, ..., An)) = 0 para quaisquer Ay, As, ..., Ay € M, (K). Mas, isto s6 é possivel
se g(Ag, ..., Ap) = 0 para quaisquer As, ..., A, € M,(K). Logo, x19(xs, ..., T,) deve ser
identidade de M,(K) e portanto f € I + V.

No caso n = 2, temos que 0s polindmios x554(x1, To, T3, T4)Tg, Tal[r1, 2]%, 23]T5,
(21, 23] geram V' como T-espago (ver Ezemplo 1.2.11).

Se tomarmos x1 = Eiy — Ey e 19 = Fyy podemos observar que [y, z2)*> € V. De
fato, [E1g — Eoy, Es)? = (E1g+ F91)? = Ihyo, onde Ioxo é a matriz identidade de ordem
2 com entradas em K, e tr(laxs) = 2 # 0. Isso mostra que V nao € mulliplicativamente
fechado.

Exemplo 1.6.13 Sejam n > 2 e A wma dlgebra qualquer. Temos que o0s tnicos
polindmios centrais para a dlgebra U,(A) sao as identidades.

De fato, consideremos os subespacos D (matrizes diagonais) e N (matrizes com
diagonal nula) de U,(A). Temos que D é uma subdlgebra e N é um ideal de U,(A).
Além disso, U,(A) = D @® N como espaco vetorial. Temos também que o centro de
Un(A) coincide com o conjunto das matrizes da forma al,,x,, onde a € Z(A).

Tomemos f(x1,...,xm) € K(X) um polinémio central para U,(A). Primeira-
mente, vejamos que [ € uma identidade de D. De fato, dados ay,...,a,, € A, temos
que f(a1E11, ..., amEr1) = f(aq, ..., am)Er1. Mas, como f € central para U, (A), devemos
ter f(ay,...,am)E11 = alpxn para algum a € Z(A). Logo, a deve ser nulo e portanto
flay,...,am) = 0. Seque entao que f € T(A) e dai € imediato que f € T(D). Tomando
agora X1, ..., X, € Un(A), temos X; = D; + N;, com D; € D e N; € N, e assim
f( Xy, ... X)) = f(Dy,....,D,,)+C =C, onde C € N. Como f(Xy,..., X;n) € diagonal,

devemos ter C =0 e assim f € uma identidade de U,(A).

Exemplo 1.6.14 Seja V o T-espago de K(X) gerado pelos polinémios
(1, 9] € [T1, xa][x3, 24].

Da igualdade (1.1) temos

[[z1, o)xy, 23] = [21, 22][T4, 3] + [21, T2, T3] T4

(21, T2, 34| = x3[T1, T2, T4] + |21, T2, T3] T4.

Da primeira igualdade seque que [x1,z2, x3]x4 € V e da sequnda obtemos
w321, T2, Ta|Ts = [T1, To, T3T4|T5 — [T1, T, T3] 475,

Logo, x3]xy,xa,x4)xs € V e portanto o T-ideal ([xy, 9, x3))" estd contido em V .

Usando agora a igualdade (1.2), podemos concluir que

[[23, 24]...[Ton_2, T2n], 2] € ([xl,xg,x3]>T para todo n > 8,
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€ assim, como
[$1[$3, $4]--~[$2n71, xzn]>$2] = [3617 $2H13374U4]---[$2n717372n} + a1 [[$3, 554]--~[5132n71, xzn]7132]

temos que [x1, xol[xs, x4]...[Xon_1,%2,] € V e dai seque que V é multiplicativamente
fechado.

Conforme veremos no Capitulo 3, V = C(F) quando charK = 0. No caso em que
charK = p > 2, isto nao acontece, de acordo com o que mostra a Proposicao 1.6.15
abaixo.

No que tratamos até agora a cerca de T-espacos e polindmios centrais, vimos
que o conjunto C'(A) é sempre um T-espaco de K (X) para toda algebra A. Quando
falamos em descrever os polinomios centrais de A, estamos falando em determinar
um subconjunto de C'(A) que possa gera-lo como T-espago. Existem T-espacos que
nao sao multiplicativamente fechados (observe o Exemplo 1.6.12) e também T-espagos
multiplicativamente fechados que nao sao espagos de polinomios centrais para nenhuma
algebra. O T-espaco V' do Exemplo 1.6.14 satisfaz estas condicoes em caracteristica

positiva, conforme veremos a seguir.
Proposi¢ao 1.6.15 Se charK = p > 2, entao nao existe dlgebra A tal que C(A) = V.

Demonstragao: Suponha, por contradigao, que C'(A) = V para alguma algebra
associativa A. Entdo, [x1,25] € C(A) e dai [x1,29,23] € T(A). Usando indugao é

possivel mostrar que

[y, z,...,x] = Z(—l)j (Z)mjyx"_j paran > 1,

n
em toda algebra associativa. Logo, para n = p, temos |y, z,z,...,z| = ya? — 2Py =
[y, 2F]. Assim, concluimos que [z, 2]] € T(A) e dai 2} € C(A) = V. Mas isto é um
absurdo, pois considerando a algebra U (K) (matrizes 2 x 2 triangulares superiores) e

o T-espaco
W ={f(zy,....,z,) € K(X) | f(Bu,..., B,) tem diagonal nula para By, ..., B, € Uy(K)},

temos que [x1, xa] € [z1, 22)[r3, 24] estdo em W donde V C W, mas 2f ¢ W. m
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1.7 Identidades e polindmios centrais graduados

Nesta secao vamos apresentar os conceitos de identidades e polindomios centrais
para algebras graduadas. As ideias apresentadas aqui serao fundamentais no préximo
capitulo. Em toda esta secdo, G denotara um grupo abeliano com notacao aditiva.

Definigao 1.7.1 Seja A uma dlgebra. Uma G-graduagao em A é uma familia de

subespagos {Ay | g € G} de A tais que
A=Ay e AgAL C Agp
geG

para quaisquer g, h € G.
Uma dlgebra A € dita dlgebra G-graduada quando é munida de alguma G-
graduacao.

Na defini¢ao acima, o subespaco A, é chamado de componente homogénea de grau

g e seus elementos de elementos homogéneos de grau g.

Exemplo 1.7.2 Toda dlgebra A admite uma G-graduacio. Basta tomar Ay = A e
A, = {0} para todo g € G —{0}. Esta graduagao é chamada de trivial.

Exemplo 1.7.3 A dlgebra de Grassmann E possui uma Zs-graduacio natural: E =
Ey & E, onde Ey € o subespaco dos elementos pares e Fy dos elementos impares.
Considerando agora a dlgebra exterior E, de dimensdo 2" (veja o Exemplo 1.1.7) e
tomando (En)o = E, N Ey e (Ey)1 = E, N Ey, temos E, = (E,)o ® (E,)1 e esta

decomposicao define uma Zo-graduacao em E,.

Exemplo 1.7.4 Considere n um inteiro positivo e M = M,(K). Para cada vy € Zy,

tomemos o subespago M, = <El-j |j—i= ”y>. Para cada k € Z, tomemos

My = {0}, se |k| >n
e

Observe que My = My € exatamente o conjunto das matrizes diagonais. Do fato

do congunto {E;; | 1 <i,j <n} ser uma base de M seque que
M= M, ¢ M= M.
VELn, kez
Agora, para ver que estas decomposicoes definem uma Z,-graduacio e uma Z-

graduagao, respectivamente, em M, (K), basta observar que

Ez'jEkl = 0, se ] ?é k
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e
EijEw = Ey, se j =k

donde temos M., M., C M, 1, para vi,%2 € Zy, € My, My, C My, +i, para ki, ke € Z.
Para n =2 temos My(K) = My(K)o & M2(K)q, onde

MQ(K)():{(g 2) |a,deK}eM2(K)1:{<2 S) |b,c€K}.

Esta é a chamada Za-graduagao natural de My (K).

b
Exemplo 1.7.5 Considere a dlgebra My (E) = “ 4 ) | a,d € Ey;b,c € El},
c
com Ey e Ey definidos no Fxemplo 1.7.3. FEsta dlgebra é munida da sequinte Zo-
graduacao:
My (E) = (M1,1(E))o & (M1 (E))1,
onde

(M1,1(E))0:{<g 2) |a,dEE0}e(M1’1(E))1:{((C) (b)> ]b,cGEl}.

Exemplo 1.7.6 A dlgebra E ® E também admite uma Zo-graduacdo:
E®E = ((Ey® Eo) @ (E1 ® E1)) @ ((Ey® Er) @ (Er ® Eo)),

com Ey e Ey definidos no Exemplo 1.7.3, sendo (E ® E)g = (Fo® Ey) ® (B, ® Ey) a
componente homogénea de E® E de grau 0 e (E® E); = (Ey® Ey) & (Ey ® Ey) a

componente homogénea de E Q@ E de grau 1.

Proposigao 1.7.7 Se A € uma dlgebra G-graduada, entao 1 € A,.
Demonstragao: Existem g, ..., g, € G tais que
l=ap+ag +..+agy,

com ay € Ay e ay, € Ay, , para ¢ = 1,...,n. Tomando agora h € G e a, € Ay,
arbitrarios, temos

ap = ApGo + ApGg, + ... + apag, .

Observando que apag € Ay, apay, € Apyg, € b, h+ g1, ..., h+ g, sdo dois a dois distintos,
podemos concluir que apa,, = 0 parai = 1,...,n, donde apag = aj. De modo totalmente

analogo mostramos que apap = ap, e assim concluimos que ag =1. =
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Definicao 1.7.8 Sejam A e B dlgebras G-graduadas com componentes homogéneas
Ay e By, respectivamente. Um homomorfismo de dlgebras ¢ : A — B € dito um

homomorfismo G-graduado se p(A,) C By, para todo g € G.

Vamos agora tratar de identidades e polinomios centrais G-graduados. Para isso,
precisamos do conceito de algebra associativa livre G-graduada. Para defini-lo, come-
cemos considerando para cada g € G um conjunto enumeravel X, e suponhamos que
X4, e X, sao disjuntos para g; # go. Tomemos entdo X = [J X, e consideremos a

geG
algebra associativa livre unitaria K (X). Definimos agora

w(l) =0 e w(r1T2..Tm) = w(z1) +wW(T2) + ... +w(xy)

onde w(x;) = g se x; € X,. Sendo entdo m um mondémio de K (X)), dizemos que w(m)

é o G-grau de m. Tomando para cada g € G

K(X) = (m | m é monémio de K(X), w(m)=g)

g

temos

K(X)=PK(X), e K(X) K(X), CK(X),,

geG

para quaisquer g,h € G, assim K(X) é chamada de algebra associativa livre G-

graduada.

Se f € ]K(X)g, dizemos que f é homogéneo de G-grau g e usamos a nota¢ao
w(f) = g. Agora estamos prontos para definir identidade e polinémio central G-
graduados.

Definigao 1.7.9 Sejo A = @ A, uma dlgebra G-graduada. Dizemos que um polinémio
geG
f(‘rhx% 7xn> ek <X> é:
a) Uma identidade G-graduada de A se f(ay,as,...,a,) = 0 para quaisquer
a; € Aup@)ycomi=1,...n.

b) Um polinémio central G-graduado para A se f(ai,as,...,a,) € Z(A) para

quaisquer a; € Ay, com i =1,....n.

No estudo das identidades e polindmios centrais ordinarios, os conceitos de T-ideal
e T-espaco tém importancia fundamental, como foi visto nas se¢oes anteriores. Para
o caso de identidades e polinémios centrais G-graduados temos conceitos analogos, a

saber, os de Ts-ideal e T-espago, que definiremos a seguir.
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Definigao 1.7.10 Seja K(X) a dlgebra associativa livre G-graduada. Um ideal I de
K(X) € dito um Tg-ideal se o(I) C I para todo endomorfismo G-graduado ¢ de K(X).
Um subespago V' de K(X) € dito um Tg-espago se o(V)) CV para todo endomorfismo
G-graduado ¢ de K (X).

Nessas condigoes temos que um ideal I é um Tg-ideal se e somente se f(g1, ..., gn) €
I para quaisquer f(zq,...,x,) € [ e g; € K<X>w(xi) com i = 1,...,n. Analogamente,
para T-espagos.

As ideias de Tg-ideal e Tg-espago gerados por um subconjunto S de K (X) sdo
analogas as ideias de T-ideal e T-espaco gerados. Denotamos por (S)TG o Tg-ideal
gerado por S.

Se A é uma &lgebra G-graduada, entdo o conjunto T (A) das identidades G-
graduadas de A é um Tg-ideal de K(X) e o conjunto Cg(A) dos polinémios centrais
G-graduados para A é um Tg-espaco de K (X). Observe que Ti(A) C Ca(A).

No caso de algebras e polindémios Z,-graduados, denotaremos, por simplicidade,
T,,-ideais e C),-espagos aos invés de Ty, -ideais e (7, -espagcos.

E importante observar que todo Tg-ideal e todo Tg-espaco é gerado por seus
polinémios multi-homogéneos no caso do corpo base ser infinito, e por seus polinémios
multilineares no caso do corpo base ter caracteristica zero (as demonstragoes sdo as
mesmas feitas para T-ideais).

Exemplo 1.7.11 Consideremos a dlgebra de Grassmann E com sua Zo-graduacao
natural (Exemplo 1.7.3). Sendo K(X) a dlgebra livre Zo-graduada, temos X = Xy U
Xi. Como ab = —ba para quaisquer a,b € Ei, temos que f(x1,z3) = x1 0 23, com

w(z1) = w(za) = 1, € identidade Zs-graduada de E. Como Ey = Z(FE), temos que todo

polinomio f € K(X), € um polinomio central Zs-graduado para E.

O resultado a seguir mostra quais polin6mios geram os T5-ideais de 3 importantes
algebras no nosso trabalho. Para estas algebras, consideremos as graduacoes definidas

nos Exemplos 1.7.4, 1.7.5 e 1.7.6.

Teorema 1.7.12 [10,25]
Seja K um corpo infinito tal que charK = p > 2. Entao:

1) To(My(K)) € gerado por x1x9 — Taky1 € Y1YoYs — YsYoli;

2) To(My1(E)) € gerado por x1x9 — Ta1 € Y1YoYs + YsYali;
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3) To(E ® E) é gerado por x1x9 — T2x1, Y1Yays + Ysyolh € Thys — yrat;

onde as x;’s sdo varidveis de grau zero (pares) e as y;’s sao varidveis de grau um

(impares). No item 3 ocorre a omissao da dltima identidade quando charK = 0.

O préximo resultado mostra uma importante relacdo entre os conceitos de iden-
tidades polinomiais ordinérias e graduadas.
Proposicao 1.7.13 Sejam A e B duas dlgebras. Se A e B possuem G-graduagoes

tais que Tg(A) C Te(B), entao T(A) C T(B). Ademais, se Tg(A) = Ta(B), entao
T(A) =T(B).

Demonstracdo: Consideremos a algebra associativa livre K(Y'), onde Y =
{y1,92,...} e seja f(y1,v2,....,yn) € T(A). Dados by,bs,...,b, € B, tomemos b;, € By,
parai=1,...n e g € G, tais que b; = ) b;,. Para cada b;; # 0, tomemos z;, € X, e
consideremos o polinémio f; = f( > xfjéﬂ’ Y Tng) € K(X). Como f € T(A), temos
fi €Ta(A) edai f1 € Tg(B). Fazgfl(cio entéogaescsubstituigées Tig = by, parai=1,...,n

e g € G, temos

f(bla b27 ) bn) = f(z blga Zb2ga ) ang) =0

geG  geG 9€G

e assim f € T(B).

Se Tg(A) = Tg(B), entao Tg(A) C Tg(B) e Tg(B) C Tg(A), donde temos a
ultima afirmacao. =

E importante observar que a reciproca do resultado acima é falsa. Para ver
isto tomemos n par e as algebras E, e F, 11 (sendo o corpo K infinito de caracteris-
tica diferente de 2) com suas Zs-graduagoes naturais (Exemplo 1.7.3). Temos que
T(E,) = T(En1) (veja [12], pagina 52), mas T5(E,) # T5(En+1), pois o polinémio
f(z1, 29, ., Tpy1) = T1X9... Tpp1, com w(T1) = w(x2) = ... = w(xyy1) = 1, & identidade

Zo-graduada para E,, mas nao ¢ para [, 1.



Capitulo 2

Polinémios centrais para algebras

Zo-graduadas

Neste capitulo apresentaremos os T-espacos de polindémios centrais Zs-graduados
para Ms(K), M;1(E) e E® E, sobre um corpo infinito K, com charK # 2. Ao longo
do texto, £ denotara a algebra de Grassmann de dimensao infinita e M; 1 (E) denotara
a algebra das matrizes de ordem 2 cujos elementos da diagonal principal pertencem a
Ey e os elementos que nao pertencem a diagonal principal serdao elementos de E;. As
graduagoes que consideraremos para essas algebras sao aquelas definidas nos Exemplos
1.7.4,1.75 e 1.7.6.

Considere X = {x1,29,...} , Y = {y1,¥2,...} conjuntos disjuntos de variaveis e
a algebra associativa livre K(X UY) livremente gerada por X UY. Induzimos em
K(X UY) uma Zs-graduacao, assumindo que X é o conjunto das variaveis de grau
zero (pares) e Y o conjunto das variaveis de grau um (impares).

De posse desses conjuntos, descreveremos sistemas de geradores para os 1T-espacos

dos polinémios centrais Zs-graduados de todas essas élgebras.

2.1 A algebra M,(K)

Denotamos por I = To(M3(K)) C K(X UY) o ideal das identidades graduadas
de M5(K), considerando a graduacao definida no Exemplo 1.7.4. Pelo Teorema 1.7.12,
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temos que [ ¢ gerado como Th-ideal pelos polinémios

(21, 2] e Y1Y2ys — Ysyau1.
Denotemos por V' o Ty-espaco de K (X UY') gerado pelos polinémios
2
Y, 21[r1,Ta]ze e 2i(Yivays — ysyey) 22,

onde 0s z;’s denotarao elementos quaisquer de X U'Y.

Lema 2.1.1 Sao vdlidas as inclusées V C Co(Mo(K)) e I CV

0 b
Demonstragao: Seja Y € My(K);. Entao Y = . Devemos mostrar
c 0
que yi € Cy(My(K)). De fato,
N 0 b 0 b bc 0 10
Y= : = = be = (be) 1,
c 0 c 0 0 cb 0 1

¢ uma matriz escalar. Logo, y? € Cy(My(K)).

Como [z, z5] € To(Ms(K)), temos que z1[z1, x2]2z2 € To(Ms(K)), pois To(M(K))
¢ um ideal. Da mesma forma, z1(y1y2ys — yYsyay1)2z2 € To(My(K)) e, portanto, V' C
Co(M>(K)).

Observe que I = Ty(M5(K)) é gerado, como Tr-ideal pelos polinomios [x1, 23],
Y1Y2ys — Ysyayr € V), e assim é gerado com Th-espaco pelos polindmios zp[xy, 2229,

21(Y112Y3 — Ysyay1)2z2. Logo I C V. =

Lema 2.1.2 Os polinomios y1 o Y2 = (192 + ¥211) /2, ¥1¥5 € [y1,¥2][ys, ya] pertencem

aV. Além disso, o espaco V' € fechado com relacdo a multiplicagao.

Demonstracdo: Tome y;, y» € K(XUY),. Assim y; + 1y € K(XUY),
e, portanto, (y1 +v2)° € V. Dessa forma (y +12)° = 42 4+ y1ye + oy + 32 € V.
Logo yi + tiya + Yotn + Y5 — Y7 — y5 = y1y2 + yay1 € V. Como V & subespaco,
(Y1y2 +1yy1) /2 =110y € V.

Da mesma forma 1 + y1y3 € K(XUY), e (yn +03)” = o7 + y3v3 + vivdyn +
(1193)* € V. Assim yiys +y1ysyr € V. Porém, [y1, y3] = y1y2y2 — yogeyn € 1 CV (pelo
Lema 2.1.1). Logo y1 (y1y2y2 — y2y2y1) € I. Isto significa dizer que y3y2 — y1y3y; € V.
Portanto yiys € V.
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Como Yoysys — yaysy2 € 1, temos y1 (Y2ysys — YaYsy2) = Y1Y2ysya — Y1yaysy2 € V.
Por outro lado, como —ab = ba—2(aob), temos —y1y4y3y2 = Yoy1Ysys—2 ((Y1Y4y3) © y2).
Como (y1yays) 0 y2 € V, y1y2ysys + Yov1yays € V. Analogamente temos yoy1ysys +
Y1y2yays € V. Assim y1yaysys + Yauryays — (Y2y1ysya + y1yayays) = [y1, ve]lys, yal € V.
Resta agora mostrar que V é fechado com relagao a multiplicacao. Os elementos

de V sao da forma
afi+ . tanfitg ek fieK(XUY) ,gel

Observe que como I é um T-ideal hg,gh € I, para quaisquer g € [ e h €
K(X UY). Um produto de elementos de V é entdo uma combinagao linear de ffff
somado com alguma identidade graduada de M;(K). Logo, basta mostrar que fffj2 €
V', pois I = Ty(M3(K)) e pelo Lema 2.1.1, I C V. Porém, pela primeira afirmacao

deste Lema, f7f7 € V. Portanto V & fechado com relagdo a multiplicagdo. =

O seguinte teorema nos traz a descricao dos polinomios centrais graduados gera-

dores do Ta-espago Ca (M, (K)).

Teorema 2.1.3 O Ty-espaco Cy(My (K)) € gerado pelos polinomios yi, z1[x1, Ta]ze €
21 (y1y2y3 - y3y2y1)22; ou seja, 02(M2 (K)) =V.

Demonstracdo: [ suficiente mostrar que Cy(M; (K)) C V, pois, pelo Lema
2.1.1, V. C Cy(M5 (K)). Como K é um corpo infinito temos que Cy (M, (K)) é gerado
pelos seus polinomios multi-homogéneos (Proposigao 1.5.2). Seja f € Cy(M; (K))
multi-homogéneo.

Primeiramente assumamos que f dependa apenas das variaveis z;’s, ou seja, f =
f(x1,....,z,). Como [z;,z;] € I temos que f = axi'z5>..2%" + g, g € 1. Substituindo
x; por Ei1, temos f = aFEy;. Como f € Co(M;y (K)) e Eyp ¢ Z(Ms (K)), devemos ter
a=0. Assim felICV.

Agora assumamos que f dependa das variaveis y;’s também. Se f € K(X UY),,
entao os valores que f assume em M, (K) serdao matrizes cujos elementos da diagonal
principal sao nulos. Como f € Cy(Ms (K)) entdo f se anula em M, (K), ou seja, f é
uma identidade graduada de M, (K).

Com isso, sem perda de generalidade podemos assumir f € K(X UY),. Mas isso

implica que, em todo monémio de f, o nimero de variaveis y;’s deve ser par(contando
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também as repeticoes). Assim podemos escrever f como combinagao linear de elemen-
tos uqus...u, onde todo u; € K(X UY), e n > 2 par. Porém
1

Uiyl = Ui O Ujq1 + B [, Uig1] -

Portanto, médulo I, podemos representar f como uma combinacao linear de elementos
hihy...hpviva...v, onde m,k > 0, sendo todo h; da forma u; o uj;1 e todo v; da
forma [u;, uj41]. Isto € possivel desde que h; e v; pertencam a K (X UY'), e, portanto,
comutam modulo I. Assim, moédulo I, representamos f = fi; + f», onde f; é uma
combinacao linear de termos hy...h,,v1...vx com k par e f é uma combinacao linear de
termos hy...h,,v1...0p com k impar.

De acordo com o Lema 2.1.2, f{ € V. Como f = fi1 + fo € Cy(Ms(K)) e
V C Cy(M; (K)) temos que fo = f— fi € Co(M; (K)). Porém, em M, (K) o polinémio
f2 assume valores que sdo matrizes de traco zero e assim fo € To(My (K)) =1 C V.

Portanto Cy(M; (K)) CV e dai Cy(My(K))=V. =

2.2 A algebra M, ,(F)

Nesta sec¢do, considere a algebra M;;(E) munida da Zs-graduagao definida no

Exemplo 1.7.5. Considere W o Ty-espago em K (X UY') gerado pelos polinomios

(Y1, Y], z1]x1, 22)22 € 21 (Y1y2ys + Y3yl ) 22,

onde os z;’s sao elementos quaisquer de X U Y. Denotamos por J o Ts-ideal de
K (X UY) que consiste das identidades graduadas de M; ;(E). De acordo com o Teo-

rema 1.7.12, J é gerado por

(21, 22] € y1Y2ys + Ysyan,

e assim J C W.
Observe que o centro da algebra M (F), consiste das matrizes {al | a € Ey},

onde I é a matriz identidade de ordem 2.

Lema 2.2.1 Os polinémios [y1,ys], 211, T2]22 € 21 (Y192ys + ysy2y1) 22 sGo polindmios
centrais graduados de M1 (FE).
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Demonstragao: De acordo com o Teorema 1.7.12, [x1, 23] € y1y2y3 + Ysy2y1 sao
também identidades graduadas para M 1(E), logo z1[x1, x2]29 € 21 (Y1%2y3 + Y3Yay1) 22

sdo identidades graduadas e assim sao polindmios centrais graduados para M ;(E).

. ~ 0 aq 0 as
Sejam A, B € (M;1(FE)),. Entdao A = e B= . Observe
a2 0 ag 0
a104 + agas 0
que [A, B] = e ajay + asaz € Fy. Logo [A, B] é central
0 a104 + Q203

e, portanto, [y1,ys] &€ um polinémio central graduado de M;(E). =

Lema 2.2.2 Os polinémios (y1 0 y2) (Y3 © ys) € [y1,Yo] [y3, Y] estao em W. Além disso

W é multiplicativamente fechado.

Demonstragdo: Como yoysys + ysysy2 € J temos que y1 (Yoysys + Yaysyz) =
Y1Y2Ysys + y1yaysy2 € J S W. Porém yiyays € K(X UY), e assim [y1yays, 2] €
W. Dai, y192y3ya + Y1Ya¥sye — Y1Yaysyz + Y2t1yays € W. Da mesma forma, temos
Y1yeyays + Yorrysys € W oe assim — (Y1yovays + Yoy1ysys) + Y1Yolsys + Yolr1Yays =
w1, y2] (Y3, ya] € W e y1yoyays+yay1ysya+y1y2ysyatyatiyays = 4 (y1 0 y2) (ys o ya) € W,
dai (y10y2) (yzoya) € W.

Além disso, todo elemento de W tem a forma

aq [fhgl] Tty [fnagn] + h?

onde f;,9; € K(XUY),,h € J. Porém, como [y, y2| [y3,ya] € W, concluimos que W

é multiplicativamente fechado. m

Teorema 2.2.3 O Ty-espaco Co(M,y1(E)) € gerado pelos polinomios

[Y1,y2), zi[z1,22]za € 21 (Y1Yays + Ysyayi) 2o

Em outras palavras, Co(My1(E)) =W

Demonstragao: Pelo Lema 2.2.1 temos que W C Cy(M;1(E)). Resta mostrar
que Cy(M;1(E)) C W. Seja f € Cy(M;1(E)) um polinémio multi-homogéneo (pode-
mos supor a multi-homogeneidade de f, pois K é infinito). Se f depende apenas das

varidveis de X, é possivel mostrar que f € J, como foi mostrado no Teorema 2.1.3.
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Pelo Teorema 1.7.12, J é gerado por [z1,Z2] € y1y2y3 + ysy2y1. Assim, sendo f multi-

homogéneo, dependendo apenas das variaveis de X temos que

ai a2

f=flxy,...,z,) = ax{'xd?.. .2l + g, com g € J.

Substituindo x; por Ei; temos f = aFy. Como f € Co(My1(F)) e By ¢ Z(Mi1(E))
temos que a = 0. Assim f € JCW.

Suponhamos agora que f dependa também das variaveisde Y. Se f e K(X UY),,
entao os valores de f em M, 1(E) serao matrizes cujos elementos da diagonal principal
sao nulos e os da diagonal secundaria estdo em Ey. Como f € Cy(My1(FE)), entdo f =0
em M 1(E), e assim f ¢ uma identidade graduada para M ;(E). Logo f € J CW.

Se f € K(XUY),, entdo o nimero de varidveis de Y em todo monémio de f
deve ser par, e f é uma combinacao linear de termos ujus...u,, onde n > 2 é par e
todo u; € K(X UY),. Anélogo ao que foi feito no Teorema 2.1.3, podemos concluir
que, modulo J, o polinémio f é uma combinacao de termos hihs...h,,v10s...0;, onde
m,k > 0, todo h; é da forma [u;,uj11] e todo v; é da forma u; o uj11. Fazendo
f = fi+ f2, onde em f; colocamos todos os termos hihs...h,,v10s...v; com k par, e em
f2 todos os termos com k impar.

Entao f1 € W, o que implica em fy € Cy(M;1(E)). Porém os valores de fo em

M, (K) sdo matrizes de trago zero, e assim, fy € J. Portanto, f € W. m

2.3 A Algebra EQ F

Considere em F ® E a Zy-graduacao definida no Exemplo 1.7.6. Sabemos que as
algebras M 1(E) e E® E satisfazem as mesmas identidades graduadas em charK = 0.
Assim, quando charK = 0, Cy(M;1(E)) = Co(E @ E).

Suponhamos, entao, charK = p > 2.

Lema 2.3.1 O polinomio xf estd em Cy(E @ E).

Demonstragao: Pelo Teorema 1.7.12 temos que [2],11], [x1,22] € To(E ® E).
Observando que z§ é um elemento de grau zero, temos |2}, 1] € To(F ® E). Assim
a = ab?, paratodoa € (E® E),U(E® E), etodob € (E® E),. Dessa forma temos
que 2§ € Co(EQ E). m
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Seja £’ a algebra de Grassmann sem unidade. Ela é graduada, pois E' = Ey& Ef,

) a+ o b
com E| = F;. Seja A = ca,d € E),bjc€e Bj,a € Kj. Aéuma
c  d+a«

subélgebra de M, 1(E).
Foi provado em [25] que A e E® E satisfazem as mesmas identidades graduadas.
Note que consideramos A = Ag@® A;, como édlgebra graduada com a graduagao herdada

de M;1(E). Assim, o seguinte lema esta provado.

Lema 2.3.2 (3(A) = C2(E® E).
Seja U o Ty-espago de K (X UY') gerado pelos polindomios

Zl[xhxz]ZQ, 21 (y1y2y3+y3y2y1)22, 21 [90]17,91] 22, [yhyz] e $Zf

onde z; € X UY. Observe que se U fosse um T)-ideal, o terceiro polinémio seria
consequéncia do quinto. Como nos referimos a Th-espacos, nao nos é permitido fazer
uma multiplicagao entre variaveis ou polindmios. Por outro lado, o polindomio [z}, y1] €
K(X UY), enquanto 2§ € K(X UY),, portanto, nenhum endomorfismo graduado de
K (X UY) pode mandar o tltimo polindémio no anterior.

Lema 2.3.3 T5(A) C U C Cy(A).

Lema 2.3.4 Os polinomios (y1 0 y2) (Y3 © ya), (Y1, 2] [Us, yal, [y1, y2] 27, aiah estao em

U. Além disso, U € multiplicativamente fechado.

Demonstracao: Como 21 (Y2ysys + Yaysya) 22 € U, tomamos z; = y; e 25 = 1.
Assim y1Y2ysys + Y1Yaysye € U. Porém yiyays € K(XUY),, entao [y1y4ys, ¥2] =
Y1Yaysy2 —Yoy1yays € U. Com isS0 Y1yoysya+y1Yaysye — Y1Yaysy2 +Y2y1Yays = Y1Y2ysya—+
Y2v1yays € U. Da mesma forma, temos y1y2yays + Y2t1ysys € U. Assim —y1yayays —
Yoy1YsYa + Y1Yaysya + Y2y1yays = [Y1, Yo| [Us, Ya] € U € y1yoyays + y2y1ysys + y1y2ysya +
Yoryays = 4 (y10y2) (ysoys) €U e (y10y2) (ysoya) € U.

Como [z1, 5] € To(A), temos xizh = (z122)" mod(To(A)). Porém (zi15)" € U,
assim 2773y € U. Temos que [y1, yo] 21 = 419227 — Yot @7 +4127y2 — y127Y2 = [y127, yo| —
i [t 4] € U.

Todo elemento de U é uma combinacao linear de termos da forma [uy, v1] + ... +
(U, vn] + 1 fT + ... + i [P+ g, onde w;, v; e K(XUY),, fi e K(XUY),, g € Tr(A)
e q; € K.

Segue das afirmacoes anteriores que U é multiplicativamente fechado. m
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Teorema 2.3.5 O Ty-espaco Cy(E ® E) € gerado pelos elementos

21[1’17332]22; Z1 (yly2y3 +y3y2yl)z2; 21 [le’,yl] 22, [ylayﬂ e 1’217~

Em outras palavras, Co(E @ E) =U

Demonstragio: E suficiente mostrar que Cy(A) C U. Seja f € Co(A) multi-
homogéneo. Se f depender de alguma variavel y;, entdo f € U (demonstragao analoga
a do Teorema 2.2.3).

Seja f = f(x1,...,x,). Como [x1, 15] € Th(A) entdo f = axl'...xF" + g para algum

egi—1e2; +1 0

a €K ki >1ege€ Ty(A). Substituindo z; por eAi=1..,n
0 1

onde e; é gerador de £, obtemos que

(eres +1)™ 0 (eses +1)™ 0 (éan_1€9n + 1) 0
0 1 0 1) 0 1

' = kieqi_1€9;+1. Logo isso s6 pode acontecer

estd no centro de A. Porém (eg;_je9; + 1)
se « =0 ou k; =0 em K para todo 1.
Se w = 0, entdo f = g € To(A). Se k; = 0 em K, entdo p divide k;. Assim

f=«a (x’il)p . (@) + g € U e a demonstracao é concluida. m



Capitulo 3

Polinémios centrais para a algebra de

(GGrassmann

Neste capitulo faremos um estudo sobre o T-espac¢o C'(E) dos polinémios centrais
para a algebra de Grassmann sobre um corpo infinito de caracteristica diferente de 2.
Na primeira secao serao apresentados alguns resultados que dizem respeito ao T-ideal
T(E) das identidades polinomiais de E, feito em [1] . Ao longo da segunda secao, serao
apresentados os geradores para o T-espaco C'(F), também feito em [1], e na terceira
secao é introduzido o conceito de espaco limite. Ao final do capitulo, exibiremos alguns
resultados para o caso de caracteristica 0. Em todo este capitulo K denotari sempre

um corpo infinito de caracteristica diferente de 2.

3.1 Consideracoes iniciais

Nesta segao apresentaremos alguns conceitos e resultados de grande importancia
neste capitulo. Sejam K (X) a algebra associativa livre unitaria livremente gerada por
X, com X = {zg,x1,x2,...}, F a algebra de Grassmann de dimensao infinita definida

no Exemplo 1.1.4 e T o T-ideal gerado pelo comutador triplo [x1, 22, x3].
Lema 3.1.1 Para todo g, ¢1, g2, g3, 94 € K(X) valem:
i) Os elementos [g1, g2] + T sao centrais em K(X) /T;

i) (91, 92] (93, 9a) + (91, 93] (92, 94] » 91, 92] [92,94] € T
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Se charK = p > 2 valem:
iii) Os elementos g + T sao centrais em K(X) /T;
w) (9192)" +T = 9195 + T’

v) (r+g) +T=g +95+T.

Demonstragdo: A demonstracdo de (i) é imediata. Para provar (ii) observe
que [g1, 9293, ga) € T. Usando a igualdade [uv,w] = u [v, w] + [u, w] v e observando que
[91,92] + T & central em K (X) /T, concluimos que [g1, go] [93, 94] + [91, 93] [92, 94] € T
Tomando agora g2 = g3 e observando que charK # 2 concluimos que [g1, g2 [g2, 94] € T'.
Para provar (iii) basta observar a demonstracao da Proposi¢ao 1.6.15. Em (7v) usamos

a Equagao (1.2) para mostrar que vale a seguinte formula:

-1
%m’f‘lxg_l[xg, x1] (mod T)

Como charK = p > 2, temos que

(x122)" = 22t (mod T)

e assim obtemos que (g192)" + T = g¥gh + T para quaisquer g;, g» € K(X). Para (v)

basta usar a férmula

i . -1
(T1 + 22)" = (?) x4+ %(ml + 19)" 229, 21] (mod T)

Jj=0

que pode ser demonstrada por indugao sobre n. Com isto e como charK = p > 2 temos
(x1 + 22)" = 2f + 28 (mod T).

Assim temos que a igualdade (g1 + g2)" + T = g7 + ¢5 + T ¢ valida para quaisquer g,
g2 EK(X). m
Lema 3.1.2 Seja I um T-ideal de K (X) tal que T & I. Entao

I = <[-T17 T2, .1’3] ) [xla .1’2] [xanla xZnDTa

para algum n € N.
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Demonstragao: Pelo Lema anterior, os polinémios
['Ilv 1:2] [x27 1'3] € [.’,Cl,.fg] [$37$4] + [,’,1’,‘1,273] [ﬂfg,l’d

pertencem a T

Como K é infinito e K (X)) é unitaria, temos que I é gerado por seus polinémios
proprios multihomogéneos. Se w = [x;,, ..., ;] ... [T)y, ..., x;] e algum desses comuta-
dores tem comprimento maior que 2, entdo w € T. Logo, se w & ([x1, x2, 23])" entdo
w =[x, Ty .. [Ty, 1, Ty |- A lei anticomutativa dos comutadores e a primeira ob-
servacao feita nesta demonstracdo nos da que, modulo o T-ideal T = <[931,$2,$3]>T
podemos mudar de lugar as varidveis em w. Em particular, se z;, e x;, em w sao
iguais, obtemos que w € ([x1, 2, x3))" .

Seja f(x1, %2, ..., T,) um polindbmio préoprio multihomogéneo pertencente a I — 7.
Pelas observacoes acima devemos ter f = zl: ajw; (mod T), onde o; € K e 0s w;’s sdo
produtos multilineares de comutadores de Jg:rlau 2, todos com o mesmo multigrau. Logo
n & par. Usando novamente o fato de que [z, z5][xs, 4] = —[21, x3][22, 24] (Mmod T),
concluimos que f = axy, xo]...[xn—1, 2] (mod T) com o # 0. Assim [x1, To]...[xn—1, T,] €
I. Tomando entao nyg = min{n € N | n par, [z, s]...[Ty—1,T,] € I}, concluimos que

<[I’1, I’Q,LU?,]? [mla xQ]-‘-[xn—banDT =/ m
Proposicio 3.1.3 T(E) =T = ([zy, z, z3])" .

Demonstracao: Sabemos que a algebra de Grassmann FE satisfaz a identidade
(21, 20, 23] = 0. Assim temos ([x1, 29, 23])" =T C T(E).

Supondo T & T(FE), segue do Lema 3.1.2 que [zq, X3 ... [Ton_1, T2n] € T(E) para
algum n € N. Mas isto ¢ um absurdo pois [e1, €s] ... [ear_1, €] = 2Fe1en...e01 1€0x # 0

em E. Logo T(E)=T m
A seguinte Proposi¢do é bem conhecida e segue do Teorema 4.3.11 (i) e da de-
monstragao do Teorema 5.1.2 (i) de [12].

Proposicao 3.1.4 O K-espago vetorial K(X) /T tem como base

n1 N2 n . . ) .
xil x’iz "'xiss [‘lev sz] [x32rfl7x]2ri| + T (31)

onde s, r >0, 11 <ipg<..<ig J1<Jo<..<Jor, Nk >0, para todo k.
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3.2 Descrigao para C(F) quando charK =p > 2

Lema 3.2.1 Seja g = g(xs,...,7;) € K(X) um polinémio que nao dependa de x;.
Suponha que x19 + T seja central em K(X) /T. Entao g € T.

Demonstragao: Supondo que z19 + T seja central em K (X) /T temos que
[z19,h] € T, para qualquer h € K(X). Assim [z19,h] € T(FE), para qualquer h €
K(X). Portanto z19 € C(F). Fazendo z; = 1, temos g € C(E). Mas, g e 719
pertencentes a C'(E) s6 é possivel se g for identidade de E. Logo, g €e T(E)=T. =m
Lema 3.2.2 Seja f = f(x1,...,7;) € K(X) um polinémio homogéneo de grau 1 em

x1. Suponha que f + T seja central em K(X) /T. Entao f+ T pertence ao T-espago
de K(X) /T gerado por [x1,xs] + T.

Demonstragdo: Seja f = > wa;x1b;, onde a; € K e a; e b; sa0 mondomios
i
(alguns deles possivelmente iguais a 1) que nao dependem de ;.

Como az1b = x1ba + [a, z1b], para todo a,b € K (X) temos
f=x19(x,...;x;) + h(xy,...,27),

onde h(zq,..,z;) = Zai [a;, T1b;] pertence ao T-espaco gerado por [r1,23] e g =
g (xg,...,x;) nao depenéle de z;. Como f+ T e h+ T sao centrais em K (X) /T temos
que x1g+ T também é. Assim, pelo Lema 3.2.1, g € T. Dai, segue-se que v1g+ 71T =T
e assim

f—l—T:h—FT:ZOQ[(Z“QleZ]—{—T

Portanto f + T pertence ao T-espago de K (X) /T gerado por [z1,z5] +T. m

Lema 3.2.3 Suponha charK =p > 2 e seja f = f(x1,...,2;) € K(X) um polinomio
homogéneo de grau my em x1. Suponha que f+ T seja central em K(X) /T e que m,
nao seja maltiplo de p. Entao [+ T pertence ao T-espago de K(X) /T gerado por
[1, 2] + T.

Demonstracao: Seja m; = pg+ m onde 0 < m < p. Como f + T é uma
combinacao linear de elementos da forma (3.1), temos que f + T = a{%g + T, onde
g=g(x1,...,x;) &€ de grau m em z.

Seja ¢ € EndK (X), tal que p(x1) = 1+z1, e p(x;) = x; para todo j # 1. Assim

o(f) =0 +2))"9(1 + 21,29, ...,21)(mod T)



40

e a componente homogénea de ¢(f) de grau m em x; é, modulo T, g(xy, ..., z;). Segue-
se dai que g + T pertence ao T-espago de K(X) /T, gerado por f+T. Como f+ T é
central em K (X) /T, os elementos pertencentes ao T-espaco gerado por f+7T também
sao. Assim, g + T, em particular, é central em K (X) /T.

Seja h = h(z),...,2!  xo,...,x;) a linearizacdo total de g com respeito a z1, ou

seja, h(zy,...,x ,xoe,...,x;) € a componente homogénea de g (z} + ... + 2/, 2o, ..., x;)

I m?

que é multilinear em ', ...,z . Assim
h(xy,...,x1, 2o, ..., 21) = mlg(xy, ..., z).

O polinémio h é de grau 1 em z/. Por outro lado, h + T é central em K (X) /T,
pois pertence ao T-espago de K (X) /T gerado por g + 7. Aplicando o Lema 3.2.2,
h + T pertence ao T-espago de K (X)) /T gerado por [z1,xs] + T e vale

g(xy,.x) +T = (m!)_1 h(zy,...,x1,x9,...;x;) +T.

Assim, temos que f+T = (2])? g+ T pertence ao T-espago gerado por @} [z1, zo] + T,
que estéa contido no T-espaco de K (X)) /T gerado por [z1, xe]+T. Logo f+T pertence
ao T-espago de K (X) /T gerado por [z1,z5] +T. =

Considere ¢(x1,z5) = 27" [z, 23] 25", Para cada n > 1, defina

Gn = Qn(T1, ..., Ton) = q(x1, 22)q(23, 24)...q(Ton_1, Top).

Observe que para cada n > 1, g,(x1, ..., 2,) é€ um polindmio central para FE. Dessa

forma, x{q,, para n > 1, também & central para F.

Teorema 3.2.4 Sobre um corpo infinito K de caracteristica p > 2 o espac¢o vetorial

C(FE) dos polindmios centrais de E é gerado, como T-espag¢o em K (X)) pelos polinomios
T [.1’2,]33,1’4] (32)

e

b, xbqr , g ..., whan .. (3.3)
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Demonstragao: Seja f = f(z1,...,2;) € C (F) um polinémio multihomogéneo
de grau m; em x;, i = 1,2,...,0. Entdo f + T é central em K (X) /T. Observe que o
T-ideal T esta contido no T-espago de K (X)) gerado pelo polinomio (3.2). Assim, se
f €T, entao f pertence ao T-espago de K (X) gerado por (3.2).

Suponha que f ¢ T e que para algum i, 1 < i < [, m; nao seja multiplo de
p. Renomeando as variaveis x;, podemos assumir sem perda de generalidade que
i = 1. Entao, pelo Lema 3.2.3, f + T pertence ao T-espago de K(X) /T gerado
por [zy,xs] +T. Segue-se dai que f pertence ao T-espago de K (X) gerado por (3.2) e
[x1, x2]. Porém [z1,xs] é a componente homogénea de multigrau (0,1,1) do polinémio
(14 20)” (L4 21" " [L4 21, 14 25] (1 + 22)""". Assim o T-espaco gerado por [z1, zo]
esta no T-espaco gerado pelo polinomio 27z " [zy, 5] 257" que ¢ igual a 20¢;. Desde
que m; nao seja um maultiplo de p para algum i, f pertence ao T-espaco gerado por
(3.2) e por zhq.

Suponha agora que f ¢ T e que, para todo 7, m; seja multiplo de p. Como f+T
¢ uma combinacao linear dos elementos da forma (3.1) e, pelo Lema 3.1.1, os elementos
2y + T e [x;,x;] + T sdo centrais em K (X) /T, temos que f+ T é uma combina¢ao

linear de elementos da forma

R N e P ™ e o [ } } p—1
vl [y, vy T Wiy Ty, | T+ T (3.4)

x i1 2k

onde k,1 > 0,1 <i; <iy < ..<ig,. Além disso, desde que (z129)" +T = 2{ab + T, o

elemento (3.4) pertence ao T-espago de K (X) /T gerado por
aha ™ [y, o) ah o a  [won 1, v A+ T = abg + T.

Segue-se dai que f pertence ao T-espago de K(X) /T gerado pelo polinomio (3.2) e

pelo conjunto de polinomios em (3.3). m

Considere I o ideal de K (X) gerado pelos elementos f? de todos os polindémios
f € K(X) sem o termo escalar. Considere também V,, o T-espaco de K (X) gerado
por qu, ..., gn{que foram definidos logo antes do Teorema 3.2.4). A seguinte proposi¢ao
se deve a Shchigolev e é uma reformulacao de [36], Lema 13.

Proposicao 3.2.5 Para cada inteiro positivo n > 1 existe k(n) > n tal que qum) ¢
Vo+T+1.



Seja W,, o T-espaco de K(X) gerado por zf, z4q1, ..., 20¢n. Seja (1) = Ko
subespago gerado por 1 em K (X).

Lema 3.2.6 Para cadan>1,V,+ (1) +1 =W, +1.

Demonstragdo: Como ¢;(x1, ..., T2;) é a componente homogénea de grau 0 em
zo de (1 + xo)" ¢; (1, ..., 72;), ¢ esta contido no T-espaco de K(X) gerado por zhg;.
Assim ¢; € W, para todo i < n. Temos também que 1 € W,. Logo V,, + (1), € W,
para todo n e assim V,, + (1) + 1 C W,, + I, paran > 1.

Resta mostrar que W,, C V,, + (1) + I, para todo n. Sejam go, g1, ..., g2i € K(X)
elementos arbitrarios. Suponhamos que go = a + f, onde a € K e f é um polindémio

sem termos escalar. Entao
go=(a+ f)f =aP+ ffe )y +1

Por outro lado

964 (T1, .y ;) = (o + )P qi (21, ..., x95) =
alq; ($1> -'-,9021‘) + fPq; ($1, ~-~>I2i) = alq; ($1, --'7I2i) + h,

onde h € I. Assim ¢8q; (g1, ..., 92:) € Vi + I, para todo ¢ e todos go, g1, ..., go; € K(X).
Como W, & gerado como K-espago vetorial por todos os elementos g5 e gbq; (g1, .-, 92i),
para quaisquer ¢ < n e go, g1, ..., 92i € K(X), temos que W,, C V,, + (1); + I, para todo
n > 1.

Portanto V,, + (1) + 1 =W, + 1. =

O Teorema a seguir é o principal resultado desta secao. Ele afirma que quando
o corpo K tiver caracteristica igual a p > 2 e for infinito, o T-espago C(FE) nao ¢é
finitamente gerado.
Teorema 3.2.7 Seja K um corpo infinito de caracteristica p > 2. FEntdo o espago

vetorial C(E) dos polinomios centrais da dlgebra de Grassmann unitdria E sobre K

nao € finitamente gerado como T-espago em K (X).

Demonstragao: De acordo com a Proposicao 3.2.5, para cada n > 1, existe

k(n) > n tal que Vi ¢ Vo, +T + I, ou equivalentemente V,, + T + I & Vi) +T + 1.
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Como para cada [, nenhum elemento de V; + T + I tem termo escalar diferente
de zero, Vi, + (1) + T+ 1 & Vi) + (1) + T+ 1. Pelo Lema 3.2.6 temos W,, +T+1 &
Wiy + T + I para cada n. Assim W,, +T & Wy, + T, para todo n. Logo a cadeia

Wi+T CWy+TC...CW,+TC ..
contém uma subcadeia estritamente ascendente infinita. Pelo Teorema 3.2.4 temos

C(E) = JWa+1),

n

ou seja, o C(E) nao é finitamente gerado como T-espaco. m

3.3 C(FE) como T-espago limite

Defini¢ao 3.3.1 Um T-espaco V em K(X) é chamado T-espago limite se todo T-

espago maior W 2 V' for finitamente gerado como T-espago, mas V' nao.

Proposicao 3.3.2 Seja W um T-espago em K(X), tal que C(E) & W. Entao existe
um T-ideal I 2 T em K(X), tal que W = C(E) + 1.

Demonstracao: Defina I como sendo o maior T-ideal contido em W. Temos
que I + C(E) C W. Devemos mostrar que W C I + C(E).

Seja f = f (x1,29,...,x;) um elemento arbitrario de W. Podemos assumir que f
seja multihomogéneo de grau m; em z;. Se todo m; for miltiplo de p, entao f + T
¢ uma combinacdo linear sobre K de elementos na forma (3.4) que sdo centrais em
K(X) /T. Assim f € C(E), e portanto f € [ +C(E).

Suponhamos entao que f ¢ C(FE). Deve existir i, tal que m; nao seja multiplo
de p. Suponhamos, sem perda de generalidade, que ¢ = 1. Assim m; = pq + m, onde
0<m<p. Entao f+ T = 20 (z1,...,2) + T, onde g = g(x1,...,x;) & de grau m em
x1.

Seja ¢ € EndK (X), tal que p(x1) = 1421, e p(x;) = x; para todo j # 1. Assim
o()+T=0+2))"9(1 +x1,29,...,0) + T

e a componente homogeénea de ¢(f) de grau m em x; ¢, moédulo T, g(x1, ..., x;). Segue-se

dai que g € W.
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Seja h = h(z,...,x, ,xo,...,2;) a linearizagao total de g com respeito a x1, ou

eey m>s

seja, h (), ...,z xo,...,x;) é a componente homogénea de g (z} + ... + z/,, xo, ..., x;)

.oy m?

que é multilinear em 7, ...,2, . Entdo h € W e
h(xy,...,x1, 29, ...,21) = mlg(xy, ..., z;).

O polinémio h é de grau 1 em z/, entdo, como foi feito na demonstragao do Lema
3.2.2,

h=x\hy (2, ...,x 29, .,xp) + ho (2, o, 2] w0y oy )

“ey ms cey m>s

onde hy nao depende de 2| e hy + T pertence ao T-espaco de K (X) /T gerado por

[x1,29] + T. Como hy € C(FE), temos xhy € W, e assim 2z hy € W. Além disso
i = 22 hy + [2) ke, 2] € W,

em outras palavras, o T-ideal gerado por h; estd contido em W. Portanto hy; € I.
Assim h = 2/hy + hy € I+ C(E) e g = (m)) " h(21,..., 21,29, ...,7) € I + C(E).
Como [ = 2{%g+ g1, onde g1 € T + C(E) e 21 (I + C(E)) C I + C(E) temos que
fel+C(E). LogpW=C(E)+1. =

Teorema 3.3.3 O espago vetorial C(E) dos polindémios centrais da dlgebra de Grass-

mann sobre um corpo infinito K de caracteristica p > 2 é um T-espaco limite em

K (X).

Demonstragao: Pelo Teorema 3.2.7 temos que C(E) nao é finitamente gerado.
Entao é suficiente mostrar que cada T-espaco W 2 C(FE) é finitamente gerado como
T-espaco.

Pela Proposi¢ao 3.3.2, W = I + C(F) para algum T-ideal I 2 T em K (X). Pelo

Lema 3.1.2, temos que [ é gerado como T-ideal por
[z, X9, 23] € [x1, 0] [, 4] ... [Ton_1, TaN],
para algum N € N. Como T-espaco, I é gerado por
xo [x1, T2, T3] (3.5)

e

Zo [Jfl,ZL'Q] [$3,$4] [ZL‘QN_l,.IQN . (36)
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Como o T-espago C(E) é gerado por (3.5) e pelo conjunto (3.3), o T-espaco W =
I+ C(E) é gerado por (3.3), (3.5) e (3.6).

Observe que xhgs € I para todo s > N, pois, pelo Lema 3.1.2

-1

p — Pp—1 p p—1 p—1 —
xhqs + T = aba (w1, wo] o ah ) [ros—1, xas| b, + T =

1 p—1  p-1

xpr b b b ) L [Tag 1, o) + T
Dai temos que W é gerado como T-espago pelos polinomios (3.5), (3.6) e xf, xhq1,

xhqa, ..., Thgn_1. Portanto W é um T-espago finitamente gerado. m

3.4 C(F) quando charK =0

Conforme foi visto no Exemplo 1.6.14, considere V' o T-espaco de K (X) gerado

pelos polindmios [z, zo] e [x1, To] [T3, 24].

Proposigao 3.4.1 Quando charK =0, temos C(E) =V + (1).

Demonstragao: Como [z1,xs] e [x1, xo)[x3, 4] sB0 polindmios centrais para E,
temos que V C C(F). Ademais, T(E) C V |, uma vez que T'(F) é exatamente o T-ideal
de K (X) gerado por [z1, za, x3]. Tomando agora f(xy,...,z,) € C(E) multilinear (veja
Observagao 1.6.11) ndo constante e usando a mesma ideia do Exemplo 1.6.12, podemos

concluir que

fze, .y xy) = 219(29, ...y ) (Mod V),

onde g ¢ multilinear. Segue entao que x1g(xs, ..., z,,) € C(F) e, andlogo ao que foi feito
na demonstracao do Lema 3.2.1, concluimos que g deve ser identidade de E. Logo,
19 € T(F) e assim devemos ter f(z1,...,z,) € V. &

No proximo resultado, veremos que C'(E), em caracteristica 0, ¢ também gerado
como T-espago pelos polindomios x1 [za, 3, T4] € [x1, T3]

Proposigao 3.4.2 Se charK = 0 entao o T-espago C(E) é gerado por 1 e pelos

polindmios 1 [Ta, T3, T4] € [T1, Ta].

Demonstracao: Como charK = 0, todo T-espaco é gerado por seus polinémios
multilineares. Em particular, o T-espago C(E)/T dos elementos centrais de K (X) /7.
Além disso, pelo Lema 3.2.2, C(E)/T esta contido no T-espago gerado por 1 e por
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[x1,29] +T. Como [x1, 23] + T é central em K(X) /T, o T-espaco C(E)/T é gerado
como T-espago por 1 e por [zy,x9] + T. Assim, C(F) é gerado como T-espaco em

K(X) por 1, z1 [xe, x3,74] € [T1,75]. m

Vimos que se charK = p > 2, o T-espaco C'(E) nao é finitamente gerado e, se
charK = 0, foi exibido um conjunto gerador para C'(E) com apenas 3 elementos. Assim,
é natural se perguntar o porqué de apenas a caracterisitica do corpo K influenciar desta
forma na quantidade de geradores para C(FE).

Uma resposta para este questionamento é que quando a caracteristica do corpo
for zero, usamos fortemente o fato de podermos nos restringir aos polindémios centrais
multilineares, uma vez que estes geram C(FE). No caso charK = p > 2, nao podemos
lancar mao desta restricao. Alem disso, quando charK = p > 2, o T-espaco gerado por

x1 [, 23, 14] € pelos polindmios g, nao é finitamente gerado.



Capitulo 4

Polinémios centrais com involucao

Neste capitulo trataremos de &algebras com involucao cujas descricoes de suas
identidades e polindmios centrais sao de grande interesse.

No caso particular da algebra Ms(K) a descri¢ao das identidades com involucao
j&4 é conhecida para os casos em que charK = 0, K for finito e K for infinito com
charK # 2, sendo que os dois primeiros casos foram feitos por Levchenko [28,29] e o
ultimo feito posteriormente por Colombo e Koshlukov [9].

A descrigao dos polindmios centrais com involugao de Ms(K) foi feita em [7] e sera
apresentada nas Se¢oes 4.3 e 4.4. Ao longo do capitulo, veremos (como feito em [7]) que,
para M>(K), s6 é necessario considerar as involuges transposta e simplética, quando
se trata de identidades e polindomios centrais com involucao do primeiro tipo.

Ao longo deste capitulo, K denotara um corpo infinito de caracteristica diferente

de 2.

4.1 Algebras com involucao

*

Definigao 4.1.1 Seja A uma dlgebra. Uma aplicagio x : A — A, tal que x(a) = a*, é

dita uma involugao se
(a*)" =a, (a+b)" =a*+b" e (ab)" =b*a*
para quaisquer a,b € A.

Se * for uma involu¢io em A e a € A, temos que al* = ((al*)")" = (1la*)" =
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(a*)" = a = (a'1)" = ((1*a)")" = 1*a e assim 1* = 1. Além disso, *|x = Idk se, e
somente se, * for uma transformacao linear.

Quando uma involucao for também uma transformacao linear dizemos que ela é
do primeiro tipo. Caso contrario, dizemos que é do segundo tipo.

Neste trabalho trataremos apenas de involucoes do primeiro tipo.

Exemplo 4.1.2 A aplicagio t : M,,(K) — M, (K), definida por t(A) = A® (transposta

de A), é uma involucao do primeiro tipo em M, (K)

Exemplo 4.1.3 A aplicagio s : Ms,(K) — Mo, (K), definida por
A B\ (D -B
¢ b)) \-ct A

onde A, B,C, D € M,(K) é uma involugiao do primeiro tipo em Mo, (K), chamada de

mvolucao stmplética.

Exemplo 4.1.4 Considerando My(C) como C-dlgebra, temos que x : My(C) — My(C),
definida por

21 % ) _ Z3

nou ) \ @A

¢ uma 1mvolugcao do sequndo tipo.
Defini¢ao 4.1.5 Seja (A, x) uma dlgebra com involugao. Dizemos que a € (A, *) é um

G

N
)

elemento stmétrico se a* = a e que é um elemento anti-simétrico se a* = —a.

Observe que AT ={a € A|a*=a} e A~ ={a € A| a* = —a} sdo subespagos
de A e que AT N A~ ={0}. Além disso, se a € A, entao

at+a* a—a*

T T
Note que
a+a*\*  a*+(a*) a+a a+a*
2 222
e
a—a*\" a —(a*)" a*'—a a—a*
2 S22 2 )’
a+ a* a—a

¢ anti-simétrico. Assim, A= AT @ A~.

é simétrico e

ou seja,
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Observagao 4.1.6 Se x for uma involu¢ao em A, entio G, = {x € U(A)/z*z = 1}
serd um subgrupo de U(A). No caso A = M,(K), temos U(A) = GL,(K), o grupo
linear, e Gy = O,(K), o grupo ortogonal (por esta razao a involug¢do transposta é

também chamada de ortogonal). Sendo n par, temos G = Sp,(K), o grupo simplético.

Defini¢ao 4.1.7 Sejam (A1, %) e (Aa,n) dlgebras com involugio e ¢ : Ay — As um
homomorfismo de dlgebras. Dizemos que ¢ : (A1, %) — (A2,n) € um homomorfismo
de dlgebras com involugao se p(a*) = (p(a))”, para todo a € A;.

Quando existe um isomorfismo nessas condicoes dizemos que as dlgebras com

involugao sao isomorfas e denotamos (Aq,*) ~ (Ag,n).

Sejam X = {x1,29,...} ¢ Y = {y1,¥2,...} conjuntos disjuntos de variaveis e
tomemos a algebra associativa livre K(X UY'). Consideremos * : K(XUY) —

K(X UY) a aplicagao linear que satisfaz

1"=1, z; =x; e y; =—y; paratodoi € N

3 .
(z2129...2;)" = zj...2527, para quaisquer z1, 2o, ..., 2 € X UY.

Sendo my = 2y...2; € Mg = z41...2, mondmios em K (X UY') temos

* * % * * * * %
(mima)” = (21... 202041 2n) = 25212 2] = MaMy

(m})" = (z7.2)" = (21"

Logo, * ¢ uma involucao.

(2))" = 21...20 = my.

Definigao 4.1.8 (K(X UY), %) € uma dlgebra associativa livre com involugdo,
onde X, Y e x sao definidos como acima. Além disso X € o conjunto das varidveis

sitmétricas, e Y o das varidveis anti-simétricas.

Defini¢ao 4.1.9 Seja (K(X UY), %) uma dlgebra associativa livre com involugdo nas
condicoes acima. Um endomorfismo ¢ de K(X UY) é um x-endomorfismo se ¢ (x;)
for simétrico e ¢ (y;) for anti-simétrico para todo i € N (isto é equivalente a dizer que

% e @ comutam).

Agora definiremos identidades e polinémios centrais para uma algebra com in-

volucao.
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Definicao 4.1.10 Sejam f(z1, ..., Tn, Y1, -, Ym) € K(X UY) e (A, *) wma dlgebra com
involugao. Dizemos que f € uma identidade de (A, x) se f(ai,...,an,b1,....00) =0
para quaisquer a; € AT e b; € A™. Dizemos que f é um polinémio central para
(A, *) se f(ar,...,an, b1, ....;bm) € Z(A) para quaisquer a; € A" e b; € A™.

Definicao 4.1.11 Dizemos que um ideal (resp. subespago) J de K(X UY) é um *-
ideal (resp. *x-espago) se ¢ (J) C J para todo *-endomorfismo ¢ de K (X UY), ou

seja, f(giy s Gns P1y ooy hun) € J para quaisquer f(xi, ..., T, Y1y Ym) € J € G1yeeey Gn
elementos simétricos e hy, ..., hy, elementos anti-simétricos de K (X UY').

Observe que o conjunto T'(A, x) das identidades da algebra com involugao (A, ) é
um *-ideal e que o conjunto C(A, *) dos polindmios centrais para (A, *) é um *-espago.
Defini¢ao 4.1.12 Dizemos que um polinomio f € K(X UY') é x-préprio se f for

uma combinacao linear de produtos de varidveis anti-simélricas sequidas por comula-

dores de grau mator ou iqual a 2.

Observando o que foi desenvolvido na Se¢ao 1.4, consideremos uma, base ordenada

de L(X UY) formada por

T1,T2,T3..-,Y1,Y2,Ys, ..., U1, U2, U3, ...

onde u; = (2, Ziy..., 23], com z;; € X UY e k > 2. Temos entdo que existe uma base

de K(X UY) formada pelos elementos

ni . .no mi, me
TR 2 Y Yy Dy g, Ky g, my > 0.

Definigao 4.1.13 Seja f um polinémio multi-homogéneo em K(X UY'). FEscrevendo
f= Za R a7

onde g, é um polinémio x-préprio, definimos o posto de f, denotado por r(f), como

sendo a maior n-upla a = (ay, as, ...a,) na ordem lexicogrdfica.

Como f possui uma unica expressao na forma acima, temos que r(f) estd bem
definido. Observemos que, de acordo com esta definicao, f é x-proprio se, e somente
se, 7(f) = (0,0,...,0). E importante observar também que a ordem lexicografica é uma
boa ordem no conjunto Njj = Ny x Ny x ... x Ny(Ng = NU {0}) e assim o principio da

indugao ¢ valido, sendo portanto possivel fazer indugao em r(f).
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Considere um polinomio multi-homogéneo
(@1, o Ty Y1y ooy Ym) = a2l alrg + Zaax‘flx?... g, (4.1)

onde a,a, € K — {0}, g e g, sdo *-proprios e a = (ay,ag, ...a,) < (by, b, ...by,) = r(f)
(na ordem lexicografica). Observe que quanto maior a entrada a; na n-upla a, menor
é o grau de x; em g,.

Como em g e em g, nao aparecem variaveis simétricas fora dos comutadores, a

substituicao de x; por z; + 1 nao altera estes polind6mios e assim
F@1 41,20, o Ty Y1y s Ym) = o (@1 4+ 1) 252, L) g+2aa (x1 + 1)" 25220 g,.
Observe que a componente de menor grau em z; deste polinomio é
fi=azxb?. abrg + Z QT2 .. T0" G
a

onde o somatorio é sobre todos os a’s tais que a; = b;. Observe também que para
a; = by, temos (ba, ..., b,) > (ag, ..., an).
Consideremos agora o polinémio fi(xy,z2+ 1,..., 2y, Y1, ..., Ym) € tomemos a sua

componente de menor grau em x5, que €

f2—ozx3 x"g—l—g aars? .. g

onde o somatorio é sobre todos os a’s tais que a; = by e ay = by. Temos que para
a; = by e ag = by vale (bs, ..., b,) > (as, ..., ay).

Substituindo x3 por x3+ 1 em f5 e continuando com esse processo, vamos chegar
ao polinomio f,, = ag. A partir dessas ideias, temos o seguinte resultado.
Proposigao 4.1.14 Sejam V um x-espago de K(X UY) e f € V (f como em (4.1)).

Entao g € V . Ademais, se V for um x-ideal, entdo os polinémios g,’s também estao

em V . Consequentemente, todo x-ideal é gerado por seus polindmios x-proprios.

Demonstragao: Como 1 é simétrico, temos que x; + 1 é simétrico e dai o
polinomio f(xy;+1,2o..., Tp, Y1, ..., Ym) pertence a V' . Como K é infinito, temos f; € V
(veja a Secao 1.5) e assim, como xo+1 é simétrico, temos f1(x1, Ta+1, ..., Tpy Y1, ooy Ym) €

V.
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Novamente usando o fato de K ser infinito, concluimos que fo € V. Seguindo
assim chegamos a f, € Vedaige V.

Se V & um *-ideal, temos az?'...zPg € V e portanto o somatério em (4.1) também
pertence a V . Usando entao inducgao no posto, concluimos que os g,’s também estao
em V', donde segue a tultima afirmacao. m

Observemos que este processo de "eliminacao" de varidveis simétricas fora de
comutadores usado na proposicao anterior nao funciona para variaveis anti-simétricas,
pois a substitui¢ao de y; por y; + 1 nao define um *-endomorfismo de K (X UY'), uma

vez que y; + 1 nao é anti-simétrico.

4.2 Involucoes em algebras centrais simples

Seja A uma Aalgebra central simples de dimensao finita. Nosso objetivo nesta
se¢ao é estudar a ideia de equivaléncia de involugbes em A (na Secdo 1.1 apresentamos
conceitos e resultados que sao importantes aqui). Como resultado deste estudo, teremos
a classificacao das involugoes do primeiro tipo na algebra M, (K).

Denotaremos por Inv(A), o conjunto das involugoes do primeiro tipo em A e ¢, o
automorfismo interno de A determinado por r, como visto no final da Se¢ao 1.1. Sejam

x,J € Inv(A).
Lema 4.2.1 Se x = J(,. para algum r € U(A), entdo r* =1’ = +r.

Tt = o = redair’/ = r*. Para x qualquer em A temos

Demonstragao: Temos r
=2 = (27¢) = (rtar)t = el () = e e (0%) 7 e assim ! € Z(A).
Logo, existe A € K tal que r* = Ar. Como r** = r, temos que \>r = r e portanto

A2 = 1. Como K & um corpo, devemos ter A = %1, o que conclui a demonstracio. =

Teorema 4.2.2 Ezxister € U(A) comr! = r* = £r, tal que * = J(,. Reciprocamente,
ser € U(A) er! = 4r, entdo J( € Inv(A).

Demonstracao: Como Jx é um automorfismo de A, temos, pela proposicao
1.1.12, que Jx é interno, ou seja, J* = (. para algum r € U(A), e dai * = J(,.. Pelo
lema anterior temos r/ = r* = +£r.

Reciprocamente, tomando J; = J(,., com r € U(A) e r/ = 47, temos:

i) at =7 r~tadr)r = r~rla(r?) "y =
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ii) (ab)Jl =r~Yab)'r = r~’a’r = r-Y0/rr—ta’r = bM1a’r;

iii) J; é linear pois é a composi¢ao de duas aplicagdes lineares, pois J é uma involugao
; .. . - . J
e (. é composicao de duas involucoes. Assim valem (a+b)" = a’t + b/t e

(M) =\ (a);
para quaisquer a,b € A. Portanto J(. € Inv(A). m

Definigao 4.2.3 Diremos que * e J sao equivalentes se existir v € U(A) x-simétrico
tal que x = J(,.

Observemos que a Defini¢do 4.2.3 nos da uma relacio de equivaléncia em Inv(A).
De fato, a reflexividade é imediata. Para ver a simetria, basta observar que x =
J(, implica em J = *(,-1 e aplicar o Lema 4.2.1. Quanto a transitividade, supondo
Ji, Ja, J3 € Inv(A) e ri,ry € U(A), com r‘lh =, 7“‘2]2 = 1y tais que J; = Jo(, e Jo =

Ji,.J1 J2Cry

J _
I3y 5 temos J; = J3GuCry = J3Cr € (rary)™t = ritryt = 7‘17“22 =rir Lrory = rory.

Logo, J; e J3 sao equivalentes.

Teorema 4.2.4 A relacao dada na Definicao 4.2.83 determina, no mdzrimo, duas classes
de equivaléncia em Inv(A). Ademais, se x = J(. para algum r € U(A) x-anti-

simétrico, entdao x e J nao sao equivalentes.

Demonstragao: Sejam Ji, Ja, x € Inv(A) , com J; e J nao equivalentes e * nao

equivalente a .J,. Existem entdo 11,75 € U(A), com 1" = 1> = —ry e ry> =15 = —1ry
: _ _ o7 /R O Jalry
tais que J; = Jo(,, e Jo = %(y. Dad, Ji = %Gy, € (1)t = r17irg/t = —ppry 26 =

—Tlrflrg‘b ry = ro r1. Logo * é equivalente a Jj.
Supondo agora * = J(,. e * = J(,, com r* = —r e r] = ry, temos (, = (,, e dai
rir~t € Z(A). Logo, 11 = A\r para algum \ € K, o que nos da r; = —r;. Mas, isto é

uma contradicao e assim * e J nao podem ser equivalentes. m

X1 X5
Consideremos agora a algebra M, (K). Sendo n = 2m e X =
X3 X,
Xi Xt X X!
com X1, Xo, X3, Xy € M,,,(K), temos X' = e X¢ =
Xy Xi -X; X
0 Tinxm
Podemos observar que t = s(¢ onde C' = . Como C' = —(C temos
_]m><m 0

que t e s nao sao equivalentes e assim ha duas classes de equivaléncia em Inv(M, (K)).
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Supondo agora n impar e * uma involugao qualquer em M, (K), temos t = *(p
para algum B € GL,(K) tal que B®* = £B. Mas, se B' = —B, entdao detB =
det(—B) = —detB e assim detB = 0, o que é um absurdo. Logo, B = B e portanto
é equivalente a t.

A seguir, definiremos identidade estavel e enuciaremos dois resultados que serao
muito importantes na demonstracao do proximo teorema.

Considere A uma K-algebra e f uma identidade polinomial para A.

Definicao 4.2.5 Diremos que f € uma tdentidade estdvel para A, se para qualquer

K-dlgebra comutativa B, [ for ainda identidade para A ®k B.

Lema 4.2.6 Se K ¢ um corpo infinito e A é uma K-dlgebra, entdo toda identidade

polinomial para A € estdvel.

Demonstragao: Ver [16], pagina 10. =
Seja F' uma extensao de K. Considerando a algebra Ap = ARk F e f(x1,...,z,) €
K (X) segue do lema anterior que se f é uma identidade de A entdo f é identidade

para Ap. Pode-se mostrar que isto também vale para algebras com involucao.

Lema 4.2.7 Seja K um corpo, charK # 2, e a € GL,(K). Se K contem as raizes

quadradas de todos os autovalores de a, entao eziste p(x) € K [z] tal que a = p(a)?.

Demonstracao: Ver [16], pagina 79. m

Teorema 4.2.8 Sejam K um corpo infinito com charK # 2 e x uma involugdo de
M, (K). Entao

A sequnda possibilidade podendo ocorrer apenas quando n for par.

Demonstracao: Suponhamos inicialmente que K seja algebricamente fechado.
Pelo Teorema 4.2.2, existe r € GL,(K) com % = (. tal de r é simétrico ou anti-
simétrico. Suponhamos que r seja simétrico, ou seja, r* = r. Como K contem as
raizes quadradas dos autovalores de r, pelo Lema 4.2.7, existe v € M, (K) expressao

polinomial em 7, tal que 7 = v%. Como 7' = r temos que v’ = v.
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Considere a aplicagao ¢, : (M, (K),t) — (M, (K),x). Temos que ¢, é um iso-
morfismo de algebras com involu¢ao. De fato, para a € M, (K), e sabendo que * = ¢,

Laro = v~ (rlar) v = vl ralr o = vatv™! = (v taw)" = (¢, (a)).

temos ¢, (a*) = v~
Isto prova o teorema no caso em que r for um elemento simétrico.

Suponhamos agora que 7 seja um elemento anti-simétrico. Se n for impar,
det (r) = 0. Como r € GL,(K), n deve ser par. Lembrando que t = s(c, segue-
se que x = t(, = s(c(, = s(op. Como Ct = —C e rt = —r, temos (Cr)" =t(;' (Or) =
(cCrc—Y)' = Ctrt = Cr. Em outras palavras, temos que Cr ¢ um elemento s-
simétrico. Como na primeira parte da demonstracao, pode-se construir um isomorfismo
(M, (K),s) = (M, (K),*) de algebras com involugdo. E isto completa a demonstragao
quando K for algebricamente fechado.

Agora seja K um corpo arbitrario infinito e K seu fecho algébrico. Como K
é infinito, tendo em vista a observacao feita apos o Lema 4.2.6 temos que toda *-
identidade é estavel. Portanto, (M, (K),x) e (Mn (K) , *) tém as mesmas *-identidades
sobre K. Analogamente (M, (K),j) e (Mn (K) ,j) tem as mesmas *-identidades sobre
K onde 7 =1 ou j = s.

Pela primeira parte (M, (K),*) ~ (M, (K),j), onde j =t ou j = s. Por-
tanto, (Mn (K) ,*) tem as mesmas x-identidades que (Mn (K) ,j) sobre K. Assim,
(M, (K), %) ~ (M,(K),t) ou (M,(K), %) ~ (M,(K),s). m

4.3 A involucao transposta

A involugao transposta na algebra My(K) é a aplicacao t : My(K) — My (K),
t

a b
definida por = . Observemos que os elementos simétricos de
c d b d
~ . a/ . . . ~
(M2(K),t) sdo as matrizes da forma e os anti-simétricos sdo as da forma
b d
0 b : - S
. O seguinte teorema apresenta a descri¢ao das identidades de (M»(K), )
b 0

para K infinito, com charK # 2. Considere A = M5(K).

Teorema 4.3.1 O x-ideal I = T(A,t) é gerado pelos polinémios

(1o, z1],  [yi,92], a1y, 2] — yiye|we, 4]
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e

(1, xa][23, 4] — [21, T3)[T2, 4] + [21, T4][T2, 23]

Demonstracao: Ver [9] =

Seja V' o *-espaco de K (X UY') gerado pelos polinémios

Yz, Z2lyiye, ailze, 2y gelze, 21 (w2, w2] — niyele, 21]) 22
e
21 ([, xo][ws, x4] — |21, 23][70, 4] + [21, T4][T2, 23]) 22
com 21,29 € X UY.

Lema 4.3.2 I CV C C(A,1).

Demonstragao: Claramente temos I C V. Para mostrar que V' C C'(A,t), basta

b 0 b
mostrar que 152 € C(A,t). De fato, sejam Y; = e Y; = ?
—b; O —by 0
~ “biby 0 10
Entao V1Y, = = —b1by € C(At).
0 —b1bo 01

Portanto V C C'(A,t). m

Lema 4.3.3 Para todon > 1 temos que y1Ya...Yon € V.

Demonstracao: Vamos usar inducao em n. Para n = 1 o resultado é imedi-
ato. Suponhamos entao que seja valido para n > 1. Observe que (y2n+1y2nygn+1)* =
Yoni1YonYont1 = (—Y2nt1) (—Y2n) (—¥Y2n+1) = — (Yont1¥2nY2n+1), OU S€JA, Yont1Y2nY2n+1
é anti-simétrico. Assim trocando Yo, POr Yon+1YonYont1 €M Y1Ys...Y2,(que pertence a
V), temos y1Y2...Y2n—1Y2nt+1Y2nYont1 € V. Como [y1,y2] € I, para quaisquer y; e yo
varidveis anti-simétricas, temos alyi,y2]b € I, onde a e b sdo polindmios quaisquer.

Assim, fazendo a = y1y2...Y2n—1, b = Yon+1, Y1 = Yont1 € Y2 = Y2n temos

Y1Y2---Yon—1Yon+1Y2nY2n+1 — y1y2“-y2n71y2ny§n+1 el

e assim
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NYy2---Yon—1Yon+1Y2nY2n+1 = y1y2---yzn_1yzny§n+1(m0d I).

Como I CV e yopt1 + Yonto é anti-simétrico, podemos afirmar que

Y1Y2---Yon—-1Yon (Yont1 + y2n+2)2 eV.

Porém este tltimo polinémio é congruente a

y1y2--~y2n—1y2ny§n+l + 2y1Y2-- - Yon—1Y2nY2n+1Y2nt2 + y1y2-~-y2n—1y2ny§n+2

modulo V', e como ylyg...ygn,lygnygnﬂ, ylyg...ygn,lygnygnﬁ € V, temos o resultado. m

Lema 4.3.4 Todo comutador v de grau n > 2 em K(X UY) pode ser representado

modulo I como combinacao linear de produtos de elementos dos tipos

Yi, [yi,l’il, ,.flk] (k Z 1), [l‘il, ...,IZ’Z] ( l Z 2) . (42)

Demonstracao: Vamos usar inducao no grau do comutador. Se v for um co-
mutador de grau 2, entdo v = [z;, 2], v = [z, y;] = — [y, 2] ou v = [y;,y;]. Como
[Yi,y;] € I e os demais tém uma das formas em (4.2), temos o resultado valido para
comutadores de grau 2.

Suponhamos agora que o resultado seja valido para comutadores de grau n > 2
e tomemos v um comutador de grau n + 1. Temos que v = [w, z] ou v = [w, y], onde
w ¢ um comutador de grau n. Por hip6tese de inducao, w é uma combinacao linear de
produtos wyws...w;, onde cada w; tem uma das formas em (4.2). No caso v = [w, z],

observemos que
!

[wlwg...wl,x] = E Wy...W;—1 [wl,x] Wi4q1... Wy
i=1
Como [w;, z] tem necessariamente uma das formas em (4.2), este caso esté concluido.

Ja no caso v = [w, y|, basta observar que
[wlwg...wl, y] = W1wWy... WY — Yywi1wsy... Wy
e que ambos os termos no segundo membro tém a forma desejada. m

Lema 4.3.5 y; o [y2, 1] € uma identidade para (Ms(K),t).

Demonstragao: Primeiramente observemos que dois elementos anti-simétricos
y1 e Yy comutam em (M>(K),¢) e que y; o 1 é um elemento anti-simétrico, onde y; é
elemento anti-simétrico e 1 é elemento simétrico de (My(K),t). Assim y; o [ys, 1] =

O4y1o [y, x1] = [y2, 1] o1 +y1 0 [yo, 21] = [y2, 01021 =0 m
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Lema 4.3.6 Seja f € K(X UY) multihomogéneo e x-préprio. Entao, mddulo I, f
se escreve como uma soma fi + fo + f3, onde fi, fo e f3 sdo combinacdes lineares de

polinomios das formas
ULU2... U2p, ULU... U2nU2n+1, UT... UnW

respectivamente, onde cada u; € um comutador anti-simétrico de grau maior ou igual

al ew é um comutador simétrico de grau maior ou iqual a 2.

Demonstracao: Sendo f x-proprio, temos que f é uma combinacao linear de
produtos de comutadores, sendo os comutadores de grau 1 varidveis anti-simétricas.
Assim, pelo Lema 4.3.4, f é congruente médulo I a uma combinagao linear de produ-
tos wyws...w;, onde cada w; tem uma das formas em (4.2). Analisemos, entdo, estes
produtos.

Se para algum ¢ tivermos w; simétrico e w;, 1 anti-simétrico, entao necessariamente
w; = [v, ], onde v é um comutador anti-simétrico e x é uma variavel simétrica (observe
(4.2)). Logo, pelo Lema 4.3.5, segue-se que w;w;1 = —w;1w;(mod I).

Considerando agora a situacao w; e w;4+1 simétricos para algum 7, temos w; =
[v1, 4] € wiy1 = [ve,24,], onde v1 e vy sdo comutadores anti-simétricos. Usando a

identidade [y1, 1] [ya, T2] — 2y1y2 [x2, 1] + [y1, T1, 2] y2 de (M2(K),t) , concluimos que
wiw;r1 = [v1, T4, |[ve, T4, ] = 20109[xsy, x4y ] — [v1, T4y, iy (Mod T).

Tendo em vista que os elementos [z;,,z;] e [vi,2;,,2;,] s80 anti-simétricos, a
demonstracao esta concluida. m
Proposicao 4.3.7 Se f € C(A,t) for x-prdprio, entao f € congruente a f; mddulo

I, onde fi € uma combinacao linear de produtos de um numero par de comutadores

anti-simétricos. Consequentemente, f € V .

Demonstracao: Sejam fi, fo e f3 como no lema anterior. Pelo Lema 4.3.3,
fi € Veassim f — f; € C(A,t). Logo, fo+ f3 € C(A,t). Como toda matriz anti-
simétrica em (A,t) tem trago zero e u...us, € central, temos que fo sempre resulta
numa matriz de trago zero em (A, t). Para ver que f3 resulta em matriz de trago zero,
basta observar que w (que é comutador de grau maior ou igual a 2) resulta em matriz
de trago zero e que o produto de uma matriz anti-simétrica por uma simétrica também

tem traco zero. Segue entao que fy + f3 resulta em matriz de traco zero, além de ser
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central. Logo, temos fa + f3 € I, o que nos da f = fi(mod I). Como f; € Vel CV,
segue que f € V. m

Definigao 4.3.8 Sejam 2, z1, 22, ... varidveis em XUY . Definimos hi(z1, 29) = 21020,

ho(z2, 21, 20) = 22 0 (21 0 20) e, indutivamente,

Ps1(Zna1s Zny ooy 215, 20) = Zna1 © hn(2n, -0y 21, 20) -

Como (x107;) é um polinbmio anti-simétrico, podemos concluir que se ug é anti-
simétrico e vy, ..., v, $40 simétricos, entao hy,(v,, ..., v1, ug) é anti-simétrico para todo
n > 1.

Lema 4.3.9 Sejam uy, ..., u,, comutadores anti-simétricos de graus maiores ou iguais

al, com m par, e x1,x3, ..., T, varidveis simélricas. Entao
TpTp_1.. Lol U U Uy = Ry (Tpyy ooy T1, UL ) U Uy + S

onde s € uma soma de polindmios da forma x; ;,...x; g, onde 0 < k < n eg é um

polindomio *-préprio. Ademais, T,...x1uUs... Uy, = s(mod V).

Demonstragao: Vamos usar indu¢ao em n. Como zju; = % [z, u1] + 21 0 uy,
temos
1

D1UL U = (21, uy) Ug.. Uy, + By (1, Uq ) U Uy,

Mas, [z, u1] ug...ty, é *-proprio (podemos ordenar os termos usando a relagao
ab = ba + [a, b]), donde temos que o resultado é valido para n = 1.

Supondo agora que o resultado seja valido para n > 1, temos
Tyt 1T T1U U Uy = Ty 1 Py (T ooy T4, UL U Uy + Tiyg1 S-
Observemos que

Tp1hn(Tny ooy T1,u1) = 5 [Zni1y B (T ooy 1, 01)] + Byt (Tns1, Ty ooey T1,U7)

e que hy(x,, ..., x1,u1) € uma combinacao linear de produtos de uy, 1, ..., x,,. Pelaigual-
dade (1.2) podemos ver que [Z,41, hn(Tp, ..., T1,u1)] € uma combinagdo linear de pro-
dutos nos quais aparecem no maximo n variaveis simétricas (que estao em {1, ..., x,})
fora de comutadores. Assim, usando a relagao ab = ba+ [a, b] para reordenar os termos,

mostramos que [Tpi1, hn(Tp, ..., T1, U1)] Uz...uy, € um somatorio de produtos da forma
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Ty Tiy... ;. g, onde 0 < k <n+1e g éum polinémio *-proprio. Observando agora que
Tni1S também é um somatoério de produtos da forma apresentada, temos a primeira
parte do resultado.

A dltima afirmagao se verifica facilmente, pois h, (2, ..., 1, U1 )Us...u,, € V , uma

vez que m é par e hy,(zp, ..., 1, u;) é anti-simétrico. m

V.

Teorema 4.3.10 C'(A,1)

Demonstragdo: Como a inclusao V' C C(A,t) ja foi verificada, basta mostrar
a inclusdo contraria. Seja entdo f(x1,...,Tn, Y1, Ym) € C(A,t) multi-homogéneo.
Vamos usar indugdo no posto de f. Se r(f) = (0,0,...,0), entdo f & *-proprio e
assim, pela Proposi¢ao 4.3.7, f € V . Suponhamos entao que r(f) = (by,bo, ..., b,) >
(0,0, ...,0) e que o resultado seja valido para todos os polinomios em C(A,t) de posto

menor que r(f). Temos
— b1 b2 bn, a1 ,.a2 a
f=axi'x?. .x,ng + E (oY R SO ey
a

onde g e g, sdao polinémios *-proprios e a = (ay,as, ...,a,) < r(f). Pela Proposigao
4.1.14, g pertence a C(A,t) e assim, pela Proposi¢ao 4.3.7, g deve ser congruente
modulo I a uma combinacgao linear de produtos da forma uqus...u;, onde [ é par e u; é

um comutador anti-simétrico de grau maior ou igual a 1. Segue entao que
f=v+ E Qe 92 ... g, (mod 1)
a

onde v é uma combinacgao linear de termos da forma xlilng...xZ"ulug...ul. Vamos entao

analisar esses termos. Usando o Lema 4.3.9 (e a relagdo ab = ba + [a,b] para reor-
b1, b _ .
denar termos) podemos afirmar que z]'z5...x%"ujug..u; = s (mod V) onde s é uma

combinagao linear de polinomios da forma z{'z3*...x

Cn

¢nq onde g é *-proprio, ¢; < b; e

¢+ ...+ ¢, < b+ ...+ b,. Temos entao (cq,...,c,) < (by,...,b,) = r(f) e portanto f
é congruente moédulo V a um polinémio f de posto menor que r(f). Mas, como f é
central, devemos ter f também central e dai, por hipétese de inducdo, f € V , o que

nosda feV. m
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4.4 A involucao simplética

A involugao simplética na algebra Ms(K) é a aplicagao s : My(K) — My (K),
definida por

S

Observemos que os elementos simétricos de (M»(K),s) sdo exatamente as matrizes

escalares e os anti-simétricos sao as matrizes de traco zero.

Em [9] foi provado que o x-ideal J das identidades de (M5(K), s) é gerado pelos
polinomios [z1, xs] € [x1, 11]. Consideremos agora o *-espaco de K (X UY") gerado pelos

polinémios

Ty, z1[T1, Toze,  zi[T1, Yi)ze. (4.3)

Denotando por W este x-espaco, temos J C W C C(My(K), s). Para ver isso, basta
observar que todo elemento simétrico de (M»(K), s) é central e assim todo polinémio
simétrico de K(X UY') é central para (M5(K), s). Ademais, os outros dois polindmios

em (4.3) sdo identidades e portanto centrais para (Ms(K), s).

Teorema 4.4.1 C(My(K),s) =W.

Demonstragao: Como ja vimos que W C C'(My(K), s), basta mostrar a inclusao

contraria. Seja entdo f € C(M;(K),s). Temos

_ e r
f=5 1t
onde +J é simétrico e f=7 é anti-simétrico em K(X UY). Como f e f—;f

resulta em matriz de

sao centrais, temos que deve ser central. Mas,

traco zero, pois todo elemento anti-simétrico em (My(K),s) é uma matriz de trago

f_2f € J. Logo, como J C W e f—;f

zero. Assim, e W, devemos ter f € W. m
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