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ABSTRACT

This work aims at the optimization of total
travel time for transportation of equipments between different
points. For the solution, a network of points in the North -

East of Brazil is considered.

Three different methods using Graph Theory
have been used to determine the optimal arrangement. The
minimum cost movements are computed by using the algorithms
of Klein; Busacker and Gowen; as well as the method of
optimal assignment. Further the adequacy of the Clarke and
Wright algorithm for solving such a problem is discussed

subject to a few restrictions.

The resuits obtained in this study show that
the above methods of graph theory can be used to determine

the minimum travel time between different points.



RESUMOD

Este trabalho visa a otimizacao do tempo to-
tal de viagem, para o deslocamento de equipamentos entre di-
ferentes polos. Para solucionar o problema utilizou-se uma

rede de pontos existentes na regiao do Nordeste Brasileiro.

Tres metodos diferentes empregando Teoria dos
Grafos vem sendo utilizados para determinar o arranjo otimo.
Os movimentos ao custo minimo sao computados, emprega-se 0S
metodos de Klein; Busacker e Gowen; e o da designacao otima.
A adequagao do metodo de Clarke e Wright para solucionar tal

problema e discutida sujeito a algumas restricoes.

0s resultados obtidos nesse estudo mos tram
que os metodos, referidos acima, podem ser utilizados para

determinar o tempo minimo de viagem entre diferentes polos.
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CAPITULO I

INTRODUCGADO

Devido a sua vasta aplicabilidade, o estudo
da teoria dos grafos se expandiu rapidamente. Um fato impor-

tante nesse desenvolvimento foi o aperfeicoamento dos compu-

tadores.

A representacao detalhada e direta dos siste
mas praticos, como as distribuicoes ou redes dos meios de co
municacoes conduz aos grafos de grandes tamanhos. 0 sucesso
das analises desses grafos depende tanto da existencia de
bons algoritmos, como da disponibilidade de computadores ve-

lozes.

Neste trabalho se aplica a teoria dos grafos

a fim de minimizar o tempo de deslocamento de equipamentos en

tre diversos polos.

No sentido de solucionar o referido nroblema,



utilizou-se tres metodos tedoricos de grafos; método de Busa

cker e Gowen, e de Klein e o metodo de designacao.

0s metodos foram ensaiados satisfatoriamente

sobre dados praticos.

A tese comeca - mais particularmente - no Capftg
lo Il com a definicao do escopo deste trabalho. No Capitulo
IIl serao explicados os conceitos gerais de teoria dos gra -
fos necessarias ao bom entendimento das tecnicas wutilizadas
neste trabalho. 0 Capitulo IV descreve o processo de coletar
os dados. No Capitulo V serao apresentados os algoritmos uti
lizados. 0 Capitulo VI apresenta as tecnicas utilizadas para
resolver o problema, e os resultados sao descritos no Capitu

lo VII.A conclusao do trabalho sera apresentado no Capitulo

VIII.

Os programas principais sao encontrados no

apendice.



CAPITULO II

Desenvolveu-se na Associagao Tecnico-Cienty-
fica "Ernesto Luiz de Oliveira Junior" - ATECEL, Orgao da
Universidade Federal da Paraiba, um projeto denominado de
"Pesquisa de Origem e Destino", no ano de 1975. A finalidade
da pesquisa era obter um conjunto de informagoes basicas so-
bre o fluxo de riquezas escoadas ou recebidas na regiao Nor-
deste brasileira, identificando os polos de origem-destino,a
freqiencia deste intercambio, bem como da distancia em que
essas riquezas se deslocam para alcancarem o objetivo da co-
mercializacao. Para obter os objetivos definidos foram sele-
cionadas (entre as vias de comunicagoes que compoem a malha
rodoviaria nordestina) as vias com valores significativos de
volume de trafego e alocou-se estrategicamente noventa e dois
"Postos de Coleta de Dados", capazes de captar o intercambio
entre os diversos polos internos na regiao nordestina e ores

tante do Pais.



Para a execugao da coleta dos dados, o Proje
to foi dividido em seis etapas de execucao. Baseado no volu-
me de trafego existente no trecho escolhido, e as dificulda-
des de cada area de atuagao. Para investigacao em cada posto
foi necessario de 1 a 2 conjuntos de equipamentos. 0 numero
maximo de postos investigados foi de 23 e, utilizou-se no ma

ximo 25 conjuntos de equipamentos. (12)

0 objetivo deste trabalho € o de se chegar
ao arranjo "otimo" de distribuicao de equipamento, de manei-
ra que, minimize o tempo de deslocamento ou, em outras pala-

vras, os custos de transportes.



CAPITULO III

DEFINICAO E REVISAO DE CONCEITOS GERAIS

Neste capitulo serao apresentados apenas o0s
conceitos gerais, e definicoes indispensaveis'ao bom entendi
mento das tecnicas utilizas nesse trabalho, e esta basicamen
te dividido em tres partes. Na primeira € feita uma revisao
dos conceitos mais utilizados da teoria dos grafos. Na segqun
da e estudado o problema de fluxo maximo em uma rede e o fig
x0o com o custo minimo, e na terceira, sao apresentados os pro

blemas de atribuicao, transporte e designacao.

I11.1 - CONCEITOS GERAIS

ITI.1.1 - GRAFO

Um grafo G @ uma colegao de nos ou vertices



'x], Xps «on X (o conjunto X) e uma colegao de linhas a

n 14 B

a (o conjunto A) ligando todos, ou alguns desses verti-

. ces. Geralmente representa-se um grafo G por G(X,A).

Se os elementos em A tiverem uma diregao, es
ta sera usualmente indicada por uma seta, e sao chamados ar-
cos, e o grafo resultante & chamado de um grafo direcionado
(Figura III.1.a). Se os elementos no conjunto A nao tiverem
nenhuma direcao, sao chamados ramos, e o grafo e um grafo
nao direcionado (Figura III.1.b). Um grafo mixto € um grafo
que tem arcos e ramos (Figura III.1.c). Explica-se que um ra
mo em um grafo nao direcionado ou mixto e equivalente a dois

arcos em sentido contrario.

Uma maneira alternativa e fregientemente pre
ferivel para descrever um grafo G, e especificado o conjunto
X de vertices e uma correspondencia I', a qual mostra como
eles sao interligados.T echamada uma aplicagao do conjunto
X em X, e o grafo e denotado por G(X, I'). No exemplo da Figu

ra III.1.a tem-se:

F(x1) = {xz, x5}; isto e, Xps Xg S0 0S ver-

tices finais dos arcos cujo no inicial e Xy -

T(xz) = {x], x3};

—
—
>
w
—
|

{X1};

F(x4) = &, o conjunto nulo, ou conjunto va-



FiIGURA TOII ., l.a.— GRAFO

X, Xz
a FIGURA IITI. 1.b - GRAFO
as * i
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x5 05 X4

FIGURA III . 1.c - GRAFOQ
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NAQ - DIRECIONADO

MIXTO




De um modo simular o conjunto de véertices X,

para o qual um arco (xv, Xi) existe no grafo, escreve-se co-
= . -1 - : -

mo I (xi)' Portanto, a relacgao T (xi) e chamada aplicacao

inversa. Por exemplo: para o grafo da Figura III.l.a tem-se:

I Img) = Toge Ry

-
—
>
nNa
—
1

{x]}

Grafo Bipartido - Um grafo e chamado de bi -
partido se os vertices poderem ser particionados em dois con

juntos

S = {s;} (i =1,...,m) e T = {tj} (j =15..40)

de maneira que todos os arcos sejam de tipo (Si’ €] (veja

Figura I11.4).
I1T.1.2 - CAMINHO

Em um grafo direcionado, uma sequencia de ar
cos onde o no final de um arco & o vertice inicial do seguin
te, e chamado de um caminho. Portanto, na Figura I11.2 a se-

qiiencia dos vertices sao caminhos:

X], XE’ XS, Xd, X3, X5, X6;

X], XZ, X5, Xa, X3;

Rya Bgw Res Xas Hge Zas Rgs Xg




FIGURA ITL.2 - GRAFO PARA APRESEN-
TAGAO CAMINHO

FIGURA I .3 - GRAFEO PARA APRESEN-
TACAO CIRCUITO

FIGURA IIT. 4 —GRAFO BIPARTIDO
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111.1.3 = GUSTO

Um numero Cij as vezes pode ser associado a
um arco (Xi’ xj). Esses numeros sao chamados de custos ou pe
sos, e, por isso, o grafo e chamado de um grafo com arcos pon

derados.

Desde que pode se apresentar o caminho pela
sequencia dos arcos (ay, a5y «ous aq) o custo do caminho

L(u) @ o somatorio dos custos nos arcos que aparecem em W

isto e:

.) em u

L () = 2C.; (xi, X5

1)

Cardinalidade do caminho u e o numero de ar-

cos (g) que aparecem neste mesmo caminho
I11.1.4 - CIRCUITO

Um Circuito e um caminho X1s Xos «e.» X MO

qual o vertice inicial X3 coincide com o vertice final X

Portanto, na Figura II11.3 as seguintes seqliencias formam cir
cuitos:

Py Ege Sgw A

Xgs Xys Xps X35 Xgs X5 X9s Xg

Eis #as Rgal Bgs Rgs Age B

0 problema do menor caminho € o de encontrar



o caminho do valor minimo de um vértice inicial s = X a

11

c

un-

vertice final especifico t ¢ X. Para cada grafo G(X, I') com

arcos ponderados, define-se uma matriz de custo C = ((

o o)
1]

Os elementos da matriz de custo podem ser positivos, negati-

vos ou nulos.

ITI.2 - REDES, FLUXO MAXIMO E FLUXO

DE CUSTO MINIMO

I1L.2.]1 - REDE

Uma rede e um grafo
para cada elemento do conjunto A um

capacidade do arco. 0s elementos do

podem variar de zero a infinito («).

G(X, A) onde se associa
numero bij denominado de
conjunto de capacidade B

Existem dois vertices es

peciais em uma rede: a fonte (s) e o vertice terminal (t).

I11.2.2 - FLUXO EM UMA REDE

Um conjunto de numeros f].j e chamado de flu-

xo em uma rede, se satisfaz as seguintes restrigoes:

V se Xy = S

D se %¥. # 5 pu t

1
ct

- V se xi



s

0 (V) que aparece na equagao (1) € um numero

nao negativo chamado de valor de fluxo.

Restricoes (1) estabelecem que o fluxo que
entra no vertice X e igual ao fluxo que sai do mesmo verti-
ce. Para os vertices s e t o valor total de fluxo que sai do
vertice s e igual a (V) e &, tambem, o valor de fluxo que

chega ao vertice t.

Restricoes (2) estabelecem que o fluxo fij

no arco (x Xj) e sempre menor ou igual a capacidade b].j do

i?
arCcg:

Se se deseja obter o fluxo maximo numa rede,

procura-se um conjunto de fluxos demodo que:

seja maximo.

Encontrar o valor de fluxo maximo emqualquer
rede e um problema de programacao linear com a funcgao objeti
va (a ser maximizada) z = V e as restrigoes (1) e (2). Desde
que este e um caso muito especial de programagao linear, po-
de ser resolvido com algoritmos mais eficientes do que o me-
todo simplex. Um deles muito conhecido e eficiente e o alga-

ritmo de FORD e FULKERSON (9).
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Numa rede pode existir ng origens e n, desti

t
nos; supoe-se que o fluxo pode ser transferido de qualquer
fonte para qualquer destino. Este problema pode ser transfor

mado em uma rede com um vertice inicial e outro terminal.

Ilustracao - Determine o fluxo maximo de um
vertice inicial s a um vertice final t na rede da Figura
IT1I.4. Supoe-se que a capacidade nos arcos nes Tj seja igual
a infinito («).

0 primeiro numero associado aos arcos e o da
capacidade (bij) e o segundo € o do fluxo no arco (f..). Ve

Y = ! J -
rifica-se que este Fluxo tem um valor de 6.

[I1.2.3 - FLUXO COM CUSTO MINIMO EM UMA REDE

Na Secgao anterior (II11.2.2), um numero chama
do capacidade foi associado a cada arco. Agora sera associa-
do, também, um outro numero a cada arco, que & 0 custo Cij
necessario para transportar uma unidade de fluxo ao longo do

arco (xi, Xj)'

0 interesse e de transportar um fluxo de va-
lor V de s para t, ao custo minimo. Se nao houvesse a restri
cao de capacidade, o problema se tornaria o de achar o menor
caminho de s para t, e transportar todo o fluxo ao longo des
se caminho. E obvio que, o valor de fluxo desejado V nao de-

ve ser maior que o do fluxo maximo de s para t, senao, nao

existiria nenhuma solugao. No caso em que o valor de fluxo



FIGURA TII.4 — FLUXO MAXIMO NUMA REDE

LG: ) X

(02 ) KZ

Y2

{ai) xi ¥l

(Qn) x'1'|‘\ yn

FIGURA IO.5 — UMA REDE BIPARTIDA

¥

(b1)

(b2)

(bj)

{bn)

14
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(V) seja menor ou igual ao valor maximo possivel, pode-se ob

ter diferentes solucoes otimas.

Portanto, deseja-se transportar um fluxo de

valor V com o custo minimo, ou seja:

Mini z = ) L a (. o
iJ ;b
(x1,xj) £ A
sujeito a
f Vsei =s
|
gfij - % fKi = + 0sei#s out

L -V se i =t

II1.3 - PROBLEMA DE TRANSPORTE

0 problema padrao de transporte e aquele que,
as vezes, se refere como problema de Hitchcock, que foi um
dos seus formuladores. 0 estabelecimento do problema de
Hitchcock que e um caso particular do problema de fluxo com

custo minimo definido na Seccao 111.2.3, & o seguinte:

Suponha que existem m origens Xqs Xou onnsX

para uma comodidade, com a (xi) unidades de suplementos em
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X; en destinos Y1s Y95 «--» ¥, Para a comodidade, com uma
demanda b(yj) em ¥ g Seja aij o custo para transportar uma
unidade de X; para yj’ o problema e determinar o fluxo que

satisfaz as demandas e minimiza o custo de transporte. 0 pro

blema e equivalente a:

m n
Min: 2z = I z Be s Teu
jel o g=p M W
n
L Tua B H; (1 = Js 25 , M)
%) ij — i
n
L fis % b j =y 2y g M
i=1 14— W )
fij >0
n
Ou a achar um fluxo de valor I bj e de
J=l
custo minimo em uma rede bipartida. (Figura 1I11.6).
m n
Supondo-se que I a., > ¥ B, e 808 a., b,
T S : .

sao inteiros (equivalentemente, presume-se que sao racionais).

I1I1.3.1- PROBLEMA DE DESIGNACAO OTIMA

0 problema de designacao otima pode ser con-
siderado como um caso especial do problema de Hitchcock ou

seja:

- numero de origens = numero de destinos(m=n)



1.2
- capacidade de cada origem =1 (a. =1,...,m);
- demanda de cada destino=1 (b.=1,...,n).

Obter-se-a o modelo da designacao que tem o

seguinte aspecto:

n n
Min 121 i a13 f13
n
T e = 4 = |2 » A
j=t M : |
: )
I E = e = 1
i=1 1 (J-
fij >0 (i = 1,2, ...on) (3=1,2,...,n)



CAPITULO 1V

COLETA DE DADOS

IV. 1 - INTRODUGAO

Como foi visto no Capitulo II, os dados da
pesquisa de (0-D) do Nordeste Brasileiro foram obtidos num
trabalho realizado em 6 etapas, sendo que, em cada etapa, fo
ram alocados no maximo 23 Postos, cada Posto com 1 a 2 con
juntos de equipamentos. Utilizou-se no maximo um total de 25
conjuntos de equipamentos. A relacao das equipes, etapas e

Postos de Pesquisa na Coleta de Dados e apresentada na Tabe-

ha IV.T

Para otimizacao do tempo de deslocamento de
equipamentos entre Postos das diferentes etapas, os dados ne
cessarios sao os tempos de viagem de cada Posto em cada eta-

pa, e todos os Postos da etapa seguinte.



| GRUPOS la ETAPA 2a ETAPA 3a ETAPA 4a ETAPA 5a ETAPA 6a ETAPA
DE
PESQ. | POSTO | EST. | POSTO | EST. | POSTO | EST. | POSTO | EST. | POSTO | es“. | POSTO | EST.
01 09 11 56
1 = MA i PI o PI 4 | PE 60
07 1 05 37 ]
2 e ma 04 MA e | M 03 MA = RN
13 16 18
3 14 PT 15 CE 17 CE 19 CE 20 CE
71 73 25 CE 37
4 22 L 24 e 40 PB 39 B
%) 76 30 RN 36 PB 64 AL
5 43 P 27 R 45 PE 38 PB 66 SE
b 56+ PE 57+ PE 58+ PE 59+ PE
’ 51 PE % G 53 AL
61 AL 55 48 67 SE
i ! 50 PE
|8 = e 49 PE
i 5] PE 73 78 73 RN
9 ; 69 BA 76 BA 29 R 34 PB
10 35+ PB 78+ | BA | 83+ | Ba 77+ BA g; MG
T 75 55 87
11 o BA = BA s SE i BA
12 89 BA 88 BA 85 BA 70 BA
8T 7%
B | 72 | B 71 BA g2 | BA - BA
| 55 T
| | [ | 53 RE
L

TABELA IV.1 - RELAGAO DAS EQUIPES, ETAPAS E POSTOS DE PESQUISA NA COLETA DE DADOS
(+) significa que no posto referente precisa-se de dois conjuntos

08

de equipamentos.

6l
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A Seccao seguinte apresenta os passos do pro-

cessos dearranjo de dados.

[V.2 - ORGANIZACAO DE DADOS

Para se manipular os dados, inicialmente o0s

Postos de Coleta de Dados foram marcados no mapa do Nordeste

Brasileiro, e procedeu-se ao estudo nos passos seguintes:

10 PASSO - Preparou-se as redes viarias, in
terligando os Postos de cada etapa, por todas as estradas
transitaveis, aos postos da etapa seguinte. Estas redes via-

rias sao representadas nos grafos, e mostrados nas figuras

(IV.1) a (IV.5).

29 PASSO - Transferiu-se para os graficos a
distancia entre todos os pares de vertices adjacentes. (Ver-
tices sao os Postos ou pontos de intersecao das estradas).Con
vencionalmente, nos graficos, foram mostrados os diferentes

tipos de estradas (*)

(*) FPP - Estrada Pavimentada Federal
EPP - Estrada Pavimentada Estadual
FP - Estrada em Pavimentacao Federal
EP - Estrada em Pavimentacao Estadual
FT - Estrada de Terra Federal

ET - Estrada de Terra Estadual
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30 PASSO - Para se converter as distanciasem
tempo de viagem dividimos estas distancias pelas velocidades
permitidas em cada trecho. A velocidade permitida para estra
das Pavimentadas (e em Pavimentacao) € de 80 km/h e para es-
tradas de terra de 56 km/h. 0s tempos calculados sao mostra-

dos nos graficos (IV.1) a (IV.5).

40 PASSO - Utilizando o algoritmo de FLOYD
(Cap. V) obteve-se o tempo total minimizado entre todos 0s

pares de vertices.

50 PASSO - 0 tempo total de viagem de cada
origem a todos os destinos foram tirados dos resultados obti
dos do Passo 4. Utilizou-se os resultados desta etapa como

dados considerados na pesquisa. Tabelas (IV.2) a (IV.6).

IV.3 - CONSIDERACOES GERAIS

Na fase de manipulacao dos dados foram fei -

tas as seguintes consideragoes:

1 - Devido a existencia do grande numero de
vertices no grafo em questao, e, considerando-se a Capacida-
de Timitada da memoria do Computador, alguns deles foram su-
primidos ao se entrar com os dados. O cancelamento deles foi

feito de acordo com as seqguintes condigoes:
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(i) Se, para atingir um ou mais vertices
existe apenas um caminho, este sera des
prezado. Estes vertices nao considera -
dos pelo Computador foram-no depois, ma

nualmente quando necessario.

(ii1) Muitos vertices que nao influenciam na
determinacao do tempo total de viagem

entre os Postos, foram ignorados.

2 - Outro aspecto levado em conta foi o de
que a cidade de Campina Grande ficou considerada como centro

de distribuicao de equipamentos.
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o9 2.87 2,95 8.50 9.76 19.01 7.76 7.8B
19 .58 3.38 8.31 B.B3 7.14 4,89 4.89
35 .52 4.4 2,27 12.73 12.54 12.28 12.39
i5 .35 7.51 1.1.76 2.54 2.3 6.30 6.30
14 .79 4,31 8.5 §.74 5.58 9.50 8.350
z1 5,29 Z.77r 18,37 4.48 4,65 3278 3,88
22 5,52 S5.,40 13.85 1.85 2.10 2.30 2.40
28 5.83 8.31 13.86 5.30 5.05 1.96 1.44
27 4,63 7.11 12.66 5,61 5.86 1.46 2,32
51 7.78 10.26 15.81 10,02 §.77 6.24 65.16
£1 5,81 8.29 13.84 8.05 7.80 4.27 4.19
52 7.41 9,39 15.44 9,85 9.40 5.87 S5.79
z 5,85 8§.43 14,98 8,13 8.94 5.41 5.33
41 5.73 © B.21 13.76 9.86 9.41 5.87 5.80
E9 £.16 B8.56_ 14,21 10.40 '10.15 B6.B1 6.54
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72 11.85 14.33 18.88 16.07 15.82 12.28 12.21
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TABELA IV.6 - TEMPO DA VIAGEM MINIMIZADA ENTRE 0S POSTOS DA QUINTA
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CAPITULO V

OTIMIZAGAO EM REDES

Neste capitulo serao apresentados os algorit
mos utilizados para resolver o problema. Inicialmente, apre-
senta-se o algoritmo de MOORE (13), BELLMAN (1) e FORD (8)
para encontrar o menor caminho entre dois vertices especiais
-set- e oalgoritmo de FLOYD (7) para.determinar 0s me-
nores caminhos entre todos os pares de vertices. Em seguida,
apresentam-se os algoritmos para detetar circuito negativo
existente no grafo e, finalmente, os algoritmos para se de

terminar um fluxo que obtenha um custo minimo.

V.l - MENOR CAMINHO

=
~—
-

Em um grafo de arcos ponderados G (X,
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para o qual os custos sao representados pela matriz C :(Cij)
o problema e encontrar o menor caminho de um vertice s £ X a
um vertice especial t ¢ X. Considerou-se que t ¢ R (s) onde
R (s) e o conjunto de vertices que pode ser atingido do ver-
tice s. Os elementos Cij da matriz de custo C podem ser posi
tivos, negativos ou nulos, estabelecendo-se que nao existe
nenhum circuito em G, cujo custo total seja negativo.Se exis
tir um circuito @ e X sendo um dos seus vertices, entao para se
chegar a t, do vertice inicial s, atravessa-se ao longo do
circuito @ muitas vezes, e, fina]mente,'chega—se a t com um

custo razoavelmente pequeno (-=) e o melhor caminho nao e

unicamente definido.

V.1.1 - MENOR CAMINHO DE s PARA OUTROS VERTI
CES

Considera-se que os elementos da matriz de
custo podem ser positivos, negativos ou nulos. 0 custo nega
tivo associado aos arcos, representa os arcos vantajosos. Pa
ra calcular os menores caminhos de um vertice para todos os
outros vertices, usa-se um metodo iterativo, baseado no ende
recamento de vertices, onde, no fim da iteragao k, os endere
cos representam os valores dos menores caminhos que contem
(« + 1) arcos ou menos. 0 metodo originalmente foi proposto

em 1950 por FORD (8), MOORE (13) e BELLMAN (1).

Descrigao - Supoe-se LK(xi) o endereco do

vertice X apos a interacao (k + 1).
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[nicializacao:

Passo 1 ~ Faz 5 =T (s), ¢ = 1, L](s) = 0 .,
L](xi) = ¢ (S, Xi) para tudo x; € I'(s) e L] (x}) = para
todos os outros vertices.
Atualizando os enderegos:

Passo 2 - Para todos os vértices x; € I(S) ,
(xi # s) atualiza-se o endereco, de acordo com a seguinte ex
pressao:

LK+](xi) = min {LK(xi), min[ﬂLK(x.

g} o C(xj,xifl}(Equ. V.1.1)

)

|
Ty
Onde Ti =T )n S. (Portanto os elemen-
tos do conjunto S sao os vertices de cardinalidade « no me -
nor caminho). 0 conjunto Ti contem os vertices, no qual o me
nor caminho de s e de cardinalidade k. (i.e. os elementos do
conjunto S). Note-se que se X; el (S) o menor caminho de s
para X, possivelmente nao pode ser de cardinalidade « + 1 e
nao e necessario mudar os enderecos de X;, para os vertices

x; ¢ I(S), faz-se Rad. (X;5) = L%,

Teste de Finalizacgao:

Passo 3 = (a) se x < n-] e LK+](xi) = LK(xi)

para todos os x., entao, a solugao otima esta atingida e os

enderecgos sao 0os custos dos menores caminhos. Pare.
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K+1

(b) Se x < n-1 mas L (x.) # L"(x.) para

i i
algum x., va para o Passo 4.

(c) Se «x= n-1e LKH

K
(x;) # L7(x;) para al-
gum X, entao um circuito com custo negativo, existe no gra-

fo e nao existe solucao otima. Pare.

Passo 4 - Atualize o conjunto S da seguinte

maneira:

) A L%(x:))

K K+1

(0 conjunto S contem aqueles vertices cujos menores caminhos

de s sao de cardinalidade x+1)

Passo 5 - Faz-se k = ¢+]1 e volta-se para 0

Passo 2.

Desde que os custos dos menores caminhos de
s para todos os vertices tenham sido obtidos, aplicando-se a

equ. (V.1.2) por diversas vezes, pode-se achar os menores ca

minhos.

; xi) = L %) (Equ. ¥V.1.2)

%

: e 0 vertice precedente ao vertice X; no menor caminho).

Alternativamente, os caminhos podem ser obtidos imediatamente
K - -
se, se armazenar outro endereco © (xi) para cada vertice du-
rante a computacao, onde GK(xi) € o vertice procedente do ver
Tice X; no menor caminho de s para x5 na jteracao «. Pode -se
1

comegar com 9} (xi) =5y Xy el'(s) e 6 (Xi) = 0 (arbitrario)
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para todos os outros vertices X5 0s enderegos eK(xi) podem

ser atualizados depois da equacao (V.1.1). Se o primeiro ter

-~ K=k
mo for menor, entao, faz-se 9 1

o+ 1
8" (x.) = xj se o segundo termo no colchete for menor. No

(x;) = 6

i xi) ou faz-se

i

fim do algoritmo, pode se obter o menor caminho de s para X5

na ordem reversa come S, «.. 8 (Xe)a® (x:)s 8{x:): Onde

02 (x) e escrito para e(e(xi)).

A prova que o resultado obtido e realmente
otimo & baseado no principio de otimizacao de programacao di
namica e no fato de que se nao exisitir um caminho otimo de
k arcos, nao pode exisitir um caminho otimo de k+] arcos. No
caso de um grafo completamente interligado de n vertices, o
algoritmo exige uma ordem de n3 operagoes (adigoes e compara
coes). Varios melhoramentos a esse algoritmo foram feitos
por YEN (15), que reduz o esforco computacional por um fator

de quatro, mesmo que a dependencia em numeros de vertices no

grafo seja cubica.

Ilustragao (4) - considere o grafo da Figura
(V.1) na qual os ramos serao considerados como dois arcos com
custos iguais em qualquer uma das suas diregoes. 0s cus tos
sap mostrados junto com 0S arcos, e contem numeros positivos
e negativos. Deseja-se determinar o menor caminho de Xy para
todos os outros vertices (supondo que o grafo nao contém ne-
nhum circuito de custo negativo) ou indicando-se se existi -

Fem:s

0 algoritmo procede da seguinte maneira:
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Inicializacao:

'l’

(xi) = « para todos o0s outros vertices X5 £ S. Faz-se «=1.

1
Passo 1 - s = x 8 = {XZ’ xgl. L' (x

Primeira Iteracao

Passo 2 - I(S) = {XZ’ X35 Xy Xg x6}. Portanto.

Para Xo T2 = {XI’ x5} N {XZ’ x5} = {XS} e da equ.(V.1.1);
2 . 1
L (XZ) = min [:-3, {iL (x5) + C (XS, x2)} ]

= min “3, {2+ 1 + 2)

b ]

= =
Para Xq T3 = {xz, X9 Xg, x4} n {xz, x5} = {xz}
2 J— T B
L (x3) = min |e, (-3 - 5)' = -8
xj=x2
Para X4 T4 = {x2, Xgs Xps X, xg} n {XZ, ket = {xg, XS}
L2 (x4) = min [_m, min {(-3 + 15), (2-7)} ! = -5
B xj= X o xj=x5
Para Xg o T5 = {XI’ X x6} ﬂ{xz, x5} = {xz}
2 e
L (%)—lmnrz 3+12ﬂ
2

Sl G papaiBA
¥ 1

UN‘v}:nr\r"\n} : e T M Interior
L :'1 Oy duocdo
Copde ¢ o bt CF B R 356

Rua Apriclo Vet !Lu Luuude - Paraiba
58.100 - Lampd
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Para Xg T6 = {x4, Xgs Xg5 xg} ﬂ{xz, x5} = {XS}

(xg) = min l“"” (2+20)1 - 22

—

Agora os enderecos sao {_0, -3, -8, -5, 2, 22, », =, =| para
X5 = X9 Xos -.. 5 Xg respectivamente.

Passo 3 (b) - va para o passo 4

Passo 4 - §

{x3, Xg s x6}

1]

Passo 5 - « 2, va para o Passo 2

Segunda Iteracao

Passo 2 - y(S) = {XI’ Xgs Xgs Xps Xps X9, Xgo xg};

Para xj : T3 = {xz, Xgs X7 x8}n{x3, Xq s x6} = {xq}

3 : T
k (x3) = min [38, (-5 + 8)-J = - 8
xj = Xy
Para Xg T4 = {xz, X35 Xgs> X7, xg} n{x3, Xg x6} = {x3}
3 . .
L (x4) = Mmin {:5, (-8 + 8)-1 = -5
X5 = Xg
Para Xg T5 # {x], Xo s XS} n{x3, Xg x6} = {x6}
L (xg) = min [_2, (22 + 20):1 -2
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Para Xg T6 = {x4, Xgs Xgps xg} n {x3, Xg» x6} ={x4}

L? (xg) = min f'zz, Pl 18)A‘ = 13

X5 = Xy
Para Xy T7 = {x4, Xg s x8} N {x3, Xg s x6} = {Xq’ XG}
-
L (x,) min Fm, min {(-5 + 4), (22 + 9)} | = -]
_ X =X X o =X =
1]
Para Xg T8 & {x3, x7} n {x3, Xg s x6} = {X3}
3 N
L® (xg) = min [; (-8 + 24)1 = 16
Para Xg T9 z {x4, x8} N {x3, Xg s x6} = {x4}
6 .
L (xg) = min [-w, (-5 + 11) ] =6
xj = X

0s enderegos L> (x.) sdo ro, LBy =Byl B, 13,50, 16,6 |
|

para X1 x2 <-vs Xgo respectivamente.

Passo 3 (b) - va para o passo 4

Passo 4 - S = {x6, X795 Xgo xg}
Passo 5 - ¥k = 3, va para o passo 2
E T L.

Continuando, dessa maneira, obtem-se os seguintes resultados:



Terceira Iteracao

Passo 2 - T(S)

Ty = (X5, xg} LY (g} = ~ 11
Ty = Dhpyedgby B Bah = =8
Te = (%} S S

Te = {X55 Xg} L3 (xﬁ) g s 7
Ta - # Digy sigh 50 L facf = ]
R .
Ty = A T Y =6

Portanto, o vetor dos enderegos L (%5) e:
i O: —3’ "‘.I-I, '5, -79 2, _}, ]5, 6‘].

Passo 4 -~ % = {XB’ Xg s XB}

Quarta Iteracao

Passo 2 - T'(S) = {x3, Xgs Xgs Xg5 Xgo xg]
5
T4 = {xg} s L (x3) = - 11
T = {x,} L (xg) = - 5
4 3 ’ 4
L = P L (xg) = 2
5 6 2 5
T = {%ps Rl (P ixe) = = 1
7 B 6> "8° ° 7
- 5 _
T8 —{x3} " L (x8)—13

{XB, X4, XS, X6= X7, XBS Xga

41
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FIGURA X .2 — 0S ENDEREGOS FINAIS DOS
VERTICES
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o
Ty = {xg) ¢ R M) =8
Entao o valor dos enderecos &: i 0,-3,-11,-5,2,-7,-1,13,6 |
Passo 4 - § = {x8}
Quinta Iteracao
Passo 2 - T(S) = {x3, X2 xg}
T, = {xo} L9 pxsy = o1
3 g * 3
T, = {xg) L% s e =
7 82 7
T. = {xg) L8 (xs) =8
9 9 9
Passo 3 (a) - Pare.
0 valor dos L® (xi)é 0 mesmo que LB (xi) e, por isso, esses
sao 0S custos do menor caminho (Fig. V.2).
V.1.2 - MENORES CAMINHOS ENTRE TODOS 0S PA

RES DE VERTICES (ALGORITMO DE FLOYD)

Supoe-se que a matriz do custo tinha

inicializado de maneira que Ci

Tl 1

C.. = o, quando 0 arco (X-'s Xj)

Inicializacgao

Passo 1 - faz-se kv =0

i

sido

0 para i =1, 2, ..., n, e

nao esteja no grafo.
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Iteracgao 1

Passo 2 - « = ¢ + 1

Passo 3 - Para todo i # x quando Ci: # © e para todo j # x ,

quando ng # =, efetua-se a seguinte operacao

.
| (Equ. V.1.3)

bij = e [C'ij’ (Ci+t‘ B C};j)
Teste de Terminacgao

Passo 4 (a) Se qualquer Cii < 0, isto significa que um cir -
cuito com custo negativo, contendo o vertice X; existe nogra

fo. Portanto nao se pode obter uma solucao otima. Pare.

(b) Se todo Cii >0 ek =n, a solugao tinha sido
atingida, e [:Ciji] dara o tamanho de todos os menores cami-

nhos. Pare.

(c) Se todo Cii > 0, mas « < n volte para o passo 2

e continui.

0s vertices dos menores itinerarios podem ser
obtidos dos tamanhos em menores caminhos, utilizando-se uma

relacao similar a equacao (V.1.2).

Esse Ultimo método € parecido com o da Secgao
(V.1.1) e, geralmente, & utilizado, quando se deseja determi
nar a seqliencia dos vertices no circuito negativo existente
no grafo. A tecnica implica em armazenar uma outra matriz

(n x n) a matriz 8 = [:Bij:] . A entrada 6., significa que

J
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8] B - : = .
i3 e 0 vertice antecedente do vertice xj no menor caminho de

X; para x,. Inicializa-se a matriz de tal modo que Bg ® %

para todo X; e xj.

Acompanhamento de equacao (V.1.2), no Passo

3 pode-se atualizar a matriz 6 como se segue:

[”xj’ HE Ak ¥ Bl Bye

8.. =
1]

.. Sem mudar, se Cij > (Ci? + Cuj)
(no colchete da Equ. V.1.3)
Finalmente, pode-se obter os menores caminhos
da matriz final de 6. Entretanto se se desejar o menor cami

nho entre qualquer dos dois vertices X; e xj e, esse caminho

e dado pela sequencia dos vertices:

.. X. = 0. = B, ’ e que x. = 6.
i ys elx’ XY e1b etc. ate g 3 aiy

Inicialmente, todos os elementos da diagonal
principal na matriz do custo (Cii) sao iguais a (=). 0s valo
res finais de Cii serao o custo do menor circuito atraves
do vertice X - Facilmente, pode-se ver que a condicao de ma-
triz 6 na iteracgao em que Cii tornou-se negativa identifica
o circuito negativo, correspondente aquele vertice (xi}. A

ilustracao deste algoritmo vira no item (V.3.2).
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V.2 - METODO DA PESQUISA DIRETA PARA DETETAR 0 CIRCUITO NEGA

TIVO DA REDE (5)

0 proposito dessa Seccao & introduzir um mé-
todo para localizar os circuitos negativos no grafo. Este
metodo e baseado em propriedade de somatorios parciais nega-

tivos numa seqgliencia finita.

V.2.1 - DESCRICAO DO ALGORITMO

Supoe C' = (C..) seja a matriz do custo para

i]
o grafo direcionado G (X, A)
Esse procedimento de pesquisa comecga de um

vertice, e constroi uma progressao de arcos com 0 custo nega

tivo.

Se um somatorio de custos nao pode ser manti
do, esse vertice @ abandonado e da mesma forma outro vertice
g considerado. Esse procedimento e repetido ate que um cir -
cuito negativo seja alocado. Se um circuito negativo naoexis

tir no grafo, ainda todos os vertices sao tratados.

Faz-se, Open, Cvcle e Value vetores de n po-

sigoes.



Passo 2 -

Passo 3 -,

Passo 4 -

Passo 5 -

Passo 6 -

Passo 7 -

Cycle (j) = value (j) =0 (j =1, 2,
Open (i) =1

Pesquisar na linha u da coluna s até a coluna

e achar o menor indice V de maneira que:

Val = {Open (v). [ value (() + C{u, v) ]} <0
Se, na pesquisa houver sucesso, va para (7)

Adicionar um novo ponto no circuito, faz-se

Open (u) = 0

=171 + 1

Cycle (¢) = u, value (1) = val

47

Verificar se o circuito pode ser completo. Faz-se

w = Cycle (1)
Se Value (7) + C (u, w) < 0. Pare.
0 circuito e completo.

Se nao se faz s = 7 e volta para o Passo (4)

0 circuito nao pode ser extendido, "back truck"

(a) Se L = 1, va para o Passo (8), se nao se

fazer

deve



Passo 8 -
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s = Cycle (1)

Value (7) = 0, Open (s) =1

(b) Se s = n, va para (7C) se nao, deve-se fazer:

& = 5 + ]

V = Cycle (7) e volta para o Passo (4)

(C) deixa.Z = L - 1 e volta para (7a)

Se 1 = n. Pare.

0 grafo nao tem circuito negativo. Se nao, se faz
i =1+ 1 e volta para (2). Se G (X, A) houver cir
cuito negativo, no fim da computacao, Cycle (j)

]

j =1...1 sao os vertices do circuito alocado.

V.3 - FLUXO COM CUSTO MINIMO EM UMA REDE

Para se determinar um fluxo que possua um

custo minimo, varios algoritmos foram desenvolvidos de modo

que, utilizem o metodo primal-dual de programagao linear. Es

tes sao discutidos por FORD e FULKERSON (9).

Serao apresentados a seguir dois algoritmos

que nao utilizam os conceitos de programacao linear, porem

sao muito eficientes em termos de computagao.

UNivep
Pré_iinﬁn'-‘ Ftn-"ﬂf 5
"H; N
3 (oo dew g, 'r."* Mosrinstyee do‘, PARA(g,
S Dttt ia ] Aterior
%0 Aprigio v, rjff!d*’f&ﬁnw o
58 Few gy e, IS Fdugpgy



Passo 1 -

Passo 2 -

Passo 3 -
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V.3.1 - ALGORITMO DE BUSACKER E GOWEN (7)

Inicia-se com todos os arcos tendo-se um fluxo

igual a zero.

. . . - *
Definir os custos modificados Cij com respeito ao

fluxo dado que existe na rede, da sequinte manei

ra:
*

C.. = L.. se O 2 .. < b..
1| 1] == ilyd |

C*
ij = ® se fij = bij
*

E:e & =2 G6.. s2 ol 500
1] 31 J1

Encontra-se o menor caminho ou o caminho do menor
custo de NS para Nt usando os custos modificados

*
Cij obtida no Passo 2. Entao, transporte-se um flu

xo igual a § onde 8§ = min ( , f.:) ao lon

Dy a = o S
1] 1] J1
go deste caminho ate que o roteiro nao seja mais o

caminho de menor custo.

Substitui-se o valor de fluxo antigo pelo va

lor de fluxo antigo, mais o fluxo ao longo deste caminho. Se

onovo fluxo tiver o valor V, Pare. Caso contrario, retorne

ao Passo 2.

Este algoritmo tem a propriedade de que:quan

do o fluxo no Passo (3) e P, fornece o fluxo de custo minimo

de P unidades de s para t. Sendo assim, obtem-se o fluxo de

custo minimo para P =1, 2, ... V.
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[lustragao (10) - Considere-se a rede da Figura (V.3), com
as respectivas demandas em cada vertice. Deseja-se enviar 2

unidades de fluxo de N, para N, com custo minimo.

1]
o

Passo 1 - Faz-se f..
14

[P

*
Passo 2 - Definir C.. :
1] 13

Passo 3 - Determinar o menor caminho de NS para Nt’ utilizan

do a matriz do custo modificado. Pode-se obter um

desses caminhos (Ns’ X1s Xo» Nt) ou (Ns,x3,x2,NtL

Escolhendo o primeiro caminho, teremos:

Passo 2 - Cs] = o, conforme fs! = 7 = bsl & 1,
*
C']S = -.‘
*
C]2 = =, conforme f]z = | = b12’
*
by = =&
C*
2t = «, conforme fop = 9 = b2t’
X ]
gz = -
*
Para os outros arcos teremos C.. = (..
'l g 1]

Passo 3 - Encontrando o menor caminho com custo modificado ,
obteremos o menor caminho (NS, X35 Xos Xy5 Xpo Nt)
com o custo total 1 + 2 + (-2) + 2 + 2 = 5. Trans-

porta-se uma unidade de fluxo ao longo desse cami-

'ulaul. ‘Blﬂliﬁyﬁﬂh 1 ....:-I



(o)

b))

le)

FIGURA ¥.3 — FLUXO COM CUSTO MINIMO



Passo 1

Passo 2

Passo 3

62

nho e, obtem-se os fluxos finais na rede da {Fig.

V.3.b) na qual os numeros indicam os fluxos em ar -

cos .

V.3.2 - ALGORITMO DE KLEIN (11)

Encontra-se algum fluxo possivel de V wunidades de
NS para Nt' [sto pode ser feito por tentativa, ou,

entao, usando-se o algoritmo para a determinacao do

fluxo maximo. FORD e FULKERSON (3).

Finaliza-se quando e encontrado o valor V.

Definem-se os custos modificadaos Cij como se se-

guem:
: i b.. (0 )
PP g f.. = )
13 1.J B 1 %) ( = f1J
i b
Cij = o §e fij = B3
*
Coz B = 0:: st =0
1.3 Al a3

Usando C:j como distancia, encontre-se circuitos
negativos na rede. Se nao existir, o fluxo corren-
te e otimo. Se existir um circuito negativo sobre-
poe-se um ciclo de fluxo &, onde & = min (bij -
fij’ fji) no circuito negativo e volta-se para 0
Passo (2). (Se os circuitos negativos sao disjun -

tos sobrepoe-se fluxo sobre cada um deles).



53

A prova de otimizacdo depende do sequinte teo
rema, o qual pode ser considerado como o teorema central do

fluxo do custo minimo.

Teorema (10) - Um fluxo com valor V & otimo,
se e somente se, baseado nos custos modificados, existem so

mente circuitos que nao sejam negativos.

Ilustracao (4) - Considera-se a rede da (Fi-
gura V.4) na qual, o primeiro numero nos arcos se refere a
capacidade, e o segundo numero ao custo. Deseja-se obter 20
unidades de fluxo com custo minimo de s para t. Utiliza-se o
algoritmo de FLOYD (7) para determinar circuitos negativos no

passo (3) do algoritmo.

Passo 1 - 0 algoritmo de fluxo maximo produz o fluxo possivel

com o seguinte custo:

16 (7 + 25 + 5) + 4 (28 + 7) = 732,

Passo 2 - Dependendo a esse fluxo obtem-se a rede da Fiqura

(V.5).

Durante a ultima iteragao 62’4 torna-se nega
tivo com o valor (-15), indicando que existe um circuito com
custo negativo, envolvendo o vertice Xg - Esse circuito pode
ser obtido da matriz do custo ou seja, (x4, X35 Xo. xq). Ta-

bela (V.1) e (V.2).

Passo 4 - 0 valor de § sera obtido como se segue:



de fluxo de & no circuito,

§ = min [_ 12 s

~i Ry > Xg)

0 novo modelo de

(X3a X2)

16 . 18
(xzs X4)

L

fluxo depois da

entao o custo e de 552.

54

12

circulagao

Voltando para o Passo 2, obtem-se a rede mo-

dificada.

Passo

Passo

Passo

Passo

Passo

Passo

Passo

Passo

Passo

= § =

- Novamente,

Procedendo da mesma maneira obtem-se:

- Circuito (x6, Xys Xgs x6) com custo - 10 e deteta-

do

5 ‘ [_4 1 19]
= § = min , s

0 novo modelo de fluxo

- A rede do novo fluxo

- Circuito negativo (x7,

-8 @ investigado.

—

0 novo modelo de fluxo

- Obtencao da nova rede

0 custo e igual a 476

min 16, 4, 16, 16

1]
=

e de custo 512

e de custo 480

§ = min (7, 15, 1, 4, 4, 16) = 1.

obtem-se a rede modificada.

custo

- 0 circuito negativo (Xxy, Xos Xy, X]} com custo (-2)

e determinado.
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Ko Xy Xy X Xgo Xeo Xy

|
AT w| 13| w| 28] o
X, | =7 0| 25} 4|10 21| 30

6 -28| = =|-15] 3| 0| 7

X; =37{-30| -5 -26-20 -9 0

TABELA V.1 - MATRIZ DO MENOR CUSTO

Xy Xp X3 X4 X5 Xg Xy
AR
X, | 2l 2] 2]2)2]1]3
X3 | 2| 3] 3|22 1]3
x| 2] 3] a)l2]2]1]3
Xs | 5| 5| 5|5 |5]5]5
Xe | 6| 6| 6|6 |6 6|6
;| 2l 3] 7|22 [

TABELA V.2 - MATRIZ DE CAMINHO

UNIVPE:?WADF FFD wa py PA
ro-Reitoria par
Comdanr l,—_’ ia 'ili} Assm!!r:s do Inlf»r'r':!jr’ﬂ'B‘.I
N 70 Seteric] ga Fés-Grodugeg
wlpng}o Velimy 272 a) (C83) 321 730‘10
100 - Camyping Grande -hl’m'fé: ad
tba
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Passo 4 - 8§ = (1, 6, 5) = 1,

Agora o custo e de 474 (Fig. V.6).

Na rede modificada nao se pode achar circui-

to negativo, portanto o menor custo para 20 unidades de flu-

xo e de 474.

Na Figura (V.7) a linha que se encontra em
baixo dos numeros indicam o fluxo ao longo do arco correspon

dente.

V.3.3 - ALGORITMO DA DESIGNACAQ

Para se obter a designacao de custo minimo ,

as seguintes operacoes devem ser realizadas:

Passo 1 - Subtrair o elemento minimo de cada linha de todos

os elementos daquela linha. Fazer o mesmo para com

as colunas.

Passo 2 - Examinar as linhas e colunas sucessivamente, para
cada linha (coluna) com exatamente um zero restan-
te, reservar aquela posicao para uma designacao, e
eliminar (x) os outros zeros da coluna (linha) cor
respondente. Repetir, se necessario, para as linhas
e colunas sem posicoes reservadas, completando as

designacoes, a solucao & otima. Caso contrario, se

guir para o passo (3).
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Passo 3 - Tracar um numero minimo de rotas para cobrir todos

Passo 4

0s zeros, da seguinte maneira:

a) Marcar todas as linhas que nao tenham designa -

coes.

b) Marcar todas as colunas que tenham designacoes

em colunas.

c) Marcar todas as linhas que tenham designacoes

em colunas marcadas.

d) Repetir os passos (b) e (c) ate nao ser mais

possivel marcar linhas ou colunas.

e) Tracar uma reta sobre cada linha nao marcada e,

sobre cada coluna marcada.

Examinar todos os elementos nao cobertos por uma
reta. Escolher o elemento minimo desses elementos
e subtrai-lo de todos os elementos nao cobertos por
uma reta. Somar esse elemento minimo a cada elemen
to situado na intersecao de duas retas. Retornar

ao passo (2).

ITustracao (14) - Desejando-se designar 3

equipamentos aos 4 postos de modo que se minimize o tempo

total de deslocamento, procede-se da seguinte maneira:

E necessario criar um equipamento fickicio

X, com todos os custos nulos, para igualar o numero de equi-
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pamento com o numero de postos disponiveis. Isto feito na Ta

bela (V.3), obter-se-a matriz da tabela (V.4).

Aplicando-se os Passos (1), (2), (3) do algo

ritmo a Tabela (V.5) sera obtida.

0 elemento minimo nao coberto e igual a 2.
Aplicando-se o Passo (4) a Tabela (V.5) se transforma em Ta-

bela (V.6).

Ao se aplicar o Passo (5) na Tabela (V.6) che
gou-se ao ponto em que se faz necessario arbitrar uma desig-
nacao pelo fato das linhas e colunas apresentarem mais de um
zero disponivel para a designacao. Isto indica a existencia
de mais de uma solucao otima. Escolhendo, arbitrariamente ,
uma designacao (x], Yp) obtem-se a matriz da Tabela (V.7).As
designacoes otimas serao vistas na Tabela (V.8) em que as

duas solugoes (1 e 2) sao otimas (com o mesmo tempo de deslo

camento) .



WY
X, [ 5 |1
X, |3 | 1
X | 3] 3

TABELA V.3 - MATRIZ INICIAL

. Y9 Y3 Y,
L5 | 3| 100
1
X, | 3 | 1| a| 3
;3 |3 | 3| a 2
| 0 oo o

TABELA V.4 - MATRIZ DE EFICIENCIA

Y, ' , Y 1,
11 4 [ 2 99
Xo | 2 8 3 2

TABELA V.5 - MATRIZ DE EFICIENCIA DEPOIS
DA PRIMEIRA ITERACAO
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2 3 4
X, | 2 Bl e8| 97

‘{ |
X, 0 0 1 8
X; | 3 | 2| M|
X 4 B 2 0 | __?_ Jl

TABELA V.6 - MATRIZ DE EFICIENCIA ALTE
RADA NA SEGUNDA ITERAGAD

1 3 4
X 0 0 B 97
X, ol 8| 1 B
x3 ] 3 “J~_Eﬂ_
X4 1 g ‘ @j ,,?_,_~

TABELA V.7 - DESIGNAGAO OTIMA NA MATRIZ
DE EFICIENCIA

1 2

EQUIPAMENTO | POSTO || POSTO
o Y2 1%
A Y 1,
% Y |l Y

TABELA V.8 - DESIGNACAO OTIMA



CAPITULO VI

DESCRICAO DOS METODOS DE RESOLUGAO

VI.1- INTRODUCAO

Como visto no Capitulo II, o objetivo deste
trabalho e otimizar o tempo de deslocamento dos equipamentos
da pesquisa nas diferentes etapas. Neste Capitulo serao apre
sentados os tres metodos, pelos quais se resolveu o proble
ma. Sao apresentadas, inicialmente, duas maneiras, nas quais
nao sao utilizados os conceitos de programagao linear, mas
que sao eficientes em termo de computagao. A terceira manei
ra foi resolver oproblema utilizando o algoritmo da designa-

cao.

Antes de desenvolver os metodos de resolucgao,
sera conveniente tecer algumas consideracoes referentes a re

solucao do problema.
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VI.2 - HIPOTESES

Considerando as restricoes existentes na pes
quisa feita pela SUDENE, definiremos cinco redes, tendo como
0s seus vertices, os postos da Coleta de Dados em cada etapa

distribuida da seguinte maneira:

Se um equipamento nao foi utilizado na proxi
ma etapa (por exemplo; nas epocas de festas em que o movimen
to nao e normal, ou, entao, porque geralmente cada grupo
orientava dois equipamentos, e nao se podia transportar so-
mente um deles enquanto o outro equipamento estivesse ocupa-
do) entao, este nao foi considerado. Explica-se que £5Ses
equipamentos serao utilizados como um centro de suprimento

nas proximas etapas.

Como foi dito anteriormente, a cidade de Cam
pina Grande e o centro da distribuicao dos equipamentos, is-
to e: todos os equipamentos foram enviados de Campina Grande
e depois do termino da colecao total dos dados voltarao para
a mesma. Portanto, nas etapas em que houve menos de vinte e
cinco equipamentos a serem distribuidos, considerou-se um
Posto de Suprimento em Campina Grande, cuja capacidade varia,
dependendo dos equipamentos localizados aqui e, tambem, das

demandas da proxima etapa.

A Tabela de relacao de grupos, postos e equi

pamentos (Tabela II.1) mostra que existem alguns postos que

UNIVERSIDADF FeD ©*L DA PARA[BA
Pré-Re tcria Fara Assintos do Interior
Coordesirgtu Seicric] d2 tés-Graduagdo
Rua Aprigio Veluro 882 "< (722) 321 7222-R 355


http://existent.es
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tem uma necessidade maior que a dos outros e, portanto, pre-
cisam de mais de um equipamento. E obvio que o numero de equi

pamentos em Campina Grande varia de acordo com as etapas.

Desde que, cada arco na rede tenha diferen -
tes capacidades, precisariamos armazena-las no computador e,
em alguns casos, isto se tornaria impossivel devido as limi-
tacoes da memoria. Por isso, foi necessario e mais facil con
siderar que a capacidade de todos os arcos seja igual a 1
(um) e, para isso, se se tiver um posto com capacidade maior
que um, este seria substituido por um conjunto de postos ,

igual a sua capacidade. Tal criterio foi adotado devido ao

fato de nao haver muitos postos com capacidade maior gue um.

Verificou-se que o problema e satisfazer as

demandas ao custo minimo de my destinos pelo n

pode ser convertido a um problema de achar um fluxo maximo

. origens que

com o custo minimo.

Se adicionarmos um vertice artificial de ori
gem (s) e um vertice artificial de destino (t), desde que es
ses nao tenham sentido fisico, os custos nos arcos de s para
n. @ nos arcos de m, para t serao nulos. As Figuras (VII.1 a
VII.5) representam os grafos ultimamente obtidos.

Visto que, o objetivo e satisfazer a um cus-
to minimo, as demandas da seguinte etapa em cada rede, entao,

considerou-se que nao existe nenhum arco de uma origem para

outra e nem de um destino para outro. 0Os custos nos arcos que
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unem cada origem a todos os destinos sao 0S menores possi -

veis (veja Capitulo IV). A capacidade nesses arcos que unem
s a ng e igual a um. Desde que se deseja transportar um flu-
X0 com o custo minimo, entao o problema pode ser resolvido pe

los metodos indicados na proxima Seccao.

VI.3 - METODOS DE RESOLUCAO

VI.3.1 - METODO DE BUSACKER E GOWEN (3}

0 algoritmo deste metodo foi apresentado no
Capitulo IV. 0 segundo passo do algoritmo exige determinar o
menor caminho entre s e t. 0 problema foi resolvido, uma vez
utilizando-se o algoritmo de MOORE (413), BELLMAN (1) e FORD
(8] para achar o menor caminho entre s e t. Utilizando-se o
vetor & que contem os vertices do menor caminho, modificou -
se 0s custos associados aos arcos do menor caminho e, uma
vez que o fluxo e igual a capacidade, para se obter a matriz

de custo modificado, as seguintes alteragoes foram feitas:

* - 3
g = (conforme - fij e igual a bij)
* C - . t -
Cji =~ ij(conforme = fij e positivo)
0 processo foi feito V vezes para obter 0

fluxo maximo (V) com o menor tempo de deslocamento. Finalmen
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te obtemos o tempo total de viagem da seguinte maneira:

Se na solugao final tiver um fluxo positivo

isto significa que a demanda de m. se

2 j "=

no arco de mj para n

ra satisfeita por n; - Somando-se essas quantidades obteve-

se o tempo total de viagem em cada rede. (Apendice A)

0 processo foi feito outra vez, utilizando -
se o algoritmo de FLOYD (7), pelo qual pode-se obter o menor
caminho entre todos os pares de vertices, por conseguinte, o
menor caminho entre s e t. 0s outros processos foram explica

dos anteriormente.

Para determinar o menor caminho entre s e t,
nota-se que a deficiencia do algoritmo de FLOYD (/) & infe -
rior a do algoritmo de FORD (8), BELLMAN (1) e MOORE (13)
Porque despende de maior tempo na execugao, maior uso da me-

moria do computador devido ao metodo de pesquisa.
VI.3.2 - METODO DE KLEIN (11)

Explicou-se no Capitulo IV o metodo apresentado
por KLEIN. Deve-se enviar inicialmente, um fluxo maximo, o que pode ser
feito por tentativa, ou entao, utilizando-se o algoritmo de fluxo maximo
(9). Transportou-se o fluxo maximo de maneira que, cada origem satisfaca
a um so destino, e cada destino nao receba o fluxo mais de uma vez. Em

outras palavras:

n
L a. =1 e % B =]
i=1 i =

Portanto, definiu-se a matriz do tempo alte-

rada da seguinte maneira:
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C.. = = conforme fij e igual a bij

= -C.. conforme fij e positivo

Para verificar se existe um circuito com cus
to negativo na rede ou nao, utilizou-se o método da pesquisa
direita (6) e, tambem, o metodo de FLOYD. Se existir um cir-
cuito negativo, sobrepoe-se um ciclo de fluxo &, onde & =min
(bij - fij’ fji) no circuito negativo. Nesse caso o valor de
§ e igual a 1 (um). Continua-se dessa maneira até gue nao se

pode encontrar um circuito negativo na rede.

Para detetar circuito negativo, o metodo da
pesquisa direta (6) oferece bons resultados com pequenas dij-
mensoes, mas com grandes dimensoes (50 x 50) os primeiros cir
cuitos negativos sao detetados rapidamente, mas quando esta-
mos bem proximos da solucao otima essa operacao e muito demo
rada. Por que esse algoritmo utiliza a tecnica de "back truck"

com complexidade exponencial.

0 metodo de FLOYD utilizado para achar cir -
cuito com custo negativo, se for usado para uma rede em que
a pesquisa parte do vertice s a todos os outros vertices,nao
e o melhor metodo. Uma tecnica mais eficiente @ o algoritmo

de FORD (8), MOORE (13) e BELLMAN (1). (Apendice B)

Na comparacao dos metodos de KLEIN, BUSACKER

e GOWEN visto que pelo metodo de BUSACKER e GOWEN (3). O nu-

mero de iteracoes e conhecido, o qual, para o metodo de
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KLEIN (11 e desconhecido e depende mais do fluxo inicial em

que comegou O pProcesso.

VI.3.3 - METODO DE DESIGNAGCAO OTIMA (14)

Os problemas de designacao ocorrem quando se
tem de distribuir uma determinada quantidade de itens em uma
quantidade igual de localizagao. Nos grafos definidos nas
- Fiquras VII.1 a VII.5, essa igualdade nao se verifica, por

tanto, isto foi obtido com a introducao de itens ou localiza

coes ficticias, conforme necessario. (Apendice C)

O0s resultados serao vistos no Capitulo (VI).
Em alguns casos mais de uma solucao otima foi obtida, a qual
e mostrado nas Figuras (VII.1 a VII.5) pelas retas traceja -

das .

Se considerarmos n o numero de equinamentos
disponiveis e m a demanda nos postos em cada rede, a matriz
de custo para os metodos de Busacker e Gowen (7) e o de
KLEIN e de ordem (n + m + 2) x (n + m + 2) o qual para algo-
ritmo de designacao e de (n x n) ou (m x m) dependendo do

que for maior (m ou n).
VI.3.4 - METODO DE CLARKE E WRIGHT (%)

0s metodos vistos nos itens (VI.3.1),(VI1.3.2)

e (VI.3.3) sao utilizados quando diferentes regioes na Cole-
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ta de Dados foram definidos mas pode-se otimizar o tempo mui

to mais ainda. A seguir veremos um modelo relativamente sim-

ples e facil de resolver.

No ano de 1963 CLARKE e WRIGHT (10) introdu-
ziram o conceito de "economia" e desde aquela época muitos me
todos que tinham sido publicados, tentam resolver o problema
de planejamento dos veiculos, usando tecnicas baseadas naque

le conceito.

Considera-se um armazem para abastecer n con
sumidores e, alem disso, supoe-se que exista bastante veicu-
los com a capacidade suficiente no deposito, de maneira gue,
cada consumido pode ser abastecido por um veiculo e ¥ice~yep
sa (Fig. V.1). 0 custo total (ou distancia percorrida por to

dos os veiculos e:

n
2 I
J=1

0j

onde o sufixo nulo representa o deposito, e Coj e 0 custo de
viagem do deposito até o consumidor j. Nesse caso o numero
de veiculos usado e n. Agora supoe-se dois consumidores i e
j unidos, de modo que sejam fornecidos por um so veiculo e
numa rota so. A ligacao entre consumidores i e j elimina uma
rota do veiculo e, tambem, reduz o custo por quantidade

Sij = Coi + COj - Cij' A quantidade Sij e chamada de2 a economia
na ligacao (ij) que nao e negativa; e obvio que quanto maior

a economia entre o consumidor i e o consumidor j, a uniao en-
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tre os consumidores i e j numa rota € a mais desejada.

guintes passos:

- Algoritmo de CLARKE e WRIGHT

Esse algoritmo pode ser descrito pelos se

(a) Calcular as Sij para todos os pares de

consumidores ij.

(b) Ordenar as Sij na forma descendente de

grandeza.

(c) Comegar de cima da lista, como se seque:

(i)

se a producao de um aro for possivel
de acordo com as restrigoes do pro
blema, adicionar essa ligacao a solu
cao; se nao despreza-se o aro (Nesse
caso as seguintes restricgoes devem
ser consideradas:

- cada rota deve abastecer 4 Postos

- Precisa-se de 23 rotas para abaste
cer 92 Postos)-

Verifica-se o aro seguinte na Tlista
e repete-se (i) ate que a lista seja
esgotada.

(d) Os aros que tinham sido escolhidos orga-

nizam a solucao para o problema.

Utilizando-se esse metodo, pode-se obter vin

te e tres rotas, cada uma abastecendo quatro postos de cole-

ta dos dados.
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Esse algoritmo e heuristico e pode se obter
uma boa solucao que geralmente € a solucao otima. Esse méto-
do @ muito simples de ser aplicado e precisa somente de mui-
to pouco tempo de computador para a exécugéo. Contudo, algu-
mas restricoes sao dificeis de serem incorporadas, e a neces
sidade de armazenagens no computador pode tornar-se excessi-

va .

ITustragao - Supoe-se que existem dois veicu

los no armazem (o) para abastecer seis consumidores.

Inicialmente calculam-se as economias (Sij)
para todos os pares de consumidores, e se as ordenam na for-

ma descendente. (Tabela VI.1)

As duas rotas sao mostradas na Figura VI.2.A
distancia percorrida na rota (0,1,2,3,0) @ igual a 13 km e,

na outra rota (0,4,5,6,0) e igual a 18.5 km.

Observa-se que qualquer restricao aumentara

a distancia percorrida pelos veiculos.



FIGURA ¥I.1 - ABASTECER 0S CONSUMIDORES COM
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FIGURA WI.2 — OBSTENGAO DAS RETAS OTIMAS SEM
CONSIDERAR NENHUMA RESTRIGAO

TABELA MI.1
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CAPITULO VII

APRESENTACAO DE RESULTADOS

UNIVFRSIDADE FED-1°L DA PARAIBA

P16-Reitoria Para Assuntos do Interior

1608 igl d9 16s-Craduacdo
Cﬂq @enucuo Setnrllr‘ e g
Rua *nvizio Veluso 882 el (C23) e
58 100 - Campind Grande - Paraiba
Este Capitulo tem a finalidade de ilustrar o
uso dos dados obtidos como resultado dos programas desenvol-
vidos durante esta otimizacao. 0Os dados produzidos sao de

natureza repetitiva e, em grande posto, escolheu-se apenas

um exemplo como ilustracao. (Apendice D)

Os resultados obtidos referentes aos diferen

res passos da pesquisa sao mostrados nas Fig. (VII.1) a

(VII.5), nas quais os arcos identificados mostram o arranjo
@

otimo. No caso em que houve mais de uma solucao otima mostrou

-se pelas linhas tracejadas.

A Tabela (VII.1) mostra a comparacao entre o
arranjo real aplicado na coleta de dados e o arranjo sujeri-
do neste trabalho em cada passo. Analisando estes resultados

observou-se 22.5% de economia no tempo total de viagem.
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Observando a Tabela (VII.1) vemos que na pri
meira etapa nao se verificou qualquer economia de tempo. Is-
to se explica pelo fato de que a rede & pequena e por os pes
quisadores haverem escolhido o caminho otimo. No caso da eta
pa 4, na qual verifica-se uma economia de 35.9% significa
que, em razao de existir muitas opcoes de escolha, tornou-se
dificil escolher o caminho otimo e, com isso se distanciaram
da solucao otima encontrada neste trabalho. Se existisse mais
postos de coleta de dados por exemplo: 50 a ser abastecido em
cada etapa verificar-se-ia que se tornava ainda mais dificil
escolher as rotas otimas nas quais a importancia de pesquisa

operacional seria observada mais ainda.
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FIGURA VII.1 - REDE ORGANIZADA PELAS ETAPAS | e 2
DE COLETA DE DADOS E A SOLUGAO OTIMA
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FIGURA VI1.3 —~REDE ORGANIZADA PELAS ETAPAS 3 ¢ 4
DE COLETA DE DADOS E A SOLUGCAO OTIMA
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PEILAS ETAFPAYS Se &

.5 -~ REDE ORGANIZADA

URA Vi

E SOLUGCAO OTIMA



ARRANJO REAL| ~ ARRANJO | POR CENTO DE
APLICADO OFERECIDO | ECONOMIA

e | -
12 Parte 31,13 31.13 i_ 2
22 parte | 177.56 | 166 .31 6.4 %
i 1

SRS S !
132 parte | 65.96 | 44.72 3.2 %
42 Parte 132,96 | 85,50 35.7 %
52 parte | N3, 72 | 72 .88 35.9 %

! i .
i !
TOTAL . 516.79 | 400.54 22.5 %

TABELA VII.1 - COMPARACAO ENTRE ARRANJO APLICADO E O ARRAN
JO SUGERIDO



CAPITULO VIII

CONCLUSDES

Este trabalho tratou do desenvolvimento e da
aplicacao da Teoria dos Grafos para a Otimizacao do Tempo de
Viagem ou deslocamento de equipamento entre varios polos. 0
modelo foisatisfatoriamente ensaiado sobre o deslocamento de

equipamento de coleta de dados feita na Regiao do Nordeste

Brasileiro.

Considerando todas as restricoes do caso real
e, aplicando-se o modelo conseguiu-se uma economia em tempo
total de viagem de ate 35.9% em alguma etapa e, tambem, uma

media de 22.5%.

Se realmente as divisoes de Regioes no Pro
cesso da Coleta de Dados nao sao necessarias, ou, entao, SO
mente existe uma Regiao, na qual a Pesquisa deve ser feita
inicialmente (Utilizando o Metodo de CLARKE e WRIGHT (45))po-
de-se obter melhores resultados. De fato,deve se modficiar o

algoritmo de CLARKE e WRIGHT para se adaptar as condigoes

reais da Coleta de Dados.
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Programa 1 - Metodo de Busacker e Gowen utilizando-se o Al
goritmo de Ford, Bellman, Moore para determi-

nar o menor caminho de s para t.



FRLTRAN TN 6 LEVEL 21 GENR &L DATE = 77209 15/48723 PAGE 0001

1294 SURRCUTINE GENRAL 5
# n132 INTEGER LF(53),L5(53)4C153,53)¢GINVI53,53),GAMAS(53) ,S55053),5U4
PER) o XX{5T) o TETA(S53) 4P LIST(53)
= TS COMMON NoCsTETARIS+GINVKEY
[« o} ivat HEY=D
AR ven
i3 Brih=Nel
3 LFt1S)1=0
! LS(1S)=0
e KEy=0
Qs KTY1=0 ’
111 K=]
Y12 NCLIT=D
[ TLL=TL ¢l
114 N4 I=1.N
e 2] 1J=0
£rLe D0 3 J=1,.N
Lo ¢ b IF(1.EQ.J) GO TC 3
C3LR IF{ClJd.T1).EQ.599999) GO TD 3
el ] Td=1J#1
QN Ay GINVIT+Id)=J
T2n 3 KT INUE
522 Wil s 1Jd+1) =NNN
73 4 TIALE
e RT 2 1I=1,¥
a3l TETAL] 1¥=0.
rOPh SUvY(IT)=2,.
tnaz xx{11)=0.
£923 GAMAS(IT)=0.
go2s 2 CONTINUE
E&2g J=C
i 1=
{2 P20 I=24N
(s k] FICIII.I).EQ.559999) GO TO 10
£ 324 J*l
335 StJd)=1
po 25 Tall)=1.
4% 17 =C{15.,1)
tan 1=LF (1)
e r 20
Tead 19 )=5969%9
)=LF(T)
20 [NUCE
22 l
=1r
35 Nv=1,J
Sih¥) .
0T 20 1Jd=1.M
AX(1J) =0,
Suri{l1dr=0,
KEY1=0
IFtP.,FU.1Jd) GO TC 30
IF(CIP,1J).EQ.959999) GO TO 30
nn 28 ®d=1,1MM
IFIGAMAS(MD) LEQ.IJIGD TO 27
G0 TC 28
27T Keyl=l
GC TC 29
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PEY NS CL
3D
S e

e

LEVEL

23
29

39

o

E ot o

49
55

115

2L GENRAL

CONTINUE

IF(KFYl.EQ.1} GC TC 30
GrMAS(IM) =14

T¥=1M+ ]

[MV=[M-]

PNTINUE

SHETNCE

LK =Ke]

nsy g
p=g
X=GAMAS(T)

S{Ix.EQ.0) GO TC 90

NY 4é ld=1,d

Y 45 Ji=l.M

TRIRTNNVIIX e JTY=NNN) 38446438
IFIGIVETX,JI) L EQ.SS(1J)IGD TO 40
G TC &3

N i

XX(IP)=55(1J)

el

I=sks 1M

r—

7 ; Faaliio)
FORNAT(10X.*IP=0"/)

0N 6L IK=1l,IP

TKK=1K

JX=XX( 1K)
SUMITE)=LFLJIX)+C(IX, IX)
CONTINKE

KL=XX{1)

INl=SLRE0)
TF(IKK.LT<2)GD TC 75

DN T3 IL=2,1KK
IFCEUM{TL).GT.SUNLIGO TO T0
KL=XXl L)

SUv¥1aSLMETL)

COMNTTINLE

IF (SU2 L GELLFLIX)) GO TO 89
LSEIx)=5uMl )
TFTALT X)) =KL

4 TC %0

LSTIX)=LF CIX)

CUMNTINLE

FORMATILOX,1T)

N =h=]
IFr(K=hNY11D,305,105
Kiy=]

J=0

0 115 LL=1,N

IF (LSUELLY)-EQaLF(LL)) GO TO 115
NCLIT=1

J=J+1

SStd)=LL

LFCLL)=LSILL)
IF{NCUIT.EQ.C) GC TC 140
IFIXEYEQ.1}G0 TC 140

OATE = 77209

ler48/23

PAGE 0002
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FOErsan Iy & LEVEL 21 GFNRAL DATE = 771299 16743723 PAGE 0003

Pre azkel
ACLETEE

05 120 NIalyN .
LISTI{NT)=0
C 128 SaMASINDLL=D
{ t ve 22
142 S=TURN
END

t

¥
—an =

;|

Y

b

——

e S

Ha



LA 1y A oLEVEL 71 NATN DATE = 71206 16/48/23 PAGE 0001

1271 INTECER CU53,53) FETA(S3),TEST(53),TEMP,CC(53,53),L15T({25+2)»

*5INVIS3,53) ,COST
CUVNEN MNaCoTETAZISGINV,KEY

r“ ) -r
o 2Fv=Cl,
KK=0
2 ATS S 102 IC TLy IS TVELUE
b N=1C#l
iy Y 3T T=leN
0L TESTUEN=0.
87 A0 IC J=1laN
avia IFtl.£2.J) GO TC 22
oYy - Cl1.J)=%593999
0312 GO T 30
GRS 22 Cl1+d)=0
B I 3IC CONTINUE
bt 1 ILL=IL+]1
0¥1& D7 & T1=2,IL
gnlz FEATD(S 421 MCETT 1) o I=TLLIC)
0214 & CONTINUE
rcls 21 FORVAT(314)
gL a0 40 T=1,1L )
N¥2:1 Cll+1)=2
N2 CLIL#] M) =0
v 3 L7 TONTIL
z ’- £) 12 I=1lyN
Laa% w=ITElBs 3301
a6 AP ITELA34)(C{1add)edI=14N)
032 DO 10 J=1.N .
0328 1C COUT4d)=CIT,d)
0329 3 IF(CFV.EQ.IVALUE) GO TO 200
€023 CFy=CFvel
87131 20 &C I=l,N
R L Fd N0 e J=1.N
co3s SINV(I 20 =0
cN 34 6C CONTEINLE
0315 CALL GeNRAL
6326 TEST(1)=N
EER [MaN
Qo192 IKEY=2
an a5 DT 1 TI=2:N
YLD TarY=TKEY#]
014l [M=TETALLI%)
Cr %2 TESTIT =14
0343 L=TEST(1=1)
0744 LL=TFSTL])
0345 TEMP=CCILL.L)
CN46 COlLLLL)=999599
347 COlLoLLY==TEVP
6agR IFITESTII)<EQ.18) GO TO 2
2049 1 CONTINLUE
, 005D 2 DO 20 I=1.N
€051 TEST(I)=0
02152 N0 20 J=14N
Co%3 20/ CHT« 3V =CCL 1+ J)
: 0054 IFI[KKaaT«5] 50 TC 24
foJal- 3 ) DD 25 I=1,N
D054 WRITE(&,33)1
' onsT 25 WRITE(6434)(CIE,11),11=1,N)
f #
;i .
L‘ i, : S ) .‘."‘ - » _.':.‘. -:_‘ ~ > ! 2 i - = "‘ e
s )


http://IFtKK.3T.5i

88

LEVEL 21 MATHM
34 FORMAT(LX,1816)
33 FRRVATIT4)
Kh=KK+]

24 G0 TIC o

200 11=0
£nst=n
I 1LY IsThaN
3 109 J=LaN
TFIECU 1ad)eGEaR) GO TO 1060
E1S T =L ST +CE {13}

[1=11+1
LISTCILe1l)=J
LIST(T1,2)=1

10C COATINLE
w2ITF(A,203)

203 FOSVAT(SX4*SCURCE"+/)

ARTTOCE, 1ALV ILISTIIS01) ¢ dU=l w11
AP ITEL12,204)

204 FURYATISX'SINKY,/)
AFITF(ELIOLIILISTISI42) 4 0d=1,11)
CST==COST

101 FORMAT(HI4)

122 FO2vaT(412)

104 FEIvET (59X, *"TCTAL TRAVEL TIME=?;18)

WUITEL&£4104)02ST
R [

0

DATE = 77209

16/48/23
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APENDICE B



Programa 2.a - Metodo de Klein utilizando-se o Algoritmo de
Flarian e Robert para detetar o circuito nega

tivo.



89

Fralfpan IV G LEVEL 21 CYNEG DATE = 77209 16/49/56

eanry
9302
0003
Aea

tio S e W 22 3
=
-

¥

A g

AP
F R SaRE

I

AN SR LY <
[IVERS I S

LN

(]
-~
rag
Ees

SURCGCUTINE CYNEG
INTEGER CYCLE(53),C(53,53),VALUE(S3),0PEN(531+VAL,SeH,U
COVFOK NG CoKEY,CYCLESL

2 1% I=laN

Wt E =l

VALGE LI ED
CyiLFear=Nalyz1d)

VALLE(1)=0
| CPENIT)=VALUE(])
i CYGLELL) =T

=1
1=
saw CzaDLE ELONG RCW 1) Fare CoLUvh S T COLUMN
€  WeeN 3 FIND THE SYRLEEST IRBEX W L
F YT L JJ=5aN )
WEL=CPES LIV R IVALUE (L) «CtU,9I) )
[FIVvALLGELO) 60 T2 A
ol X pEAS | RE 9{*1 &Y c C\J::L: nu
SPENII IV ED
L=U+1
L2 1249
v L v =yalk

IT AARTR=A TS CYCLE wAY: SE COMPLETED =&
A=EYI0EL L)

TP (V2LUS L) #CUU W) ) 64343
6 CYCLE(L#+1)=CYCLE(L)

ity
SLE

2
Etll

1
PlyIP=14LL)

Y IF(LEQ.L1)GD T 19
S=CYCLELL)
YILEELLI =9

Lisy=l
(AT Ge I3 A4S

L=t
JECACLE(L)
60 1C 4

B R )

i Gl TC

| 1§ @ruTINUE

120 RRTLEN

V21 XF¥=E
FETURN

END

¥ CaRE Tt

PAGE 0001



- FORTRAMN IV G LEVEL 21 “aln DATE = 77209 16/49/56 PAGE 0001

o
o NN INTEGE.: CYCLE(53)¢CU53,53)INFLOWI3042) 4FVALUE,LIST(50,2),
*CE (53,930, COST, TEUP
SIS CEMPTN My Gy KEY s CYCLE L
A3 REATYIS, 102116, 1L
BRI e T
(ks i T
tode D7 3 d=l.N
. aBoT IFULEQ.J) GO TC 2 2
tons Cl1,4)=999593
(i ofier GC TC 3
) T 2 CL1,41=0
o 3 CONTINUS
SN2 TLL=It+1 .
PR e 24 Ts24IL
114 24 @EAD(S5,21)0tC(1, 11}, IT=1LL,IC)
3515 21 FORMAT(B14)
¢ 07 4 I=141L
Ly 1120 :
ClLilsl,N)=0
h TINTI%LE '
tiz)
2P RIAC(5,33)FVALUE
NG wEITELG4105) :
Jni24 NN S IT=lyN :
025 WITTE(64+33)1
Nozé 5 WRITE(8422)0C11,Jd)sd=1,N)
1027 22 FNEYAT(1X,1816)
no7d FELDLIS,23) CINFLCWITs1) 41 =1, FVALUE)
3029 RELD(S423) (INFLCW(T42)41=21,FVALUE)
ol 23 FORYAT(8T12)
2331 0P 18 J=14FVALUE
gnaz 1=INFLCW(Js2)
RIEE! II=TNFLOW(dW1)
an g C115,11)=559999
07 1% C{1I4+15)=0
TE4P=C AT 1)
il d o5 818 00 O o O (0 8 5
o e CLT, 11 )==TEup
T TT)=24559%9 §
. 1.8 G- TTs 100
KN=N#]
AN 26 1=1,N -

WRITE(6433)1
WP ITE(6422)Y(CHT 4 dJd) » =1, N}
NN Z& J=1.N
Crit:J)=Ci1+d)
KEy=(
CALL CYNEG
[FIKEY.EQ.0) GO TO 20
N oA T=lst
M=CYCLELI)
MY=CYCLE (T+1)
TEMPaLCIM M)
CC{M,MM)=599909
40 CC{mMM,M)=~TEMP
00 42 I=1,N .
CYCLE(T)=0 n

—




)

FIRTRAM

3058
cLsy
00E0
on&l
tas2
AR
Ve g
)
Nda9
oo if o]

03R4
onai
enag
cng9
nosn

IV G LEVEL

42
33

20

223,
204

121
1n2
134
185
106
200

21 MAIN

DO 42 J=1.N
Clls+Jd)=CClL,3)
FNRMAT{I4)

L ol |

11=0
WITELA.LNGB)
92 29t TElsN
HIITE{E43301
At [ TF Lo 220CCL 10dd) e dd=1,N)
CasT
an g
DI 100 J=1,N

TE(CCI1+J).GE42)Y GC T 100
COST=CCST+CC(IyJ)

II=1T+1

LISTI(TII.1D=J

LISTUIL,2)=1

CONTINUE

WR1TEI64203)
ARITE(E,L1OLMILTIST(II,1)»3J=1,11)
WRITE(L,204)

FORMAT (65X, SCURCE Yy /)

FORMAT(5Xy "SINK " /)

WITTEL Lo 1O JALTISTIIde2)edd=]l,511)
CoOST==C 05T

A2 TTE(ELO4)CEST

FOAMS) 2514)

FOeMAT (212)

FORMAT(SX,'TOTAL TRAVEL TIME=',18)
FORMAT (45X, " INITIAL MATRIX*,/)
FORMAT (/445X "FINAL MATRIX',/)
STOP )

END

DATE = T7209 16/4%/58
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Programa 2.b - Metodo de Klein utilizando-se o algoritmo de

Floyd para detetar o circuito negativo.



FOSTRAN IV G LEVEL

‘noot
'—':_/.‘"7
e

o~

CLRC ) |

L S B & I v
o N
J

e )

2

(o I =

) EDEDCI
SO
N

o

10
15
20
30
40

X ok

52

2 CYNEG DATE

SUBROUTINE CYNEG(CoNyCYCLE,LyKEY)
INTEGFR%2 C(52,52) 41ETA(53,53),CYCLE(53)

Kity=0C

ar 4 T=l.H
aC 4 J=14N
[$=1

TE(C{T«J)=EQ.C{N:15)) GO TN 3
TETALL 4 J) =1
G TO 4
TETA(L +J)=C(N,IS)
CONTIMUE
K=g
K=K+
D2 40 I=1.N
IF{1-K)10,40,10
0 30 J=1,.,N
IF(J=-K)15+30,15
SuNvz=ClIoKIHC LK, D)
IFISLY—C{1I+.J)32C»304530
Ci{T+d)=50UM
TETALT s J)=IETA(K,J)
CONTINUE
IF(C(T41)150,40,40
CONTINUE
GG TC 70

CTERMINATIN TEST ke
WP ITE(E,60)1

77209

17/06/18

60 FURMAT(5X,'A NEGATIVE COST CIRCUIT CONTAINRNG®*yI3,*EXISTS IN
*GRAPH' /)

51

KEY=1

L=1

CYCLE(L)=T
M=IETA(I s 1)

L=L+1

CYCLE{L)=M
IFIM.ECsL)Y GO TC 79
M=TETA (I M)

GO 1C Sl
WRITF(6y8LYICYCLE(I)I=1:5L)
FROMATL2015)

GO TS 80

IE(K=N)By 30430
RETURN

END

PAGE 0001



emoa e @y L = TE? AIITUOL+Q FRuL Uuul

slaka i INTEGER%*2 C(53,53) 4 1ETA(53453)+TEMPCYCLE(S53),INFLOW(2552) +FVALUE,
M HLISTIZ542)9CC153453),C0O8T
o poo? 15=1
noo: READ( m.p3~u~n.~r.m<>PCm
0gas N=IC+
Va5 an 32 Muw.z
o005 NI 3 UdslaN
aaT iRllsEQedY GG BC 2
2323 Cllsd}=2999999
I B T -
Y E 1 2 G T 1
2 [ B ItL=TL+1 :
a1 3 b 24 I=2,1L
0nt4 24 READ(S5:210(C(I1,11),13=ILL,IC)
0QLs 21 FORMAT(814)
aNte D7 4 I=1,IL .
oty Cll1,1)=0 i
0D 1y CLIL+T4N)=0 i
0719 4 CONTINUE
2040 I1T=N
anai WETTELGy 1) 2
Ga22 11 FORMAT (45X " INITTIAL MATRIX'+/) 3
23 a0 2% I=1,M
D T4 4mﬁ>.“ 1)1
BN 2 quaj ZIHC(L 1)1 1=1 4 N}

,mzcnm.mu-Aﬂz*rﬂzaa 11,I=14FVALUE)
READLS,23 ) [INFLCW(I,2)s1=1,FVALUE)

23 FORMAT(8I2)

22 FORMAT(1IX,1876) >
D7 10 J=1,FVALUE
I=INFLCW(J+2)
IT=INFLCW(Js1) .
CLIS,11)=999999
CIII+15)=0
TEMP=C{11,+1)

' CUILS1)=C(1,11)

J}
: -Z-ﬁ{ﬁ_.mqﬁa—h_MQ.-
G0 T0 20
7 i T€ 35
2 %% “Q.CYCLE(1}) GD TO 41
1353 (un<nrm“_+__
ot o TEWP=CL (MyMM)
ons? CC(MeMM)=CC (MM M)
0053 40 CCIMMyM)==-TEMP
Q054 41 DO 42 I=1,.N L. g
onsS CYCLE(T)=0
Q046 00 42 J=14N ; 5
C057 42 Cl1431=CC(1+J}

; . v 2 : . ; s g aEm =y, U TS i
v B 5 5 & . e - * Sl
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Programa 3 - Metodo de designagao otima. (14)
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FroreAy Ty G LEviL

AT

nADa

fe e B o RN I
3 YN

0034
IS
09 44
nyiT
3539
GN3s
114
Cial
42
347
1144
H¥ss

N

£}

@~

21 MAIN © DATE = 77209

17/04/44

INTEGIR CU25+425),LLI50),CLE5D),C2(50)4P1L50),PII50) ,KARTALS0),

BCOST+KEYLLLZ(50)

LRl NyCoLZ,C24PTaPUsLLsCLKEY COST,LLL
KTY¥2=0

ve=g

REARLS » 1IN

AL D |

FoneaT (120

TFth Q.00 G TC 300

CH51=0

W2 1=1,N

LZUI )=t

C2ii)=0

eI(l)=0C

PULT)=PI(T)

LL(ri)=0

CLL{T}=LLAT)

READLE 4205 ) XARTA
WRITE( Ly 2061 KARTA

0N TC (1220413061200, 1200,1100) oMM
MY LIDY ¥alaeN

SEATIR 1031 I(CTedded=1l4N)
FAuvaT (614)

SN EC 333

AT 1201 [=14N
RE2D(5+120211CLI4d) e d=14N) .
FORMAT {1316} .
G0 TC 232

I 1301 i=l.N
READ(S¢10030(C(1sd)ed=14N)

FORMAT(814)

WRITE(644)
FARMAT (20Xy *INI T] AL MATRIX',/)}
TE{M¥.GT.1) GO TO 2186

01 209 1=1,.N

WPITE(6,210)1

WEITEL6,208) (CL19d)pd=) 4 N)
FORMAT (EQ6)

FIRMAT(14)

80 TE 21k
ATITE(S,20THIICTTIwd) 9J=14N) s I=14N)
FORMAT(618)

D0 B I=1aN

MIN=C{T,})

3T B J=1,N

IFICET yJ)=¥IN) 5,648
MIN=C{T4J)

CONTINLE

IF(MI{N.EQ.O) GO TO 8
COST=CCST+MIN

DO T IP=LlN
ClI+IP)=ClL,IP)=MIN

=AY
ad V=g

MIN=CL1,1)

a8

d=1.4
IF(CLJs1)-MIN) 9,10.,10
MIN=C(JsI)

PAGE 0001



: FORTRAN Tv 6 LEver 21 Maln - DATE = 77209 17/04/44 PAGE 0002
‘ 0151 10 CONTINUE
D - oeosn IF(MIN)LL,13,11
= N6 Il COST="CSTMIN
oo .3 | RT 12 IR=1,N
BEEE 12 COMGTI=CUID, T )I=NIN
flgs 13 CORNTINLE
B 14 %z¥=¢
¥ ¥ i SR G L
3T 22 Jd=laN
ITFICILad))22:415,22 . :

15 LZUId=LZ(1)+]

CLtIr=CII)+1

IFLLIET)=1)16416,17
16 PJ(I)=J

LLEL)=1

an 1o
LT EEALE

)

1)

18 IF(C2
!

29
S ]
]
s
(2
\

1
#]
Q
J)1.6T.1) GG To 20
[
L
2

ot
1
-
=
-
Yo

2 ;
25 W' 30 I=1sN o
C *s¢ FINAL ASSIGNMEANT IN EACH LINE ®x
IF(LLIT)aNELL) GC TO 30
IFILZiT).EQ.0) GC TO 30
Jd=e N
CALL DESIN(I«JJI}
CaLL FLMIN(T,JdJ)
30 CONTINUE
07 40 K=l,eN
IFICLIXI«NELL) GO TO &0
IFICZ(<).EQ.0) GO TO 40
T1=PL(x])
CALL DSSINITI LK)
CALL FLMINGIT X))
G coNTINUE
AR G hE 1
. 0984 TE(CZEL
(2 Kok | 45 CONTIMUF
9131 07 850 I=l.N B
olin? IF(LZ(I).EQ.1) GO TO 25
50 CONT NS
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M1s TS FNRVIT(/,5X, 1THTCTAL TRAVEL TIME,I18/)
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i 8¢ 20 §5 I=1,N
311 IF(L20I)1.EQ.0) GC TO 95
12n 27 8% J=1,8
G121 [FICLGJINE.O) GO TO 235
1272 FE(CIT.J).NELD) GO TC 85
Rt Hrdt 4Rz
124 30 1C 90
31,28 85 CONTINUE
J2s 3C CALL DESIN(I.KK)
£127 CELL ELMINCT JKK)
2123 50 TG 25
2129 55 CONTINUE
N1 DO 98B I[=1.N
2131 IFLLLIT).NELD) GO TO 98
13 LZAT)=1
Te 23 18 CONTINUE
L & KiYl=9
133 O 1C0 B=14N
~17% IFILZLT).NEL1) GD TO 100
aLar nn §7 J=l.N
t124 IFIC(1.J).NELD) GO TD 97
a129 1FIC2LJ)<EQ.1) GO TO 97
a147 C2td)=1
T4 KEYL=]
3142 97 COATINYE
2143 190 CONTINUS
144 DG 110 I=1.N
0145 IFICZII).NE.L} GO TO 110
0l4b IFICLIT).EQ.O) GO TO 110
a4t IT=PI1(1)
0143 IF(LZ(11).EQ.1) GO TO 110
N1 43 KEY1l=1
¢i8a LZ 0TI al
21981 110 CONTINUE
o152 IE(KFYL.NELD) GO TO 96
153 MIN=559639
J154 DN 120 J=1.N
0155 IFILZ(J).EQ.0) GO TO 120
7156 N 115 1=1.N
€ IF(CZ(I).EQ.1) GO TO 115
\ TFIC(Js1)CT-#IN) GO TO 115
154 vin=Cl o1}
a1ED 115 CONTINUE
Dlel 120 CONTINUE
012 NN 130 1=1,N
0163 COST=0NSTMIN
o164 DA 130 J=1,N
NES 130 COI,d)=ClI,J)=MIN
TLéS 00 160 =1\
et TFILZ(1).EQ.1) GO TO 160
NEd CAST=CCST-HIN
01E9 + DO 155 J=l,N -
0179 155 CITyJ)=ClI,J)+MIN
0171 160 CONTINUE
0172 | DO 170 J=1,N
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FORTRAN Iv 6 LEVEL

21 DESIN DATE = 77209 17/04/44

SUBRCOUTINE DESIN(I,J)

TNTEGFR Ci25425)LLE50),CLI50),COST+L2Z{50),C2(50)4P1(50),PI(50),
«M{50)

COVMMTN NyCoLZyCZyPIsPJsLLsCLyKEY,COSTHLLL
LZi1)=2

CZ(J)=2

CLtyr=1

PI{Jd)=1

XEY=KF Y41

LLild=1

pPalll=d

RE TURN

END
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LENVTL 21 ELMIN DATE = TT209 17/04/46 PAGE 0001

RCUTINE ELMEN(K,L)
GER CU25425)9LL(50)2CLI53)+CO5TLI(50)+C2Z(50),P1(50),PJ(50),
)

&
N e e

NeCol2yCZoPl4PJLLICLLKEY,COST,LLL
0 I=1,N

Z{1).EQ.0) GO TO 10

GO TO 10 !

1

Zt1)-1
1.6T.0) 6C T3 5

2T =LLt)
GOy TC 10
‘5 TFILZIT).NE.1) GC TO 10
L LLET)=]
PO & J=1,N
IFICITyd)sNELD) GO TO &
I TRLEZtJ).LE.QO) GO TG 6
PItTY=d 2

COMRTINUE

CONTINGE
20 30 JslaN
IFICZIJ).ED.0) GO TO 30
IF(CIK,J).NELD) GO TO 30
v C{ai=CLL J) -1
IF(C2{4).GT.0) GC TC 20
CLty)=0
PI(J)=0
30 12 30
20 IFLCZUJY.NELL) GC TO 30
CLid)=1
na 25 I=1,N '
IF(C(T J}.NELO) GO TO 25
¢ TF(LZ(I).LE.O) GO TO 25
PICdI=1
25 CONTINUE
10 CONTINUE
RETLRN
END
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Exemplo 1.a - Resultados obtidos dos programas 1 e 2 para

primeira regiao.
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Exemplo 1.b - Resultados obtidos do programa 3 para primeira

regiao.
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